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As clvicas

NO ESTUDO COMPARATIVO DA PFRSPECTTVA 70M AS SECGOES CONICAS E COM A

HOMOLOGIA VLANA

A IDENTIDADE DOS TRACADOS

g
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Esta tese representa, para cumprimento dé gmg.nova exigencia
na inscrigao para o concurso que devera selecio;hr o professor de
desenho da Escola Nacional de Belas Artes, um estudo comparativo
de trés processos diferentes de representacio, mostrando que, com
definigaes diversas, conduzidas por melo de diferentes reciocini~
08, pode-se chegar com tragados idénticos aos mesmos resultados,

Estes processos sfo empregados na perspectiva linear, nas

secgoes conicas e na homologia plana,

£ um estudo inteiramente tedrico que néo tem por fim uma a=-
plicagio pratica 1mediata; mas nao deixa de mostrar como comparan-
do os tragados de uma épura (perspectiva) com os de duas figuras
homologas ou de uma secgao conica pode-se chegar a simplificar a
épura (perspectiva) e provar‘a exatidao dos tragados por meio des-
tas comparagoes.

A perspectiva linear é, em ultima analise, o lugar geomghxfco
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dos tragds dos raios visuais no quadro.

0 raciocinio conduzira a representar numa superficie plana a
perspectiva do objéto, :

A secgao conica & o lugar gecmétrico dos tragos das geratri-
zes do cone no piano secante, o que nos da assim a representagao
nwn p}ano, de uma figura plana que pode ser comparada a uma perspe=~
ctivas .
A homologia plana consiste no tragado de duas figuras que o-

bedecem a leis geométricas tais como: "dois pontos homologos estao

na mesma reta que passa por um ponto fixo que & o centro de homolo-

gla e duas retas homdlogas cortam-se num ponto de uma reta fixa, a
qual se denomina eixo de homologia, e podem ser comparadas a duas
figuras uma como a perspectiva da outra,

Examinando os tres processos, vé~-se que & secgao conica &
uma perspsctiva se subétituirmos as gératrizes pelos réiés visuais,
o plano sscante pelo quadro e o vértice do cone pelo ponto de viste.

E a hamologia, se considerarmos como a projegao horizontal de
duas figuras em perspectiva, tera o centro de homologia como ponto
de vista, as retas que ligam os dois pontos homdlogos como raios vi
gsuals e o eixo de homologia como trago do quadro,.

Na perspectiva, o raciocinio basea-se em rebatimentos para
chegar a um resultado,

Nas secgdes conicas, a projegdo horizontal é o resultado &
que conduz o raciocinio.

Na homologia, o raciocinio basea-se apenas nas definigoes,
dispensando, portanto, os rebatimentos e as projecoes,

0s tragados sao identicos porque os dados S2a0 OS mesmos com

denominagoes diversas.
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Os dados indispensaveis & colocagio de uma figura em perspe=-
etiva sao: "ponto de vista definido pelas duas projegoes, quadro
gque pode ser o proprio plano vertical de projegao, traco do quadro
ou linha de terra e as duss projsgtes éa figura®,

Com éstes elementos, qcdem-52 tragar as outras linhas princi-
pais, tais.como? a linka do horizonte e a linha neutra, pontos prin
cipais, etc.s.

Nas secgdes conicas sfo: a diretriz da superficie,_a projecao
horizontal do vértiée, o trago horizontal do plano secante, a pro=-
jeg3o hprizontal de uma horizontal do plano secante, & mesma altura
do vértice, ou o trago horizontal de um planb paralelo ao plano se-
cante contendo o vértice do cones

Na homologia s8o: o eixo de homologla, L centro & a reta limi

te de uma das figuras,

Ve -se, portanto, que dos tres processss o mais simples 6 8ste
ultimo., BaseandOvse, porém, nos racioc_mioa da perspectiva, pode-ae
chegar a simpliﬁicar a épura assemelhando-a 2o tragado de duas fi-
guras homologas.

A titulo de introdugdo aos nossos estudos damos os elementos
- Indispensaveis a essa comparaqao e os meios que chegamos para a
simplificagao dps tragados, quer nas secgoes cénicas, quer na pers=

spectiva linear,
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1I

A SIMPLIFICACED DAS £PURAS

Na perspoctiva (fig. A) & costume colocar o objeto (m) sdbre

0 plano horizontal posterior e o ponto de vista (P.V.) no primeiro

diedro.

A perspectiva (m') & obtida no plano vertlcal superior. Pa-
ra evitar que esta se sobreporha £s projegdes ortogonais da figu-
ra dada (m) considerardo o :ebatiﬁento no sentido das setas da fi-
gura (A), fazem-se transportes paralelos das projegdes.

0 rebatimento do plano herizontal posterior scbre o vertical

irferior (figa B) evita esta suporposigho, o que ndo altera o méto-

Ferifiguencs em primeiro lugar que numa épura (gerspecti-
va), quer se rebeterds cs pisncs num sentido, gquer noutro, o rebatl
mento de uma figura tracgada no plano horizontal, e a sua perspecti=-
va, sao figuras homdlcgas.,

0 centro.de hcmoicgla & o rebatimento sdbre o plano vertical

do ponto de vista, girando éste em-tornc da 1“nha do horizonte e

~ no mesmo sentido em que foi ‘rebatido o plano horizontal (fig. C)e

Tracemos entdo a épura que nos da a perspectiva de duas retas
(ab, a'b') e (bd, b'd') colocadas no plano horimontal. (Fig. D).

Rebatendo o ponto de vista (P.V.) sdObre ¢ plano vertical, to-
mando a linha do horizonte para elxo, datérmina-se facilmente os

pontos de fuga das horizontais.
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0 raio visual (f, P.V,) paralelo a (a, b) forma com a linha

do horizonte o mesmo arguic (O( '}uue a reta (ab) forma com trago
. 3 :

g0 guadro. Bste anguic nec varia no rsbatimento, Como o raio visu-
al vai dar c; ponté de fupa (f) sdbre a iinha do horizonte, conclue-
86 que, para obter o ponto de i‘uéa de uvma horizonial, basta tragar
ppelo rebatimento do ponte de vizta uma paralela a projegao horizen=-
tal da reta dada, até cortar a linha do horizontéa

Ligando o ponto (f) a (a, a'), ponto em que a reta coincide

. gom a sua perspectiva, obtem-se a diregﬁo da perspectiva da reta.

Daf deduz-se uma das leis da homologla: "A proj=cio (ac) de
8 SR O IRAD ARy - o

umna reta e a sua perspectlva cortam-se sempre num pcento do trago

"_@_g_"_gu_ggr_o {eixo de homclogla)®e

Fagamos agora passar por (b). uma reta (b, d) no plano hori=-
zontal, tomando a direga@o (b, P.V.). O rebatimento do raio @isual
" (P.V, £1), que da o ponto de fuga (f!'), coincide com o rebatimento
da reta., Logo, ligando (d4,d4') a (f'), a perspectiva da reta coinci-
de com o seu rebatixnento..

Ora, para gqualquer ponto do plano horizontal, tal como (b),
pode~-sd fazer passar sempre uma reta nestas coendigoes, com a per=
spectiva do ponto caindo sobre a perspectiva da reta; conclue-se:

que gualquer ponto do plano horizontal e a sua perspectiva estao

sempre numa reta que concorre num ponto determinado (rebatimento

" do ponto de vista)",
' E esta a segunda lei que define duas figuras homdlogas.

Qualquer método obriga a determinag@o da perspectiva de um
ponto por melo das perspectivas de duas retas que concorrem néste
~ ponto; e a perspectiva de uma reta determina-se por seu ponto de fu

ga e sua interseccgao com o tragoe do quadro.
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?ﬁﬁ%i essa a orientaqﬁo que seguimos, apenas empregando o reba=-

do ponto de vista para determinar mais facilmente o ponto
além de tomarmos para diresac Jde uma das retas concurren=
ponto consideradc, a diregho ezpesial acima citada, o que
-a épura perspectiva ao tracgado simples de duas figuras
8. Por Gste tracadc ja se pode verificar que, dedo o reba-
éﬁ-ponta de vistaﬁé inutil irdlcar propriamente a sua pro=-
rizontal, Ela ‘6 conhecida porque o rebatimento da o afas=
a vertical principal da a projegao vertical (ponto prin-
), ebbre a 1linka ao horizonts, e o tragado da percpectiva de
ﬁéh) ds ccta {c) reduz~se ao da figura (E) psrfeitamentse
a0 Qntericr, apanag suprimindo as linhas e 0s pontos des-
ios tais como: projegho horizontal (v), projegao vertical
clecao vertlsal (v!).

ainda idonsico ao tragado de duas figuras homdlogas como se
a na (fig; Fla

)8 tracadcs de duas figuras homélogaa os dados necessarios
ermina» o ponto homdlogo (b!'2) de (b) sio:

centro de homologlag

“elxo de homologiaj

) reta limite ds figura que chamamos(kﬁ; )}ndicada pelas
m sinal,

do dadas por exemplo: as retas (b,a) e (b,d) nds nis pro-
terminar as retas homdlogas (b'a, a') e (b'a, ar).

emos a reta (C, £') paralela a (a, b) que liga o centro
la (c) ao ponto do infinito (f) da reta (a, b).

acordo com a definigio o ponto homdlogo (£') de (f£) esté

a e sobre a reta limite (j') que representa os pontos no

da ﬁgum(A)
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. homologa (a', f!') de (A, f),ainda de acordo com a de=-

ta (x) no ponto {a)., estando determinada,

o homdlogo (béi} de (b} esta na reta que liga (b) ao

de homologlia e pertence & reta homdloga (a', £') de

rtanto; tambesm, determinado,

ge assim a simpiicidads mixima de uma épura que & per=

perspectiva, sponas ceizando de indicar as linhas e os
ssnecossdrios. £ o que se observa comparando a figura (D)

: (E) °

que denonstramos para a perspectiva de uma reta e um

a demonstrado para uma figura plana qualquer, num plano
, visto que qualquer figura plana é constituida por msio

pontcs ou curvas dsterminadas pelo movimento de um ponto.

inemos, agora, . (fig. G) o caso da secgfo cgnica, cujos

projecao horizontal @lo vértice do cone;

. trago horizontal do plano secante;

_:projeqap horizontal de uma horizontal do plano sccante &
vértice.

iderando (b) um ponto da diretriz, (b, c) sera a projegao
atriz.

ano (C, b, a) contendo esta geratriz corta o plano (C,h)

a paralela a

" (ea',b) assim como corta o plano secan
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egundo (aa', £'),

0 ponto (bY) é, portanto, a projec@o do trago da geratriz no
“h}_secante. 0 movimeﬁﬁo de ponto ({b) descrevendo a diretriz,as-
m como o movimento do pento (b',) descreve a segio da para con-
uir-se: que a construgfo de um ponto pelas secgoes can}cas 6 ' »i-

ico as construgoes pela perspectiva e pela homologiae

Adotandp-se na perspectiva (fig. H) o rebatimento do plano hgo
.utal posterior sobre o vertical infe;ior, a figura dada, (pone-
ﬁﬁb}, vem para baixé do trago do quadro. O resultado, que é a per
pectiva (b'),fica acima do trago do quadro, da mesma maneira que

‘rebatimento do ponto de vista se coloca acima da linha do horizon

Ente rebatimento, ne sentido oposto ao adotado nas epuras de
'ttria descritiva, sera empregado por nos em todas as figuras
ue se seguem devido a grande vantagem de dar os elementos do pro=
IR s ccus rosultadoss de cada lado do tragc do quadros
As figuras (#) (1) e (J) s30o os tragados correspondentes a
sas figuras na perspectiva, na homolcgla e na secgao canica.
Todas as demonstragoes feitas, antericrmente, para o rebati=
F;to do vertical superior sdbre o horizontal posterior, podem ser

icadas para o sebatimsnto ndste ontro sentido.

Adotamos einda as seguintes denominagces: (fige K)

Perspectiva real, @ a que se obtem da figura (A) colocada no

)lano horizontal posterior, plano que tambem se¢ denomina de terrenq

- 8-
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pectiva virtual, & a que se obtem da figura (B) colocada

0 hrizontal antérior, entre o trago do quadro e a linha neuw

.14ectiv§ imaginiria, & a que se obtem de uma figura (F) cQ
. no plano horizontal anterior e anterior ao plano neutro.

Para colocar a linha neutra na épura, basta notar que a dis =
ta ao trago do quadro pea mesma que a disténcia do ponto

ta & linha do horizonte,

Observamos agora que & linha neutra de ume perspectiva corses=

) trago horizontal de um plano paralelo'§6'§T§E3'§eoéﬁﬁ;§i:-

que contem o veriice dq cone, nas secgoes conicas, e uma

etas limites, na homologia, ;

Tomemos ee mesmos  dados das figuras (E), (F) e (G), fa-

0 0 rebatimento no sentido que acabamos de adotar indicado pe+
uras (M), (N) e (0).

;ﬁ'linha neutra na perspectiva & a intersecgio de um plano pa=-
.-_ao quadro contendo o ponto de viata, plano neutro, com o ter
0, que é o plano horizontal de projegdo. £, logo, uma reta pera=-
trago do quadro, situada & uma disténcia deste igual &
ia do ponto de vista & linha do horizonte. Linha esta qﬁe,

& no mesmo sentido do”ponto de vista, fica acima do trago
uwadro, porque os afastamentos dos seus pontos sﬁo poaitivos;

A perspectiva de um ponto, tal como (m), (fig. M), cai no

J
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. d¢ (a m) encontra (m') tambem no infinito.

¢oes conicas (fig. N) o trago horizontal (A) de um pla
:jao-plaﬁo secante, contendo o vertice do cone, & deter=
esta a uma distincia do trago (S) do plano secante 1-‘-:
neia do virbizs f#} a herizontal (h) désse plano secan=
go (A) corresponde A linha neutraf 0 pénto (b'a) podera

ado sem reccrrsr a norizental (h)s

undo uma paralela (a' f'), mas (a' £') sendo uma reta do

nte, (b'2) & um ponto de secgio,

0logia, & a reta limite (j) que corresponde & linha neu

tres figuras menclcnadas a linha do horizonte corresponde-

sntal (n) e & reta limito (j’)o

';tivamos, com es dsmorstracltes elementares, outro intui

a2 ge identificam na procura da per-
omologle; erbora conduzidos por

Yerscs reciocinios. Tragados estes, que conseguimos sim-

) ara pe:‘"p-euti'-;'a, como ex;,_hr'_:;s., gracas 0os recursos que
a déscritiva e a homolcgia nos fornecsrsm por seus pro-

leis,

i por diante, com excepcio dos desernhos das figuras: 1,2,
»il,15,16, que sto igusis para faci lLitar a comparagdo,ca=
ra solucicnado da mensira mais pratica.

dados sdo cos mesmos quanbto & questac a resolver, nas épu-

spondentes, mes as Q“LB””GS; variam para desenvoliver a caw=
de aplicagio dsste cu Jeq, 3le meio, segundo a necsssidade

» pontos indispensavels em pocigles accsssivels. En duas épg

spondentes sccrcoes conicas e perspectiva, por exemplo, pa-

..' 54 : -1"_“!
T

“um ponto da secgao, empregamos uma construc@o que podera ter
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cagdo ma épura correspondente, como ja fol provado deta-

- na perspectiva de duas retas, de um ponto.

dos tragadcs em cada caso, simplieidade esta que & resul-
da comparagio dos trés processos, achamos wtil variar a solu=-
om 0 fim de mostrar, praticeamente, como @ estudo comparado fol

gsolucionar a questio da meneira mals simples.

III

ESTUDO DAS CONICAS

a exemplificar, estudemos as conicas como curvas dadas pa=

_postas em perspectivas dentro da seguinte ordems

Perspectiva e
Ssccao conica | Diametros
Homoleogia .

R

i Elipse

—_—
e

ecas conica
ogla

cgila

Eixos

3 vt
:-‘ ool T

=1
o]
| L

{omo

Resuitado 2 "
Parabola

P =3 ONWAET OO b

E
¥

L)
L]
it

-I\0 (O
A

w8
0 Homologia

5 ii Perspectiva
Hiperbole ! 2 Secc20 ¢onlea

15 Homodlogila
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1y Perspectiva
Elipse 15 Secgac conica

16 Humu;egia

i ) » 17 Perspectiva
& _: 1-2330 Parabola ..-%“: E!U“L,-f’o r'onica
Resultado 1.9 Tomologla

e e

ade e

= 120 ?e"qpeotiva
Hiperbole |2 Scogus conica

- 22 Homo;.ogia

23 Perspectiva
-Eﬁ.' 2l1. Secgao conlca
i Ef_Homologia

e s

% ' " T26 Pers ectiva
?ﬁr-él’llﬁ-‘- Parabola |27 Sect;go Conhica
Resultado 8 Homologia

A 29 “e“qpectiva
Hiperbole fﬁ “engao conieca

R 5* Lomo;ogia
gu— 32 Perspectiva
Elipse 3% Secgio conica

%4 Homologia

et ]

» . : 13
: “ erspectiva
Hiperbole ’ 27
u Parabola 26 2acga0 sonica

- Resultado %7 Ivma*ogia

e ra A
e | eE

5 _ 7(, .‘-‘er:mef"tl.va
Hiperbole "¢ serzdo conica

— +O Homologia

b e

nemos entao o primeiro caso no qual se considera a perspe

;circulo no plano horilzontal nao encontrando a linha neu-

.anaa por adotar na fig. 1 (vide nota) o rebatimento do pld

figuras nao estao dispostas nas paginas de acordo com a
em de numeraqaoﬁ por causa das dimensoes das - ‘Mesmas  no
eproveitamento do "estensil" -

e,
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posterior sobre o vertical inferior.

B oronoia Tioa sbaixo do trago do quadro. 0 difmetro
vide ao meio as cordas paralelas a ésse quadro. -

o néste caso a divisdo em partes iguais conserva=-se em per
78, %bﬁclue-se que a perspectiva (a' b') de (ab) & um dismetro
siva do circulo. :

0 o ponto médio (c') e fazendo a projeg@o inversa, deduz
da corda (ef), que tem para perspectiva (e! f'), diﬁme-

do de (a' b') na elipsec.

easo que corresponde a éste, nas seccgoes conicas, & o da su
eénica tendo para diretriz vma circunferénéia no plano ho=
f;iéig. 2), seccionada por um plano (S): Eése plano (S) ¢ pa=-
2 um plano (A) contendo o vértice do cone; cujo trago horizon
o & tangente, nem corta a diretriz.

6 o trago horizontal do plano sccantes

ametro (1,2) divide as cordas paralelas ao plano secante em
“éia. Esta divisfio & projctiva se considerarmos a secgdo
fi@?ojegﬁo conica da diretriz.

ndo o ponéo médio (my) de (13, 2,) e tragando a reta (V,M)
mos a corda (l,3) que corresponde a (hl, 3,) diémetro con-
' (1,, 2,) na socgao, ;

udado ésse mesmo caso pela homologia plana na figura 3 te=-
C) centro de homdlogia;

1e13«
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(X) eixo de homdlogia;
(J) reta limite das construgoes da figura do circulo

As cordas paralelas ao eixo de homologia conservam~se paralee

' na flgura homdloga e ainda divididas ao meio pele dismetro (c!,

A reta hombloga (c', d') de (¢, d) &, portanto, um di%metro da
pse, figura hombloga da circpnreréncia. | '
(m') é o centro da elipse, (m) é o ponto homdlogo de (m?)4
A corda (b, a) & hombloga do difdmetro (b', a') conjugado de

3@0, porque as cordas paralelas i.direqﬁo (bt a') ficam dividi-

} 20 meio nas duas figuras pelos diﬁmetros (et 4') ou (e, d)e.

Por uma questdo apenas de curiosidade abordamos a seguinte pro-
isBo geométrica: "Seria possivel a construgfo dos eixos da elipse
ultante dos trés casos acima estudados, baseando-se epenas os tra
dos nos principios da homologia plana,da secgio conica ou da per=
getiva?" :

Se o centro de projegiio & levado 2o infinito, resolve-se fa=
Imente a questao, o que morresponde a mma projegao cilindrica ou
me segdo cilindrica. £, porém, necessério examinarmos éste caso

ra chegar sos da perspectiva, segdo conica e homologia.-

0 eixo de homologia que apreaentaéoa na figura li é tangente &
feréncia. (0, o') s@o dois pontos homdlogos. Dois difmetros re-

ngulares da circunferéncia, tais como: (o0, a) e (o, b) tém para re-

W
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logas dos diemetros conjugados da elipse, tais como: (o',a')
', b'). Fazendo ﬁassar, porém, uma circunferéncia por (o) e (o!),
-fwﬂntro esteja scbre o eixo de homologia, os.pontos de concurso
-% eircunfordncia com Sste eixo, tais como: (aa') e (bb') deter=

im pontos dos lados de dois &ngulos retos que tém (o, o') para

&-Observemns, agora, as transformagdes porque passam as figuras,
*ﬁ& 8¢ consldera o centro de homologia a uma distancia finita, a=-
‘de resolvermos os casos da perspectiva.esego saoiom nk procura
8 eixos da elipse. :

Ora, verificamos na figura 5 que o ponto (o) centro do circu=
;?mlpara homélogo o ponto (o'), que nao & centro da elipse, mas
diémetro (a, b) do cficulo, perpendicular a (x) tem para reta ho=-

ﬁsg (b, a'), que ¢ um difmetro da elipse, porque todas as cor=

Toda corda do circulo que passa por (S) dard, portanto, um di-
metro da elipse.

Resta determinar duas cordas, cujas linhas hamdlogas sejam re=
angulares e ainda diametros conjugados,

Sabemos que na élipse, a tangente na extremidade de um diﬁpa-
bro da a diregdo do conjugado. :
Aproveitando-se éste principio, tragamos uma corda gualquer
;3'3) passando por (Si, e a seguir procuramos a sua reta homdloga,

ﬁ?:é o diametro (@', f£'). Tragamos ainda pela extremidade de (f')

-15 =
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& reta perpendicular a (f', g') e por (f) uma tangepte & circunfe=-
Fﬁia. Estas duas ultimas retas cortam-se no ponto H,

(H, £') nfo é tangente a elipze, porque o ponto (H) n2o esta no
k0 de homologla, mas se variarmos a diregao da corda (f, 8, g) o
ito (H) descreve uma hivértole que corta (x) no ponto (Y).

Do ponto (Y), tiramos uma tangente a circuhferancia. Do pon=
de contato (f) dessa tangente tragamos a corda (f é)e Procurando
a homologa (f', g') de (f, g), e ligando (f') a (Y) ficam de~-
minades as diregoes dos dois eixos,

fﬁ £ facil tragar o eixo menor, pertindo de (S', w') para deduzir
g?), e limita~-lo sdbre a circunferencia nos poﬁtoa (h) e (1), pa-

"}terminar os pontos homdlogos (h!) e (i'), extremidades do eimo

Na figura 6 consideramos um caso semelhante ao anterior, cuja

-
G

ugao baseia-se em raciocinios peculiares aos tragados das secgdes
Leas .

 fA) é o trago horizontal de um plano tragado pelo vértice (v)
iﬁé e paralelo ao plano secante,

(S) é o trago do plano secente,

uh.aecqao 6 uma elipse; porque o trago (A) _wéfnﬁo é tan
¢ nem secante a diretriz,

0 didmetro (;, b) pervendicular a (S) corresponde ao diametro
b') da elipses '

Yuale.
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sspondente (e) do ecirculo.

Toda cordg do circulo que passa por (e) corresponde a um dige
tro da elipse, £ necessério, porém, determinar #m difmetro tal,que
pacando uma tangente na sua extremidade esta forme ﬁnéulo reto com
o dismotro. |

Tomeﬁos, ent&o, uma corﬁa qualquer (e, f), e procuremos o dia=
etro correspondente (e!, f'), |
Tracemos pela extremidade (f') uma perpendicular a (e! f') e
)r (£f) uma tangente ao circulo.

0 ponto (A), comum a estas duas ultimas linhas descreve ume.
[perbole se fizermos variar a corda (e, f) gilrando em torno de (e)s
Do ponto (Y), onde esta hiperbole corta (S8), traga-se a tangen
) (Y, g) & circunfordncia,

Y Tomemos em seguida a corda (g, e), para procurar o diametro
prrespondente (e', g'). |
Ligando-se (g' a Y) esta reta sera a tangente procurada. Pelo
nto (e) tracemos, ent@o, uma paraslela a essa tangente.

A reta (e, 1) & a corga do circulo, que tem para corresponden=-
1 0 elxo menor da elipse limitado pelas retas que ligam a pro jegfo

fétontal do vértice do cone aos pontos (i, j)

Na fig, 7 continuamos o estudo tedrico propésto nos casos ante-

ores resplvendo-o pela perspectiva, sendo ainda a curva dada a cir-

=, AP A

Tomando o ponto médio (e') déste digmetro, determinamos o cor= -







Como nos casos anteriores a curva obtida ¢ uma elipse.
0 ponto (0) do circulo tem para perspectiva o ponto (o'), cene
0 da elipsec.

Toda corda, tal como: (d, b), passando por (o), tem para per=

pectiva um didmetro da elipse (b', ).

Tragando.a tangente a circunferéncia em (b) ¢ a perpendicular

(d', b') por (b'), estas“duaa retas'cortam-ae em H,

Considerando o movimento de (d, b), girando emtorno de (o), o

ﬁ?b ﬁH) descrove uma hipérbole que corta o trago do quadro no pone
(M) :
. Désse ponto tragamos a tangente & circunferéncia que tem para
“ihﬂdé contato (e), extremidade da corda (e, 0) éuja perspectiva &
diémetro (o', b').

E Ligando (b')a(M) determimamos a perspectiva da tangente (M, b)
elrcunfereéncia, perspectiva esta que é tangente & elipse, formendo
rulo reto.com o diametro (b', o'), tragado pelo bonto de contatos

'?“giﬁmetro &, entéo, um dos eixos e a tangente da a direg@o do

£ facil tragar por (o') uma paralela a (p' M) e procurar a re-
2 do circulo (r, S), por uma projegio inversa. Esta rota limita-se
)re a circunferencia nos pontos (r) e (S), cujas perspectiva dao

‘extremidades do eixo menor da elipse.

Examinemos o segundo caso proposto no gquadro que estabelecemos
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e . s »
ra 0 estudo das cdnicas, que & aquéle cuja curva dada & uma circun

pencia o cujo resnltado, guer peia perspectiva, guor pelas secs

"'.1. vy g . o
B8 conicas, guer peia homologie plana é uma_parﬁbola.

Pela perspcctiva essg circunfercencia ‘o tangente & linha neu=-
;;como se vé na figura 8. ; | .
A perspectiva do ponto (A) & levada ao infinito na diregao (B).
A perspectiva tendo um 86 ponto no infinito & uma parébola; e
ita (A, B) da a direcao do cixo.

Como a tangente no vértice de uma parabola é perpendicular ao
[0, para determinar éste vertice é necessario resolver o problema
guinte: tragar uma téngonte a parabola (porppectiva) cuja direggio
determinada (perpendicular a.A, B)«

. Sebemos que duas horizontais, concurrentes num ponto da linha
tra, tém para perspectiva duas paralelas.

Tomémos, ent8o, uma reta qualquer (C,P) perpendicular a diregéo
(A, B), e determinemos o seu ponto de fuga (C) o a sua dire=
(D,E) no torreno. _

Do ponto (E) tracemos uma tangente (E,F) & circunferencia.

. Como (D,E) e (F,E) cortam-se num ponto (Ef da linha Aeutra, a
spectiva de (F,E) seré peralela a (C,D).

A reta (E, F) é tangente & circunferéncia, logo sua perspecti=

b+

§6ra tangonte a parabola 6 a perspectiva de (F), ponto dé conffto

gente seéré o vértice procurada.
Para obter a perspectiva desta tangente, determinemos o ponto

fuga (G), tragando por (P.V) uma paralela a (FE).

‘Liguemos a seguir o ponto (G) ao ponto (H), onde (F E) encontr.@
..-._“Ea 0 do q‘ladro .. ] £
0 ponto (T), no qual (F, P,V) encontra (G, H) & o vértice.
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Sendo conhiceids a :’Ei:c*cc_:?io co eixo ¢ dois Horios da curva, teis
o0 (I) e (J), fica determinada a parabola.

Pelas secgdes conicas &sse caso & estudado na figura 9.
(V) vértice do éone; :
(8) trago do plano secante;
(A) tragp de um plano paralelo ao plano secante, tragado pelo
tice do cone. :
0 plano (A) & tangente 3 superficie cénica sendo (E. V) a ge-
riz de contato. (E, V) estando no plano.(ﬁ) paralelo a (S) &
bem paralela a (S),‘ﬁnica geratriz que ndo encontra o plano secan

numa posigao finita,

A secgdo s6 tem um ponto no infinito, & uma parabola, portane

e a geratriz (V E) da a diregao do eixo.

Para determinar o vértice da parébola resolvemégﬁgl%roblema sg
inte: Tragar uma tangente & secgido cuja diregio seja determinada.
] Partindo do teorema emuque atangente num ponto de uma secgfo
intersecgao de um plano tangente a superficia considerada com o
ano secante, e lembrando ainda que a intersecgao de um plano quale=
® (x) com o plano (S) é paralela a intersecgio déste plano (x)
0 plano (A), tracemos por (V) uma reta no plano. (A), cuja pro=-
¢ perpendicular a (V E), tendo forgosamente o seu trago hori=
(C) sobre o trago (A),

' Essa reta determina com (C, D) um plano tangente a superficie
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I}}a, plano éste que corta o plano (S) scgundo (F,B) paralela a

De acardo_com~o teorema citado, (F,B) é tangente & parébola,

.Examihamo-lo, agora pelos tragados relativos a homologia. Te-
s na figura 10: ;

(j) reta ' limite das figuras da circunferéncia;

(X) eixo de homologia; :

(C) eentro de homologla.

No ponto (a) a circunferencia é tangente a (j).,nr' 1ot

0 ponto (a) tem para ponto homdlogo o ponto (a') infinitemen=

e afastado na direcgio (K, a') ou (C, a) que determina a direcio do

o B neceas&rio traqar uma tengente & circunferencia que tenha pa=
;@ata homdloga uma tangente a pa“uuola, cuja diregao seja perpen=
f-_ar a (K,: a'), para que o ponto de contato determine o vértice
faaa parébola.

i? -Duas retas do mesmo siatema, tais como (M, I,) e (I, D), que

rtem num ponto de (j), tam para linhas homdliogas duas paralelas,
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gue o0 ponto homdlogo de (I) & lavado ao infinito.

.~ A reta (I, M) foi tragada de sorte que a sua reta homdloga
b!) fosse perpendicular a diregdo do eixo da parabola, assim,
ﬂwynxé {1,-D) a circunfeféncia tem para homologa (I, D'), tan-
te & parébola no vértice. -

A reta (C D) da o ponto de contato (D'). Por éate ponto tre-
08 0 eixo paralelo a diregao conhecida. Os pontos (E) e (P), on-
;Jeircunferencia encontra o eixo de homologia, sao dois pontos

:;»abola, que fica assim, perfeitamente determinada,

_0 terceiro caso do nosso estudo das conicas consiste na reso=-

da seguinte questlo representada na figura 11:

uma circunferéncia no planoc herizontal, colocar os dados in-
pensavels na obténaﬁo de sua perspectiva, de modo que esta seja
Hipérbole".
. 0s dados sao os seguintes:

Ponto de vista (P.V‘.) rebatido.

Linha do horizonte (L.H.).

Linha neutra (L N. ).

Trago do guadro (T.Q ).

Circunferénclia no plano hbrizontall

A linha neutra foi poloca&a de modo a cortar a circunferén-
éiidoia pontos (m) (n).

A8 tangentes (m, o) e (m, p) néstes pontos terao para perspe-

8 as assintotas da hipérbole (perspectiva) (o', t') e (p', t'),

.80 o



=X ody .'(:" ey ‘:—_1 }‘J;; =% Ao dreyn o
=10 T ESE ) ;_;w!aéq SEO :

o,

. -goédﬁzsq-'ax_qu.._..-eﬁa‘ "Talnelinme

== j iy

7

e . . ~ -
4383 ﬂ:'r‘ffluq BSSEOG LG




Estas perspectivas foram obtidas tragando os rebatimentos dos

os (PV, £f') e (PV, f") paralelas a (m, o) e (H, p) no intuito de

jerminarmos os pontos (f') e (£f"), O que se consegue ligando 3;-
p 808 pontos (o') e (p') que coincidem com as duas perapactiva;.

': Determinemos a bissetriz (t', u') das assintotas, a qual é o

¥o da hipérbole. Tracemos por (P.V) a perpendicular (P.V. ua) a

5, u'), perpendicular esta que coincide com a sua perspectiva.

Do poyto (uz) tracemos as tangentes (u2, z) e (ua, 1) a cir=-

aferdnciae |

As perspectivas dessas tangentes (q', w') e (b, d') serao

ndiculares ao eixo da hipérbole e, portanto, tangentes nos vér
o8 (w') e (a').

Uma delas fol determinada pela diregao ¢ pelo ponto (q, q'),
g coincide com a sua poerspectiva no trago do quadro, a outra pee
ﬁf{eqﬁo e pelo ponto de intersecgao com o eixo da reta (z, 4')

@ coincide com a sua perspectiva, tragada pelo ponto do tangéncia

0s pontos (e) e (g) tambem pertencem & curva, ficando a hipég

le perfeitamente determinada,

Bsse caso tratado pelas secgoes conicas na figura 11 resumec=
80 seguinte problema:
ada uma circunferéncia no plano horizontal, para diretriz de uma

serfl conica, colocar os dados de modo a obter para secgdes uma

- 23 -.







~ 0s dados s@o:
Projegao horizontal do vértice do cone (v);
Horizontal (h) do pleno secante a altura do vértice;

Trago horizontal (&) de um plano paralelo ao plano
secante, cocntendo o vértice do cone;

Trago horizcntal (S) do plano sccante;

4 Diretriz circular no plano horizontal,

;ib'trago horizontal (A) foil dedlocado dc modo a cortar a circun
pncia em dois pontos (M, N).

fWAs tangentes (M, o) e (N, p) néstes pontos sao os tragos hori
de dois planos tangentes a sﬁperficie conica quo interceptam
dano secante, sogundo as retas (09, t9) e (pi, t,), assintotas
rbole (seccdo).

-Jﬂatas intersecgdoes foram obtidas tragando as horizontais

E#l e (v, £;) dos planos tangentes (v, Mo) e (v, n p) horizon-
.'stas que encontram o plano secante nos pontos (fl) e (fz),vj.g.:;‘
-?eta (h) ser a projegzaoc de uma rota, cuja cosd é igual a de IVL
0, em consequéncia, um ponto de cada uma das intersecgdes, as
is ligadas aos-pontos (o) e {p) (comuns aos tragos dos planos

es e secante) ficam determinadas,

- R

1

l Tracéﬁ5§'a bissetriz (tl, ull das assintotas, para obtermos o
0 da hipérbole e tiremos por (v) a perpendicular & (ty, uy), que
nta a inFersecho de um plano tangente a supe;ficie conica
10 p lano (A)/ h

- Do ponto (u,) tracemos as tangentes (u,, z) e (uy, 1) a cir=.
feréncia., |

- 0s planos (v, uy, 2) e (v, u,, 1), tangentes & superficic cd-

.







8, interceptam o plano secante segundo duas tangentes (q', wl) e
i) bl) a seccao, tangsntes estas verpendiculares ao eixo da sec=

sy determinando, poertanto, o0s vértices (Wl} e {@1} da hipérbole.
A intersccgao (q', w,) fol achada pela direzao conhecida e

0 ponto comum acs tragcs horizontals dorplano secante e do plano
gonte, Pelo mesmo procezso enconiramos a intersecgao (dl), de=
 rm1nada pela diregao conhecida e pelo pento de contato com a hi=
‘bole, ponbo ésse, dado pelo trago da geratriz (z, v) no plano se
16es '

0s pontos (e) e (g) tembem pertencem & curva., Nesta épura o

mtorno aparente horizcntal do cone nao foi detenminado, para facil
ar a ccrmparacgao dos tragados com as épuras correspondentes, cu=-

dados foram tomados com as mesmas Prcporgues.

Na figura 13 resolvemos o mesmo caso propondo a questao da se=-

Inte mareira: "dada wra circunferéncia, colccar os dados de modo a
rd

determirar para figura homdloga desta curva, uma hipérbole."

Os dados ga03
Ceatro (Clehomologia;

i

Peta limits (') da figuraﬁg}j(tragados corresponden-
. 2 RN

tes a hiperbole;

oy

eta limite (3) da figura{iiytragados correspondentes
a circuaferéncia);

Eixo de homoliogia (X) e

Circunferéncia.
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A reta limite (j) fol colocada de modo a cortar a circunferéen=
8da em dois pontos (m) e (n),
As tangenies {m, o) e (n, p) néstes pontos tém para retas ho-

as as retas (o', t') e (p', t'), assintotas da hipérbole homd-

"~ Estas retas homologas foram obtidas, ligando os pontos (f!') e
), que sao os pontos homdlogos dos pontos no infinito das retas
;% o) e (n, p), aos pontos (o!') e (p') que coincidem com os seus
tos homologos.

Determinemos a bissetriz (t', u') das assintotas, para conse-
mos o eixo da hipérbole, e t?acemos a perpendicular (c, u2) que
cide com a sua reta homﬁlogae

Do ponto (na] tracemos as tangentes (ua, z) e (ua, 1) a cir-

As retas homologas (q', w') e (b', 4') destas tangentes serdo

endiculares ao eixo da hipérboie e tangentes nos vertices (w') o

A reta (q', w') foi deFerminada pelo ponto (q'), que coincide
;ﬁfo seu ponto hamdlogo (q)e. Sa¥emos que ela concorre no ponto
') homologo de (n,), que estd no infinito e na diregdo (n,, C).
A reta (b', d4') fol determinsda pela direcdo de acordo com o
-e%m raciocinio e pelo ponto (d'), homélogo de (z), por‘estar na
ta (c, z) e peryencer ao eizo da hiperboles

0s pontos (e) e (g) sZo pontos da curva.
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'Eglépura da figura ;& estudamos o primeiro caso do segundo gru

Pnosso quadro sinctico, isto a curva dada sendo vma eliyse e

ifb

gultado pedido oubra elipse.

Observando pela perspectiva, verificamos sua possibilidade uma
que a elipse dada o seja no plano horizontal pecsterior, rebatido
6 sobre o vertical inferior, & claro que nessas condigdes a eliw

dada n20 tem nenhum pcnto sdbre a linha neutra, désse modo todos

dro, dara para perspectiva um diZmetro da elipnse (perspectiva).
~ Para determina~lo tracemos o éebatimento do raio visual rara=
o (FV, f'l) que determina stre.a linha do horizonte o ponto de
'gif'l),.ligando-o ao ponto (a).

e e

As retas (e, PV) e (f, PV),que coincidem com as suas perspe=-
fas, limitam-no nos pontos (e') e (£f'). O ponto médio (c') sera

gntro da elipse e corresponde ao ponto (C) que determina a corda

‘Determinando a perspectiva (b', d) desta corda, que & paralela

raco do quadro e limitanco pelas retas (b, PV) e (4, PV), que
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i

ntes & perspectiva da curva, assemelhando-se as geratrizes que dao

e}ntornp aparentb do cone.- '{‘ ; ;afa

2
Pela figura ~° estudamos ésse mesmo caso admitindo-o como sen=

) & pro jegao horizontal de uma secqao conica.

(v) projegao horiz@ﬂta} do vertice, corresponde ao rebatimen-
) (PV) do ponto de vista, (A) tra@d hOriaontai de uni plano parale-
0 a0 plano secante contendo o vertice do cone, corresponde a linha
do horizonte., (h) projecgao. horizontel de uma horizontal do plano]
;épgb,com a moama cota do ponto (v) correaponde 4 linha neutra e

15ﬁfrago horizontal do piano sccante, corresponde ao trago do quae

0 plano (v, E; F), determinado pelo diametro que divide ao me=
jna cordas paralelaa,gﬁ plano sccante, coréa Este plano secante
egundo um difmetro da sccglo. Para determiné-io basta verificar

ue (v, fll é.uma horézontal do plano (v, E, F), que encontra o pla=
0 secante no ponto (fl} da horizontal (h) déste planos

(£,) sendo um ponto da intersecgao, baéta liga=-lo a0 ponto
.ﬁ:comum aos tragos horizontais dos planos considerados.

As geratrizes (F, v) e (E, v) limitam este diametro. Podemos
;gfao, tomar o ponto medio(sz)e determinar o ponto (G) corresponden=
6 no plano da diretriz,

Tracemos por (Cs a ecorda (B, D) e deternminemos a intersecgao
f?yiéno (v} B, D) c¢bm o plano secante,

A airegao desta intersecgdo & paralela a (B, D), porque o pla=
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ﬁ;(v, B, D) e o plano (S) tém tragos horizontais paralelos,

Para determinar essa iﬁtersecgao tracemos (b, d) por (e), que
'#1.ponto da intersecgio, ¢ limitemo-la pelas geratrizes (B, v) e
f; v) nos pontos (b) e (d). Ficam, assim, determinad@s os diﬁmetro;

onjugados da elipse que sera tangente ao contorno aparente do cones

Abordemos agora na figura 18 o caso correspondente aos das fi-
guras 1y e 15 para resolvé~lo por meio de raclocinios baseados ape=
@s na definigio de duas figuras homologas,
0s dados sao:

(j') reta limite da figura (que corresponde a perspecti-
ve ou & secgao) substitue a linha do horizonte. y

: (j) reta limite da curva dada corresponde ﬁ'linha neutra
u ao trago do plano (A) cmpregado nas secgoes canica;.
(X) eixo de homologia corresponde ao éraqo do quadro ou
30 trago do plano secantes.
| As retas paralelas ao eixo defhomologia tém para rctas homd =
s, teambem paraleclas ao eixo (X), Por isto,.o diametro (e, f)
06 divide ao melo as cordas, tals como (hf d), tem pafa reta homdlo=-
@ um diametro (e', £!') da curva homdloga.

Paéa determina~lo basta lembrar que o ponto (f'l) estal’ s0=

a reta limite (j') e na paralela (C, f'4) a (e, £) e o ponto ho=
plogo do ponto (fy) no infinito da reta (e, f). Ligando=-o, entao,
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0 ponyo (dl) que coincide com o seu homdlogo, fica determinada o8~

a reta, Os pontos homélogos (e') de (e) e (£') de (f) limitam-na.
E :

Tomando o ponto médio (c,) e determinando o ponto homdlogo
¢), podemos tragar a corda (b, d) que tem para linha homdloga @
iémetro (b', d') da elipse hombloga,

As tangentes tracadas por (c¢) & curva dada coincidem com as su-

18 retas humélogaa e s@o tangentes as duas curvas.

0 estudo do segundo caso do segundo grupo das conicas, que dis

ribuimes em sindtico refers-se a curva dada sendo uma elipse ¢ _o

suitado pedido wma paribola

e e

Pela perspectiva sera ume ﬁarébola s¢ a elipse dada for colo-
\de tangente & linha neutra. O ponto de tang@ncia (a) tem para
irspectiva o ﬁonto (a') infinitamente afastadé na diregao (a, a')e.
£ esta a diregao do eixo, Tracomos uma reta (¢, f£) que tenha
*a perspectiva uma perpendicular (g, e) & diregfo do eixo.

Se pele ponto (f) da linha neutra trégarmos uma tangente & e=
ipse, tal como (f, h) a peraspcctiva desta reta (fl, hl) sera tangen=-
@;“parébola num ponto que é o vértice, visto esta reta scr perpen=-
lar & diregdo do cixo.

Tragando pelo vértice uma paralela a (a, a') determina-se o

0s pontos (b) e (c) tambem pert-ncem a curva.
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Polas sccgoos conicas verificamos, estudando Gsse caso, que

endo a diretriz uma elipse e a sccgao uma parabola, os tragados s@o
§ mesmos, mas os raciocinios sBo diferentes.

0 plano secante tem para trago horizontal (S) (fig. 18). BEs-

8 trago encontra a diretriz nos ponbos (b) e (¢) que s@o pontos da

(A) sendo o trago horizontal de um plano que, contendo o vért;
3fdn cone,é paralelo ao plano secante e {v, h) sendo a unica geras=
%x nesse plano serd tambem a unica heratriz paralela ao plano sc=

ante ¢ dara a $idMegdo do eixo da parébola.

Tragando por (V) uma reta (v, £f) colocada no plano (A) e per-

endicular a (v, h) e pelc ponto {f) itragendo um pleno tangente ao

f%;; éste plano que tem pata trago horizontal (£, g) corta o plano
téamté segundo uma paraleia (e, d;! a (£, v) tangente & parahola no
tico.

: Determina-se o ponto de contéto tragando a geratriz (g, v).

Por éste pcato

3 : tracemos
8 determinada. L——————“-

o eixo (d, j) paralelo a diregao (V,h)

Analizemos, agora, duas figuras homologas, sendo uma a elipse
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& outra a parabola., (Fig. 19).
. Para que a figura homdloga da elipsoc seja uma parabola, & ne=-

8sério que a elipse sd tenha um ponto sdbre a reta limite (j)e £

ggfarﬁbito (a).
Sendo (C) o contro de homologig, o ponto homdlogo (a') de (a)
4 no infinito o na diregao (C, a).
Na figura dos pontos tais como (a') uma tangente a curva, per-
dicular a (a, a') serad tangente no vértice da parabola. :
. Tracomos uma perpendicular qualquer (o', n') "a di?eqﬁo (a,a')s
. Esta perpondicular cncontra (m', a') no ponto"(n'). 0 ponto
i6dogo (n) do (n') esta sGbre a reta homologa (m, a) de (m!', a') e
o & reta (n', C). ;
0 ponto (o'd coincide com o scu homdlogos

Ligando (n) a (o) ¢ prolongando até encontrar a reta limite
5% ponto (K), podemos tragar a tangente (K, e) a elipse quc te=
para rota homdloga uma perpendicular (p', @ ) a Ea, a') visto o
b0 de concurso (K) de (0, K) e da tangente (p, 1) estar sobre a
8 limito (j'). |
-rA reta homdloga da tangente (p, e) fol doterminada pelo popto
;@) sobro o cixo de homologia ¢ por uma diregdo ja conhecidae
0 pénto @o contato (1!') corrospondente a (¢) determina-se
. {e, C).
Tragando por (1') a paralela a diregdo do eixo (a, a') e con=-
éiﬂt que o0s pontoF (u) e (v) pertencem 2 parabola, esta fica per

mente determinada.,

.32 =







0 estudo do terceiro caso do segundo grupo do nosso quadro si=-

g0 dlz raspeito ainda & elilipzse, como curva-dada o 8 hipérbole co-

m‘pedidao

Pela perspectiva para colocarmos a elipse no terreno, de modo

;%a sua parspectiva seja uma hipérbole, basta fiembram que a linha
utra pertence ao plano neutro, gque é o lugar dos pontos, cujas
grspectivas caem no infinito,

TomonZo, entao, na figura 20 uma elipse no terreno cortando a
hha neutra em dols pontos, tais como: (¢} e (d), a sua perspecti-
“ﬁara uma hipérbole cu as dire;ﬁes das assintotas sio determinadas
¢ (PV, c) e [PV, d).

Tracemos as tangentes ndéstes pontos (c¢) e (d). Estas tangen-
(e, ¢) e (a, £) ensontramfo trago do quadro nos pontos (e) e (f),
ntos que coincidem com as proprias perspectivas,

Detorminemos,; ention, os pontos de fuga das perspectivas dessas
entes tracando os raios visuals varalelos &3 mesmas, que rebati-
ghencontrem a linha 4o horizcnate nos pontos procuredes (hl) ) (glh
Detoerminacdas as azsintotas por cols pontos (e, hy) e (£, g ) po
s tracar o cixo da hipérdole,

Determinemos a diregiao de uma reta no terreno (1, m) que te-
8 para porspectiva uma perpendicular (1, k) ao eixo da curva e tra
08 pelo ponto (m), em que a reta do terreno encontra a linha neu-

a, duas tangentes (m, t,) e (m, m,) a elipse.

-
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As perspectivas destas tangentes, spnﬂo perpendicularcs ao éele
%0 da curva, serfo tangentes nos vértices.

A curva fica, entlo, determinada pelas assintotas, vértices e
dois pontos (a) e (b).

Nas socgdes conicas, dada pela fig. 21, o cone tem para dire=
triz uma elipso quo.encontra nos pontos (b) e (¢) o trago horizontal
[A) de um plano pa{alelo ao plano secante, plano este tragado pelo
yertico (V) do cone. ;

As geratrizes (V, ¢) e (V, b) sao paralelas ao plano secante
mjo trago & (S),

0s planos tangentes eao cone, segundo estas geratrizes, inter=-
jeptam o plano secante determinando duas tangentes a aecgao nos pone-
08 infinitamente afastados nas direqﬁog (v, ) e (;, c)e

Estas tangentes sao as aﬁsintotas. E a bissctriz do éngulo das
ssintotas o eixo da hipérbole. '

Tracemos por (V, A), reta perpendicular ao eixo, dois planos
angentes a superficie conica,

Determinemos as inﬁe?aecqaea (a, o) o (P, g) déstes planos tan
entes com o plano sccante. ;

0s vértices da hipérbole ficam detorminados nos pontos (g) o
6) interzecgio destas Ultimas retas com o eixo da curva,

As geratrizes de contato (j, v) e (k, V) dos planos tangentes
‘superficie conica, que determinaram as tangentes & curva (D, o) o
£, g), ddo os pontos de contéto ou os vértices da iipé?boleo

O0s pontos (h) e (r) sao mais dois pontos da curva,






Para completar as observagoes déste caso, analizemos, agora,
g seguinte questfo: "determinar a figura homéloga de uma elip8e, co-
locando os dados de modo a se obter uma hipérbole",

Tracemos (fig. 22) a elipse cortando a reta limite em dois pon

Os pontos homdlogos (a') e (b') de (a) e (b) est@io no infinito,
Znﬁs direcoes (c, a') e (c, b').

As tangentes a elipse, néstes pontos, terfo para retas homblo=
gas tangentes & cu;va homélog; em dois pontos infinitamente afasta=-
dos e serao as assintotas de uma hipérbole,

Conhecidas as diregdes e os pontos (e, ¢') e (dd') que coinci-
dem com os seus homologos, ficam determinadas estas assintotas,

~ Tragando a bissetriz do &ngulo que elas flormam, determina-se o
hixo. |
; Para os vértices da hipérbole a questdo foi resolvida da seguiyg
5*!50 maneiras

Tragam-se duas concurrentes num ponto da reta (j),(concurren-

' tes estas que correpondem & figura da elipse).

Uma delas devera ser tangente a elipse e a outra tragada por

- () formaré éngulo reto com o eixo da hipérbole.

Suas retas homdélogas tém dois pontos determinados sdbre o ei=
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0 de homologia e concorrem no ponto (f'), homblogo de (f) no infi=-
ito, na diregao (C, £).

| Tracemos, entao, por (h, h') a paralela a‘direqﬁo obtida (Cf)
me tera a tangente homdlcga da tangente (F, m), Como a diregdo foi
da perpepdicularmente ao elxo, o ponto de contéto sera o vértice

a hipérbole.
Construgdes semelhantes determinem o outro vértice, Os pontos
o) e (p), onde a elipse corta o eixo (X) de homologia, sao mais dois

ontos da curva homélogas

0 primeiro caso do terceiro grupo do nosso guedro sindtico no

P e " ol L i
8tudo das conlcas e aguele que ge refsre a narahola como curva dada
B Sl AR ﬂ Ci ! S =

B8 o .inse como curva cbtlida,

[ —a

Analizemos, agora, os casos em que a curva dada ¢ uma parabola
A qual se quer obter a perspectiva; ou a sacgao do cone, ou ainda a
&h deformada homélogae

Na parabola todos os diametros si@o paralelos ao eizo,

Uma tangente na extremidade de wm didmstro da a diregao das cor
das que ficam divididas ao meio por sate diﬁm@t;o.

Visto isto, seja (fig, 23) a pérspectiva de uma parébola,no ter
leno, colocada de modo a nao ter nsemnum ponto na lirha neutra.

A perspectiva desta curva sera uma elipsece

A tangente no ponto (e) paraliela ao trago do quadro determina o

ametro (e, m'), que divide ao meio todas as cordas paralelas ao qua

-
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A perspectiva (e, ') déste difmetro é um difmetro da perspe=-
iva da curva. |
Determinemos o seu ponto de fuga (f,).

- Sendo o ponto de fuga a perspectiva do ponto no infinito de u-

beta,_(fl) sera a perspectiva da extremidade oposta a (e) do d}ﬁ-'
;Qo considerado da parﬁbola, o que limita, assim, este diametrOQ.

. Tomemos o ponto (c) médio e determinemos no tortans o-corres-
ondente (m').

Tracemos por (m'!') a cordg paralela ao quadro, a qual fica 1li=-
tada pelos pontos (a') e (f).

Determinando (d!') (f') perspectiva desta corda, traga-se o di
j@ro conjugado de (e', f,),

0s pontos (a) e (b),onde a parébola corta o trago do quadro,

0 pontos da elipse o que completa a determinagio dessa curva.

Na (fig. 2l4) estudamos a secgio conica com os mesmos dados.

A diretriz & uma parabola no plana horizoptal de projegao.

(S) é o trago horizontal do plano secante.

(A) o trago horizontal de um plano paralelo ao plano secante,
pagado pelo vértice do cone. 1

A parabola nf@o tem nernhum ponto sdbre (A)s. N2a é possivel tre-
iy nenhuma @iretriz no plano (A); .

Nao havera, portanto, nenhuma geratriz paralela ao pléano secan-
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A secglo & uma elipse.
A tangente é a diretriz no ponto (e), paralela ao plano secan-
;ﬁ, determina o diametro (e, c), gque divide ao meio todas as cordas
ll,alelas ao planolsecante.
Essa divis@o é projetiva no plano (8), logo, o plano tragado
fﬁr (g), vértice do cone, e pelo diﬁmet“o (e, k) corta o plano secan
e segundo um diametro (m' e') aAa aevgaoo
Diametro ésse cuja diregao é determinada pelo ponto (k) que é
*%fponto da }ntersecqao dos dois planos citados, e a reta (q, g),que
82 a diregfo,
A geratriz (e, g) limita em (e') uma das extremidades do dia=-
metro da elipso, :

A outra extremidade é limitada pela geratriz (g, m') paralela
difmetro (e, k).

fomando o ponto médio (e¢!') e ligando a (g) determina-se (c)f
fénto do diamotro da parabola que corresponde ao centro da elipse,
A cpréa paralela a (S) tragada por (c¢) é limitada mos pontos
(£) e (o).
As geratrizes tragadas por éstes pontos limitam o diametro con
ugado da elipse (o', t'), cuja direqao ¢ paralela a (o, t).
Os pontos (1) e (j), onde o plano secante corta a diretriz,

?Q pontos da secgao.

Na (figs. 25) resolvemos a quest®o seguinte: "Dada uma parabola,
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-ﬁbcar o contro, o eixo e a reta limite de modo a obter-se uma eli-
e para figura hombloga da pardbola®.

R o eixo de homologia pode cortar a parébola em dPis pontos,mas
-ﬁurva néo pode ter nenhum ponto sébre a reta limite.

: Colocado éstes dados, o centro de homologia pcupara uma posi=-
;§ qualquer. - :

. beterminemos, cnt@o, duas retas homologas (b,e) e (b} e'),
.#ﬁo (bye) limitada sobre (j) e (X),

b A reta hemdloga (b!', e') de (b, e) encontra o ponto homologo
8') de (e) no infinito e na direcgio (C, e). Tracemos, entao, (b',
gfparalela a (C, o).

Feito isto, temos todos os elementos para construir a figura

o, o -~
miolega da parabola que sera uma elipse, visto esta nao ter nenhum

PALO no ini‘nitce.

Ora, o diametro (d, o) da pardbola tem para reta homdloga um
r_etro da eliése.

‘w, Bste dizmetro (d, o) é determinado pela tangente paralela a
Bl

0 ponto homdlogo (d') dec (d) determina a extremidade do diame-

Q
o
i
[#)]
Lis
o
(53]
L‘:
1]
&
2

Para rezclver osta questfo tracemos por (d) uma reta qualquer

.;1) cortando (b, e) num ponto (als

Liguemos (C) a (a) para determinar scbre (b! e') o ponto homd -
g0 (a!') ds (a) e (a?’) a (1') para doterminar a reta homologa (a!',

hde (a, d).

I Prolongando-se esta ultima reta até encontrar (e, d) no ponto

1) obtem-se o homdlogo de (d).

Ligando (d') a (o'), que coincide com (o), fica determinado o

gnotro da elipse pela diregao e uma das extremidades.







a parabola, a extremidade (m) oposta a (d) esté no infinito
_ima diregio (¢, m), que liga (m) ao sou ponto homdlogo (m).

0 ponto homologo (m) de (m) pertence %ambem Q0 diamﬁtro (ar,o!),

a, entlo, determinado pela intersccc2o destas retas.
Tomando o ponto médio (h) de (m', d') podemos detcrminar o pon
jo homologo (h'), polo qual passa a corda da parébola (g, £), que tem

para rota homéloga o diametro (g', £') da clipse, diametro, que é

As rotas que ligam (f) e (g) ao centro (C) de homologia limi=-
“- este didmetro.
0 tragado da curva que passe peolos pontos de concurso da paré

jola com o eixo de homologia completa a épura.

Na (fig. 26ﬁf5 dada uma parébola no torrcno, tangente a 1i-

....................

.......... . - s s a P T e . P R s

— — -

............

L pGTSchtlva do ponto (a), om que a pardbola & tangonte a 11
neutra cstéd no infinito na direg3o (&, b), diregdo do oixo..
. £ noccssario dcterminar a rota (cy, d) que tom para perspecti=
;g perpendicular (d, e) & direcio (a, b) do oixo,
Isto fcitoy do ponto Ec) tracemos 21 segunda tangente (c, f) a
parabola,

Determinando o foco ¢ a diretriz da parébola, por um processo
’

etrico qualquor, podecmos tragar csta tangento, embora o ponto de

ontato esteja fora dos limites da épura,






A perspectiva (f, g) desta tangento & tangepte a porspcctiva da
#,ébola e o ponto de contato detocrmina o vértice. %

0 pcnto de contéato (h) pode ser dcterminado pelo oncontro das
Jﬁrspoctivas de duas retas concurrentes no ponto de contato da tan-
gente (c, f).

Uma dessas retas concurrentes sera a propria tangente (f, h) e
& outra, a perpondicular (1') a diretriz da parabola, perpoendicular
gstam que jA faz parte da oonstrugao geometrica no tragado da tan-
gdnte (c, f).

A perspectiva da parabola & tangente & linha do horizonte o

“s

passa pelos pontos (k) e (1).

Na (fig. 27) temos a pro jogao horizontal do uma supcrficiec co-
plca, tendo para diretriz uma parabolas

Para obter-sc uma sccgdo parabalﬁca coloquemos o plano socante
(8) de uma mancira conveniente, Bastaré que éle seja paralclo a um
;Yano (A) tangonte & superficie conlca. ’

Se &sses planos sa0 paralolos 0s seus traqos horizontais sao

paralclos entre si, sondo (A) tangente a dirotriz.

Por consequéncia, a geratriz (V, ﬁ) contida no plano (A),é pa=
-ﬁlela a0 plano (é) o did a direglo do ponbo (b) da secgio, infinita-
mente afastado, ou ainda a direglo do eixo da parabola,

Obtida uam diregfio tracemos por (V) ef&fperpendicular (V, c) a
V, b) e pelo ponto (¢) a segunda tangente & diretriz. A intorscce

do plano determinado, por (V) o esta tangente, com o plano secan;'
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e tora para projogio horizontal yma tangente no vértice da secgao.
0 eixo da parabola ficara determinado se pelo ponto de conta=
bo da tangente tragarros a paralela a dircgio ja determinada,

E claro que 08 pontcs de concurso da diretriz com o trago do

dlano (S) sao tambem pontos da sccgan.

Na £fig. 28) estudamos uma pardbola tangente a reta limite (J)

e

i o fito de doterminar a figura hembéloga que sera tambem uma pard=-

0 eixo de hcmolegia (X) corta a curva nos pontos (H, h') e

3 4!) gue pertencem a curva homalogas

0 ponto de tanggﬂcia (a) da parabola dada, na linha (j), tom
ra ponto homélcgéqgfpcnto (a') no infinito e na diregao (c, a)e :
88 direcio (%% a) & tamlem a direcgio do eixo da parébola homologa.
Para determinar o vérticc dessa parabola homcloga tracemos du-
retas homilogas (e, d) e (e!, d'),tcmando para diregao de (d',o)
@ perpendicular a (c, a)s

. Do ponto (e) cm que (d, e) encontra (j) tiromos uma tangente

A rota homolcga (e', g') serd tangente no vértice da parabola
tﬁbga por ser perpendicular a dirccao do eixo desta, Pa?a deter-~
afla tracemos uma reta pelo ﬁonto (f, £!') necssa direcao,

Ligando (g) a (c) obteremos o ponto de contato (g!') dessa tan=-
_@Fque é o vertice procurado.

A parabola fica, portanto, dotorminada pelo seu vertice, pelo

e l2






e por dols pontecs, que s2o os pontos em que a parébola dada en=

pontra o eixo de homologias

,
Consideremcs, agecra, na (fip, e 29) uma parabela cortando g li-

- g B R R S P R , » P A B I . I B N P Y e »

ha ggutrg. cujos Ef-+”% de in,ersec*ﬁo (n) e (n) Ltenkam suas pers=-
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As direg coes das assintotas ficam determinadas pelas retas (PV,
e (PV, n).

As tengoentes (m, a) e (n, b) nos pontos (m) e (n) terao para
rspectiva as assintotas (a, o}.e (b z0)s

Para determi: narmos o eixo da hipérbole tracemos a bissetriz

0, ¢) das assintoﬁas.

O0s vértices serio determinados pelas tangentes que tenham pa=-
fe perspectiva pernendiculares a bissetriz.

Conseguem-s0 essas tangen%es obtendo a reta (£, g) em perspe-
fiva, formando angulo reto com (o, c¢) e determinando a correspon-
te (h, e) no éeometralu

Tragando por (e). ponto da linha noutra, as tangentes (e, f) e
é} j) & parabe cla, estas terao para perspectivas, retas perpendicula
B bissotris (0, c) e sorio tangentes nos vortices (i!') e (j') a
ipérbole. :
Uma vés que os pontos (r) e (s) da pardbola coincidem com a

Y -
perspectiva, podemos tragar a hiperbole, obssrvando gque o Lonto

6 fuza (p) do eixo da parabola ¢ o ponto de tangsncia da.hipérbola

.
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ns linha do horizonte,

A mesma questao da fig, 29 pode ser observada, considerando-a co=
o uma secgao conica.
A fig. 30 da a projecao horizontal da secgao.
Seja ( V, a, b ) o contorno aparente do cone.
Para que a secgao seja uma hi?érbole é necessario que duas gera-
irizes do ccne ssjem paralelas ao plano secante.
Consideremos, entdo, um plano contendo o vértice do cone e tendo
jara trago horizontal a réta (A), cortando a diretriz em dols pontos(b)
® (c), e tomemos o plano secante (S) paralielo a (A)e.
As geratrizes (v,b) e (v, c) sao paralelas ao plano secante e dao
88 diregoes das assintotas da secqﬁo;
” As tangentes 4 parabolas (b,d) e (¢, e) nos pontos (b) e (c) de-
ﬁrminam com o vertice (V) dois planos tangentes a superficie conica,
';'quais interceptam o plano secante segundo as assintotas da sécgﬁo.
Para detsrminar eszas interaecggea basta lembrar que os pontos (d)
‘(e) pertencem aos planos tangentes e ao plano secante e as diregoes
20 paraialas a ( v?b) e (V, ¢)e.
A bissetriz (e, f) das assintotas sers o eixo da hipérbole, o que
B0s recondinz ao problema muitas vezes debatido nesta tése: Determinar
| tengente a secgdo feita por um plano num cdne, sejundo uma diregio de=
gizada . :

Tracemos, ent2o, dois planos tangentes (V,g,b) e (V, g, h) 4 su-

lerficie conica de modo que as suas intersacqaes com o plano (A) szjam

Iy - . "
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aﬁﬁta (V, g) perpendicular a (1, £).
3 As dnterseczocs destes dols planos tangentes (1,J) (k, L) com o
0 secante serao perpendiculares a blssetriz (1, f£) e os pontos de
acto (J) e (1), determinados pelas geratrizes de contacto dos pla-
E@'tangentes s8o os vertices da hipérvole.

A secgzo fica, agsim, determinada, notando-se que os pontos (m)

B (n) tambem pertencem a curva.e

-y -

Pela homologla plana essa mesma questao pode ser enunciada da
~}_1nte forma: dada uma peribola colocar os elementos necessarios pa-
8 corstruir a figura homdloga de modo a obber-se una nipérbole.

Tracemos (flg. 31) a reta limits (j) cortando a parébola em dois
jtos (b) e (a) e o eixo de homologla (X), podendo afastar-se meis ou
Phios da reta (j).

Seja o porto (C) o centro de homologia. As retas que ligam (c)

(b) e (c) a (a) Gac as dirsgdss dos pontos que terdo pera homSlogos
pl) e (a'), pontios infinitumsntie afastados.

Sejam, sinda, (a, m) e (at, m?) duas retas homologes quaisquer

4 A
as tangentea a parabola nos pontos (b) e (a)e

As retas homologas das tangenies (b, e) e (a, f), tracadas pelos







Deste ponto (e) podamoﬁ entao tragar a tangente (e, g) a parﬁbo-

que tera para reta haméloga uma tangente 5 hipérbole, perpendicular
0 eixo.

0 ponto de contacto sora o vértice,

A reta que liga (g) a (c¢) determina em (g'), sobre o eixo da hi=-
érbole, o vértice procurado.

0s pontos (q, q') e (r, »r!') sao pontos da curva.

5
Seja doeda agora uma hilperbole no terrenc de medo a cbter-se para

-

B perspechliva uma ollpse.

0s dados deverao atender, desde logo, Gue n2o haja nenhum ponto
@a perspectiva no infinito. Logo, & linha neutra ndo devera cortar a
urve do terreno, nem lhe ser tangente.

Tracemos na hip;“bOWP, (v3r fige. que segue a de n® 21), um diame—
610 (a, b) dividindo ao meio as cordas paralelas ao quadro.

A perspectiva (a,, bl) deste dllmetro sera um difmetro da elipse.
A dircgio fol determinada pelo ponto (d), Que coincide com sua

jropria perspectiva e pelo ponto do fuga (C)e As extremidados desse

flametrc foram determinadas pelas retas (P, V, b) e (P, V, a)e

e e P e el St s RO - - B

Pdra conse wuiﬁ 0 Qﬁt o) aiamst“o da elipse tomemos o ponto médio
}j de’ (b1; al) ‘e determinemos o pouto (o) do didmetro (a,; b), que tem
_%,a perapectiva esse ponto (m).

Tracemos a corda (s,t)s A sua perspectiva {,v) dara o didmetro
gonjugado de (al, bl) da elipse.

0s pontoa (w) e (x) colncidem com as suas perspectivas, Os pon=
??5 de fuga das assintotas (y) e () sao os pontos em qQue a elipse en-

contra a linha do horizonte.

e - 46







Esse mesmo caso Que asbordamos psla perspectiva pocde ser resolvi=

P

do pelas secgoses

e

micas, 35 consicderarmos wna superficie cdnica dada

1=

Zcnt

5
\D

[l
i

sua projecgao hom: 1 na figura 33,

(V) e a projegao horizontsl do vértice do cono.

(A) o trago horizontal de um pileno que contém o vertice,

(S) & o trago horizontal de um plano secante paralelo a (A)s
Para determinar os diametros da elipse de secgio tracemos o digw
getro (c, d) que divide ao meilo as cordas paralelas a (S), e determi;
ﬁmos a intersscgao (£, £) do pleno (V, Cy, d) com o plano secante.

As geratrizes (V, ¢) e (V, d), contidas neste plano, limitam es=

0o

~

g_intersecghos determinando por consejuencia um diometro,

h

Tomemos o ponbto medio (m) ds (e, £)o Tracemos a reta que liga
i) a (v) e prolonguemo-la ate o ponto (M) em que esta rela encontra
‘ 3 3 d) ™
& -~
Por (M) pessa uma corda (g, h) que determina com o vertice do co-

R plano (V, g, h)s Cortando o plano secante s

D

~undo a reta (u, m,

€

Bl as goeatrizes (V, g) e (V, h) que a limitam determlinam o diémetro

- e e S e e

Vejamos agora o mesmo problema pela homclogia planas

derbole
Nesta figura nao ha nentrm ponto da hipsrbole na reta lirits (J),

o~ » £ - |
Nao havera portanto, nenhum ponto da figura homologa no infinito.

A procura dos dols didmetros conjugados da elipse faz-se do gem






Na hipérbale as cordas paralelas a (X) sao divididas ao meio pe-

d gme-hro (d‘, b)o

Dsterminemos entio a reta hcmdloga de (d; b), que sera o didmetro

.]alipse.

| Ora o ponto (e) deste diamstro tem para homélogo o ponto (e!') no
t-ito e na dlregao (C, €), assim como tem wn ponto (a) sobre (X)
ineidindo com o seu homologo

Como a reta homSlcga de (a, e) deve concorrer no ponto (e'!') na
penao (e, e!'), basta tragar por (a) uma paralela a (e, e'), para ob=
=86 a reta hamﬂlsga procurada. |

As metas (¢, b) e (o, d) determinam as extremidades (d!) e (b!)

B8 o5 oxiremidados (o!') e (p'!) do didmetro conjugado de (b!, d') na
1020, :
0s pontos () elr!) pertencem as dvas curvas hcmélogaSo
Ssra interessanie 203 nossos estulos coaslderarmos os pontos ho=
Eéogos dos pontos no infinito da hipérbolea

Chamando (gf};} a flgura des. tragsdos relativos a hipérbole (-}
{;_‘ ) a decs tracados relativos a elipse, determinemos a reta limite
[§!) da figura (ﬁ‘)o

- - »
Determinando os pontos de intersecgio (y!) e (w!) des retes homo=

Peae das assinbtotas, (i, wt) e (k, y!'), com a reta (J}?) os. pontos as~
. =, #
chtidos correspondem aos ponhtos no infinito da hiverbole.
s

Ls vetes (1, w!') e (k, y') s20 btangentes a elipse como retas ho-

ologes das assintotas, que sao tangentes a hipérbcle.






,
Propomo=nos ma Questio que s Segmie no nosso quadro sinotico ob-

%

ter uma Parabo_a como perspschiva de uma higerbole. ¥ o que consegui-

pes na flgurs 355, Gocnando a licha naulra tangente é hipérbole no pon-
0 rebatimento do raio visual (P V, a) da a direagio do eixo da

parabola.,

Em perspectiva, a reta (b!', c?) é perpendicular a (a, a') que
pera correspondente (c! d') no geometral,

Seu triqado obtem=se pelo rebatimento do raio visual (P V. b'),
0 qual da a di irecio e o ponto (¢),que 6 comum & porspectiva e a reta.
0 vortice da parébola conseguimos admltindo qus toda rota traga-
da por (i), ponto da linha neutra,; tem para perspectiva uma perpendi=-
paiar a (a, at),
Tragando por (d!) a tangente (d', e) a hipérbole, a sua porspocti=
i=(e, £') sera tangsnte no vartico da parﬁbolaa

Achamos o ponto do contacto dessa tangente ligando o rebatimento

0 ponto de vista ao ponto (j)o

Para doSerminarmos o eixo (§7_ﬁf)"%fééamos por este ponto o eixo
I8!, h!') paralelo 4 (a, a')e

0s pontcs em que a hipérbole encontra o trago do quadro perten=
a perspectiva da curva.

As perspectivas dos pontos no infinito da hipérbole (k') e (1)
50 o8 pontos de fuga das assintctas, pontos eascs em Cue a parabola
orta a linha do horizonte,
E Na disposigao da hipérbcle no terreno, de modo & obtermos uma pa=-
;ola em perspectiva, 0 que se conaegue fazendo uma das assintolas coln
com a linha neutra, a perspectiva sSoria uma parébola, porque teria
ﬁftangente no infinito, em quanto que o eixo da paratola seria para=

10 a0 trago do qQuadro.







Se o porto de tangéncia da hipérbole na linha neutra estiver na

. = ; 2y
grtical principesl o eixo da parabola sora verticals

- L e S e e

Esse mesmo problema ﬁode com facilidade ser estudado pelas soce
ﬁﬁa conicas na Tigura 56, ss conslderarmos a prOJG“aO horizontal de
"_suésrf{cie conica como tendo pera diretriz uma e se, alnda, colo-
@rmos o plano secante de modo & que ele 48 para secgio uma parabola.
0 plano secanto dars wma 56C¢IO0 paraﬁélica se o seu trago hori-
tal (S) for paralelo a wn plano Lﬂx nte a avperf{cie conica, re=-
peio traco horlsontaléA)o .
mos que a direcgio do traco (S) 80 pofe variar numa rotagao

>,
angulo das assintotas, que & o caso dos-

C

o
5
l—r,
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s
e
U
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o
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'd — »
Pera conneguirmos uwma parabola, terndo o eizo paralelo a uma das

&5 Ga hiperbole, o trago (A) teria que coincldir com uma destase

= I d
Pora obtermos o elxo ds parsbola paralelo ao elxo da hil_;erbole 86~

neceasario tracar por (V), vertice do ccrno, uvma paralela ao elxo

8. 2a,

Bssas considsracoes servem para elucldar alguns casos particula=-

Abo*dsmos agora a solugao do problema de uma mansira geral que 6
Paso fig, 35,

A goratriz (V,a) que liga (V) ao ponto de tangéncia do trago {A:
2 diregido do eixo da 865Ga0. y l

Tracemos um plano (V, d, e) tangente a superffcia que corte °
ecante, aegundo uma reta terdo para pro;egao horizontal um& pem~

Miionlargd, £) a (V, 3)- ' i o1 B A



s T 74




Essa projecio (d, f) é tangents no vértice da pardbola e o ponto

de contacto (£) é dado pela geratriz. (V, o).

Tragando por (f) uma paralela a (V, a) determinamos o eixo da

86Cga0,

0s pontos (g) e (h) pertensem a essa curva,

Se considerarmos a inberseccso (¥) com o plano secante, do plano

Borizontal contendo o vertice do cone, ecbta intersscgao corresponde a |

do horizonte de una perspectiva, 08 pontos cnde esta linha en¥

gontra o superficile cinica sSo pontos da parabvola os Guals corresponw

aos pontos em que‘esta corta a linha do horilzonte na épura perspec=

8o I
Vé~se, entio, qus a parébola corta a linha (x) nos pontos (i) e

)¢ pontoa esbes determinades pelas paralelas as assinbotas, tragadas

ko vortise do cone,

Consideremos agora (fig, 37), a msoma questao resolvida de acor=-

B 2 . 2 o - S o [
B com 23 definlgces de duas figures humcliogas, lsto e pola homolegla

(T) reta limlte da figura ( ) da hipérbole, & tangente a esta
fBva no ponto (m),

0 ponto homélago (m!) de (m) esta no infini%o na diregao (C, m)e
Para determinar o vertice da. parébola Uracemos por (C) una reta
B £) da figura ( ) perpendicular a (C, m!),

A rota homdloga (f', g!) coincide com (f, g)» Do ponto (g) so=

[l

4 - ’ = :
B (T), tiremos a tangente & hipérbole, cujo ponbto de contasto & ().,

A rota homologa (1!, gi) de (3, g) tem uma diregSo comhscida Zus
Cs 8)o
Para tragd-la basta considerar que o ponto (i) coincide com (i)

.;::__ o emg (x)‘ . ; 2 b= ' ?‘ s







0 pento hom Joga (h?) de (h), uetermiuado pela irntersecggo da rew
k) ccm a tangente ¢ o vertice proBurados,

Comparardo com a 5;1:& de uma E82CCHO gconica, verifica=se que, as
strugtes sao iddnticas, ‘ i
A veta (B, £) e {g', £!), que na figura 37 =do duas retas homo- {
's coincidentua, na cpura de uma sesgio cdnica correspondente & pro=-
0 da inter O do um plano tangente a auporfi cie oorica com’um

0 paralelo ao plano secante tragado pelo vértice do cones ‘
,; Continuvando a comporar os traé&dos encontram=ge reolagces idénti= ;

entre as oulras lirhag,

|

»
Ne_épura da figura 38 rosolvemos a seguinte guestio do nosso que-

80 sinotlcc: dada uma hiperbole colocar os dadcs do problema, de modo
4o &
gus perspectliva gojia oubra hipsroole.

|
Neszas condlghes a linha neutra pode cortar a curva em dois pon- ‘
i

As retes que ligan estes dols pontos ao robatimento do ponto de
fata dao as Qiro ooa das assintotas., Resulta daf que, 8¢ 08 pontos em
a8 linhe neutra enconbra a hlpc*bole estao ecuidistantos da verti=

e -
principal, o elxo da hiperbole perspoctiva seora vertical ou hori-

-

Se colocarmos esses dados noutras condicCes, por exemplo, serndo

2 das assintobas coincidente com a linha nouitra, a porspectiva nao
%ﬁﬁ mails wma hipdrbole e sim uma pardbola.

Na Spura considorada os robatimentcs dos ralos visuails que deiore
as direcgoes das assintotas séio (P.V, a) o (P, V, b)e

As tangentos, (a, ¢) o (b, d) nos pontos (a) e (b) tom pa&a perm

ivas as aasintotaa da hiperbole (parapectiva] (c, e) e (d,=3r






A bissctriz destas dara o oixo (g, h).
Tracomos, ontao, em porspectiva, uma reta (i, j), perpendicular
2 (g, h) o doterminemos (i, k), rota que tom para perspoctiva (i, j)e
Do ponto (k) trasemos as tangontes & hipérbole (geometral). As
petas que ligam o rebatimento do poato de vista aos pontos do contacto
P, Vs L) o (Ps V; m) corbam o eixo (g, h) nos pontos (n) e (o), que
08 vértices da hipérbolo em porspoectiva.

Os pontos de fuga (p) e (q) das assintotas da hipérbole (gocome=

pal) s2o pontos da hipérbolo (perspectiva).

- -

0 mesmo problema tratado pelas socgdes cdnicas, na figura 39,

Bi ostudado lovando-so om conba a projegao horizontal da secgao foi-
¢{numa suporf{cio cSnica, que tivesse para diretriz uma hipérbola no
fano horizontal, -

Dossoc modo:

(A) o (S) sdo os tragos horizontais de dois planos paralclos,
Ehdo (S) 6 plano sccante e (A) o plano contondo o vortice do cone.

0 tragco (A) onconsra a hipérbolo nos porntos (a) o (b)e

(V, &) ¢ (V, b) sao as dirccces das assintotas da secgao.

08 planos tangentes (V, h, ¢) e (V, a, d) intercoptam o plano
feante segundo as rctas (¢, o) o (d, o), assinto’as da secgao.
Tracemos a bissctriz (o, ©) para determinarmios o 0ilxo.

Se por (V) tragarmos uma peorpondicular a esza bissetriz, limita-
ino ponto (f) sobre o trago (A), ¢ sc dotoerminarmos as interseccgoes
i?i} o (Xk, J) dos planos tangentes (V, £, k) o (V, £, g) com o piaao
tante, ossas intorsccgoes sdo tangentos a hipirbole.

0s pontos (i) e (j) em que cstas intersecgoes encontram o eixo

e » -~
geccao hiperbolica sio os vértices da curva,

II v . - | r
L H -
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Os porntos {kl) o (1) tambom portoncon a curva, porque suas per-

ectivas coincidem com suas projogoo3,

B e

Tratado pela homologia plana esso problera se reduz ao scguinto:
(Figes 40) dada uma hiperbolo colocar o oizn, a rota limite o o centro
""" 8 hemologla de modo a ovtorros para figura homéloga uma hipérbolo.

(X) sora o eixo do homologiaj;

(J') reta limite da figura (A) da hipdrbolc dada, assim como

(C) contro do homologiae ;

As rotas (C, a) o (C, b) diio as dirogdes das assintotas da hipcr-
bolo homdloga.

Tracomos ontdo as tangentos (b, e) e (a, d) & hipdrbole da (fig.
:lﬁg, determirando cm segulda as rotas homélagas (b, o!) o (at, d!),

| Estas rotas sac as assintotas da hipérbcle hsméloga (figa.ZCK?).

A biseciriz cara o olxo (g', £1).

Tragands pcr (C) uma porpondicular (¢, 1) a osta bissotriz, a ro=
?é hﬁaglcga (c?', i1) coincide com (¢, 1) o corta a reta limite (J) no
pcato (h)o

Deste ponto, tiramos as tangentes (h, =) o (h; n).

0s pontos homlicgos dos pontos de contactn (m!) o (n!) sio os

v erticos da hipérbole homdloze s ' '

0s pontos (o, 0!') o p, p') tambom pertencem & curva, pordque £4s

=
thomologos e coincideontoes,

i G T - - —
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APTICACEO ARTISTICA

Paraaconclulr, mostiramos numa porspoctiva artistica a possibili-
@acdo da apliicagao vantajosa dos diversos tragados ostudados nosta tese
.e porspoctivas das cdnicas,

Pol nosso objctifo nossa aplicagao prética, deixando no desenho
3 linhas necossarias sem fazor nonhuma construgao a parte, detorminar
98 oixos do todas as eclipscs,., Facillitamos assim os tracados dostas
sunvas, dando-lhes a nocossiria procisido sem complicar a épara, o que
80 sc obtoria pelos processos corrontos.

Para melhor oxeomplificar tomamos um motivo que nos da para per=-
poctiva uma parabola ¢ uma hipérbolo.

Foi cssa 1déia, entao, que nos levou a por em porspoctiva,uma

onto, cuja projogao horizontal rosume-so cm divorses cfrculos concén-

;;cos ko, a) (os-b) (oy c) (0, &) (e, o) (5, L) (o g)s
A projecgiao vortical & deofinida pelo corte (01, Ly 6, Ry 35 BTt |

)) Quo nos da as alturas dos circulos, &'
0 robatimonto do ponto de vista (P.V) pormite a colocagao da 1i- \\f
ha noutra. (L.N), linha ncutra osta que S tangonte & cirfunferdncia ;
; £), o corta a circunfér@ncia (0, g) nos pontos (h) o (1) ﬁosso b
lo a circunforincia (o, f) tom para perspoutivﬁ a praébola ¢ a circun \\k
groncia (o, g) a hipérbolo.

3 V6=so pelo assunto quo o obsorvador csta colocado na margom de um
?uonollago circular, caso quo muitas vezos sc aprosonta na prética. M
Para dotcrminar pclos cixos a porspoctiva da circunferdincia (o0;d)

8 cota (0), uma vez quo a vortical principal & um cixo do simotria, -

Bsta dotorminar as porspcctivas (d!') do (d) o (3') do (s), quo limitam
0ixo menor, A porspcctiva (dt) de (d) fol dctorminada polo ponto‘do
neurso da perspectiva (nt', £') de (d, n') com a vertical principal.

. . .1
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Construgocs idonticas foram omprogadas para dotorminar a porspec-
tiva (s!') do (8)e

B 0 ponto (v!), quo divido (s', d4') ao molo, nos Ga a corda (v, 1),
cuja perspoctiva (vf, 1t) ¢ o somi-oixo monor da clipsc.

” So a circunforoncia (o, e)g;por cxcmplo, osta a uma altura igual
éjol, 2), as construgocs sao as mosmas, considerando-se a linha do ter-
ra na altura (2), o quo obriga a olovar o poanto (y) para a horizontal
(2), antes do & liger a (f).

E assim procodcriaﬁos sucessivamonte para limitar os cixos mcno-
pos do todas as clipsos,

Dotorminado, quoc soja, o oizo mocnor e o meclo desto, procuramos,

.ﬁ corda corrospondonto na projogao horizontal, som osgitacor quec a rcta
‘ﬁm perspcctiva, tracada a wna detorminada altura, tem o sou trago no
Guadro sobro a horizontsl que dotormina osta altura, o quo importa om
mransportiwlo vorticalmonte para a horizontal de cota (Ol), antes do
tragar a parslela ao robatimonto do ralo visual, quoc nos Ga a projogao
horizontal da rota.

Para 1limitar o olxo malor do uma elipse a uma determinada altura,
Eopois do tragada a corda corresporndento, tal como (w, m,), podemos om=
fprogar a dirogﬁo cspocial que coincido com a sua porspoctiva, Se con=
gidorarmos a clevegao da linha do torra para (2) soré neccssorio oleovar
tambem (m) para (m;), altura igual a (0,,2), antos da ligagao a (P.V).

E assim sucessivamento para as outras elipscs.

PARABOLA,

A parﬁbola fol deotorminada pclo vértico (f 1), pelo eixo quo 6 a

;_.b

ortical principal e por um ponto (10!} dessa curva. O difmetro fl)

.o = = & 7
tem a sua eoxtromidado (flj fora dos limites da epura, mas a rota (11,

2) concorrc nesto ponto (fl), visto ser paralecla a (f, 13) numa dis-
tancia (i2, o) igual a (o, 13). Debterminando a perspectiva (11, £)s
Ga rota (11,

LT

igil-oata cortara a vertical ﬁrincipal-notvérﬁiea,gﬁgqur&éé.,

g aris ol Y
> P 4 - & r " ’, [
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A perspectiva (10') do ponto (10), que pertence a circunferéncia

considorada dara um ponto da parabolas

. ﬂ

HIPERECIE.

” »” .
A hiporbole fol determinada polo voritice (g') olevado a altura
Wl), obtido pelos melos identicos =zo0s empregados para a determinazao
do vortico o do oixo da parabola. Eixo este que ¢ a vortical princi- i

Pals

Para concluirmos esta demonstracao bastara tragar as assintotas

énhg Nhl que s2o definidas por um ponto (Zh) e a diregao (P V, h),

_57-
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