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I. INTRODUCAO

Neste trabalho, procura-se desenvolver uma técnica para
a solucao do problema de nivelamento de recursos em uma rede de
projeto. A intengao & apenas de nos concentrarmos no problema. de
nivelamento de recursos, buscando desenvolver um método de planeja
mento satisfatorio, viavel em termos computacionais e de facil

aplicagao na vida real.

Mais especificamente, nesta pesguisa, objetivamos apre
sentar, basicamente, duas contribuigoes 2 teoria do . conhecimento
cientifico correlato ao planejamento em redes. A primeira delas &
a formalizagao das premissas basicas que definem o problema de
nivelamento de recursos em redes de planejamento que, ate a data
presente, nao foi formalizado pelos estudiosos do assunto. A segun
da contribuicao diz respeito 34 apresentagcao, neste mesmo trabalho,
de um modelo matemdtico cujos esforgos convirjam para o problema
de nivelamento de recursos, como definido formalmente. Este modelo
matematico, oriundo da programagao heuristica, preenche os quesi
tos de admissibilidade e consistencia, garantindo assim a otimili-
dade das solucoes fornecidas pelo mesmo; no sentido de Hart et
alii [5]~

No algoritmo proposto procura—se, atraves de uma busca
sistematica, encontrar um perfil de programacao das atividades de
um projeto, visando a melhor distribuir os recursos financeiros

(fluxo de caixa) ao longo do tempo.



IT. ANTECEDENTES DO PROBLEMA

Uma das maiores vantagens da representacao de um projeto
através de redes e a possibilidade de serem facilmente geradas as
informagoes das necessidades de recursos no decorrer do tempo. Es
tas informagoes sio obtidas como um subproduto do matodo tradicio
nal de computagao do caminho critico. O {nico requisito desta re-
presentacao e as demandas de recursos associadas a cada atividade

serem apresentadas separadamente.

fnde

4 i= nimero da ativi-
dade
j= duragao da ativi
dade
k= demanda de recur
508 pPOT mes
Figura 1
A figura 1 mostra um diagrama de precedéncia para um

projeto simples. Ao lado de cada no da rede, representando uma ati
vidade, mostram-se a duracao, em unidades de tempo, e as necessida
des de recursos (caixa), em unidades monetarias. Aplicando—se os
calculos tradicionais do CPM, obtém-se para cada atividade um tem
po cedo de inicio (TICI) e um tempo tarde de término (TTT). A par
tir destas informagdes, pode-se construir um diagrama de barras,

com todas as atividades comecando nos seus tempos cedo de inicio.



Atividades
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 Tempo
Figura 2
A partir deste grafico de barras, constroi-se um grafi
co do perfil de demanda de caixa ao longo da duracgao do projeto,

como mostrado na Figura 3:



A

Caixa
(Cr$ M)

24

22.———[—'_ 

: —

1t 2 3 4 S5 6 7 8 9 10  Tempa

Figura 3

Neste exemplo, o perfil de utilizagao de recursos apre—
senta-se bastante elevado nos quatro primeiros meses, com uma brug
ca queda nos ultimos seis meses do projeto, quando as necessidades
de caixa tornam-se praticamente nulas em relagao aos periodos an

teriores.

Um tipico problema de nivelamento de recursos = poderia

ser enunciado, informalmente, da seguinte maneira:

0 caminho critico de uma rede ja foi determinado e
todas as suas atividades programadas, inicialmente, para
seus tempos cedo de inicio. ApdOs esta determinacao, um

perfil de utilizacao total de recursos ao longoe do tempo



pode apresentar-se como na figura 3. O problema dai em
diante & o de nivelar os piques de utilizacao dos recur-

sos, valendo-se das folgas livres de cada atividade.



III. UMA DEFINICAQ FORMAL PARA O PROBLEMA

_Ate a presente data, inumeros trabalhos tem sido realizi
dos na area de resolugao do problema de nivelamento de recursos em
redes de planejamento. Uma pesquisa quase exaustiva da literatura,
surpreendeu-nos com a inexisteéncia de uma definigﬁo formal do pro-

blema.

Desse modo, nesta parte, pretende-se formalizar essa de
finicao, aproveitando a possibilidade de uma rede de planejamento
poder ser representada por um grafo de precedencia. Assim como PO
demos dividir a elaboragao de um projeto em um conjunto ¥ de ativi
dades elementares, com cada atividade x necessitando de um tempo

t. e de um volume de recursos P= (pi, D, ...,pm) por unidade de

2
tempo para sua realizacao, e como tais atividades devem também obe
decer a determinadas relacoes de precedéncia, torna-se obvia a pos
sibilidade de representar um projeto de grande porte por um grafo

de precedencias.

Se a este conjunto de atividades e prioridades acrescen
tamos também as condi¢oes reais de . escassez de recursos
T= (Tl, Tz,...,Tn) representando a maxima disponiﬁilidade de cada
recurso pi, chegamos ao problema de nivelamento de recursos em re
des de planejamento, que consiste em distribuir o conjunto de ati-
vidades, no menor tempo possivel, sendo obedecidas as relagces de
precedencia e limitando as necessidades de recursos de cada ativi-

dade aos maximos disponiveis.



IV. A DEFINICAO FORMAL DO PROBLEMA CLASSICO DE NIVELAMENTO DE RE
CURSOS EM REDES DE PLANEJAMENTO

Dado um conjunto finito ¥ de atividades, uma relagao de
ordem parcial < definida em § chamada relagao tecnologica de prece
dencia, as fungoes T: Y +'R+ (tempo.de-execuggo) e P: ¢ - R (ne
cessidade de recursos pof unidade de tempeo) e o conjunto de cons-
tantes T= (T, ...;Tm), que sao as disponibilidades maximas por
unidade de tempo dos m recursos necessarios a cada atividade, o
problema de nivelamento de recursos em redes de planejamento pode
ser definido como achar uma colegao T (P) = (Sq, SZ""’SN) de sub

conjuntos que satisfacam as seguintes condigoes:

U =5, =y (1)

garantindo gque a uniao de todos os elementos do conjunto

solugao contém todas as atividades do conjunto V.

X p, (y) < 1., i=1, ..., m -k =1, ..., N (2)
. 1 -— 1
JeSk

garantindo que nenhuma atividade y utilize na estagao Sp

uma quantidade do i=&simo recurso que seja superior a

disponibilidade maxima deste recurso.

1 8

P(Sk) = Z

.(y.}) k= 1, ..., N 3
jes P YJ R , (3)

k i=1
definindo que a carga total de recursos da estagao S, &
igual ao somatdrio da utilizagao de todos os recursos de

cada atividade y pertencentes a estagao.



X <y ~xeS8.,,7 e Sj > i < j (4)
garantindo. que tarefas subseqllentes sejam alocadas a
diferentes estagoes e que as relacoes tecnoldgicas de

precedéncia sejam obedecidas.

1 H

minimizando o Ocio de recursos como definido na condigao
acima, ou seja, que minimizemos a soma das diferencas en
tre o volume de recursos disponivel e aquele efetivamen

te empregado em cada estacao.



V. DEFINICOES E PROPRIEDADES DO DOMINIO DO PROBLEMA

Para que possamos agora apresentar o algoritmo que propo
mos como alternativa otima e eficiente para a solugao do problema,
precisamos primeiro definir a arvore de busca ou grafo do proble

ma, assim como evidenciar algumas de suas propriedades.
V.l - Definigoes
A - Estado

Um estado X = (Xl, .y XN) do problema de nivelamento
de recursos em redes de planejamento e uma seqliencia de
subconjuntos de ¥, respeitando

i) X, 0 Xj = ¢, para i # j ~ X; # ¢, ¥.

1

ii) P(X.) = I p < T, ¥,
l —
xeXi X

iii) ¥ x, y e ¥, x <y > (2 € Xi’ v E Xj, j > 1) ou

|
[}
o]
~—

Y e (¢
iv) a lista vazia &, por definicao, um estado.
B - Sucessores

Um estado Y = (Yl,...YM) ¢ dito sucessor de um estado

X = (Xl, cae s XN) se e somente se;

H
s
L
<
1
>
[ N
A
=
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0 custo d‘e transicgao CXY e definido como ny = (Tt - P(YN+1)),
onde % e uma fungao convexa crescente qualquer. Pode-se

observar que ny > 0.

C -~ Estado Inicial (8)

E a seqliencia vazia, isto &, com zero elementos.
D -~ Estado Terminal

Um estado & dito terminal se € uma partigao de P. E cha
mado de desejado se o numero de componentes dessa parti-

cao & minimo.
E - Funcoes de Custo

Para cada estado X = (Xl, ceey XN) definimos as seguin-
tes funcoes de custo:

i) g(X): X = R+, que mede o custo de transicao total
do estado S§ inicial ate o estado X, e & calculada
somando~se o quadrado dos ©Ocios de cada estagao Xi

ja alocada.

. - . + . . o~
ii} h(X): X » R, que avalia o custo de tramsigao do es
tado X até atingirmos o estado terminal. E sempre

apresentada sob a forma de seu estimador A(x).

fxd @@y ~m. 2 (o - T

R(x) - N
onde:
i=N
T(X) = I T(X.) e
i=1 *
d T* ~ T(x)|"
Rex) & W+ |22t

0
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Resume=se 0 problema de nivelamento de recursos em redes
de planejamento, entao, em achar um caminho de minimo
custo entre S (estado inicial) e o conjunto de estados

desejados.
V.2 - Propriedades do Grafo

Podemos observar, das definicoes descritas acima, que o

grafo Gs tem as propriedades a seguir.
A . Propriedade 1

GS € uma arvore anti-sim8trica e, assim, existe apenas
um caminho de § para qualquer estado n (donde E(n)=g(n))
e, no maximo, um caminho de um estado m para  outro n

qualquer.

B . Propriedade 2

%
X’
mento minimo de uma solucgao passando por X, e se

Y = (¥

Se a cada estado X = (Xl, ceey XN) associamos N o comppi

1 2 YN), & tal que

g(X) < g(¥)

* %
N, = Ny £(X) £ £(Y)
e dizemos que Y e dominado por X.
V.3 - 0 Algoritmo Proposto

A definigao da arvore de buscas descrita, associada as
propriedades enunciadas no item precedente para os . estimadores
A(x) e R(x) e aliada & utilizacao das condicoes do problema de ni

velamento de recursos em redes de planejamento, origina o seguinte
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algoritmo: . _
para cada estado X = (Xl, “eey XN) armazenar:

i) descrigao de X
ii) g(X), N(X), T(X)
iii) Nx), h(x), FX)
iv) P(X), apontador para seu antecessor

v) F(X) = 0 (caminho aberto) ou 1 (caminho fechado)
A. Passo 1 - Imicializacao

Seja s uma lista vazia; armazene s e faca

F(s) <« 0; g(s) « 0; N(s) <« 03 T(s) <= 0; P(s) = ¢

Calcule:

* + ®
N(s) *[-—ZH} ; B(s) « F(s) « N(s) . & (0 - ——)
, N(s}

Faca:
N« R(s)

B. Passo 2 — Selecgao

Dentre todos os nos Y abertos, com ﬂ(Y} = ﬁ, selecione
um X com F(X) minimo, desempatando a favor de estados
com N(X) = N(X) ou, arbitrariamente, caso isto nao seja

possivel. Se nao houver nds abertos, pare com erro.

C. Passo 3

F(X) <« 1. Se N(X) = N(X), chegou-se & solugao. Caso con-

tririo, gere todos os sucessores de X.e feche X,
D. Passo 4

Para cada Y sucessor de X, calcule ny, T(Y e faca

N+1)
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N(Y) « N(X) + 1

g(¥) « g(X) + C

T(Y) <« T(X) + T(Y ).

H+1

Calcule .

R(Y), B(Y), E(Y) = g(¥) + B(Y)

P(Y) « X

Se Y é dominado por algum Z aberto, elimine Y e tome o
proximo sucessor de X; se isto nao ocorre, e Y domina al
gum A zberto, elimine Z; guarde Y aberto e tome o proxi-

mo sucessor de X.

E. Passo 5

Atualize N = min {R(X)[X abertol
Volte aoc Passo 2,

E importante ohservar que a restricao da escolha, no Pas
so 2, a nos com N(X) = N garante que pararemos num esta-
do desejado (i.e., num estado terminal com numero minimo
de estagoes). Por outro lado, sabemos que esta solucgao
minimizar3 o desequilibrio na alocacao de recursos entre
as estagaes, pois R(X) < h(X) }X. Mais importante que ii
to, a consisténcia de f nos permite tirar a conclusao de
que o algoritmo & otimo (no sentido de Hart'®) para o
problema, dentre todos os algoritmos admissiveis que nao

usem mais informacgoes que:
i) nivel maximo de recursos Z

YT = It
XEP X
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iii) para cada estado X = (Xl, . ney Xn)

a) N (n? de estacoes em X)

b) T(Xl)n =y T(XN)
V.4 - Um Exemplo de Aplicacgao.

A aplicacao do algoritmo aqui descrito ao problema pro-
posto por Moodie e Mandeville [7] resultou na solucdao que a seguir
apresentamos para exemplificar a utilizacao do algoritmo proposto,

o qual a primeira vista, parece complexo.

Repare a adaptacao da rede do projeto, que mostra cada
atividade dividida em n atividades de duracgao unitaria, cada qual
apresentande, no canto superior direito, o valor.das mnecessidades

de recursos por unidade de tempo.

INICIO

:

—C—0©

G AR CAR O RO Opoal0aN 0
. o
(O () @z.._____}@s

Figura 4

A rede do Projeto
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x = {A,B} T(x) =4
1 1

T(X) = 4 cn] =

=9 N=1 AN=8
g=1 h=2.00
£=3.00

x ={a,H} T(x )=3
2 2

T{X)=8 C =4
12

%=9 W=2 AN=7
g=4 h=1.29
$=5.29

x =LA, F} T(x )=4
3 Y

T(X)=14 C
23

F=9 N=3 AN=6
g=1 H=2.67
$=3.67

N=§ N=4 AN=5
e=4 hi=1.80
£=5.80

10

x ={p,c}
1

T{X)=5

x ={E,H}
2

H=8 N=0 AN=8

2=0 i=0.00
£=0.00

T{x_)=5
1

VC“so

=8 N=1 AN=7
g=0 £i=0,00
=0.00

T{x }=5
2" 7

T(X)=t0 [c =0

T(X}=15 [¢ =0

X
4

\f 12

=8 N=2 Au=6
g=0 E=0.0C
£=0.00

% ={F,1}
3

Y

f=8 N=1 AN=5
2=0 fi=0.00

£=0.00

={a,1} T(xu)=3

T(X}=18 C =4
3

x ={B,0} T(x }=5
5 5

T(X)=25 ¢ =0
45

=8 N=5 AN=3
z=0 £=0.00
T=0.00

Caracteristicas

9

T%

N*
)

E oo

8

T(R) = 4C

x = {A,6} T(x) =3 -
by 1 .

(X)=23€ =4
31

=9 N=1 AN=8
g=4 H=1.13
£=5.11

32={A,E} T(x2)=a

T{X)=9 ¢ =1
12

=9 §=2 AN=7
g=1 F=2.29
£=3.29

R=9 N=3 AN=5
g=4 H=1.50
£=5.50

x ={4,3} T(x )=5
k3 K

(R)=20 ¢ O
Iu

N=8 N=4 AN=4
g=0 §i=0.00
2-0.00

11

xsé{a,l} T(x3)=3
T(X)=13 C =4
23

x = (=,L} T(£5)=a

x ={C,L,P,} T(x )=5
[ [

T(X)=30 Cc =0
56

=8
g=0

x = {¥,0} T(x )=5
7 7

T{X)=35 Cc =0
) 67

f=8 n=7 AN=1
2=0 B£=0.00
$=0.0¢

is

x ={N,R} T(x )=5
3 8

T(X)=40 C_ =0
78

=8 N=8 AN=0

£=0 =0.00
F=0.00

Figura 5

0 Grafo do Problema

T(X)=24 C,

=1
H

13°

R=0 N=5 AN=4
g=1 h=4.0
¥=5.0
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que nos leva ao caminho solugao

que, por sua vez,representa o seguinte conjunto solucao:

X = {p,c} X, = {B,D}

X = {E,H} X = {c,L,P}
2 [

x = {r,1} X = . {M,q}
3 : 7

X = {a,J3} X = {N,r}

cuja representacao em um grafico de alocagao de recursos é:

A
5
41|l uwir P | qQ|R
3 J|o
2 L
1|D | E|F M| N
A|lB | C
£
1 2 3 4 5 6 7
Tempo

identico dquele apresentado por Moodie e Mandeville atraves da solu

¢ao por programagao inteira [7].
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VI. CONCLUSAO

Acreditamos firmemente que a formalizacao do. problema
de recursos aqui apresentada ajudara no desenvolvimento de novas
metodologias de ataque ao problema de alocacao otima de recursos .

escassos em redes de planejamento de grande porte, que,até a data
presente,foi tomado como intuitivo. Mas ainda, o algoritmo aqui
apresentado, como uma alternativa de solugao otima-eficiente, mi
nimiza o desequilibrio na alocagao dos recursos as atividades sen
do realizadas em paralelo no projeto, pois o algoritmo e admissi
vel e consistente no sentido de Hart etalii[SI. Mais importante
do que isto & que a consisténcia de h . nos permite concluir que o
algoritmo & otimo dentre todos os algoritmos admissiveis que  nao

usem mais informagoes do que:

i) Nivel maximo de recursos [

ii) T* =% g
X
xe
iii) para cada estado X = (Xl, XZ’ .eey Xn)

a) N (nQ:de estagSes em X)

b) T (XI), ... T (XN)

A demonstragao formal das propriedades, lemas, teoremas
e corolarios aqui citados podem ser encontrados nas referencias

bibliograficas [4], [5] e [9].
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