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No 22 periodo letivo do ano de 1954 foi realizado ,
na Escola Nacional de Belas Artes, sob os auspicios da Univer
sidade do Brasil, um Curso de Aperfeigoamento para profossa -
res de Desenho, obedecendo a magnifica orientagao do Prof.Dr.
ioberto Muniz Gregory, catedratico da cadeira de Geometria Des
eritiva, respectivamente, das Escolas Nacional de Engenharia
e de Belas Artes. Em uma de suas palestras, o referido pro-
fessor chamou a atenq;o dos alunos para a importancia do es#g
do de triedros e sua analogia com triangulos.

Assistindo a essa palestra, como aluna que fomos,
no referido curso, tivemos o nosso interesse voltado para o
assunto. Ocorreu-nos, antEo, fazer um estudo das relaqses en
tre triangulos e triedros, comsiderando os primeiros como re-
sultantes de secgoes planas feitas nos segundos. Isto nos le
vou & ume pesquisa mais empla, fagendo-nos concluir pela ne-
cessidade de um estudo prévio das secgoes planas dos Enguloa
solidos ou poliedros e, em particular, dos triedros, do mes
mo modo como & feito para secgoes conicas. Dal a considera-
g8o de "angulo solido de duas folhas" (1% parte, pgs. 11 al3)
@ o capitulo sobre secgoes planas (28 parte, pgs. 67 a 85).

Com o proposito de dar carater didatico a este tra-
balho, apresentamqs, nas 18 e 2& partes; uma noqao sucinta gé
bre Engulos golidos e um estudo meis mirucioso sobre triedros,
que fundamentasse o que consideramos propriamente o assunto da

tese ou seja, a matéria constante da 38 parte.



Como resultado da pesquiza feita na 3% parte, ohe
mos as "Conclusoes Finais" apresentadas nas pgs. 113 e 114 e
as "Aplica.qges" que sugerimos para resoluq;o dos problemas
tantes das pgs. 114 a 119. 3

Agradecemos © interesse tomado pelo Prof. Dr. Rohe?%
to Muniz Gregory, a quem temos a honra de servir como anxii?
liar, na cadeira de’ Geometria Descritiva da Escola Nacional d&;
Belas Artes. [sse eminente professor propos a Congregagao das
ta Escola, fosse incluido no programs da Cadeira de Geometr %;
Descritiva, para o Curso de Professorado de Desenho, o segu'é

te assunto:

- "Ponto ... - Generalidades sdbre os angulos polie=-
dros. Estudo detalhado dos angulos

triedros™.

Sendo sua proposta aceita, conforme comunicado ng;

tar ao concurso para Docente Livre da Cadeira de Geometria D
oritive desta Escola, de acordo com o editel de abertura de
inscrigoes, publicado no Diario Oficial de 23/5/57. A

® % %
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II - APRECIAGAC SUCINTA SOBRE ANGULOS SOLIDOS

tencem & uma mesma reta.

18 °

0s planos se cortem dois a dois, formando, nas res-
vas intersecgoes, as arestas do angulo solido. A porgao
de plano compreendida entre duas arestas consecutivas &
face do angulo solido. O ponto de intersecgao das a-
s e faces pertence, simultaneamente, a todas as faces e

inado vértice do angulo s6lido.

Bsse vertice podera ser proprio ou impropric. No pri

> caso, o angulo solido & uma superficie piramidada fecha-

no segundo ceso, o vertice estara no infinito e a superfi

‘passara a ser uma superficie prismatice fechada.

Destacam-se, ainda, num Q.ngulo solido, seus Qnﬁlos

ou angulos de suas faces e seus angulos diedros, ou os

idos entre duas faces consecutivas.

nagoes e convengoes: (1)

.~ Vertice: Sera denominado por letra maiuscula do al

Muites des anotagoes que adotemos forem tiradas do estudo ds projegoes axono
métricas e em partioular, mongesnes, feito pelo Prof, Dr, Roberto Mumniz Gre-
(20 qual ja fizemos refereéncia ne "Introdugéo"), Segundo sua snotagio, um
, Ou uma reta no espago, tersc & letre que os designa entre paréntesis, Cmeg
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fabeto latino, (V), fig. l.
.EEEﬁ - Sera denominada por letra minuscula do alfa-
beto grego. Ex.: « , @, etc.
Quando se tratar do angulo pla-
no da face, acrescentar o simbo
lo de angulo a essa letra. Ex.:
&,f.) , etc., ou X, X4,
etc. No caso de duvida, denomi
nar o angulo da face por trésle
tras, uma delas correspondendo

a0 vertice e as outras duss a

pontos pertencentes as arestes (Yoo

que definem a face, acrescentan Fig. 1
~ e ST ¢
do o simbolo de angulo. Ex.: (A)(V)(B) ou (a)(V)(B).

Aresta - Pode-se adotar uma das seguintes designa -
goes: '

18) dois pontos .um deles sera o vertice (V) e o ou
tro, um ponto qualquer (A), proprio, pertencente a aresta. Ex.:
(V)(4), etec.;

28) dois pontos, um déles sera o vertice (V), o ou-
tro, o ponto improprio desse aresta, denominado por letra:mﬁﬁg
cula’ do alfabeto latino (dar preferéncia as ultimas), acres
cida do simbolo o (infinito), colocado como indice. Ex.:
(v)(xm), etc.

22) pelas letra que denominam os planos, cuja inter

mo ponto ou reta, em pro jegdo, serdo designados pels mema letra sem o parentesis,
(Ver: "Representagio da Linha Reta!!, monografia apresenteda & Congregagdo da E.N.
B.A. da U.B,, pelo referido professor, pars provimento do cargo de Professor Cate-
dratico de Geometris Desoritiva).
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o produziu a aresta. Assim: (Be<), etec.

diedro - Acrescentar o simbolo de angulo a designagao
da aresta, de acordo com & 38 sugestao para
. ‘Bx.s ﬂAX ou XY s retirando-se o parénteais

jndicar .mais, a aresta no espago.

Pode-se, ainda, usar uma des seguintes designagoes:
a) - A relativa a 1% sugestao de "aresta", acresci-
> simbolo de dngulo: Ex.: (T)(A) ou X-(V)(A).

.‘_“ b) - Uma convengdo enaloga & que se emprega para an
singa.r, ou seja, & designagao da aresta ladeada pela das
AR Aﬁ;(\m ou XA(V)(A)Y . _

~ ¢) - Pode-se, tambéem, usar: (B)(V)(A)(C), ou ...
(.A)(c), entendendo-se que as duas letras centrais re
e & aresta do diedro e .que as letras das extremidades,

n pontos pertencentes as faces que determinam o die-

__-:_-_&t'alido = Usar letras que denominam vertice e pontos per
tencentes as arestas. Ex.s (V)-(A)(B)(C) ou
) )(Ym ).-(zoo )s devendo-se colocar, em primeiro lugar,
que se refere ao vertice, separando-a das demais por
iqueno trago.

solido de duas f£olhas, angulos simétricos ou opostos
ortice - :

Da definigao de angulo solido, concluimos que o con
0 de planos que determinam um angulo solido, formem, na

de, varios angulos solidos (1), todos tendo como verti

0 mmero de sngules sdlidos & dado pela formula: S = F(F - 1) + 2, na qual,
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ce o ponto (V), como arestas (V)(4), (V)(B), (V)(c) e
faces, os
nos &K, B, %
(fig. 2).

~ Se considefﬁ

mos as arestas

como semi-retas
que tenham o vé:

tice por ori

podemos verifi.

A "
car que essesd

versos angul

. - - 5 "
solidos se gru

pam dois adoi___.

por oposigao f;

~
relagao ao vers

Q\l\

i\{l\l

%

tice. O
to se subdividi

réa em grupos de

solidos que tém suas arestas na mesma diregao, mas em senti s

=
8
S

dos contrarios.

Assim, as faces oL e 3 se interceptam determinal
do uma reta que se subdivide em duas arestas (semi-retas) -;ff
(v)(c) e (V)(F), ete.

Os angulos planos das faces, serao opostos pelo

S & o numero de #ngulos 3511(!”; Fy; o numero de faces que possul o angulo
do. . i
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2lo s6lido ficara num semi-espago, enquanto. o

no outro semi-espago determinado pelo plano c¢o-

ésses angulos solidos opostos, como sendo um Angu-
 duas folhas, admitindo-se que um angulo solido po

ornar infinitamente grande e os angulos planos des-
infinitamente pequenos.

‘Nesse -oaso, um estudo de seoqaas planas de Engulos
ser feito por analogia com o de seogaes conicas.

3 iﬁ&naidere-se, ainda, que angulos solidos opostos ou
sao iguais, embora nao sejam congruentes, isto @,
superponiveis.

de grandeza -
- Um éngulo solido, sendo formado de angulos planos e

edros, podera ser apreciado quanto & grandeza dos
ssas faces ou dos diedros.

A gi'andeza das faces e dada pela grandeza dos Engu—

# dessas faces, A grandeza dos diedros & dada pela
do angulo retilineo do diedro.



i

Entretanto, existe estudo que sugere a avaliagao
grandeza do angulo solido, sem levar em conta esses elama'b'

a que acabamos de nos referir.

Quando tratarmos de triedros, apresentaremos
ressante apreciagao sobre esse assunto, feita pelo Prof. D,
Roberto Moniz Gregory (ver pags. 19 a 21).

Classificagao -

Quanto a grandeza dos angulos de suas faces e

seus diedros, os Engulos solidos se classificam em:

I) Regulares - quando tem Enguloa planos e ang

diedros iguais, ou seja: faces e diedros iguais (1).

II) Irregulares - quando tems:
a) faces iguais e diedros desiguais;

b) " desiguais e diedros iguais;
e) "™ e diedros desiguais.

Quento ao numero de faces, os angulos solidos p:f
ser:

triedros - quando tém tres faces;

quadriedros - quando tem quatro faces;

etc.

Entretanto, so se usa denominagao especial para
triedros. Os demais angulos solidos nao sao conhecidos
denominagao propria, sendo designados, simplesmente, por

los solidos de L faces, de 5 faces, etc.

(1) Podemos empregar "face" e "diedrd' numa expressio simplificada de "angulo I
no da fece' e "ingulo retilfneo do diedro', respectivamente,
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tiveis na superficie conica de revolugao poderao ter reta ig

clina, que sera o eixo dessa superficie.

Planos isoclinos -

Seo planos que formam angulos iguais com as

de um angulo solido.

Cortemos o &ngulo sélido (V)-(X_)(Y_)(Z_) por:
pleno que intercepte as arestas nos pontos (A), (B) e (6),m
pectivamente, em relagao a (V) (Xg)s (MY ) e (V)(Z ). (8
3). |

Seja V a projegao ortogonal de (V) noplano (A_)
(c).
Se: X (V)(A)V = X(V)(B)V = X(V)(C)V, ou seja, |
angulos que as arestas (V)(X i ("'T)(Y ) e (V)(Z i ’.
com o plano (A)(B)(C) sao igueis entre si, o plano (4)
sera isoclino do angulo solido (V)-(Xm)(Yw)(Zw).

e

Verifica-se que, somente, para os angulos solid
inscritiveis na auperfioie conica de revolugao e possivel
¢ar planos isoclinos. REsses planos corresponderac a segao ¥

ta ou circular da superficie de revolugao.

Analogia entre poligonos e poliedros -
Entre poligonos e angulos poliedricos ha uma corres

pondéncia de definigoes, de propriedades, etc., das quais di
ta caremos algumas, a saber: .,_'

Correspondencia de elementos e definigoes

Poligonos planos Angulos sdlidos ou polied

Vertice (ponto) «..eeveeece.. | Aresta (reta)
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inado por dois'wég Face (determinada por duas a-
consecutivos). restas consecutivas).

gmento: une dois | Plano diagonal (plano: une
nao consecuti - duas arestas nao conse =
: cutivas

ou linear ...... | Angulo diedro

spondéncia de propriedades e classificagoes
Angulos solidos ou poliedricos

(pole. | Faces e angulos diedros iguais
(angulos solidos regula-
res)

Faces iguais e diedro

desiguais ange.
pol. Faces desiguais e die-Ysol.
irreg. dros iguais irreg.
Faces e diedros desi-

guais

‘de um poligono & me cm face de um angulo solido
a soma de todos os "> & menor que a soma de to
: das as outras.

Etec.

Dentro dessa analogia existente entre poligonmos e
s podemos desenvolver, ainda, muito o estudo de angu
; assim, a definigao de angulos solidos convexos
» um grande numero de propriedades relativas a gran
ices ou de diedros, etec. b
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IT - AVALIAGAO DE GRANDEZA

- mesmo modo que para os angulos, podemos conside-

ro a grandeza de suas faces ou de seus diedros ;

.*i@.'-‘-’ nao satisfaz como elemento capaz de fazer &-

_grandeza, pois nao estabelece uma tnice unidade
: bmpgmgao.

- 0 prof. Dr. Roberto Moniz Gregory (ja& referido em
-pé da pag. 9), em trabalho manuscrito, sobre es-
"b;?ro_aenta o seguinte: :

de angulo triedro"
880 usadas as seguintes unidades:
estero-radiano, unidade internacional que designa

~ mos pela letra grega &L (omega), empregada para de
3 mmgr os angulos solidos, em geral.

0 triedro trirrat&_xgulo , unidade pratica para aqual
&iﬂotaroma a anotagao TE.

- O esfero-radiano.

sro-radianc - Se as faces de um triedro regular de
ice no centro da esfera de raio unidade (lem), de

arem na superficie da esfera um triangulo esférico
igual a l'cme, este triedro assim definido sera o
o-radiano. ;
Considerada a proporgao: a porgao ilimitada de es-
S compreendida pelas faces do estero-radiano, este
% 0 espago indefinido em torno de um ponto, como a
do triangulo esférico que lhe corresponde (1 @2) es
Pare a area da esfera (S = Lﬂl‘re; sendor =1, 8§ =
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= h:licmz) h_'.‘l]'. oma, isto é, sendo E o espago inde

do
2
Ju len 1
Bl e e} ou JSh E
E 1% e 12,56

isto 6, o estero-radiano equivele a menos de 1/12 do e
go indefinido de trés dimensdes. :

2 - Triedro trirretangulo - Tres plenos entre si pe: pe

culares dividem o espago em 8 partes iguais,
do cada uma delas um TE, de onde resulta

1
TE EE

% - Esfero-radiano - Em seu trabalho "Unidades e med
Euclides Roxo assim definiu esta unidade legals
"fngulo solido que subtende na superficie de :

*

guer esfera com centro em seu vertice, ums &
igual a 1/ da érea da esfera". :
Como se ve, a unidade assim definida nao e mil
que um diedro reto, equivalendo a 2 TE e a 3,14154. o

i

(L -K:!"J?E' donde -}:E.- TO= 3,150

0 esfero-rediano nao & uma unidede pratica, pois
além de ser multipla de TE, pois e equivalente a 2 TE
tem & mesma forma das grandezas que mede (o estero-r
no e o triedro-trirretangulo sao triedros).

Das relagoes acime conclui-ses

g et hetell. I
E = 81TE

logo:
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oposta. Pode ser chamado, simplesmente, !ggiqgg.

¢) Semi-plano alturs - e aquele que tem origem numa aress

ta do triedro e & perpendicular

face oposta. Pode ser chamado, apenas, plano altura.

d) Semi-planos isogonais - sao semi-planos que tem orige
: npa aresta do triedro e sao sia
metricos em relagao ao planc bissetor do diedro relati

vo a essa aresta.

B) Plano mediador

Também chamado, simplesmente, mediador, € o plan
que pertence a bissetriz de uma face do triedro e & perpendi

cular ao plano desta face.

C) Eixos
Os principais eixos de um triedro sao:

12) - dos bissetores
22) - dos medianos
32) - das alturas
lie) - dos mediadores
0s tres primeiros sao determinados pelos respecti
vos semiplanos cevianos, o quarto ¢ determinado pela intersec

gao dos planos mediadores de um triedro.

Os teoremas que estabelecem a determinagao désses
eixos, e que podem ser demonstrados com os recursos da geome

tria elementar, sac os seguintes:

12) - Eixo dos bissetores -

"0Os tres bissetores de um triedro cortam-se so lon







-2+

Correspondencia de definigdes

Triﬁn;glos

Figura formada pela intersec-
¢ao de retas que se cortam

duas a duas

Correspondéncia de elementos e propriedades

Triedros
Figura formada pela interse
¢80 de planos que
dois a dois

se corte

Triangglos

Tros vertices ..ceoeececcoses
PR ARAOE sies cusiin de o dieiiin ¢

Trés bissetrizes, co~-punctuais,
determinando o incentro, ou

centro do eirculo inscrito.

Trés medianas, co-punctuais, de
terminando o baricentro, cen-
troide ou centro de gravida-

Triedros
Tres arestas
Tres faces

Tres bissetores, co-axiais,d
terminando o eixo da sug¢i
ficie conica de revolugao
inscrita, eixo dos bisseto
res.

Trés medianos, co-axiais, de
terminando o eixo dos
dianog .

de da superficie.

Tres alturas, co~-punctuais, de
terminando o ortocentro.

Tres mediatrizes, co-punctuais,
determinando o sircuncentro,
ou centro do circulo cir=
cunscrito.

Tres circulos ex-inscritos.

Etec.

V - CLASSIFICAGAD

Podemos adotar diversos criterios pare fazer a clal

Tres planos altura, co-axiail
determinando o eixo das al
turas. '

Tres mediadores, co-axiais,d|
terminando o eixo dos
diadores ou eixo da superf!
cie conica circunsecrita.

-~ (3 & ~
Tres superficies conicas,
revolugao, ex-inscritas.

Etec.
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de triedros. Rsses criterios, em geral, se baseiam
snto de propriedades, como, por exemplo, igualdades
gualdades de faces, de angulos, etc.

Assim, destacaremos as quatro seguintes modalidades
ificar um triedro, considerando a:

1 - igualdade das faces;

2 - igualdade dos angulca diedros;
- grandeza dos nngulos das faces;
- grandeza dos angulos diedros.

_{iﬁ% - Considerando a 1gua1dade das faces -
: #5 f costume classificar os triedros pelos triangulos

ﬁﬂﬂﬁwicoa por éles determinados e em relageo mos triangulos
ﬁﬁﬁﬁirioos, adota-se as mesmas denominagoes empregadas para 0s
;{ﬁﬁ?&iﬂgﬂloa estudados na Geometria Plana. Dai, a denominagao
”:ép triedro isosceles, equilatero, etc.

1% 2 Entretanto, parecem-nos mais expressivas as denomi-
J-naqSos que apresentamos a seguir, cujo significado esta de a-
‘e0rdo com a propriedade contida na figura.

Assim, o triedro pode ser: isoedro e anisoedro. Se

ra isoedro o triedro que tiver, pelo menos, duas faces iguais

e anisoedro o que possuir as tres faces desiguais.

iR O triedro isoedro pode ser: bi-isocedro, quando tem
duas faces iguais e tri-isoedro ou equiedro, quando teg,f L as
tres faces iguais. '

28) - Considerando & igualdade dos angulos diedros - |

0 triedro pode ser isodngulo, quando possui, '
menos, dois Engulos diedros iguais e anisoangulo, quando pos-
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sui os tres diedros desiguais.

0 triedro isoangulo pode ter dois om os tres diedrd:'

iguasis. No primeiro ocaso, sera simplesmente, triedro iaoin”:

Eglo @, no segundo caso passaré a se denominar ‘triedro equif

Engglo,

38) - Considerando a grandeza dos Engulos das faces -

Um triedro pode ser ortoedro ou quadrantal (1)

loxoedro ou nao quadrantel.

Triedro.ortoedfo e o que tem, pelo menos, uma

suas faces em angulo reto, podendo sers mono-ortosdro (mono=
quadrantal ), di-ortoedro (biquadrantal) ou tri-ortoedro (tri. J

P

quadrantal), segundo tenha, uma,, duas ou as tres faces Nl an=

gulo reto.

Triedro loxoedro (nao quadrantal) & o que tem suas

faces em angulos obliquos, podendo ters
a) todas as faces agudas (denominaremos triedro oxie
Jdl"O) e
b) todas as faces obtusas (denominaremos
ambliedro).

¢) uma face agude e duas obtusas ou vice-versa (da
remos a denominagao geral do grupo, ou seja trie
edro loxoedro) .

triedro

i) - Considerando a grandeza dos angulos diedros -

Um triedro pode ser retﬁngulo, quando possui, pal{

menos, um diedro retangulo e obliguangulo, quendo nso possui

nenhum diedro retiqguloo

(1) A denominagao quadrantel fol tirada de um frabalho menusoriioc, sobre triedros
de mutoria do Prof, Dr. Roberbo Monlz Gregory (Ja referido nesis tese), ]
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0 triedro retangulo pode ter um, dois ou os tres QP_

gulos diedros retos, sendo: monorretangulo, birretangulo ou

grirretangulo, respectivamente.

0 triedro obliquangulo pode ter diedros somente agu

dos, somente obtusgos, ou 's.?gudoa e obtusos. No primeire caso

gera triedro acutangulop no segundo, triedro ob‘tusangulo e, no

terceiro triedro obliquangulo.

Resumindo num 80 esquema os quatro criterios de clas

sificagao, temoss:

bi-igcedre ou isoedro

7 ISOEDRO (duas faces iguais)
( 1) Quanto & igual- |Pelo menos duas | tri-isocedro ou equiedre
dade das faces faces iguais (tres faces iguals)
ANISOEDRO = Tem faces desigmis
ISOANGULO igod
2) Quanto & igual- Pelommosdois{e ig d edrosim.la.is)
dade dos diedros ) diedros iguais osdieqms iguais)

ANTSOMNGULO - Diedros desiguais

[ ORTOEDRO Mono-ortoedre (monoquadrantal j
A (uma face em angulo reto)

Di-ortoedre (biquadrantal)

. Ahmare ~ {duas faces em angulc reto)
3) Cuante [Pelo menos vma fa | Pri-ortoedro (tx-iquaﬁnn‘bal;
CLASSIFICAGAD ) a gran <os em angulo reto (ires faces em angule retc)

DOS TRIEDROS - e A% Seoin-agine )
: anguios - LN ambliedro
G e Todas as faces (todas as faces obtusas)
obliquas loxoedro
! (faces agudas e obtuses)
monorreta
(  ReTd : (so um di:dro reto)
Pelo menos um {cais diedros retos)
i diedro reto trirre @
L) Quanto a < L(‘h-esdiedrosretos)
grandeza
dos dledros | opr1oudvouLo (“gmwasa 56““:" )
Todos 0s d1edrof 4 (itng; diedros obtusos)
obliques Obiigquanguio

¥ o {diedres agudos @ obiusos)
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VI - RELAGOES ENTRE DOIS TRIEDROS

12) - Triedros co-faciais -

Sao triedros que possuem uma face comum, consequen=

temente, duas arestas sao, tambem, comuns.

Os triedros co-faciais podem ser:
a) adjacentes,
b) opostos por uma face,
¢c) co-espaciais.

a) Triedros adjacentes - Se cortarmos um diedro
«(C)(B)A (fig. 5) por um plano ¥ , ésse diedro ficara di-
vidido em dois triedros (V)-(A)(B)(C) e (V)-(a)(B)(D). E£sses
dois triedros sao deno=
minados adjacentes.

As faces nao comuns

de um dos triedros sao

o suplemento das faces

(¢) S
(Zg ¥ inao comuns do outro. As
sim
= A @XVXe) + x(a)W)D) =
(E) = 180°
4(8)(?)(0) + 4(3)(\0{13) -
Fig. 5 ’ = 180°

Os angulos diedros adjacentes a face comum ¥ sao
suﬁiemantares, enquanto os terceiros angﬁioa'diadroa sao i=-
guéis;

- Assim:
diedros 5 (A)(V)(B)(C) + (A)(V)(B)(D) = 180°
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(c)(V)(a)(B) + (B)(V)(a)(D) = 180°
e diedros (a)(v)(c)(B8) = (a)(V)(D)(B)

b) Triedros opostos por uma face - Assim denomina-

mos aos triedros que possuem uma face comum (Xbo)(v)(zao)(fi
gure 6) compreendide entre as arestas nao comuns (V) (Um) e
(W)(x,)-

: As arestas
nao comuns nao perten
cem mais a mesma reta
suporte, como aconte-
ce com os triedros ad
Jjacentes. O mesmo po

de acontecer em rela-

gao as faces. Assim,

por exemplo, o plano Fig. 6

da face (Z_)(V)(Y,) do triedro (V)-(a)(B)(c) e distinto

do plano da face (zm )(V) (Um) do triedro (V)-(A)(c)(D).
Entretanto, pode, tambem, dar-se o 6aso de duss fa-

~
€8s nao comuns serem complanares.

¢) Triedros co- (20)

éspaciais - Sao triedros
| que tém uma face comum e
~ as arestas nao comuns per
tencem ao mesmo semi-espa

§0 determinado pela face

comum .,
Na fig. 7, os
triedros (V)—(chYooxzoo) e. Fig. 7
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(V)-(Um )(Im )(Zm ), s8o co-espaciais.

A face f3 é comum aes dois triedros e as are
(?)(Ym) e (Y)(Um) de um e outro triedro pertencem ao
mo semi-espago determinado pelo plano da face J3 .

29) - Trie.dros opostos pela aresta -

Consideremos dois dos quatro diedros formados pelo
planos < e B (fig. 5). Sejam os diedros (4)(C)(D)(B) e
(8)(c)(D)(E).

Seccionemos esses dois diedros por um plano ¥. Fi
carao determinados quatro triedros, adjacentes dois a dois
ou, ainda, dois pares de triedros opostos pela aresta, se
siderarmos esses triedros alternadamente.

Assim, sao triedros opostos pela aresta agqueles que
tem as faces complanares e uma aresta comum.

Ex.: (V)-(a)(B){(c) e (V)-(B)(D)(E) sao triedros
opostos pela aresta.

Nesses triedros, uma face e o diedro oposto de um
sao respectivamente iguais & face e diedro oposto do outro.

Assim, X(A)(V)(c) = X (D)(V)(E) e diedros
(a)(v)(B)(c) = (D)(V)(B)(E).

Os demais diedros e faces de um sao os respectivos

suplementos dos diedros e faces do outro:

2(a)(v)(B) + £(B)(V)(E) = 180°

o

x(c)(v)(B) + x(B)(V)(D) = 180
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(B)(V)(E)(D) + (c)(V)(a)(B) = 180°
(a)(V)(c)(B) + (B)(V)(D)(E) = 180°

33) - Triedros opostos pelo vertice (simétricos ou de duas f§_

lhas).
Tém faces e angulos diedros iguais. Conforme ja es

tudamos (vide pags.11,12,13, fig. 2), as faces e arestas de
um pertencem aos mesmos planos e retas das faces e arestas do
outro. Rstes triedros sao, tambéem, chamados simétricos e, con
forme propomos em angulos salidos, iremos consider;.-los, para

o estudo de secgoes planas, como um 0 triedro, de dues fo-

lhas.

Le) - Triedros suplementares e polares

Sao chemados suplementares, os triedros nos quais,

"o angulo de cada face de
(21y )

um suplemento de um die
dro do outro”.

Sejam os trie-
dros (Lx_)(Y )(2Z) e
(n)-(a)(n )Nz, ,
(fig. 8). fBsses triedros
Serao suplementares se &
£or o suplemento do angu-
1o de um diedro ;1\3’1 5
do triedro (Vl)-(le)(Ylm)(Zlm), verificando-se o mesmo em
relagao aos angulos das demais faces e diedros de um e outro

triedro, de modo a ter-se:
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+ QY 180° e Ay + XYy = 180
el A 0o

+ ol p = 180° o f 4+ L3 = 180
s Ay, = ° o &+ 43 - 180°

Pode-se construir um triedro (n).(xlm)(nm)(mm) -
suplementar de um triedro (V)-(Xm)(fm){zw) dado, (fig. 9)'_'

tragando-se, de um pont

£ < D

qualquer, (V1) perpendicu
lares as faces o s /B
Y deste triedro. As se:
mi-perpendiculares (empré
gamos semi-perpendicula i
Xeo ) [ (T1g) res para exprimir as se=
/ mi-retas pertencentes :

i A perpendicular e cujas o i

gens estejem em um ponto considerado da perpendicular; mno o8
so, pertencem ao ponto (V1)): (n)(nm), (Vl)('flw.), ‘
(Vl)(Zlm), respectivamente,as faces o, A e % s or:i.anta.‘
das, todas, para estes planos ou todas em sentido contrarie
a estes planos (na fig. 9,fizemos orientadas para os planos),
sao as arestas de um novo triedro (Vl)-(le )(Ylm)(ZIm) Su=
plementar do triedro (v)-(xoo)(Yﬁo)(zoo)°

Se o ponto (V1) pertencer ao vertice do triedro da=
do, para qﬁe se forme um novo triedro, suplementar do primei=
ro, e preciso que as semi-perpendiculares pertengam, todas e=
las, aos mesmos semi-espagos das arestas correspondentes
triedro primitivo e relativamente aos planos de cada faoce que
serviu de referencia ou que estas semi-perpendiculares este
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3¢m,'t5daa, nos respeeﬁivoa semi-espagos opostos (fig. 10).

Quando o ’pontg
(V1) pertence ao vértice
do triedro dado;, 0 novo
triedro obtido, passa a
se denominar polar do tri

edro primitivo.

Assim, o "trie-

dro polar" de ulm triedro

dado & aquéle que tem seu

Fig. 10

vertice coincidindo com o
do triedro dado, suas arestas perpendiculares as do triedro
dado e todas situadas nos mesmoszaemi-eapaqos ou tﬁdas'pertqg
centes aos semi-espagos opostos aos das arestas corresponden-
tes no triedro primitivo e relativamente ;;a planos daz faces

déste triedro.

A nogéio de triedro polar resulta da mnogao de polo e
triéngulo polar da Geometria Esféerica. Se tragarmos uma esfs
ra oom centro em (V) (fig. 10), verifica-se que o triedro po-
lar (V2)'(X1ao)(Yloo)(2100) determina na superficie da esfera
Um triangulo cujos vertices sao polos dos planos das faces do
t:iedro (V)"(xoo)(Yoo)(zu:)° 0 mesmo se verificando em relia-
gao ao triﬁngglo determinado por (v)'(xbo)(Yoo)(za:) na super
ficie da esfera para os planos das faces de (V)-(Xla)(Yla)(Zlm)o
Estes dois tridngulos devem ser suplementares e sao demomina-

dos polares (ver pgs. 39 a 42: Triedros em relagao a esfera).

Verificamos, pois, que "todos os triedros polares
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sao suplementares mas, nem todos triedros suplementares sag
polares". Assim, na fig. 8, os triedros (?)-(xao)(tho)(zoo);;
(vi)- (le ) (Ylm ) (Zlco ) sao suplementares por hipotese, mas

~ " £ ' 4 = ~ ~ o 3
nao sao polares, isto e, seus vertices nao sao coincidentes.

Propriedades dos triedros polares -

1&¢ - "Ha reciprocidade entre um triedro e seu po=

lar". ,
Isto &, assim como o triedro (?1)-(x1a))(Y100ﬁ

(2190) (ffg. 10) e polar do triedro (V)—(Xa)ﬁ(YBD)(ZG)), es
te ultimo e polar do primeiro.

28 - "Dois triedros polares sao suplementares"
Nos livros de Geometria do Espago encontra-se

a demonstragao destas propriedades.

Congruencia de triedros -

Sao bastante conhecidos e divulgados nos livros de
"Geometria do Espago™, os casos de congruencia de triedros
por isso, nos limitaremos aos enunciados: (note-se a analogia

com "congruencia de triangulos™).

12) "Dois triedros sao congruentes quando tem uma
face igual, adjacente & diedros respectivamente iguais e seme
lhantemente dispostos”.

2¢) "Dois triedros sao congruentes quando tem rf
diedro igual formado por faces respectivamente iguais e seme=

lhantemente dispostas”.

32) "Dois triedros sao congruentes quando tem a8

treés faces respectivamente iguais e semelhantements diapos}
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l;2) "Dois triedros sdo congruentes quando tém  os
s respectivamente iguais e semelhantemente dispostos”.

s particulares de coqgruSnoia -

Congruencia de triedros isoedros:
"Dois triedros isoedros simetricos sao congruemtes".

Congruéncia de triedros retangulos:

12) "Dois triedros mono-retangulos seo congruentes
"fﬂko tem iguais, 2 face oposta ao diedro reto (face hipotenu
‘e um diedro igual e semelhantemente disposto, adjacente a

face".

22) "Dois triedros mono-retangulos sac congruentes
mando tém iguais e semelhantemente dispostas as faces, opos=-

e adjacente ao diedro reto".

VI1 - TRIEDRO FUNDAMERTAL, PRIMITIVO ou de REFERENCIA
- Sentido do triedro -

iﬁ £ un triedro para o qual gdo dadas as coordenadas
de uma figura, isto 6, pare o qual se da a posigao de ume fi-
gura. Esta figura pode ser ponto, reta, etc.

.

No sistems de projegoes axonometricas esse triedro
: '-&‘-’jtrirratangulo ° ;

: Em relagac sos triedros polares, podemos, tambem ,
;?9u!idsrnr como fundemental, o triedro pars cujes faces sao
tragades as perpendiculares de um ponto (M), ver fig. 9.
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0 triedro fundamental também é chemado triedro Eri}

mitivo ou de referéncia.

Fazendo um estudo comparativo com o da "geometrii
do tri;ngulo“, muito ha que pesquisar na "geometria do trie;
dro". - : |

Nao e nossa intengao desenvolver .o presente traba=-
1ho sob este ponto de vista, por isso, nos limitaremos a des-
tacar alguns triedros que podem ser tragados em relagao ao
triedro fundamental, inspirando-nos na geometria do triﬁngu -
lo. Assim, temos: +triedro Grtico, triedro podar, triedro cam

plementara.

Sentido do triedro -
Sabemos da Analitice que o sistema de coordenad:f

retilineas ou cartesianas considera trés eixos (3%0), (yao) ;
(zoo), conoorrentes num ponto (0), comum a éstes trés eixos,
admitido como origem objetiva. A partir da origem (0), sao
considerados sobre os eixos (xbo)’ (ybo) e (zoo), o sentido

positivo ou negativo das diversas coordenadas neles marcadas?

Esses tres eixos definem trés planos o, A3, X.;
que se cortam dois a dois, formando oito triedros, cujo verti

ce comum e & origem objetiva (0) (fig.1ll).

Pare conmsiderarmos ¢ sentido das coordenadas em reﬁ
lagao aos oito triedros, adoteremos & mesma orientagdo ja es-
tabelecida pela Analitice. Com éste proposito, vamos, primei=

ramente ordenar os oito triedros.

Para isso, suponhamos um observador (V) (fig. 11)
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que esteje acima do plano ¥ (para melhor compreensao, supo-
remos que ¥ este-
ja horizontal), que.
tenha na sua frente
o plano ,3 e a sua
esquerda o plano oC.
0 triedro, direta =
mente visto, em to-
das as suas faces
por este observador
(V), é o 12 triedro.
O0s 22 e L2 triedros

gerao adjacentes ao

12 e estarao, res-

pectivemente, por ~ Fig. 11

tre@ e por baixo do 12 triedro, ou seja, por traz do plano
/2 e por baixo do plano ¥ . O 32 triedro sera oposto pela
aresta, em relagao ao 19 e estara por baixo do 22 e por traz
do Lo triedro.

0 52 triedro e adjacente ao 12, estando & esquerda
do planc £, :

0 69 triedro e adjacente ao 22, estando & esquerda
do plano <,

O 72 triedro e adjacente ao 32, estando a esquerda
do plano o<,

0 82 triedro & adjacente ao 42, estando a esquerda
do plano ec,

Para considerarmos o sentido positivo ou negativo
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das coordenadas, determinadas sobre os eixos que formam
triedros, admitiremos que o ponto (0) divide estes eixos

semi-retas e teremos a seguinte convengao:

Serao semi-retas positivas as tres que formam o
triedro e negativas as outras que determinam os demais trie

dros., Assim, teremos:

12 triedro - semi-retas positivas (0)(1{046), (0)(Y£) e (D)(Z

29 triedro - " » (0) (XJ)), (0}{2&';) e ...*
reta negativa (0) (YO;)o '

32 triedro - semi reta positiva (0)(15) e semi-retas negat
vas (0)(x5), (0)(zg)+

Li# triedro - Semi-retas positivas (0)(Y0‘;), (0) (Xc;) @
reta negativa (0)(2.'0;).,

592 triedro - semi-retas positivas (0)(Y;), (o)(z;) e semi
reta negativa (0) (xc;).

]
D

62 triedro - semi-reta positiva (0) (Z‘;) e semi-retas negati
vas (0)(x2), (O)(X2)-
72 triedro - semi-retas negativas (0)(](‘:-'a b (0)(‘!03) e (0)(z=]
82 triedro - semi-reta positiva (0) (Y‘;) e semi-retas negati
vas (0)(xz), (0)(22)-

Verifica-se que os triedros simetricos tem sua

orientaqaoa, sempre em sentidos opostos.

Por exemplo:

- 0 12 triedro & positivo e o 72 negativo.

- 0 22 triedro tem duas arestas (semi-retas) posit!
vas, que correspondem a duas arestas negativas no 82 tried

e uma aresta negativa que corresponde a uma positiva no
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triedro.

5"’_!_ Com o propésito de orientar as faces do triedro; ou
seja, © sentido de rotagao dos eixos (arestas dos triedros)em

_ gorno de (0), de modo que os eixos permenegem sempre sobre os
respectivos planos das faces, em Analitica, emprega-se 0 se-

£ £
1:91‘“ raciocinios

- Supoe-se um observador com os pés em (0) e com a
'r cabega sobre e semi-reta (0)(ZY ), positiva. fiste observador

fitara a semi-reta (0)(X;)), tambem positiva e tera & sua di-
‘reita a terceira gemi-reta (0) (Y‘;), positiva. O sentido de
rotagao da semi-reta (0)(x})
‘sera positivo, se for da es-
‘querda para a direita do ob-
‘servador (fig. 12). Se este
‘observador tiver a cabega enm
-(9)-(-7; ), fitando (0)( z; ) te

ra a sua direita (0) (Ic':’), °
Sentido direto de rotagao do .
‘}_g:l._xo (0) (Z‘;;) sera, ainda, da esquerda pars a direita. 0 mes
mo se verifica em relagao & rotagao de (0)(1’;)) quando & ce-
- bega do observador se coloca sobre (0) (X3 )e Quando as tres

faces sao orientadas no sentido direto, diz-ae qus o sistema

Fig. 12

i
e direto, ou seja, que o triedro tem suas faces de sentido di

reto. Quando isso ndo acontece o sentido e retrogrado.

VIII - TRIEDROS EM RELAGAO A ESFERA

No estudo que fizemos de angulo solido em relageo
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& esfera, destacamos as seguintes posigoes de angulos séHdJi

a) Interiores, nos quais estao incluidos :
centrais como caso particular,

b) Inscritos

¢) Circunscritos.

Assim, o Engulo solido triedro pode ser: interil
(sendo central, caso particular), inscrito e circunscrito

esferea.

Triedros interiores =-

Pelo conceito estabelecido no estudo de Qngulos 80
lidos interiores, verificamos que um triedro ¢ interior a :
esfera quando seu vertice e um ponto qualquer do interior
esfera. As arestas do triedro sao trechos de cordas da esfe
ra, completadas pelas arestas do triedro simetrico do primei
ro (segunde £3lha do triedro), que tembém sera interior a es
fera. As faces do triedro interior determinam, na intersec

¢80 com & superficie da esfera um triangulo.

"Todo triedro interior tem seu simetrico, também
interior. Os respectivos triangulos que se formam na superf
cie esferica sao homologos entre si e o centro de homologia

o vertice dos dois triedros".

fste teorema demonstra-se com os recursos da geom

tria elementar.

Triedros centrais -

Sao triedros interiores cujo vertice pertence ao ce

tro da esfera.
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A intersecgao dos triedros centrais com a superfi -

cie da esfera determina nessa superficie os chamados "trian-

gulos esfericos”.

Todas as propriedades que se aplicam aos triedros
aplicam-se,‘tampém, aos triangulos esfericos. Assim, aque-

bt ~ 3 3 -
las que se referem a congruéncia, a simetria, etc.

Ex.:- "A todo triangulo esférico corresponde, tam-
bem, um trisngulo esféerico polar".
"Ao triedro simétrico corresponde um triangu-

lo esferico simétrico".

"Quando o triedro e central, os triangulos determi=-
nados na superficie esférica por este triedro e por seu sime-
trico sao semelhantes ou homotéticos (caso particular do teo-

rema referido em triedros interiores)".

Triedros inscritos -

De acordo com o estudo feito para qualquer angulo so

lido inscrito, admitimos que um triedro esteja inscrito numa
esfera quando seu vertice pertencer a superficie da esfera e
suas arestas sejam cordas da esfera. Todo triedro insecrito

determina na superficie esferica um triangulo.

Observagao:

Comparando os trigngulos determinados na superficie
de uma esfera pelos triedros interiores, centrais ou inscri-
tos, verificamos que, somente os triedros centrais determinam
triﬁngulos cujos lados sao arcos de circulo maximo da esfera

® cujos angulos tém sua grandeza igual a grandeza dos angulos
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diedros do triedro. Por isso, so se consideram triangulos es-

fericos os definidos por triedros centrais. :

Triedros circunscritos -

£ o angulo solido circunscrito que possui tres fa-
ces. B pois um triedro
cujo vertice e exterior
a esfera e cujas faces
sao tangentes a esfera.
"0 centro da esfera
pertence ao eixo dos bif__
setores do triedro nela

circunserito” (pg. 22).

As arestas do trie-

dro sao exteriores & es

Fig. 13

fera.

"0s pontos de contato T1, T2, T3 (fig. 13), das f&f

ces o, 3 e ¥, estdo equidistantes do vértice e perten -
cem a um circulo da esfera, cujo plano e perpendicular ao ei-

xo dos bissetores".

IX - PROPRIEDADES DOS TRIEDROS E TRIANGULOS ESFERICOS

Limitar-nos-emos a enunciar as propriedades que nos
parecem principais. Algumas, embora nao sejam muito divulga-

~ # -
das, sao facilmente demonstraveis.

12) "Em todo triedro ou triﬁngulo esferico, uma face ou lado

qualquer é menor que a soma das outras duas ou outros doi{
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e maior que a diferenga".

o8) "Em todo triedro a soma das faces e menor que quatro re-

tos e maior que zero".

38) "Em todo triedro ou triangulo esférico, a faces iguais,
ou lados iguais, opoem-se angulos iguais".
Le) Reciproca da 3%: "Um triedro ou triangulo esferico que

tem dois angulos iguais e isoedro ou isosceles".

58) "Em todo triedro ou triangulo esférico, a maior face ou

e ~
lado, corresponde o maior angulo”.

_65) Raciproca da 58: "Em todo triedro ou triangulo esférico,

a0 maior angulo opoe-se a maior face ou lado".
7%) "Todo triedro acutangulo e oxiedro e reciprocamente™.

88) "Todo triedro ambliedro e obtusangulo". Note-se, porem,

que a reciproca nao & verdadeira.

9%) "Todo triedro trirretangulo e tri-ortoedro e reciproca -

mente”

108) "Todo triedro birretangulo tem as faces opostas aos die-
dros retangulos em angulos retos (é di-ortoedro) e recl-

procamente®.

11%) "Em todo triedro a soma de dois diedros é menor que o

terceiro aumentado de dois retos".

128) "Em todo triedro a soma dos diedros & maior que dois e

menor que seis retos".
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X - DETERMINAGAO, REPRESENTAGAO e RESOLUGAO DE TRIEDROS

0 triedro pode ser estudado atraves diversos seto=

res da matematica.

Dentro da Geometria Descritiva e possivel estudar
esta figura de modo & permitir seu completo conhecimento con

satisfatoria precisao.

Num triedro podemos destacar diversos de seus ele=
mentos, que, combinados, geralmente, em grupos de trés, permi
tem.{esolver, ou seja, conhecer todos os elementcs dessa figj
ra (como grandeza de faces, diedros, etc.), empregando-se, :
re isso, operagoes especiais, que a Geometria Descritiva fo i

nece.

Assim, pois, um triedro fica determinado sendo das=

dos tres elementos. Esses elementos sao escolhidos, comume %
te, entre: faces, diedros, projegao numa face de ponto pers

L

tencente a aresta oposta, etc.

Os elementos que sao dados para a determinagao e r
solugao de triedros devem possibilitar uma satisfatoria

presentagao gr&fica da figura ou seja, uma representaqao

que permita completa informagac sobre & mesma, dando conheci:
mento da posigao relativa entre as arestas do triedro, o qu
equivale a parmifir conhecer a grandeze de faces, diedros, ©
de qualquer outro elemento que se tornme necessario. Essa
presentagao importa em projegao, geralmente, sobre o plano G
ume das faces e rebatimentos sobre o referido planc.

Seja um triedro (V)-(Xy)(Yep )(Zeo) (fige 14)e
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Poderemos pedir & resolugao déste triedro, fornecen
do os dades para sua de
terminagao dentro de um ()
seis casos seguin-
g i (g)
tes:

12 - Da-se as trés fa-
~ ~

ces: &:’ ﬁ_.’ x °

20 - Da-se duas faces:

&, /’3\ e o diedro
compreendido: aol o

32 - Da-se duas faces:
2 ol ﬁ e o diedro
oposto a uma delas: c?b’

Fig. 1

Le - Da-se uma face: o e os diedros a ela adjacentes: o?/ﬂ e
A ol §
o Y.

52 - Da-se dois diedros: af:@ e a?x e a face oposta ﬁ s & um

destes diedros.
. ~ ~
68 - Di-se os trés diedros o3, &<¥ e AY¥.

fsses seis casos utilizam exclusivamente treés dos
~ -
8eis elementos que formam o triedro: tres faces: 2 s B e

A -~
% e tres diedros c{.\ﬁ, XY e /ﬁ .

De fato, sabemos da Geometria do Espago, que, conhe
©idos tres désses seis elementcs, 6 sempre possivel determi-
BAr os outros tres.

: Estes seis casos sao considerados classicos. £ co-
mum, em Geometria Descritiva, so estudar os 3 primeiros; por-

:W 08 outros podem ser reduzidos a esses 3 primeiros, desde

k.

o
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que se empregue o triedro suplementar.

Sabemos que os angulos diedros do triedro suplemey
tar sao suplementos dos angulos das faces do triedro que

preteénde resolver e que os diedros desse ultimo sao os suple

mentos dos angulos das faces daquéle (ver pg. 31). Na  fij
1} representamos wmtriedro suplementar medsipedes do tried
(v)_(xm)(rm)(zw), que corresponde 80 triedro ..........s
(V)o@ ) (m )(21,)-

Assim, o L2 caso podera ser reduzido ao 229 se
tituirmos a face of pelo diedro ﬁﬁl ddtriédro suplemente
(Vl) (Xlw)(Yl )(Zl ) e diedros aCﬁ o X¥ pelas
Ul e /31 do refarido triedro uuplementnr.

Resolvendo o triedro suplementar, sera possivel

presentar o triedro fundamental.

0 mesmo racioeinio permitira reduzir o 52 caso

32 ¢ 0 62 a0 19 caso.

Entretanto todos estes seis casos, quando estudada
pela Geometria Descritiva, tém uma marcha geral de resolu'l
analisada por Ernmest Songaylo, em seu "Traite de Geometrie De
criptive", pag. 81, n® 228, primiere partie, edite par la
bliotheque de Kurnik, Paris, 1882. fiste autor, formulou o &
guinte problema, que considerou geral para a resolugao de trd
dros: '

Problema geral de Ernest Songaylo:-

"Dé-se uma face & , & projegao de um ponto (A) ¢
aresta oposta (V)(X, ), sobre o plano desta face e a o@
ta de (A) relativemente a éste plano. Pede-se resolve
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o triedro”.

i De fato, verificaremos que os seas casos classicos
de resoluqﬁo de triedros recaem neste problema, sendo, porta_xi
if'.,:g,, problema basico. 0O citado autor, substituiu dois dos ele
'I-Mtos classicos, faces e diedros, pela projegao e respectiva

',.ma, de um ponto tal, que permitisse resolver o triedro.

i1 Estudemos entao a resolugao do problema geral de Son
- gaylo.

Seja 43
~a face dada,
A, projegao
de um ponto
(A) da ares-
ta (V)(x_),
oposta & fa=-

/
f ~ -
g8 X e a0

ta de (4) (Fi

gura 15).
Fagamos

passar por (A) Fig. 15

' um plano perpendicular a (V) (1’00). Seu trago no plano o< se

‘ra a reta ABJ_VYOO. Rebatamos ésse plano em tormo de  AB,

até coincidir com o< . Teremos entao o triangulo A(A)1B, re-
tangulo em 4 o cujo cateto A(A)l = a, ou seja, a cota de (A)
® (4)1B ¢ & distancia de (A) & aresta de rebatimento (VXY_).
Entao X AB(A)1 & o retilinec do diedro (V)(Y_) = £ ¥ . Pas

Ta determinar ?{ bastars rebater a face ¥ sobre o< » Lendo
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(V)(Yoo) como eixo. Apos essa operagao o ponto (A) ficara _:-
batido em (A)2. Podemos verificar que V(A)2 & & aresta .
(M) _rebatida sobre o e o angulo da face ¥
dera a (%)1. ;

Com emprSgo de raciocinio identico .
xac(A)3=&Lp o A =cv(A)k.

0 diedro ,BAU sera determinado tracando o seu reti

1ineo relativo a um ponto qualquer da aresta (v)(xm), j
(A), por exemplo. Teremos am (A)EDJ_V(A)E e (A)hE_LV(
os lados déste retilineo, rebatidos juntamente com os plane
das respectivas faces. Construindo triangulo ED(A)S, de _I
dos D(A)5 = D(A)2 e E(A)5 = E(A)4, teremos no X E(A)SD
grandeza de /ﬁ{ . Note-se que o plano do triangulo ED(A)5
perpendicular a (V)(Xw) e que seu trago em o e a reta D
e finalmente que esta rebatido sobre o , tendo como eixo

rebatimento ED.

L 4 "
Resolugao dos casos classicos -

12 ¢ 62 casoss
12 Caso - "Da-se as tres faces &, ﬂ o ¥

de-se determinar o triedro”.

Resolugaos: Empregar raciocinio semelhante ao do pr

blema geral de Songaylo, seguindo marcha inversa (ver fig.15

Condigoes de possibilidade - De acordo com as
priedades 1% e 2& (ver pag. L42), o valor do angulo das facel
deve satisfazer as seguintes condigoes:

o) e B w0H oo, §
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p) O° <X+ A+ ¥ < 360°

fsse problema s0 admite uma solugao.

e

62 Caso - "Da-se os tres diedros £/3 -~ £y ’ Y e

s.ge determinar as faces do triedro!

. Resoluqio - Fazer o problema recair no 1¢ caso, com
xilio do triedro suplementar, cujas faces sao dadas pelos
i
lementos de 3, K¥, Ay (fig. 14). Assim,
A
H

~ Pa
180° - oLp = ¥1;  180° - X¥ = A1
Pa
180° - A¥ = &1
—~ V) N
Determinado o triedro de faces o1, A1, X1, £i

sem conhecidos seus diedros, cujos suplementos fornecem o va-
= -~ e
| lor das faces o, ;3 , ¥ do triedro (V)-(x ) (¥ ) (2 )-

Condigoes de Possibilidade - De acordo com &s pro-
priedades 11t e 128 (ver pag. 43), o valor dos angulos die-
dros deve satisfazer as seguintes condigoes:

CA A
a) of;g + oCX</JX+2retos
A A

b) 2 retos 4 X/ + o'c\w/sx £ 6 retos

fsse problema admite uma unica solugao.
22 e 442 casos:-

& -
22 Caso - "Da=se duas faces &, /3 e o diedro com

Preendido ofc‘\ﬂ . Pede-se determinar o triedro.

Resolquo - Sobre um plano horizontal, o plano W,

POr exemplo, tracemos 4 mem = & , de tal sorte que
~

2,V | W . (ver fig. 16). Construir & Z V&L = /3 .
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.ﬁ.'
ta)2
X
<p
= = —— ]
¥ , 4 T3 -
(Xg) g - o
ke RN T
(P~
¥n
| _
R (3N (Xw)2 |
Fige 16 |

fisse angulo correspondera & face ﬁ rebatida sobre 7 , sem
* do eixo de rebatimento ?anp Por se tratar de faoé‘freba”ﬁ
da, chamaremos (ﬁ)l. Tendo para vertice V! =2 e par
um dos lados I3, construir um angulo igual ao retiline
do diedro a@s - Para isso, tracemos V'X! inclinado
¢ I7 (inclinagao para a direita) de tal sorte que

X VI = &
Algar a face ﬁ & sua verdadeira posigao, conside

rando, para isso, o ponto (A) de intersecgao da aresta (V)(X_

com 7J3'. Hsse ponto, apds o algado, ira para A', gobre .
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4x! , sendo A sua projegao horizontal.

Caimos,assim, no problema geral de Ernest Songaylo,
goig, conhecemos uma face ol , a projegao A, de um ponto da
aresta oposta e a cota A'A desse ponto. Para concluir a reso
J.WE" e proceder como no problema geral. Foi o que fizemos
.::,-.n_a. fig. 16

g Condigoes de possibilidade e numero de solugoes -fs

te problema ¢ sempre possivel e admite uma unica solugao.

Li2 caso - "Da-se uma face & e os diedros a ela ad-

jacentes, oi‘,e e X¥. Pede-se resolver o triedro!

Resolugao - Pelo triedro suplementar
()-(x1 ) (v )(z1)
sabemos ques
o ~ A o N
180" - £33 = ¥1; 180-0(8-/91;
0 i
180° - & = 41¥1
Construindo o triedro suplementar, na qual conhece-
e ~ B e
mos duas faces /31 e ¥1 e odiedro ,21Y¥1, compreendido
(22 caso), podemos conhecer os demais elementos do triedro

Suplementar e, consequentemente, deduzir as demais faces e
diedros do triedro (V)—(Xoo)(Yw)(zm) que se procura.

Condigoes de possibilidade e numero de solugoes - O

mesmo que para 0 22 problema.

32 e 52 casos:

30 Caso - "Da-se duas faces &< e ﬁ e o diedro

Fa
oCY, oposto a uma delas. Determinar o triedro”.

b
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ML =

(Xp )2

(el

Fige 17

Resolugao - Ver fig. 17. Comstruir dois angulos &

jacentes ﬁz =2 e Z V(X )= (/3)1. Supor
® "o L. P <

& pertenga a 97, que (A1 = A, rebatida sdbre o , @
torno de (V)(Z ) e que VZ _l_ 9597 (por convenjéncia)
Se o diedro da.do a a{.}g, an‘bs.o, supor seja ele opesto a ﬁ
Construir o retilineo déste diedro 623 que passa pelo tr.:
B de (V)(ZOD) em I ', Para isso, baixemos BC__L‘JYoo :
bater o plano désse retilineo em torno de seu trago horizon
tal BC; sendo, agora, poasivel-traqar BE?B)I, verdadeir
grendeza’ de é\‘d , conhecendo-se, tambem, D(D)1, trago do ref
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1inec em '. Algando triangulo BC(D)l, ter-se-a  DD' =
: p(D)1. A reta D'E corresponde ao trago YJr', da face
~ § o plano 7', sendo o ponto E o trago de (V) (Yco) em

. Considere-se agora a face /3 que supuzemos rebati-
da em (/‘i )1. O ponto (A)1 sera o rebatimento do trago da
aresta (V)(X_)1 no plano 9'. Algar a face (/3)1 ate
‘que ela atinja sua posigao primitiva. O arco, centro B, raio
B(A)l, indica o movimento que faz o trago (A) em tormo do el
x0 de rebatimento, ou seja, da aresta (V)(Zm), quando  se
alga (/3)1. Nesse movimento, cortara o trago ¥Jr'em A' e
‘Al', que correspondem a duas posigoes possiveis para o ponto

(&), pertencente a aresta (V) (x,)-

Conhecido A' ou Al', recaimos no problema geral
de Ernest Songaylo, pois, temos uma face o<, a projegao hori
gontal A ou Al, de um ponto de aresta oposta (V) (xm) ea
cota desse ponto AA' ou AlAl',

~
Para determinar os diedros 3Y e of;g, bem como a

| 3 ,
face ¥ , & s0 empregar o mesmo raciocinio daquéle problema
gerel; como fizemos na fig. 17.

Verifica-se que o problema pode apresentar duas so-
fmaea, uma correspondente a cota A'A e outra a Al'Al. Is
80 porque o arco de centro em B e raio B(A)l, intercepta o
trago Y 9' nos pomtos A' e Al'. Mas se 6sse mesmo arco
£0sse tangente a esse trago ou nao o atingisse, o problema so
¥8ria uma solugdo ou néo teria solugdo alguma.

Assim, analisemos as:




e e e e

g

Condigoes de possibilidade - Para que se forme

triedro, 6 preciso que a aresta (V) (Xw), em seu movim
de rotacaoc em torno da aresta (V) (Zm), corte ou seja tan
gente a0 planc da face ¥ . Para que isso acontega, a dista
cia B(G)l, do ponto B (pertencente aoc eixo (V) (Zm)),
aresta (V) (Im), devera ser igual ou maior que a distanci
B(H)1 desse mesmo ponto ac plamo ¥ . i L

Entao: B(G)1 > B(H)1 (

Porém: B(G)1 = BV.sen /3 (2

E: B(H)1 = BC.sen o€ ¥
Sendo ques BC = BV.sen & : (4

Substituindo BC na igualdade (3) pelo seu
dado na igueldade (L), vem: : {3

B(E)I = BV.sen X . sen & ¥ (5,

Substituindo, na desigualdade (1) os valores

B(G)1 e B(H)1, dados igualdades (2) e (5), raspectivam;_
te, vem: |
BV .sen/?; S BV .sen & .sen 9?8

Donde, finalmente:
sen/'j 7 sen & . seno?X_

Preenchida essa condigao, deveremos considerar, ta
bem; a natureza do diedro o’C\J e das faces & e /-

Assim, verificamos:
1) &£¥ sendo agudo, havera uma solugho Se o Z A
duas solugdes se & > 43 .

&



- B85

/\ . L ~
2) &% sendo reto ou obtuso havera uma solugao se
Lﬁ ; nenhuma solugao se & 3 73 .

52 Caso - "Da-se dois diedros &3 e &Y e & face

posta A » a um désses diedros. Resolver os diedros".

Resolugao - Fazer o problema recair no 32 caso com
uxilio do triedro suplementar, cujas faces e diedro oposto a
delas, sao dados pelos suplementos de o A o? e /}‘
(ver fig. 14).
Assim:
N P
180"-&'}3-!1; 180° - &Y = B1;
0 .. o
180° - A = L1431
Resolvido o triedro suplementar, e possivel conhe-
r todos os demais elementos do triedro (V)—(Xw )(YOD)(ZOO),

ois:

A% = 180° = L1
e
& = 180° = 41 ¥1
A o
¥ = 180° = £141

Como o triedro suplementar (resolvido de acordo com
0 32 caso), pode ter duas, uma ou nenhuma solugao, conforme
ja analisamos, o 52 caso, também, poderé apresentar as mesmas

Posgibilidades.

NOTA - 0s Lo, 52 e 62 casos podem ser resolvideos diretamente,

sem o emprego do triedro suplementar. (Ver "Geometria
Descriptiva, Prof. Dr. Robert Haussner, pg. 13k a 150, segun
da edicidn, trad. del aleman por Carlos Mendizabal Brunet. Co
leccion Labor, Biblioteca de Iniciacion Cultural, XI,167-168).
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Variagoes do problema geral de Ernmest Songaylo -
12 Problema:

"Resolver um tr:l.edro (V)- (X )(Y )(Z ), no qual g

conhecidos um diedro ucﬁ ume. das faces, o , que o deter
na, e a projegao A, sobre o plano dessa face, de um pon

(A), da aresta oposta, (V)(XBO), a essa face".

Resolugao: Considerar a face & horizontal e tm
gar Y wa e & (fig. 18). Seja o ponto A, considera
sobre o< , api
jegao de (A)
plano o .

Tragar o

aB | vz,
determina B ¢

V'Zm - Rebater

plano desse

tilineo sob:

Fig. 18 o< e em tor

de AB, a fim de determinar a verdadeira grandeza de c?ﬂ (¢
do do problema). Isso importa em tragar AB(A)l = c/c\/s
cota do ponto (A) ficara imedistemente comhecida pelo seguel
to A(A)1 | aB.

Caimos, assim, no problema geral de Ernest Songayl
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. o~ ¢ » .
asra conhecer ﬁ ; 3 © oY e 80 empregar 0O mesmo raciooinio

-,prasentado nesse problema.

P > Condigoes de possibilidade: O ponto A, pode ser
-ponto qualquer da face oc , fora das arestas, pode perten-
or 8 Uma das arestas, ou, finalmente, ao vertice. A face &
diedro oc/.\,é?. » podem ter um valor qualquer igual ou dife-

ate de 90°, desde que nao seja mulo.

I) - O ponto A & um ponto qualquer fora das ares =-

a) se o diedro dado 3 £ 90°, o problema

& perfeitamente determinado e admitira uma e unica solugao;
u b) se o diedro dado o3 = 90°, o problema &
impossivel, porque a projegao A teria que pertencer a ares-

(M(z)-

II) - O ponto A pertence a uma das arestas (V) (Zm)
ou (V)(Y ) da face dada, o< :

2 a) o problema sera Eosaivel, se A pertencer
.&-lresto. vzm do diedro dado, sendo esse diedro, isto é,
ﬁﬂ?ﬁ #90% ou, entao, se A pertencer a aresta (V) (¥..)
do diedro desconhecido, mas o’c?) = 9003

b) o problema estara indeterminado, se A per-
‘tencer a aresta (‘J’)(Z ) do diedro dado of) » sendo oC/J =
- %

n c) o problema estara determinado, se A perten-
Cer a aresta (V)(Y ) do diedro desconhecido, sendo o(/3 ¢
"90 Neste caso, o diedro desconhecido 80 podera ser reto
%0 problema 80 admitira uma soluqao.

III) - O ponto A pertence ao vertice.
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a) cf;r_; =90°, o problema sera possivel e 4

ra uma solugao;
b) af:z-j # 90°, o problema sera impossivel.

22 Problema:
"Da-se uma face &, o diedro oposto a essa  face
/3/\3 , © a projegao A, mno plano dessa face, de um ponto (4
da aresta relativa ao diedro dado".

Reaolqu.os Considerar a face & horizontal e

truir @m « & (fig. 19).
Seja A, um p¢

i

to tomedo sobr

o plano o< ,
considerado col
projquo de
em ol .
Tragar pelc

pontos Ve A wm
reta VX
# ® |
sera a projeg
da aresta (V)(X

na face o< .

lo ponto A, t

gar uma reta pé

v e

pendicular

Fig. 19 vxm , que dete!

minara em VY_, oponto B eem VI o ponto C. Acons
lhamos o tragado dessa perpendicular passando pelc ponto

apenas para evitar sobrecarga na épura, pois o tragado pod
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ria ser feito em relegao a um ponto qualquer da reta VX -

¢ A reta BC corresponde ao trago, no plano o¢, do
plano de um retilineo do diedro /f%, que, por ser perpendicu
ler & (V)(Xbo), cortara oC nume reta perpendicular a X -
 gebatendo o plano desse retilineo sobre oc e em térmo de BC,
| geremos um triangulo, no qual o angulo oposto a BC, correspon
dera ao diedro dado /éi'o Para construir esse angulo, basta-
" & recorrer ao "angulo capaz do segmento BC", sendo éngulo ca
!T‘z /fkg, 0 arco de circulo.0, que resolve éste problems,cor
Ltara- VX no ponto (E)1, que corresponderéa ao vertice do
11'@0 -°°/an . 0 raio de rebatimento do vertice (E) sera A(E)l
e o movimento por ele descrito sera projetado num plano verti
cal, paralelo a (Xoo )JVA, segundo o arco de centro C =C' e
raio A(E)1 = C'(E)1'. A projegao vertical da aresta i(x,,)
sera a tangente V'XGD tragada de V' (projegao vertical de
(V)) ao arco de centro C'. A linha de chamada de A, determi

nare , na intersecgao com V'Xk, o ponto A'. A cote de (A)

sera C'A'. Conhecida a cota de (A), recaimos no problema ge

" ral de Ernest Songaylo e por ele, resolveremos o triedro.

Condigoes de possibilidade: A projegao A pode ser

um ponto qualquer da face & . Esta face, bem como o diedro
" oposto, também dados, podem ter valor angular igual ou dife-

rente de 90°, desde que nao seja nulo.

1) Se o ponto A nao pertencer as arestas (?)(Yco)ou
(V)(Zua), que determinam a face o, o problema podera ter
duas scluans, uma soluqaa ou nao ter soluqso, segundo & ares

ta VX corte o oirculo 0, seja tangente a este ocirculo




ré uma solugao. Nesse caso, o triedro sera birretangulo.

ou nso o atinja.

2) Se o ponto A pertencer a uma das arestas,ﬁﬂﬁ&n

ou (V)(z_): .

- e 0 ]

a) /?8 f’go » problema sempre Eossivel, tendq

uma unica solugao, qualquer que seja o valor angular de &< ;
b) A¥ =90°%

I - & =90° - o problema sera possivel e &

II - & £ 90° - o problema sera impossivel.

3) Se o ponto A pertencer ao vertice:

a) /f3 = &, 0 problema sera sempre Bossi'ﬁ

e tera uma solugao (o triedrolseri birrotangulo);

b) /éﬁi # & , o problema sera impossivel.

Resolugao de triedros - Discussao dos diversos casos -

0 Prof. Dr. Roberto Muniz Gregory, catedratico
Geometria Descritiva, ao qual ja fizemos referencia em diver
sos pontos deste trabalho, faz interessante estudo sobre est

assunto, que passamos a transcrever:

"Resolugao de triedros"

"Nao considerando o processo estereometrico ou

montagem, que consiste em determinar os elementos desco
nhecidos de um triedro, por sua medide direta sobre as £
guras materialmente realizadas, com o auxilio dos elemen
tos oonhaq1dos € 08 processos mais ou menos expeditos :
pregados ne navegagao maritima, para resolver os triana"
los esfericos, podemos utilizar os tres metodos gerais B8

guintes:
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12 - pela trigonometria esferica
22 - pela geometria analitica

\
32 - pela geometria descritiva

Na resolugao pela geometria descritiva o instrumen-
to empregado sendo o desenho projetivo, funciona como cal
culo grafico: as solugoes poderao ter a aproximagao exi-
gida na pratica, desde que sejam adotadas escalas adequa-
das.

Na resolugao dos triedros ha que atender sempre ao
duplo objetivos i

a) determinagao dos elementos desconhecidos;

b) construgéo pratica dos triedros e de outras figu
ras por eles formadas.

Sabe-se que, em geral, devem ser dados tres dos seis
elementos de um triedro para ser possivel sua resolugao,
sendo de inmteresse recordarmos quantos e quais sao os ca-

sos de resolugao para cada um dos quatro tipos, a saber:

1l - Trirrotﬁngulos - Todos os elementos sendo conhecidos

nao ha casos de resolugao,mas, apenas, problemas rela
- ~ L ' 4 . -
tivos a sua construgao ou representagao grafica projeti =

Ve
2 - Birretangulos - Apesar de serem conhecidos quatro des
seis elementos (3 = XY =¥ = a?/?: = 90°, por exem

plo) sua resolugao exige o conhecimento de um quinto ele-

mento, nao havendo casos de resolugao, mas, apenas, pro=-

blemas sobre sua construcao, visto como, dado o 5¢ elemen
. & &

to, o 62 ficara conhecido por ter o mesmo valor numerico

(o diedro /53 e a face X que & o seu retilineo no exem
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plo acima) isto e, £B% 8 & . 0 simbolo 2, de empré

go em trigonometria esférica, se le "tem o mesmo numere

de graus gue".

% - Momorretangulos - Sendo conhecido um dos seis elemen

tos (& uso designa-lo por o?,a = 90o de modo contra
rio ao que se adota em geometria plana para o triﬁngul
retangulo), sao necessarios mais dois elementos dos 5 re

tantes, o que da:

c; s % = 10 casos que se reduzem aos seis diati"_.

tos seguintes:

12) Dados Tx‘ e /fx ou § eoly, deter
minar &, B e &£¥ 3
A PN } 2 combinagoe
ou o(, e 3% '
29) Dados 3 e A¥ ou X e (¥, deter
; 2 ~ =
minar ¥ , Ve o< ¥ o
o A 4 2 combinagoé
ou ¥, XspB% 1
%2) Dados & e 3 » determinar 3’ . IGAYa oy 1 combinagag
hﬁ) Dados % e o« ou % e ﬁ - dete.r:
f e._ ~ 2 combinago
ou K, Y e X ¥
52) Dados /?K e o?/s, determinar o , /3 e¥% 1 combinag
s ~

62) Dados & e P ou 3 e <Y, deter
minar 3, &3y e 3
BB /;\‘6 e 2 combinagog

Total = 10 combinagoe

L - Obliqugngulos - Devem ser dados treés dos seis elemens:
~ ~~ 1

tos: &, ﬁ, ¥ KB 0?'8, /é*i{, havendo,
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gim, um numero total de casos

03 - 6‘5""'
/ 6 1.2.3

 gque podem se reduzidos nos casos distintos abaixo:

12) Dadas as tres faces X, ﬁ, F4 deter

minar os tres diedros &XpB, <Y !M’.“ 1 combinagao
292) Dadas duas faces _ /'3 e o diedro

compreendido oL/B, ou oc., ‘x ,o?x ou

A+ ¥, f¥, determinar L%, 4¥, ¥

ou of.};, /3Ax, A ou o?/i, Y s &L % combinagoes
32) Dadas duas faces e o diedro oposto a

uma delas: :2_ ﬁ ﬂ’fx ou &, ﬁ b

oﬁ!ouax/gxouo( ?,af,\e

ouﬁ,?,&\'ouﬁ,%,é}j de=
“~ -~ -~ ~ ~

terminars ¥s kB, oL¥ U ¥ , d./e,

- ~ A A

ou &,dp, % ou él, oL
L2) Dados os tres diedros uLp LY s /fs'
determinar as tres faces ol , ). i ¥ 1 combinagae

s A% - 6 combinagdes

52) Dada uma face e os diedros adjacenteas

nc,ac/;,o(; ou /; /ﬁx,p/‘x ou 5,

Yok, ‘5/3 determinar: ﬁx, ‘ﬁ Sy

ou oLx, o Y g(/G, 2 ,/} 3 combinagoes
62) Dados dois diedros e a face oposta a

umdeles» 43 /.ax,o(x ou 23 . BEYT,
A% ou &,/j‘ s %3 ou ¥, Ay.dp
ou B,dp LY ou 3,63, Ly de-
terminar: 4 , ?.f,souig § . o)
ouj, &Y ou &, B, oud, 3,

5
Y ou &, ¥5 68 +cecceccccacesc. _6 combinagoes

Total - 20 combinagoes




<

Pela discussao dos seis casos dos triedros oblig
gulos, sabe-se que, de acordo com os elementos dados,
de haver: O solugao (impossibilidade); 1 solugao (de.f
minagao); 2 solugoes (ambiguidade); ou um nimero in
to de solugoes (indeterminagao)."

Aplicaqaes da resolquo de triedros -

I) Reduzir um ﬁngglo ac horizonte:

Bste problema, de aplicagao em topografia, consist

no seguinte: |

"De um ponto (¥
do espago (consiﬁ'
rado como 61lho
um observador), !

xem=-se dois po

A e B, perbenoen_:.

tes a um plano he
rizontal OV (fig
o { 20) e desse mesm

ponto (V) traga-s
(V)¢ perpendiculs
& 9 . Temos, af
sim, as retas (V)A, (V)B e (V)C, determinando um triedro

faces (ﬁv\)‘&t/’j; m-& e mh S’.

Nesse triedro procura-se o valor do diedro /{24
ou seja, a grandeza do angulo, projegao ortogonal de A(V)B

-~

= ¥ , sobre o plano horizomtal 3 (dai "reduzir um angul

‘Fig. 20

a0 horizonte"). fsse problema é considerado como uma aplica
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* 4o 12 caso classico.

II) Determinagao do semi-angulo do vertice do cone

de revolugao circunmscrito a um triedro

Dado um triedro, o problema resume-se em determinar
eixo dos mediadores e o Engulo que ésse eixo forma com
ma das arestas do triedro. Basta, para isso, conhecer o pla
determinado pelo eixo mediador (ver pag. 22) e uma das
as do triedro. Hsse plano cortara a face oposta & areste
ue o contém, segundc uma rete,e qualservira como eixo de reba
ento deésse plano sobre a face em questao. Essa operagao
rebatimento permitira conhecer & verdadeira grandeza do 32
gulo formado entre o eixo e a aresta do triedro.

Também podemos resolver esse problema com auxilio

do teorema sobre o eixo dos mediadores (pags. 105 a 111).

III) Determinagao da

(P)
rota de um navio: Py

fisse problema ser-
ve de fundamento tedrico pa-
8 compreensao dos calculos
se empregam na avaliagao
ﬂa. rota de um navio.
Consiste no seguin
te: i
1 - Da-se a colatitu
48 de um ponto (&) (fig.21), Fig. 21

I'_°°nsiderado como ponto de partida do navio, e a colatitude de

Wm ponto (B), considerado como ponto de chegada desse mesmoc
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navic. Trata-se de conhecer o percurso correspondente &ao ar.
co (A)(B).

Supondo que esses pontos (A) e (B) sejam dois vért
ces de um tridngulo esférico, o terceiro vértice estaria
pole (P). O triedro que determinou ésse triangulo esférie
geria (0)-(A)(B)(P), mno qual se conhecem duas faces(ﬂ)ﬁ3§;
(colatitude do ponto (A), de partida) e (B)(0)(P) (colatite
de do pomto (B), de chegada) e o diedro por elas fo :
(4)(0)(P)(B). |

A face correspondente a colatitude do ponto de chi
gada é considerada fixa. O diedro (A)(0)(P)(B) e dado pe
diferenga de longitudes entre os pontos (A) e (B), de parti

e de chegada.

IV) Determinagao do semi-angulo do cone de revolugi

inserito no triedro

Dado um triedro, procura-se conhecer o angulo que
eixc dos bissetores (ver pag. 22) forma com uma das faces d

se triedro.

Determinado o eixo dos bissetores, projeta-se, or
gonalmente, ésse eixo sobre uma das faces. O Qngulo forme
entre o eixo dos bissetores e sua projegao e o angulo qu&f
procura. Para conhscer sua verdadeira grandeza, rebate-sé

seu plano em torno de sua projegao, sobre o plano da faces

Nota: O exemplo ne IV comportaria, tambem, o seguinte -;ﬂ
ma, cuja marcha de resolugao seria a mesma daguele

so: "Dado um triedro, determinar o centro de uma esfere '
raio dado, inscrita nesse triedro®.
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Supondo conhecido o Engulo entre o eixo dos bisseto
e o a face (ja determinado no exemplo ne IV), bastara tra-
um plano paralelo a face, distante dela como o raio da es
. O trago do eixo dos bissetores nesse plano e o centro

gfera.

XI - SECGOES PLANAS

riedro de duas folhas - natureze de sesgao -

fiste estudo, que pode ser genmeralizado para um angu
-ifsélido qualquer, sera feito, comsiderando o triedro como
fgdo de duas folhas, ou seja, o triedro e seu simetrico (vi-
do pgs. 113 13).

Admitiremos, estsbelecendo analogia com "secgoes ¢
”f%aa“, um plano auxiliar 8, obrigado a conter sempre. o vér-
tice (V) do triedro e para o qual. o plano secante $1 sera pa
ralelo (1).

3 Poderemos considerar cinco posigoes para o plano au
iiiar S

48 - 0 pleno auxiliar §, passa, apenas, pelo vertice do trie-
dro. fisse plano auxiliar tera, entao, somente um ponto
em comum com o triedro (fig. 22). :

% ~ 0 plano auxiliar § contem uma das arestas do triedro .
fisse plano auxiliar tersa,-entao, somente ums reta em co-

’ '} Seguimos raciocinio semelhante a0 enpragado para o ostuao de "Ssoqoes coniead
Por C, Roubaudi, “Mto de Geometrie Deseriptive", pég. 193, troisieme édi-
~ tion, revue e mise & Jour par A, Thybeut, Masson et Cie, Editeurs, 1926,
Parig,
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mum com o triedro (fig. 24).

38 - 0 plano auxiliar 8§ contem uma das faces do triedro.

se plano auxiliar tera, entao, duas retas concorrente

que corresponderao a uma face do triedro, em comum com
angulo solido. O ponto de concorrencia das arestas e o ve
ce do triedro (fig. 26).

Ls - 0 pleno auxiliar 8 pertence a uma das arestas, e co;
a face oposta, do triedro. Esse plano auxiliar tera,

tao, somente duas retas concorrentes em comum com o tried

0 ponto de concorrencia & o vertice do triedro (fig. 28).

58 - 0 plano auxiliar 8§ pertence ao vertice e corta o tr
dro ao longo de duas faces. fsse plano auxiliar ter

entao, somente duas retas concorrentes em comum com o© tr

dro. O ponto de concorrencia & o vertice do triedro (fig.3l

18 Posigao - O plano auxiliar 8§ passa, apenas, pelo vert:
do triedro.

Qualquer plano 81, paraleloa 8 (figs. 22e @
cortara somente uma das folhas do triedro e sempre segunl
um triangulo, cujos vertices (A), (B) e (C) sao os tra
das arestas (V)(Xbo), (V)(Yoo) e (V)(Zoo) no planc secal
81 e cujos lados (A)(B), (B)(C) e (C)(A) sao os tragos |
faces ¥ , o e B nesse mesmo plano secante.

Os vertices do triangulo de secgao (A)(B)(C) sa?

dos pontos proprios. Por analogia com secgoes conicas,

posigao corresponde, no teorema de Apollonius, ac casoda$
gao eliptica, em que a figura de secgao nao tem pontos imp

prios. A fig. 23 corresponde a épura no sistema mongeano:
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60 - O plano auxiliar 8 contém ume das arestas do
triedro.

Qualquer plano $1, paralelo a 8 (figs. 2 e 25),
tars somente uma das folhas do triedro e segundo um trian-
(&), a:; (C), que tem um de seus vertices (Yoo) improprio.
e vertice corresponde ao trago da aresta (V)(Ym ), perale-
p plano 81, neste plano. Consequentemente, dois lados
;ngulo de Becho, aqu&lea que determinam o vertice (Yw )

'.jlil. (!‘)(Yoo) e (c)(Ym), serao paralelos entre si, isto

) (x,) / (e)(xy)

Comparando com secgoes conicas, esse 1posigao cor-
sponde, & secgao parabolica, (ver C. Roubaudi, Traité de Geo
e Descriptive, pge. 193, ja citado em nota de roda-pé da

g. 67). A fig. 25 corresponde & epura no sistema mongeano.

 Posigéo - O plano auxiliar ‘8§ pertence & uma das faces do
triedro.

: Qualquer plano secante 81, paralelo a 8, (figs.

27), cortara, somente, uma das #31%as do. tribdro. A sec

80 sers constituida por um angulo plano (xm)(c)(Ym )s ou se

&, por um triangulo (Xm)(C)(Ym) que possui dois vertices

mproprios, consequentemente, um lado, teambém, improprio.

0 vértice (C) e proprio e determinado pelo trago da
(v)(z, ) no plamo 8l.

5 Os vertices (Ioo) e (Yoo) sao improprios e determi=-
8dos pelos tragos (IOD) o (Ym) das arestas (v)(xm) e

Ed
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7) (Y ) respectivamente, no plano 81, para o qua.l essas
estao paralelas. Do mesmo modo, a face % determina
a por essas duas srestas do triedro, tera seu trago em 81,

4mproprio, o que justifica ser o lado (X )(Y ) do tria.ngulo
}gecgao, improprio.

Comparando com secgoes conicas, essa posigao corres
onde, ainda, 80 caso da secgao parsbolica (ver a ja  citada
2 de C. Roubaudi, pg. 193), porque as arestas (V) (Iw) O
(Ym) correspondem a duas geratrizes da superfiie conica,
initamente proximas. A fig. 27 corresponde a épura no sis

A mongeano.

& Posigao - O plano auxiliar 8 pertence a uma das arestas

e corta a face oposta do triedro.

Qualquer plano 81, paralelc a & (figs. 28 e 29),
j.;.'-- as duas folhas do triedro. A fig. 29 corresponde a

‘épura no sistema mongeano.

, A secgao plana sera constituida por dois angulos dis
tintos (Xm)(c)(Rco) e (xco)(B)(Roo)’ que tem os lados (B)(Rm)
e (C)(Rm) na mesma reta suporte.

Os vertices (B) e (C) sao proprios e determinados
Pelos tragos das arestas (V) (Yw) e (V)(Zw), respectivemer
te, no plano 8l.

A secgao apresenta dois pontos improprios, que saos

19) (Xm) , correspondente ao trago improprio da aresta ...
(V) (X )s paralela a 81, neste plano; 292) (R )s ecorres-
Onden'be ao trago 1mpr0prio da reta ('V)(R ) no plano 81, per






oncendo & reta (V)(R,,) ao plano o<,

Verificamos, assim, que o lado (B)(C), trago da fa-
@ o< no plano 51, tem seu ponto impropric em (Roo)’ o que
paz que esse lado, embora tenha suas extremidades (B) e (C)
rias, fique representado por duas semi-retas. (B)(Rm) =
(Roo)' colineares e de sentidos contrarios. Do mesmo mo-
o, o lado da figura de secgao, resultante do trago da face ¥
go plano $£1, e representado pela semi-reta (C) (Xm) e o la
jo desse figura, resultante da intersecgao da face p com o

planc 81, corresponde a semi-reta (B)(Im)o

Numa das folhas do triedro temos a figura de secgao
lefinida pelos pontos (xm )(B) (Rco) e na outra folha temos
: ‘)(C)(Roo)o Comparsndo com secgoes conicas, sua posigao

esponde a0 caso da secgao hiperbolica.

Posigao - O plano auxiliar 8 pertence ao vertice e corta
o triedro ac longo de duas faces.
Qualquer plano 81, paralelo a 8 (fig. 30, no es
)ago; fig. 31, na epura do sistema mongeano), cortara as duas
£0lhas do triedro. "

A secgio sera constituida por duas figuras distin-
b88: o angulo (S, )(C)(R ) e a poligonal (R_)(4)(B)(S_)-

Os vertices (A), (B) e (C) sao proprios e determina
%8 pelos tragos das arestas (V)(Im), (V)(Ym) e (V)(Zm) 5

Tespectivamente, no plano secante 8l.

No entento, a secgao apresenta, tambem, dois pontos

. X ~
Mproprios, que sao, como se podera observar,






- T
B - (Roo)’ correspondente ao trago improprio da reta (V)(Rm),

paralela ao plano 81, neste plano.

D) - (Scn)’ correspondente &0 trago improprio da reta (V)(Sm),

paralela ao plano 81, neste plano.

0 lado (A)(C)$ trago da face /'3\ no plano $1, tem

su ponto improprio (R, ) compreendido entre os vertices (A)

B(C), préprios. Isto faz com que esse lado fique dividido
em duas semi-retas (A)(Rco) e (C)(R&D), colineares e de senti
contrarios. O mesmo acontece em relacao ao lado (B)(C),
trago da face & no plano 8l. Seu ponto improprio (Soo) faz
om que ésse lado, embora tenha suas extremidades (B) e (C)
proprias, fique representado por duas semi-retas, (B)(Sm) e

'(Sm), colineares e de sentidos contrarios.

Quanto ao terceiro lado, (A)(B) e todo proprioe cor

responde & intersecgao da face ? com; 8l.

A figura de secgao ficara, pois, dividida em dois
8. Um deles se refere a secgao do plano 81 com uma das
as do triedro, determinando a figura (Rco )(4) (B)(Sm); o
utro ramo e relativo & secgao do plano 81 com a outra fo-
lha do triedro, correspondendo & figura (Rm)(c)(sm).

Comparando com secgoes conicas, verificamos que es-
posigao corresponde ao caso da secgao hiperbolica (ver a
%ra, ja citada, de C. Roubaudi, pge. 193).

s clusao - A secgao plana de um triedro so se a.presen‘bari se

gundo um triangulo,com todos os seus pontos pro-
Tios, se o plano secante observar as condigoes estudades na

Posigao, ou seja, quando ele é parslelo a um plano § que
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passa pelo vertice do triedro e somente pelo vertice.

Esta condigao podera ser expressa de outra ms ne:
ra, oonsiderando os angulos das faces do triedro em relag
aos angulos que formem com as arestas, os tragos do pleno :
cante na face.

- "Para que o plano secante 81 determine uma se
gao de pontos préprios, torna-se necessario que dois
seus tragos, 8loc e 814, nas faces o« & 43, re__.
tivamente, sejam concorrentes com as arestas (V) (X
(V)(Y;O) e (V)(Za)), numa mesma £olha". (fig. 32)0

Sejem & e 7 os angulos das faces X e B
triedro (?)-{xoo)(Ym)(Zm) e Blec, B8lp3, os tragos dog
no secante 81 1
faces ol e I
respectivanmen

Seja 8,0
gulo que o t_f
S1ct, da secqan

ta (V)(2,,) (a
tura voltada pi

o mesmo lado {

Fig. 32 gulo que o tri
814 , da secgao 81, forma com a aresta (V)(Z ) (abertura ]

siderada para o mesmo lado que ﬂ )e
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passa pelo vertice do triedro e somente pelo vertice.

Esta condigao podera ser expressa de outra mane
ra, considerando os angulos das faces do triedro em relag
aos angulos que formam com as arestas, os tragos do pleno s
cante na face.

- "Para que o plano secante 81 determine uma

¢ao de pontos préprios, torna-se necessario que dois
seus tragos, 8loCc e 814, nas faces X e 23, r*e;j
tivamente, sejam concorrentes com as arestas (V) (X ”
(‘J’)(Ym) e (V) (Zm), numa mesma f£olha". (fig. 32).

Sejem & e @ os angulos das faces X e 43
triedro (v)-(xm)(rm)(zm) e B8le, B8lp3, os tragos doj
no secante B1 1
faces oL e

respectivamente

g£lol; da Secgas
forma com a are
ta (V)(z_) (a
tura voltada

o mesmo lado

Fig. 32 gulo que o tr
814 , da secgao 81, forma com a aresta (v)(zm) (abertura ¢

siderada para o mesmo lado que ﬁ )e
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~ Assim, pois, a secqao plana de um triedro sé podera
or todos os seus pontos proprios se for satisfeita a condi

a>a e 65>/
Verificamos, tembém, que determinados os dois tra-
'_g 8l e 814, para os quais foram considerados & e B,
Il;_)la.no 81 esta perfeitemente determinado.

. Se &S 90° e /3 ::-.900, 0 plano secante S1, em
elagao ao diedro o’l:\ﬁ , 80 podera ser de sentido direto (1)

ra que se verifique a condigio: a>& e B>4.

atureza das secgoes triangulares de pontos proprios -

De acordo com o tipo de triedro e o modo de seccio-
"_-lo, poderemos ter triangulos acutangulos, retangulos ou ob-
sangulos, como figuras resultentes da secgao plana de um
edro.

Consideraremos os tipos de triedro, apenas em rela-
& grandeza de seus diedros, pois t3das as conclusdes tira
8 sobre o assunto sao deduzides do estudo de "secgdes pla-
88 de um diedro".

A - Triedros obliquangulos:
1¢) Se o triedro for acutangulo, poderemos ter tri-

igulos de trés espécies, a saber:

.~ I - triangulo acutangulo - o plano secante poders ter ume
1 posigao qualquer desde que se-
ja observada a condigao: & > o @ >3,

) Plano de sentido dirsto - £ o plano sujos tragos nas faces ds um diedro sac
‘ob1{quos a aresta do diedro ¢ estao de um mesmo lade do retil{nec disss die-

 dro, relativo ao ponto de conserréneia dos trages, Plano de sentido inverso &
® que tem seus tragos de um & outro lade desse retilineo.
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II - Triangulo retangulo so sera posaivel se, satisf
zendo e condigao: & > &
s b > ﬁ, o plano secante f¢
IIT - triangulo obtusangulo | de sentido inverso (1) pas
um dos diedros.

ou

22) Se o triedro for obtusangulo, teremos as seg -'.__

tes espéoies de secgoes:

I - triangulo acutanguloy o plano secante so podera se

. de sentido direto, em rela_
a qualquer dos diedros do tr
II - triangulo retangulo | .dro para que: a>& e D>}

ou

III - triangulo obtusangulo - o plano secante podera s
5 de sentido direto, inverso
ter um dos tracos :-2:_'"
culares a uma aresta (du
ultimas hipoteses quando I
face aguda).

39) Se o triedro for simplesmente obliquangulo,

seja, possuir ungulos diedros agudos e obtusos, poderemos
os tres tipos de triangulos, de acdrdo com o numero de
dros agudos ou obtusos que o triedro tiver e com a possibili
daede dos tragos do planc secante atenderem & condigao: a >
e b ‘;—ﬁ s podendo o plano secante ser de sentido direto :

inverso, relativamente a um dos diedros do triedro.

B = Triedros retﬁnguloas

12) Se o triedro for trirretangulo, o triangule

secqao so podera ser acutangulo, porque, para que seja aten
da & condiggo & >& e b >4, o plano secante 50 pode

ser de sentido direto e toda a seccac plana de um diedro

(1) Vide notae da pagina enterior.
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'l'gulo por plano de sentido diretc & sempre um angulo egudo.

29) Se o triedro for birretangulo,poderemos ter tri

angulos das tres espéoiea.a sabers

I = triangulo acutangulo - o plano secante em relagac sa
' qualquer dos diedros do trie-
dro 50 podera ser de sentido direto,para que a>x e b>2.

II - triangulo retangulo:

a) Se o éngulo diedro nao retangulo for agudo,o pla
0 secante 81 deve- '
ra ser determinedoem
relagac a um dos die
dros retiinguloa, cO=
06?3 s do trie =
dro (V-(X_)(Y,)(2,,)
\fig. 33).

0 traco na face

o<, & que supomos

ser aguda, podera ser Fig. 33

perpendicular ou obliquae a (V)(2, ). Nesta ultima hipotese,o
ano secante devera ser de sentido inverso em relagaoc ao die

dro o{/} , tendo-se o cuidedo de verificar que a > & e S>ﬁ,

b) Se o angule diedro nao retangulo for obtusangulo,

_._Plano secante 80 poderi ser de sentido direto.

III - Triangulo obtusangulos -

a) se o angulc diedro nao retangulc for acutangulo,
® plano secante so podera ser de sentido inverso e,  somente

rela{;;o a um dos diedros retﬁngulos, observando-se que



il
&>& e B :-)3 .
b) se o angulo diedro nio retdngulo £or obtusangule

o plano secante so podera ser de semtido direto e o angulo o

tuso do triangulo de secgao 80 podera corresponder ao dieef

obtusangulo do triedro.

32) Se o triedro for monorretangulo - poderemos te

'triahgulos de secgao das trés espécies desde que a > o<

k>4 . : 4

Nota:- Em relagao aos triedros simplesmente obliqu&ngulos 4

aos monorretanguloa, temos que levar em ccnSidaraqEﬁi

que & grandeza X e /a dos angulos das faces, independem di
grandeza dos diedros. Assim, o triedro pode ser monorret&ﬂf

lo e nao possuir uma face em angulo reto.

Secgao anti-paralela de um triedro -

Denominamos secgoes anti-paralelas de um trie-?i
dues secgoes planas e triangulares tais que seus vertices J
(A)(B)(c) e (D)(E)(F), pertencem a superficie de uma esfe

ra.

Assim, qualquer triedro, cujas arestas scjam secant
a ume esferas, determinsre,nos pontos de penetragio (A, (B)ﬁk
(C), os vertices de um triangulo, e nos de saida, (D), (E)
(F), os de outro triangulo. fsses dois triangulos correspol
rao & duas secgoes anti-paralelas désse triedro. :

Sabemos que o plano (V)(D)(E) secciona a esfer
segundo um circulo que passa pelos ponmtos (4), (B), (D) e (I

e para o qual, o ponto (V) & poténcia. O mesmo podemos O




= §=

em relagao as demais faces do triedro.

. L

F Portanto; y
(A)- (M) = (V)(B).(V)(E) =
= (V(C).(V)(F)
Verificamos, ainda

o os planos (A)(B)(C) e
))(E) (F) sao secantes &

._,Q;:-u duas secgoes

irculares, na superficie da

sfera. Se considerarmos o
ci.reunscri_;#d. a esse trie
05 observnrﬁﬁﬁéFQﬁP_ as
jas secgoes circuii:l;!-jco_r_' Fig 3k

'espondem ta.mbém, a ihtersecqao do cone com a esfera e sao

s secgoes anti-paralelas do come.




- 86 -

3a PARTE

CASOS EM QUE OS EIXOS DOS TRIEDROS SAO LUGARES GEQ
METRICOS DOS CENTROS DAS SECGOES TRIANGULARES

Sob éste titulo, fizemos um estudo da relagao exis

tente entre os principais centros de um triﬁngulo e o8 prin
pais eixos de um triedro. Consideramos o triangulo obtido |
la secgao plana de um triedro (1% posigao, ver pags. 67 e ;
e verificamos em que casos o centro de uma secgao triang 1

(1) pertence ao eixo correspondente do triedro.

Como resultado desse estudo, apresentamos quatroi
remas principais, que pretendemos demonstrar e que sao os

guintes:

Teoreme I - "0 eixo dos bissetores de um triedro e o lug
geometrico dos incentros das secqaeq triangular
" cujos tragos nas faces do triedro formam ﬁngulosf

iguais com duas de suas arestas".

Teorema II - "0 eixo dos medianos e o lugar dos baricentr
(ou centroides) de todas as secgoes triangulares
um triedro, feitas de modo que os tragos de
arestas no plano secante estejam equidistantes

- -~ ]
vertice desse triedro”.

Teorema III - "0 eixo das alturas de um triedro e o lugar §
(1) Adotaranos secgéo triangular, para exprimir as secgdes no triedro, cujos P
tos sejam todos préprios. '




e

metrico dos ortocentros de todas as secgoes triangu
lares cujo plano seja perpendicular a uma das ares-
tas ou cujos tragos em duas faces do triedro sejam
perpendiculares aos tragos dos planos altura nessas

mesmas faces".

georema IV - "0 eixo mediador de um triedro e lugar geométri-
co dos circuncentros das secgoes triangulares fei-
;as de modo que os tragos das arestas no plano secante uc es

jejam equidistantes do vertice™.

Para demonstragao désses teoremas, que designamos
om numercs em algarismo romano: I, II, III e IV, tivemos que
p8 basear em outros teoremas, alguns dos quais relativos a .
jedros e que designaremos com numeros em algarismos arabicos

,;a distinguir dos primeiros.

Teoreme I - Lugar geometrico dos incentros -

"0 eixo dos bissetores de um triedro € o lugar geo-
métrico dos incentros das secgoes triangulares cujos tra
gos nas faces do triedro formem angulos iguais com duas’

arestas”.

Demonstrageo - Discussao -

A demonatraqao désse teorema baseia-se mum outro re
Ativo ao plano bissetor de um diedro e que se enuncia:

ema. 1: "0 lugar geometrico das bissetrizes dos angulos li-
neares cujos lados estao sobre as respectivas faces de
un diedro, formando angulos iguais com sua aresta, e so-

mente angulos iguais, e o plano bissetor desse diedro".

Observada a condigao de igualdade de anguloa dos tra
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gos em relagao as arestas do triedro, de acordo com o teors
que acabamos de enunciar, verificamos que, bastara consider

essa condigao, somente em relagao a duas arestas, porques

Teorema n? 2: "Se os tragos de um plano secante ao  tried
formarem angulos iguais com duas arestas de um tr
dro, com a terceira aresta, também formarao ang

iguais®™.

Isto em virtude de serem co-punctuais as bissetriz

de um triﬁngulo e co-axiais os bissetores de um triedro.

Teorems. n? 3: "Se houver uma aresta de um triedro para aqu

i’

os tragos do plano secante nao fagam angulos ig
havera tambem outra nessas condigoes e o incent
do triangulo de secgao nao pertencera mais ao e:

dos bissetores".

Demonstragao do teorema 2: (fig. 35)

Hipotese:
01 = Bl e 32 = g

~

Tese: 6, = 8

Seja o triedro
(N=(x (¥, )(zg)
Sejam (MJ(C) e

(== (B) a5 bissetrizes de |
(rg) &) (CZ(B) e (c)(a)
do triangulo de seo
(a)(B)(C).  De aod
Fig. 35 com o teorema n? 1,




ol

zas bissetrizes devem pertencer aos bissetores dos diedros cor

pondentes, ou sejem o(p e /33’ (considerar a hipotese).

(M(B). sera bissetriz de (m) em virtude de se
rem co-punctuais as bissetrizes de um triangulo. O ponto fif
sertencendo a (M(V), eixo dos bissetores, pertencera também ao
pissetor do diedro 0?‘6’ > em virtude de serem co-axiais os bis

gotores de um triedro.

Se(M(B) pertence ao bissetor do diedro o{.\x , entao:

o (1)

Demonstragao do teorema 3: (fig. 36)
Hipotese: ¢, # B . Tese: 3.2 £ b
Seja (A)I a bissetriz de (C)(A)(B) da secgao
(a)(B)(C) do triedro
(V)-(x )T )z )

Seja I o incen~

tro do triangulo .....
jl)(B)(C). Pelo teore
ma n° 1 conclui-se que,
31 # 61 (hipotese),
(A)I nao pertence ao
bissetor do diedro A%,
logo I nao pode per-
Sencer ao bissetor de
:;- 8 e, consequentemen=

%6, a0 eixo dos bisseto

Recimu do teorema "0 lugar gegmetrico das bissetrizes dos fngulos linea~
| Tes..M, ver pag, 87, "Demonstragao e Disoussao.
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Mas o incenmtro I, pertemce, também, &  bissetr]
(C)I de (IS?ES?B) e como nao esta sobre (V)(M), nao pode p
tencer ao bissetor do diedro of.\/.«) . Estando (C)I fora do b"
setor do diedro o(A/j , entao:

8, 5, (2)

Condigoes de possibilidade para aplicagao do Teor:

H

Analisemos em que casos e possivel determinar
no secante a um triedro para que seus tragos nas faces dot:

dro formem angulos iguais com duas arestas.

Consideremos que, determinados os tragos em dual?
ces do triedro, estara determinado na terceira faoe; 0 .
blema se resume, pois, em determinar dois tragos do plano .
cante, de modo que sejam preenchidas as condigoes de

de de angulos com duas arestas.

Verificamos, entao A
as seguintes hipoteses:
12) O triedro e isoedro:

a) - Seja o triedro
(M(x, )f\rw)f‘zm-)- que
possui ¥ = A3 (figura
37).

Sobre (7)(Ybo) e
(V)(Zm), determinemos,
respectivamente, os pon
tos (B) e (C), de tal

(2) Teorema referido em (1) (pégina snterior) e citado na pag, 87.
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gorte que (v)(B) = (V)(C). Tracemos na face ol a reta (C)B),
formara com (V)(B): El = 3.2 formado por essa reta com
ﬁ:)(c), visto ser isosceles o triangulo (B)(V)(C).

Tracemos sobre a face ¥ uma rete (A)(B) que forme
(V)(B) ¢, = a,.

i secqat_: triangular (C)(B)(A) tera seu incentro so
re 0 eixo dos bissetores do triedro (V)-(Xe)(Yeo )(Zoo)"-

Para isso, bastara provar que 6_1, formado por(AXB)
(V)(Im) = 51, formado por (A)(C) com (v)(xm) e que
= 6.2, angulos de (A)(C) e (B)(C) com a aresta (V)(Zm).
femos, entaos

Jl ¥ - p 5 = 6,
mipstess < (V)(B) = (V)(C)  Tese {;
& - a, = b
8, = o . 2
Demonstragao:  A(C)(V)(4) = A(B)(V)(A) por te-
rem Engulos iguais (por hipc')tese % = /3 ) compreendido entre
lados iguais (V)(B) = (V)(C) (por hj.patoae) e (V)(a) e co .

Entao, esta demonstrada a 1% parte da tese, ou se-
Ja, que 61 = '61.

A(V)(B)(C) e isosceles: (V)(B) = (V)(C), entao
= 32" e como: 51 = 32 (hipotese) e 32 abs (igualdada
08 triangulos (V)(B)(A) e (V)(A)(C)) conclui-se: &, = 52,

b) - Suponhamos agora que a reta (B)(C) faga com as

:mmdooom (V) (Y, ): 62 s =
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Teremos que A(V)(B)(a) # A(V)(c)(a), porque
(Vv)(B) # (V)(C), entao: 31 £ Sl (se 61 = Bl' como ¥ = "
A(V)(B)(4) = A(V)(C)(A), o que e impossivel, visto (V\(B-

# (v)(C)), e, pelo teorema n® 1, a bissetriz do (mc

pertencera mais ao bissetor do diedro.

¢) - Se considerassemos a aresta (V)(X ) determi
da pelas faces iguais ¥ e ‘ﬂ e tragassemos (A)(B) e (A)'
de tal sorte que essas retas fizessem com (V)(X ): &, =8
Embora fossem iguais os triangulos (B)(V)(a) e (C)(V)(A) (!
terem angulos iguais e adjacentes a lado igual), sendo
= 52, nada nos autoriza a concluir que 82 = 51 ou que B,
= 32' 3 ;

Nota: Se o triedro for equiedro, poderemos fazer as me sm

interpretagges, pois se trata, apenas, de um aspeec
particular.

28) 0O triedro e anisoedro: _

A8

Seja o triedro (Y)-(Im)(Ym)(Zm), que tem ¥

F B F & (tig. 38)

Sobre (v)(ym)

(V)(z_), deternin

mos, respectivamente

os pontos (B) e (C)s

tal sorte que 4

(v)(8) = (V)(c)«

Tracemos na  f&

o< & reta (C)(B), ¢

que formara com (V)




.
e com (V)(C)s e:|.2, sendo, poiss: !_"1 = &,
Tracemos sobre a face ¥ uma reta (A)(B) que forme

(v)(B): ‘_’2 = a,. Temoss

LAY e
Hipotese: < (V)(B) = (V)(c) Tese: {01 " ;1
O 527 3,

Demonstragao: Os triangulos (V)(B)(4) e (v)(a)(c)
(V)(B) = (V)(C) e (V)(A) comm e como 5 F ¥ (hi-

potese) , esses triﬁngulos sao desiguais.

Duas suposigoes podemos fazer em relagdo aos Angu-

c, © '61:
18) o, = By; 2s) ‘_31’( 5

1 2
rificamos que &, # b,, pois, do contrario, ou seje ¢, = B,,
os triangulos (V)(B)(4) e (V)(C)(A) seriam semelhantes, o que

® impossivel, visto ¥ ¥ /A (hipbtese).

Se, de acordo com a primeirs suposigao, 31 =b

Sendo, entao, 32 £ 62 e como: 82 = El (hipotese)

&, = &, (construgao), conclui-se que: A&, £ 52.

Mas isso contraria o teorema n? %¥: "Se houver uma
Aresta de um triedro para a qual os tragos do plano secante

Beo fagam angulos iguais, havera, tambem outra nessas condi-

$0es. . " (ver pag. 88).
Logo: se &, f ‘52, verifica-se que ‘51 £ 81.,

Conclusao: O teorema I so se aplica aos triedros

R Soedros, e no caso particular do plano secante obedecer &s
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seguintes condigoess
18 - o trago na face desigual deve formar angulos i-
guais com as arestas dessa face; ‘
28 - serem iguais os Engu}.os formados entre os tre I_f

¢os do plano secante e uma das arestas da face desigual.

Teorema II - Lugar geométrioo dos baricentros

"0 eixo dos medienos e o lugar dos baricentros
catroides) de todas as secgoes triangulares, feitas
triedro, de modo que os tragos de suas arestas no plano e

cante estejam equidistantes do vertice désse triedro?

Demonstracao: Seja o triedro (V)-(Xw )(Ym

(fig. 39). E

Determinemos s
bre (V(x_), (M}
e (V)(Zoo), respecs
tivamente, os pon-
tos (&), (B) e (C
equidistantes do v
ce (7).__

Tra.éemoa s0
a.: facea o« B /3
¥ , as retas (4)(@)
(B)(C) e (C)(A)e

Fig. 39 " Tracemos as m
dianas (A)(M1) e (B)(M2) do triangulo de secgdo (A)(B){(C).
ponto (M), de intersecgao dessas medisnas, sera o ba.rice
do triangulo (4)(B)(C). 3
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Temos s

(N{a) = M E) = T (c)
Hipotese < (M) = baricemtro A (4)(B)(C)
(V) (Rco) = eixo dos medienos

Tese: (M) pertence a (V)(Rm).

A mediana (A)(M})do A(A)(B)(C), cortara o 1lado
(B)(C) no ponto (M1), meio do lado (B)(C)se como (V)(B) =(V)(C)
z:{h:i.pfﬂ;.ama), conclui-se que (V)(Ml) & altura e bissetriz do
A (V)(B)(C). Entao: (V)(M1) = (V)(loo) (trage do plano me-
'sdia.no (xw)(v) (Eoo)’ relativo a face o nessa face).

Mas, como a mediana (A)(Ml) e o plano mediano ...
f:{xm)(v) (Em) passam pelos mesmos pontos (A) e (Ml), verifi-
ca-se que (A)(Ml) e tambem trago desse plano mediano mo pla-
o secante (4)(B)(C).

Raciocinio identico nos permite concluir que (B)(M2)
& mediena do A (4)(B)(C) do plano secante ao triedro e, tam-

bem, trago do plano mediano (Ym)(v) (Fm) nesse plano secan-
_ea

Entao, o ponto (M), intersecgao das medianas (A)(M1)
® (B)(M2), ou seja, o baricenmtro do A(A)(B)(C), pertence
tambem a intersecgao dos planos medianos (XOO)(V') (Eoo) >
.Yw)(V)(FOD), ou seja, ao eixo dos medianos do triedro ...
(v). i

W-(x_)(x_)z,,)

Em virtude de serem co-punctuais as mediesnas e co-
iais os planos medianos; bastara fazer o estudo relativamen

*® 8 duas medianas e dois planos medisnos.
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Discussao: "Se o plano secante cortar as ares
do triedro em pontos nao equidistantes do vertice (V), o b
centro do triangulo de seogdo nao pertencera mais ao eixo dg
medianos”.

Demonstrageo: Seja
triedro (v)-(xm)(arm ) (z_'
(fig. L4O).

Consideremos o plar
secante (A)(B)(C), que di

termina nas arestas

triedro os pontos (,ﬁ.),'_
(Yp) © (C) de tal sorte qui
(V)(a) £ (V)(B) # (V)(e

Temos:

(M) = mediana A(A)(B)(C)
(V)(Rm) = eixo dos medianos

| (V) (&) £ (V)(B) # (V)(c)
Hipotese {

Tese: (M) nao pertence a (V)(Rm).

como (V)(B) £ (V)(c) (hipotese), o ponto (M)
pertence mais a bissetriz (V)(Em) do (zm)(v)(rm).
(I) o ponto em que essa bissetriz corta o lado (C)(B). Re
tivamente ao lado (C)(B), temos, pois, duas retas distint
(A)(M1), mediana do A(A)(B)(C) e (A)(I), trago do plamo
diador (an )(V) (xoo) no plano secante.

0 plano mediador nao contendo (A)(Ml) néo conte
baricentro do A(A)(B)(C), ou seja, (M), que pertence i"
mediana. Como (V) (Roo) e uma reta desse plano mediador, Of




Sy
clui-se que (k) nao pertence a (V)(Ra’).

Conclusao: O teorema II se aplica a qualquer trie-

fja;-o, desde que o plano secante determine sobre as arestas do

triedro pontos equidistantes do vertice.

Teorema III  Lugar geométrico dos ortocentros

"0 eixo das alturas de um triedro e o lugar geome -
trico dos ortocentros de todas as secgoes triangulares ,
cujo plano seja: 1) perpendicular a uma das arestas, ou
2) cujos tragos em duas faces do triedro sejam perpendi-

culares aos tragos dos planos altura nessas mesmas faces".

Demonstragao: Dividiremos a demonstragio desse teo
a em duas partes. Na '
primeira parte tratare
os da hipotese n® 1.
Demonstrada a tese, de
acordo com essa hipé@g
se, faremos a sua dis-
cussao, pare,dessa dis
sussao, concluirmos a
hipotese no 2, que, se
Te; em seguids, confirma
pela demonstrageo da

oz *
flpotese n® 1:

"0 plano se-
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Faremos a demonstragao considerando, somente,  dus
faces do triedro e os lados do triangulo de secgao nelas
tuados, pois, sendo co-axiais os planos altura de um triedrg
dois sao suficientes para determinar o eixo das alturas e s
do co-punctuais as alturas de um triangulo, duas alturas

tam para determinar o ortocentro do triangulo de secgao.

Seja o triedro (‘E’)-(Xm )(Ym)(zw) (fig. 41), cor
do por um plano 8, perpendicular a uma das arastas,(V)(Y
determinando a secgao triangular (A)(B)(c).

Seje ()(B) | ¥ o (ANH) | o , dotorninal
os planos altura (V)(C)(H3) e (V)(4a)(H1).

Temos:

(c)(m) | ¥ e (a)(m) |
(V)(R,) = eixo das alturas
(H) = ortocentro A(A)(B)(C)
(a)(B)(c) | (M)(¥y)

Tese: (H) pertence a (V)(Rm)

Hipotese

e

0 segmento (C)(H3) & altura A (4)(B)(C) relativi
(A)(B), porque, A(A)(B)(C) | ¥ , em virtude de (T L
__L A)(B)(C) e (V)(Ym) pertencer a ¥ . Entao, (C)
pertence a A (A)(B)(C) e (c)(83) | (4)(B).

Com emprego de raciocinio semelhante, oonolumo&

(a)(m) _L (B)(C) e pertencente a A(A)(B)(C).

Mas como (C)(H3) e (A)(Hl) pertencem aos pla -
tura (V)(c)(H3) e (V)(A)(H1), conclui-se que (C)(H})Q(Aﬂj

sao, simulteneamente, alturas A (A)(B)(C) e tragos dos
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s eltura, (V)(C)(H3) e (V)(a)(H1) no A(a)(B)(c).

Loéo, o ponto dé iﬁtoi‘saoq;.o das alturas, ou seja
(#), ortocentro do A(A)(B)(C), pertence, tembem, sos dois
janos altura, portauto, 80 podera estar na intersecgao entre

-.-I:- bos, ou seja, sobre o eixo das alturas (?)(Roo)o
Entao: (H) pertence a (V) (Rm)'

Discussao: Verifiquenbs se secgoes triangulares
sao perpendiculares a uma aresta, terao seus ortocentros so-

re O qixo das alturas de um triedro.

_ Seja o triedro (V)—(xm)(Ym)(Zm), seccionado por
m plano S, obliquo a todas as arestas do triedro, determi-
ando nesse triedro a secgao (4)(B)(C), (fig. L42).

Se os tragos, como, por exemplo, (A)(K), dos planos
,_tura_ do triedro, mo
lano 8, coincidi =
: com as alturas, eo
b (4)(H),do A(A)B)(C)
8 secgao, entao, os
rtocentros de qual-
ler triangulo de sec
.per'ten'oorao a0 ei
das alturas do trie

?erifiquams se
%80 ¢ possivel. Fig. L2

__ Tracemos, do vertice (A), a altura (&)(H) do trian-
Uo de gecgao (4)(B)(C), relativa ao lado (C)(B).
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Seja (H) o pe dessa altura no lado (a)(H).

Ainda, do vertice (A), baixemos uma perpendiculs

(A)(L), & face o , determinando o ponto (L) em of &

Pelo ™eorema das trés perpendioulares" (da Geom
tria do Espago), conclui-se que: 1
1) (L)(E) | (€)(B) o que o plamo (A)(E)(L) | o
logo: plano (A)(H)(L) | (c)(B); :
po) plano (A)(L)(H) | 8 (porque - (c)(B) e tra
de (8 .na face % '
0 trago do plano (A)(H)(L) em 8 sera (A)(H).
Consideremos, agora,o plano altura (A)(L)(V), ra-_,'
vo & face o . Bsse plano contera (A)(L); seu trago em
sera (V)(L),que intercepta (¢)(B) no ponto (K). Entao, (A
sera o trago do plano altura (V) (a)(K) = (A)(L)(V) no

secante B-
Duas suposigoes podem ser feitas:
18 - (V)(K) é colinear com (L)(H). Neste caso, o plano all
ra (V)(a)(K), coincidira com o plano (a)(H)(L),

por conseguinte, perpendicular a 8. .
mtdos (0)(8) | (MK o ()(0) = (A)(E) 1@

Logo: (A)(K) & trago do plano altura no plano 8
tambem, altura A(A)(B)(C) para o lado (¢)(B). !

0

Se essa hipatasa puder ser aplicada a mais out -'g_';f__
no altura, também se aplicara ao terceiro, e pode-se afiF

que s
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"0 ortocemtro da secgao triangular pertencera ao ei-
xo das alturas do triedro".

"ot - (V)(K) e distinto de (L)(H). Neste caso, o plano altura
(V) (4)(K) néo coincidira mais com o plano (A)(H)(L), ten

‘do em comum com esse plano, apenas a reta (A)(L).

Como (L) (H) L (c)(B), conclui-se que  (V)(K) _/
‘L (c)(B) e que (A)(K) e distinto de (A)(H); portento ....

\(a)(K) _/ (c)(B).

Logo, o trago do plano altura no plano secante B

nao passara mais pelo ortocentro do triangulo de secgao.

Basta que essa hipéteae se verifique, em relagao

'a un dos planos altura, para podermos afirmar que:

"0 ortocentro da secgao triangular nao pertencera

mais ao eixo das alturas".

Assim, pois, vefifica-se que, somente quando temos:
(c)(8) | (V)(K) (da 18 suposigao)
isso em relagao a duas faces do triedro, € que o ortocentro

do triangulo de secgao pertencera ao eixo das alturas do trie-

Dai, a hipa‘tesa n? 2, do teorema III, que estamos

demonstrando:

Hipotese no 2:
"os tragos do plano secante em duas faces do trie -
dro sao perpendiculares aos tragos dos planos altura nes

sas mesmas faces".

Seja o triedro (V‘)--(Xw)(if'ﬁ0 )(Zm) no qual temos



(’G’)!"JD e (W)Zm como projegoes ortogonais de (n) (Yoo)
(7)(200), respectivamente, nas faces B e ¥ (fig. L3). )
Por um ponto (A) de (V) (xm) tracemos (A)(G)J_(v)'
e (a)(B) | (M2 - |
0 trago (A)(C) determina (D), em (V)Y_, e (c) ol
(v)(zm). 0 trago (A)(B) determina (E), em (v)zoo e (B)y
W r,)- |
Temos:

(V)Yoo e (V)Zw projegoes ortogonais das
Hipotese { (V)(Ym) e (V) (Zm) ;

(a)e) | my, e (B | M)

rese: (0), ortocentro A (a)(B)(C) pari:énce e (M(R,)»
das alturas do triedro. i

0 segmento (B)(D) é altura A(4)(B)(C) relativa

lado (&)(C), por
que (4)(c) | pla
no altura (D)V)(8),
| relativo face 3,
| visto ser (A0 |
‘. _L (T)Ym (hipote
se) e pertencer
a face /s que e
: _L plano alturae
| (0)(V)(B) (teore
| ma da Geometria

do Espago: "Se

dois planos s&o



eular & intersecgao entre ambos, e perpendicular ao outro").

0 mesmo raciocinio nos permite concluir que (C)(E)
% a altura do O(A)(B)(C) relativa ao lado (A)(B).

Mas, (B)(D) e (C)(E) sao tragos dos planos altura,
relativos as faces A2 e ¥ , no plano secants, logo: "a in-
tersecgao das alturas do A (A)(B)(C), ou seja, o ponto (0),
rtocentro do A (A)(B)(C), pertence ao eixo (V) (Rw) das al-

turas do triedro".

Discussao: "Se. somente um dos tragos do plano se-
cante 8 fOr perpendicular ao trago de um plano altura nopla
no de uma das
faces, o orto
centro do tri
:':“ de sec

Seja otrie

(X X2 Fig. Ll

lado por sua projegac ortogonal no plano secante 8 (fig.lh).
Seja (A)(B)(C) o triangulo de secgao do triedro pe-

plano 8. '

Seja O o ortocentro, determinado pelas alturas AD,
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BE e CF do triangulo de secgao.

Tomemos sﬁ'bré uma das alturas, CF, por exemplo,

ponto V, considerado como projegao de (V) sobre § .

FESTRCTS Ve ser@o as projegoes das  aresty
sab"' s.

0 trago do plano altura (C)(V)(F) na face ¥ cor
funde-se com a altura CF no triangulo ABC, porque, sendo
quéle plano perpendicular & ¥ , contera uma reta perpendie
lar a ¥ ,'ba.ixada de um ponto qualquer da aresta (V)(Zm ol
sa perpendicular se projetara em 8§, perpendicularmente
traco AB (teorema da reta perpendicular ao plano), confu
do-se, portanto, com CF e seu trago na face ¥ se pro
ra em CF. Logo, o trago do plano altura (C)(V)(F), I
passar por (V) e pelo pe da reta perpendicular a ¥ , se
fundira com (V)(F) ou seja, em projegao, VF. O trago do

no altura em 8 sera, pois, CF.

Bsse raciocinio, aplicado ao plano altura (A)(V)(i
relativo & face oK , nos leva & conclusao de que o trnqé‘.-'
(A)(V)(M) em & néo se pode confundir com AD, porque V |
pertence a AD. :

De fato, verificamos que o trage de (4)(V)(M) em
passara por (V) e pelo pe da perpendicular baixada de uﬁ;
to gomo (A}, de (V) (Xm) a face of . Sabemos que o pe d
perpendicular 80 pode se projetar em &, sobre a reta
tao a projegao do trago de (A)(V)(M) em o¢, sera a reta ©
que a BC,.passando por V e por um ponto de AD e encont
BC num ponto M. O trago de (A)(V)(M) em 8 tera, pois,
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pessar por A e por M. Sera, entao, a reta AM, distinta de
AD. Logo: O, ortogcentro AABC,nao pertence 8o eixo altura «

Observagao: O plano secante £ tanto na hipotese nﬁ'l, como
na ne 2, e sempre perpendicular a, pelo menos,um

plano altura.

De fato, na hipotese n? 1, ele & perpendicular a.:
plano altura (B)(V)(H2), visto o plano (B)(V)(H2) conter
(V)(1,) | 8 (fig. 41). Na hipotese n® 2 (fig. L3), o pla-
‘no secante B e perpendicular aos trés planos altura, pois e
perpendicular ao eixo das alturas. De fato, o lade (A)(C) da
secgao (A)(B)(C), & perpendicular ao plano altura‘((B)(V)(D),
logo @ perpendicular ac eixo das alturas (V)(R )i
me razao, conclui-se que (4)(B) e perpendicular a Gn(%b) En
tao, (V)(Ra)) & perpendicular 2o plano da seccao (A)(B)(C) ou

seja, ao plano 8.

Entretanto, essa observagao nao nos autoriza a afir

mer que "toda secgao triangular de um triedro, cujo plano se-
Jja perpendicular a um plano alturas, tenha seu ortocentro sobre
eixo das alturas".

Pela discussao da hipotese ne 2 (fige. LL), verifica
mos que o plano altura (C)(V)(F) ¢ perpendicular & secgao
{4)(B)(¢) e,no entanto, o ortocentro (0), da 860080, NA0 per-

énce ao eixo das alturas.

Teorema IV - Lugar geometrico dos circuncentros

"0 eixo mediador de um triedro 6 o lugar geometrico

dos circuncentros das secgoes triangulares feitas de mo-
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do que os tragos das arestas no _Iilano secante

equidistantes do vartice™.

Demonstragao: Faremos a demonstragac consideran

somente, duas faces do triedro e os lados do triangulo de
¢80 nelas situa- ;
dos, pois, sendo
co-axiais os pla
nos mediadores ,
dois sao suficien
tes = para de:ba_::
mircar o eixo me-
~ diador e, aendo'
co-punctuais as

mediatrizes do

tria.ngulo de sec
qi.'o, duas bastam
para determinar
0 circuncentro

dessa secgao.

Seja o triedro (V)- (x )(Y )(z ) (fig. 45). 78
jam (B)(V)(R_) e (M2)(V)(R_ ¥ dois de seus planos mediad
res, que se cortam ao longo de (V) (Rm), eixo mediador ¢
dro. Sejam, ainda, (M3)(M) e (M2)(M) as mediatriezes ﬁ“
& (4)(B)(C), relativas aos lados (A)(B) e (A)(C), que se
tam em (M), circuncentro do A (A)(B)(C).

Pretendemos demonstrar que (M3)(M) e trago Ido
mediador (M3)(V) (Rm) no plano (A)(B)(C).
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0 mesmo pretendemos fazer em relagao a (M2)(M), ou
seja, que € trago do plano mediador (ME)(V)(Rbo) no plano
(A)(B)(C) e, consequentemente, que (M) pertence a (V)(Ra:).

Entao, temos:

(3) (V) (R, ) e (M2)(V)(R, ) = planos mediadores
' das faces

() (Roo) = eixo dos mediadores
(M2)(M) e (M3)(M) = mediatrizes de (A)(C)e:(A)(B)
(M) = circuncentro A(A)(B)(C)

(N(a) = (M) = (v)(c)

Tese: (M) pertence a (V) (Roo)'

Hipotese

0 triangulo (A)(V)(B) é isbsceles, visto ser ....
(v)(a) = (V)(B) (hipotese)se (V)(M3), sendo bissetriz do ang_l_x_
lo oposto a base (4)(B), é,tambem,altura désse triangulo e,

portanto, (V)(33) | (A)(B) e, ainda (M3)(a) = (a3)(B).

Logo, pelo ponto (M3) devera passar a mediatriz ...
(¥3) (M), do lado (A)(B), do A (A)(B)(C) cve,por ser mediatriz,
tambem é perpendicular a (A)(B).
E Entao, a mediatriz do lado (A)(B),ou seja  (M3)(M)

e a bissetriz da face relativa a esse lado, ou sejay (V)(M3),

sao perpendiculares a (A)(B); logo, definem um plano perpendi
cular a (A)(B), que passa pela bissetriz e pela mediatriz.Mas,
em viftude da hipotese, (V)(M3) pertence ao plano mediador da
_If‘ace"";% e, como plano mediador, também & perpendicular a ¥ .
Entao, seo um e unico, plano mediador,e plano definido pela

Mediatriz e bissetriz.

Se pelo ponto (M3) passa a mediatriz A (4)(B)(C) ,
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gue pertence ao plano mediador (E)(V)(Rm), entao sela 6,.1;_
bem, trago do planc medisdor no plano do A(A)(B)(C). '

Por um raciocinio 1d§ntico, concluimos que (M2)
pertence ao plano mediador (HE)(V)(ROO) e © trago deésse plan
no A(a)(B)(c).

Entdo, o ponto (M), de intersecgao emtre (M3)(M)
(¥2) (M), ou circuncentro do A (A)(B)(C), é,também, ponto o
mum 208 planos mediadores (M3(V) (Rm) e (M2)(V) (ch Y, '
pertence a (V) (Rm)’ eixo dos mediadores.

= i
2

-~
Consequenciss:

Do estudo que acebamos de fazer, podemos verif: -g_l'
que: (fig. L5)
i2) C eixo mediador é reta isoclina (ver pag. 25) do tried:

sendo o plano secante isoclino.

De fato, temoss

AW(A)(¥) = AW(B)(M) = A(V)(c)(n) ,

por terem os tres lados jguais. Enteao:

X)(v)(m) = xBY(V)(M) = x(c)(V)(m)

AN = xMEM) = (V)

2e) 0 plano do A (a)(B)(c) o perpendicular ao eixo ’-"'
(V)(Rm), porque (V)(M) e lado comum aos trianguld _:;I
guais (V)(4)(M), (V)(B)(M) e (V)(C)(M), sendo: :
(V)(a) = (M)(B) = (M(C) o (M)(a) = ()(B) = (W)(E
Entao, pelo teorema "0 lugar geometrico dos pe@

do espago equidistantes de trés pontos ndo em linha rete,



- 308 -

uma. reta, perpendicular ao plano dos tres pontos, que passa
pelo centro do circulo que os mesmos determinam". (Ver Ary
Quintella: "Matematica - 12 Colegial", pag. 21, n® L, Compa-

nhia Editora Nacional, S. Paulo, 1955), verifica-se que: "o
eixo mediador (V)(Rm) e perpendicular ao plano (4)(B)(c)".

32) 0 circulo que circunscreve A (A4)(B)(C) de secgao é base
do cone de revolugao que tem pare eixo o eixo mediador do

| triedro.

Basta,para isso,que admitamos que os triﬂngulos oeo
(V)(B)(M) e (V)(C)(M) sao posigoes que toma o triangulo ....
(v) () (M) quando ele gira em torno da reta (V)(M) (eixo media
dor)e 1 ’

Discussao: "Se a distancia entre o vertice do trie
dro e um dos tragos de uma das arestas no planoc secante for
desigual em relagao as distancias dos outros dois tragos ao
vértice, o cirocuncentro do triangulo de secgao nao pertencera

mais ao eixo mediador®.

Demonstragao: Seja o triedro (v)-(xm )('jrm )(zm)-,d&
- 8GO X' Yt 7t .
do por suas projegoes ortogonais V! xooYoozco e VT Xm szw

(fig. L6).

| Consideremos ume das faces (xm)(v) (Zm) = 8 , de
topo,e o plano secante (A)(B)(C),horizontal. Sejam (&){ (B),
(C) os tragos das arestas (Y)_(Xm), (v) ('foo) e (V) (Zm) no pla
Mo secante, sendo que (V)(a) £ (v)(B) = (V)(C).

Seja (0) o circuncentro do triangulo de secgao, da-

© em O (proj. horizontal), pela intersecgao das mediatrizes
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FO e EO de AC e BC e em Of, projegac vertical de (0).
Vemos demonstra

que (0) nao  pod
pertencer a (V)R
eixo mediador
- triedro. Para ¢
(0) pertenga
(V)(Ry, ), 6 neces
rio que o trago d
(V) (R ) om (4) (B
ou seja (T), codl
cida com (0). &
pers que isto a

¥e

tega,e preciso ‘." '
os tragos dos pl
nos mediadores
| | plano (A)(B)(C)
%, _ confundam com

mediatrizes:

T 10 A (2)(B)(@

Vejamos se isto e possivel: .

Tracemos a bissetriz VM2 da face p , rebate

sa face em torno de (A)(C), Seja A(V)1C o resultado deste
racso.c de rebstimento. A bissetriz (V)IM2 de & A(V)1C
terminar; M2 em AC. Entao, VM2 sera a projegao hori
dessa bissetriz. O plano mediador da face (X_)(V)(Z ) i

ré determinado por essa bissetriz e pela perpendicular

levantada em relagao a essa face, por um ponto qualquer (
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(v)(M2). A perpendicular (N)(Q) tera sus proje¢ao horizontal
em NQ, perpendicular a A(;e sua projeqﬁo. vertical em N'Qf, per
pendicular a ViN'. O trago de (N)(Q) no ]_ﬁa'la.m (4)(B)(C) per-
tencera a NQ, e correspondera ao ponto Q, compreendido entre
as perpendiculares a AC, tragadas por M2 e por V, ou seja,pro
jetando-se sempre sobre o menor segmento em que ficou dividi-

do AC pela bissetriz (projegao ortogonal).

Entao, M2Q sera o trago do plano mediador de  face
/4 1o plano (a)(B)(c). f£sse trago sera obliquo a AC e pende

ré sempre pars o lado do menor segmento determinado sobre AC.
Portanto, hao podera conter FO | AC. :

Em relagac a face (Yco )(V)(Zm) = &< vgrifica.-se
que o trago de seu plano mediador no plano (a)(B)(C) se ocon-
fundiré com a mediatriz EO de BC {porque (V)(B) = (V)(C))e,
portanto,  devera conter o circuncentro (0), em  projegao
horizontal O, do A(a4)(B)(C). :

Mas, o trago T, do eixo mediador (V)(Rm ), estara,
:sémante, na. intersecgao dos tragos M2Q e ET, dos planos media
dores (V)(M2)(T) e (V)(E)(T) e, como ja verificamos que QM2
neo se confunde com OR, o eixo (V)(Rm) = (V)(T), neo passara
por (0).

O fato de QM2 nao conter FO, nao exclui a possibili
dade de interceptar FO em O. Consideresse, porém, que QM2 _J_
AC, pende sempre para o lado do menor segmento (isso apli-

tado em relagao a duas faces), tornando impossivel essa possi

.ilida.de, porque (T) passa a ficar desigualmente afastado de
\4), (B) e (C), enquanto (0) esta, por hipotese, equidistante
b (1), (8) o (0).
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VI - CONCLUSJES FINAIS

18) Comparando as condigoes relativas sos eixos II
e IV, verificamos serem as mesmas, de modo que podemos enun -

ciar o seguinte teorema:

"Seccionando um triedro por planos de modo que as
secgOes sejam triangulos, cujos véertices estejam equidis
tantes do vertice do trigdro:

a) o lugar geométrico dos baricentros das secgoes e

0 eixo dos medianos dos triedros;

b) o lugar geométrico dos circuncentros das sec-

g0es € o eixo mediador do triedro."

28) Observamos, ainda, que se o triedro for equie-
dro, & possivel, num so0 triangulo de secgao, obter os quatro
centros do triangulo sobre os quatro eixos do triedro.

As condigoes estabelecidas para os eixos I e III
(ésse ultimo, item 2). nao excluem as determinadas para os ei
8 II e IV, quando se trata do triedro equiedro. Neste trie
dro, um plano secante que o seccione de modo que os vertices
tridngulo de secgdo estejam equidistantes do vertice dotri

o, satisfara as condigoes relativas aos quatro eixos.

De fato:
Para as condigoes estabelecidas no teorema I:- os tragos
do plano secante formarao angulos iguais com as ares

tas (condigao relativa ao eixo dos bissetores)-
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Para as condigoes estabelecidas nos teoremas II e IV:.

estao incluidas na proprie suposigao dos vertices
triangulo de secgao estarem equidistantes do verti-

ce do triedro.

Para as condiqggs estabelecidas no teorema III:- os tra.
gos do plano secante nas faces do triedro serao }
pendiculares aos tragos dos planos altura nas mes .

mas faces.
Assim, pois, podemos concluir o seguinte teoremas

"Seccionando um triedro, equiedro ou aquiﬁngulo;j“

um plano, de modo que as secgoes sejam triﬁngulos,

°

vértices estejam equidistantes do vertice &oxtriedrngé
I) o lugar gbométrieo dos incentros das secgoes e ff"
xo dos bissetores; A
1) 0 lugar geometrico dos baricentros das secgoes e
eixo dos medianos; 2

III) o lugar geométrioo dos ortocentros das secgoes
eixo das alturas; 4
IV) o lugar geometrico dos circuncentros das see

o eixo mediador".

Sabemos que a figura de secgao de um triedro
dendo a essas condigoes, e um triangulo equilatero e
se tri;ngulo, seus centros sao superpostos, bem como ©

res os eixos do triedro (por ser equiedro).

APLEICAGOES

Os teoremas que acabamos de estudar permitem
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lugao de problemas, ¢omo:

12 Problemas
"Dado um triedro (v)-(xm )(Ym)(zm ), determinar o

eixo do cone de revolugao circunsorito ao triedro®.

Resolugao: O problema consiste em determinar o ei-
xo mediador do triedro (pags. 22 e 23, 105-a 112).

Para isso,vemos aplicar o teorema IV (pags. 105 a
112), fazendo.uma secgao no triedro de modo que os tragos das
arestas no plano secante fiquem equidistantes do vertice do
triedro. Pelo circuncentro do triangulo de B_ecqao devera pas
sar 0 eixo mediador do triedro, ou seja, o eixo do cone de re

volugao circunscrito ao triedro.
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Seja o triedro (V)(X.w )(Yco )(ch ), dado por suas pro

jegoes V'X! Y! Z! e VK Y Z (fige L47)-

Determinar ume secgao auxiliar, por um plano horiasz:-
tal, Como resultado dessa operagao temos & secgao auxiliar
ABC, A'B'C'. Por meio de um dos metodos relativos a determi-
nagao da verdadeira grandeza, construir sobre os  segmentos
(v)(a), (V)(B) e (V)(C), grandezas (V)(D) = (V)(E) = (V)(F) «
Temos, assim, & secgao (D)(E)(F) que satisfaz as condigoes do
teorema IV. Rebatendo a secgdo sdbre o plano horizontal ..

(A)(B)(C), teremos em verdadeira grandeze o triangulo .a&:
(D)1(E)1(F)1. Determinado o circuncentro de (D)1(E)1(F)1, ou
seja, o ponto (S)1, alga-se a secgao a posigao primitiva, *

DEF, D'E'F', determinando-se, assim, SS'. A

A reta VS, V'S' resolve opproblema, ou seja, é é _'

xo0 dos mediadores.

Nota: O plano (D)(E)(F) é perpendicular ao eixo dos mediado-
res (V)(S), porque: . |.

M) = ME = ME e () = (5)(E) = SIE)

Entao, o plano (D)(E)(F) produz secgao reta ou ¢

cular, no cone de revolugao circunscrito ao triedro. Por
tensao, chamaremos a secgao (D)(E)(F) de seccao reta do
dro. O plano (D)(E)(F) & isdclino do triedro W-(x_ )(x X

e 0 eixo mediador & reta isoclina désse triedro.

22 Problema:
"Dado um triedro, determinar o eixo dos medie

Resolugao: O problema se resolve como o n® 1, P
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que, ¢ teorema II (pégs. 9L & 97), que se eplica a resolu -
¢80 deste problems, estabelece, tembem, que o planc secante
corte as arestas do triedro em pontos equidistantes do verti-
ce deste trieiros Logo, pelo baricentro do triangulec de sec-

quo (D)(E)(F) passara o eixo dos medisnos (fig. L7)-.

32 Problema:
f i Ve
Dadec um triedro isoedro, (V, (x )(Y )z ), deter

- minar ume aeoqao triangular, de modo que seu incentrc perten-

' ga a0 eixo dos bissetores do triedro®.

{ i Resolugaos: Vemos aplicar o tecrems I (piga. 86 =a
I|.9).|. }, fazendo uma secgz;o de tal sorte que o trago do plano se
; cante, na face desigual,forme ﬁngulos iguais com as arestas des
 sa face e, tambem,seja igual a estes ;.ngulos_ > formado pelo

trage do planc secante na face igual, relativemente a uma das

arestas da face desigual.

Seja o triedro (v)-(xw )(Ym)(zm), dado por uma
des faces iguais & = ﬁ e o diedro compreendido a/<\/3 (1)
(fige LB).

/\-.
Supor o< horizontal. Comstruir (X )1V Z_ = (AN
(adjacente a & ), correspondendo & face ,3 rebatida sobre
(= o

Trager 97°77 _L VZ_ , sendo, pois, V* projegao ver
ical de (V).

1} Poderiemos, tembém, supor o triedro determinedo por outros elementos que nao
&3 faces igusis ¢ o diedre compreendido {Ver “Detmnaqio, representm;;o a
resolugso de triedros®, pags. U ® 67).

]
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