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I INTRODUÇÃO

No 2Q período letivo do ano de 1954 foi realizado •
na Escola Naoional de Belas Artes. sob os ausplcios da Unive,!:.
sidade do Brasil. um Curso de Aperfeiçoamento para profess; ~
res de Desenho, obedeoendo à magnlfioa orientação do Prof .•Dr.
Roberto Muni! Gregory. oatecí.rát.icodaoadeira de Geometria De.!
oritiva$ respeotivamenteg das Esoolas Naoional de Engenharia
e de Belas Artes. Em uma de suas palestras, o referido pro-
fessor ohamou a atenção dos alunos para a importância do estu
do de triedros e sua analogia com triângulos e

Assistindo a essa pale-stra. oomo aluna que fomos,
no referido curso, tivemos o nosso interêsse voltado para o
assunto. Ooorreu-nos. então, fazer um estudo das relações en
tre triângulos e triedros. considerando os primeiros como re-
sultantes de secções planas feitas nos segundos. Isto nos le
vou a uma pesquisa mais ampla, fazendo-nos concluir pela ne-
oessidade de um estudo prévio das secções planas dos ângulos
sólidos ou poliedros e, em particular. dos triedros~-do me.!
mo modo como é feito para seoções cônicaso Dai a considera-
ção de "ângulo sólido de duas fôlhas" (1& parte. pgs. 11 a13)
e o oapitulo sôbre secções planas (2.parte, pgso 67 a 85).

Com o propósito de dar oaráter didátioo a êste tra-
balho. apresentam~sg nas 1& e 2. partes, uma noção súointa sô
bre ângulos sólidos e um estudo mais _minuoioso sôbre triedro~
que rundamen~asse o que oonsideramos propriamente o assuntoda
tese ou seja, a matéria oonstante da 3Á parte.
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Como resultado da pesquiza feita na 3& parte, oheg!

mos às "Conclusões Finais" apresentadas nas pgso 113 e 114 e
às "Aplicações" que sugerimos para resolução dos problemas <X1!

tantes das pgso 114 a 119.
Agradecemos o interêsse tomado pelo Profo Dr. Rober

to Muniz Gregory, a quem temos a honra de servir como auxi-
liar, na cadeira de' Geometria Descritiva da Escola Nacional de
Belas Artes. ~sse eminente professor propôs à Congregação de!

A f - •ta Escola, fosse inclu1do no programa da Cade1ra de Geometria
Descritiva, para o Curso de Professorado de Desenho, o segui~
te assunto:

- "Ponto . o. - Generalidades sôbre os ângulos polie-
dros. Estudo detalhado'dos ângulos
triedros"o

Sendo sua proposta aceita, oonforme oomunicado nQ
é6Q,de 25/4157, feita ao referido professor, nos foi possivel
apresentar à douta Congregação da Escola Naoional de Belas Ar
tes, o presénte trabalho, com o qual, pretendemos nos candid!
tar ao concurso para Dooente Livre da Cadeira de Geometria Des
oritiva desta Escola, de acôrdo com o edital de abertura de
inscrições, publicado no Diário Oficial de 23/5/570

* * *
*



II - APRECIAÇÃO SUCINTA SÔBRE ÂNGULOS SÔLIDOS

Definição:
Ângulo sólido oU'poliédrico é a figura formada pela

intersecção de três ou mais planos que têm um ponto comum e
não pertencem a uma mesma reta.

Elementos:
Os planos se cortam dois a dois, formando, nas res-

pectivas intersecções, as arestas do ângulo sólido. A porção
,

de cada plano compreendida entre duas arestas consecutivas e
chamada ~ do ângulo sólido. O ponto de intersecção das a-
restas e faces pértence, siw~ltâneamente, a tôdas as faces e
é denominado vértice do ângulo sólido.

Êsse vértice poderá ser próprio ou impróprioo No pr!.
,.. " (meiro caso, o angulo solido e uma superf~cie piramidada fecha-

da; no segundo caso, o vértice estará no infinito e a superfl
oie passará a ser uma superfioie prismátioa fechada.

Destacam-se, ainda, num ângulo sólido, seus ângulos
planos ou ângulos de suas faces e seus ângulos diedros, ou os
formados entre duas faces consecutivas.

Denominações e oonvenções~ (1)
Vértice: Será denominado. por letra maiúscula do aI

(1) M';1tas das anotações que adotal1os fOl"8l!Itiradas do estudo de projeQões axon~
metr:!.cas e em perticulal", mongeenas , feito pelo Pr-oí', Or. Roberto Muniz Gl"e-

grJr-y (ao qual Já. fizemos referência na "Intl"oduQão"). Segundo SUl!. lillo~ãoJ um
ponto, ou uma l"eta no espaço, terão a letl"r. que os designa entre parêntesiso Ome!
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fabeto latino~ (V), fig. 1.
Face - Será denominadapor letra minús,cula do alfa-

beto grego. Ex.: c( , {J , ete.

Q.uandose tratar do ângulo p la-
no da face, acrescentar o simb~

10 de ângulo a essa letra. Ex.:
" .A
0(, fJ ' etc., ou + 0<., ~ P ,
etc. No caso de dúvida, denomi
nar o ângulo da face por trêsle

tras, umadelas oorrespondendo

ao vértice e as outras duas a..
pontos pertencentes as arestas

que definem a face, ácrescentan Fig. 1------do o slmbol0 de ângulo. Ex.: (A)(V)(B) ou ~(A)'(V)(B).

...
çoes:

Aresta - Pode-se adotar umadas seguintes designa -

111.) dois pontos.- umdêles será o vértice (v) e o o~
tro, umponto qualquer (A), próprio, pertenoente à aresta. Ex.:

(V)(A). eto.;

211.) dois pontos, umdêles será o vértioe (v), o ou-

tro, o ponto impróprio dessa aresta, denominadopor letra Il1f.,j.~

óula!. do alfabeto latino (dar preferência às últimas), acres
cida do simbolo (X) (infinito), oolocado comoindice. Ex.:

(V)(X ),etc.
(X)

;11.) pelas letra que denominamos planos, cuja inte~

moponto ou reta, empJ'l:)Jeção, serão desig1ados pela mesna letra semo parentes!. s,
(Ver: "Representação da Linha Re1;8Jl,monograf'ia apresentada à Congregaçãoda E.N.
B.A. da U.B., pelo referido professor, paz-a provimento do oargo de Professor Cate-
drátioo de Geometria Desoritiva).
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secção produziu a aresta. Assim: (~o(), et.c,

Ângulo diedro - Acrescentar o s!mbolo de ângulo à designação
da aresta, de acôrdo com a 3& sugestão para
.A

"aresta". Ex. g fJ '11 ou ~fo 't. g retira.ndo-se o parêntesis
por não indicar.mais~ a aresta no espaçoo

Pode-se~ ainda, usar uma das seguintes designações:
a) - A relativa à III sugestão de "aresta", acresci-",,-.....

da do s{mbolo de ângulo: Ex.: (V) (A) ou ~(V)(A).
• ..." Ab) - Uma convençao analoga a que se emprega para an

guIo linear, ou ~a designação da aresta ladeada pela das
faces. Exo: !3(V)(A»)s' ou 4fl(V)(A)~

c) - Pode-se, também, usar: (B) (v) (A)(C), ou
~(B)(V)(A)(C)J entendendo-se que as duas letras centrais r~
ferem-se à aresta do diedro e.que as letras das extremidadesg
denominam pontos pertencentes às faces que determinam o die-
droo

Ângulo sólido ~ Usar letras que denominam vérti ce e pontos pe!:
tencentes às arestas. Ex.8 (V)-(A)(B)(C) ou

(V)-(XOO )(Y(X) >:(Z(X»' devendo-se colocar, em primeiro Lugar ,
a letra que se refere ao vértioep separando-a das demais por
um pequeno traço.

Ângulo sólido de duas fÔlhasg ângulos simétrioos ou opostos
pelo vértice

Da definição de ângulo sólidog oonclulmos que o co~
junto de planos que determinam um ângulo sólidog formamg na
realidadeg vários ângulos sólidos {l)p todos tendo como vért!
(1) o nÚmerode ângulos sólidos é dado pela rÓl'lllUla.: S. F(F - 1) + 2~ na qU~:



ce o ponto (V), como arestas (V)(A), (V)(B), (V)(C) e
faces, os
nos ol.., j3 J

(fig. 2).

sólidos que têm suas arestas na mesma d:i,reçãoJ mas':em senti -
dos contrários.

Assim, as faces d... e /3 se interceptam determinA!
do.uma reta que se subdivide em duas arestas (semi-retas)
(V)(C) e (V)(F), etc.

Os ângulos planos das faces, serão opostos pelo
s é o nÚmerode ~gulos sóUdos; r, o nÚmerode faces cpe possd o ângulo sóli-
do. .

12 -

\
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i

Fig. ~

'"car que esses

mos as arestas
como sem-retas
que tenham o vá!.
tice por origem,
podemos verifi.

versos
sólidos se gru-
pam dois a dois.
por oposição ea

re lação ao vér-
tice. O conj~
to se subdividi
,ra em grupos de

de dois ângulos



Considere-s~ ainda,
, - .s~etricos sao iguais, embora

não sejam superponlveiso

que ângulos sólidos opostos-nao sejam congruentesg isto
ou
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tice e um ângulo sólido ficará num semi-espaço, enquanto o
outro estará no outro semi-espaço determinado pelo plano co-
JRUID das face s o

~sses ângulos sólidos são denominados simétricos ou
opostos pelo vérticeo Na figura 2, deixamos dehachurar dois
ângulos sólidos 9 como exemplo de poliédrioossimétricos ou opo.!
tos pelo vértice.

Julgamos de interêsse para o estudo de "secções pl~
DaS do triedro", que pretendemos desenvolver posteriormente ~
considerar êsses ~gulos sólidos opostos~ como sendo um ângu-
lo sólido d~ duas·fôlhas, admitindo-se que um ângulo sólido P2
de tender para uma superfície cônica fechada, se o nÚmero de
faces se tornar infinitamente grande e os ângulos planos des-
sas faces, infinitamente pequenos.

Nesse caso, um estudo de secções planas de ângulos
sólidos, pode ser feito por analogia com o de secções cônicas.

ATaliação de grandeza _
Um ângulo sólido, sendo formado de ângulos planos e

diedrosg poderá ser apreciado quanto à grandeza dos
de~sas faces ou dos diedroso

..•.angulos

..•.angulos

A grandeza das faces é dáda pela grandeza dos ângu-
108 planos dessas faceso A grandeza dos diedros é dada pela
grandeza do ângulo retilineo do diedroo
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Entretanto~existe estudo que sugere a avaliação

grandeza do ângulo sólido~ sem levar em conta
a que acabamos de nos referir.

Quando tratarmos de triedros~ apresentaremos
ressante apreciação sôbre êsse assunto, feita pelo
Roberto Moniz Gregory (ver págs. 19 a 21).

Classificação -
Quanto à grandeza dos ângulos de suas faces e

seus diedros, os ângulos sólidos se classificam em:

I) Regulares - quando têm ângulos planos
diedros iguais, ou seja: faces e"diédros iguais (1).

11) Irregulares - quando têm:
a) faces iguais e diedros desiguais;
b) n desiguais e diedros iguais;
c) It e diedros des í.gua.ís,

Quanto ao número de faces, os ângulos sólidos
ser:

triedros - quando têm três faoes;
quadriedros - quando têm quatro faoes;
etc~

Entretanto,só se usa denominação espeoial para
triedroso Os demais ângulos sólidos ~ão são oonhecidos
denominação própria, sendo designados, simplesmente, por
108 sólidos de 4 faces, de 5 faces, eto.

(1) Podemosenpregao "lacei' e tldt.edrd' nUll&expressm slmpl1tloada de "ângulO
no da facel' e "ângulO retll{neo do diedrol', respeotivamente.
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~los sólidos em relação à esfera : poligonos esféricos

Em relação a uma esfera$ o ângulo sólido pode ter..diversas posiçoeso
oem principaisg

a) ângulo
b) 11

c) "

Destacaremos as seguintes, que nos pare-

"
sólido interior (caso particular g central),

"
inscritos
circunscrito.

É interior quando o vértioe do ângulo sólido está no
interior da superficie esféricas passando a se denominar ~-
~se o vértice pertencer ao centro da superficieo É ins-
orito quando o vértice do ângulo sólido pertence à Buperficie
esférica e circunscrito$ quando as faces do ângulo sólido são
tangentes à esfera.

Retas isóclinas -
são retas que formam ângulos iguais com as arestas

de um ângulo sólido. As-
81m. no ângulo sólido
(V)-(Xoo )(Yoo) (Zoo) (figo
3). se traçarmos uma reta
(v) (Ra,) de tal sorte ques

~ (Xoo )(V)(R ) =
00

., .l$.(Yoo)(V)(Roo) =

= ~ (Zoo)(V)(Roo )
(V){Roo) será.~ então, uma
reta isóclina do ângulo só
lido (V)-(Xco)(Yoo)(Zoo)o- Figo 3

Verifica-se que, somente os ângulos sólidos inscri-
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tiveis na superfioie oÔnica de revolução poderão
clina, que será o eixo dessa superf!oie.

Planos isóolinos -
são planos que formam ângulos iguais

de um ângulo sólido •.

Cortemos o ângulo sólido (V)-(X )(Y )(Z ) por
00 00 00

plano que intercepte as arestas nos pontos (A), (B) e (C),re
pectivamente, em relação a (V}(X ), (V)ty ) e (V)(Z ), (ti

00 CD CD

3) •
Seja V a projeção ortogonal de (V) no plano

(c) •
Se: ~(V}(A)V = +(V)(B)V = ~(v)(c)v, ou seja, o

ângulos que as arestas (v)(x )g (V)(Y ) e (v)(z ) fo
<D <D <D

com o plano (A)(B)(C) são iguais entre si, o plano (A)(B)(C
será isóclino do ângulo sólido (V)-(Xoo)(Yoo)(Zoo)o

Verifioa-se que, somente, para os ângulos
inscritiveis na superfíoie cônica de revolução é possivel t
çar planos isóclinoso ~sses planos corresponderão
ta.ou oiroular da superrioie de revolução.

Analogia entre poligonos e poliedros -
f . Ao .,...,Entre poll.gonos e angulos poll.edn:cosha uma

pondência de definições, de propriedades, ete., das quais de
ta oaremos algumas, a saber:

Correspon,!-iênoiade elementos e definições
POi!gonos planos I Ângulos sólidos ou poliédJ'iOOl'

Vértice (ponto) ••••••••••••• Aresta (reta)



correspondência de propriedades e classificações
poligonos - planos Ângulos sólidos ou poliedricos

Lados e ângulos iguais (polo Faces e ângulos diedros iguais
regulares) (ângulos sólidos regula-

res)

Lado (determinado por dois Ú.!
tices oonsecutivos).

Diagonal (segmento: une dois
vértices não conseouti -
vos).

JDgulo plano ou linear ••••••

Lados iguais e ângulos \
desiguais -

Lados desiguais e âng~ pol.
10s i~ais - irreg.

Lados e ângulos desi-
guais .

Cada lado de um poligono é me
Dor que a soma de todos os
outros

11;0.
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Faoe (determinada por duas a-

restas consecutivas).
Plano diagonal (plano: une

duas arestas não conse -
cutivas

Ângulo diedro

Faces iguais e diedrOS\
desiguais ang.

Faoes desiguais e die- sól.
dros iguais irreg.

Faces e diedros desi- -
guais

Cada face de um ângulo sólido
. é menor que a soma de tô
das as outras.

Etco

Dentro dessa analogia existente entre poligonos e
poliédricos,podemos desenvolver, ainda, muito o estudo de ân~
108 sólidos; assim, a definição de ângulos sólidos oonvexos
e oÔDoavos, um grande nÚmero de propriedades relativas à gr~
deza de faoes ou d d· d te 1e ros. e c.

*



I - DEFINIÇÃO - DENOMINAÇÃO - CONVENÇÕES
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2i PARTE TRIEDROS

Definição -
Triedro é o ângulo sólido que possui três faces.

Denominação - convenções -
são as mesmas já adotadas para ângulos sólidos~

do~se preferência a certas letras e convenções, por analogi
com triânguloso
Vértice: representar

• uma letra ma;~1
cula do alfabeto lati
no • são mais usadas
as seguintes: (V) (fi
4), (O), (r),

Havendo dúvidag pode-se denominar a face pelas le
tras relativas às arestas e ao vértice que a determinam; exe~

Fig. 4
referência9 tri-retânguloo

pIo: face (A)(V)(S) ou (X )(V)(y ).
00 00

Faces g representadas por
letras minúscu ••

Ias do alfabeto grego.
dando~se preferência às

(y 00) letras oC, fl p ~

1T, '1f', 'lT" (quando
se tratar do



o prof. Dr. Roberto Moniz Gregory (já referido
Dota de roda-pé da pág. 9), em trabalho manuscrito, sôbre
•• assunto, apresenta o seguinte:

em
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II - AVALIAÇÃO DE GRANDEZA

rar
entretanto,
~9ão de grandeza, pois

A Noomo termo de comparaçao.

Do mesmo modo que para os ângulos, podemos conside-
num triedro a grandeza de suas faces ou de seus diedros ;

isso não satisfaz como elemento capaz de fazer &-
não estabelece uma Única unidade

..•es-

~edidas de ângulo triedro"
são usadas as seguintes unidades:

1 - O estero-radiano, unidade internacional que designa
mos pela letra grega .n. (omega), empregada para de
signar os ângulos sólidos, em geral.

2 - O triedro trirretângulo, unidade prática para a qual
adotaremos a anotação TE.

3 - o psfero-radiano.

1 - Estero-radiano - Se as faces de um triedro regular de
vértice no centro da esfera de raio unidade (lcm)p de

terminarem na superflcie da esfera um triângulo esférico
de área igual a 1 cm2, êste triedro assim'definido será o
estero-radiano.

Considerada a proporção: a porção ilimitada de es-
paQo ~ compreendida pelas faces do estero-radianop esta,
ra para o espaço indefinido em tôrno de um ponto, como a
'" . 2area do triangulo esférico que lhe~corresponde (1 am ) es
tá para a área da esfera (S = 41fr2; sendo r = 1, S =



.n- ."E

21 em
4"JJ cm2

ou
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= 4lf cm2) 4'1ro cm2, isto é, sendo E
do

isto ég o estero-radiano equivale a menos de 1/12 do
ço indefinido de três dimensões.

2 - Triedro trirretângulo - Três planos entre si
culares dividem o espaço em 8 partes iguais,

do cada unia delas um TE, de onde resulta

TE 1= - E8

3 - Esfero-radiano - Em seu trabalho
Euelides Roxo assim definiu esta unidade lega18

ttÂngulo sólido que subtende na superd.cie de
quer esfera com centro em seu vértice, uma área j

igual a 1/4 da área da esfera".
Como se vêg a unidade assim definida não é mais

que um diedro retog equivalendo a 2 TE e a 3gl415JL
(.o. 1= -- E,4')1 donde

o esfero-radiano não é uma unidade práticag

alémde ser múltipla de TEg pois é equivalente a 2 TE,
tem a mesma forma das grandezas que mede (o estero-radia
no e o triedro-trirretângulo são triedros)o

Das relações acima conelui-se~
E = 12,56 .00 ~

E :; 8 TE

Logo e



"' " . 4Além dos Ja estudados para todo e qualquer
podemos acresoentar aquêles 'que são próprios

eclro e que são, geralmente,~óbtidospor um estudo
oom triângulos o

ângulo
de' um
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8TE = 12,56 ...

• TE • 1,5707 ••• J1.

111 - EI$MENTOS DE UM TR1EDRO

compara-

Destacaremos, apenas ,'08 que se referem diretamente
as.unto desta tese:

A) - Semi-planos cevianos
B) - Planos mediadores
C) - Eixoso

Sem1-planos cevianos
são todos os semi-planos do triedro, ouja reta ori-,

e u.a das arestas do triedro.

fstes semi-planos podem ser denominados, simplesme~
oerimos. '

Os principais oevianos são: bissetores, medianos,
turaa e os isogonais.

a} Semi-planob,issetor _ é aquêle que, tem origem na ares-
,ta e divide o diedro em dois di,!

dros iguai s• Pode ~«:?,rchamado, simplesmenbe , b iasetor •

'b) Semi-plano mediano _ é definido porumà aresta (origem)
e a bissetriz do'ângulo da face
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oposta. Pode ser chamado, simplesmente, mediano.

c) Semi-plano altura - é aquêle que tem origem numa ares-
ta do triedro e é perpendioular à

face opostao Pode ser chamado, apenas, plano altura.

d) Semi-planos isogonais - são semi-planos que têm origem
pa aresta do triedro e são si- '

métricos em relação ao plano bis setor do diedro relati
vo a essa aresta.

B). Plano mediador
Também ohamado, simplesmente, mediadorg é o plano

que pertenceàbissetriz de uma face do triedro e é perpendi-
cular ao plano desta fac80

c) Eixos
-Os principais eixos de um triedro sao:

IQ) - dos bissetores
22) - dos medianos
32) - das alturas42) - dos mediadores

Os três primeiros são determinados pelos respecti-
vos semiplanos cevianos, o quarto é determinado pela intersec..çao dos planos mediadores de um triedroo

Os teoremas que estabelecem a determinação dêsses
eixos, e quecpodem ser demonstr~dos com os reoursos da geome-
tria elementar, são os seguintes:

IQ) - Eixo dos bissetores -
"Os três bis setores de um triedro cortam~se ao lon-
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,

uma e somente uma reta, eixo dos bissetores, que e o lu
centros das esferas inscritas no triedro, ou o eixo
de revolução inscrito nesse triedro".

_ lixo dos medianos -
"Os três medianos de um triedro cortam-se ao longo

e sàmente-uma reta, o eixo dos medianos".

_ Eixo das alturas -
"Os três semi-planos altura de um triedro, cortam-

uma e somente uma reta, o eixo das alturas ou

_ Eixo dos mediadores -
"Os três mediadores de um triedro cortam-se ao lon-
e somente uma reta, eixo mediador, que é o eixo do

de revolução circunscrito ao triedro".

IV - ANALOGIA COM TRIÂNGULOS

Já chamamos a atenção para a analogia existente en-
pollgonos e ângulos poliédricos (ver pág• 16 • l7).

No caso particular dos triedros é interessante veri
••sa analogia, sobretudo no que concerne à chamada "aeo

~1'1a do Triângulo".

No quadro sinótico que apresentamos a segui;r,podemos
idéia suscinta dessa analogia:
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de definições

Correspondência de elementos e propriedades
Triângulos 'Triedros

Triângulos
Figura formada pela intersec-
~ão de retas que se cortam
duas a duas

Três vértices •••••••••••••••
Três lados '" .
Três bissetrizes, ao-punctuais,

determinando o incentro, ou
centro do circulo inscritoo

Três medianas, oo-punctuais,de
terminando o baricentro,ceii:
tróide ou centro de gravIdã-
de da superfície.

Três alturas,co-punntuais, de
terminando o ortocentro.

Três media trizes, eo-puncbuaís,
determinando o circuncentro,
ou centro do circulo eir~
eunscrito.

Três circulos ex-inscritos.

Etco

Triedros
Figúra formada pela interseo
Qão de planos que se cort~
dois a dois

Três arestas
Três faces
Três bissetores, co-axiais,d

terminando o eixo da sUEer
fieie cônica de revoluQao
inscrita, eixo dos bisseto
res.

Três medianos, eo-axiais, de
terminando o eixo dos me·
dianos o

Três planos altura, co-axiail
determinando o eixo das aI
turas.

Três mediadores, co-axiais,dc
terminando o eixo dos me~
diadores ou eixo da superf
cie conica circunscrita. -
A t ATres superf~cies conicas, d~
revoluçãop ex-inscritaso

Etc.

v - CLASSIFICAÇÃO

Podemos adotar diversos critérios para fazer a claf-
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A • " •de triedroso Esses cr~ter1os, em geralg se baseiamsitioaçao

DO grupamento de propriedadesg como, por exemplo, igualdades
ou desigualdades de faces, de ângulos_ etc.

Assimg destacaremos as quatro seguintes modalidades
de olassifioar um triedro_ considerando a:

1 - igualdade das faces;
2 - igualdade dos ângulos diedros;
3 - grandeza dos ângulos das faoes;4- grandeza dos ângulos diedros.

1&) - Considerando a igualdade das faces -
É oostume olassificar os triedros pelos triângulos

esférioos por êles determinados e em relação aos triângulos
esférioos, adota-se as mesmas denominações empregadas para os

Ao f· Ntriangulos estudados na Geometria Planao Da~_ a denominaç ao
de triedro isósceles_ equilátero_ etco

Entretanto, pareoem-nos mais expressivas as denomi-
nações que apresentamos a se~ir_ cujo signifioado está de a-
oôrdo com a propriedade contida na figura.

Assim_ o triedro pode ser: isoedro e anisoedroo Se
,

ra isoedro o triedro que tiver, pelo menosg duas faces iguais
e anisoedro o que possuir as três faces desiguaiso

o triedro isoedro pode ser: bi-isoedro, tem
duas faoes iguais e tri-isoedro ou equiedro, quando
trê~ faoes iguaiso

2&) ~ Considerando a igualdade dos ângulos diedros - ~
.•. . . ..,,-

pode ser isoangulog quando POSSU~i
diedros iguais e anisoângulo, quando pos-

o triedro
menos, .dois ângulos
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sui os três diedros desiguais.

o triedro isoângulo pode ter dois ou os três dâedroa
igUais. No primeiro oaso, será simplesmente, triedro isoân _
guIo eg' no segundo caso passará a se denominar triedro equi.
ângulo.

3&) - Considerando a grandeza dos ângulos das faces -
Um triedro pode ser ortoedro eu quadranta1 (1) e

loxoedro ou não quadrantal.
~Triedroçrtoedro e o quetem~pelo ;menosg uma de

suas faoes em ângulo reto, podenqo serg mono-ortoedro (mono------...--'-
quadranta~);~ di-ortoe9.ro (biquadrantal) ou tri-ortoe~o (tri-
quadrantal)g segundo t~~. umag duas ou as três faces ·em ân-
gulo reto.

Triedro loxoedro (não quadrantal) é o qu~ tem suas
faoe,s em ângulos obllquos~ podendo terg

a) tôdas as faces agudas, (denominaremos triedro om
_'dro)•

b) tôdas as faces obtusas (denominaremos
ambliedro) e

o) uma face aguda e duas obtusas ou viae-versa (da-
remos a denominação geral do grupo» ou seja tri'
.edro loxoedro). --

triedro

"4~)-Considerando a grandeza dos ângulos diedros -
Um triedro pode ser retângulog quando possui~ pelo

menosp um diedro retângulo e obliquângulo, quando não possui
~en~ di~ro retânguloo
(1) A denom1n~ãogue.drontR!, foi tirada de UIJItraba~o manuscrito, sóbre triedro

de autoria do Profo Or. RobGl"to ltoniz Gr8gDJ'y(ja. referido nesta telS8)0



o triedro retângulo pode ter um, dois ou os três ân
gulos diedros retos, sendo: monorretângulo, ~irretângulo ou
trirretângulop respectivamenteo

O triedro obliquângulo pode ter diedros somente a~
dos, somente obtuaos9 ou agudos e obtusoso No primeiro caso
será triedro acutângulo, no segundo, triedro obtusângulo e,no
terceiro triedro obliquânguloo

- 'Z7 -

{

bi-isoedro ou isoearo

{

rsoEDRO (duas faoes 19ua.is)
1) Quanto à. igual- Pelo menos duas tri-1~oedrO ou equiedro

dade das 1'8Oe8 facos iguais (tres faces iguais)
ANISOEDRO - Tem f80es desiguais

{

ISOÂNGULO f 1s0ânguJ.o
2) Quanto à igual- Pelo menos dois (d011ld1edros igua.is)
áade dos d1edl'os diedros iguais .equigulo

. .. ..'" ('tfes d1earos :igua.1s)
ABlSOÂNGUID . - DledrOs desiguais

OR'l'OEDRD lllono-ortoedro (monoquadrantal)
ou (uma.face emângulo reto)

QUADRANTAL Di-ol"toedro (biqu~antal)
(duas faces em angulo reto)

,} Quanto elo ~0Ii uma.~ 'l'ri~rtoedro (tr~quadranta.l)

~~::. - ::: {Ctrss(r~~~:.o=)
••.'6.... ambliedro
daS faces TÔdas as f80es (todas· as faoes O.btusas)

oblíquas loxoedro
(taoes agudas e obtusas)

{

(sóm:o~:~~)
·,l~rretânguJ.o

(dois diedJ.:OSretos)
trirretar.gulo

{~~=~)Obhquângw.o
(diedros agudos a ob,;usos)

Resumindo num só esquema os quatro critérios de elas
sificaçãog temosg

CLASSIFICAÇÃo

DOS '1'Rm>R05

RE'l'ÂNGUW
Pelo menos \11I

diedro reto
4) Quanto à

grandeza
dos diedros OBLmuÂNGUlC

Todos os diedros
obllquos
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VI - RELAÇÕES ENTRE DOIS TRIEDROS
lQ) - Triedros co-faciais -

são triedros que possuem uma face com~, consequen-
temente, duas arestas são, também, comuns.

Ostriedros co-faciais podem ser:
a) adjacentes,
b) opo~tos por uma fa~e,
c) co-espaciais.

a) Triedros adjacentes ~ Se cortarmos um diedro
o( (C)(B),13 (fig. 5) por um plano 'd , êsse. diadro ficará di-
vidido em dois triadros (V)-(A)(B)(C) e (V)-(A)(B)(t!». Êsses

dois triedros são dano-

(o)
Zoo

..•sao

minados adjacentes.
As faces não comuns

de um dos trieàros

(
o suplemento das faces

comuns do outroo As
sim

% - f3
(E)

x.(AXvXC) + 4(A)(V)(D) '"
~~Ii~e = 180

0

~ (B)(v) (C) + +(B){v)(D) =
= li~ooFig. 5 .

. .
Os ângulos diadros 'adjace:n~~s·à -face comum

su~-ementares, enquanto os teréeiros ân'g~'los"diedros
;

guàis.

..•sao..
sao i-

Assim:
diedros (A)(V)(B)(C) + (A)(V)(B)(D) = 1800



- 29 -

(C)(V)(A)(B) + (B)(V)(A)(D) = 1800

(A)(V)(C)(B) = (A)(V)(D)(B)
b) Triedros opostos por uma face - Assim denomina-

mos aos triedros que possuem uma face comum (X )(V)(Z )(fi
00 co-

gura 6) oompreendida entre as arestas não comuns (V)(Uoo) e
(V)(Y(X) ).

As arestas
não comuns não perte,!!
oem mais à mesma reta
suporteg como aconte-
oe com os triedros ad
jacentes o O mesmo po
de acontecer em rela~
ção às 'faces. Assimg

por éxemplo, o plano Fig. 6
da face (Z )(V)(Y ) dotriedro (V)-(A)(B)(C) é disti~toco oo
do plano da faoe (Z )(V)(U ) do triedro (V)-(Á)(C)(D).co co

Entretanto, pode, também. dar-se o ó~so de du~s fa-

e diedro8

(v)

..oes nao oomuns serem complanareso

c) Triedros co-
espaoiais - são triedros
que têm uma faoe comum e
as arestas não comuns pe!
tencem ao mesmo semi-esp!
90 determinado pela face
oomum.

Na fig~ 1, 08

triedros (V)- (X Vy X Z ) ear co oo Figo 1
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(V)-(u )(x )(z ),(X) (X) <D
-sao co-espaciaiso

A face ~ é comum ass dois triedros e as arestas
(V)(Y ) e (V)(U ) de um e outro triedro pertencem ao masoo CJ)

mo semi-e~pa90 determinado pelo plano da face ~ o

2Q) - Triedros opostos pela aresta =

Consideremos dois dos quatro diedros
planos o( e fl (figo 5) o Sejam os diedros
(B)(C)(n)(E) e

formados pelo
(A)(C)(D)(B) e

Seccionemos êsses dois diedros por um plano 'lí o Fi.
-carao determinados quatro triedrosp adjacentes dois a dois.

ou, ainda, dois pares de ~riedros opostos pela aresta, se con
siderarmos êsses triedros alternadamenteo

Assimg são triedros opostos pela aresta aquêles que
têm as faces complanares e qma. aresta comum e

(V)-(A)(B){C) e (V)-(B)(D)(E) ..sao triedr08
opostos pela aresta ..

Nesses triedros p uma. face e o diedro oposto de um,

são respectivamente iguais à face e diedro oposto do outroo

Assim, +(A)(V)(C) • .+ (D)(V}(E)

(A)(V)(B)(C) • (D)(V)(B)(E)o

e diedros

Os demais diedros e faces de um são os respectivos
suplementos dos diedros e faces do outro:

.J.(A)(V)(B) + 4-(B)(V)(E) =

e

+'(C)(V)(B) + ~(B)(V)(D) = 1800



(B)(V)(E)(D) + (C)(V)(A)(B) = 1800

(A)(V)(C)(B) + (B)(V)(D)(E) = 1800

e diedros

- ;1 -

3g) - Triedros opostos pelo vértice (simétricos ou de duas fô
lhas)"

Têm faces e ângulos diedros iguais. Confo~e já es
tudamos (vide págs. llg12,13, figo 2), as faces e arestas de
um pertencem aos mesmos planos e retas das faces e arestas do
outro e Êstes triedros são 9 també~ chamados simétricos e 9 con

forme propomos em ângulos sólidos, iremos oonsiderá-los$ para
o estudo de secções planas, oomo um só triedro, de duas fô-
lhas o

4g) - Triedros suplementares • polares
são chamados suplementares. os triedros nos quais,

"o ângulo de cada face de
um é suplemento de um die
eirodo outrolY•

Sejam os trie-
dros (V)..(X )(Y )(Z ) e

00 00 00

(Vl)-(n )(n )(Zl ), (11m)
00 00 00

(figo 8)0 Êsses triedros- ~serao suplementares se O(
fôr o sup lemento do ângu-
lo de um diedro ~ 1 ' Figo 8
do triedro (Vl)-(Xl )(Yl )(Zl ), verificando-se o mesmo em

00 00 00

relaç~o aos ângulos das demais faces e diedros de um e outro
triedro, de modo a ter~S3g



Pode-se oonstruir um triedro (V1)-(Xlco)(nco)(Zloo) •
suplementar de um triedro (V)-(X )(Y )(Z ) dado, (figo 9),

00 00 00

traçando-sei de um pont
/~ qualquer fi (VI) perpendicu

,., (X1Q) )
lares às t:aces ()I:. , /~

~ d~ste tri~droo As se
mi-perpendiculares
gamos semi-perpendicula -
res para exprimir as se-..mi-retas pertencentes a
perpendicular e cujas ori

gena estejam em um ponto considerado da perpendicular, no ca
so , pertencem ao ponto (Vl»: (V1)(X1 )i (V1)(Yl L e

00 00·

(V1)(Zloo L respeotivamenteiàs faoes oC.SI j3 e ~ I> orienta-
dasg tôdasg para êstes planos ou tôdas em sentido contrário
~ êstes planos (na figo 9,fizemos orientadas para os planos),
são as arestas de um novo triedro (V1)-(X1 )(Yl )(Zl ) su-a> 00 00

plementar do triedro (V)-(X )(Y )(Z ).
00 a> 00

- 32 -

1800 ~~+
»< 1800= e o<..~ =

í800 /'-

~ 1800= e ~l + =

= 1800 e ~+ /.31 = 18001

Se o ponto (VI) pertencer ao vértice do triedro da-
dOg para que se forme um no~o triedrog suplementar do primei-
rop é preoiso que as semi-perpendiculares pertençam9 tôdas e-
las, aos mesmos semi-espaços das arestas correspondentes no
triedro primitivo e relativamente aos planos de cada faoe que
serviu de referênoia ou que estas semi-perpendioulares este-

I (Zloo)
/
Figo 9
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j8lll, tôdas, nos respeotivos semi-espaços opostos (figo 10)0

Q.uando o ponto
(VI) pertenoe ao vértioe
do triedro dadog o novo
triedro obtido, passa a
se denominar polar do tri
edro primitivo.

Assimp o "trie_
dro polar" de um triedro
dado é aquêle que tem seu
vértioe ooincidindo oom o 10.

"do triedro dadop suas arestas perpendioulares as do triedro
dado e tôdas situadas nos mesmos semi-espaços ou tôdas /perten

< -

cantes aos semi~espaços opostos aos das ar!stas corresponden~
tes no triedro primitivo e relativamente aos planos das faces
dêste triedroo

A noção de triedro polar resulta da noção de polo e
triângulo polar da Geometria Esrérica"\ Se traçarmos uma esf~
ra óom centro em (V) (figo 10)9 verifica-se que o triedro po~
lar (VI)- (xi )(Yl )(Zl ) determina na superdcie da esfera

00 (X) 00A P _. .

um triangulo eujos vertices sao palas dos planos das faces do
triedro (V)-{X )(Y )(Z ) o O mesmo se verificando em r-e La.•

00 (X) (X)

ção ~o triângulo determinado por (V)-(X )(Y )(Z ) na super
< 00 00 00 -

dcie da esi:~8. para os planos das faces de (v}-(nJ(ncJ(zlcJ o

~ste8 dois triângulos devem ser suplementares e são denomina-
dos polares (ver pgs , 39 a 4,2: Triedros em relação à esfera) o

Verificamos, poisl) que "todos os triedros polares
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'" ~sao suplementares mas, nem todos triedros suplementares sao

polares" o Assim~ na figo 8~ os triedr08 (V)-(X )(Y )(Z )e
00 co co

(Vl)-(Xl )(Yl )(Zl ) são suplementares por hipótese, mas
00 00 00

não são polares~ isto ép seus vértices não são coincidenteso

Propriedades dos triedros polares -
1& - "Há reciprocidade entre um triedro e seu po-

lar" o
Isto ép assim como o triedro (V1)-(Xl )(Yl )

Q) 00

(Z1oo) (figo 10) é polar do triedro (V)-(X -)(Y )(Z )>> ês
00 00 00

te último é polar do primeiroo
•..2& - "Dois triedros polares sao suplementar'es"

Nos livros de Geometria do Espaço enoontra-se
a demonstração destas propriedades o

Congruência de triedros =

são bastante conhecidos e divulgados nos livros de
"Geometria do Espaço"p os casos de congruência de triedros •
por issop nos limitaremos aos enunciados:(note~se a analogia
com "congruênoia de triângulos") o

19) "Dois triedros são oongruentes quando têm uma
faoe igua1p adjacente a diedros respectivamente iguais e seme
1hantemente dispostos"o

2g) "Dois triedros são congruentes quando têm um
diedro igual formado por faoes respectivamente iguais e seme-
lhantemente dispostas" o

32) "Dois triedros são oongruentes quando têm as
três faces respectivamente iguais e seme1hantemente dispos-
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tas".
40) "Dois triedros são oongruentes quando têm os

diedros respeotivamente igUais e semelhantemente dispostostto

Casos particulares de congruência -
Congruência de triêdros isoedrosg
~Dois triedros isoedrossimétricos são congrueDtes"e

congruência de triedros retângulosg
12) Ilpóis triedros mono-retângulos são oongruentes

quando têm iguais, a face oposta ao diédro reto (face hipoten~
sa) e um"diedro igual e semelhantemente disposto~ adjacente a
essa face!lo

2º) "Dois triedros mono-retângulos são congruentes
quando têm iguais e semelhantemente dispostas as faces~ opos-
ta e adjacente ao diedro reto"o

VII - TRIEDRO FIDWAMENTAL g PRIMITIVO ou de REFERÊNCIA

- Sentido do triedro -

Em relação aos triedros polares, podemos, também
Oonsiderar como fundamental, o triedro para cujas faces
traçadas as perpendiculares de um ponto (~t), ver figo 90

,

É um triedro para o qual são dadas as coordenadas
de uma figura, isto é, qual se dá ... de uma fi-para o a posiçao
gura , Esta figura pode ser ponto, reta, etco

No sistema de projeções axonométricas êsse triedro
#

e trirretânguloo

N

sao
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o triedro fundamental também é chamado tr.iedro pri-
mitivo ou de referênoia.

Fazendo um estudo oomparativo com o da "geometria
A

do triangulo", muito há que pesquisar na "geometria do trie-
dr-o" •

Não é nossa intenção desenvolver r.e presente traba-
lho sob êste ponto de vista, por issog nos limitaremos a des-
tacar alguns triedros que podem ser traçados em relação ao
triedro fundamental, inspirando-nos na geometria do triângu -
100 Assim, temos: triedro órtioo, triedro poaar~ triedro
plemental"o

Sentido do triedro -
Sabemos da Analitica que o sistema de coordenadas

retiltneas ou cartesianas considera três eixos (x ), (y ) ,
00 00

(z ), conoorrentes num ponto (O), oomum a êstes três eixos,
00

admitido como origem objetiva. A partir da origem (O), são
considerados sôbre os eixos (x ), (y ) e (z ), o sentido

00 00 00

positivo ou negativo das diversas coordenadas neles maroadas.

Êsses três eixos definem três planos d.., f3, )/,

que se cortam dois a dois, formando oito triedros, oujo vérti
ce comum é a origem objetiva (O) (figoll)o

Para considerarmos o sentido das coordenadas em re-
lação aos oito triedros, adotaremos a mesma orientação já es-
tabelecida pela Analitica. Com êste propósito, vamos, primei-
ramente ordenar os oito triedroso

Para isso, suponhamos um observador (V) (figo 11)



que esteja aoima do plano ~
remoS que ~ este-
ja horizontal)g que.
tenha na sua frente

,
o plano .jJ' e a sua
esquerda o plano OCo

O triedro, direta -
mente visto, em tô-
das as suas faoes
por êste observador
(V) gé o 11:1 triedro.
Os 21:1 e 4Q triedros..ssrao adjaoentes ao
11:1 e estarão$ res-
peotivamente, por

- 37 -

(para melhor oompreensão, supo-

(V)
4

Fig. 11
tr~. e por baixo do Ia triedro, ou seja, por traz do
P e por baixo do plano 21. O 3g triedro será oposto
arestag em relação ao IÕ e estará por baixo do 2g e por
do 4a triedro.

plano
pela
traz

O 5g triedro , adjaoente ao la$ estando , esquerdae a
do plano oCo

O 6g triedro , adjacente ao 2g, estando , esquerdae a
do plano 0(..

O 7Q triedro e adjacente ao 3Q, estando , esquerdae a
do plano 0(.

O 8g triedro , adjaoente ao 4g, estando .. esquerdae a
do plano 0<.

Para considerarmos o sentido positivo ou negativo
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das coordenadas, determinadas sôbre os eixos que formam
triedr08, admitiremos que o ponto (O) divida êstes eixos
semi-retas e teremos a seguinte convenção:

20 triedro

Serão semi-retas positivas as três que formam o
triedro e negativas as outras que determinàm os demais
droso Assim, teremosg

1Q triedro - semi-retas positivas (O) (X + ) i (O) (Y + ) e (O)(Z +00 00 00

ft (O)(X + L (o)(z +) e00 00
reta negativa (O) (Y - ) o00

32 triedro - semi reta positiva (O)(X +) e semi-retas negatco
vas (O)(Y - L (O)(Z-) oco 00

40 triedro - Semi-retas positivas (O)(Y+)p (O)(X+) e00 00
reta negativa (O)(Z - ) o00

50 triedro - semi-retas positivas (O)(Y + L (o)(z + ) e
00 00

reta negativa (O)(X - ).
00

62 triedro - semi-reta positiva (O) (Z + ) e semi-retas negati00
vas (O)(X~ L (O)(y;,).

72 triedro - semi-retas negativas (o)(x- L (oXy -) e (O)(Z-00 ao (l)
82 triedro - semi-reta positiva (O) (y + ) e semi-retas negatico

vas (O)(X -), (O)(Z - ) o00 00
Verifica=se que os triedros simétricos têm

orientações, sempre em sentidos opostoso

Por exemplo~
- o 10 triedro é positivo e o 72 negativoo
- o 22 triedro tem duas arestas (semi-retas) posit

vas~ que correspondem a duas arestas negativas no 82 triedro
e uma aresta negativa que corresponde a uma positiva no 8
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Com o propósito de orientar as faces do triedro~ ou
sejag o sentido de rotação dos eixos" (arestas dos triedros) em
tôrno de (0)9 de modo que os eixos permaneçam sempre sôbre os
respeotivos planos das faces, em Analtticag emprega-se o se-

• f.guinte rac~oc~~o~

- Supõe-se um observador com os pés
cabeça sôbre a semi-reta (O)(Z~),positiva.
fitará a'semi-reta (O)(X+ ), também positiva e'terá à sua di-

00-

reita a terceira :semi-reta '(O)(Y + )>> positiva. O 'sentido de
• 00

rotação da semi-reta (O)(X~)·

será positivo, se rôr da es-

(o)(y + ), fitando (O)(Z + ), te,
00 00 -

ré.à sua direita (o)(x+'h :0
00

sentido direto de rot~ção do
eixo (O) (Z +) será, ainda, da esquerda para a direita. O mes

Q) -

mo se,verifica em relação à rotação de (0)( y +) quando a ee.-. 00
beça do observador se eoâoca sôbre (o)(x+ )" Quando as três

00 •

faces são orientadas no sentido direto, diz-se que o sistema
é direto, ou seja, que ó tr'iedro tem suas faces de sentido di
retoo

querda para a direita-dó
s8rvador (figo 12).. Se

ob~
êste

observador tiver a cabeça' em

em (O) e com a
~ste observador

(zoo )

Figo 12

Quando isso não acontece o sentido é retrógrado~

VIII - TRIEDROS EM RELAÇÃO À ESFERA

No estudo que fizemos de ângulo sólido em relação
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à esfera, destacamos as seguintes posições de ângulos sólido,

a) Interiores~ nos quais estão incluidos o
centrais como caso particular.

b) Inscritos
c) Circunscritos.

Assim. o ângulo sólido triedro pode ser: interi
(sendo central. caso particular). inscrito e circunscrito
esferao

Triedros interiores -
Pelo conceito estabelecido no estudo de ângulos

lidos interiores, verificamos que um triedro é interior a
esfera quando seu vértice é um ponto qualquer do interior
esferao As arestas do triedro são trechos de oordas da esf.
ra, completadas pelas arestas do triedro simétrico do primei
ro (segunda fôlha do triedro), que também será interior à es
fera. As faces do triedro interior determinam, na interseo
N t Açao com a superf1cie da esfera um triangulo.

"Todo triedro interior tem seu simétrico, também
interioro Os respectivos triângulos que se formam na super!
cie esférica são homólogos entre si e o centro de homologia
o vértioe dos dois triedros".

Êste teorema demonstra-se com os reoursos da geome
tria elementar.

Triedros centrais -
são tri~dros interiores cujo vértice pertence aoca

tro da esfera.



- 41 -
A intersecção dos triedros centrais com a superfi

cie da esfera determina nessa super..ficieos chamados "triân-
gulos esféricos".

Tôdas as propriedades que se aplicam aos triedros
. '.' "" ,aplicam-se ~..tam~em~ aos triangulos esfericos o Assim, aque-

las que se referem à congruência, à simetria, etc.

Ex. ~- "A todo triângulo esférico corresponde, tam-
bém, um triângulo esférico polar".
"Ao triedro'simétrico corresponde um triângu-
lo esférico simétrico".

"Quando o triedro é central, os triângulos determi:-
nados na superd.cie esférica por êste triedro' e por seu simé-
trico são semelhantes ou homotétioos (caso particular do teo-
rema referido em triedros interiores)".

Triedros inscritos -
De acôrdo com. o estudo feito para qualquer ân~o só

lido inscrito, ádmitimos que um triedro esteja inscrito numa
esfera quando seu vértice pertencer à superficie da esfera e
suas arestas sejam cordas da esfera. Todo triedro inscrito
determina na superficie esférica um triângulo.

Observação,:
Comparando os triângulos determinados na superficie

de uma esfera pelos triedros interioresg centrais ou inscri-
tos, verificamos que, sômente os triedros centrais determinam
triângulos cujos lados são arcos de circulo máximo da esfera
e cujos ângulos têm sua grandeza igual à grandeza dos ângulos
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diedros do triedro. Por isso, só se consideram triângulos es-
féricos os definidos por triedros centrais.

Triedros circunscritos -
É o ângulo sólido circunscrito que possui três fa-

ces. É pois um triedro
cujo vértioe é exterior
à esfera e cujas faces
são tangentes à esfera.

"O centro da esfera
pertenoe ao eixo dos bi.!,
setores do triedro nela
circunscrito" (pgo 22).

As arestas do trie-
dro são exteriores à es

"Os pontos de contato TI, T2, T3 (fig. 13), das fa
ces 0(, fi e ~, estãOequidistantes do vértice e perten -
cem a um circulo da esfera, cujo plano é perpendicular ao ei-
xo dos bissetores".

Fig. 13
fera.

IX - PROPRIEDADES DOS TRIEDROS E TRIÂNGULOS ESFÉRICOS
.L1mitar-nos-emos a enunciar as propriedades que nos

pareoem principais. Algumas, embora não sejam muito divu1ga-
das, são fàcilmente demonstráveis.

1&) "Em todo triedro ou triângulo esférico, uma face ou lado
,qualquer e menor que a ~oma das outras duas ou outros dois
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e maior que a diferença".

2&) "Em todo triedro a sOma das faces é menor que quatro re-
tos e maior que zero".

3') "Em todo triedro ou triângulo esférioo, a faces iguais,
ou lados iguais, opõem-se ângulos iguais".

4') Reciprooa da 3&: "Um triedro ou triângulo esférico que
tem dois ângulos iguais é isoedro ou isósceles".

5') "Em todo triedro ou triângulo esférico, à maior face ou
lado, corresponde o maior ângulo".

81) "Todo triedro ambliedro é obtusângulo".
que a reciprooa não é verdadeira.

"Note-se, porem,

6) (" ""
1 Rec1proca da 5&: Em todo triedro ou triangulo esferioo,

ao maior ângulo op~~se a maior faoe ou lâ,do".

71) "Todo triedro aoutângulo é oxiedro e reolprocamente".·

91) "'Todo triedro trirretângulo é tri-ortoedro e reclproca -
mente~

10&) "Todo triedro biFretângulo tem as faoes opostas aos die-
dros retângulos em ângulos retos (é di-ortoedro) e reci-
procamente" •

111) "Em todo triedro a soma de dois diedros é menor que o
terceiro aumentado de dois retos".

121) "Em todo triedro a soma dos diedros é maior que dois e
menor que seis retos".
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x - DETERMINAÇÃO, REPRESENTAÇÃO e RESOLUÇÃO DE TRIEDROS

O triedro pode ser estudado através diversos seto-
res da matemática.

Dentro da Geometria Descritiva é possivel estudar
esta figura de modo a pennitir seu completo conhecimento co
satisfatória precisão.

N~ triedro podemos destacar diversos de seus ele.
mentos, que, combinados, geralmenteg em grupos de três, permi
tem ~esolver6 ou seja6 conhecer todos os elementos dessa fi
ra (como grandeza de faces, diedrosp etco), empregando-se,
ra isso, operações especiais, que a Geometria Descritiva for
nece ,

Assim, pois, um triedro fica determinado
dos três elementos. Êsses elementos são escolhidos, eomumen
te, entre: faeesg diedrosg projeção numa face de ponto

~tencente a aresta oposta6 ete.

Os elementos que são dados para a determinação e
solução de triedros devem possibilitar uma satisfatória
presentação gráfica da figura ou seja9 uma representação
que permita completa imformação sôbre a mesmag dando conheoi
mento da posição relativa entre as arestas do triedr06 o qu
equivale a permitir conhecer a grandeza de faces6 diedros9 o
de qualquer outro elemento que se torne neoessário. Essa re
presentação importa em projeçã09 geralmenteg sôbre o plano
uma das faces e rebatimentos sôbre o referido plano.

Seja um triedro {V)-(Xoo )(Yco )(Zoo) (figo 14) o



Poderemos pedir a resolução dêste triedro, fornecen
do os dados para sua de
terminação dentro de um

tes:
lQ - Dá-se as três fa-

/'!>. ~- <;.ces': ~ I jJ, o

2Q - Dá-se duas faces:
'" - A~, jJ e o diedro

compreendido: ~.
;Q - Dá-se duas faces:

~ ,,,a e o diedro
oposto a uma delas:

4A - Dá-se uma face: ~
AO()( •

, /' - ~5A - Da-se dois diedros: ~f3 e oC ~ e a face oposta J3 ' a um

dos seis casos seguin-

dêstes diedros.

6g - Dá.-se os três diedros
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\ (Z.,)

(1m )

Fig.~ 14-
.,..

e os diedros a ela adjacentes: oC.jJ e

o

Êsses seis casos utilizam exclusivamente três dos
seis elementos que formam o triedro: três faces:
"',.. /'~. /'~ e tres diedros oLjl» ~ lS e j3}Í •

De fato, sabemos da Geometria do Espaço» queg conh!
cidos tr~s dêsses seis elementos~ é sempre possivel determi=-
Dar os oütros tr~so

Êstes seis casos são considerados clássicos. É co-
~um, em Geometria Descritiva» só estudar os 3 primeiros» por-
qUe os outros podem ser reduzidos a êsses 3 primeiros~ desde

-;1 e
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que se empregue o triedro suplementar.

Sabemos que os ângulos diedros do triedro supleme
tar são suplementos dos ângulos das faces do triedro que
pretende resQ1ver e que os diedros dêsse último são os suple
mentos dos ângulos das faces daquêle (ver pg. 31)~ .Na_ fi
14 representamos umtriedro suplementar ~ do tried
(V)-(Xoo )(Y(X))(Zoo ), que corresponde ao triedro •••••.•••••
(Vl)~(noo) (Yloo )(Zloo)'

Assim, o 42 oaso pod~rá ser reduzido ao 2Q se suba.....-...
.tituirmos a faoe ol.. pelo diedro foI '61 dd!iriéJdrO'-impl.eDPri.

.....- .-""'\
(VI)-(n )(Yl )(Zl ) e diedros d.jJ e ol. ~ pelas faces
"'" ~ 00 00
~ 1 e ;lI do referido triedro ,,?,p1ementar.

~ (Resolvendo o triedro sup1ementarg sera poss1ve1 r
presentar o triedro fundamentalo

o mesmo raciooinio perwitirá reduzir o 52 oaso
32 e o 60 ao 10 caso.

Entretanto todos ~stes seis casosg quando estudado
pela Geometria Descritivag têm uma marcha geral de resolução
analisada. por Ernest Songay10, em seu "Traité de Géométrie D
criptive": págo 81g nQ 228, primiere partie, editá par Ia Bi
bliotheque'de Kurnikg Paris, 1882. Êste autorp formulou o a
guinte problema, que oonsiderou geral para a resolução de
dros:

Problema geral de Ernest Songay1o:-
"Dá-se uma faoe ~ g a projeção de um ponto (A)

aresta oposta (V) (Xoo-), sÔbre o p~ano desta f'ace e a 00

ta de (A) relativamente a êste p1anoo Pede-se resolve



o triedro!f"

De fato$ verificaremos que os se>lScasos clássicos

de resolução de triedros recaem neste problema, sendo, port~

to, problema básico. O citado autor, substituiu dois d08 ele

mentos clássicos~ faces e di~dros, pela projeção e respectiva

oota de umponto tal~ que permitisse re'solver o triedro.

Estudemos então a resolução do problema geral de SO!!
gayloe

Seja ~

a faoe dada,
A, projeção·
de um pont.o
(A) da ares~

ta (v)(x Lco
oposta à fa-

ce ~ e ~ ,'O~

ta de (A) (r.!
gura 15).

Façamos v
passar por (A) Figo 15
um plano perpendicular a (V)(Y00 ) " Seu traço no p~ano OC s,!
rã a reta AB I vy o -Rebatamos êsse p.Lanoem tôrno de AB~..L 00 .

ate coincidir com o<. o Teremos então o triângulo A(A)lB~ re-

tângulo emA e cujo cateto A(A)l =.,!, ou seja, a cota de (A)

e (A)lBé a distânoia de (A) à aresta de rebatimento (V)(Yoo).

Então 4 AB(A)l .é o retilineo do diedro (V)(Yoo) !: d..~" Pa.,
A ~ Ara determinar ~ bastara rebater a face ~ sobre o<~ tendo

- 47 -
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(V)(y ) como eixo. Após essa operação o ponto (A) ficará

00

batido em (A)2. Podemos verificar que V(A)2 é a aresta
(v)(x ) ,rebatida sôbre ~ e o ângulo da faoe ~

Q) ".

de.rá a (~ )1. .

Com emprêgo de racioclnio idêntico
. .....••.•

~J.C(A)3:: cl-fo e fi:: cV(A)4o
O diedro ;.r~.será determinado traçando o seu reti

l!neo relativo a um ponto qualquer da aresta (V)(X)j sej
00

(A)j por exemp Ic, Teremos em (A)20 1.V(A)2 e (A)4E 1.V(A)
os lados dêste retillneo, rebatidos juntamente com os
das respectivas faceso Construindo triângulo EO(A)5,
dos O(A)5 = O(A)2 e E(A)5 = E(A)4g têremos no ~E(A)50
grandeza de ~. Note-se que o plano do tri~gulo ED(A)5
perpendicular a (V) (X ) e que seu traço em o( é a reta D

00

e finalmente que está rebatido sôbre 0(, tendo como eixo
rebatimento EDo

Resolução dos casos clássicos
112 e 612 casos:

1Q Caso - !tOá_se as três faces {):.,fi e
de-se determinar o triedro".

Resolução 8 Empregar r-ac í.oc Ízrí.o semelhante ao do pr
blema geral de Songaylo, seguindo marcha inversa (ver figol5

Condições de possibilidade Q Oe acôrdo com as
priedades 1& e 2& (ver págo 42), o valor do ângulo das
deve satisfazer as seguintes condições:

'" ••• -" " Aa) jJ + 't:> ot >;1 _'li



Condições de Possibilidade - De acôrdo com as
(ver págo 4,), Aopriedades 11" e 12& o valor dos angulos

dros deve satisfazer às seguintes condiçõesg

pro-
die-
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~sse problema só admite uma solução.
, Ao A A ""6a Caso - "Da-se os tres diedros ~jJ, ~ 'i , fi 'I •

Pede-se determinar as faces do triedro~

Resolução - Fazer o problema recair no Ia caso, com
auxIlio do triedro suplementar, cujas faces são dadas pelos

'" ~ /"\suplementos de 0(13' oe:. ~, ft y
o "'. ""180 - oL..fi '" )51;

'" .A1800 - ;3 >I a:: OCl

(figo 14).
/'\1800 - o(),(

..-. A """
Determinado o triedro de faces o( 1, /3 1, ~l, fi

oam conhecidos seus diedros, cujos suplementos fornecem o va-
•.•• " Alor das faces ol, /I , ')I do triedro (V)-(X )(Y )(z ) or> 00 00 00

a)
b)

.....••• . A /"\
ol:.fJ + ol. 't .c::: j3}f + 2 retos

"" ~. '"2 retos ~ c<,!J + o(. 1r + fi 'lt <: 6 retos

Êsse problema admite uma única solução.

21) e 4g casos~-
, '" '"2a Caso - "Da=se duas faoes o( ,,,..-1 e o diedro com

-""preendido ~ o Pede-se determinar o triedroo

Resolução - Sôbre um plano horizontal, o plano 'J1,
Apor exemplo, tracemos + Z VY '" ct:, de tal sorte que

00 00 A
ZCX) V ..L -:n, 'JT. (ver figo 16) o Construir 4- ZooVóCoo)1 = fi o
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Figo 16

Ês.se ângulo corresponderá à faoe. jJ rebatida sôbre -.'.)J' , se

do eixo de rebatimento VZoo~.Por se tratar de faé~.;;
das ohamaremos (Íl )10 Tendo para vértioe v' == ZYe
umdos lados ~ilT~ construir umângulo igual ao

~
do diedro cl:fJ o Para isso J tracemos VYX~ inolinado
~v 1T (inclinação para a direita) de tal sorte que

X~ Vt 'lT''ll = 4 o

A , •• N

Alçar a face j3 a sua verdade1ra pos1çao, conside
rando J para isso, o ponto CA) de intersecção da aresta (V)(X

oom J1'. Êsse ponto. após o alçado, irá para A', s~bre ••



sabemos que 8

""1800 - oI.../J "= ~ 1 ;
1800 - ~ =

= ,131 ;
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f'X' , sendo A sua projeção horizontalo
co

Caimos,assim, no problema geral de Ernest Songaylo,
poiS, conheoemos uma face ec , a projeção A, de um ponto da
aresta oposta e a oota A'A dêsse pontoo Para conoluir a reso
lução é proceder como no problema geralo Foi o que fizemos
na figo .16

Condições de possibilidade e nÚmero de soluções -~!
, f , Nte problema e sempre poss1vel e admite uma unioa soluçao.

40 caso - "Dá-se uma face ~ e os diedros a ela ad-
"" """0<./1 e CI(". Pede-se resolver o- triedro~'jacentes,

N • .Resoluçao - Pelo tr1edro suplementar
(Vl)-(noo) (YI(X) ) (Zloo) ,

Construindo o triedro sup~ementar, na qual conhece-
/' "" ~mos duas faces (j1 e ~ I e o diedro (J1 't l, oompreendido

(2Q caso), podemos conheoer os demais elementos do triedro
Suplementar e, consequentemente, deduzir as demais faoes e
diedros do triedro (V)-(X )(Y )(Z ) que se procura.

00. 00 00
N , NCondiçoes de possibilidade e numero de soluçoes - O

mesmo que para o 20 problemao

3Q e 50 casos:
"Dá-se '" A diedro30 Caso - duas faces o( e/3 e o

Â
c(k' , oposto a uma delas. Determinar o triedrolt.



- 52 -

"..3t -

v

Figo 11

Resolução - Ver figo 110 Construir dois ângulos

jacentes Qzoo = a e ZooV(Xoo)l = (~)1. Supor qu
é{ pertença a ?1, que (P)l = fl g rebatida sôbre o( g

tôrno de (V)(Z ) e que VZoo.l ']P'lJ (por conven~êDc!&)
oog"'-'" .••. /

Se o diedro dado e c<. ~ :I entao g SUpOl'seja ele oposto a fi
Construir o retil!neo dêste di~dro ~ que passa pelo tra

B de (V)(Zoo) em ~'o Paraissog baixemos BC.lVYooo
bater o plano dêsse retillneo emtôrno de seu traço horizo
tál BCi sendo, agora, posslvel·traçar Bê(D)l. verdade!

""" ,
grandeZé2de ~~, conhecendo-se, tambem, D(D)l, traço do re
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l!neo em ~'o Alçando triângulo BC(D)l, ter-se-á DD' =
• D(D)lo A reta DVE cor-responde ao traço 't11', da face
11 no plano ']fv, sendo o ponto E o traço de (V)(Y(X) em

'Jf' •
~Considere-se agora a face jl que supuzemos rebati-

da em (fi) 10 O ponto (A)l será o rebatimento do traço da
aresta (V)(X(X)l no plano ,,"'. Alçar a face (;1)1 até
que ela atinja sua posição primitiva. O arco, oentro B, raio
D(A)l, indica o movimento que faz o traço (A) em tôrno do ei
xe de rebatimento, ou sejas. da aresta (V) (Z ) , quando se

(X)

alça (/J)1. Nesse movimento, cortará o traço }l1Tt em A' e
AI', que correspondem a duas posições possíveis para o ponto
(A), pertencente à aresta (v) (X(X)).

Conhecido A' ou Al', recaímos no problema geral
de Ernest Bongayko , pois, temos uma faoe cC., a projeção hor,!.
&ontal A ou Al, de um ponto da aresta oposta (V) (X ) e a

(X)

cota dêsse ponto AA' ou AlAl'.

face

"'" "'"Para determinar os diedros /3~ e c(,jJ, bem como a
é só empregar o mesmo raciocínio daquêle problema

geral, como fizemos na figo 170
Verifica-se que o problema pode apresentar duas so=

luções, uma correspondente à cota AlA e outra à AltAlo Ia
80 porque o arco de centro em B e raio B(A)l, intercepta o
traço 'g 'JYv nos pontos A' e AI' o Mas S8 êsse mesmo ar-co

tôsse tangente a êsse traço ou não o atingisse~ o problema 80
teria uma solução ou não teria solução,alguma.

Assim, analisemos as:



possibilidade - Para que se forme
triedro, é preciso que a aresta '(V) (x ) , em seu

00

de rotação em tôrno da aresta (V)(Z ), corte ou seja t
00

gente ao plano da face ~. Para que isso aconteça, a dist'..•.
cia B(G)l, do ponto B (pertencente ao eixo (V)(Zoo»'
aresta (V)(X ), deverá ser igualou maior que a distânci

Q)

B(H)1 dêsse mesmo ponte ao plano
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Condições de

.Então: B(G)l ~ B(H)1
Porém: B(G)l -= BV.sen /J

B(H)l
-""

E: = BC. sen oC. 't
Sendo BC .I'que: = BV o sen O< ,

Substituindo BC na ,igualdade '<3) pelo seu
. I \ '} "

dado na igualdade (4). veIlú

- B(H)1 BV o aen ~ o sen ~

Substituindo, na de~igualdade (1) os valores
B(G)l e B(H)l, dados igualdades (2) e (5),

Preenchida essa condição, deveremos considerar,
~. ,.... Abem, a natureza do diedro oC lS e das faces oC. e ;1 o

Assim, verificamos:
)

,.... P" '" I'1 ~ )í sendo agudo, haver-a uma soluçao se o( 2. /3
duas soluções se ~ > fi o

1

=

te, vem:
J\ •••• '" '"BV •sen f3 ;:. BV osen o( .' sen oe; ~

Donde, finalmente:

"senjJ - ~ .? sen.••••..sen~ -.
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2) ~'õ sendo reto ou obtuso haverá uma solução se

L.;; nenhuma solução se ~ ~ fi .

52 Caso - "Dá_se dois diedros ~ e ~ ea face
fi "-posta , a um desses diedroso Resolver os diedros"o

Resolução - Fazer o problema recair no 32 caso com
uxllio do triedro suplementar, oujas faces e diedro oposto a

••• '" .A '"delas. sao dados pelos suplementos de ot:. j.J. oC '(J e fi

ver figo 14).
Assim:
o "'"180 - ~fS c

Resolvido o triedro suplementar, é poss!vel oonhe-
cer todos os demais elementos do triedro (V)-(X }(Y )(z ),

O') 00 00

pois:

Como o triedro suplementar (resolvido de aoôrdo com
o 32 caso), pode ter duas, uma ou nenhuma solução, oonforme
já analisamos, o 52 oaso, também, poderá apresentar as mesmas
POssibilidades.

NOTA - Os 42, 52 e 62 casos podem ser resolvidos diretamente,
sem o emprêgo do triedro suplementar. (Ver "Geometria

Descriptiva", Pro.t'.Dr , Robert Haussner, pg- 134 a 150, segun
da edioión, trad. deI aleman por Carlos Mendizábal Brunet. C~
leccion Labor, Biblioteca de lnieiacion Cultural, XI,167-l68).
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Variações do problema geral de Ernest Songaylo -
V~ Problema:

"Resolver um triedro (V)-(X .)(y )(z L no qual
Â 00 00 00

conhecidos um diedro C<f1, uma das faces. ;;;(,que odete
na, e a projeção A, sôbre o plano dessa face. de um pon
(A), da aresta oposta, (V) (X ). a essa face".

. 00

.!!esoluçã~: Considerar a face ~ horizontal
y V Z = ~ (figo 18) o Seja o ponto A, consider
00 00

çar
sôbre
jeção de (A)

plano c< o
Traçar o r

tilineo do
'"dro o(~

passa pelo po
to (A). Para
so, traçar
AB 1.VZoo'
determina B

VZoo
plano
tilfneo

Fig o 18 ec e em tô
Âde AB, a fim de determinar a verdadeira grandeza de oCfi (

do do problema) o Isso importa em traçar Aí3(A)l = óé')3 o
cota do ponto (A) ficará imediatamente conhecida pelo segme
to A(A)ll. AB.

v

Caimos, assim, no problema geral de Ernest Sangayl
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. ~.I'......., , tpara conhecer J3' ~ e o<.~ e so empregar o mesmo racd ocâ.ní,o

já apresentado nesse problema.

Condições de possibilidade: O ponto A, pode ser
UJI ponto qualquer da face cc, fora das arestas, pode perten-
cer a uma das arestas, ou, finalmente, ao vértice. A raee éC

.Ao .
• o diedro ~;G , podem ter um valor qualquer igualou dife-

o •.•rente de 90 , desde que nao seja nulo.
I) - O ponto A é um ponto qualquer fora das ares-

tas:
a) se ° diedro dado ~fi I 90°, o problema

.stá perfeitamente determinado e admitirá uma e Únioa solução;
b) se ° diedro dado ~ • 90°, o problema é

t •.• ,impossl.vel,porque a projeçao A teria que pertenoer a ares-
ta (V)(Zoo).

II)

(V)(Yoo )
- O ponto A pertence a uma das arestas (V) (Z00 )

da faoe dada, oC:

a) o problema será impossivel, se A pertencer
, A Pa aresta VZ do diedro dado, sendo esse diedro, isto e,
Â I 0

00
•.• ,cc~ 90; ou, entao, se A pertencer a aresta (V) (Yoo)

d ~ . oo diedro desconhecido, mas oep:< 90 ;
b) o problema estará indeterminado, se A per-

(V)(Zoo) do diedro dado ~, sendo ~ '"'

ou

tencer à aresta
• 900;

c) o problema estará determinado, se A perten-
cer à aresta (V)(Yoo) do diedro desconhecido, sendo ~ -I
.I. 900. ' e
r Neste caso, o diedro desconheoido so podera ser reto
e o problema só admitirá uma soluçãoo

111) - O ponto A pertence ao vérticeo
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a) ~ 900, o problema , t= sera poss~vel e
, solução;ra uma

b) ~. 1900, o problema ,
• f 1sera l.mpossl.ve•

2Q Problema:
"Dá-se uma face d:..., o diedro oposto a essa fao

~Â~, e a projeção A, no plano dessa face$ de um ponto (
da aresta relativa aodiedro dado".

to

truir
Resolução: Considerar a face & horizontal e co

1vz = &. (figo 19).co 00

o plano oC,
considerado
projeção
em o< c

Traçar
pontos Ve A
reta vx.

00,sera a projeç
da aresta.(V)(x

c:D
na face o( o

10 ponto A9 tr
çar uma reta
pendicular

Figo 19 vx. ~ que dete
00

• #
nu.nar-a em VY ~ o ponto B e em VZ o ponto C o Aconsco 00
lhamos o traçado dessa perpendicular passando pelo~onto
apenas para evitar sobrecarga na épura, pois o traçado pod

v V'
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ria ser feito em relação a um ponto qualquer da reta VXoo
A reta BC corresponde ao traço, no plano ~p do

plano de um retilineo do diedro ;f~,que ~ por ser perpendic~
lar a (V) (X ), cortará oc numa reta perpendicular a VX o

,0000
A t A ARebatendo o plano desse retil~neo sobre o< e em torno de BC,

teremos um triângulo, no qual o ângulo oposto a BC, correspo~
derá ao diedro dado ;3'11. Para construir êsse ângulo, basta-
rá recorrer ao "ângulo capaz do segmento' BC", sendo ângulo o~
paz ;r~o O arco de circulo O. que resolve êste problema, cOE
tará VX no ponto (E)l. que oorresponderá ao vértice do
/':---.. 00 -"
B(E)lC = ;a s . O raio de rebatimento do vértice (E) será A(E)l
e o movimento por êle descrito será projetado num plano vert!
cal, paralelo a (Xoo)VA, segundo o arco de centro C = C' e
.raâc A(E) 1 = C' (E)lW o A projeção vertical da aresta (V](Xoo)
será a tangente V'X' traçada de V' (projeção vertical de

00

(V» ao aroo de centro C'o À linha de chamada de A, determi
nará, na intersecção com V'X~, o ponto A t o A cota de (A)
será C'A'o Conhecida fi\. cota de (A), recaímos no problema ge
ral de Ernest Songaylo e por êle, resolveremos o triedroo

1) Se o ponto A não pertencer às arestas (V)(Yoo)ou
(V)(Z ), que determinam a face ~$ o problema poderá ter

00

duas soluções, uma solução
ta VXoo corte o circulo

ou não ter solução, segundo fi\. ares
O, seja tangente a êste circulo

Condições de poasãbã Lâdade r ':Aprojeção A pode ser
um ponto qualquer da face ~ o Esta face $ bem como o diedro
oposto, também dados, podem ter valor angular igualou dife-

o -rente de 90 , desde que nao seja nulo.
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-ou na.o o atinja..

2) Se o ponto A pertencer a uma das arestas,(~(X CX)
ou (V)(ZCX):

a) ;fr, I 900, prob)ema sempre possi vel , tend
uma única solução, qualquer que seja o valor angular de &:;

b) {'li = 900:
A o , (I - ~ = 90 - o problema sera possl.vel e t

, AI. , Ara uma soluçao. Nesse oaso, o triedro sera birretangulo.
II - ~ I 900 - o problema será imp08stvel.

3) Se o ponto A pertencer ao vértice:
)~ /'.. , -:a j3 ~ •.• 0<, o problema sera sempre E088~ve

e terá uma solução (o triedro será birretângulo);
b) j3"')f F' ~ , o 'problema será impossivel.

Resolução de trie~ros - Discussão dos diversos casos -
O Prof. Dr. Roberto Muniz Gregory, catedrático

Geometria Descritiva, ao qual já fizemos referência em diver
808 pontos dêste trabalho, faz"interessante estudo sôbre ês
assunto, que passamos a transcrever:

ttResolução de triedros"
N , ~"Nao considerando o processo estereometrico ou

montagem, que consiste em determinar os elementos desco
nhecidos de um triedro, por sua medida direta sôbre as
guras materialmente realizadas, com o auxilio dos elemeD
tos conhe idos e 08 processos mais ou menos expeditos ea
pregados ~a navegação maritima, para resolver os triân~
los esféricos, podemos utilizar os três métodos gerais.
guintes:
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1Q - pela trigonometria esférica
2Q - pela geometria ana1itica

\
3Q - pela geometria descritiva

Na resolução pela geometria descritiva o instrumen-
to empregado sendo b desenho projetivo, funciona como cá!
culo gráfiCO: as soluções poderão ter a aproximação exi-
gida na prátioa, desde que sejam adotadas escalas adequa-
das.

Na resolução dos triedros há que atender sempre ao
duplo objetivog

a) determinação dos elementos desconhecidos;
b) construção prática dos triedros e de outras fi~

ras por ~les formadaso
Sabe-se que ~ em geral, devem ser dados três dos seis

elementos de um triedro para ser possivel sua resolução,
sendo de interêsse recordarmos quantos e quais são os ca-
sos de resolução para cada um dos quatro tipos, a saberg

1 - Trirretângulos = Todos os elementos sendo conhecidos
não há casos de resolução,mas, apenas, problemas rel~

tivos à sua construção ou representação gráfica projeti -
va.

2 - Birretângulos ~ Apesar de serem conhecidos quatrodoo
(

~ ~ A oseis elementos í1 = o( ~ '" ~ .., 0<(3 '" 90 , por exem
pIo) sua resolução exige o oonheoimento de um quinto ele-
mento, não havendo casos de resolução g mas, apenas, pro-
blemas sôbre sua construção, visto como, dado o 52 eleme~
to, o 62 fioará conhecido por ter o mesmo valor numérico
(o diedro ;1"''& e a face ~ que é o seu reti lineo no exem



3 - Monorretângulos - Sendo conheoido um dos seis
tos (é uso designá-lo por 4 ...900 de

rio ao que se adota em geometria plana para o
retângulo), são neoessários mais dois elementos

tri~gulo
dos-5 re

- 62 -
pIo acima) isto é,
go em trigonometria
de graus que".

f3~ ~ ~ O simbolo g, de emprê.
esférica, se lê "tem o mesmo nÚmero

tantes, o que dá:
c2 = 5.4 •
5 1.2

tos seguintes:
/"

19) Dados )$

10 casoa que se reduzem aos seis distin-

minar .•..ft e

íJ e
2 combinaçõ

.••..
ou ~ deter

ou
".. ..,.... ......-

2!2) Dados fJ e j!J 'i ou coe e ~)$, deter
minar 'i,;3, ~y, }

..•..• A /'-ou '6, o( g j3 ~

e /J g determinar
,... ..••.. ""

e ~ ou '6 e j3
minar íi g ;'6 e ~~}

A"'" "ou ol.., P ~ e ol. o
..•••••..••. '" A

5g) Dados j3lS e cJ..ft, determinar 0'-, j3
6g) Dados d- e jy, ou ft e oe.-~, deter

/'- ""-

fi g ~~ e ! }
ou s.. (3'6 e )$

2 combinaçõ

3 o) Dados :;;:.
"'"

40) Dados 1S

~ , ;-ve c, 1 omb;nanao'"o /'" o •••..0 c .•. 'f

, deter

2 oombinaçõe
Ae ~ 1 combinaç'"

2
minar

Total 10

4 - Obliquângulos - Devem ser dados três dos seis elemen
tos: ~, p, havendo,



que podem se reduzidos nos casos distintos abaixo~

10) Dadas as três faces ~ 9 í3 9 ~ dete!,
.•. "" - -" -minar' os tres di.edros 0<.(3 , o( 't 9,'10 o o 1 combinaçao

20) Dadas duas faces ~, ~ e o diedro
/X "... "" Acompreendido ei..fo 9 ou 0(.., 't JI ec ~ ou

" '" ".. A Â ""

!3 JI 'If J) ~ ~ 9 determinar DI. ~ J) ft ~JI 'lf
-" -" ~ "' .....••.ou o(. (J J) ft ~JI P ou c/..fi J) ot. ~ li ct..

30) Dadas duas faces e o diedro oposto
,...."A "...

uma delas: o(. li fJ li jl 't ou o<. J)

~ A" '" A •.•••

o(. ~ ou O( JI 'lí li P ~ ou o( JI lS'
/' "" "" """ "ou f3 li ~ li P( 't ou (3 li )$ JI of../3 de-

" "'" -" A '"terminar~ }I li oI..fo' ol-~ ou ~ J) cL jJ li

••....•.••• -.. "'" ,.A.. ••..••• A' """

f3 '6 ou ft J) d-p.,~ ou f3 li cL 'd , ;a 'i
.r- "".Ao A -" -"ou oL JI cl...f.> JI j3 ~ ou ó<. li o( ~ JI j9 ~

4) .... A - '"o Dados os tres <a~edros oI..;l' ck~ JI /3 ~
.•. "'..... ~determinar as tres faces of.. li (1 li I'

50) Dada uma face e os diedros adjacentes8
" Ao A ",.(":: A "ec li d.foe oq ou ~, /~()(JI (3}( ou ~ JI

A.. "" • ",,,"
)$ o(. li '6j3 detiermí.naz-g j3 ~ li f3 JI }I

A ",.... '" Ã..... ~
ou o(. 'd JI ec lI)C ou o<j3 JI al- JI P

60) Dados dois diedros e a face oposta
••• Ao, A...... A A

um deles g o(. li j3't li o(}( ou (3 li ol- ~ ,
~ ~ ~ A ~ ~ A
jJ ~ ou o(. D j3 }í j) 0<.(3 ou ~ 11 !3 2( e o/..(J

" Ao -:"\ • "A "'-
OU "IS, otp li oL K OU (J, ot./3 JI o(~ de-
terminarg A li ~ li4 ou ~ li ç- ,0'-/3"," """ ,..."'" ~ ""'""ou (l , " JI ri..~ ou o( s iJ, ol~ ou ()(.JI!3 JI

" /">- À •••••fJ~ ou õ( j) }( g j3K _0.0000000.0000.

Total

- 6, -
,

total de casossim, umnumero

C' :o:: 60504 = 20
~ 6 10203

, combinações

a

6 combinações

1 combinação

3 combinações
a

6 combinações
20 combinaçôes
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Pela discussão dos seis casos dos triedros obliqu~

'J

gulos, sabe-se que, de acôrdo com os elementos dados, po
de haver: O solução (impossibilidade); I solução (dete
minação); 2 soluções (ambiguidade); ou um nÚmero
to de soluções (indeterminação)."

Figo 20

Aplicações da resolução de triedros -

I) Reduzir um ângulo ao horizonte:
Êste problema, de aplicação em topografia,

no seguinte~

.do espaço
rado como ôlho
um observador),
xam-se dois ponto
A e B,
tes a um plano ho
rizontal ')T

20) e dêsse
ponto (V) traça-_
(V)C perpendicul
a 'Jf. Temos p

sim, as retas (V)Ap (V)B e (V)C. determinando um triedro
~ ,,~/' ~<"faces C (V)A = (3; C {V)B = O( e A(V)B '= iS •

.•....••
Nesse triedro procura-se o valor do diedro ~

ou sejap a grandeza do ângulop projeção ortogonal de A(V)B
...•

<= 't , sÔbre o plano horizontal:n (dai "reduzir um ângul
ao horizonte"). Êsse problema é considerado como uma aplica
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qão do lQ caso clássico.
II) Determinação do semi~ângulo do vé~ice do cone

de-revolução circunscrito a um triedro
Dado um triedro, o problema resume-se em determinar

,eu eixo dos mediadores e -o ângulo que êsse eixo forma com
uma das arestas do triedro. Basta, pará isso, conhecer o pla
no determinado pelo eixo mediador (ver pág. 22) e 'uma das
.e~as do triedroo ~Bse plano cortará a face oposta à aresta
que o contém, segundo uma reta ,a qualservirá como eixo -de reb~
timento dêsse plano sôbre a face em questão. Essá operação
de rebatimento permitirá conhecer a verdadeira grandeza do ân
gulo formado entre o eixo e a aresta 49.---triédro.

Também podemos resolver êsse problema com auxilio
do teorema sôbre o eixo dos mediadores (págs.\l05 a 111).

Considerado como ponto de partida do navio, e a colatitude de
um ponto (B), considerado como ponto de chegada dêsse mesmo

111) Determinação da
rota de um navio:

Êsse problema ser-
ve de fundamento teórico pa-
ra compreensão dos cálculos
que se empregam na avaliação
da rota de um navio.

Consiste no segui~
te:

- Dá-se a colatitu
-de de um ponto (A) (figo 21),

(p)

Fig. 21
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navio. Trata-se de oonhecer o percurso
00 (A)(B).

Supondo que êsses pontos (A) e (B) sejam dois
ces de um triângulo esférico, o teroeiro vértioe estaria

•••• Apolo (p)~ O triedro que determinou esse triangulo
seria (O)-(A)(B)(P), no qual se conhecem duas faces (A)(O)(P

(colatitude do ponto (A), de partida) e (B)(O)(P) (colatitu
de do ponto (B), de ohegada) e o diedro por elas
(A)(O)(P)(B) •

A face correspondente à colatitude do ponto de
gada é considerada fixa. O diedro (A)(O)(P)(B) é dado
diferença de longitudes entre os pontos (A) e (B),
e de chegada.

IV) Determinação do semi-ângulo
inscrito no triedro

Dado um triedrog procura-se conheoer o ângulo que
eixo dos bissetores (ver págo 22) forma com uma das faces d
se triedroo

Determinado o eixo dos bissetores, projeta-se, o
gonalmente, êsse eixo sôbre uma das faoeso O ângulo fo
entre o eixo dos bissetores e sua projeção é o ângulo que
proourao Para conhecer Sua verdadeira grandeza, rebate-se
seu plano em tôrno de sua projeçãog sôbre o plano da faoe.

Nota: O exemplo nO IV comportaria, também, o seguinte prob
ma, cuja maroha de resolução seria a mesma daquele

so: "Dado um triedro, determinar o centro de uma esfera
raio dado, inscrita nesse triedro".
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Supondo conhecido o ângulo entre o eixo dos bis seta
e a face (já determinado no exemplo nQ IV), bas"tará tra-res

qar um plano paralelo à face, distante dela como o raio da es
fera. O traço do eixo"dos bissetores nesse plano é o centro
da esferao

xr - SECÇÕES PLANAS

Triedro de duas fôlhas - natureza da sec9ão -
Êste estudo, que pode ser generalizado para um

10 sólido qualquer, será feito, monsiderando o triedro
lendo de duas fôlhasg ou seja, o triedro e seu simétrico
de pgs. 11 a 13).

Admitiremos, estabelecendo analogia oom "secções cô
ní.eae ", um plano auxiliar 8, obrigado a conter sempre, o vér-
tice (V) do triedro e para o qual~ o plano seoante 11 será pa
raleIo (1).

Poderemos considerar cinco posições para o plano au
xiliar S:
1& - O plano auxiliar 8~ passa, apenas, pelo vértice do trie=

droo Êsse plano auxiliar terá, então, somente um ponto
em comUm com o triedro (figo 22).

2& - O plano auxiliar S contém uma das arestas do triedro o
Êsse plano auxiliar terá,~ntão, somente uma reta em co-

(1) Seguimosraciooínio semelhante ao enpregado para o estudo de IISeoyões oônto.alt'
PO!' C. Roubaudi, "'l'raité de Géométrie Desoriptive", pág~ 19', tl"ols1emeédi-
tlon, revue e mse à Jour pa:' A. Thybaut, Massonet ele. tditeurs, 1926,
Plll'is.

,.
ang~
como
(vi-
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mum com o triedro (figo 24)0

3& - O plano auxiliar S contém uma das faoes do triedro.
se plano auxiliar terá, então, duas retas----------------------~

que corresponderão a uma faoe do triedrog em comum com
"", '" • j}angulo solido. O ponto de concorrenc~a das arestas e o
ce do triedro (fig.26).

4& - O plano auxiliar S pertence a uma das arestasi e co
a face oposta, do triedroo Êsse plano auxiliar terá,

tão, somente duas retas concorrentes em oomum com o tried
O ponto de conoorrência é o vértioe do triedro (figo 28)0

5& - O plano auxiliar S pertence ao vértice e corta
dro aO longo de duas faces. Êsse plano auxiliar

então, somente duas retas concorrentes em comum com o tri
droo O ponto de ooncorrência é o vértice do triedro (figo3

Ia Posição - O plano auxiliar S passap apenas, pelo vért
do triedro.

Qualquer plano 81, paralelo a S (figso 22 e
cortará somente uma das fôlhas do triedro e sempre
um triângulo, cujos vértioes (A), (B) e (C) são os
das arestas (V)(X ), (V)(Y ) e (V)(Z ) no plano

00 00 00

SI e cujos lados (A)(BL, (B)(C) e (C)(A) são os traços
faoes ~, o( e ~ nesse mesmo plano secanteo

Os vértices do triângulo de secção (A)(B)(C)
dos pontos próprios. Por analogia com secções cônicas,
posição oorresponde, no teorema de Apollonius,

- t N - ,çao e11ptica, em que a figura de secçao nao tem pontos imp
prios. A figo 23 corresponde à épura no sistema mongeanoo
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- O plano auxiliar 8 contém uma das arestas do'~~--triedroo

Qualquer plano 81, paralelo a 8 (figso 24 e 25),
oortará somente uma das fôlhas do triedro e segundo um triân-
plo (A)(IcJ(C), que tem um de seus vértic~s (Ya» impróprio.
iate vértice corresponde ao traço da aresta (V)(Yoe)' parale-
la ao plano 81, neste pIano s Consequentemente, dois lados
do triângulo de secção ~ aque Les que determinam o vértice (Yoe),
ou seja, (A)(Yoo) e (C)(YooL serão paralelos entre si, isto
,.'

Comparando com secções cônicas" essa rposição cor-
responde, à secção parabólica, (ver Co Roubaudi, Traité de Gé~
.ítrie Descriptive, pgo 193, já citado em nota de roda-pé da
pág. 61)0 A figo 25 corresponde à épura no sistema mongeanoo

1& Posição - O plano auxiliar 8 pertenoe a uma das faces do
triedroo

Qualquer plano secante 81, paralelo a S, (figso
26 e 27), cortará, somente, uma das rôlhas do triedro. A se~
9ão será constitu!da'por um ângulo plàno (X )(C)(Y ), ou se

00 00 -

ja, por um triângulo (Xoo)(é)(Yoo) que possui dois vértices
imprópriosg consequentementell um lado, também" impróprioo

O vértice (C) é próprio e determinado pelo traço da
aresta (V) (Zeo) no plano 810

Os vértices (X ) e (Y ) são impróprios e determi-
00 00

llados pelos traços (Xoo) e (Y(0) das arestas (V) (Xoo) e
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(V)(1
00

)' respectivamenteM no plano 81, para o qual essas
arestas estão paralelaso Do mesmo modop a face ~ determina
da por essas duas arestas do triedrop terá seu traço em 81,
i.JI1próprio,o que justifioa ser o lado (Xoo) (y00) do triângulo

N p..de secçao, impropr~oo
NA. • HComparando com secçoes con~cas, essa pos~çao corres

ponde, ainda, ao caso da secção parab~lica (ver a já citada
obra de Co Roubaudi, pgo 193), porque as arestas (v)(x ) e

00

(V)(Yco) cor-reapondem a duas geratrizes da superdcie cônica,
p •• pinfinitamente proximaso A figo 27 corresponde a epura no sis

tema.mongeanoo

4& Posição - O plano auxiliar 8 pertence a uma das arestas
e corta a face oposta do triedro.

Qualquer plano 81, paralelo a 8 (figso 28 e 29),
oortará as duas fôlhas do triedro. A figo 29 corresponde à
•epura no sistema mongeano.

A secção plana será constitufda por dois ânguws dia
tintos (X )(C)(R ) e (X )(B)(R ), que têm os lados (B)(Roo)00 00 00 00

e (C)(R ) na mesma reta suporteo
00

Os vértices (B) e (C) são próprios e determinados
pelos traços das arestas (V)(Yoo) e (V)(Zoo), respectivame:n=
te, no plano 810

A secção apresenta dois pontos impróprios, que Sã08
lQ) (X ), correspondente ao traço impróprio da arestaoo
(V) (Xoo)' paralela a 81,. neste plano; 20) (Roo) 9 corres-
Pondente ao traço impróprio da reta (V)(Roo) no plano 81, pe~
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tencendo a reta (V)(RQ7) ao plano ec •

Verificamos, assim, que o lado (B)(C), traço da fa-
OS o' no plano 81, tem seu 'ponto impróprio em (Roo)' o que
taz que êsse lado, embora tànha suas extremidades (B) e (C)
próprias~ fique representado por duas semi-retaso(B)(Roo) e
(C)(Roo)' oolineares e de sentidos contrárioso Do mesmo mo-
do, o lado da figura de seoção, re.s.ultante do traço da face ~

"DO plano Slp e representado pela sem-reta (C) (Xoo) e o Ia
do dessa figura, resultante da interseoção da faoe p oom o
plano 81, oorresponde ~ sem-reta (O) (Xoo ) o

Numa das fôlhas do triedro temos a figura de seoção
definida pelos pontos (X )(B)(R ) e na outra fôlha temoseo 00

(X~)(C)(Roo)o Comparando com seoções oônicas, sua posição
oorresponde ao caso da secção hiperbólicao

5& Posição - O plano auxiliar S pertence ao vértioe e corta
o triedro ao longo de duas faoes.

Qualquer plano 8lp paralelo a 8
figo 31, na épura do sistema mongeano),
do triedroo

(figo 30, no e.!,
oortará as duaspaço;

tôlhas

A secção será oonstitulda por duas figuras distin=
tas: o ângulo (Sco )(C)(Roo) e a poligonal (Roo )(A)(B)(Soo) o

Os vértices (A), (B) e (C) são próprios e determina
dos pelos traços das arestas (V)(X ), (V)(Y ) e (V)(Z )

00 00 00

~8pectivamente, no plano secante 810

No entanto, a secção apresenta, também, dois pontos
~óprios, que são, como se poderá observar,
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19) _. (Roo)' correspondente ao traço impróprio da reta (V)(Rco)'
paralela ao plano SI, n~ste plano.

2g) - (Soo) ~ correspondente ao traço impróprio da reta (V)(Sco)'
paralela ao plano SI, n~ste plano.

O lado (A)(C)~ traço da face )3 no plano SI, tem
impróprio (R ) compreendido entre os vértices (A)

00

e (c), próprios. Isto faz com que ~sse lado fique dividido
em duas semi-retas (A)(R ) e (C)(R· ), colineares e de senti

00 00 -

dos contrários. O mesmo acontece em relação ao lado (B)(C),
traço da face ~ no plano SI. Seu ponto impróprio (S ) faz

00

oom que êsse lado, embora tenha suas extremidades (B) e (C)
próprias~ fique representado por duas semi-retasg (B)(Soo) e
(O)(Soo)' colineares e de sentidos contrários.

Q,uanto ao terceiro lado, (A)(B) é todo próprio eco!,
, ... '"responde a intersecçao da face 't com SI.

A figura de secção ficará, pois, dividida em dois
Um dêles se refere à secção do plano SI com uma das

tôlhas do triedro, determinando a figura (R )(A)(B)(S ); o
00 co

outro ramo é relativo à secção do plano SI com a outra fô-
~ do triedro. correspondendo à figura (R )(C)(S ).

00 00

Comparando com secções cônicas~ verificamos que es-
Ia posição corresponde ao caso da secção hiperbólica (ver a
obra, já citada, de C. Roubaudi, pg. 193).

______ - A secção plana de um triedro só se apresentará s!
gundo um triângulo,oom todos os seus pontos pró-
plano secante obse~ar as condições estudadas na

A ,ou seja, quando ele e paralelo a um plano S que
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passa pelo vértice do triedro e somente pelo vértice.

Esta condição poderá ser expressa de outra
rag considerando os ângulos das faoea do triedro em
aos ângulos que formam com as arestasg os traços
cante na face.

- "Para que o plano seoante 81 determine uma
ção de pontos próprios~ torna-se necessário que dois
seus traçosp BloC e 81)3 ~ nas faces cX.. e fi, resp
tivamenteg seja~ conoorrentes com as arestas
(V)(Y ) e (V)(Z ), numa mesma fôlha". (fig.

00 co
Sejam ~ e í3 os ângulos das faoes o(. e
(V)-(X )(y )(Z ) e si-e ,co co cotriedro 81,13 9 os traços do p

no seoante 81
(v) faoes o; e

Seja
guIo que
810(., da

(x(O) forma com a
ta (V) ezCX» (a
tura voltada p
o mesmo lado
&:) •

Seja b o
Figo 32 guIo que o tr

81/3 9 da seoção 81, forma com a aresta (V)(ZCX» (abertura
siderada para o mesmo lado que ~ ).
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passa pelo vértice do triedro e somente pelo vértice.

Esta condição poderá ser expressa de outra
rag considerando os ângulos das face& do triedro em
aos ângulos que formam com as arestasg os traços do
cante na face.

- "Para que o plano secante SI determine uma
ção de pontos próprios~ torna-se necessário que dois
seus traços p SloC e 81p ~ nas faces o(. e fi, resp
tivamenteg sej~~ concorrentes com as arestas
(V)(Y ) e (V)(Z ), numa mesma fôlha.". (figo00 00

triedro
. ~ "SeJam cX e fi os

(V) -(Xoo )(Yoo )(Zoo )

ângulos das faoes o( e jJ

e 810(, 81)3 9 os traços do p
no secante 81

(v) faces o( e

Seja
guIo que
810(, da

(1(0) forma
ta (V) (Z ) (a

00

tura voltada p
o mesmo lado
&:) •

Seja b o
Figo 32 guIo que o tr

8113 9 da secção 81, forma com a aresta (V)(Zoo) (abertura
siderada para o mesmo lado que í1 ).
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Assimp pois, a secção plana de um triedro só poderá

ter todos os seus pontos próprios se fôr satisfeita a condi
,.,
qao~

â;>~ e b'>~
Verificamos, tambémp que determinados os dois tra=

qos 810( e 81;.1, para os quais foram considerados â e bs
o plano 81 está perfeitamente determinado o

~~ 900 A oSe e j3 ::::90 , o plano secante SI, em
relação ao.diedro ~ só poderá de sentido direto (1)~ J ser

se verifique a eondição~ " "... b >/1 opara que a >0<. e

Batureza das secções triangulares de pontos próprios -
De acôrdo com o tipo de triedro e o modo de seccio-

DÍ.-lop poderemos ter triângulos acutângulos, retângl1los ou ob-
tusângulos, como figuras resultantes da secção plana de um
triedroo

Consideraremos os tipos de triedrog apenas em rela-
qão à grandeza de seus diedrosg pois tôdas as conclusões tira
das éôb-re o assunto são deduzidas do estudo de "secções pf a-
Il8.sde um diedro 11 o

A = Triedros obliquângulos~
lQ) Se o triedro fôr acutângulo, poderemos ter tri-

"angulos de três espécies, a saber~
I - triângulo acutângulo - o plano secante poderá ter uma

posição qual~uer desde que se-
ja observada a condição ~ a > c:;(. e b > í3 o

~----------------------------------------------------------
(1) !!ano de sentido direto ~ € o plano cuJos traços nas (aoes de UlII diedro são

Oblíquos â areria do diedro e es'tão de UlII mesmolado do rêtil{neo dêsse die-
dr-o, relatl. w ao ponto de ooncorrênoia dos treqoso Plano de sentido inverso é
o que tem seus traqos de um8 outro lado dêsS8 •••til{neo.
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11 - Triângulo retângulo } só será possivel se~ satis
sendo a oondiçãog 'â > ó(

ou <' "-D ">;3~ o plano seoante r
111 - tri~gulo obtusângulo de sentido inverso (1) p

um dos diedros.

20) Se o triedro rôr obtusângulo, teremos
f) • _tes espe01es de seoçoes:

I - triângulo acutângulo } o plano secante só poderá s
. de sentido direto, em rela9

ou a qualquer dos diedros do t
II - triângulo retângulo .drc para que: â '> ~ e S>

lI! ~ triângulo obtúsângulo - o plano seoante poderá s
de sentido diretoj) inverso
ter um dos traços perpendf
culares a uma aresta (d
últimas hipóteses quando
raee aguda) o

3Q)Se o triedro rôr simplesmente obliquângulog
sejaj) possuir ângulos diedros agudos e obtusos. poderemos
08 três tipos de tri~gulos. de acôrdo oom o nÚmero de
dros agudos ou obtusos que o triedro tiver e
dada dos traços do plano secante atenderem à oondição: â >
e S >fi ' podendo o plano seoante ser de sentido direto
inverso, relativamente a um dos diedros do triedroc

B - Triedros retângulos:
10)Se o triedro rôr trirretângulo.o

secção só poderá ser acutângúlo, porqueg para que seja
da a condição â > ~ e b >íJ. o plano secante _s_ó_~ __
ser de sentido direto e tôda a seoção plana de um diedro

(1) Vide nota da página anterior o



tângulo por plano de sentido direto é sempre um ângulo agudoo

22) Se o·triedro rôr birretângulo,poderemos ter tri
ângulos das três espéciesga saberg

I - triângulo acutângulo - o plano secante em relação a
qualquer dos diedros do trie-

dro só poderá ser de sentido diretog para que â > ~ e b >fi o

11 - tri~gulo retângulog
a)'Se o â.ngulo.diedro

no secante SI devé=

o traço na race
0(, a que supomos
ser aguda, poderá ser FigQ 33
perpendicular ou obl{qua a (v)(z )0 Nesta última hipótesego

00

plano secante deverá ser de sentido inverso em relação ao di~
dro ot:"p , tendo-se o cuidàdo de verifioar que â :> ~ e 1:) >fi 9

b )Se o ângulo diedro não.i"etingulo rôr obtusâng;ulo,
o plano seoante só'poderá ser de sentidó direto o

LlI - TriângulO obtusângulo~ ..
a)'se o ângulo'diedro não retângulo rôr acutângulog

o plano secante ~ó poderá ser de sentido inverso e, sàmente
em relação a um dos diedros retângulosg observando-se que

rá ser determinado em

relação a um dos die
A

dros retangulosg co-
/'..

mo 0(..j.3» do trie -
dro (v)-(Xoo)(Yoo)( Zoo)
(figo 33)0

- 83 .;.

não retângulo rôr agudo, o pl!:

(v)
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b) se o ângulo diedro não retângulo fôr obtusângul
o plano seoante só poderá ser de sentido direto e o ângulo o

A _"tuso do triangulo de seoçao so podera corresponder ao
obtusângulo do triedro.

3g) Se o triedro fôr monorretângulo - poderemos
triângulos de·seoção das três espécies desde que â:>~.
1> >;3 o

Nota:- Em relação aos triedros simplesmente obliquângulos
aos monorretângulos, temos que levar em consideração

que a grandeza c:;< e fi dos ângulos das faces. ãndependem

grandeza dos diedroso Assim, o triedro pode
10 e não possuir uma face em ângulo reto.

Seoção anti-paralela de um triedro -
Denominamos secções anti-paralelas de um

duas secções planas e triangulares tais que seus vértices.
(A)(B)(C) e (D)(E)(F), pertenoem à superficie
ra.

Assim, qualquer triedro, cujas arestas sejam secante
a uma esfera, determinar.á.nos pontos de penetração ( ), (B)
( ) 'rt· '" 1 fC, os ve 10es de um trjangu o, e nos de sa1da,
(F), os de outro triângulo. Êsses dois triângulos corres
rão a duas seoções anti-paralelas dêsse triedro.

Sabemos que o plano (V)(D)(E) secciona a
segundo um circulo que passa pelos pontos (A), (B), (D) e (
e para o qual, o ponto (V) é potência. O mesmo podemos o
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••~ar em relação às demais faces do triedro.

Portanto:
(V)(A).(V)(D) ••' (V)(B).(V)(E) ••

::(V)(C)o(V)(F)

Verifioamos, ainda ,
que os planos (A)(B)(C)
(D)(E)(F) são seeántes
••tera,determinando, conse~
quentemente, duas secções
oirculares, na superricie da
••terao Se considerarmos o
cone oirounscrltói&:.êsse trie

~.....' -

(v)

e
,
a

41"0;, .observaremos'·q#e as
N • .. :.;::.-.:" :

duas secçoes cl.rculare.s·cor Figo 34
- -

reBpondem~ também, a i~terseeção do cone oom a esfera e
duas secções anti-paralelas do oone.

*

•..sao
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3& P A R T E

CASOS EM.QUE OS EIXOS DOS TRIEDROS SÃO LUGARES GEO
Mf:TRICOSDOS CENTROS DAS SECÇÕES TRIANGULARES

,.. t" NSob este t~tulo$ f1zemos um estudo da relaçao
tente entre os principais centros de um triângulo e
pais eixos de um triedroo Consideramos o triângulo obtido
Ia secção plana de um triedro (IA posição$ ver págso 61 e

-e verificamos em que oasos o centro de uma seoçao triangul
(1) pertence ao eixo correspondente do triedroo

Como resultado dêsse estudog apresentamos
, remas principaisg que pretendemos demonstrar e que são os s

guintesg

Teorema I = "O eixo dos bis setores de um triedro é o
.~,;.

geométrico dos incentros das seoçaé~ triangula
eujos traços nas faces do triedro f~rmam ângulos
iguais com duas de suas arestas". \..

Teorema rI - "O eixo dos medianos é o lugar dos baricentr
(ou centróides) de tôdas as seoções triangulares
um triedrog feitas de modo que os traços de
arestas no plano secante estejam equidistantes
vértice dêsse triedro".

Teorema 111 - "O eixo das alturas de um triedro é o lugar
--------------------------------
(1) Motar8'í1OS sec9ão triangular, paoa exprimir as sec9ões no triedro, cuJos

tos sejan todos próprios.
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métrico dos ortocentros de tôdas as secções trian~
lares cujo plano seja perpendicular a uma das ares-
tas ou cujos traços em duas faces do triedro sejam
perpendiculares aos traços dos planos altura nessas
mesmas faces".

reorema IV - "O eixo mediador de um triedro é lugar geométri-
co dos circuncentros das secções triangulares fei-

tas de modo que os traços das arestas no plano secante rue es
tejam equidistantes do vértice It •

Para demonstração dêsses teoremas. que designamos
oom nÚmeros em algarismo romano: I, II, III e IV, tivemos que
~8 basear em outros teoremas, alguns dos quais relativos a
tiedros e que designaremos com nÚmeros em algarismos arábicos
para distinguir dos primeiros.

Teorema I - Lugar geométrico dos incentros -
"O eixo dos bis setores de um triedro é o lugar geo-

métrico dos incentros das secções triangulares cujos tr~
ços nas faces do triedro formam ângulos iguais com duas'
arestaslt•

Demonstração - ptscussão -
A demonstração dêsse teorema baseia-se num outro re

~tivo ao plano. bissetor de um diedro e que se enuncia:
'leorema1: "O lugar geométrico das bissetrizes dos ângulos li-

neares cujos lados estão sôbre as respectivas faces de
um diedro, formando ângulos iguais com sua aresta, e sô-
mente ângulos ig~is~ é o plano bissetor dêsse diedrolt~

Observada a condição de igualdade de ângulos dos tr~
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ços em relação às arestas do triedro, de acôrdo com,~ teore
que acabamos de enunciar, verificamos que, bastará conside
essa condição, somente em relação a duas arestas, porque:

Teorema na 2g "Se os traços de um plano secante ao
formarem ângulos iguais com duas arestas de

, ..•,dro, com a terceira aresta, tambem formarao
iguaislf

•

Isto em virtude de serem co-punctuaisas bissetriz
de um triângulo e co-axiais os bis setores de um triedroo

Teorema nQ 3 g "Se houver uma aresta de um triedro para a q
os traços do plano secante não façam ângulos i

, , Nhavera tambem outra nes~as condiçoes e o incent
do tri~gulo de secção não pertencerá mais ao
dos bissetores".

Demonstração do teorema 2g (figo 35)
Hipótese g

Ôl = b1 e b2
.•. .•.
c2 = aI

Seja o triedro
(V)-(Xoo )(Yoo) (Zoo)

Sejam (M)(C) e ç

Tese:

as bissetrizes de
(YcxJ (A)(C) (B) e (C)(A)

do triângulo de seo
(A)(B)(C). De

Fig. 35 oom o teorema na 1,
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,aS bissetrizes devem pertencer aos

A ..•••••

respondentes, ou sejam «"p e jJ)f

(M,(B)r será bissetriz de
rem ao-pmotuais as bissetrizes de um triângulo. O ponto (M~
pertencendo a(MXV), eixo dos bissetores,'pertencerá também ao

Âbissetor do diedro o(.~, em virtude de serem co-axiais os bis
letores de um triedroo

Se(MXB) pertence ao bissetor do diedro ~~ , então:
ê2 = âl (1)

Demonstração do teorema ,:
Hipótese: êl /1\. Tese:
Seja (A)I a bissetriz de

(A)(B)(C) do triedro
(V)-(X(X» (Y(X» (Z(X) ).

Seja I o incen-
tro do triângulo •••••
(A)(B)(C). Pelo teore

I'es (V)(M).

(1)R:o~e.-d;t;I"~'~ ~~ ~~~-:O-d;Ms-;e;i;s-d~~;i~~i;e;-res... ", vaI" pá&.. 87, "Demonstração a Disoussão".

ma na 1 conclui-se que;
ae Ôl / Pl (hipótese),
(A)r' não· pertence ao
bissetor do diedro ;3'6,
logo I não pode per-
tencer ao bissetor de
A

4~ e,consequentemen-
t~ao eixo dos bisseto

bissetores dos diedros cor
(considerar a hipótese).
~(A)(B)(C) em virtude de se

(figo 36)

â2Ao
(C)(AJ(B) da ..secçao

(v)
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Mas o inoentro I, pertenoe, também, à
(C)I de (A~B) e oomo não está sôbre (V)(M).

Atencer ao bissetor do diedro oL./3. Estando (c)r
A Nsetor do diedro O( f3, entao:

â2 f 1>2 (2)

Condições de possibilidade para aplicação
ma I:

Analisemos em que casos é possh:el determinar ump
no secante a um triedro para que seus traços nas faoes do t
dro formem ângulos iguais com duas arestas.

Consideremos que, determinados os traços em
ces do triedro, estará determinado na terceira faoe.
blema se,resume, pois, em determinar dois traços do plano 8

cante, de modo que sejam preenchidas as oondições
de de ângulos oom dUas arestas.

Verifioamos,então,
as seguintes hipóteses:
1&) O triedro é isoedro:

a) - Seja o triedro
(v)(x )(y )(z .). que

oo"coAoo
possui '6 = f3 (figura
31) •

Sôbre (v) (yco ) e

determinemos,(V)(z L.oo
respectivamente, os po~
tos (B) e (C), de tal Figo 31----------------------------_ ..•
(2) Teorerna.referido em(1) (página. anterior) e citado na. pág. 81.
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.or1ie que (V)(B) = (V)(C). Traçemos na face o< a reta (C)(B),
que formará com (V)(B): âl = â2 formado por essa reta com
(v)(C), visto ser isósceles o triângulo (B)(V)(C).

Tracemos sôbre a faoe ~ uma reta (A)(B) que forme
com (V)(B) ê2 = â1•

nA secQão triangular (C)(B)(A) terá seu incéntro sô
bre o eixo dos bissetores do triedro (V)-(Xoo)(Yc;o)(Zoo)".

Para isso, bastará provar que ê1, formado por(AXB)
com (V)(X ) = SI' formado por (A)(C) com (V)(X ) e que00 00
S2 = â2, ângulos de (A)(C) e (B)(C) com a aresta (V)(Zoo).
temos~ então: A .••••

{

~ •• fi
Hipótese ~V)~B~ ••(V)(C)

aI - c2

Demonstração: ~(C)(V)(A) = ~(B)(V)(A) por te-
rem ângulos iguais (por hipótese ~ - fo ) oompreendido entre
lados iguais (V)(B) ai (V)(C) (por hipótese) e (V)(A)'é 00 .

1IUm.

Então~ está demonstrada a l~ parte da tese, ou se-
ja, que êl '"SI.

Ll(V)(B)(C) é isósceles: (V)(B) = (V)(C), então
'1= â2 e como: âl = ê2 (hipótese) e ê2 = S2 (igualdade
dos triângulos (V){B)(A) e (V)(A)(C)~ oonolui-se: â2 c S2.

b) - Suponhamos agora que a reta (B)(C) faça com as
arestas (V)(Yc;o) e (V)(Zoo): âl I â2 e tracemos (A)(B)
tO~dooom (V) (Yoo): ê2 = âlo
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Teremos que Ó(V)(B)(A) 1 A(V)(C)(A). porque
(V) (B) f (V) (C), então~ ôl 11\ (se êl = 1\ p como ~ ••
A(V)(B)(A) = 6(V)(C)(A) ~ o que é impossível, visto (V)(B)

~.1 (V)(C», e, pelo teorema nO 1, a bissetriz do (B)(A)(C)

pertencerá mais ao bissetor do diedro.

c) - Se considerássemos a aresta (V)(X )
(J)

da pelas faces iguais ~ e ;1 e traqássemos (A)(B)
de tal sorte que essas retas fizessem com (V)(Xoo): êl = ,

Embora fôssem iguais os triângulos (B) (V) (A) e (C) (V) (A) (

terem ângulos iguais e adjacentes a lado igua1)g sendo ê2
= '62' nada nos autoriza a concluir que ê2 •• âl ou que '2
"= a2"

Nota: Se o triedro fôr equiedro, poderemos faler as
interpretações, pois se trata, apenas, de um
particular.

"(V)-(X )(Y )(z ), que tem ~
00 (J) 00

f fi f ~ (fig. 38)

SÔbre (v) (Y(J) )

(v)(z ), dete
<X>

mos, respeotivamente
os pontos
tal sorte que

(V)(B) = (V)(Q).
Tracemos na t

oC.. a reta (C)(B), ,.

que formará com (V)(

o triedro é anisoedro:
Seja o triedÍ"o

(v)

Fig. 38
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Tese:
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" e com (V)( C) saI sendog poisg

Tracemos sôbre a face '15 uma reta (A)(B) que forme

Hipótese:

Demonstração: Os triângulos (V)(B)(A) e (V)(A)(C)
têm (V)(B) = (v)(c) e (V)(A)" comum e como p 1 i (hi-
pótese)~ êsses tri~ngu1os são desiguais.

- podemos fazer em relação ADuas suposiçoes aos angu-
10s Ao SI:c1 e

--
lI.) ê1 = SI; 2&) S11 ô1
Se. de acôrdo com a primeira suposição. êl = SI. ~

rificamos que ê2/S2, pois. do contráriog ou seJa ê2 = S26

os tri~gulos (V)(B)(A) e (V)(C)(A) seriam semelhantesg o que
é impossivel. visto ~ f P (hipótese) o

Sendo~ então. ê2 / S2 e como:
e âl = â2 (construção). éonclui-se que:

ê2 = â1 (hipótese)
â2 1 S2°

Mas isso contraria o teorema n2 J: "Se houver uma
aresta de um triedro para a qual os traços do plano seoante

"".A # 11nao façam angu10s iguais. havera. também outra neSSaS condi~
9ões.oo" (ver págo 88)0

Logo: se â2 I S2g verifica-se que S11 ê10

Conolusão: O teorema I só se aplica aos triedros
~drosg e no caso partioular do plano secante obedeoer ..as
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seguintes condiçõesg

1& .•o traço na face desigual deve formar ân~s
guais com as arestas dessa face,

2& .•serem iguais os ângulos formados entre os
ços do plano secantee uma das arestas da faoe desigualo

TeoremaII - Lugar geométrico dos barieent~os
nO eixo dos medianos é o lugar dos bariceDtros

cstróides) de tôdas as secções triangularesg feitas .
tr»dro, de modo que os traços de suas arestas no plano se-

cante estejam equidistantes do vértice dêsse triedro~

Demonstração: Seja o triedro .

(112)

(Foo)/ 1//
(1:00 )

". (Roo)

(100 )

bre (v)(xmL (V)(\o
e (V)(Zoo)' respeo .•
tiva.mente• os pon-
tos (Ai,(~)e (ri),
equ~distante8 do vêl"

ee (V) •.

Fig. 39
dianas (A) (Jn) e (B) (M2) do triângulo de seoção (A) (BHC).'
ponto (Jl). de intersecção dessas' medianas, ,será o baricent,..
do triangulo (A) (B) (C) •

Traoemos
as faoes o( , (3
A~ , as r~; (A)(B)

(B)(C) e (C)(A)o
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Temos~

{

(V)(A) = (V)(B) = (V)(C)
Hipótese (M) = bar í.cennro 4 (A)(B)(C)

(V)(R ) = eixo dos medianosco
Teseg (M) pertence a (V)(R ).co
A mediana (A)(M~)do ~(A)(B)(C» cortará o lado

(B)(C) no ponto (MI)!) meio do lado (B)(C)~ e como (V)(B)::(V)(C)
(hipótese), conclui-se que (V)(Ml) é altura e bissetriz do
Â (V)(B)(C)o Então; (V)(M1) == (V)(I ) (traço do plano me-

00

diano (X )(V)(E ), relativo à face c( nessa face).co 00

Mas~ como a mediana (A)(M1) e o plano mediano
(Xco )(V) (Eco) passam pelos mesmos pontos (A) e (M1) g verifi-
oa-ae que (A)(M1) é também traço dêsse plano mediano ao pla-
no secante (A)(B)(C).

Rac í.oc Íní,c idêntico nos permite concluir que (B)(M2)
é mediana do ~(A)(B)(C) do plano secante ao triedro e~ tam-
bém. traço do plano mediano (Y )(V)(F ) nesse plano secan-

00 co
te.

'Então9 o ponto (M) ~ intersecção das medianas (A)(~l)
e (B)(M2)9 ou seja, o baricentro do .6.(A)(B)(C)9 pertence
também à intersecção dos planos medianos (X )(V)(E) e

00 co
(Y(O )(V)(F 00), ou se ja , ao eixo dos medianos do triedro
(V)-(X )(Y )(Z )0

00 co 00

Em virtude de serem co-punctuais as medianas e co-
~ia~B os planos medianosg bastará fazer o estudo relativamen
te a duas medianas e dois planos medianos.
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Disoussão: "Se o plano secante cortar as

do triedro em pontos não equidistantes do vértioe
centro do triângulo de seoção não pertencerá mais ao eixo d
medianos".

Demonstração: Seja
triedro (V)-(X)(y ) (z

00 00 00

(figo 40) o

Consideremos o pl
seoante (A)(B)(C)pque d
termina nas arestas
triedro os pontos (A),(

(YCI) ) e (C) de tal sorte q
(V)(A) I (V)(B)I (V)(C

Fig. Temos:

{

(V)(A) I (V)(B) I (V)(C)
Hipótese (M) = mediana ~(A)(B)(C)

(V)(R ) = eixo dos medianos
00

Tese: (M) não pertence a (V)(R ).
00

Como (V)(B) I (V)(C) (hipótese), o ponto (M,
pertence mais à bissetriz (V)(E ) do (~)o

00 00 00

(I) o ponto em que essa bissetriz corta o lado (C)(B).
tivamente ao lado (C)(B), temos. pois, duas retas dist'
(A)(M1),mediana do ~(A)(B)(C) e (A)(I)p traço do plano
diador (E )(V)(X ) no plano seoante.

00 00

O plano mediador não contendo (A)(Ml) não conterÁ
baricentro do ~(A)(B)(C), ou seja. (M), que pertence àque
mediana. Como (V)(R ) é uma reta dêsse plano mediador, o

00
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alui-se que (M) não pertence a (V)(R ).co

Conclusão: O teoremaII se aplioa a qualquer trie-
dro, desde que o plano secante determine sôbre as arestas do
triedro pontos equidistantes do vértice.

Teorema II1 Lugar geométrico dos ortocentros
aO eixo ~s alturas de um triedro é o lugar geomé -

trico dos ortocentros de tôdas as seoções triangulares ,
cujo plano seja~ 1) perpendicular a uma das arestas~ ou
2) cujos traços em duas faces do triedro sejam perpendi-

culares aos traços dos planos altura nessas mesmas faces"o

Demonstração: Dividiremos "a de~onstração dêsse teo
rema em duas partes. Na
primeira parte tratar!
mos da hipótese nQ 1.
Demonstrada a tese~ de
acôrdo com essa hipóte

\ -
Be~ faremos a sua dis-..cusaao , par~ deaaa, di,!
cussãop concluirmos a
hipótese nO 2, que, se
r~ em seguid~ confirm~
da. pela demonstração da
teseo
!!!pótese nO 1:

"O plano se-
cante é perpendicular a
Uma das arestas".

Fig. 41
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Faremos a demonstração considerando,somente,
faces do triedro e os lados do triângulo de secção nelas
tuados» pois, sendo co-axiais os planos altura de um triedro
dois são suficientes para determinar o eixo das alturas
do co-punebuaâ.sas alturas de um triângulo, duas alturas
tam para determinar o ortocentro do·triângulo de secçãoo

Seja o triedro (V)-(X )(Y )(Z ) (figo 41), coco c.o oo
do por um plano g 9 perpendicular a uma das arestas, (V)(Y )

00

determinando a secção triangular (A)(B)(C).
Seja (C)(H3)1~e (A)(Hl).l o( , determin

os planos altura (V)(C)(H3) e (V)(A)(Hl).
Temos:

Hipótese

(C)(H3)1. '6 e (A)(HI)J. cX:

(V)(R ) = eixo das alturasco
(H) ::ortocentro Ô(A)(B)(C)
(A)(B)(C) I (V)(Y )

- 00

Tese: (H) pertence a (V)(Roo)
O segmento (C)(H3) é altura A (A)(B)(C)

(A)(BL porque» Â(A)(B)(C) 1.~ ~em virtude de (V)(YJ .L
-L Ô (A)(B)(C) e (V)(Yoo) pertencer a '6. Então, (C)(
pertence a ~(A)(B)(C) e (C)(B3) JL (A)(B).

Com emprêgo de raciocfnio semelhante, conclufmos s
(A)(HI) JL (B)(C) e pertencente a ~(A)(B)(C).

Mas como (C)(H3) e (A)(HI) pertencem aos planoS
tura (V)(C)(H3) e (V)(A)(Hl), conclui-se que (C)(H3) e (A)(
são, simultâneamente , alturas 6 (A)(B)(C) e traços dos p
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1l0s altura, (V)(C)(H3) e (V)(A)(HI) no A (A)(B)(C) o

Logo, o ponto de interseoQão das alturas, ou seja
(fi), ortocentro do ~(A)(B)(C)g pertence~ também, aos dois
pla.nosaltura, portanto, SÓ poderá estar na intersecção entre
_bos li ou sejag sôbre o eixo das alturas (V)(R .)o

QO

Então: (H) pertenoe a (V)(R ).
(X)

Discussão: Verifiquemos se seoções triangulares g
aio perpendiculares a uma aresta, terão seus ortocentros sô-
bre o eixo das alturas de um triedroo

Seja o triedro (V)-(X )(Y )(Z )g seccionado por
00 (X) (X)

f .•••.• plano S, obl1quo a todas as arestas do triedrog determi-
IIlldonesse triedro a ,secção (A)(B)(C), (figo 42) ••

Se os traços, como, por exemplo, (A)(K)p dos planos
altura do triedroll no

Verifiquemos se
1'0 é possivel.. Fig ..42

Traoemos, do vé~ic8 (A)lI a altura (A)(H) do triân-
secção---(A)(B)(cL relativa ao Iade (C)(B) •

plano S, coinoidi-
n. oomas alturas~ 00

10 (A) (H), do D.(A)(B)(C)
- seoçÃo, então, os
ertooentros de .qual-
tuertr-iângulo de se,!

til' - AIpeI"tencerao ao e,!
lodas-alturas do trie
4100.

(v)
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Seja (H) o pé dessa altura no lado (A)(H)o
Ainda, do vértice (A), baixemos uma perpendicular.

(A)(L), à face r;t. , determinando o ponto (L) em c:L o

Pelo "teorema das três perpendiculares" (da
tria do Espaço), conclui-se que:

IQ) (L)(H) .1 (C)(B) e que o plano (A)(H)(L)1.o(

logo: plano (A)(H)(L) JL (C)(B);
2Q) plano (A)(L)(H) JL S

48) (8: .na face
o traço do plano (A)(H)(L) em S

~sera (A)(H).

Consideremos,agcraço plano altura
vo à face o(. o ~sse plano conterá (AHL); seu traço em o(

será (V)(L),que intercepta (C)(B) no ponto (K)o Então, (A)(
será o traço do plano altura (V)(A)(K) = (A)(L)(V) no pl
secante So

Duas suposições podem ser feitas!
1& _ (V)(K) é oolinear com (L)(H)o N;ste oaso,

ra (V)(A)(K), ooincidirá com o plano (A)(H)(L),
por conseguinte, perpendicular a S.

Então: (C)(B).l (V)(K) e (A)(K) == (A)(H)1.(C)(
Logo: (A)(K) é traço do plano altura no plano S

também, altura ~(A)(B)(C) para o lado (C)(B).
pSe essa hipotese puder ser aplicada a. mais outroP

no altura, também se aplioará ao teroeiro, e pode=se afi
que:
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!to ortocentro da seoçãotriangular pertencerá ao ei-
xo das alturas do triedro".

26 - (V)(K) é distinto de (L)(H). Nêste oasol o plano altura
(V)(A)(K) não coincidirá mais cóm o plano (A)(H){L), ten

do em comum com êsse plano, apenas a reta (A){L).

Como (L)(H) ~ (C)(B), oonolui-se que (V){K) -L
~ (C)(B) e que (A)(K) é distinto de (4)(H); portanto
(A)(K) ..L (C){B).

Logo, o traço do plano altura no plano seoante 8

não passará mais pelo ortocentro do triângulo de secção.

Basta que essa hipótese se verifiqueI em relação
a um dos pâance. altura I para podermos afirmar que:

"o ortocentro da secção triangular
mais ao eixo das alturas".

Hnao pertencerá

Assim, pois, vetifica-se que, sômente quando temos:
(C)(B) JL (V)(K) (da 1& suposição)

isso em relação a duas faoes do triedro, é que o ortocentro
do triângulo de secção pertencerá ao eixo das alturas do trie-
dro,

DaI, a hipótese nQ 2, do teorema 111, que estamoa
demonstrando:

!!pótese nQ 2:

"os traços do plano secante em duas faces do trie -
dro são perpendioulares aos traços dos planos altura nes
sas mesmas faces".

Seja o triedro (V)-(X )(Y )(Z ) no qual
00 00 00

temos
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(V)y e (V)Z como projeções ortogonais de (V)(Y )
00 00 . 00

(V)(Zoo)' respectivamente, nas faoes p e 'lC (fig.43)·
Por um ponto (A) de (V) (Xoo) tracemos (A)(C).1 (V)y

e (A) (B) .1(V)t~.

O traço (A) (C) determina (D), em (V)t , e00

O traço (A)(B) determina (E), em (V)Z e00

projeções ortogonais das
(v)(Yoo) e (V)(Zoo)
e (A)(B).l (V)(Z )

. 00

(O)~ ortocentro ~(A)(B)(C) pertenoe a (V)(R )* e00

das alturas do triedroo

(V)(Z ).
00

(V)(Y ).
CD

Temos:

Hipótese
{

(V)t e (V)Z
00 00

(A)(C) 1. (V)Yoo
Tese:

relativo f'ace fo ~
visto ser (A)(C) l-
I (V)Y (hipóte_ CD -

se) e pertenoer
à faoe j3, .que éJL plano altura
(D)(V)(B) (teor!
ma da Geometria
do Espaço: "Se
dois planos são

O segmento (B)(D) é altura À (A)(B)(C)

lado (A){C)~ po~
que (A){C).lPI!
no altura (D)(V)(B),

Fig. 43
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perpendiculares entre si. qualquer reta de umdêles. perpend!
cular à interseoção entre ambos, é perpendicular ao outrolt).

o mesmoraoioolnio nos permite ooncluir que (C)(E)

é a altura do b(A)(B)(C) relativa ao lado (A)(B).

Mas, (B)(D) e (C)(E) são traços dos planos altura,
relativos às faces f.. e 't , no plano seoante, logo: na in-

terseoção das alturas do ~(A)(B)(C), ou seja. o ponto (O).
ortocentro do à (A)(B)(C), pertenoe ao eixo (V)( R ) das al-co
turas do triedro".

Discussão: "Se, somente um. dos traços do plano se-

cante 8 fôr perpendicular ao traço de um plano altura no pl!!;

DO de uma das

faces. o ort~
centro do tri
ângulo de se~

•• N

çaonao per -
tenoerá mais
ao eixo das aI

turaa do trie
dro" •

Seja otr.~
4r.oc .'

Fig. 44
~do por sua projeção ortogonal no plano secanteS (fig.44).

Seja (A)(B)(C) o triângulo de seoção do triedro pe-
lo plano 8.

Seja O o ortocentro, determinado pelas alturas AD.
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BE e CF do triângulo de secção.

Tomemos sÔbre uma das alturas, CF, por exemplo,
ponto V, considerado como projeção de (V) sôbre S o

.VXa::> _ VYoo e vZoo serão as projeções das
sôbre S.

o traço do plano altura (C)(V)(F) na face 't
funde-se oom a altura CF no triângulo ABCp porque, sendo
quêle plano perpendicular a ~ I õonter~ uma reta perpendio
lar a ~ _ baixada de um ponto qualquer da aresta (V) (Z ).

00

sa perpendicular se projetará em Si perpendioularmente
traço AB (teorema da reta perpendicular ao plano), conf
do-se, portantop oom CF e seu traço na faoe ~ se proje
ra em CFo Logo, o traço do plano altura (C)(V)(F), tendo q

passar por (V) e pelo pé da reta perpendioular a ~,
fundirá com (V)(F) ou sejap em projeção, VFo O traço do
no altura em S , .sera, POl.Si CFo

~sse ,raciocinio, aplicado ao plano
relativo à face o<. p nos leva à conclusão de que o traço
(A) (V) (M) em S ...nao se pode confundir com AD,
pertence a ADo

De fato, verificamos que o traço
passará por (v) e pelo pé da perpendicular baixada de um
to qomõ,;(A" de (V) (Xoo) à faoe o( o Sabemos que o pé
perpendicular só pode se projetar em S, sôbre a reta AD.
tão a projeção do traço de (A)(V)(M) em 0(. será
qua a BCp.passando por Ve por um ponto de AD
BC num ponto M. O traço de (A)(V)(M) em S

e encont
terá, poiS,
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passar por
AD. Logo s

A e por Mo

O ~ ortooentro

P •••Serag entao~ a reta AMg distinta de
AABC,não pertenoe ao eixo altura •

Observação: O plano seoante B tanto na hipótese n2 19 oomo
na nQ 2g é sempre perpendicular a, pelo menos,um

plano eLtura o

De fato. na hipótese nQ 1 9 êle é perpendioular ao
plano altura (B)(V)(H2). visto o plano (B)(V)(H2) oonter
(V)(Yoo) 1. 8 (figo 41)0 Na hipót~se nQ 2 (fig. 43)~ o pIa-

/? .:' A ~

DO seoante 8 e perpendioular aostres planos altura~ pois e
perpendicular ao eixo das alturas. De fatog o lado (A)(C) da
secção (A)(B)(C), é perR~~dioular ao plano altura (B)(V)(D)~

...."........ ~
logo é perpendioular tb~~ixo das alturas .(v) (Rco }ri}]~elames-
ma razão, conclui-se que (A).(B)é perpendioular a (V)(Rco) o En
tão, (V)(R ) é perpendioular ao plano da secção (A)(B)(C) ouco
seja, ao plano 80

Entr..Q,:;antol) essa observação não nos autoriza a af'ir
mar que Ittôda';e~ção triangular de um triedro. cujo plano se:
ja perpendicular a um plano altura,'tenha seu ortocentro sôbre
o eixo das alturastt o

~ela disoussÃo da hipótese nQ 2 (figo 44)g verifio~
~s que o plano altura (C)(V)(F) é perpendioular à secção
(A)(B)(C) e.no entanto, o ortocentro (O), da seoçÃognão per-

o

tance ao eixo das alturaso

Teorema IV ~ Lugar geométrico dos circunoentros
"O eixo mediador de um triedro é o lugar geométrioo

dos'oircuncentros das secções triangulares feita.8de mo-



do que os traços das arestaa no plano secante
equidistantes do vértioe"o

Demonstraçãog Faremos a demonstração considerando,
somente~ duas faces do triedro e os lados do triângulo de seo
ção nelas situa-
dos~ POiSi sendo
co-axiais os pl!
nos mediadores ;
dois são sufici&n .
tes . para dete~
mina::" o eixo me-

Seja o triedro (y)-(xcp )(Yoo )(Zoo) (figo 45). -Se

jam (M3) (v) (R ) e (M2) (V) (R)' dois de seus planos mediado00. 00
res, que se cortam ao longo de (V) (R ), eixo mediador do tr00
dro. Sejam, aãnda , (113)(M)' e (M2)(M) as J!ledi,a'\;riezesdo
6. (A)(B)(C), relativas aos lados (A)(B) e (A)(C), que se
tam em (M), circuncentro do ~(A)(B)(C).

Pretendemos demonstrar que (M;)(M) é traço do pl
mediador. (M;)(V)(R ) no plano (A)(B)(C).00

diador e$ sendo
oo-punctuáis as

(zO) )
mediatrizes . do
trimgulo de sec
N duas bastam9ao,

para determinar
o oircuncentro

,.,dessa secçaoo
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Figo 45
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O'mesmo pretendemos fazer em relação a (M2)(M), ou
seja, que é traço do plano mediador (M2)(V)(Roo) no plano
(A)(B)(e) e, consequentemente, que (M) pertence a (V){Rco)'

Então, temos:

Hipótese

(M?) (v) (Rco) e (M2) (v) (Roo) = planos mediadores
, das faces

(V)(Rco) = eixo dos mediadores
(M2)(M) e (15) (M) = mediatrizes de (A)(e) 83 (A)(B)
(M) = circuncentro Ll(A)(B)(e)
(V)(A) = (V)(B) = (V)(C)

Tese: (M) pertence a (V) (R )•
00

O tri~ngulo (A)(V)(B) é isósceles, visto ser
(V)(A) = (V)(Br(hipótese);,ie (V)(M3), sendo bissetriz do
10 oposto à base (A)(B), é,também,altura dêsse triângulo
portanto, '(V) (M3) _, (A)(B) e, ainda (M3){A) = (M3)(B).

Logo, pelo ponto (M3) deverá passar a mediatriz
(.M3)(M), do lado (A)(B), do D,(A)(B)(C) qU$,por sermediatriz,
twnbém é perpendicular a (A)(B).

Então, a mediatriz do lado (A)(B),ou seja (M3)(M)
é a bissetriz da face relativa a êsse lado, ou seja..t(V)(Ma),
são perpendiculares a (A)(B). logo, definem um plano perpend!
cular a (A)(B), que passa pela bissetriz e pela mediatriz.Mas,
em v~rtúde da hipótese, (V)(M3) pertence ao plano mediador da
1'ace:"'~~e, como plano mediador, também é perpendicular a 't.
Então, s~o um e único, plano mediador, e plano definido pela
Illediatrize bissetriz.

Se pe Io ponto (M3) passa a mediatriz A (A)(BlCe) ,
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que perbenee ao plano mediador (M3)(V)(Roo L então ela é"t~
bém, traço do plano mediador no plano do ~(A)(B)(C).

Por um raoioo{nio idêntioo» conc luÍmcs que (M2) (M)

pertenoe ao plano mediador (M2)(V)(R ) e é traço dêssa plano
00

no A (A)(B)(C).
Entãop o ponto (M), da interseoção entre (M3){M) •

(M2)(M)s ou oirouncentro do ~(A)(B)(C), é~tambémJ ponto 00-
mum aos planos mediadores (M3(V)(R ) e (M2)(V)(R), logo,

a> a>.
pertenoe a (V)(R ), eixo dos mediadores.

00

Consequênoias:
Do estudo que acabamos de fazer, podemos verific

que ~ (figo 45)

lQ) O eixo mediador é reta isóolina (verpágo 25) do tried
sendo o plano seoante isóclino.

De fato, temos:
Ó(V)(A)(M) = A (V)(B)(M) = 6 (V)(C)(M) 5

por terem os três lados iguais. Então:
.2(. (A)(V)(M) :: 4 (B)(V)(M) • 4 (C)(V)(M)

e
4. (V)(A)(M) c + (V)(B)(M) •• ~ (V)(C)(M)

20) O plano do ~ (A)(B)(C) é perpendioular ao eixo medi
(V)(R ), porque (V)(M) é lado oomum aos triângulos

a>
guais (V)(A)(M), (V)(B)(M) e (V)(C)(M), sendo:

(V)(A) == (V)(B) :: (V)(C) e (M)(A) == (M)(B) = (M)(C)
Entãop pelo teorema ~O lugar geométrioo dos pou

do espaço equidistantes de três pontos não em linha reta,



- 109 -
uma reta, perpendicular ao plano dos três pontos, que passa
pelo centro do circulo que os mesmos determinam". (Ver Ary
~uintella: "Matemática ~ l~ Colegial"g pág• 21, nQ 4, Compa-
nhia Editora Nacional, S. Paulo, 1955), verifioa-se que: "o
eixo mediador (V)(R ) é perpendioular ao plano (A)(B)(C)".

00

,'12) O circulo que oircunscreve A (A)(B)(C) de secção é base
do cone de revolução que tem para eixo o eixo mediador do

triedro.

(V)(B)(M)
(V) (A) (M)
dor).

Basta, para Lsac, que admitamos que 08 triângulos •••
e (V)(C)(M) são posições que toma o triângulo

..•.
quando ele gira em tôrno da reta (V)(M) "(eixo medi~

Discussão: "Se a distância entre o vértice do trie
dro e um dos traços de uma das arestas no plano secante fôr
desigual em relação às distâncias dos outros dois traços âo

, • - _ Ao N N ,vertice, o oirouncentro do triangulo de secçao nao pertenoera
mais ao eixo mediador".

Demonstração: Seja o triedro (V)-(X )(Y )(Z ),da
00 00 00-

do por suas projeções ortogonais V'-X' Y' Z' e V-X Y Z
00 00 00 00 00 00

(figo 46).

Consideremos· uma das faces (Xoo) (V)(Zoa»:: A ' de
tôpo~e o plano secante (A)(B)(C)yhorizontalo Sejam (AH (BL
(o) os traços das arestas (V)(Xoo)' (V)(Yoo) e (V)(Zoo) nopl~
110 seoante, sendo que (V)(A) I (V)(B) o- (V)(C).

-'Seja (O) o cirouncentro do triângulo de s80çao, da-
do em O (projo horizontal), pela interseoção das mediatrizes



FO e EO de AC e BC e em O', projeção vertical de (0)<

. , tVejamoBse isto e poss1vel~

Tracemos a bissetriz VM2 da face fJ ' rebatendo
sa face emtôrno de' (A)(C) , Seja 4(.v)IC o resultado desta

1.. ~.'

~oão de rebatimentoo A bissetriz (V)lK2 de .lf. A(V)IC

terminará M2emACo Então, VM2será a projeção

dessa bissetriz. O plano m~diador ~a face (xoo)(V)(Zoo)
rá determinado por essa bissetriz e pela perpe~dicular (1)(

ievantada em relação a essa face, por umponto qualquer ('
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Fig. 46

VaJnOS demonstrar

que (O) não pode

pertenoer a (V)(RcJ.

eixo mediador ~

·triedro o Para que
(O) pertença •.

(V)(R ),é neoes •co _
rio que o traço de
(V) (Ra}~~m(A) (B)(O
ou seja (T)g 00

oida com (O).
para que isto a

te9a~é preoiso
os traços dos p~

nos mediadores
plano (AJ'.{iB) (C)

confundamcom
mediatrisea:..

f) (A)(B)(C)
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(V)(M2). A perpendicular (N)(~) terá sua proje~ão horizontal
em N~ .•perpendicular a AC.•"e sua projeção vertical em N'Q',peE,
pendicular a V'N'.' O traço de (N)(Q,) no plano (A)(B)(C) per-

p •tencera a NQ.l'e corresponderà ao ponto Q.a compreendido entre
as perpendiculares a AC, traçadas por M2 e por Va ou seja,pr~
jetando-se sempre sôbre o menor segmento em que fioou dividi-
do AC pela bissetriz (projeção ortogonal)o

Então .•M2~ será o traço do plano mediador da face
~ no plano (A)(B)(C). ~sse traço será obl!quo a AC e pende
rá sempre para o lado do menor segmento determinado sôbre ACo
Portanto .•1l.ãopoderá conter FO ~ AG.

Em relação à face (Yoo )(V)(Zoo):: oC .• verifica-se
que o traço de seu plano mediador no plano (A)(B)(C) se oon-
fundirá com a mediatriz EO de BC -(porque. (V)(B) :: (V)(C» eg

portanto.. deverá conter o circuncentro (O), e~ p~ojeção
horizontal O .•do ~(A)(B)(C).

Mas, o traço Tj do eixo mediàdor (V)(R )~ estará .•
00

somente, na intersecção dos traços M2~ e ET, dos planos medi~
dores (V)(M2)(T) e (V)(E)(T) e, como já verificamos que QM2
não se confunde com OR, o eixo (V)(R ) = (V)(T), não passará

00

por .(0).

o fato de ~ não conter FO, não exclui a possibil!
dade de interceptar FO em 00 Considere •••se, por~, que QM2 -.L
JL AC, pende sempre para o lado do menor segmento (isso apli-
cado em relação a duas faces) .•tornando imposs!vel essa poss!
bilidade, porque (T) passa a ficar desigualmente afastado de
(A).•(B) e (O), enquanto (O) está, por hipótese, equidistante
de (A), (B) e (C).

.•...
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VI - CONCLUSÕES FINAIS

1&) Comparando as condições relativas aos eixos 11
e IV. verifioamos serem as mesmas, de modo que podemos enun -
aiar o seguinte teorema:

"Seccionando um triedro por planos de modo que as
secções sejam triangulos, cujos vértices estejam equidi!
tantes do vértice do triidro:

a) o lugar geométrico dos baricentros das seoções é
o eixo dos medianos dos triedros;

b) o lugar geométriCO dos circunceDtros das seo-
ções é o eixo mediador do triedro."

2&) Observamos, ainda, que. se o triedro fôr
dro, é poss!velt num só triângulo de seoção, obter os
centros do triângulo sÔbre os quatro eixos do triedro.

equie-
quatro

As condições estabelecidaa para os eixos I e 111
(êsse último, item 2). não excluem as determinadas para os e,!.
zos 11 e IV, quando se trata do triedro equiedro. Neste trie
dro, um plano secante que o seccione de modo que os vértices
do triângulo de seoção estejam equidistantes do vértice do tri
dro, satisfará as condições relativas aos quatro eixos.

De fato:
Para as condições estabelecidas no teorema 1:- os tragos

do plano seoante formarão ângulos iguais com as are,!
tas (oondição relativa ao eixo dos bissetores) ,
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Para as condições estabeleoidas nos teoremas 11 e IV:-já
IV f ' • AlI '.estao inclu1das na propria Supos1çao dos vert1ces do

triângulo de seoção estarem equidistantes do vérti_
ce do triedroo

Para às condições estabeleoidas no teorema 111:- os tra-
"-90S do plano secante nas faces do triedro serao per-pendiculares aos traços dos planos altura nas mes _

mas faces.
.

Assim, pois, podemos ooncluir o seguinte teorema:

"Seccionando um triedro ~ equiedro ou equiângulo ~por
um plano, de modo que as secções sejam triângulos, oujoa
vértices estejam equidistantes do vértice dottriedrog. ,

I) o lug~r geométrico dos inoentros das secções é o e1
xo dos bissetores;

lI) O lugar geométrico dos baricentros das .., ,seoçoes e o
eixo dos medianos;

lII) o lugar geométrico dos ortocentros das ..• ,secçoes e o
eixo das alt~as;

IV) o lugar geométrico ..• ,
dos circuncentros das 8e090ea e

o eixo mediador".

Sabemos que a figura de seoqão de um triedro, ateD-
dendo a essas ~ndições, é um triângulo equilátero e que. De!
se triângulo, seus centros são superpostos, bem como coli•••••
res os eixos do triedro (por ser equiedro).

A P L I C A ç Õ E S
Os teoremas que acabamos de estudar permitem are'!
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lução d@ problemasD como~

1Q Problemag
"Dado um triedro (V) - (Xoo )(y00 ) (z 00 ), determinar o

eixo do cone de revolução circunsorito ao t·riedron~

Resolução: O problema consiste em determinar o ei-
xo mediador do triedro (págs. 22 e 23~ l05wa 112).

Para issogvamos aplioar o teorema IV (págs" 105 a
112) s fazendo.rllIliàseoção no tr1,dro de modo que os traços das
arestas no plano seoante fiquem equidistantes do vértioe do
triedroo Pelo oirounoentro do triângulo de secção deverá pa~
sar o eixo mediador do triedro, ou seja, o eixo do oone de re
voluçãO clrounsorito ao triedro.

Figo 47
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Seja o triedro (V)(X )(Y )(z L dado por suas pro00 m 00 _

jeções V'X9 Y' zv e VX Y Z (figo 47).
00 00 00 00 00 00

Determinar uma secção auxiliar~ por um plano hor~
ta19 Como resultado dessa operação temos a secção auxiliar
ABCp A9BvC'o Por meio de um dos métodos relativos à determi.
nação da verdadeira grandezap construir sÔbre os segmentos
(V)(A), (V)(B) e (V)(C), grandezas (V)(D)'= (V)(E) = (V)(F) •
Temos, assim, a secção (D)(E)(F) que sa~isfaz as oondições do
teorema IV. Rebatendo a secção sôbre o plano horizontal ••
(A)(B)(C), teremos em verdadeira grandeza o triângulo •.•••.
(D)l(E)I(F)l. Determinado o circuncentro de (D)l(E)l(F)I, ou
seja, o ponto (S)lp alça-se a secção à posição primitiva, em
DEF, D'E'F', determinando-se, assim, SS'.

,A reta VS, VIS' resolve orproblema, ou seja, e ei-
xo dos mediadores.
Nota: O plano (D)(E)(F) é perpendioular ao eixo dos mediado-

res (V)(S), porque:
(V)(D) = (V)(E) = (V)(F) e (S)(D) = (S)(E) = (S)(F)

Então, o plano (D)(E)(F) produz secção reta ou ~
cular, no cone de revolução cirounscrito ao triedro. Por ex-
tensão, chamaremos a secção (D)(E)(F) de secção reta do trie-
dro. O plano (D)(E)(F) é isóolino do triedro (V)-(Xoo)(ycJ(Ze»)
e o eixo mediador é reta isóclina dêsse triedro.

2" Problema:
"Dado um triedro, determinar o eixo dos mediano,-·
Resolução~ O problema se resolve como o na 1, por-
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que 9 (j teoremn n (pága o 94 & 97), que se aplica à rtlBolu ~
ção dêste pr-obâema, eababe Iece., também., que o plano' seoante
corte"as arestas do triedro em pontos equidistantes do vérti-
ce dêste triejro. Logo~ pelo baricentro do triângulo de sec-
ção (D)(E)(F). passará o eixo dos medianos (fig~ 47)0

,Q Problema~
"Dado um triedro Lsoedro, (V)-(X )(y ) (z ) p deter

00 00 00

minar uma secção triangular, de modo que seu incentro perten-
ça ao eixo dos bissetores do triedro".

Resoluçãog Vamos aplioar o teorema I (págso 86 a
94 ), fazendo uma seoção de tal sorte que o traço do plano se
oante~na faoe desigual,forme ângulos iguais com aS,arestas de!
sa faoe e, também~seja iguala êstes ~ngulos: ) formado pelo
traço do plano seoante na face igualp relativamente a uma das
arestas da face desiguaL

Seja o triedro (V)-(X )(Y )(Z ), dado por uma
00 00 00

das faoes iguais Ô< ••• íJ e o diedro ccmpreendãdo ' ó<'j3 (1)

(figo 48)"

Supor oc:: horizontal. Construir
(adjaoente a ;2),' oorrespondendo à face ;3
0(0

~ A

(X )1 V Z '" (jJ)1(X) - 00
rebatida sôbre

Traçar -rr vrr .Í, VZO)' aendo , pois, V~ projeção ver
tioal de (V).

---'---------------------------
(l) POderíamos. tanbfÍm, supor o triedro detenninado por outros elementos que não

as faces iguais e' o d1e4ro compreendido (Ver "Determina.~~ representação e
rosolução de triedros", pégs. 1!lJ •• 67 ).
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/"-... -- ( ..Con~tTUlr A'VBB = 0(;1. Note-se que A) e (B) sao

08 traços das arestas (V)(X ) e (V)(Y )p em 1fY ep portan-. co 00

tOg AVV1 per-tence a ;1'lf'$ traço de j3 em '.lf~~ O ponto A'
é determinado fazendo V'A2 = V~(A)lo

pA reta BA' e o traço
't sôbre o( g teremos emtendo

~jp de ~ em 1T' • Reba-
(A)2V a aresta (V) (X ) no seu

. 00

'V(A)2 = VB.segundo rebàtimentop sendo
.Â. /"---..

VBC ••n(A)2, detel'lJÚna-seTraçando BC, de modo que
Cp na intersecção de BC com VZ •co

As retas (A)2B 8 BC são os traços p nas faces 'i e
ol , do plan~ que produz a.secção procurada. Em projeção ho-
rizontal (narace oC.), eaaa, secção será. A ABC. Rebatendoês
se tri~gulo em B(A)2(C)1, poderemos determinar o medro (I),

A .,. A #v,aesse triangulo, que naprojeçao ABC estara em 10 Pelo ponto
(r), passàrá (V)(I), eixo dos bissetores do triedro.

• • •
•
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