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ra tal, recorremos zo ilustre Prof. Jayme Fachado Cardoso, do De-
partemento de [atematics e Desenhc da Universidade Federal do
Pareng e stuel Tituler da cedeirs de Geometries Descritive, gue
com sua habilidade matematice deu so nosco trabalho ume enfese
neste cempo. Deixemos equi mo Prof. Jayme os nossos sincerocs agra=-
decimentos, pela terefe que corrobors com s solugao grafics da cur-
ve que concebencs,
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forgar suss afirmasgoes postzs, com malor ou menor enfese, neste
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APRESENTACAO DE UM ESTUDO REALIZADO NA SUPERFICIE
DE UM CILINDRC DE REVOLUCAO :

TRACADO DE CURVAS ASSINTOTICAS

A nossa ineursio pelo terreno das curvas revéssas niao é recente,
dando-nos a oportunidade de trazer para a geometria deseritiva um grupo

extenso de curvas geométricas.

Jaseando-nos no espirito criador ¢ dando asas & nossa imaginagao,
faremos nova incursio nos dominios do ecilindro de revolugdo de eixo
vertical, no sentido de obtermos uma curva revéssa na sua superficie =
gue projetada num plano paralelo ao sen eixo, possibilite em determina-
das condicdes, obter curvas geométricas planas nsuais.

As curvas que vamos tratar, apareceram 1o cenario da matematica
em épocas diferentes, sendo gue algumas delas foram inventadas para
atender a diversas necessidades da époea.

No entanto, embora tenham caracteristicas distintas e construcoes
planimétricas préprias, pretendemos unifiea-las através uma estrutura
cenérica, dando-lhes nm tratamento igual.

As curvas geométricas planas a que nos referimos, sao as seguintes :

1 — (Conchoéides da reta ou conchéides de Nicomedes.
9 — (issoide reta de Dioelés.

3 — Trissetriz de Maclaurin.

4 — Estrofdide reta cu Logoeiclica de Booth.

5 — Hélice cilindrica normal.

-

Um dos objetivos déste estudo que fazemos é divulgar gue as curvas
anteriormente referidas podem ser obtidas por um processo aeral.
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‘O artificio que permite obter a eurva revessa na superfiicic do ei.
lindro de revolugdio, consiste na trajetéria de um ponto animado de dois
movimentos, a saber:

1.2 — Girar com velocidade angular constante em torno do eixo do
cilindro.
2.° — Pertencer durante o deslocamento, a um plano que gira com

velocidade angular constante em torno de um eixo fixo orto-
gonal ao eixo do cilindro. Denominamos a este plano: **plano
de apoio’’.

Em virtude das condicoes impostas ao deslocamento do ponto, te-
remos :

a) a curva gerada pelo pouto, apresentard ponto improprio, sem-
pre que a posicao do plano de apoio for paralela ao eixo do

cilindro ;

b) o eixo fixo ortogonal ao eixo do c¢ilindro, em torno do qual gira
o plano de apoio, poderd ser exterior, tangente ou secante ao ei-
lindro. Devemos observar em tempo, que éste eixo pode também

ser improprio;

¢) estabelecendo relacoes para as velocidades angulares do ponto
e do plano de apoio, podemos obter diferentes aspectos para a
curva revéssa gerada, incluindo também a situzedo do eixo fixo
em relacdo ao eixo do eilindro,

Observacio: — O eixo fixo em torno do qual giva o plano de apoio
serd de topo, o que vem facilitar a identificaciio de suas posicoes en
épura.

Examinemos algumas condicdes para que se possa obter as curvas
planas mencionadas:

Para obtermos uma curva assintética cuja projecio vertical seja a
conchoide da reta, o ponto gerador e o plano de apoio efetuam rotacoes
simultéineas, o primeiro em torno do eixo do cilindro e o segundo em tor-
no do eixo fixo, com amplitudes de 360° para retornarem ao ponto de

partida.

Para obtermos uma curva revéssa cuja projecao dé uma Cizsoide
reta de Dioclés, o ponto gira de 360° em torno do eixo do cilindro, en-
quanto o plano de apoio descreve simultineamente dngulo de 180° cm
torno do eixo fixo, que situa-se tangente i superficie do ecilindro.

s P



A trissetriz de Maclaurin aparece eomo proje¢io da curva revésia
deserita por um ponto que efetna em torno do eixo do cilindro um giro
de 360° enquanto o plano de apoio desereve simultineamente em torno do
cixo fixo, dngulo de 180° O eixo fixo devera ser aquidistante da geratriz
de eontorno aparente e do eixo do cone.

A estroféide reta ou logociclica de Booth é a projecio veriteal da
curva revessa obtida quando o eixo fixo é concorrente com o eixo do ci-
lindro. O plano de apoio e o ponto, giram simultineamente, o primeiro
de 180° ¢ o segundo de 360°.

Quando o eixo fixo é impréprio, o feixe de planos paralelos ¢ per-
pendiculares ao eixo do cilindro, corta as geratrizes do cilindro, dando
origem a posicoes de pontos cujo lugar é uma hélice cilindrica normal.
Como a projeciio de nma hélice s6bre um plano paraledo ao eixo do
¢ilindro nicleo é nma sinusoide, podemos associar a sendide como per-
tencente 2o grupo das curvas anteriormente veferidas. Vemos, portanto,

em linhas gerais, que as enrvas revessas de gue vamos tratar, sdo obtidas

por secedes das geratrizes do eilindro por um feixe de planos cujo eixo
& ortogonal ao eixo do eilindro.

BREVE RESUMO HISTORICO

Conchdide da reta ou conchéide de Nieomedes:

Os problemas geométricos sempre ocuparam lugar de destague no
desenvolvimento da algebra. Desde o tempo de Diofantes viram-se os
matematicos impelidos & procura de soluedes algébricas para a duplica-
cdo do cubo, a divisio da cireunferéncia ¢ para a triseccio do angulo.

Para resolver o problema da trissecciio do angulo, o gedbmetra grego
Nicomedes, que se supde ter vivido entre 250 e 150 aC, concebeu a no-
tavel curva algébrica de quarta ordem que é a conchdide. Esta é des-
crita pela extremidade livre A de um segmento de reta (denominado:
intervalo) cujo suporte passa por um ponto fixo O (pélo), sendo que a
outra extremidade B percorre uma reta fixa r, que é a base.
Como a base determina no plano duas regides, o segmento de reta (in-
tervalo) pode percorrer ora uma, ora outra regiao. Assim teremos duas
curvas, numa na regido do plano a qual ndo pertence o pdlo e e¢uja forma
se assemelha a abertura de uma concha e que justifica o nome dado a
curva.

Na regido em que se sitna o polo, a curva pode apresentar diversos
aspectos, segundo a distineia do pélo a base seja maior, igual ou menor
do que o segmento de reta que corresponde ao intervalo, nesse caso a
curva gerada apresentard respectivamente: um ponto isolado, um ponto
de reversiio on um ponto duplo (Figs. a, b e ¢).
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FIG. ¢

Substituindo-se a base retilinea por uma cirecunferéncia que passa
pelo pélo, chega-se ao limacon de Pascal.

CISSOIDE DE DIOCLES

Dioclés, gedmetra posterior a Arquimedes, idealizon uma curva cuja
weracio pode ser exposta, considerando um eireulo de centro O e dois
de seus didmetros AB e (D, perpendiculares entre si (Fig. d). Se to-




marmos na ij,gﬁifgria do circulo dois arcos ignais AG = AE e se condu-
zirmos por (+ uma paralela ao didmetro AB, esta corta CE em um pon-
to M da enrva de Dioclés. O lugar dos pontos M apresenta uma certa
semelhanea com a folha de héra. Ha controvérsias quanto ao nome atri-
buido & curva, todavia, ao lugar dos pontos M é dado o nome de Cissoide
de Dioclés.

Nota-se que se a reta CE corta em F a tangente ao cireulo dado
em D, os dois segmentos CE e MF resultam iguais e coneluimos que a
‘cissoide pode ser construida mais facilmente tomando-se sobre a reta CF
o comprimento F'M ignal e de sentido contriario a CE e se tomarmos sobre
a mesma reta FM’ igual a CE, teremos uma nova curva determinada

?

pelo Ingar dos pontos M', denominada: *‘gémea da ecissdide’™ ou eissdide

ulterior.

Embora a curva tenha ramos assintéticos em relacio a tangente a
cireunferéncia do ponto D, os antigos consideravam somente os dois arcos
internos ao circulo, que partem de C até os pontos A e B. No estudo
que ora apresentamos, éstes arcos terdo importancia total, isto é, em
toda a sua extensdo.
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A CONCHOIDE DA RETA OU CONCHOIDE DE NICOMEDES

1) Conehdide da reta com ponto isolado:

Seja um cilindro de revoluedo de eixo vertical dado por suas proje-
coes em épura, figura 1. Consideremos o eixo fixo (r), de topo, exterior
ao cilindro e cujas projecoes sio dadas por r e r'. Sejam ainda A e A’
as projecoes do ponto (A) gerador da eurva, em sua posicio inicial si-
tnado na geratriz que contém o plano de frente que passa pelo eixo do
cilindro.

Logo apds movimentos simultaneamente, ponto e plano de apoio, o
primeiro em torno do eixo do cilindro e o segundo em térno do eixo fixo,
verificamos que o feixe de planos de apoio cujo eixo é (r) seeciona o
eixe do cilindro nos pontos 1° 2 3° 4 5° 6’ ¢ na posicio 7' o plano cor
respondente sera paralelo ao eixo e as geratrizes do cilindro. Este feixe
determina nas geratrizes os ponios cujas projecoes serao B e B, C e (7,
DeD), Ee E, FeF sendo que o ponto seguinte () correspondente a
geratriz para a gual o plano de apoio lhe é paralelo, serd um ponto im-
proprio Geo Gleo. Assim, deste modo, a eurva revéssa apresentarda pon-
to imprdoprio nesta geratriz e sua projecio vertical sera assintota a ge-
ratriz que contém o plano de perfil que passa pelo eixo,

Prosseguindo a trajetéria do ponto, a curva gerada passarda pelos
pontos I e H', T e I', J e J, K e K', L e I’ e quando atingir a posicio
AL ¢ M o ponto gerador e plano de apoio terdo efetnado um giro de 180°,
o primeiro em térno do eixo do eilindro ¢ o segundo em torno do eixo
fixo (r).

Dai em diante. prosseguindo com o mesmo raciocinio, o ponto gera-
dor serd novamente impréprio Sco 800 quando o plano de apoio assume
uma posicio paralela & geratriz correspondente. Finalmente, ao efetua-
rem o giro de 360° tanto o ponto gerador como o plano de apoio, retor-
nam i posicio inieial (A).




15 simples verificarmos que a projecio vertical da enrva revessa ge-
rada apresenta a forma tipica da conchdide da reta com ponto isolado,
cuja base é a projecio do eixo do cilindro.

Com efeito, a semi reta que parte de v’ cortando o eixo no ponto 4/,
apresenta: P4 = 4D’ ¢ esta relacio persiste em qualquer posicio:
Q5 = B e como 4D = 5E" = T'A" = 9T correspondendo, portan-
to, ao intervalo cuja grandeza é o raio 1A’ do cilindro. O ponto isolado da
conchoide é o correspondente a projecio vertical r' do eixo fixo do feixe

de planos de apoio.

2)  Conchdide da reta com ponto de reversio:

Seja outro cilindro de revolucdo de eixo vertical, dado por suas pro-
J G I

jecoes na figura 2.

Efetuemos raciocinio analogo ao da épura anterior, supondo agora
o eixo fixo do feixe de planos de apoio tangente ao cilindro e perpendicular
ao plano vertical, caracterizado pela projecio r'. Admitamos o ponto ge-
rador da curva revéssa situado na geratriz contida no plano frontal que

passa pelo eixo do cilindro, dado pelas projecoes A e A"

Iniciando ponto e plano de apoio a girar simultineamente, o primei-
ro em torno do eixo do eilindro e o segundo em torno do eixo fixo (r),
as posicoes do ponto passardo por B, (', D, .... na projecao horizontal,
enguanto as posieoes do plano de apoio seceionam o eixo do cilindro nos
pontos 1% 2, 3" .... determinando nas. geratrizes do mesmo, pontos da
curva revéssa enjas projecdes verticais sdo: B, (Y, DY, ..., ete

A curva revéssa gerada terd pontos improprios (Goo) e (So0) quan-
do o plano de apoio assnmir nma posicio parvalela ds geratrizes pelas
(uais passa o ponto gerador no seu movimento ao redor do eixo do ei-
lindro. Quando o ponto retornar a posiciio de origem, haverd na superfi-
cie do cilindro nma curva revéssa constituida de dois ramos assintoticos
em relacdo as geratrizes do mesmo.

A projecio vertical da referida eurva apresenta um ponto de rever-
sdo em r’, projecio do eixo do feixe de planos de apoio.

Nesta projecao, as semi retas que partem de ' mostram gue: Q5
a'El, H'8 = 81" e que: 8'E' = 4D = 91 = 8T = I'A". Ora, eite
procedimento conduz ao processo construtivo da conchdide da reta com
ponto de reversao, tomando como pilo o ponto ', como base a projecio
vertical do eixo do cilindro e o intervalo 1'A’ igual ao raio da base.
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FIG. 2

FIG. 3






3)  Conchoide da reta com ponto duplo:

Na figura 3 admitamos um cilindro de revolucao de eixo vertical
dado por suas projecoes em épura.

Induzindo o raciocinio anteriormente usado e supondo o eixo fixo
do feixe de planos de apoio secante ao cilindro, admitamos que o eixo

fixo seccione o cilindro em dois pontos confundidos na projecio 1.

» Iniciando o movimento simultineo de rotacio, o ponto em térno do
cixo do eilindro ¢ o plano de apoio em torno do eixo fixo. as posicies
do plano seceionardo o eixo do ecilindro em pontos enjas projecies ver-
{icals serdo 19, 2¢ 35, 4, «..... 12°. Enguanto isso ocorre, o ponto girando
em torno do eixo do eilindro passa por posicoes cujas projecoes horizon-
fais sa0: A, B, C. D, ...... sendo suas projecdes verticais obtidas nos
pontos em que as posicoes dos planos de apoio cortam as geratrizes em:
A R S R sendo o ponto (G) improprio, continunara por H', M,
atinegindo novamente o ponto improprio (8) retornando ao ponto de ori-

aom (A), ao completar wm giro de 360° em torno do eixo do cilindro.

A curva revéssa gerada sera formada por dois arcos assintoticos, ten-
do a projecio vertical ignalmente constituida por dois ramos assintéticos

e relacio 4 projecao do eixo do eilindro.

Ainda verificamos gue as semi retas tracadas de r' permitem anali-
sar: F'6'° = G'R’, B2' = 2'N' = T'A’. Ora, esta propriedade s6 é utili-
zada quando se procede a construcdo grafica de nma conchéide da reta
com ponto duplo, tendo como base a projecio vertical do eixo do cilindro,
o ponto " sendo o pélo ¢ o intervalo TA" que corresponde ao raio do ¢i-
lindro, & maior que a distaneia do pdlo a base.

" e
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Capitulo

A CISSOIDE DE DIOCLES

Para sua obtencio utilizaremos dois cilindros das figuras 4 e 4a.
No primeiro, faremos o ponto gerador descrever no espago uma eurva
revessa euja projecio vertical seja a cisséide reta de Dioelés. No segundo
¢ilindro, que é tangente ao primeiro, a curva revéssa gerada, terd como
projecio vertical a chamada “gémea da cisséide” on “cissbide ulterior”.

Nesta fase gostariamos de fazer uma interessante observacio: as con-
choides da reta foram obtidas pela utilizacio de duas eurvas assintéticas

tracadas no mesmo cilindro.

De agora em diante, em cada cilindro considerado, faremos o ponto
gerador deserever sdmente nma curva revossa, o que possibilitard atingir
as demais curvas previstas.

Assim, no cilindro da figura 4, dado por suas projecdes, considere-
mos o eixo (r) como eixo do feixe de planos de apoio, de tépo, tangente
i superficie cilindrica, sendo r e ' suas projecoes. O ponto gerador da
curva suposto situado no ponto em que o eixo fixo tangencia o cilindro,
sendo A e A’ suas projecoes. Dividindo a base do cilindro em 12 partes
ignais, obtemos as posicoes do ponto gerador em projecio horizontal.

Submetendo a seguir o ponto e o plano de apoio, o primeiro girando
em térno do eixo do cilindro de um dngulo de 360° ¢ o segundo em toérno
do eixo fixo segundo um Angulo de 180°, as posicoes déste seccionam o
eixo do cilindro em pontos: 1°, 2, 3', .... ete., determinando nas gera-
trizes as posicoes do ponto cujas projecoes verticais serdo: A’, B, €', ....
sendo que na posicao 7" para a qual o plano de apoio é paralelo ao eixo
do cilindro, o ponto (G) serd improéprio, situando-se na geratriz oposta
aquela na qual se encontra o ponto origem (A). O plano de apoio que
partin de uma posicdo horizontal, descreveu um dngulo de 90° enquanto
o ponto gerador percorrendo a superficie do cilindro, girou em térno
do eixo de um angulo de 180° Prpssegnindo no movimento, as posicoes

- 23 -



do plano de apoio cortario o eixo do cilindro nos pontos 8, 9, 10 .. ..
determinando em suas geratrizes os pontos cujas projecoes serao H', 17,
J' ... retornando i origem (A). Podemos notar que a projecio vertical
da eurva revessa gerada, terd um ponto de reversiio em A’

Vemos ainda nesta projecio que IK'N* = A'l" ¢ J'M" = A", proce-
dimento grifico que se emprega quando se deseja construir uma cissdide
reta.

Por outro lado, na figura 4a o segundo cilindro tangente ao anterior
terd suas geratrizes resultantes da divisdio de sua base em 12 partes igunais,
cortadas pelas posieoes do plano de apoio nos pontos A'y, By, 7y, ...
14, ¥y K

Tstes pontos determinam uma curva plana representativa da proje-
cio vertical da enrva revéssa que é assintética em relacdo a geratriz de
contato dos dois cilindros inicialmente considerados.

Nesta projecdo, vemos que: N'I'y = I'N" ¢ J7 My = JM o que
corresponde ao procedimento griafico para a construciio da cissdéide ul-
terior.

-24- ‘




Capitulo IV

A TRISSETRIZ DE MACLAURIN

No tratado sobre curvas de Gino Loria: “Curve Piane Speciali Alge-
briche ¢ Trascendenti” a trissetriz de Maclanrin & analisada graficamen-

te da seguinte maneira:

Conhecidos trés pontos O, O e 0O” (figura 5) colineares, de tal modo
que o segmento O” 0" seja um térco do segmento 0’0, tracemos por 0’
uma perpendieular r ao segmento 00 ¢ por 0" nma transversal qual-
quer O“M. A perpendicular a 0”M tirada pelo ponto M, corta a paralela
O"M tracada por O, num ponto I’. O lugar dos pontos P é a trissetriz

de Maclaurin.,

No entanto, o préprio Gino Loria da a indicacio de uma curva muito
interessante, de autoria de G. Cramer e gue apresenta nm aspecto mais

veral do que a trissetriz de Maclaurin.
B a curva que resolve o seguinte problema:

Dado um cireulo de centro €, raio r e um ponto O de seu plano
(figura 6), chamemos de A e B os extremos do didimetro que contém C.
Tracemos por A a corda arbitriria AM. A perpendicular ao didmetro
AB tracada por M, corta a paralela a AM tirada por O, num ponto P
cujo lugar é a eurva estudada por Cramer.

A variacio de posicdo do ponto O permite conhecer diversas curvas,

como por exemplo:

a) Quando O for o ponto meio do raio AC, o lugar dos pontos P
é a trissetriz de Maclaurin.
b) Quando O = C, o lugar dos pontos I’ seri a estrofoide reta ou
logociclica de Booth.
¢) Quando O = B, o lugar dos pontos I" é a cissdide deta de Dioclés.
Vamos tratar agora de obter uma curva revéssa tracada na superfi-
¢ie de wm ecilindro de revoluedo de eixo vertieal, cuja projecio vertieal

\
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seja a trissetriz de Maclaurin. Para isto, consideremos um ecilindro dado
por suas projecoes em épura conforme a figura 7.

Fixemos como ponto origem da curva revéssa, o ponto (A) situa-
do na geratriz contida num plano de frente que contém o eixo do ecilin-
dro. Facamos o ponto mével girar em térno do eixo do ecilindro de um
Angulo de 360°, para isto efetuemos a divisdo da base em 12 partes iguais
e tracemos as projecoes verticais das geratrizes correspondentes.

Localizemos o eixo fixo do feixe de planos de apoio, que é de topo,
numa posi¢io tal que fique equidistante da geratriz de contérno aparente
e do eixo do cilindro, representando r’ sna projecio vertical.

Logo apés movimentemos simultineamente, ponto e plano de apoio, o
primeiro para girar em térno do eixo do cilindro de um angulo de 360°
e o segundo em térno do eixo fixo de um dngulo de 180°.

As sucessivas posicoes do plano de apoio eujas projecoes verticais
serdo 1, 2, 3, .... determinam nas geratrizes as projecdes A’, B', C',
D', .... sendo que para a posicio correspondente ao ponto (G) o plano
serd paralelo & geratriz correspondente, tornando-o impréprio, o que se
verifica na posicio 7° do plano de apoio. Em seguida teremos os pontos
H', T, .... retornando o ponto gerador i sua posicdo de origem.

A curva revéssa descrita pelo ponto mdvel na superficie do cilindro,
terd sua projecio vertical segundo a trissetriz de Maclaurin.

Com efeito, podemos verificar as propriedades graficas da curva pro-
jecdo, de duas maneiras:

1) Tomemos um ponto O” no prolongamento de O O’ de tal modo
que 0" 0" corresponda a um tér¢o de O O'. Por O” tracemos nma trans-
versal qualquer O“M’, por M’, a perpendicular a O”“M’, que determina
sobre a paralela O 4’ tirada a 0" M', o ponto D', Tiste é efetivamente num
ponto da trissetriz de Mac!aurin.

2) Com diametro igual ao da diretriz, tracemos a semi circunfe-
réncia N'O’. Tracemos uma corda qualquer N'P’ e por O uma paralela
a corda tracada, corta a perpendicular ao diimetro que passa por P’ no
ponto D' que também pertence A trissetriz de Maclaurin.

Vemos, portanto, que a eurva plana obtida da projecio vertical da
curva revéssa tracada na superficie do cilindro, corresponde A trissetriz
de Maclaurin.
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Capitulo V

ESTROFOIDE RETA OU LOGOCICLICA DE BOOTH

Esta notdvel curva é como sabemos, o lugar dos focos das conicas
Itantes das secedes produzidas num cilindro de revolueio por diver-
lanos que passam por uma tangente perpendicular a uma geratriz

A estroféide é, portanto, uma curva plana contida no plano formado
geratriz referida e pelo eixo do cilindro.

% nossa intencio agora, gerar na superficie de um cilindro de re-
1¢io, uma curva revéssa enja projecdo vertical seja a estroféide reta
ogociclica de Booth. Suponhamos, portanto, um eilindro de revolucio
xo vertical, dado por suas projecoes em épura. Sejam A e A’ as
seoes do ponto origem da curva, numa geratriz contida num plano de
e que passa pelo eixo do cilindro. Bste ponto efetuard em térno do
um giro de 360°, para isto dividamos a base do cilindro em 12 partes
ais e teremos as projecoes horizontais A, B, C, .... K, L das posicdes
ponto na superficie do mesmo (Fig. 8).

- Em seguida, considerando uma reta de tépo, como eixo fixo do feixe
» planos de apoio, concorrente com o eixo do cilindro, teremos sua pro-
vertical reduzida ao ponto r’. Logo apés, submetendo ponto e plano
apoio a rotacdo simultinea respectivamente em torno do eixo do ei-
0 e em torno do eixo fixo (sendo que a amplitude de rotacdo do
no seri de 180°), obtemos nas projecdes verticais das geratrizes do
ndro os pontos: A’, B, (Y, D', .... e teremos um ponto improprio
, para em seguida obtermos H’, .... L' para retornar a ori-

A curva que une os pontos obtida na projeciio vertical é assintética
m relacio A geratriz de contérno aparente, oposta aquela em que foi
nado o ponto de origem (A). A mesma curva apresenta um ponto du-

E'la que se localiza na projecdo do eixo fixo.




A seguir, podemos verificar que o ponto A’ situa-se no prolonga-

mento do lado 190° do angulo reto 19J'7"
versais A'M’ ¢ A'N’, teremos as r lacoes :
MP' = M'Q' = M.J’
e NG = NI = NI

Se tracarmos por A’ as trans-

Ora, esta relacio é fundamental e necessiria para construcdo plani-
métrica de uma estroféide reta ou logociclica de Booth.
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Capitule V|

A HELICE CILINDRICA NORMAL

A hélice eilindrica normal pode ser considerada com um caso parti-
alar da enrva assintética gerada na superficie do cilindro de revolueio.

Com efeito, supondo que o eixo fixo dos planos de apoio seja impro-
prio, neste caso o feixe de planos de paralelos determinara na superficie
do cilindro seceies cirenlares ¢ equidistantes que conjugadas com o mo-
vigiento cireular constante do ponto gerador em térno do eixo do eilindro,
I pontos de passagem de uma hélice cilindrica normal.

o




e i




Capitulc V|

CONCLUSAO

. Compreendida a obtencdo das diversas curvas geométricas planas re-
sultantes da projeciio de curvas revéssas tracadas na superficie de um
¢ilindro de revoluefio, projeciio esta feita num plano paralelo ao seu eixo,
desejamos concluir na possibilidade de simplificacio imediata e o que
nos parece muito mais importante, é a inovaciio de um processo geral que
permite agrupar o tracado planimétrico das referidas curvas planas.

A ndo ser nas ednicas, desconhecemos um processo geral que per-
mita construir curvas geométricas de propriedades diferentes.

Portanto, para que possamos atingir as curvas propostas, basta que

tracemos as projecoes verticais das geratrizes de um cilindro de revolucao:

1) Para as conchéides: a fim de obté-las com simplicidade e pre-
cisdo precedemos de 24 geratrizes do cilindro e se desejarmos uma con-
choide de ponto isolado, de ponto de reversio ou de ponto duplo, basta
que consideremos respectivamente um ponto exterior (fig. 1), um ponto
na geratriz de contoérno aparente (fig. 2) on um ponto entre as geratrizes
de contérno aparente (com excecio do eixo) (fig, 3). Se tracarmos por
cada um dos pontos 12 transversais ue dividam o plano em partes iguais,
estas cortardo as projecoes das geratrizes do cilindro, em pontes que cor-

respondem as conchdides desejadas.

2) Para obtermoes a ecisséide de Dioelés, basta determinar as proje-
coes verticais de 12 geratrizes de um cilindro. A segnir tomemos um ponto
na geratriz de contérno aparente (fig.d) e tracemos pelo ponto 12 trans-
versais cujo limite corresponde a direciio das geratrizes, em pontos que
correspondem A cis=oide inferior.

A cisséide superier serd obtida quando o ponto pelo gual tracamos
as transversais é situado a nma distAncia da geratriz de contérno aparen-
te, igual ao didmetro da geratriz circular como mostra a figura 4a,
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3) A trissetriz de Maclaurin serd obtida, quando efetuarmos a pro-
jecao vertical das geratrizes de um cilindro cuja diretriz cireular é divi-
dida em 12 partes iguais. Se tomarmos nm ponto equidistante da geratriz
de contéorno aparente e da projecio do eixo do cilindro e tracarmos por
dste ponto 12 transversais, estas cortario as geratrizes do cilindro em pon-

tos que correspondem A trissetriz de Maclanrin, como mostra a figurad.

4) A estroféide reta ou logoeiclica de Booth, pode ser obtida quan-
do efetnamos a projecio vertical das geratrizes de um cilindro, enja dire
triz civeular é dividida em 12 partes iguais. Em seguida, considerando um
ponto situado sobre a projecio do eixo do cilindro, tracamos pele mesma,
12 transversais que cortardo as projecoes das geratrizes, em pontos que
correspondem a estrofdide reta como mostra a figura 8.




Apéndice

Tratamento analitico dado as curvas assintdticas geradas na superficie

de um cilindro de revolugdo, pelo Prof. Jayme Machado Cardoso.

Animados com o tratamento analitico dado pelo ilustre prof. Jayme
Machado Cardoso ao estudo das projecoes hiperbdlicas, solicitamos ao re-
ferido mestre uma andlise do nosso problema ¢ tivemos a satisfacao de re-

ceber a seguinte carta resposta:

Curitiba, 17 de abril de 1964,
Caro Cloifman:

Ainda hoje cologuei no Correio wma carta registrada para voceé con-
tendo a demonstracio analitica do teu trabalho para o caso conchdile,
Isto foi de manhd. Hoje a noite consegui fazer uma demonstracio para
todos os ecasos tratados por voeé, e assini, amanhil colocarei esta earvta
no Correio. Pena que a trissetriz de Maclaurin ndo possa se enguadrar
dentro do caso geral, havendo necessidade de inverter a rotacio em térno
do eixo y. Acredite que até hoje a noite en duvidava da exatidao de ten
trabalho; agora posso, em definitivo, te felicitar pelo brilhantismo do

mesmo,

Aproveito o ensejo para te agradecer a oportunidade que voecé me
proporeionou apresentando-me um problema tdo bonito. Espero noticias
Tnas,

Abracos do

Jayme



£

CURVAS COIFMAN (*) SOBRE O CILINDRO DE REVOLUCAO

Consideremos um cilindro de revolugio ¢ujo eixo é a paralela a
cixo z conduzida do ponto A (O, a+r, O), sendo r o raio da seciio reta.

Seja P um ponto da superficie e P’ sua projecio sébre o plano xy.

Indicando com n o dngulo que AP’ forma com o eixo y e com v o dngulo

que o plano determinado por P e o eixo x forma com o plano xy, teremos

| para equacdes do eilindro

. €

I

i X = r.sen u

| (i) ¥ = a4+ r(l — cosu)

| z=—Ja+ r(l —cosu)] tgv

ﬁ: il Se o ponto se desloca sobre o cilindro girando em torno do
I eixo do cilindro com velocidade angular igual a velocidade angular do
’| giro em torno do eixo x, a curva deserita serd o lugar dos pontos da su-
|| perficie sujeitos & condicdo u = v. Em conseqiiéncia, a projecio orto-
ill gonal desta eurva soébre o plano yz é a curva de equacdes paramétricas
w (@) dyr= cged 2 (10— eos 1)

iIL z=—[a + r(l — cosu)] tg u

i

e

* Tal eurva, como é faeil verificar. é uma conchoide da reta. A reta da
\[' conehéide é o eixo z,

B

||1 (i) (2 + ) [y — @+ ) = ry

“‘ Em particular, se a > O temos conchdide eom ponto isolado; se
a = O temos conchoide com ciispide; e se a < (0 temos nm ponto duplo.

(*) Denominacio dada pelo prof. Jayme Machado Cardoso.
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| s desloea sébre o cilindro girando ehi ﬂﬁi’n@ do eixo

da superficie com velocidade angular igual ao dobro da veloeidade com
gue gira em torno do eixo x, a eurva deserita serd o lugar dos pontos da
superficie, tais que v = n/2. Neste caso a projeciio ortogonal desta curva
sobre o plano yz é a eurva de equacdes paramétricas

(iv) y = a + r(1— eosu)
1 — ecosu
%= — a4 2l —"cos"a)]
1 -+ cos u
2.1. Sea = 0, as (iv) reduzem-se as
(v) ¥ = r(1— cosn)
z = —r (1 — cos n) - R
1 - cos a

que sfio os equagdes paramétricas de nma cisséide de Dioelés,

(vi) 2z (2r —y) =
2.2, Se a = —r, as (iv) reduzem-se s

(vii) ¥y = —r.cos u

i
- 1 — cos v

7z = T.e05 W v
1+ ‘g0z n

que siio as equacies paramétricas de nma estrofdide reta,

(viii) z(r—x) =¥y (@ + ¥).

3. Fazendose o = 180° — v, ¢ = 180° — u e a = —r/2, as

(i) revestem-se a forma

X = r.seng

1
(ix) y = r(— + cosy)
2

I}
z = r(— + cosg) tgy
2
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Se, além disso, tivermos ¢ = ¢/2, como no ecaso 2, as equagdes

projecio sébre o plano yz serfio

1
(x) ¥y = r(— + cos ¢)
2
1 1 — cos ¢
z = 1r(— + cos ¢)
2 1 + cosg

(que =do as equacoes de wma trissetriz de Maclaurin,

15 3
| (xi)  (y+—) 2 =¥ (—r— ).
I 2 2

Curitiba, 17 de abril de 1964,
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