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"A liberdade é frágil se os cidadãos são ignorantes" . 

Lyndon B. Johnson 

"A educação é tão importante, quanto um val ioso dia­

mante em estado nativo. A educação estética consiste 

na lapidação dêste diamnnte, pondo à mostra tôda 

beleza que a natureza lhe deu". 

Do Autor 





I .. TIIODUÇlO 

Tamoa a alaveda honra da epraaantar à t~inante Co 

mioaão Julgadora do Concurso pare Titular de Geo metria Deacri 

tive no setor • I • do Departamento da Técnicas da Representação 

de (.B.A.- C.L.A.- u.r.R.J •• e tesa espacialmente escrita pe-

ra um concurso deste natureza cuja área compreende- • Ceo~e~ria 

Descritiva ( a li a Axcnometrie•. 

Da acordo coa o edital, a taea é inédita, nac tende 

si~o ainda objeto de julgamento am concurso, na~ publicada em re-

vistas aepecialiredaa, em parta ou totalmente. 

~ presente trabalho date, conforma e cape, do ano da 

, 1S65 a d aeda aeta época aguarda cpcrtunidede pare divulgação. 

A partir da noaeae primeiras paaquiaaa iniciadas •• 

1958, coe e publicação e defesa de vérica trabalhos, foaos alvo 

da criticas por basearaoe nessas conclusÕes •• siaplea resultado~ 

gráficos. A experiência anterior fez coe que oa noeeoe trabalhos 

posteriores apresentasse~ um lastro de fundamento mate mático; pa-

ra tal, recorramo s ao ilustra Prof. Jayme ~mchedo Cardoso, de De­

partamento da ~eteaétice a Desenho da Universidade redaral do 

Paraná e atual Titular da cadeira da Cao~atria Descritiva, que 

coa eue habilidade matemática deu ao nos~o trabalho uma ênfes a 

neste campo. Deixamos aqui ao Prcf. Jay~a oe noeeca sinceros egra­

dacimentoe, pala terafa que corrobora com a eoluçiío gráfica da cur-

va que concebemos. 

Da poeee do tra~~lho que ora apresentemos , a Comia -

. -
c~o :~lEe(cr r tem e m ~eos o neterial pare exaniner e criticar dan-

do ao ca ndiGatc , ne prove d a dafeee de tese, e oportunidade de re­

forçar suas afirmaçÕes postes , coe ~aior ou menor ênfase, neste 

trabalho. 

Rio da Jencirc, ~ éa julho de l >El 





CapítuLo 

APRESENTAÇÃO DE UM ESTUDO REALIZADO NA SUPERFTCIE 

DE UM CILINDRO DE REVOLUÇÃO : 

TRAÇADO DE CrRVA !=) ASRlXTó'l' fCAS 

A no,···a innt não 1wlo terreno elas cm·yas rr\'ês.-as não é rrcentr, 
claudo-nos a oportu nidadE' clr trazrr para a geolllrtria dE-sc ri tiva um ~rnpo 

rxtpm;o <le eunas l!<'Ométri<·as. 

Baseando-n os 110 espírito t riaclo t· <' da ndo .asas ~ 11 0s~a imagi nação, 
faremos nova ill <: nt·são no~ domínios <lo eilind t·o de revo lu~,;ão de eix•> 
yertit·al , 110 !-.entido clr obterm os uma t urYa r rYê· •;a na sua ~upel'fícic ,.. 
que projetada 1111111 plano paralelo ao seu eixo, possibilite <'111 tletr nll ina­
c1as ('O IIdiçõrs, obtrr clll'\'<lS grométri t·as pla11as usuais. 

A" (' Urnu; qllt' ,·amos tnltcll', aparr<:Pram 110 cenitrio da mat<'lllCÍt i,·a 
rm é p<H'êl~ difrt·e llt('s, ~<' lHlo que algtt lllH '• dela<; foram i11vcntada-; para 
~,te ntkt· a divPn;as neecssidatles da épot·a. 

Xo r11tan to, embora tl'nh alll t•arad<'rL'itÍl'as distintas <' con~t t· nçõp·; 
p lanimétri t:as própt·ias, pretendemos u11if.id-la -; atnwé,~ 11111a rstntlnra 

g('nérica , dando-lhes um tratamento igual. 

As <·tn·yas g<•ontétricas planas a que nos ref<' r irnos, ,;ão as seguilltt·, : 

Couchóidrs da r e1a ou <·onchóicles ele Xicomed('s. 

3 - Trissetriz de l\1aclau rin. 

J - Estrofóide r eta cn Logoeícli<·a de Booth. 

5 - Jlél it<' c i I í nd ri('a norma 1. 

1 m elos objetivos dêste e tudo y11c fazemos é divulgar que as cu rya•• 
a uteriornwHte refer idas podem ser obtidas por um proCf'!;I.O geral. 
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O art ifício q uc pet·m i te obter 11 <:u rva t' l'\'~s; a na ·'>li pet'fíít i<· do c •· 

l indro de revolução, cou&iste na trajctória <l C' um ponto animado d<' dois 
movimentos, a saber: 

1.0 - Girar com Yelocidadc an!!ular constant<' <•tu tôi'Uo do rixo do 

cilindro. 

2.0 P ertencer durante o deslocamento, a um p l<lllo quc ~11·a <'<Hn 
Yelocidade angular constante em tô t·no de um eixo fixo orto­
gonal ao eixo rlo cilindro. Dr nominamos a r:tr platllJ: ' ·plano 

de apoio". 

En t Yi ttnde das condiçõe.'-' impostus ao <lrslntamrnto do ponto, 1!·­

n·moR: 

a ) a <:lll"Va gerada pelo pouto, apt·rscntarú ponto impt·úprio. H'llt­

pt·e qtll' a posic;ão <lo pl nno cl<• apoio fôr pa ntl r la ao rixo <!o 
t·i I i tiClt·o; 

h ) o l'ixu fixo ol'togonal ao t•txo do L• il indro. Ptll tôt·no elo qual g-tt·a 

o phtno dl' apoio. poderit s<' r exte t·ior. tang-entP on srl'antp ao l'i-

1 ind 1'{). De''<'l110> obSPI'Hll' ('111 tempo. <!IH' r;:;tp C'ixo podP também 
sp t· impt·óprio ; 

c) r~tabcle<:endo relações pa~·a as Yrlotidad<·s angnhm•s do ponto 

r do plano de apoio. podemo<; obtl•r diferrntc.;; a~pedn~ par·a a 
Cllt'va re,·ês•a gerada, in('luindo tambétn a sit ll fl<;ào do r ixo f ixo 
<'lll n'i<lção ao eixo do cilindro. · 

(lbsc•t·Yação: O eixo fixo em tôrnu elo qual g- tm o plano dt• apo io 
>;c•.ní dr tôpo. o q11r ,·cn1 fac ili tar a id t'nt if it·ac:ão cl <' suas po~i<;Õ<'· • <'111 

~ Jlll l'l'l. 

Examinrmos <tl g-umas c·ond içõr!'; parn qur sr po•sa obt!'r as t·IJna.-; 
plnnfls mencionada. : 

Para obtermos uma CULTa a~:;i ntót i ta <· uja projt><;ão nl'tieal !-.eja a 
ronehóitle da rcta, o ponto gerador e o plano d<' apoio rfdmtm rot<tçÕP· 
;. imu ltânras, o primeiro em tôrno do eixo do (' ilindt·o <' o segundo em tôr-
110 do eixo f ixo. c·om amplitndr~ de :360°, pat'H rdOI' tWr<'m ao po11to ele• 

pHtida. 

Para obtPt·mos mna cuna t·eyêssa cnja projeção dê mna ('i:;;.:ó id,• 
rda de D ioclés, o ponto gira de 360° em tôrno do <'ixo do t ili11dro, c· n­
qHa nlo o pla no de apoio descreve simnltâneamentr ân~ulo dr 1 0° <'lll 
tôrno rlo eixo f ixo, que . itua-se tangente ~ suprl'fícir do cil in<lt·o. 
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A tris•<>t r·iz d<· MaclaHl'in <tparece como projt•ção da t• ur·va n•ve-; -.· r 
dt• cr·ita por um ponto ( jUC efetua em tÔm{) do t>ixo do ci li ndro um .gim 
de 360° enquan to o plano de apoio descreve simul.tân<'amPrlt<' rr11 tô t·no do 
('ixo fixo, ângulo de 180°. O eixo fixo deverá srr aquid istunte da grratriz 

de contôrno aparente c do eixo elo cone. 
A <"'tr·ofóide rrta ou logocíclica de Booth é a projc·~ii o writeal ela 

rurYa r·cvêsAA obt ida quando o eixo fixo é con eon·ente com o <'ixo do ci­
lindro. O plano de apoio e o ponto. g iram simultiinramrnt<', o prim('iro 

tl e 180° <' o segundo de 360°. 
Quando o eixo fixo é impeóprio. o f eixe d r planos pat·alelos <' prt·· 

penclicularr. ao eixo elo cilindro, corta as geratL·izrs do eilindr·o, dando 
origem ir po,,i~ões de pontos cujo lugar é nma hélice cilílld r i e a 11ormHI. 
Como a proj<•ção clr 11ma hél ice sôbre um plano paealedo ao r ixo do 

('i lindro ní•c lco é 11ma si rmsóidr, podemos associar a i:ieuóid r c·omo prr·­
tem·ente ao g r upo elas <·urva.<> <mtcriormente l'<'f(' ridal'l. Vemos. portanto, 
r m linhas g-erais, qne as cu •·yas r·eye~~.as de qur vamos t.·atar, f<ão obtidas 
por sc<:ções elas g'<'r·atl'Ízrs do tilin(l!-o por 11111 f pixr cll' planos enjo rixo 

é ortogonal ao <'ixo do cilindro. 

BRE\' E R I~Hl ' MO III RTóHI CO 

Coll(·hóide ela •·r ta ou tont hóidr de :\'icomedes: 

Os probh•mas groméh·i<:os sE'mprr ocuparam lug-ar d<· dP taqur 110 
(lesenvolvimento da alg-ebnt. D esde o tempo de Diofante~ Yimm-~ os 

matr mitticos impelidos à procura de solu~õe. alg-ébricas para a duplica­
ção do cubo, a d ivisão da circunferência e para a tri . ecção do ângulo. 

Para r r::olvrr o problema ela tt·issecção do ttngnl o, o g<'Ômrtra grego 

Nicomedes, que se supõe t er viv ido entre 250 r 150 aC, concebeu a no­

tfivel cnrva algébri<.:a. de quarta ordem que é a conchóide. E sta é des­
crita pela cxtr·('midadc li vre A de um segmrnto de r<'ta (denominado: 
intervalo) cnjo ·u porte passa por um ponto fixo O ( pólo), senrlo que a 
'lutr·a extremidade B perco1Te uma reta fixa r , q ue é a base. 

Como a base dr termina 110 plano duas regiões, o segmento de reta ( in-
1 enalo ) pode p r rCOl'l'<'r ora uma, ora outr a r eg ião. As im ter emos duas 
(·nrva.«, uma 11a região do plano a qual não pertence o pólo e cuja forma 
l'e as>{'melha à aber tura de nnu; concha e que jn~ tifi ca o 110111e dado it 

('lll'Ya. 

Ka rPgião ('lll CJU<' ·"<' s itua o pólo. a curn1 podP Hpn•sc•nt<u· di\·er .;os 
a sprctos, s<•g unclo a distância do pólo à basr : ('ja maior , ig ual ou menor 
<l o qur o . <'g-nwnto dt• •·eür que correspond<' ao inten ·alo, nesse caw a 
curva grrada apl'NtC' II tal'ií rr~pectivamrnte: um ponto isolado, 11111 ponto 

de t·cver·'flO ou u1~ ponto duplo (Fig. a, b e c) . 
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~ o 
FIG. a FIG. b 

~'FIG,, 
Substituindo-se• a basr r etilínra por uma c· in·unfe t·ência qur pa..-;sa 

prlo pólo, e·hega-sr ao lima~on dr Pa. cal. 

C ISSólDE DE DlOCT....f;S 

Dio<:lés, gt'ômrtra po:trrior a Aequiml·des, idra lizon uma <;un·a cuja 
grra~ão pode ser t'xposta, cm1siclt'rando um c: írcu lo de et'ntro O e dois 
ele• seus diihnetro•' AB e CD. pr rpendi<:nlare. entre si ( F'i~?. cl ) . • 'e to-

r:tG. d 
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mannos na pt•rifPria do cÍJ·cnlo doi=> an·os Íl-{uai,; .~.\(: = AE <' S<' t·ondu­
zirmos por O uma paealela ao diâmetro AB, esta roda CE rm n m pon­
to M da cm·va (lc Dioclés. O lugar dos p ontos l\1 aprrseuta uma certa 
srmr lhan ça <·om a fôlha ele hém. Há controvérsias quanto ao nome att·i­
bnido à curva, todavia, ao lugar dos pontos l\1 é dado o nome de Cit•<;Óidc 
de Dioclés. 

Nota-se qnr sr .a reta. CE corta rm I•' a tangrnte ao círculo dado 
rm D , os doi:s segmentos CE e Mli' resultam ig-uais e concluímo. qur a 

cis~óidc pode ser construída mais f~tcilmente tomando-se ~-.ôb re a reta CF 
o eomprimento Fl\1 igual r de sentido contrário a CE e se tomarmos sôbre 

a mesma reta FM' igual a CE, teremos uma noYa curva determ inada 
pelo lugar dos pontos l\•J ', rlPnomina cl a: "gêmra da cissóidr" ou ci~sóicle 

ui tr rior. 

Embora a cnr·ya tenha ramm' assin tótit·os em relação it tangente ii 
circunferência do ponto D , os antigos considrra\'am s(nnente o dois arcos 

intrrnos ao círculo, que par tem de C até os p ontos A c B. No r ' tudo 
que ora aprrsentamos, êstrs arcos trrão impodân<·ia total , isto é, em 

tôcla a sua rxtemoão. 
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Capitulo 11 

A CO:\('IlóiDE DA HE'l'.\ OF CO::\C'lló iDE DE :\!COMEDE,-, 

1) Conchóide da reta com ponto isolado: 

Seja um cilindro de rcYolução de eixo wrtic11l dado por sua pt·oj<'­
<;Õ<'s <'lll épnra , figura 1_ 'onsidercmo' o eixo fixo ( r ), de tôpo, exterior 
ao cilincl t·o <' cujas projec;õe;;; .~ão dadas por r c r'. Sejam ainda A e A' 
as projt•<;ões do ponto (A ) get·ador da cm"Yêl. em ua po ição in icial si­
tuado na grratriz qnr c·ontém o plano de frente qur pa . a p elo <•ixo elo 
l'i li n<lt·o-

Logo após mo\' imcn tcr.; simultânramrntc, ponto e plano de apow, o 
pt·imeiro em tômo do eixo do cilindro e o segundo em tôrno elo eixo fixo, 
w rifi<:amos que o feixe d!' p(anos dr apoio cujo eixo é (r ) sec<•iona o 
Pixo <lo cilindro nO" pontos 1' 2' 3' 4' .J' 6' r na posição 7' o plano to r 
t·c·~ pond!• ntl• 'l'nÍ paralrlo ao Pixo <' ;l.., gPratrize~ do tiliudro. Ê-;tr fcix1• 
tll'tc•nn ina nas gerat t·ize,., os 1){)11tos cuja<; projeçÕ<'S 'erão B r B', C <' C'. 
D <' D', E P E '_ F <' F' ·'<'ttdo qtH' o ponto ·eguint<' ( () ) correspondrnll' ;l 

~~t· r;tlr : z pnnt a qnal o plano clC' apoio lhr é p<~t·al l'IO, será um ponto im­
próprio (: ," O'",· As;i tn. <lrstr modo. a <' Ul'Yil t'C' \·ê:-;. a aprcsetttar(l pon­
to im próp rio nesta g-<•ratriz <' ·•ua projr<;ão wrtical será assíntota it ~1'­

rat riz qu e• l'ontém o plano d<• pr rfil que pas!'a pl'lo eixo. 

Pro~st•g-uiu<lo a traj<•tória do ponto. a cur\'a gerada pa~'5a t·ít pelo« 
pontos lL <' li'. I e 1' .. j <' .J ', K r E'. L c L' c• quando atingir a po.-.ic;ão 
:\[ <' )I' o ponto g-en tdor r plano ele' apoio tl'rão rfrtu ado um g-i ro dr 1 0°. 
o primeiro em tôt•tto elo Pixo do c·ilinclro <' o :-,rg-u nclo rm tôrno elo r ixn 
l" ixo ( r ) . 

Daí <'ll t tliant!'. pro.""'~'l!llindo c.:om <• llH" lll O t·ac·iocinio. o ponto gera­
dor :-t•t·ú tH)\•anwnte impróprio Sr ..... 'l 'oo qHando o plano de apoio assunw 
tllna posic;ão parah•la ;l gc•ratriz eorTc.< pondentr. Finalmente, ao efetna­
t·rm o g-iro dr 3G0°. tanto o ponto grradot· romo o plano dr apoio, r ctot·­
lla m ;, posic:ão inicial (1\ ) . 
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f; si1nplt·-.. \'P1· i fi<'a 1'm os qtw n p1·ojt•t)io ,·prt Í<'al da <'11rYa rp\·t>.-,a g<'· 
1·nda ap1·P~<·nta a forma tí pi ~:a da l"Oll<'hóicl P da l'r'la t·om pont o isolado, 
c·n.ia ha"<' é a proje~ão do eixo do <: il indro. 

C'om efeito. a sr11n rl'lil qul' parte c1<' r' <·orlando o l'ixo no ponto -:!-'. 

HJ)l'<'!"e•nta: P' +' = +' D ' P <'~ta n•lat;i'io 1wr~ i~IP <'lll qualque1· posie;ão: 
(l:)' = .)'E' e• <·o mo -1-'D' = .)'E' - 1 '..t\ ' - !)'['' c·O IT!'spondendo. portan­
to, ao interYalo t"Hja ~rilndt>za é o raio 1'A' elo e·i linclm. O ponto isolado ela 
e·on<'hóiclf' é o <·<H'l'('"POll(lenf<' it pro.iN:ão ,·rl'l it·<tl r' elo <•ixo fixo elo feixe 

dt• plan os d e apoio. 

2) Con<:hóid t• cl<~. reta t·om po11 to <li' rP\'C' l'são: 

• 'rja outro t il incl ro ele reYoluc;iio el<' pixo wrt ieal. daclo por suas pro­

jeçõrs na f igura 2. 

E fC'hH•m os ra<:iodnio an~ l ogo iiO da épnril ante·rior. su pondo agora 

o C'ixo f ixo do fC'ixf' df' planos dr apoio tangf'ntc• ao <·ilindro <' pr1·penclicular 

ao pl~tno YC'rtit<~l, taracte1·izado p<'la proje<;ão r'. Admitamos o ponto g<'· 

raclor da cnn-a rrYê sa ;;: itnaclo na gr1·atriz tontida no plano frontal qtH' 

passa prlo f'ixo elo <:ilind1·o. dado pela' projec;õf'.., A <' A'. 

TuiciaJJdo ponto e plano dr apoio a l!inu· 'iimultn nc·a nwntr. o primei­

ro em tômo do eixo do cilindro e o srgundo r n1 tô l'IIO <lo eixo fixo (r ) , 

a,, po. içõe.· do ponto pa. sarão por n. C. D ..... na projeção horizontal. 

enquanto as po. i~ões elo plano dr apoio S<'<·<·ionanl o eixo do eilindro nos 

ponto;• 1', 2'. :3' .... determinando na"·l!<'ratrizPs do mrsmo, pontos ela 

ttii 'YH l'f'Yês;;a <: ujas projf'<;;Ões ,·edi tais .-ão: B', C''. D' ..... rt<·. 

A t ut·va l'f'Yêssa ger ada t!' r~ pontos impr6prios ( C: <'<J) r ( R·,o) qmtn­

clo o plano ele apoio a ·sum ir tllllH po~<i c;ão JHt raiPia ~t'l g-e rat ri zP~ prla-' 
quais pa:sa o ponto ~erador no seu moYinH•nto ao rl'clor do c•ixo do <: i­
limlro. Quando o ponto rf'to rna t· it posic;ão <1<• origem. lutveri1 ;·.a superfí­
eir <lo cilindro nma curva n•yêssa <·onstituída clr dois ramo .. assintótieos 
c·m rela<;ão it . grrah·izl:'>i do mesmo . 

• \. proje<;ão ,·rrtical da referida <·urYa apl'(".,l'nta un1 ponto ele I'P\·er­
~ão l'm r '. projPção elo <·ixo do f!'iXl' d!' p!Hnos <ll' apoio. 

::\p..,ta projec;ão. as ~em i l'l•la'l qlll' part!'m d!' r' mostram qtH': Q'.)' -

.i'E'. ll '" - 8T' t> qtt<': .)'E' - +'D' DT' = "f' =- 1'A'. Ora. <' ' t!' 

pt·o<·<•diua•nto c·otHluz fiO p1·n<·<'s~o <·on·trut in> <la c·on<· hóid<· ela reta <·om 
ponto de l'('\'l't'são, tomando conHJ pÍl lo o ponlo t .. , <·omo base a projC'ção 
Yl'rt int l elo !'ixo elo ti linclro <'o intl'rntlo 1 'A' i):tt<tl ao mio ela baH'. 
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:3 ) ( 'onc·húidt• da reta t·o Jn ponto llnplo: 

~a fi:ru•·a :{ <lclmit amos um t ilinclro d t• n·voln~;~o de r1xo \'P I'!it·al 
dado por SII<IS proj c•~;õrs c·m épm·a. 

Induzi ndo o r;H·iot·ínio ;~ntr • · iormcntc usado c ~;u poudo o r ixo fixo 

do frixc• el e pla no" dl' apoio Sl't antr ao c· ili ndro. admi tamos qn<' o r 1xo 
fixo ."!'t'!'ÍO II!' o c·ilincl ro c•n1 dois pontos c·onfnuclidQ;o; na projrção r' . 

• fni<'iando o n1oviuH·nt o ,: nltll tnn<'O <lr r·olit ~;ão. o pont o rm tô l'llo do 

!'ixo tlo <· il indro <' o p lan o cl c• a poio c•m tôrno elo r ixo f ixo. a<.; posic;ôrs 

do pla no >-<'c·1·ionariio o Pixo do c·ilinclro rm pontos c· 11jas projr~;ôc• Yt'r­

t :t·ai~ ~Prão 1'. :?', W. -1-' • .. • . .. 12'. Enquanto i~;so OCOIT<'. o pont o ~in111do 

,.,n tilrno do <'ixo do ei lindrq passa por po~i~;õe:s ('Ujas proj cr;õrs ho rizon-

ta i' , ;;o: J\ . B. t' . D ....... SPIHio ~u as p1·ojrçõrs vc·rti<"a is obtidil 'i nos 

pontos t•m qn<' a-; posi ~i) p,..; elos pla11o~ clr apoio <"OL'lam as gcratriz<•s t'Jil : 

.\ '. B'. t'' ....... srnclo o ponto ( C: ) imp1·Óp1·io. C'Ollli nuan'i por 11'. )1 '. 

at ing-inrlo nm·ilnH•ntt• o ponto i1npr6prio ( f-i ) rt'tOl'IHUHlo ao po nto dP nr i­

!.!<'111 ("\ ). ; tO c·on1pl !' ta1· 1111 1 :.ri ro ele· :~ 1)()0 <'lll tômo do <' ixo elo ei lind1·o . 

• \ c· lli'\'H r c•yl\s;,a !!<'l'a da s!' rÍt formada por dois a n·o!-. as>; i ntótic::os, l<'ll ­

clo a pr:ljl'c;iio \'l'rtiea l iJ.! Iliilll H'Ill<' t·om•tit nícla por dois ran1o:; a;:<.;in tótic·os 
<'lll l'!'lac;íio i1 projp~;ão clo t' Íxo elo (·i lind1·o. 

"\ inda ,.,.1·ifi<·a n1 o~ (jiH' iiS ~<<' 111Í r<'IH s tnt<;<Hlas dr r' p <' rmi teln anali­
' <11': I·"G' = li' H'. B':2' - 2'V = l 'A'. Ora. ('sta propriedade só é nti li ­

z<~cla quando H ' proc<'de i1 <·onst rução gTáfi c·a <l c• uma eonchóicl r da r!'ta 

t·onl ponto clnplo. tr 11do <·omo ba ~C' a pl'Oj <'r;ão ,·<· rti cal do r ixo do cilil1(h·o, 
o ponto r' SC' ndo o pól o <' o inlc•l'\'alo l A' que• <·on c•spOlHie ao mio <lo ti ­
linclro. ~ nw ior lfll (' a <listliH<·ia <lo pôlo it basl'. 
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CapituLo 111 

A CIRSó lDE DE DTOCLtS 

J>am sua obtt>JJ ção 11 tiliza remos dois cilindro. das figuras 4 r 4a. 
Ko primeiro, faremos o ponto gerador descrever no c paço uma rurva 
revês:a cuja projeção vertical seja a cissóide r eta de Dioclés. No segundo 
r iliudro, que é tangente ao primeiro, a curva r evêssa gerada, terá como 
projeção vrrtical a chamada "gêmea da eis óide" ou "cisroide 1.1lterior". 

Nesta fase gostaríamos de fazer uma interes.<:Jantr observação: as eon­
thóidr' da r eta foram obtidas pela ntilização de duas curvas assintótit·as 

traçada no mesmo cili11dro. 

De agora em diante, em cada cilindro considerado, faremos o ponto 
g('rador descrever somente uma curva r evô.ssa, o que possibilitar~ at ing-ir 
as demais curvas previstas. 

Assim, JJ O cilind ro da figura 4, dado por sua projeções, com·idere­
mos o eixo ( r ) como eixo do f eixe de planos de apoio, de tôpo, ta ng-ente 
;, :superfícit> cilíndrica, sendo r e r' suas projeções. O ponto gerador da 
rnrva suposto situado no ponto em que o eixo fixo tangencia o cilindro, 
st•uclo A e A' sua · proj eçõe, . Dividindo a base do cilindro em 12 parte · 
il-!nais, obtemos as po ições do ponto gerador em proj eção horizontal. 

Rnbmctcudo a seguir o ponto c o plano de apoio, o primeiro girando 
rm tôrno do eixo do cilindro de um ângulo de 360° e o segundo em tôrno 
rlo r ixo fixo segundo um ftngulo de .180°, as posições dêste seccionam o 
r ixo do cilindro em ponto : 1', 2', 3', .... etc. , determinando nas g('ra­
tt·izr>• as posições do ponto cujas projeções verticais serão: A', B', C', .... 
sendo que na posição 7' para a qual o plano de apoio é paralelo ao eixo 
do cilindro, o ponto ( G) .~<>rá impróprio, situando-se na gera triz oposta 
àquela ua qual se encontra o ponto origem (A ). O plano de apoio que 
partin de uma posição horizontal, descreveu um ângulo de 90° enquanto 
o ponto gerador percorrendo a superfície do cilindro, girou em tôrno 
elo !'ixo de nm ângnlo dr 180°. Prf'sseguindo no movimento, as posições 
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do plano de apoio cortaL"ão o Pixo do l'ili'ndL"o nos ponlos 8', !)', 10' .... 
determinaudo em sua grratrizes os poutos cujas pL"ojcc;õrs serão 11', 1', 
J' .... retornando à ori~em ( A ) . P odemos notar que a pt·ojcção ver·li('al 
da cut·va t·evêssa get·ada, trrít lllll ponto de r·r,·el' ;:;ão em A'. 

Vemos ainda nesta projf•<;ão que K'N' = 1\T <' ,l'i\'l' = A',J', pL"oce­
dimento grúfico que sr l'tnpt·rg-a qw1r tdo sp de~e.ia c·nn);tnrir unm r i;;.~óiclr 

reta. 

Pot· outl'o lado, na figura -!a o segundo cilindro b:urgent<· ao antpr·ior 
tcní sua.<; gN·atrizcs r·c. nltante;:; da divisão de ;:;ua ba c em 12 pal't<•s iguais, 
co t·tada.<; pC'Ias posi<;ões do pia no d<• apoio nos pontos A',. R' •· C' •· ..... 

1 '1 , ,J' I , 1\ 'I • 

Êsl<•;; pontos drtr nninam lltlla eun·a plana rrpt·csentativa ila pl'O.iC'­

ção YC'rtieal da tt trYa t·rvês>a que• é assintótica rm reht<;ão à grt•atriz rl <' 

c·ontato elos doi:-; <·ilindro. inicictlmr ntC' <·om;iclcrados. 

Nesta pt·o.i <'~ão. ,·etnos que: :'\'1 '1 = 1':'\' P .f'1 ~[' 1 ,J'l\f' o q 11 (' 

c·otTrspondc· HO JWOc·('(limrnto gnífieo J><l l'H a C"Onstru~ão da l'is."Óicl<· ul ­
t erior. 
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CapituLo IV 

A 'J'RIHf;ETil iZ DE :i\IAULAURl:\' 

1\o tratado sôbrc curvas de Giuo L oria: "Cnn't' P ian E' f;pl'ciali Alge­
brit:hr e ~'ra~-cendpoti" a h·issetriz dr l\Ia c:lanrin é anali.·ada gr.Uicmnen­

te <la ~'<'g uin t t• maneira: 

Conhc•ciclo~o; três p011tos O, O' c O" (figura :J) c:oliuca rcs, de tal modo 
cpw o ='<'l-(111rnto O" O' sE> ja um têrço do segmr nto 0'0, tr~ccmos por O' 
nma perprndicular r ao :-:t'gmento O O' c por O" \lllHt transver sal qnal­
qHrr O"M. A perpendicular a O"M tirada pelo ponto l\1, col'ta a paralela 
O"~f tntc;;acla por O, nnm ponto J>. O ln~ar dos poutos P é a t rissrtriz 

<lc• -:'llacla nrin. 

Xo rntanto, o próprio Gino L oria di! a indic·ação de 11111 <1 cu n ·a muito 
in trl't'ssa nt <', dr autoria de G. Cram!:' r e que ap1·r<1('nta um a. pec:to mais 

)!era! do qne !fl h·issctriz de 1\IIacla nrin. 

B H !.:\11'\'a q ne resolve o seguinte TJI'Oblema: 

Dndo 11111 t: írcnlo de ce11 t ro C, raio 1· c• 11111 ponto O ck sr11 pla110 
( figura G), chamemos de A e B os extl·pmós elo di~unetro qll<' c:ontém U. 
Trat·emos por A a corda arbitráriíl A1\'L A p erpendicnllll' ao diâ metro 
AB tl·ac;adH por M, cot·ta }L paralela a AM t·i1·acla por O. 11\llll pontn P 

,·n.io lng-a1· é a curva e. tudada por Cramcr. 

A YH I·iação de po içi'ío do pm1to O prrmite l'Onh r<·rr cliYrr~as c11n·as, 

<·oHu> por rx<' HI pio: 

n) Qnando O fôr o ponto meio do raio AC, o lng-;n· <lo"' pontos P 

é a tri<";;etriz de 1\Iaclaurin. 

b ) Quando O - U. o lugar elos ponto>. P sc>nÍ a l'·"t rofói<le reta 011 

logo<'h·l iea de Booth. 
<·) Quando O - B , o lu l-!a r dos pontos P é a t·i ssúiclr cl<•ta dP Di<wlés. 

'í'Hmos tratar agora de obter nmH <: lll'\'a revê-;sa tnu;ada nH supe rfí­
<·i,• <k nm cilin<l1·n <1<' I'!'Yolnção ele c•ixo vertil'al , <'nja projP~_;i'ío vr rtieal 
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seja a trissetriz de Maclaurin. Para isto, considet·PmOó• um ci lindro dado 
por suas projeções em épura conforme a figura 7. 

Fixemos como ponto origem da curva r evêssa, o ponto ( A ) situa­
do na geratriz contida num plano de frente que contém o eixo do cilin­
dro. Façamos o poÓ.to móvel girar em tôrno do eixo do ci lindro de um 
ângulo de 360°, para isto efetuemos a divisão da base em 12 partes iguai:J 
e tracemos as projeções verticais das geratrizes correspondentes. 

Localizemos o eixo fixo do feixe de planos de apoio, que é de tôpo, 
numa posição tal que fique equidistante da geratriz de c011tôrno apareutc 
e do eixo do cilindro, representando r' sna projeção vertical. 

Logo após moYimentemos imultâneamente, ponto e plano de apoio, o 
primeiro para girar em tôrno do eixo do cilindro de um ângulo de 360° 
e o segundo em tôrno do eixo fixo de um tmgulo de 180°. 

As sucessivas posições do plano de apoio cujas projeções verticais 
serão 1', 2', 3', . . . . determinam nas geratrizes as projeções A', B', C', 
D', . ... sendo que para a posição correspondente ao ponto ( G) o plano 
será paralelo à geratriz correspondente, tornando-o impróprio, o que se 
verifica na posição 7' do plano de apoio. Em segnida Íl'remos os poutos 
H', I', .... retornando o ponto gerador à sua posição de origem. 

A curva r evê. a descrita p elo ponto móvel na superfície elo cilindrn, 
t erá sua projeção vertical vegnndo a tl·issetriz de Maclaurin. 

Com efeito, podemos verificar as propriedades gráficas da curva pro­
jeção, de duas maneiras: 

1) 1'omemos um ponto .0" no prolongamento de O O' de tal modo 
que O' O" corresponda a um têrço de O 0'. Por O" tracemos uma traus­
versal qualquer O":M:', por :M:', a p erpendicular a O"M', que determina 
sôbre a paralela O 4' tirada a O" M', o pouto D'. Êste é efetivamente nm 
ponto da trissetriz de Mac1aurin. 

2) Com diâmetro igual ao da diretriz, tracemos a semi circunfr­
rência N'O'. Tracemos uma corda qualquer N'P' c por O uma paralela 
à corda traçada, corta a perpendicular ao diâmetro que pa sa por P' no 
ponto D' que também pertence à h·issetriz de Maclaurin. 

Vemo~, portanto, que a curva plana obtida da projeção vertical da 
curva r eYêssa traçada na superfície do cilindl'o, corl'espoudc il trisse t1 iz 
de :M:aclaurin. 
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CapítuLo V 

A E 'THOFóiDE RE'fA Ol' LOGOCfCLTCA DE BOOTH 

E sta notável curva é, como sabemos, o lugar dos focos das comcas 

re~nltantes das secções produzidas num cilind ro de revolução por diver­

sos planos que pas. am por uma tangente perpend icular a uma geratriz 

do t· ilincho. 

A estrofóide é, portanto, uma cur,·a plana C'Ontida no plano formado 

1wla geratriz r eferida e pelo eixo do cilindro. 

É nossa intenção agora, gerar na supedície de um cilindro de r e­
yoJnç:ão, uma curva revês ·a cuja projeção wrtical seja a estrofóide reta 

on logocíclica de Booth. Suponhamo~, portanto. um cilindro de revolução 

clC' eixo vertical, dado por suas projeções em épura. Sejam A e A' as 
projeçõe~, do ponto or igem da Cul'\'a , numa geratriz contida num plano de 

fr<.'nte que passa pelo eixo do cilindro. Êste ponto efetuará em tôrno do 

C'!xo mn giro de 360°, para isto diYidamos a base do cilindro em 12 partes 

i:?na i e teremos as projPçõe horizontais A , B, C, .... K, L das po ições 

do ponto 11a superfície do mpsmo (F ig. 8) . 

Em seguida, conj dcrando uma t'eta de tôpo, como eixo f ixo do f eixe 

dt• planos de apoio, concor rente com o eixo do cilindro, teremos sua pro­

.i<•<;iío vertical reduzida ao ponto r'. Logo após, submetendo ponto e plano 
<k apoio à rotação simultânea respectivamente em tôruo do eixo do ci­
lind l o e em tôt·no do eixo fixo (sendo que a amplitude de l'Otação do 
plano ~ erá de 180° ), obtemos na projeçõe.'i vertica is das gera trizes do 
c·iliJI(lro, os pontos : A', R', C', D', . . .. e tC' remo um ponto impt'Óprio 
(Üt()), para em seguida obtermos li', [' , . . .. L' para retot·nar à ori­
!:'t'lll A. 

A <: ut·,·a que un e o. poutos obtida na p t'OJcçao vertical é assintótica 
l'm relação ii geratriz de contôruo aparente, opo ta àquela em que foi 
!iitnado o ponto de origt'm (A ) . A mesma curYa apresenta um ponto du­
plo CjtH' ~e l0ca liza na proj E>~ão do eixo fixo. 
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.\ ·'<·~uir. podt'llto-, \'C'I'ifi<·a r· IJll<' o pott!o . \ ' ;..itua-•<' no pr·ololl)!a­

llH'Ilto <lo lado 1'.)' do .:ingulo r<'lo 1',) '7'. St· tnt<;arnHN por· A' a-. tr·ath­

Y<•r·sai;., 1\'~l' P . \ '-:\'. l!'n·nro.-. a-; n ·la\iÕ<'li: 

:\I ' P' l\ I 'Ct :'lf'.J' 

<' .\:'()' =- ::'\'1' = ::'\',J' 

Ora . e ta n•la<;~o {o fundaru<' lltaJ (' IH'(·!':-:siír·ia para t·o~t-.tnu;ão plani­

métri<·a de uma t•st rofóidt> r!'! a ou logotÍ<·Ii<·a ch· Bootb. 
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Capítulo VI 

,\ HBLIC I•~ C I Lí~DR I ('A XOR~IAT1 

A hélice <·ilíncl ri1·a normal pocl <' s<' r <·on:-; iclPra<la <·om 11111 c·a>.o par i i­

c·ul;~r· <la \'111'\' 11 il ssintót iC"a l!<' r acla na .'- \l(WrfÍ<·i<' do l'i lindro dP l'<'Yohr<;ão. 

Com <"f<•ilo. supondo que o Pixo fi xo <los plano-• <l r apoio »<' ja imprú­

prio, rws!<• c·aso o f'c•ixP dP p l ;~nos d <' j)HralPios cl <' lr rminarír na supPrfír·i l' 

rlo c·i lindro s<'<·(;Õ<•s c·irl'ula r·rs <' rq uidistant r~ quc• <·onj ugada:-; tom o mo­

\'i~u·ll to <·i l'(·ulm· <"<J llsla ntl' do ponto gc• r·ador <·nr tô r11 o do <' ixo elo l'il indro. 
o . .., pontos <l<• )Htssag-<' 111 cl r um a héli<·<' cilinclri <'a normal. 
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Capítulo VIl 

CO~CL1.1S1\0 

Compree ndid a a obtenção da~ diver sas curvas g eométricas pla nas r e­

~nltantes da p rojeção de cm vas revê~sas traçad as na superfície d e um 

cilindro de r evolnção, proj eção rsta f eita num pla no p a r alelo a o seu eixo, 

desej amos <·oncluir n a possibilidad e de simplificação imediata e o que 

nos p are<:e muito mais impor ta nte, é a inontção d e um proccseo ge t·al que 

per mite ag l'llpar o traçad o planimétt·ico das r eferid as curvas p la nas. 

A não ~:e r nas cônicas, d esconhecemos um Jn·ocesso geral q ue per­

mita construit· curYas geométricas de propr ied ade. d ife ren te, . 

P or ta uto, para que possamos ati11g ir as ('UrYa. p r oposta:;, basta que 

t racemos as p r ojeções nrticais das geratrize · dr um <· ilin d t·o d P r eYol uc;ão: 

1 ) P ara a,l conchóicles: a f im de' obtê-las ('0 111 .'-'implicid adf' <' pre­

cisão pro<:edemo. d e 24 ge ra trizes d o (' ilindr·o e se d esPjarmos uma <·o n­

c•hóidP de po nto Í"olndo. de ponto d e t'PYersão ou d P pon to duplo, ba~ta 

l]ne comid er emos J'espPd i·va mente um ponto rx terior ( f ig. 1). um pouto 

11a geraír'iz dr contôrno apare:1te (fig . 2) on um ponto en tr e a.-; gera tt·izes 

de coutôrno a pat·entc• (com exceção do eixo) ( fig . 3). Rl' t raçarmos pot· 

r ada um d os pon tos 12 t r·amwer >•ais que d ividam o plano em pa r tes ig uais, 

estas cortar ão as proj Pções elas gera t1·izes d o c ilind ro, em pontos q uP cor ­

r~pondem às con<:hóidc•s dP.~ejadas. 

2 ) P a ra obtermos a c issó icle de Di oeJé .. , basta dl'tP t'ntit uu· a ,; proj r ­

çõe · Ye l't i<:a is clP 12 gera t r izes de um c: ilintho. A seguir tomemos um ponto 

Ha ge1·atriz d e <:o utôr no aparente ( f igA ) c tracrnws pe lo ponto 12 trans­

Yer a is c:ujo lim itl' <:O ITe."pond e à tl irec;ão d ns gera t ri z<'·. t>m pont(}.s que 

r·orr espondem à c:is,.óide in ferior. 

A cissóide supr ri or spní obtida quauclo o ponto JWlo qnal t l'açamo. 

as t r a nsver a is é sit uado a uma d istâ Dcia d a get·a triz d e• coutôl'llo a pareu­

te, ig ual ao diflm rt l'o d a ge•·a t1·iz circul ;u· <·omo mo< tra a fig-ut·a 4 a. 
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:1 ) A 1ris;-;l'triz Je )1ct<·latn·iu ;,c•t·it ohticla. qllrliHio C't't"tm\rmo-; a pro­

.it·c,;ão \' l'rl il'al ela~· g-rratriz!'~ dP 11 11 1 <·ilincli'O <·lljil cli t·<'triz 1·in·Hlar é rliYi­

clicla <' lll 12 partc•s iguais. f1<' totlla rmos lllll p onto equiclist~ nt <· da ).!l' t'atriz 

cl1• <·o tltôt·no a part·ntc e da proj t•<;i'lo do Pixo <lo <·ilind t·o e tra~,;annos pot· 
l>,.;tp ponto 12 tt·an,..yrr,.;ai~ . c•-.t a,.; L'OI'tari'to ;t:-. ).!<'l 'H trizr- elo 1·ilindro <'lll pon­

tos qll<' !'O ITP<iponckm ;'1 1 r i:-sc•t ri z <1<' 1f ;u·hiiii'Ítl. 1' 0 111 0 most ra a fi~II I '<J.) . 

4 ) ~\. P·•trofóide reta 011 ]O!!OC: Ít lic·a dl' l1ooth . pOdl' St'l' obtida quan­

cl o Pfetuamo~ a projrção Yrrtinl l da-; ).!<'l'êtl ri z<'s ch• lllll cilindro. cn ja dirr-

1 ri z l'il'l'U iar é diYidida rm 12 partl'~ ig-1tilÍ'•. 1 ~111 s<'g- llida. t onsiderHnclo mn 
ponto si t n<~do sôbrr a p rojeção do f' ixo do c i I i nd ro. t raça mos pr lo 111<•. mo. 
J 2 tntnswt·sais qur eortm·ão as pn>j<•c;õc•, elas :.t<' ra trizrs, rm p onto!'i 11tH' 

r·Ol'f'<'sponcl em i'! rstrofóid <• I'Pia <·omo mo;,t ra a fi).!tlra 8. 
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.:Apêndice 

Tratame~o analítico dado às curvas assintóticas geradas na superfície 

de um cilindro de revolução, pelo Prof. Jayme Machado Cardoso. 

Animad os t·011t o traf;tnl(•1II O Hll<ilí t ic·o dad o Jll'lo ilustt·c· prof' .. Jay11 tt• 

~f;w ha<lo C' a nlo> o ao c•st ttdo ela . .; projc•<;Õt•s lt i pl'dJól i c·a~ , :-;o i ic· ita11tll•J ao t·c·­

fpri<lo 11tc•strc• 11111a a11itlisp do nos.-o prohlc•ntrt c• fi\'t'llHh a satisf'<H;~o dc· re­

c·c• hc• r· a sc•g-11i11f<• t·arla l'l'SIHl~<la: 

Curitiba. 17 dc• abril dt• 1%-t 

C'aro Coif111H11: 

.Ainda hoj!' <·oloqtH•i 11 0 Conc·io liiMt t·a l'fa r·c·g-ist rnda para Yoel' •·<•11-

lt•tHlo a cl!'ll r o r tstnr <;~o a na I ítiea elo fc·u tra ba I h o JlllrH o c·aso c·ondtói ,lr·. 

bto fo i de ntrllth~ . ll ojc· ir 110ih· rons('g'IIÍ fazc' r tt ll lit dP1110il~tnt<; i'io p;•ra 

lo<los os ea st~<; t ra t r~<lo;, por YOel'. r a,.;si ttl. atllctllhã l'OIO<'IIt'<'Í <>sla c·a da 

no CotTt•io. Pe11H q 11 <' a t t·issrt riz dr l\1 a c· I ;r nri 11 11 i'io pos<•a se ('lllf uaclrar 

dc•11tro do nt'\O gpral. han• rHlo tH'e<>ssida<l<' th• itl\'c•rf<or a rofa c,:i'io <'111 tôr11o 

do r ixo y . i\ (' r r <li te que até hojr ii noitt• r u dn,·ida\'il ela rxat idão <1 <• tc•n 

tr·abalho ; ag-ora po~ so, em rlefi11itiYo. te f c·l ic·it;rr p<'i o brillra11ti;-;nro du 

111 ('~1110 . 

.... \ pt·oyr ito o ens<'.JO para te agrarlc•et•r a oportuuidadc que voc·l' 111 1' 

[H·opot·eiouou a pt'l'Sl' II I<IIHlo-mr \llll prohl l'ma tão bnuito. gspl'ro uot íc·ia-. 

f nas. 

./ a-y 111 r· 
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CllH \ 'AS ('0 11•'~1A~ ( * ) HóBRE O C IU XDRO DE REV()T;lJÇÃO 

C'o nsidrt·rmo·• um <·ilindro dr rrvol11ção cujo <' ixo é a paralela ao 
rixo z <·ondnzida do ponto A (0. a + r, 0 ), SE'ndo •· o raio da .eção reta. 

~l'jH J> um ponto da snperfícir <' P' . ua pt·ojrção . ôbt·c o plano xy. 
Tndicando com u o ângulo que AP' forma com o r ixo y r ('0111" o ftngulo 

qnr o plano drterminado por P <' o r ixo x fol'l1m com o plano x:·, tE>remos 

para rq u a~.:õrs do <·ilindro 

X ; 

X - l' .S('ll U 

( i ) y - H + I' (l - CO: 11 ) 

Z = - [a -!- l' ( l - <"OS \1 )] tg Y 

1. S!' o ponto SP dr.'lot·a sôbrr o r il inclro ginllldo em tômo do 

c• ixo do ri lindro <'Om wlociclade angular i:rmtl it vrlocidadr angular do 

gi ro t•nt 1 ôm o elo eixo x. a <:urYa clrse r ita ~rrá o lnga r dos pontos da ~·u­

pnfí(' ir snjPitos i't eondic;i'ío 11 = ,.. Em com;rqiiênr ia. a pt·ojeção orto­

gonnl dr-;ht t· llt'\'H sôbrr o plano .'·z é a t' nn·a clP P<pta~Ô<'S pantmétr it:as 

( i i ) .'· = a ..t.. r ( 1 - C{):oj li ) 

Z = - (a + I' (l - l'OS 11 ) ) tg 11 

Ta l l'l1l'\'a. <:o mo é fát il ,.t•rifit·ar. é 11ma t·ont·hóidr da n•ta. A r r ta ela 

(•()Jil·hó!clt• é O l'lXO z, 

( iii ) ( z2 + :·~ ) [y - ( il + r ) J ~ = r~y~ 
Em pat·t iculm·, ~r a > O t ('nlOs <"onc· hóid r. com ponto i ·o lado; .·r 

a = O l<'mos ('Onehóid r c•om c· ÍI .. pide; r st• a < O t<.>lllOs um ponto dupl o. 

l *) Denominação dada pelo pro!. Jaym e Machado Cardoso. 
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2. s~· o ponto se cksl oc<~ sôbre o cilindro girando em tôrno do eixo 

da superfície com velocidade angular ig ual ao dôbro da velocidadP com 

que g ira em tôn10 do e ixo x, a curva dcs~1·ita SE' rá o lugar dos pontos da 

snperfíci<>, ta i;-; qn<> v = nj 2. Je ·te caso a projeção ortogonal desta cuna 

sôbre o plano yz é a curva de equações paramétricas 

( i v) r = a + r ( 1 - c os u ) 

~ 
1 - cos n 

z = - [a + r ( J - co~ n ) ] 

1 + cos u 

2.]. r a = O, as ( iv ) r eduzem-se às 

( v ) y = r ( 1 - cos n ) 

/
l - tos 11 

z = - r ( 1 - c·os n) ' 
1 + cos u 

qnc• são os eqHaçõrs paramétricas de uma eissóidc• dr Dioclé. , 

( vi ) z~ (2t· - y ) = y:l 

2.2. Se a = - r, as ( iY) rednzem·S<' it 

(vii ) y = - r. c>os n 

1
/ 1 eos n 

z = l'. c os 11 ' - -----

1 + cos ll 

qu c> ;;iio as <'<lnac;õrs paramétrica." dE' nma rstrofóidr rc>ta , 

( viii ) z~ ( r - x ) = y 2 ( r + y). 

3. Fazcndo-~e 'f = 180° - ,., Y, = 180° - u c a 

1·ewstem-sc a forma 

x = r. scn 'P 

1 
( i X ) y = l' ( - + tOS 1f) 

2 

1 
7. = l' (- + cOS lf) tg o/ 

2 
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Rr . a lé111 d i;.,so. t Í\'\' 1 '111 0~ y - 'f •l <·n111o 110 l'<ho ~ . a~ l'lfiiCH;iit·s da 
p1·o.i r<}io .~ô!) rp o pia 110 yz sr r iio 

1 
( X) >. = I' (- + l'O~ 'P ) 

2 

1 
Z = I ' (- + (·()~ 'f ) 

2 

~ /1 - ('O;., 9 

" 1 + l'O~ 'f 
q iH' ::iio as !'lfHH(;Õt'" clr uma t r i )o.~etriz d t' :\[ar laurin , 

( xi) 
r 

( y + -) 
2 

~ 
z~ = y~ (- I' - .r ) . 

2 

Cu1·itiba , lí <le abril d!' HJ6-I-. 

- 3 9 -



BIBLIOGRAFIA 

Storia delle matematiche - Gino Loria. 

Curve piane speciali - Gino Loria. 

Enciclopedia delle matematiche elementari e complementi - L. Berzolari, G. 
Vivanti e D. Gigli. 

Geometria Descritiva, 2.0 vol. - Alvaro Rodrigues. 

Desenho geométrico - Domingos J. S. Cunha. 

Desarrollo de la capacidad creadora, 1.0 e 2.0 vols. - Viktor Lowenfeld. 

Revista brasileira de estudos pedagógicos - MEC. 

Desenho no ensino secundário, MEC - Luis A. S. Rangel. 

A foundation for art education - Manuel Barkan. 

Education through art. - Herbert Read. 

Adolescence and art education - T. Munro. 

Apostilas de didática de desenho - MEC, Cades. Rio. 







,·, 


	10000
	10001
	10002
	10003
	10004
	10005
	10006
	10007
	10008
	10009
	10010
	10011
	10012
	10013
	10014
	10015
	10016
	10017
	10018
	10019
	10020
	10021
	10022
	10023
	10024
	10025
	10026
	10027
	10028
	10029
	10030
	10031
	10032
	10033
	10034
	10035
	10036
	10037
	10038
	10039
	10040
	10041
	10042
	10043
	10044
	10045



