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RESUMO

Uma das idéias basicas em simulacfo por Monte Carleo & a
de 4que para representar o comportamento probabilistico de um
sistema, deveriamos imitd-lo por completo. Para isso, fariamos
uso da amostragem aleatdria simples.

No entanto, apds estudarmos a variabilidade dos resulta-
dogs de simulaglo, concluimos que esta imitagSo completa conduz =
resultados desnecessariamente imprecisos, nd3oc sendo assim a
abordagem mais apropriada. Ao inves de simplesmente imitar um
fenOmeno probasbilistico, deveriamos fazer uso de um processo de
amostragem mais controlado, substituindo =2 amostragem aleatdria
simples pela amostragem descritiva.

Esta substituic3o, apesar de simples do ponto de vista
pratico, representa uma profunda mudanga conceitual na simulagio
por Monte Carlo. @& amostragem descritiva caracteriza-se por uma
seleclo totalmente deterministica dos valores amostrais e na sua
permutagio aleatdria. Sendo assim, 0% seus valores ni3o mais
variario livvremente como na amostragem aleatdria simples.

Este trabalho tem por abjetivo apresentar:

(a) wuma sintese dos desenvolvimentos tedricos e empivricas que
nos levaram a guestionar o uso da amostragem aleatoria
simples em simulacio;

(b} metodus para a3 geraglo de amostras descritivas, levando em
conta aspectos computacionais;

{c? um resumo dos principais testes ja realizados;

{d} wuma discuss3o sobre o0s principais pontaos controversos
associados a amostragem descritiva.

Praticamente todos os resultades obtidos confirmaram a
maior eficiéncia estatistica da amostvragem descritiva em relaglo
a amostragem zleatdria simples. Além disso, outra vantagem também
congtatada foi que, geralmente, o tempo total de processamento
torna-se menor. Desta forma, além de ser conceitualmente mais
apropriada, a amostragem descritiva tem grande utilidade pritica.



1. INTRODUGCHOC

Como uma tecnica de pesquisa operacional (P.0.), a simu-—
lag80 caractevriza-se pela experimentag3o numérica com modelos
ldgico-matematicos. Embora ela se aplique a outras situagles,
vamos subentendé-1a como uma técnica para o gstudo de problemas
probabilisticos; neste caso, que corresponde ao seu enfoque usual
em P.O0., ela & também denominada simulag3o por Mante Carlo.

Esta denominag3o decorre do uso da amostragem aleatodria
simplies como abordagem padr3o, fazendo da simulag3o um método

impreciso. Mas, mesmo para se chegar a resultados relativamente
pobres, um estudo de simulaglio requer geralmente um elevado
esforgo computacional; por este motivo, muitos autores

apresentam—na como o Gltimo recurso a ser tentado na solug3o de
um problemsa.

Embora concordemos com esta colocagdoe, devemos nos lem-
brar que os problemas que temous para resolver s3oc cada vez mais
complexos, fazendo deste dltimo recurso o Gnico disponivel. Nao
& pois, sem ragd3oc, gque a simulagloc € hoje uma das teéecnicas de
P.d. mais utilizadas.

Ent3c, tendo gue contornar esta sua deficiéncia, existem
dois caminhos a seguir:

(a) Aumentando z eficiéncia computacional da simulaglo. Compu-
tadores e programas mais rapidos permitem que a duragdo
das corridas seja cada vez maior. Com isso, chegamos &
resultados mais pretcisos, sem comprometer o tempo de res-
posta de uma simulag8o.

(b)Y pAumentando a eficiéneia estatisgtica da simulsgi3oc. Agqui, a
idéia central é a de fazer o0 melhor uso possivel da infor-
mag¥o0 previamente disponivel. Com isso, espera-se chegar a
resultados mais preciscos, sem um correspondente aumento dao
esforco computacional. Por exemplo, as técnicas de reducio
de wvarifincia, descritas em James (1985), Pidd (1984),
Bratliey, Fox & Schrader {1983} & Shimizu (1975), represen-
tam um esforgo neste sentido.

Sem subestimarmos a importdncia do primeiro caminho que
vem sendo explorado a contento, voltamos nossa atengio ao proble-
ma da eficiéncia estatistica, a3 nosso ver uma area pouCo
explorada. Assim, tendo como ponto de partida o estudo das fontes
de variagio dos resultados de simulagBo, separamos uma amostra em
dois componentes: o conjunto de valores e sua sequéncia. Um deles
- g conjunto de valores - revelou ter uma influéncia impourtante e
até certo ponto previsivel sobre estes resultados.



Mas, para noUssa surpresa, constatamos que a wvariaglo
associada 830 conjunto de valores era de natureza espdria, podendo
ser eliminada. Assim, poderiamos chegar a rvesultados mais
precisos pela simples substituigS3c da amostragem aleatdria
simplies pela amostragem descritiva (Saliby, 1928¢ e 1982h). A
amostragem descritiva representa uma importante mudanga
conceitual em simulagilo, uma vez gque se baseia numa selegdo

totaimente deterministica dos valores amostrais, mas com  sua
permutacido gevrada aleatoriamente.

Apresentamos agul uma sintese dos estudos que originavam
a amostragem descritiva, alauns de seus desenvolvimentos tedricos
e um resumo dos principais testes compavrativos ja realizados.

Camegaremcs por uma formula¢3o clara do problema em
estudo. Apesar de sua importdncia, este ponto & freqlentemente
negligencisado numa simulacdo.



2. 0O PROBLEMA DE SIMULACAOD: AS ESTIMATIVAS E SuUA VARIABILIDADE

No contexto do presente trabalhao, uma simulaglo tem por
objetivo estimar pari3metvros que descrevam o comportamento
probabilistico de um sistema. Estas estimativas s3o calculadas =
partir de uma amostra de valores simulados para as variaveis de
resposta do problema. éApenas por simplicidade de apresentacio,
mas sem perda de generalidade, wvamos supor que ftemos uma  4nica
variavel de resposta. Também por simplicidade de apresentaglo,
vamns supor que temos uma lGnica variavel de entrada, X.

Tomemos, por exempla, a rede PERT abaixo. Esta vede e
composta por K=8 atividades com duragdes independentes e
identicamente distribuidas, tal que

F(d? = ©.20 , para d = 1,2,3,4 e 3
Sabendo—-se que uma atividade somente sevd iniciada apos

0 término das atividades que a precedem, desejamos saber como se
distribui a duragSo total do projeta, BT.

Rede PERT, utilizada como exemplo



Através da simulaglo, obteremos uma amostra de N
observacdes para DT, a nossa variavel de resposta,

= 1)---JN )

Kt

DTJ :

g, a partir dela, estimaremos sua média e desvio padrio através
de

N
DT = §  DT,/N
i=1
e
N —
Spr = 2 L(DT,- DTIR/(N-1)]%-8

1

(3
H

Uma vez que as duracles de todas as atividades tem a
mesma distribuig8o de probabilidade, podemos considera-las como
uma unica variavel de entrada.

Retornando ao problema geral da simulacSo, a

distribuic¢io de probabilidades da variivel de resposta, que &
desconhecida, € caracterizada pelos parametros

©, , i=1,.. . ,L
Em geral, tal como no exemplo da rede PERT, nosso inte-
resse resume-se a determinacio da média e do desvio padr3c desta

distribuig3o0, simbolicamente representados por ©, e B

Por definic8o, cada corrida dars origem a uma 4nica
estimativa

YJ = Fj(xi:---v xn) ? j = 1?""L ?
para cada pardmetro em estudo. Assim, de acordo com esta formula-

80, uma corrida de simulag8o equivale & avaliagdo numérica de um
conjunto de fungdes

F.‘} ¥ .,i = 1;...;L ?
que define as estimativas a partir da amostra de entrada
Xi ] i = 1:-..;“

Estas funges, pela sua complexidade, sfo normalmente
descyritas por um programa de computador.

Assim, definindo cada corrida para a rede PERT por N=5@
observacdes de DT, tersmos



Fi(Dii---l D4¢¢> f)

¥y = DT

YE = SHT Fm(Di,..., Dq@@}

Com base nesta formulac8o, uma corrida de simulagio pode
gseyr vista como composta de duas etapas:

a) a3 selecgdo de um ponto em R™, correspondente a amostra de
entvrada, e

b) a avaliag8o numérica do coniunto de fungdes que definem cada
uma das estimativas.

Note-se gque, em teoria, esta separacdo em duas etapas
também poderia ser feita no proprio programa de simulagio. Na

entanto, com a amostragem aleatdria simples, ela @ raramente
utilizada na pratica; neste caso, & mais conveniente do panto de
vista computacional gerarmos 0s valores de entrada um =23 um, a

medida em que se mostrem necessarios. Mais tarde veremos que a
amostragem descritiva faz uso desta separacio, neste ¢aso justi-
ficada computacionalmente em func3o dos ganhos de precis3o obti-
dos.

0 wvalor das estimativas é determinado pelo ponto sele-
cionado gue, com base na transformada inversa da fungdoc de
distribui¢80 acumulada, corresponde a um pontoc de um hkipevr—-cubo
unitario, também definido em n-dimensfes. No caso da amostragem
aleatdria simples, este panto e geradpo ao acasc dentro deste
hiper-cubo. A cada corvida observa—-se um diferente ponto, fazendo
com que as estimativas variem.

Por exemplo, no caso da rede PERT, a durac3o de cada
atividade & definida por um numero aleatdrio R.&(@,1i}, atraves ds
transformada inversa

D, = F"*{R,}Y , i =1,...,n

A cada corrida, sorteamos um ponto 3o acasc num hiper-
cubo unitario com n=409 dimensfies, definido pelo vetor

R = (R,,..., Ry) ,

resultando numa diferente amostra de entrada. Como ilustraglo, a
tabela 1 apresenta os resultados de 12 corvrridas para este
problema, Jjuntamente com o©0s respectivos valores tedvricos dos
parametros em estudo.



Tabela t. Resultados de M=1¢ corridas para a rede PERT,
utilizando a amostragem aleatdria simples.

Corrida DT SnT

i 11.189¢ 1.94659

2 11.6800 1.8129

3 1¢. 9209 2.e388

4 11.3290 1.6343

3 11.2000 2.0000

& 11 4500 1.7981

7 i1 . 3200 i.8892

8 1i.1400 2. 0997

? ii.189@e 1.7450

19 11,2809 1.7928

Media 11.2480 1.8687

Val. tedricos 11.2031 1.87&84

Varisncia @.0481 9.ec39
Come medida da precisdo das estimativas, utiliza-se o
critério do erro médio quadratico, substituido pela wvaridncia {ou
desvio padrio! no caso de estimativas nSo-tendenciosas. Na pra-
tica, ©0 uso da varidncia ser3d valido desde que o vies seja de

pequena magnitude.

Be fato, lembrande que o erro medio quadratico & dadao
por

EMQ(Y) = ECY - ©)%®, = yar(Y) + [ECY) -~ ©3=®

2

desde que tenhamos
Ecy=8
segue—se que
EMGCY)Y = Var(Y)

Qualquer 9que seja o0 tipo de amostragem utilizads,
faremas usa de corridas replicadas para avaliar 2 variancia das
estimativas. Trata-se de um método com aplicagio geral gque
corresponde a gevrar, de forma independente, um ponto de avaliaglo
a cada crorrida. Neste caso, um conjunto de M (M > 1) corridas
independentes definira um experimento de simulagio.

Esta formulagl3c da simulacBo, como a avaliagdo numérica
de um conjunto de fungdes da amostvra de entrada, serviu de base
para o estudo de suas fontes de variagio: um importante passao =

caminho da amostragem descritiva.



3. AS FONTES DE VARIACAO DAS ESTIMATIVAS

A_decomposigcdo_de_uma_amostra_em_um_conjunto_e_uma.seguéncisa

Uma amostra de entrada, que determina as estimativas de
uma corvrida, pode ser decomposta em dois elementos:

a) o ronjuntoc de valores que 3 compoem, independente de sua or-
dem, e

b) a sequéncia em que estes valores sBo utilizados.

No caso da amostragem aleatdria simples, ambos os
fatores s30 gerados aleatdriamente. Assim sendo, ela equivale a:

- gerac30 aleatdria de um conjunto de valores, e
- aeracio aleatdria da permutacdo destes valores.

Por exemplo, consideremes uma amostra aleatdria simples
de uma distvibui¢Bo uniforme padr3oc de tamanho n=9, dada por:

y=(¢e.21, .15, ©.953, @.83, ¢.e7)

Tomando a ordem crescente dos seus valores coamo
referéncia, esta amostra poderid ser decomposta em:

{a) um conjunto de valores gevados aleatdoriamente a partir da
distribuig¢8o uniforme padrio,

SET = ¢ @.¢7, &.15, e.21, .83, ©.95) , 2
(b) uma seqléncia, também aleatdria, em gque estes valores
pcorrem na amostra. fsta sequéncia € definida por uma
permutacio de indices de & a S, dada por

SE@ = ( 3, 2, 5, 4, 1)

Assim, o primeiro elemento da amostra (@.21) corresponde
ao terceiro elemento do conjunto de valores, ou seja,

Ui = SETC SEG (1)1 = SETL3] = ¢.21
Da mesma forma, temos que:

U2y = BETL SEQ (231 = SETL2] = ¢.15 ,

U(3) = SETE SEGQ (3)1 = SETES] = €.95 ,

{4} = SETL SEG (4] = SETE4] = @.83 ,

U(S)Y = SETL SEG (931 = SETCL11 = ©.67 ,

definindo assim o vetor U 3 partir de um conjunto e sua sequéncia.



Simbolicamente, poderemos escrever que

Amostragem aleatdria simples (AAS) = conjunto aleatdrio
K
sequéncia aleatdria.

E importante observar que, mesmo quando tivermos valores
repetidos numa amostra, esta decomposici3o continua pussivel.
Note-se apenas que, heste casoe, a permutac3o ndo é& dnica.

Uma importante propriedade da decomposigd3p de uma
amostra num conjunto e numa sequéncia € que este processo @
tatalmente reversivel. QOu seja, uma vez dado um conjunto de
valores e sua sequéncia, poderemos compor uma amostra a partir
destes elementos.

Por exemplo, no caso da rede PERT, a tabela 2 apresenta
as frequéncias amostrais e a respectiva média para cinco conjun-—
tos de duracles de atividade (n=400) assim gerados. Observe-se
que, apesar destas frequéncias wvariarem, elas mantiveram-se
proximas do seu valor teébrico,

E{fy)= n#py = 400%@ 2¢ = 8@ , d = 1,...,5 ,
0 mesmo também ocorrendo para sus média, cujo valor esperado @

ECDY = 3

Tabela 2. Frequéncias amostrais e respectivas meédias de
cinco conjuntos de valores aleatoriamente ge-
rados para as duragles de atividade para a
rede PERT (n=400).

VALOR SET 1 SET 2 SET 3 SET 4 SET 9
1 &5 ae 89 72 87
e 93 ge 79 72 74
3 7@ 72 77 23 g8
4 93 77 B2 78 8¢
o 79 89 73 83 71
MEDIA 3.670 3.028 2.928 3.e7e 2.935

Permutando aleatoriamente os n=40@ valores gque compoem
cada um destes conjuntos, estaremos automaticamente gerando uma
amostra aleatdria simples para as duvaglies de atividade.
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Com base nesta propriedade, poderemos gerar uma ampstra
aleatéria simples 2 pariir de um conjunto aleatoriamente obtido -
respeitadas as probabilidades da distribuic8o representada - e de
sua permutag3o aleatoria.

Investigando_a_jinfluéncia_de_cads_fator

Tendo por base um desenho experimental do tipo fatorial,
estudamos, em separado, a influéncia do conjunto de valores de
entrada e de sua sequéncia na variabilidade das estimativas.

Cada experimento foi definidoc por NSET conjuntos e NSEQ
sequéncias, gerados aleatdriamente. Para preservar a distribuigio
de probabilidades original, um conjunto foi gerado usando-se a
A4S. Os wvalores assim obtidos foram ordenados e guardados no
vetor

SET, iy, i=1,....n .
J = 1,...,NSET

Cada sequéncia foi definida por uma diferente permutagdo
aleatdria dos inteiros entre 1 e n e guardads no vetor

SEQ. (1} ,

1.,....n ,
1,...,NSEQ

~

Cada diferente combinag3o0 de um conjunto com uma sequén-—
¢ia deu origem a uma amostra aleatdria simples, com a qual foi
feita uma corrida de simulacBo. Desta forma, um gxperimento foi
definido por NSET#NSEG corridas.

Por exewmplo, =& tabela 3 apresenta um subconjunto dos
resultados obtidos neste experimento para a rede PERT, juntamente
com o0s respectivos valores tedricos dos parfmetros em estudo.
Considerando que temos cinco conjuntos (da tasbela 2) e c¢cinco
diferentes permutagdes aleatdrias (dos indices de 1 =& 409),
temos, portanto, um total de NGET*#NSEGQ = 25 covrridas.

Obgervando os resultados da tabela 3, notamos que a
estimativa DT mostrou uma maior homogeneidade, uma vez fixado o
canjunto. Este fato nioc chega a surpreender poOrque esperavamocs
observar algum tipo de relag3o entre D7 e o conjunto de valores
de gntrada, notadamente a sua média. Assim sendo, o conjuntoc 3,
com a menor média de duraglo das atividades, resultou também numa
menor media de Di; por outro lado, 0s conjuntos 1 e 4, com as
maiores médias para as atividades, também resultaram nas maiores
médias de 7. Assim, antes mesmo de uma andlise estatistica dos

resultados do experimento, podemos identificar wum padr3c na va-
riag3o das estimztivas.
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Tabela 3. Subconjunto de resultados para a rede PERT,
considerando NSET=%S conjuntos e NSEQ=S sequéncias.

o A At AR E- = SR SR S = = = M EYE T —— — — i — = U A = o = T B — o — T PE — = o o o — o —— —

ESTIMATIVA DT [ E(DT) = 11.2031 1

SET & SET 2 SET 3 SET 4 SET 5
SEQ 1 it.14 11 .24 1@ .98 11 .16 11 .08
SEG 2 11.36 11.26 11 .16 11.48 11.00
SEQ 3 11 .44 11.36 10.96 t1.32 11.18
SEQ 4 11.52 11 . 44 11.00 i1 .42 11.04
SEQ 5 11 .32 11.24 19.92 11.32 11.00
MEDIA t1.36 11 .3t 11.90 11.34 11.946

ESTIMATIVA Syl DP(DTY = 1.8764 1

SET 1 SET 2 SET 3 SET 4 SET 3
SEQ 1 1.9048 1.847 1.79¢ 1.719 1.724
BEQ 2 1.691 i.988 1.670 i1.7e5 2.92¢
SEG 3 i.887 i.687 1.538 1.731 2.106
SEQ 4 1.787 1.864 2.138 1.774 1.927
BEQ 5 i.634 2.136 2.284 i.812 1.738
MEDIA 1.773 1.904 1.884 1.748 1.903

Fazendo este experimento para diferentes probliemas de
simulagio, 2 analisando seus resultados com base no modelo de
efeitos aleatdrias da andlise de vari3ncia "two-way', constatamos
(8aliby, 1980 e 198&) que:

(a) Uma caracteristica comum & maioria dos problemas de
simulac8o € que, no caso da amostragem aleatdria simples,
as propriedades de conjunto da amostra de entrada respon-
dem por uma substancial parcela da variagSoc das estimati-
vas. A esta parcela denominou—-se efeito de conjunto,

(b} 0 efeito de conjunto pode ser explicado, em Sua quase
totalidade, através de uma equacio de regressic denominada
Modelo Linear de Resposta. Esta regressio vepresenta uma
extens30 da idéia das variaveis de controle, uma das
técnicas de reduclo de varifincia mais eficientes.
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0 Modelo Linear de Resposta permite interpretar o efeito
de conjunto como uma consequéncia dos desvios entre os
momentos da amostra & os vrespectivos valores teoricos da
distribuigBo0 representads. fAssim sendo, parte da variabi-
lidade das estimativas pode ser explicada em funglio de um
"erro de pontaria’, que faz com que O sistema oaobservadao
difira ligeiramente do modelo tedrico simulado; como estas
diferengas s30 pequenas, o seu efeito pode ser aproximado
por uma velaglo linear dada pelo Modelo Linear de Respos-
ta.

{c? QGuanto a componente de sequéncis, sua coniribuigdoc foi
isolada apenas em alguns casos particulares. Azssim sendo,
ao contraric do dque ocorreu com o efeito de conjunto, nido
foi possivel identificar um modeloc que explicasse susa
influéncia.

Sabemos agara como as estimativas variam em Ffunglo da
amostra de entrada, notadamente 3 influéncia do efeito de
conjunto. Besta forma, estamos em melhores condigdes de encontrar
meios para aumentar a eficiéncia estatistica da simulag3o.

Um destes caminhos sevia procurar fazer um melhor uso
das técnicas de reduglSo de varidncia. No entanto, resolvemos
seadir uma abordagem diferente da tradicional- em lugar de
simplesmente compensar os desvios entre os conjuntos gevados e a
respectiva distribuigio de probabilidades, optamos pela
eliminag8o0 destes desvios. Assim teve origem a amostragem
descritiva. ..
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4. DA AMOSTRAGEM ALEATORIA SIMPLES A& AMOSTRAGEM DESCRITIVA

0 estudo das fontes de wvariac3c wmostrou que, ao
utilizarmos a amostragem aleatdria simples, as estimativas de uma
simulacl3c ter8o boa parte de sua wvariabilidade explicada em
fung3o dos desvios entre o0s momentos da amostra e seus
respectivos wvalores tedricos. Esta parcela da varidncia explicada
pelo efeito de conjunto & muitas vezes da ordem de 5@ ¥ ou
superior; além disso, a experiéncia mostra que ela independe do
tamanho da corrida, conservando sua importincia relativa mesmo
quando aumentamos o ssforgo computacional para chegarmos 3 esti-
mativas mais precisas.

Enquanto a técnica das varidveis de controle, assim como
o Modelo Linear de Resposta, buscam ajustar as estimativas en
funcd3o dos desvios observados, segguimos um caminho oposto:
através da eliminagfo da variagSo de conjunto.

Mas, para isso, somos levados a ndo mais utilizar a
amostragem aleatdria simples em simulaglo, afastando-ros da ideia
de que uma simulagio venha a ser uma 1imitag3oc perfeita da
realidade e de todas as suas intertezas. Na verdade, ndo estamas
abandonando a3 idéia de que uma simulacio seja uma imitacglo, mas
sim que, em lugar da realidade, ela se refira a um maodelo que =a
repraesente. Ao contrarioc do 4que ocorre na vida real, 0s
parametros do modelo de simulag3o s8o0 conhecidos, devendo ser
portanto reproduzidos com a mixima precisio.

Assim, uma vez que, em teoria, temos um totbtal
conhecimento a respeito das distribuicles de probabilidade das
varidveis de entrada, n3o hd gualquer inferéncia a ser feita
acerca dos seus paramebiros. Desta forma, n3c & para este fim que
utilizamos a amostragem algatoria numa simulaglo, mas sim O
interesse em representarmos um comportamento probabilistice.

Mas, neste casoc, podemos fazé-lo de forma bem mais
eficiente do que com a amostragem aleatdria simples. De fato,
sendo conhecido o tamanho da amostra, poderiamos selecionar
deterministicamente os wvalores que melhor descrevam a sua
distribuig3n de probabilidades; enguanto isso, sua sequéncia
continuaria sendo gerada =leatoriamente. A este metodo,
denominamos amostvragem descritiva.

Simbolicamente, podemos escrever:

Amostragem descritiva (AD) = conjunto fixo
X
seqguéncia aleatdria.

A amostragem descritive objetiva eliminar, ou pelec menos
minimizar, a variag8o de rconjunto associada Aas amostiras de
entvrada. Com isso, =as estimativas variarioc unicamente em funglo
das diferentes sequéncias geradas, sendo assim mais precisas.



E de fundamental imporitancia, no entanto, que o tamanho
da amostra esteja associado a uma covrida completa, que por sua
vez origina ums estimativa para cada pardmetro. Caso n3o seja
taomado o devido cuidado para que se observe esta correspondéncia
entre uma estimativa e uma amostra de entrada, o metodo estara
sendo incorretamente utilizado.

Exemplo_de_aplicacdo

Yamos aplicar esta idéia ao problema da rede PERT. Neste
raso, @m lugar de gerarmos alsatoriamente ps wvalores de entradsa,
nos os tomaremos de modo a representarem com 3 maxima precisieo a
distribuicd3o das duragdes. Isto nos leva a fixar suas frequéncias
de acordo com a tabela 4.

Tabela 4. Frequéncias das duragdes de atividade
numa amostra descritiva.

Duragdo Probabilidade Frequéncia amostral
1 e.c0 80
2 .20 80
3 @ .29 ge
4 .20 80
S ¢.20 8¢
Utilizando a amostragem descritiwva, ¢cada corrida sera
sempre feita com base nos mesmos n=4Q@ valores descriiivos,

variando-se apenas a sua permutagio. Com isso, nossas estimativas
ser3g calculadas respeitando~se exatamente as probabilidades da
variavel de entrada.

Resultiados_obtidos

A tabela 5 apresenta us resultados de M = 28¢ corridas
independentes para este problema, tanto para a amostvragem descri-
tiva como para a amostragem aleatdria simples. Note-se que, no
contexto da amostragem descritiva, corridas independentes s3o0
definidas por diferentes permutacdes aleatdrias, poreéem sempre
utilizando um mesmo conjunto de entrada.

Como nos mostram os resultados da tabela 5, as meédias
das estimativas foram praticamente as mesmas, independentemente
do método utilizado.
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Tabela 5. Sumiario de resultados para a rede PERT, utilizando
2 AD & a AAS (M~200 corridas)

Am._Bescriliva gm._Aleat . Simples
Estimativa Meédia UVari3ncia Media Variancia
o7 11.1724 . 0238 11.2145 L0652
Sur 1.8787 .9245 1.8631 . 9328
Comparando suas varifncias, observamos que a amostragem

descritiva levou a uma grande reduclo de veridncia para BT, dada
pPOY

VR = 1 - @.@238/0.0692 = 63 %
Ja para Sur , a reducido de variancia foi
VR = 1 - &.8245/7¢ @322 = 24 %

£ importante notar que estas redugldes de wvariincia
mostraram—-se em plena concordancia com os resultados do estudo
das fontes de variac3o e do Modelo Linear de Resposta.

Sendo assim, podemos concluir que, eliminando a variag3o

de conjunto com a amostragem descritiva, aumentamos a eficiéncia
estatistica na simulagl3c de uma rede PERT, sem introduzir
qualaquer tipo de distor¢g8o relevante nos seus resultados. Esta
mesma conclus8o, na verdade, estende-se a qualgquer problema de

simulac3o.

Antes poreém de apresentarmos novos resuliados,
estudaremos a seguir a geragao de amostras descritivas.



5. GERACAD DE AMOSTRAS DBESCRITIVAS

& principal e UGnica diferenga entre a amostragem
aleatoria simpies e a amostragem descritiva reside no processo de
selegio does wvalores amostrais, nesta dltima totalmente
deterministico & intencional. E&Em ambos ps casos, no entanto, a
sequéncia dos valores e aleatdria.

Numa amostra descritiva, ps valures s83o gerados de modo
a proporcionar um ajuste praticamente perfeito entre ela e a
distribuic8o representada, eliminando-se assim as variagdes de
conjunto. A unicas exigéncia adicional para a geragdo de amastras
descritivas e que n , o tamanho da amostra a ser gerada, seja
previamente conhecido. Na pratica, hs muitas situagles em gue
isto nd3o ocorre; nestes casos, porém, basta que se tenha um
conhecimento aproximado de n.

D primeiro passo na utilizagBo da amostragem descritiva
consiste sempre na identificaglo de tamanho da amostra a ser
gevradsa, o que nos obriga 2 correta definic3c de wuma covrida.
ficostumados que estamos =a ignorar o0 tamanho da amostra com =a
amostragem aleatdria simples, esta tarefa, apesar de simples,
requey um cuidado especial. @& propdsito, muitas das criticas
feitas & amostragem descritiva tém sua origem na definigio
incorreta de uma corrida. ’

Conhecido o tamanho da amostra, a geracdo de uma amostra
descritiva comple-~se de duas etapas, cuja ordem de execuglo &
tearicamente irrelevante:

2! Geragl3o do conjunto de valoves descritivos, e

b) Geragdo de uma permutagdo aleatoria,

5.1. Geraclo dos valores descritiwvas

Uma amostra descritiva, como qualqguer putra amostra de
tamanho ¥finito, resulta numa representagio discretizada da
distribuic8o original, seja ela discreta ou ndo.

Be fato., sendo

Hdix i=ip-ﬂ-1na
um conjunto ovdenado de valores, tal que

®d _(_Kd1-+1 ’ i = i,...,n~1 ,

a fungfico de fregu@ncia acumulada da amostra serad dada por
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Fdi{x) = @ , para x { xd; ,
Fd{x) = i/n , para xdy{ » { md;e,; , i=1i,...,n-1 , e
Fdi{x} = 1 , para X ) xd,

Assim definida, Fdi{x) corresponde a uma fungio do tipo
degrau, conforme wmostra o grafico da figura 1. Neste caso, oS
valores da amostra

U= (9.7, .13, @.21, ¢.83, &.95)

foram gerados aleatoriamente a3 partir de uma distribuigdo
uniforme padrio, cuja funcio de distribuicio acumulada & também
representada na mesma figura.

Fd {X}
Yeix)
LOC
0,804
Fd(X)
0.604
&.404 F(X)
Q.20 4
- > X
0,07 1528 JLiC )
Fig. 1. Fungio de frequéncia para uma

amostra aleatdria uniforme (n=95).

Ao gevrarmos um conjunto descritivo, nosso objetivo sera
minimizar as discrepsncias entre as caracteristicas de conjunto
da amostra e da populagSo. Estas discrepdncias podem ser defini-
das pelas diferengas entre a fungl3o de frequéncia acumulada da
amostra e a respectiva fungBo de distribuicio acumulada da
variavel aleatdria representada.

Sendo Fixy a funcglo de distribuigio acumulada da
variavel de entrada, os wvwalores da amostraz descritiva s3o aaueles
que minimizam

Max |Fd{x) — F(x)
xER

Pode-se mostrar que, para
Xdy = F~*{(i-@.5¥/nd , i=41,...,n , {9.1)

onde F"*{R} & s inversa da funcdo de distribuig3o, o critério
sCcima sera satisfeito.



s
i

Neste caso, O erro maximo associado a Fd{(x) sera
Emm:-< _(_ 0.5/(\_,
igualdade esta wverificada com distribuicdes continuas.

Por exemplo, no caso da distribuig3o uniforme padr3o, um
conjunto descritivo seria definido pelos valores

udy= (i-9.5¥/n ., i=14,...,n
fissim, para n=%9, teriamos o conjunto descritivo
Up = ¢ 9.1, 2.3¢, @.5¢, ¢.70, ¢ .20 .,

cujo grafico da funcdo de frequéncia acumulada ¢ apresentado na
figura 2. - T

Fd OO}
tewo
1.00 <
4
g.804 /
4
0,604 /
4
0.404
L/
N 4
4
» X

T T L T
o oo 030 050 .m0 0.80 10

Fig. 2. Fung3oc de fregquéncia acumulada para
uma amostra descritiva (n=5) .

A expressdo {(5.1) corresponde ao método da transformada
inversa da fun¢do de distribuig3o. Desta forma, tal como ocorre
com a amostragem aleatdria =zimples, dispomos de um método geral
para a gevagio de amostras descritivas. Basta que, em lugar de um
conjunto aleatdrio de wvalores uniformes, utilizemos como
argumento da transformada inversa um conjunto descritivo de
valores uniformes.

Os seguintes pontos, a respeito da geraglo dos valores
descritivos, merecem atengio:

a) 0 ftempo de processamenio paras 3 gevragdc de um conjunto
descritivo g aproximadamente o mesmo da amostragem
aleatdria simplies, desde que também se utilize a
transformada inversa.

by & transformada inversa € valida tanto para a amostragem
aleatdria simples como para a amostragem descritiva. Mo



entanto, esta dupla utilidade nio se estende aocs demais

métodos pavra 3 geracio de amostras aleatdrias. Por exemplo,
enquanto a soma de valores uniformes aleatdrios resulta em

valores normais aleatorios, a3 soma de valores uniformes
descritivaos n30 resulta em valores normais descritivos.

£} Freqllentemente, ndo se dispde de expressd3o analitica para a
inversa da funclo de distribuig8o. HNestes casos poderemos
utilizar férmulas aproximadas como & de Ramberg e Schmeiser
(1972) para a distribuig¢d3o normal, ou =ainda, utilizar
métodos numeéricos de integrac3c. Ambas as abordagens sio
discutidas em Almeida (i983) e em Almeida e Saliby (1983).

d) Uma amostra aleatdria também implica numa discretizagsoc da
distribuigdo. Mo entanto, o erroc de aproximacio €& agoara
de maior magnitude: de ordem o(n"* ¥}, contra o{n~*) para
uma amostra descritiva.

5.2. Geraclo_de_permutacles_aleatdrias

& geraglo de permutacdes aleatdrias, embora mereca novos
estudos objetivando sua maior eficincia computacional, consiste
num problema relativamente simples.

0 procedimentoc normalmente utilizado equivale a um
sorteio de bingoa onde n bolas, numeradas de 1 a n, s3o
embaralhadas e retiradas de uma urna.

Uma permutacio aleatdria € definida por um vetor de
indices

PLiy , L= 14¢,...,n ,

cujas componentes indicam a ordem de utilizagd3o de um conjunto
descritivo.

0Os passos envolvidos na sua gevacdo s8o:
a) Inicializaglo do vetor de indices, fazendo-se
Py =1 , 1 =1,...,n
b Embaralhar os indices:
Para k = 1,...,n"1
bi) Gerar ap acaso um valor inteivo iauxelik,nl;
b2) Trocar os valores de P(k) com P{iaux’;

Fim da repeticlo.

€C) AD término do processo, o vetor P(i) , i = 1,...,n , contera
os indices ja permutados.
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Exemplo_numerico da geracdo de permutacdo aleatdris

VYamps ilustrar a utilizag3p deste algoritmo num caso em
que R=4:

a) "Inicializacin®.

Definimos o vetor P = (1,2,3,4)

b) k=1: iaux & gerado entre [1 & 4], obtendo-se iaux=3. Troca—
sg P{1) com P{3); o vetor de indices passa a ser
P = 4{3,2,4,4), com o seu primeiro componente P(1)=3, &

definido.

c£1 k=2: iaux & gerado entre [2 & 4], pgbtendo-se novamente
iaux=3. Troca—-se agora P() com P(3), resultando no
vetor P = (3,1,2.,4}, agora com O segundo componente

P(2i=1 tambem definido.

d) Finalmente, para k=3, laudx & gerado entre [3 e 471, obtendo-
s iaux=4. Troca-se P{(3) com B(4), resultando no wvetor
P = {(3,1,4,2), definindo assim o seu terceiroc compohen-—
te e, consequentemente, o gQuarto tambem.

e} P = (3,1,4,B) corresponde & permutac3o aleatdria resultante
deste processo.

Caomentarios

Os seguintes pontos a respeito do procedimento acima
merecem ateng3go:

ar O processo de permudtac3o encerra-se com a gerac3oc do
Feridltimo indice; com issg, o dltimo indice ficard tambeéem
determinado.

B O tempo de processamento @ praticamente proporcional ao
Mimeroc de elementos permutados, ou seja, de ordem ofn).

) Ao geErarmos uma nova permutar3s aleatdria a cada corrida de
um experimento, n3o precisamos “reinicializa-13*. Basta
tomarmos a permutag3p da corrida anterior como ponto  de
partida para uma nova permutag3o. Ossim, voltando ao nosso
exemplo numerico, para gerarmos uma segunda permutac3do de
indices, usariamos a primeira permutagi3o P = (32,1,4,2) como
inicializagc3o. Numa analogia com as cartas de um baralho,
nZo as colocamos novamente em ordem, para reembaralha—-las.
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Pontos_adicionais_sobre_a seracdo de permutaghes aleatorias

Como a gevagido de permutacdes aleatdrias & refeita a
cada corrida de um experimentno, ha um grande interesse em que se

tenha procedimentos eficientes para isso. Este fato sugere que
novaos algoritmos sejam pesquisados.

Vale notar gue, an gerarmos uma amostra aleatéria
simples, automaticamente obtemos um conjunto aleatdrio de valores
e sua permutagdp aleatdria. Assim, poderiamos, a0 menos em
teoria, gerar nossa permutasdo desta forma. A dificuldade @ que,

rna pratica, identificar a sequéncia dos valores num conjunto @& um
procediments bem mais trabalhoso do que o sew  embaralhamento,

tornando esta abordagem ineficiente.

53.3. A_composicdg de amostras descritivas

Sendo gerada em duas etapas, além de sua programacio ser
ligeiramente mais complexa do que com a amostragem aleatdria
simples, a amostragem descritiva requer uma maior area de memdria
para armazenamento dos valores e de suas permuta¢fBes. No entanto,

este fato ia aponiado por Pidd (19843, praticamente nd3c compro-
mete sua aplicabilidade.

De fato, com exceqrdo de casos muito especiais, 0 recurso
compiitacional cyitico numa simulaci3c reside no tempo de
processamento 2 ndg na capacidade de memOria. Além disso, as

exigéncias de memdria com a amostragem descritiva ndo s3o
demasiadas.

Para se ter uma idéja do espago de memdria reguerido,
vamos considerar a situac3p em gue usamos dois vetores para uma
amostra descritiva:

ay Xp(iy , 1+ =1, . ..,n , para armazenar seus valores,
by P{i)} , 1 = L,...,n ;, para detinir sua permutagdp aleatdria.
Sendno

¥ 0 numero de bytes usados para cada valor e
P o0 nidimero de bytes usados para cada indice,

o total de bytes ocupados ror esta amostra serd nx{v+p)

Ng TURBO-PASLCAL, por exemplo, detinindo os valores como
reais 2 05 Indices como inteiros, teremos

v = b hytes e p = 2 bytes

Assim, uma amostra descritiva de tamanho n = 10000
ocuparia B0 Kbyites de memdria. Observe-se ainda que, na pratica,

o vetor de permutacties & dispensdvel e que, além disso, had meios
de se contornhar uma eventual limitag3o de memdria, comc  por

exemplo através do recurso da pPaginac3o de memoria.
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Replicag8es independentes com a amostragem descritiva
correspondem ao udso de diferentes permutagfies a cada corrida,
conservando—-se porém o mesmo conjunto de valores de entrada. Como
o tempo envolvida na geragi3g de uma pPermutagdo aleatdria @
geralmente menor do gue agquels gasto na gerag3po de uma amostra
aleatiria simples, a amostragem descritiva resulta muitas . vezes

fiuma s&nsivel redug3o do tempo total de processamento. Este ganhbo
torna-se mais acentuado quanto maior for o ndmero de corridas num

experimento (M),

besta forma, alem de aumentarmos a eficiénecia
estatistica da simulag3oc com a amostragem descritiva, geralmente
também aumentamos sua eficiféncia computacional, resultando assim

num duplo benefticio.

Vale lembrar gque a amostragem € uym dos topicos mais

estudados em toda a simulagig. Assim sendo, 40 PropPoOrmos uma nova
abordagem como a amostragem descritiva, estamos abrindo uma vasta

Areag para novos estudos. Estes estudos, por sua vez, dever3o
resultar no desenvolvimento de procedimentos mais eficientes para
a gerac3o de amostras descritivas & sua incorporagic e2m

linguagens & demais recursos de “"software” para a realizacio de
simulardes . ‘

Além de ser justificada conceitualmente, toda teoria
deve ser verificada empiricamente. Assim sendo,; apresentamos a

seguir um resumo dos varios testes em que comparamos a amostragem
descritiva com a amostragem aleatdria simples.
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& . VEHIFICALDAQ EMPIRICA

Como wverificag3o empirica da teocria proposta, nosso
principal objetivo @ o de mostrar gue o usc da amostragem

descritiva aumenta a8 eficifncia estatistica de uma simulagio.

Embora tambem pertinente, a quest3o da eficiéncia computacional
tem, no momento, importdncias secundaria.

Para esta verificag3o, deveremos ter:

a) Estimativas ndp tendenciosas, ou com um viés de pegquena
magnitude.

Desde que o termo de vigg, quando comparade com  a
variabilidade inerente a simulagdp, seja de peguena
magnitude, nossas estimativaes poderidpg ser tendenciosas.
Basta gque o gquadrado da diferenta entre as médias das
ectimativas — para ambpose o3 métgdos amosirais — seja pegue—

na em relagdo 3 respectiva varidncia.

53 Estimativas de menor variancia.
Canfirmada a n3o-tendenciosidade, a redug3oc de varidncia

proporcionada pela amostragem descritiva, gn relacgdo 3
amostragem aleatdria simples, define sua eficiéncia
estatistica. Note-se ainda que, caso o vieés ndo pudesse ser
desprezado, wutilizarlamos o erro médio quadriatico em lugar

da varidncia nesta comparagio.

Beguindo esta ahordagem, foram sstudados os  diferentes
praoblemas de simulagdo listados na tabela &; maiores detalhes
sphre cada um deles podem ser encontrados nas respectivas
referéncias. Utilizando ambos os metodos amostrais, foi feito um
grande nlmero de corridas — da ordem de 100 para cada problema -
a, a partir delas, calculados os seguintes valpres para cada
estimativa:

a} Media global das estimativas, para todas as M corridas de
um experimento.

b)Y Redug3p de varidncia com a amostragem descritiva, calculada
a partir das varidncias das estimativas para ambos os
metodos amostrais. 0 seu calculo foi idéntico ao que foi
feitp para a rede PERT.

v} Coeficiente de dEtEEmiﬁagﬁa do Modelo Linear de Resposta.
Este coeficiente (RT do MLR}, calculado no caso da amostra-—
gem aleatoria simples, nos da uma idéia da parcela de
variagdo associada ao sfeito de conjunto. Trata-se da va-
riac3o que esperamos eliminar com a amostragem descritiva.
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Os resultados da tabela & resumem os tesites realizados.

nos mostram gue:

Para ambos os métodos amostrais, nenhuma diferenga
significativa entre as medias globais das estimativas foi
constatada. 8 dnico problema a merecer alguma ateng3o
refere-se a Fila M/M/1; trata—se porém de um sistema
relativamente congestionado, cuja varidncia das estimativas
& também alta (Saliby, 19B0O}!, fazendo com que as diferengas
ocbhservadas n¥o sejam relevantes.

fissim sendn, 0o uso da amostragem descritiva n3p resultou
em vigs que pudesse afetar, de forma relevante, a precisdo
das estimativas. Este fato nos autoriza, peortanto, a usar a

redutdo de wvaridncia como medida de sua geficiéncia
estatistica. '

Para todas as estimativas Foram observadas redugles de

vari8ncia com a amostragem descritiva. Na sua grande
maioria, estas redugles foram substanciais.

Confirmando as previslies tedricas, as redugdes de varidncia
decorrentes do contrecle de conjunto com a amostragem

descritiva, foram da mesma ordem de grandeza gue a variag3p
explircada peLg Modelo Linsar de Resposts. MNa wverdade, o
coeficiente & ainda uma estimativa pessimista dests

reducip de wvaridncia, pois o Modelo Linear de Resposta
somente leva em conta ps desvios entre a média e o desvio

padr3o da amostra de entrada; no entanto, com a amostragem
descritiva, controlamos também os demais momentos.

0 problema do jiornaleiroc. & de particular interesse. Ele
se refere a uma siftuaclo em que o wvalor da estimativa

independe da seq@iéncia da amostra. Assim sendo, ao fixarmos
um conjunto de entrada, o resultado de uma corvida sera

totalmente determinado, resultado este que corresponde a

solug3o exata do problema. Este fato n3o chegs a ser uma
surpresa pois, neste caso, a simulacdo ¢om amopstragem

descritiva eguivale ao método de solug3o analitica.

Para uma acsitag3o maizs ampla da amostragem descritiva,

novos testes comparativos s3o ainda necessarios, particularmente
por cutros estudiosos do assunto. No entanto, desde que o proble—

ma

simulacd3o seja corretaments formulado e o tamanho da

amostra conhecido, arriscamo—-nos em afirmar gue os futuros testes

também confirmardo a maior sficiéncia estatistica da amostragem
descritiva.
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Vale a pena ressaltar ainda gque, ate g momento, ndo foi
obtido nenhum resultade gue contradiga a teoria proposta. Em
particular, inexistem casos em que as estimativas ohtidas com =2
&80 =ejam tendenciosas a poanto de sarem pigres do gue  Aas

estimativas obtidas com a AA8. Mas, =e isto vier a pcorrer, anti3g
o tamanho da corrida foi sub—-dimensionado.

& nosso  ver, a menos de uma  malor conveniencia
computacional em termos de programagdo e uso de memGria, o dnico
motivo que justificaria o uso da amostragem aleatdria simples em

simulag3e seria quando o tamanho da amostra de entrada n3o fosse

antecipadamente conhecido, nem mesmo de forma aproximada. Em
rasos extremos como estes, recomendamos o uso do Modelo Linear de
Resposta, ou equivalentemente, da técnica das varidveis de

controle, para corrigir o efeito dos ervos de amostragem.

A pProposito das variaveis de controle, n3o seria ocutro o
motivo, sendg o contrele do efeito de conjunto, pelo qual elas
t&m se revelado uma das mais eficientes técnicas de redugldo. de
varidncia, comg mostram os estudos de Wilson 2 Pritsker (1984 e
de Bratley, Fox e Schrader {(1983).

Excecd3g feita &0 casc em que o tamanbho da amostra @&
desconhecido, nenhuma outra situac3po seria capaz de justificar,
do ponto de vista estatistico, o uso da amostragem aleatdria
simples em simulac3og.



Tabels 6. Sumario dos resulitados dne Festes comparat ivos
gntrs a amnostrademn aleatfria simples {(A.H.8.) &

a anostragem descritiva (A.D.7%.

Problesa Est

Reds PERT
Fila HAM/S
(f = §.75)

Estogues -
Jornaleiro
Integral

plitiela

Frota de
distribuigio

amplitude
amostrai

Andlise
de rises

Fila H/B/2

Fila ¥/G6/3

Hedia _Global

imativa 4.0.8. A.0.
oT $1.214 $6.281
Sor {.843 {.899
it 2.991 2,875
Sarze 5.235 3.i76
£ost 78.536 78.524
& ot §9.497 §9.49%
(UFED 344.7486  244.808
SLucrs B2.245 £2.128
¥ £.074 1.079
) 1.i89 i,201
- £.392 .393
I3 06654 0.4478
Er B.1774 8.i7306
v 192.82 398,44
See 576,57 284,49
't £.400 §.420
W 8.156 6.152

Reducls de
Yaridncia

83 %
16 L

%
45 %

32 %
3%

ige %
ied %

84 %

8 da
HLE

a7 %
7%

Referéncia

(Saliby, i987)
(Saliby, 1%3a)
(5aliby, iY06:
Rop=50, EOG=15@)
{Galihy, i981)
{Ferreira Sobr inho,
{$83; n=i28

{Ferreira Sobrinho,
$982; cap=2h)

{Saliby, 19BZal

{Saliky, 1987)

{5aliby e Funchal,
$984; T=1{8 anos)

{Saliby e Funchal,
i%84; T=1@ anos}
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7. PONTOS ADICIONAIS SOBRE A AMOSTRAGEM DESCRITIVA

Embora se soubesse que um maior controle do processo de
amostragem poderia produzivr estimativas mais precisas, a idéiag de
que uma simulacdo seja uma imitagd3oc da realidade e de todas as
suas incertezas, sempre pravalscsy. As=sim, a menos da amostragenm
sgletiva (Brenner, 12463, da qual falaremos adiante, asc demais

t#cnicas de redug3o de varilncia n3o interferem sobre a wvariabi-
lidade amostral dentro de uma corrida.

Ateé g momento, todo controle amostral restringiu-—-se
apenas a variabilidade entre diferentes corridas, como nNo caso
das wvariaveis antitéticas e das mesmas seqlidncias de numeros
aleatorios (“Common random numbers')}); isto pode ser confirmado em
diferentes textos, tais comc em Tocher (195683), Kleijnen {(1974),
Shimizu (1975}, Bratley, Fox e Schrader (1983) e Morgan (1984},
Desta forma, o principio de que uma simulagic ¢ uma imitag3o da
realidade foli sempre obedecido. Com a amostragem descritiva, no
entanto, dele nos atastamos.

Em coneeqlénecia desta nova e diferente abordagem, obser-—
vamos normalmente uma vEagf3o inicial contréaria a4 amostragem

descritiva. De fato, 0 controle na sele¢3o da amosira parece ser
excessivo, 0 gue poderia conduzivr a estimativas distorcidas. (A}
proposito, esta foi tambeém nossa prodpria atitude inicial. Assim,

tivemos a ideia de eliminar a variaglp de conjunte logoc apds o

estudo das fontes de variagdpo, mas relutamos em aceitd-la pois
conflitava com o principio da imitac3o,

No entanto, em razdg da maior precisdo dos resultados
assim obtidos, insistimos nesta idéia. Ag encontrarmos sua justi-

ficativa conceitual & a medida em gue novos resultados empivicos
e tedricos foram sendo obtidos, mudamos totalmente de opinido:

O problema_da_tendenciosidade

& principal preocuparioc manifestada em relagdo a
amostragem descritiva @ a de que suas estimativas, apesar da
menor varilncia, poderiam ser tendenciosas. Nossaos testes, no

entanto, n3o revelaram qualquer tipo de viés relevante.

Esta preocupacdo tem origem na falta de independéncia
entre os slementos de uma amostra descritiva. De fato, & facil
mostrar gque o coeficiente de correlagdp entre diferentes elemen—
tos da amostra é

e =- 1/¢n-1) ,

onde n & g sey tamanho.



Esta corvrelac3oc resulta da pré-~fixkacg3o dos valores da
amostra, independentemente do conjunto escolhido. Sends assim,
ela ni3g & peculiar 3 amostragem descritiva, mas observada sempre
que 0 processo de amostragem possa ser dividido em duas etapas: a
seleg3ng dos valores e sua permutacdo. Desta forma, mesmo
utilizando a amostragem aleatdria simples na gerac3o destes va-
iores, esta dependéncia estatistica estard presente.

E opportuno lembrar ainda que, também no caso da
amostragem aleatdria simples, uma corrida de simulagio pode ser
totalmente reproduzida. Para isso, basta reutilizarmos as mesmas

sementes do gerador de nimeros aleattriocs. Ou seja, uma corrida &
um processo deterministico gue apenas imita um comportamento
probabilistico. E este fato que nos autoriza a serarar, numa si-
miilag3o, a amostragem aleatdria simples em dois processos: a
se2leg3p do conjunte de valores e sua permutagdo.

Mas, apn selecionarmos aleatoriamente um conjunto de
valores numa primeira etapa, ecstaremnos automaticamente determi-
nando—-os e, portanto, implicitamente impondo aos seus elementos o
mesmo tipo de dependéncia estatistica observada numa amostra

descritiva.

Comp o tamanho de uma amostra & gempre finito, conclui-
se que a dependlngia estatistica entre os valores de entrada de
uma simulacidos & inevitdvel. Ao utilizarmos a amostragem aleatdria
simples apenas ignoramos sste fato, mas nd3o o evitamos; com isso,
abrimos m3p desnececssariamente do controle que dispomos scobre a
selec3ig dos valores.

Ainda com relafdo ao problema da tendenciosidade, basta
que a magnitude do viég seja inferior a do erro padrZo das esti-
mativas, para que 0 viés seja irrelevaente. Assim, embora ainda
ndo tenhamos uma prova tedrica definitiva, ha fortes indicios de
que wvale uma relac3c do tipo

E(YD;) — E(YA;) = on ™) , j =1,.. ,L
aonde -

YBj ) Yﬁj , 3 =1,...,L , =30 as estimativas de €.
obtidas com a amostragem descritiva e com a
amostragem aleatdria simples.

fLembrando ainda gus, como regra geral;, o erra padrdo das
gstimativas obedece a uma relagf3c do tipo

EP(Yﬁj)zg(n '—) s jo= &, . _,L ,
relacio esta também valida para a amostragem descritiva, entlo,
dentro destas condig8es, o viés serd irrelevante.

Cabe ainda mencionar gque, na falta de uma prova tedrica,
sempre teremos condic3p de testar empiricamente a hipdtese de que

este vieg & irrelevante. Basta comparar os resultados da
amostragem descritiva com os da amoastragem aleatdria simples.
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Além da guest3p da tendenciosidade, alguns outros pontos
merecem nossa atencXn.

A definicleo correta_do_tamanho da_amostra

Insistimos neste ponto gue tem sideo a origem d= criticas
infundadas a amostragem descritiva. Como Jja  mencicnamos, € de

fundamental importéncia que o tamenho da amostra esteja associado
a3 uma corrida comrleta, oy sEja; 8 Uuma Unica estimativa de cadas

parimetrg em estudo.

No caso da amostragem aleatdriag simples, o tamanhoc da

amostra n3o tem qualquer influéncia sobre o processo de geragio,
Com a amostragem descritiva, o mesmo ndo ocorre. De fato, a
amostvragem descritiva, ao contrdrio da amostragem aleatdria
simples, ndoc pode ser vista comdo uUum Processo sequencial
desprovido de membria, mas como um evento Unico em gue todos os
seus elementos s3g gerados em blocos completos. Mas, para que
isto seja possivel, o tamanho da amostra deverd ser previamente
conhecido.

0 problema com a definig3g do tamanho da amostra &
facilments ilustrado atraveés do seguinte exemplo:

Yamos supor gue gueremos estimar a midia de uma variavel
aleatdria X via simulagdo. Uma amostra descritiva
Xﬁi...., XDn ,

certamente produziria uma estimativa bastante precisa, dada por

Var(¥Dy = 0 ,
enquantc gue no caso da amostragem aleatoria simples,

Var(X) = var(X)/n

Poder—se~ia argumentar, no entanto, que replicando—-se K
vezes uma corvida, a amostragem descritiva levaria sempre ao
mesmo resultado, n3o convergindo portanto & respectivae média
tedrica. Além disso, n3o teriamos condic3o de estimar o valor de
Var(X), como poderiameos fazer no caso da amostragem aleatéria
simples.

dpesar de aparentemente corveto, o argumento acima

hagseia—se numa formulag3o imprecisa do problema de simulagdo.
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De fato, enguanto nossa variavel de resposta for X, cada
corrida produzira uma estimativa para a média E(X%) cu qualguer
outrs pari3metro de sua distribuic3o. Como neste caso & 2 variavel
de resposta coincide com a de entrada, an estimarmos sua média
com base em K#n observacfes, sste serd também o tamanho da
amostra descritiva. fosim, em lugar de K conjuntos descritivos,
todos eles com os mesnns n elementos, utilizaremos 4um Unico
conjunta com K#¥n valores descritivos. Note—se ainda gue, nesta

situac3o especifira, nac 2 preciso permutar os valores.

Mas, no castc de nossa varidvel de resposta ser a meédia
amostral X, cada corrida serd agora definida por K observacles
para esta média,

Xi,..., XH f jxi,...,t'(

Com base nesta amostra de medias estimaremos _ os
-parimetros de sua distribuic3o como, por exempla, a medias E{(X) e
a varifncia WVar(X). Temos pois um diferente problema de
simulag3o, _ relativo ao estudo da distribuig3c da variavel
aleatéria X em lugar de X; uma corrida e agora definida por uma
amnstra de tamanha MN = K#n. Neste caso, a menas gque nosso

interesse se restrinja & média desta distribuig3oc ( E(X) ), © uso
da amostragem descritiva nos obriga a permutar aleatoriamente os
valores de entrada.

Esta dificuldade na formulac3g de um problema € comum
na amostragem aleatdria simples pois, as veres, estamos estu-—
dando dois problemas de simulac3po so mesmo tempo. Ja mo caso da
amostragem descritiva, gque exige uma formulagc3o mais precisa  do
problema, esta possibilidade nd3g existe.

Interpretacdo geometrica da amostragem descritiva

tembrando que a amostra de entrada numa simulagcd3g

i
corresponde a um ponto em R, tendo por cocordenadas cada um de
seus elementos,

Xi, i=1,..-:n:

e possivel dar uma interpretagdo geométrica 4 amostragem descri-
tiva. ’

be +fato, através da funcio de distribuiclo acumulada,
cada elemento da amostra poderd gser asscociado a um numero resl

Rie(0,1), tal que

Ry = F(X;) , i =1, . ..,n
Assim sendo, & geracio de uma amostra de entrads equi-
vale a seleg3c de um ponto num hipercubo unitario, definido pelo

vetor
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R=(Ry,. .., Ry) , RyelO, 1y , i =1,...,n

Usandp a amostragem aleatfria simples, este pontg @
selecionado totalmente ao acaso dentro deste hipercubo. J& na
amostragem descritiva, este ponto & g resultado de uma selecio
mais criteriosa; para melhor compreendé-1gj, vamos considerar
inicialmente 0 caso em gque n = 2.

Nosgso hipercubo, agora, corvresponde ao quadrado unitirip

mostrado na figura 3. Desprezando-se os pontos da diagonal, os
tridngulos ABC = ACD dividem este guadrado em duas partes anti-
simétricas. Os pontos internos ao tridnguloc ABC s3o definidos

rela relagdc Ry Rp, enguanto os pontos do tridngule ACD s3o
definidos pela relac3o complementar Rg « Ro

t?x
Lo[D 9
Ri1< R2
R1> R2
A B -» R1
0 10

Figura 3. Decomposig3g do guadrado unitério
em duas partes ordenadas.

Desta forma, os dois tridngulos definem as duas possi-

veis ordenacles de valores na amostra. Este tipo de decomposic3o,
em partes elementares denominadas simplex, pode ser gesneralizada

para gqualquer nimero de dimensBes. ABssim,  nossa cubo familiar
{n=3) podera ser decomposto em & (3t) tetraedros, que constituem
agora nossns Ssimplex. Estes tetrasdros também definem as

diferentes ordenagles possiveis dos valores da amostra, a saber:

Simplex Ordenag3g
i { Ry { Ry { Ry !}
i 2 ¢
2 { Ry « RB { Rg )
4 ( Ro ¢ Rg ¢ Ry
5 ( Rgq « Ry ¢ Ra )
& (-RB { RE { Ry )
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Outvros_pontos_importantes

Ainda had muitocs cutros pontos a serem discutidos acerca
da amostragem descritiva. Pela sua importancia eles merecem um
estudo mais detalhado, que deixamos para outra oportunidade.
Dentre eles, podemos citar:

a) AvaliaciEs da sua eficiénecia computacional em relagde a
amostragem aleatdria simples;

b} Sua arlicagdp ao cédlculo de integrais por Monte Carlo;

¢} 0O papel das técnicas de redug3o de varidncia no contexto da
amostragem descritiva;

dy Como procedesr quando o famanho de uma amostra de entrada
varia entre diferentes corridas;

e)  Diferentes estratégias de uso da amostragem descritiva;

£ Busca de um resultado tefrico para a magnitude do vies;
g} QDCutros desenvolvimentos, como por exemplo a extensic da
: idéia a distribui¢Bes multivariadas, novos métodos de gera-—

3o e sua Jtilizagd3oc em linguagens & executivos de
simulacig, .
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8. CONSIDERACUOES FINAIS.

As técnicas de redug3o de varidncia, gque atuam sobre o
processc de amostragem, e 0 principio da imitagdo sempre estive-—

ram em contradig3c. Mesmo com a controle da amosiragem restrito a
diferentes corridag, ainda assim o principio da imitac3o estaria
sendo  vioclado. Esta contradig3o & certamente um dos principais
motivos & desencorajar o usc das técnicas de reduc3o de
variincia,

& nosso wver, apesar de pouco eficientes, nd3o ha mnada de
errado com as técnicas de reduc3o de varidncia, mas sim com O
proprio principioc da imitag3o. Em nossa opinido, & esta imitagio
que & exagerada e nd3c o controle dos valores numa amostra descri-
tiva. Este excesso decorre de um erro metedoldgico muito comum,
gque consiste em se confundir um modelo com a realidade por ele
representada. Assim, embora sempre tenhamos incertezas acerca dos
pardmetros de um sistema, 0s parametros do respectiva modelo
seridp sempre supostamente conhecidos.

Ora, uma simulag3p & feoita com um modele & n3o com a

realidade. Utilizando a amostragem aleatdria simples, nos
afastamozs das premissas do modesln, fazendo com gue as estimativas
sejam menos precisas. Dom a amostragem descritiva, evitamps gus

igstn orcorra, polis nos atemcs exatamenite 8s hipoteses formuladas.

& +teoria da amostragem descritiva, g sg estende a
todas as aplicag¢Bies do método de Monte Carlio, pode ser facilmente
testada. Até o momento, apds diversos estudos, nd3o observamos um

tinico resultado «que fosse contraditdérioc. Assim, embora nio
consideremos o0s testes exaustivos, eles confirmam plenamente a

teoria aqui proposta. JOutro importante trunfo a favor da amostra-—
gem descritiva & que as pPefas do gquebra—-cabegas rglacionado com a

variabilidade das ‘estimativas de simulag3dpg, agora se encaixam
perfeitamente!
Assim, apesar da nossa principal preocupacio em relagio

& amostragem descritiva residir atualmente no plano conceitual,
ela também tem se revelado mais eficiente em termos computacio-—
nais. Com isso, ela mostra ssvy sxbtremamente Util em praticamente

qualquer tipo de aplicac3o da simulac3c por Monte Carlo.

H& muitos outros pontos a serem investigados, mas, uma
questdp que sempre nos intrigou, foi o principic da imitag3o
permanecer aceito durante tanto tempo, sem dque fosse questionado.
A Nnosso ver, a resposta a esta pergunta estaria relacionada com a

pripria idéia de probabilidade. A propdsito, a idéia de se
desvincular a freqincia relativa (g conjunto! da aleatoriedade
(a seqliéncial — os dois conceitos basicos da probabilidade - n3o

€& priginal. Ela i4 foi previamente utilizada por von Mises e Karl
Popper (Popper, 1972).
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Finalmente, uma nova tepria guandog se mostra bem sucedi-’
da, merece ser extrapnliada para contextos similares. A titulo de
especulacip, acreditamos que os conceitos envolvidos na teoria da
amostragem descritiva em simdlag3n poderiam ser tambeéem aplicados
para uma melhor interpretacdc dos fendmenos da Fisica quéntica.
Neles, utiliza—-se tambeém o conceito de probabilidade e muitos dos
seus pontos controversos parecem vreferir—-se a problemas similares
aos adui discutidos.
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