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Neste trabalho usamos um algoritmo de pontos interiores e diregoes viaveis de-
nominado FDIPA, ”Feasible Direction Interior Point Algorithm”, para resolucao de
problemas de otimizacao linear. Em cada iteracao o FDIPA calcula uma direcao
de descida viavel do problema mediante uma iteragao tipo Newton para resolver
as condi¢oes de Karush-Kuhn-Tucker (KKT), gerando dois sistemas lineares de
equacgoes. Sao propostas técnicas numéricas para resolver os mesmos de forma efici-
ente, em particular, mediante um método de gradiente conjugado precondicionado,
no qual conseguimos um critério para poder truncé-lo. Finalmente, varios problemas

testes serao resolvidos e comparados com resultados da literatura.
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In this work we use an algorithm of interior points and feasible directions called
FDIPA, ”Feasible Direction Interior Point Algorithm”, for solving linear optimiza-
tion problems. In each iteration FDIPA calculates a feasible descent direction of
the problem by a Newton-type iteration to solve the Karush-Kuhn-Tucker (KKT)
conditions; generating two linear systems of equations. Numerical techniques are
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test problems will be solved and compared with results from the literature.
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Capitulo 1

Introducao

Neste trabalho, estamos interessados em estudar o problema de Programacao Linear
(PL)

minimize c'x

sujeito a
Az = by, (1.1)
Ay < by,
xz > 0;

onde A; € RP*™, by € RP, Ay € R™"™, by e R™, c€ R", x € R™.

Além disso, Al tem posto completo de linhas e as restricoes de nao negativi-

dade de x sao chamadas de desigualdades triviais.

Dado um problema de programacao linear (1.1)), podemos acrescentar varidveis
de folga as desigualdades nao triviais, passando dessa maneira a trabalhar com
restricoes de igualdade e desigualdade triviais. Ou seja, obterfamos um problema

de programagao linear da forma padrao (Primal)

minimize Cta'
sujeito a
Ax' = b,

' > 0
onde A € Rptm)x(ntm) ' ¢ Rptm O ¢ Rrim ol ¢ Rrtm,

A programacao linear é um dos grandes sucessos da otimizacao. Devido a
sua vasta aplicabilidade, tem havido muito interesse em encontrar algoritmos

eficientes que acham as melhores solugoes. O primeiro algoritmo utilizado para



Programacao Linear foi o algoritmo simplex. Nos anos 1940, Dantzig desenvolveu
o algoritmo simplex para problemas de programacao linear na forma padrao. Este
método que segue um caminho ao longo das bordas do conjunto de solugoes viaveis.
E sabido hd muito tempo que o numero de iteracoes necessarias pelo método
simplex pode crescer exponencialmente na dimensao do problema (ver Klee V. [,
Dantzig G. [2], [3], Maculan & Fampa [4]).

No final dos anos 1990, estimulado pelo trabalho de Karmarkar [5], uma va-
riedade de métodos de ponto interior foram desenvolvidos para Programacao linear.
Entre eles, temos o método projetivo, que foi estudado por Anstreicher [0l [7], Lustig
[8] e Gonzaga [9]; o método de afim-escala, originalmente proposto por Dikin [10]
e estudado por Barnes [I1], Cavalier & Soyster [12], entre outros; e o método de

caminho central, estudado por Gonzaga [13], [14] e Monteiro & Adler [15] 16].

Estes métodos de pontos interiores seguem um caminho através do interior
do conjunto de solugoes viaveis. Eles sao baseados em teorias muito elegantes e
convergem para um 6timo em tempo polinomial. Na pratica, o nimero de iteragoes
para problemas de grande porte é muito menor que o do método simplex, porém,
cada um desses passos ¢ muito mais dificil e complexo, e precisa da solucao de

sistemas lineares.

Os métodos de pontos interiores do tipo primal-dual aplicam o método de
Newton as igualdades das condigoes de otimalidade [I7], gerando um sistema linear
e obtendo um sistema maior do que se trabalhassemos s6 com o problema original.
Nossa proposta é trabalhar apenas com o problema original , sem acrescentar
variaveis usando o algoritmo FDIPA (A Feasible Direction Interior Point Algorithm

for Nonlinear Programming) proposto por Herskovits [18§].

O FDIPA também resolve as condigoes de otimalidade mediante uma iteragao
tipo Newton, gerando dois sistemas lineares, transformando-os em sistemas duais
lineares equivalentes, cuja matriz é simétrica definida positiva. Uma vez obtidos,
esses sistemas duais podem ser resolvidos através de métodos diretos ou iterativos,

como por exemplo, o método do gradiente conjugado [19].

Neste trabalho, para resolver os sistemas internos do FDIPA, usamos o método
direto, se o problema de programacao linear tiver restricoes de igualdade e desi-
gualdade (|1.1)), e usamos o método iterativo se o problema de programagao linear

sO tiver restricoes de desigualdade.



O algoritmo é implementado no MATLAB, com o objetivo de realizar testes

numéricos de grande porte encontrados na literatura, como por exemplo, na

biblioteca NETLIB [20)].

No capitulo 2, definimos os conceitos principais da Programacao Nao-Linear
e Linear necessarios para a formulagao do problema em estudo, em particular, as
condicoes de otimalidade. Alem disso, fazemos uma breve descricao do método de

pontos interiores.

No capitulo 3, descrevemos o Algoritmo de Pontos Interiores e Diregoes Viaveis
(FDIPA), este é um algoritmo que resolve o problema geral de programagao
nao-linear com restrigoes e que tem sido aplicado em problemas de otimizagao, em

diversas areas da engenharia.

No capitulo 4, apresentamos uma versao do método FDIPA dentro do marco

da programacao linear e seu algoritmo correspondente.

No capitulo 5, propomos um critério de parada para o método do gradiente
precondicionado pelo Cholesky, usado na resolucao dos sistemas lineares do FDIPA

para problemas de programacao linear com restricoes de desigualdade.

No capitulo 6, expomos os resultados de alguns problemas teste da biblioteca
NETLIB, usando o algoritmo FDIPA adaptado para programacao linear, mos-

trando o desempenho dele.

Finalmente, no capitulo 7, apresentamos algumas conclusoes decorrentes deste

trabalho e sugestoes para futuros trabalhos.



Capitulo 2
Preliminares

Neste capitulo abordamos conceitos e resultados essenciais para o desenvolvimento
dos capitulos subsequentes deste trabalho. As demonstracoes dos resultados citados

neste capitulo encontram-se nas referéncias indicadas.

2.1 Problema de Minimizacao

O problema de otimizacao pode ser visto como um problema de decisao que envolve
encontrar o melhor vetor x € R" das varidveis de decisao sobre todos os vetores
possiveis em uma regiao (2 do R™). Entenda-se por melhor vetor aquele onde o

menor valor de funcao (f) ocorre.

minimize f(x)
sujeito a
reQC R

onde f: R" — R é chamada de funcao objetivo e €2 é frequentemente definido por

igualdades e/ou desigualdades.

Seja o problema de otimizagao nao linear dado por

minimize f(x)
sujeito a (2.1)
g(z) < 0;
h(z) = 0;

onde z € R" é o vetor das varidveis do problema, f : R" — R ¢ a fungao objetivo,
g : R" — R™ é a fungao que define as restricoes de desigualdade, e h : R" — RP
é a funcao que define as restrigdes de igualdade. As funcoes f, g e h sdo continuas

diferenciaveis.



Definicao 2.1 O conjunto 2 serd chamado de conjunto vidvel do problema [2.1
Q={zxe R"|g(x) <0, h(x) =0},

0s pontos de €2 serdao chamados de pontos vidveis.

Definicao 2.2 Dizemos que um ponto & € ) €

1. minimizador global de se

f(@) < f(x) para todo x €

2. minimizador local de se existe uma vizinhanga U de T tal que

f(@) < f(x) para todo x € QN U.

Definicao 2.3 Dizemos que d € R"™ é uma direcao viavel em relagao ao conjunto

Q no ponto T € Q, quando existe T > 0 tal que
T+tdeQ  para todo t € [0,7].

Definicao 2.4 Dizemos que d € R™ é uma direcao de descida de f : R* — R no

ponto & € R", se existe T > 0 tal que
f(Z+td) < f(z) para todo t € (0,7].

Sendo f(x) diferencidvel em z e d'V f(z) < 0, entao d é uma dire¢ao de descida de

f().

Definicao 2.5 O conjunto dos indices das restri¢oes ativas no ponto T € §) serd

denotado por
[(z)={i=1, ...,m]g(z)=0}.

Nao incluimos nesta definicao as restrigoes de igualdade, porque todas elas sempre

sao ativas em todo ponto vidvel.

Definicao 2.6 Dado um ponto T € €2, a condi¢cao de regularidade de independéncia
linear das restricoes € satisfeita em Z, se os gradientes das restricoes de igual-
dade e de desigualdade ativas sao linearmente independentes, ou seja, o conjunto
{Vhi(z), i=1, ...p} U{Vg(Z), i € [(Z)} € linearmente independente.



Os pontos que satisfazem a condicao de regularidade de independéncia linear das

restricoes sao chamados pontos regulares.

O espaco tangente em ¥ é

T={y/Vg(z)y<0paraic I[(z) e VA, (T)y=0 parai=1,...,p}

Teorema 2.1 (Condigoes Necessdrias de Primeira Ordem Karush-Kuhn-Tucker)
Seja T um ponto reqular; temos que este ponto € um minimo local do problema )

Entédo existe um vetor A € R™ e um vetor [i € RP tal que:

V(@) + Vg(@)A+Vh(@)i =
(5) i =
(z

g9(z

D‘

A% Il
o o o o o

>~ v \_/
IA

Os vetores \ e fi sao conhecidos como os multiplicadores de Lagrange.

Teorema 2.2 (Condigdo de Sequnda Ordem) Seja T um ponto reqular; temos que
este ponto € um minimo local do problema . Entdo existe um vetor A € R™ e

um vetor i € RP tal que o resultado do Teorema ¢ verdadeiro e a matriz

H(z,\ ) = V2f(2) +2Av2gz +Zuzv2 (Z)

¢ semidefinida positiva no espago tangente, isto é, y'H(Z, A\, i)y > 0 para todoy € T.

Teorema 2.3 (Condigdo de Suficiéncia de Sequnda Ordem) Seja T tal que g(Z) < 0
e h(Z) = 0. Sejam os vetores A € R™ (com A >0) e i € RP tal que

V(@) + Vg(@)A + Vh(z) =0

e H(z,\, ) € definida positiva no espago tangente. Entao, T € um minimo local

estrito.



2.2 Programacao Linear

Um problema de programacao linear pode ser definido da seguinte maneira:

minimize cx (2.7)
sujeito a

Ayx =b; (2.8)

Agz < by, (2.9)

z>0 (2.10)

onde ¢ € R", Ay € RP*", Ay € R”*™ by € RP e by € R? sao dados; e os x € R"
representam as variaveis de decisao da fungao linear a ser minimizada em ([2.7)). As
restri¢oes de nao negatividade (2.10)) sdo conhecidas como triviais.

Cada restrigdo i = 1,2,...,¢ de (2.9) pode ser substituida com o acréscimo
de uma varidvel s; > 0 (denominada varidvel de folga), por uma restrigao de

igualdade e uma restrigao trivial:

minimize c'x

sujeito a
Aix = by
Aoz +5 = by
x>0,
s >0,

(2.11)

Logo, é sempre possivel expressarmos um problema de programagao linear da se-
guinte forma:
minimize c'z
sujeito a
) (2.12)
Axr =0

x>0,

Esta formulagao é denominada problema primal e esta associada a um problema
dual:
maximize by
sujeito a
! (2.13)
Aly+z = ¢

z >0,

Proposicao 2.1 Seja A € R™*"™ uma matriz de posto igual a m, m < n. Entdo, a



matriz AAt € nao singular.

Demonstragao. Ver em Gonzaga [13].

A teoria da dualidade explica a relagao entre os dois problemas (2.12)) e (2.13)). Um
dos resultados é a adaptacao das condi¢oes de KK'T para os dois problemas Primal

e Dual.

Teorema 2.4 (Condigoes de KKT para o Primal e Dual) (x,y,z) sdo solugoes

otimas para o par primal-dual se, e somente se, as sequintes condi¢oes sao satisfeitas:

Az = b, (2.14)
Aly+2z = ¢ (2.15)
iz, = 0 1=1,...,n, (2.16)
(x,z) > 0. (2.17)

Demonstragao. Ver em Wright [17].

. / W it —
O teorema acima e o método de Newton que apresentamos no capitulo se
guinte sao frequentemente usados na descricao e andlise dos algoritmos utilizados

para programagcao linear.

2.3 Meétodo de Pontos Interiores

Estes métodos de pontos interiores seguem um caminho através do interior do
conjunto de solugoes viaveis. Todos os do tipo primal-dual sao baseados na
resolucao do sistema trabalhando simultaneamente, na forma primal e dual, ou

seja, ao encontrar uma solucao para o dual, encontra-se para o primal.

Se existe a solucao do primal e dual do problema de programacao linear, entao

satisfaz as condigoes de otimalidade dadas pelo teorema 2.4

Az —b
F(x,y,2) = | Aly+z—c | = 0, (2,2)>0 (2.18)
XZe

onde X = diag(z), Z = diag(z) ee = (1,1,...,1)' € R™.



Este método é um processo iterativo, no qual precisamos de uma direcao e
um tamanho do passo. Para o cdlculo da dire¢ao (dz, dy, dz)!, aplicamos o método

de Newton ao sistema ([2.18) e resolvemos o sistema linear seguinte:

A 0 0 dz b— Az
0 A" I dy | = | c—z—Aly (2.19)
Z 0 X dz —XZe

A direcao calculada pelo sistema (2.19)) é denominada dire¢ao afim-escala (método

de pontos interiores dual-primal afim-escala).

Uma desvantagem do método afim-escala é que ele mantém as componentes
de (z,z) movendo-se muito préximas da fronteira (z,z) = 0. Dire¢oes de busca
calculadas muito proximas desta fronteira tendem a ser distorcidas devido a erros
de arredondamentos. Para evitar essa aproximagao, se realiza uma perturbacao (1)
nas condicoes de complementariedade .

Entao, do sistema (2.18)) substituimos XZe = 0 pela equacao parametrizada
XZe = e, ¢ é um parametro positivo. Entao, aplicando o método de Newton ao

sistema perturbado, obtemos

A 0 O dz b— Ax
0 A" I dy | = | c—2z—Aly (2.20)
Z 0 X dz ve — X Ze

Esta alteracao nas condigoes de otimalidade gera outro método chamado método

de pontos interiores primal-dual seguidor de caminho.

Ele mantém seus iterados proximos a um caminho central C', parametrizado
pelo escalar v > 0. Tomar passos préximos a C' faz com que a direcao de busca
aponte para o interior da regido determinada por (z,z) > 0. Isso porque o
parametro 1) pode ser visto como o parametro originado do problema de barreira
logaritmica definido a partir de (2.12)). Para mais detalhes ver [17].



Capitulo 3

(FDIPA) Algoritmo de Pontos

Interiores e Direcoes Viaveis

Neste capitulo faremos uma abordagem sobre o algoritmo de pontos interiores e
diregoes viaveis FDIPA, apresentado por Herkovits em [18], o qual foi desenvolvido,
buscando solucionar o problema geral de programacao nao-linear dado pela
formulacao . Primeiramente, apresentaremos os métodos de tipo Newton e
Quase-Newton, necessarios para o desenvolvimento do FDIPA (Feasible Direction

interior Point Algorithm).

3.1 Algoritmo de Newton

Devido & sua velocidade de convergéncia e eficiéncia, o método de Newton tem
sido bastante utilizado para o propdsito de obter solugoes de equacoes nao-lineares.
Consiste em substituir a funcao nao-linear por sua aproximacao linear. Mais preci-

samente, queremos resolver o sistema de equagoes
F(y) =0, (3.1)
onde F': R" — R" é uma funcao continua com derivadas continuas.

Dado um ponto inicial 4° do dominio de F, tal que VF(y°) seja nao nula;

construimos a aproximacao linear de F', isto é,

F(y) = F(y°) + V'F(y")(y — 3°).

10



O ponto y que anula a aproximacao linear da funcao F' é o ponto que verifica:
F(° )+ V'F(y")(y —y°) = 0.

Definimos d = y — y° como uma direcdo que nos aproxima a solucao do problema

B1), ou scia,
y=1"+d, (3.2)

onde o vetor d pode ser obtido resolvendo o seguinte sistema linear:
V'E(y")d = —F(y").

Como foi utilizada uma aproximacao linear da fungao F, o ponto y definido pela
equacao (3.2) nao é, em geral, solucao da equacao (3.1). Neste caso, deve ser feita
uma nova aproximacao linear, agora no ponto ¥, e continuar com o mesmo procedi-

mento, até satisfazer algum critério de convergéncia.
Algoritmo 3.1 (Método de Newton)

Dados: y € R" tal que F(y) ~ 0.

Passo 1: Teste de convergeéncia.

Passo 2: Determinacao da direcao de Newton.

Resolver o sistema linear em d:

V'F(y)d = —F(y)

Passo 3: Atualizacao.
Defina
y =y +d.

V4 para o passo 1.

Neste algoritmo, é necessario calcular o Jacobiano VF(y) e resolver um sistema
linear a cada iteragao, o que poderia ser muito custoso em termos de esforco

computacional. Nao obstante, a convergéncia global nao é garantida.
O Jacobiano do sistema, em termos de otimizagao, equivale ao Hessiano das
funcoes envolvidas, e seu calculo analitico, dependendo do problema, pode nao ser

possivel.

Com o objetivo de reduzir o esforco computacional, o método Quase-Newton
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define uma aproximacao do Jacobiano ou de sua inversa, usando informacgoes

colhidas ao longo de sucessivas iteragoes.

3.2 Algoritmo Quase-Newton

A idéia bésica do método Quase-Newton é a seguinte: Seja B* a aproximacao atual

de VF(y*), entdo a nova aproximaciao B**! é obtida de
B*! = BF L AB*, (3.3)

Sendo que
F(y*) — F(y*) = VP (y" " = o),

AB* é definida de forma que
F(y*) — F(y*) = [BM ("' — ¢). (3.4)

Substituigoes da equacao (3.3) em (3.4) definem n condigoes a serem satisfeitas
por AB*. Sendo que AB* tem n? elementos, estas condicoes ndo sao suficientes
para determind-lo. Varias regras de atualizacio para B**! foram propostas (ver

Luenberger [21]), sendo a regra de Broyden a mais bem sucedida,

B* = B* 4 (v — B*6)6" /60, (3.5)
onde § =y — ¢ e v = F(y*) — F(y¥).
Algoritmo 3.2 Método Quase-Newton

Dados: y € R" e B € R™™" iniciais.

Passo 1: Célculo da direcao d.

Resolver o sistema linear em d,

B'd = —F(y).
Passo 2: Atualizar.

y:=y+d, e

B := B+ AB.

V4 para o passo 1.

No Passo 2, B pode ser atualizado mediante (3.5)) ou outras regras de atualizagao

a serem definidas.
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O método Quase-Newton tem a vantagem de evitar o cdlculo de VF(y);
para conseguirmos convergencia local, a matriz B devera ser uma boa aproximagao
de VF(y).

3.3 Descricao do Algoritmo FDIPA

Este algoritmo é um método iterativo, dado pela regra z*t! = 2% 4 t*d*, onde ¥ é
o ponto da iteracao atual, t* é o passo e d* a direcao de busca na iteracao k. Ele
gera uma sequéncia de pontos interiores {z"},cn totalmente contida ao interior da
regiao viavel €2, a partir de um dado ponto inicial xg, e que converge globalmente
com ordem superlinear para um ponto de KKT do problema , apds um nimero

infinito de iteragdes, reduzindo a funcdo objetivo f(z) em cada iteragao.

Primeiramente, desxcreveremos o algoritmo FDIPA para problemas de pro-

gramagcao nao linear com restricoes de desigualdade. Seja o problema

minimize f(x)
sujeito a (3.6)
glz) < 0;

onde f : R" - Reg: R" — R™ sao fungbes continuamente diferenciaveis e o
conjunto viavel é A = {z € R" | g(z) < 0}.

As condigoes de primeira orden de KKT correspondentes ao problema ([3.6))

Sa0:

Vfi(x)+Vglx)h = 0 (3.7)
gi(x)\; = 0 i=l,...m (3.8)

gz) < 0 (3.9)

A > 0. (3.10)

3.3.1 Direcao de Descida

A definicao da direcao de busca do algoritmo FDIPA é inspirada na aplicagao do

método de Newton (descrito na segao 3.1) no sistema nao linear das equagoes ([3.7))

e (B3).

Com efeito, tomando zg e Ay como as novas estimativas de x e A respectiva-
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mente, obtemos:

B Vg(x)
AVg(z)*  G(z)

To— X .
Xo— |

onde A* ¢ uma matriz diagonal m x m, com [A¥]; = A\¥: G* é uma matriz diagonal

Vf(z)+ Vg(x)A
G(x)A ’

m xm, com [G¥];; = gF; B* é uma matriz simétrica definida positiva de ordem n x n.

Pode ser a matriz identidade, a prépria hessiana H(z,A\,) ou uma apro-
ximagcao dela obtida por alguma técnica de quase-Newton. No entanto, B deve ser

sempre definida positiva para que se garanta a convergéncia global do problema.

Se definimos dy = xo — z, entao

Bdy +Vg(x)Ay = —Vf(z), (3.11)
AVg (z)dy + G(x)No = 0 (3.12)

Herskovits provou que dy é uma direcao de descida para f. No entanto, dy pode nao

ser uma diregao vidvel pois, desenvolvendo a equagao (3.12)), temos:
)\ngf<l'>d0 + gl(x))\ol = O; 121,2, ..., 1M

Entao, se g;(z) — 0,
Vi(z)dy — 0,

ou seja, quando alguma restricao se aproxima de zero, dy tende a uma diregao

tangente ao conjunto viavel.

3.3.2 Direcao de Descida Viavel

Para evitar este efeito, adiciona-se um vetor negativo no lado direito da equagao
(3.12), produzindo o efeito de deflexdo de dy para o interior do conjunto vidvel.

Define-se um novo sistema em (d, \):

Bd+Vg(x)A = —Vf(z), (3.13)
AV (x)d+ G(z)A = —pA (3.14)

onde p > 0, d é a nova direcdao e, A é a nova estimativa de X. Neste caso, (3.14) é
equivalente a:
\NiVgi(z)d + gi(x)\i = —p);  i=1,2, ..., m.
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e, consequentemente,

Vgi(z)d = —pX <0

para as restrigoes ativas. Logo, d é uma direcao viavel.

A deflexao de dy é proporcional ao p; é possivel garantir que d também seja

uma diregdo de descida, se p for escolhido convenientemente (ver Herskovits [18]).

Definindo
d= dO + pdla

A= Ao+ pAi,

e substituindo no sistema de equagoes formado por (3.13) e (3.14), se dy e d; sdo

L.I., encontramos
do dy |
Ao M

Resolvendo o sistema, obtemos a direcdo d e X. Desta forma, é facil estabelecer

B Vyg(z)
AVg'(z) G(z)

Vf(x) 0
0 |

limites para p.
Como diV f(z) < 0, impomos:
d'Vf(r) <adiVf(r), aec(0,1), (3.15)
substituindo d por dy + pd; na equacao acima obtemos
pdiV f(x) < (o = )dpV f(x). (3.16)

Se d{V f(z) < 0, a equagao (3.16)) se verifica para todo p > 0, em caso contrario,

garante (3.15]); portanto, podemos afirmar que d é uma diregao vidvel e de descida.
Finalmente, para encontrar um novo ponto primal vidvel e uma diminuicao

satisfatoria da funcao objetivo, procede-se a busca linear inexata, como Armijo ou

Wolfe, descritos em Luenberger.
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Algoritmo 3.3 Algoritmo FDIPA para o problema @)

Dados: = € A% )\ € R}, B € R™" simétrica positiva definida, a € (0,1), v €
(07 1)7 77 E (07 1)'

Passo 1: Determinacao da direcao de descida.

(i) Resolver o sistema linear em (dy, Ao):

N

(ii) Resolver o sistema linear em (dy, \y):

B Vg(z)
AVg'(z) G(z)

V() ]

Se dy = 0 parar.

B Vy(z)
AVgi(z) G(z)

=

onde d; € R", A\ € R™.
(iii) Se d'V f(x) > 0, entdo se define:

. — 1)diV f(x)
=1in dol|*: (o 0
p=in ol &5 LY
caso contrario, se define:
p = |ldol|?
(iv) Calcular d
d= d() + pdl, e
5\ = )\0 + p)\1

Passo 2: Busca Linear

2

Calcula t, o primeiro nimero da sequéncia {1,v,v% v3, ...} satisfaz

Fla 4 td) < 6u(x) + tnd'V f(x),
gi(x +1td) <0 se X >0, ou
gi(x +td) < g;(x), caso contrério.

Passo 3: Atualizagao.

(i) Assumir
r:=x+1td

e definir um novo valor para: A > 0 e B simétrica positiva definida.

(ii) V4 para o passo 1.
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Agora apresentaremos o Algoritmo FDIPA para o problema geral de pro-
gramagao nao linear:
minimize f(x)
sujeito a
! (3.17)
g(x) < 0;
h(z) = 0;
onde f : R —- R, g: R" - R™ e h : R — RP sao funcgoes continuamente

diferencidveis.

As restricoes de igualdade devem ser necessariamente ativas na solucao. Para
tal, utiliza-se uma técnica que inclui estas restricoes. Entao, para que elas sejam
satisfeitas, pode ser necessario um acréscimo da funcao objetivo, mediante a

seguinte funcao potencial:

Pz, c) = f(z) + Zcz|hz(x)|7

onde ¢; sdo escalares positivos. Zangwill [22] e Mayne e Polack [23] utilizaram
esta funcao potencial e demonstraram que existe um c finito, tal que o minimo
de ¢(z,c), sujeito unicamente as restrigoes de desigualdade, ocorre na solucao
do problema (3.17). Desta maneira, o uso de ¢(z,c) como fungao potencial tem

a vantagem de nao precisar de parametros de penalidade crescendo indefinidamente.

No entanto, ¢(x,c) ndo é continuamente diferencidvel, uma vez que nao tem
derivada dnica nos pontos onde as restrigoes de igualdade sao ativas (h;(z) = 0).
Na busca linear, resulta necessario usar técnicas que evitem estes pontos de nao

diferenciabilidade.

Com este objetivo, no inicio do proceso de otimizagao, as restricoes de igual-
dade sao redefinidas de maneira que todas elas tenham o mesmo sinal. A busca
linear utiliza a fungdo potencial ¢(x,c), e exige que os pontos gerados fiquem
sempre do mesmo lado das restri¢coes ativas, inclusive as igualdades, evitando assim,

pontos onde a fungao potencial nao é diferencidvel.

Desta maneiria, o conjunto viavel e seu interior sao neste caso:
Q={zr e R"g(x) <0, hj(z) <0}, i=1,2,...m: j=1,2,...,p.

Q' ={z € R"gi(z) <0, hj(z) <0}, i=1,2,...m: j=1,1,...p.
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A descrigao mais detalhada deste algoritmo pode ser encontrada em [18].
Algoritmo 3.4 FDIPA

Dados: o € Q°, A € R™, \; > 0, u; > 0, B € R™" simétrica positiva definida,
a€(0,1),ce RP, ¢;=0,ve (0,1),n€(0,1).

Passo 1: Determinacao da direcao de descida.

(i) Resolver o sistema linear em (do, Ao, fo):

B Vg(z) Vh(zx) do Vf(x)
AVgi(z) G(x) 0 X | =— 0 ,
Vht(x) 0 0 Ho h(z)

Se dy = 0 parar.

(ii) Resolver o sistema linear em (dy, A1, p1):

B Vyg(z) Vh(zx) d; 0
AVgi(z) G(x) 0 Ml==1 A1,
Vh(zx) 0 0 1 0

onde d; € R", \, € R™, ji € RP.
(iii) Se ¢; < ||uol|, faca ¢; = 1.2||uo||, parai =1, ..., p.

(iv) Seja:
o(x, ) = f(z) + ||h(@)]2

se d'Vo(x,c) > 0, entao se define:

(a —1)diVp(x,c)

p ?/nf || 0|| ) dﬁng(:E,C)
em caso contrario, se define:
p=|ldol®
(v) Calcular d
d=dy+ pdy, e
5\ = >\0 + ,0)\1

Passo 2: Busca Linear
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Calcula t, o primeiro nimero da sequéncia {1,v,v? v3, ...} satisfaz

d(x +td) < de(z) + tndiV (),
h(zx+td) <0 e

gi(x+td) <0 se >0, ou

gi(x + td) < g;(z), caso contrério.

Passo 3: Atualizacao.

(i) Assumir
r:=ux+1td

e definir um novo valor para: A > 0 e B simétrica positiva definida.

(ii) V4 para o passo 1.
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Capitulo 4

Implementacao de Programacao
Linear com FDIPA

Neste capitulo adaptaremos o algoritmo FDIPA para os problemas de programagao

linear.

4.1 Problema de Programacgao Linear com Res-

tricoes de Desigualdades

Nesta sec¢ao, usaremos o algoritmo FDIPA para resolver o problema de programagao

linear com restricoes de desigualdade, representado da seguinte maneira:
minimize c'x
sujeito a (4.1)
Ax < b;
onde Ae¢ R™" . be R, c€ R"ex € R".

Além disso, o conjunto viavel é

Q={re R"/Az —b <0}

Q= {r € R"/Az — b < 0}

¢ o interior;

L(z,\) = 'z + \'(Az — b)
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¢ o Lagrangiano; e a Hessiana H (z, A) = 0, ja que, as fungoes objetivo e as restrigoes

sao lineares. Ademais, G(z) é uma matriz diagonal tal que:
Também usaremos a definicdo A = diag(Ay, Ay .. A\p).

As condigoes de otimalidade de KKT aplicadas ao problema (4.1)) para encontrar a

direcao viavel sao:

c+ AN =0 (4.2)
Gz)A = 0 (4.3)
Aix—b; < 0 i=1, ... ,m. (4.4)

A >0 (4.5)

O algoritmo FDIPA, baseado no conceito de multiplicadores de Lagrange,
constréi uma sequéncia de pontos {z*}, comecando com um ponto estritamente

viavel e convergindo a um ponto 6timo.

4.1.1 Direcao viavel

Para achar uma direcao viavel resolvemos as equagoes (4.2)) e (4.3)) nas condigoes de

KKT. Utilizando o método de Newton em (z, A), obtemos o seguinte sistema:

Rk
AL\ -

onde consideramos dy = "1 — 2F e \g = AL

H(z* \f) A
AA G (%)

c 4+ ALNF
G(zF)\F |

A Hessiana do sistema de equagOes anterior é zero. Porém, se considerarmos
isso, teremos um mau condicionamiento no sistema de equacoes. Portanto, conside-
raremos, para propésitos de iteracao, que a matriz H(x*, )\S) = B; em nosso caso,

para a implementagao, usamos B = (1,, onde [, é a identidade em n dimensoes e

B € R.

Escrevemos o sistema de equagoes da seguinte forma:

do o C
[ -

B A
AA G(x)
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A partir de (4.6)), eliminando dy, chegamos a um sistema com matriz definida positiva
que sera resolvido por gradiente conjugado precondicionado com Cholesky truncado
(que sera estudado no capitulo seguinte), o qual deve proporcionar uma diregao

vidvel de descida (dp).
Lema 4.1 O vector dy, definido no sistema @, € uma direcao vidvel de descida.

Prova Ver Herskovits [18].

4.1.2 Tamanho de passo

Outro passo importante para resolver nosso problema de programagcao linear ({4.1)
com o FDIPA é encontrar o tamanho de passo (t) para cada iteragao. Para tal,
calcularemos o tamanho de passo em cada iteracao de forma numérica fazendo com

que as restrigdes do problema (4.1)) sejan satisfeitas.

A sequéncia de pontos que gera o algoritmo FDIPA fica no interior do con-

k

junto viavel ; portanto, se ¥ € Q° entdo o seguinte ponto z**' = zF + td,

também deve estar em Q°, ou seja,
Azttt < b,
substituindo **! na equacao acima obtemos,
Az +tAdy < b,
para cada desigualdade ¢ = 1,2, ..., m temos que
ti(Adp); < (b — Az"), (4.7)

logo, se (Adp); < 0, entdo t; é ilimitado.
Caso contrario, da equagao (4.7)) obtemos que t; é limitado

(b — Ax*);

t < ———
(Ado);

Assim, para garantir que ¥ fique no interior da regido vidvel, o valor de t é dado

-7 1I§I%l§nm (Ado)l ’

desta forma:

onde v € (0,1). Em nossa implementagao, consideramos v = 0.9995.

22



Algoritmo 4.1 FDIPA para resolver o problema

Dados: z € Q°, A€ RT,, v € (0,1)

Passo 1: Determinacao da direcao de descida.

5J-:

Resolver o sistema linear em (do, \o):

BI At
AA G(x)

Se dy = 0 parar.

Passo 2: Busca linear
Calcule t > 0,se Av —b <0

1<i<m

Passo 3: Atualizacgao.

(i) Assumir:
r=x+1d

(ii) V4 para o passo 1.

4.2 Problema de Programacao Linear com Res-

tricoes de Igualdade e Desigualdades

Nesta secao, aplicaremos o algoritmo FDIPA para resolver o problema geral de

programagao linear considerado. Este problema é representado da seguinte maneira:

minimize clx
sujeito a
Ale = bl,
Asz < by;

(4.8)

onde Ay € RP*", by € RP, Ay € R™™, by € R e ¢ € R". A matriz A; tem posto

completo.
Também usaremos as definigdes onde A e G(x) sdo matrizes diagonais, tais

que:

Gm(x) = (AQJJ — 1)2)1
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Ny =N

Usaremos o método de FDIPA para achar a solu¢ao do problema (4.8). As condigoes

de otimalidade de KKT para encontrar a direcao viavel sao:

c+ AN+ Ay = 0 (4.9)
Gx)A = 0 (4.10)
A > 0. (4.13)

Aplicamos o método de Newton ao sistema composto pelas equagoes (4.9)), (4.10) e

(4.11)), gerando um novo sistema de equagoes

B A, A ][ d
AL G 0 | l==| o .
Al 0 0 o Alx - bl

onde B, no principio, é a matriz identidade (n x n) e depois, em cada iteragao, ela

faz uma atualizagao (em nosso algoritmo, usamos B*! := 0.00001B%).

Para o problema (4.8), usaremos a deflexao de dy, definindo um novo sistema em
(dy, Aty )

B A, AT d 0
A1 0 0 M1 0

Resolvendo o sistema, obtemos a dire¢ao d = dy + pd;, onde p é

se d!V f(z) < 0. Em nossa implementagao, consideramos o = 0.85.
Para iniciar o algoritmo, o ponto inicial deve satisfazer as restrigoes de igual-
dade e desigualdade. Entao as iteragoes seguintes andarao pelas restricoes ativas e

nao precisaremos da funcao potencial.

A busca linear é a mesma que usamos para resolver o problema de Programacao

Linear com restrigoes de desigualdade.
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Os dois sistemas de equagoes sao resolvidos usando o método direto.
Algoritmo 4.2 FDIPA para resolver o problema @

Dados: € Q, A€ R™, \; >0, u; >0, B=1,, « € (0,1), ¢; = 0.
Passo 1: Determinacao da direcao de descida.

(i) Resolver o sistema linear em (dy, Mg, fo):

B AL Al dy
AAL G(x) 0 o | =—101,
Al 0 0 Lo 0
Se dy = 0 parar.

(ii) Resolver o sistema linear em (dy, A1, p1):

B A AT & 0
AA2 G(l’) 0 )\1 - — A 5
Al 0 0 1251 0

onde d; € R", \y € R™, u € RP.

(iii) se dic > 0, entdo se define:

, o (a—1)dhe
p=inf ||dol ,T
em caso contrario, se define:
p=ldol?
(iv) Calcular d
d= do + pdl, e
A =X+ ph

Passo 2: Busca Linear
Calcule t > 0,se Ar —b<0

o= o T}

Passo 3: Atualizacao.

(1) Assumir
r:=ux+1td
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B :=0.000018

e definir um novo valor para: A > 0.

(ii) V4 para o passo 1.
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Capitulo 5

Resolucao dos Sistemas Lineares
Internos do FDIPA

Neste capitulo, os sistemas internos do FDIPA para programacao linear sao

apresentados de forma detalhada.

Os métodos iterativos para resolver sistemas de equacoes lineares partem de
uma estimativa inicial da solucao e geram uma sequéncia de pontos que conver-
gem para a solucao do problema. Na pratica, o processo é finalizado quando o
ponto atual é suficientemente proximo da solucao do problema. Em muitos casos, é
possivel obter uma boa aproximagao da solugao, com um custo computacional muito

menor do que o necessario para obter a solugao exata por meio de um método direto.

Primeiramente, apresentaremos o método de gradiente conjugado e o método
de gradiente conjugado precondicionado, necessarios para a resolugao dos sistemas

lineares.

5.1 Método do Gradiente Conjugado

O método do gradiente conjugado, introduzido por Hestenes-Stiefel(1952), é um dos

processos iterativos mais populares para solugao de sistemas de equagoes do tipo:
Az = b, (5.1)

onde a matriz de coeficientes do sistema A € R™"™ é simétrica positiva definida,
xr € R" é a incégnita do problema e b € R™ é o termo independente. Este método

explora o fato de que a solugdo do sistema dado pela equagao (5.1) equivale a
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minimizacao da funcao quadratica:

f(z) = %xtAx — b

Este método possui as melhores propriedades de convergéncia e requer o arma-

zenamento somente de alguns poucos vetores, além dos dados originais do problema.

Algoritmo 5.1 Algoritmo do Método do Gradiente Conjugado

Dados: A € R™*™ simétrica positiva definida, b € R" e x¢y € R".

Passo 1: Calcular

To = b— ASL’(],
Po=To
Passo 2: Determinagao
Para i =0,1, ..., até convergir, fazer
rir;
o = TRy
(Ap;)ps

Tip1 = Ty + Qyp;
i1 = Tit— Oéz'Apz'
_ T
Bi = —
Pit1 = Tit1 — BiDi

fim.

5.1.1 Meétodo do Gradiente Conjugado Precondicionado

Na solucao de sistemas com matrizes simétricas e definidas positivas, é utilizado o
método do gradiente conjugado. Quando trabalhamos com matrizes mal condici-
onadas, é necessario o uso de precondicionadores para garantir a convergéncia do
método (Saad [25]).

Algoritmo 5.2 Algoritmo do Método do Gradiente Conjugado Precondicionado
Dados: A € R™*™ simétrica positiva definida, b € R" e ¢y € R".

Passo 1: Calcular

Tozb—Axo,
Z():Nil'f’(]
Po = 2o
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Passo 2: Determinagao

Para i =0,1, ..., até convergir, fazer

t

(Api)'p;
Tip1 = i + Qp;

oy =

Tit1 = Tit— Olz‘Apz‘
_ Tip1Ritl
Bi = —
rizi
Dit1 = Ziy1 — Bibi
fim.

A escolha de um bom precondicionador é muito importante. Golub [19] e Greenbaum
[26] consideram o precondicionador do tipo decomposigao incompleta de Cholesky

um eficiente pré-condicionador para sistemas com matriz de coeficientes esparsa.

5.2 Sistema Linear Interno do FDIPA para Pro-

blemas Lineares com Desigualdades

Seja o sistema linear do problema FDIPA mostrado na equagao (4.6)), dado por:

Nt

Este sistema é denominado primal-dual para achar dy e Ag:

B A
AA G(x)

Bdo +At)\0 = —C (52)
AAdy +G(x)Ng = 0. (5.3)

Da equagao (5.2) tem-se:
d() = —B_1<C + At)\()). (54)

Substituindo a equagao (5.4 na equacao , temos o sistema dual:

(=AAB'A' + G(x))\ = AAB c. (5.5)
Ao multiplicar a equacao pela matriz diagonal A~!, obtemos:

(—AB'A" + AT'G(2)) ) = AB e (5.6)

Garante-se que a matriz (—AB A" + A~'G(x)) seja simétrica e definida positiva,

permitindo usar o método do gradiente conjugado. O sistema original pode ser
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um sistema bem condicionado; contudo, quando se faz a multiplicagdo pela matriz
diagonal A~!, este sistema, em geral, passa a ser mal condicionado, dado que os
multiplicadores de Lagrange das restricoes inativas tendem para zero. Portanto, é

necessario o uso de precondicionadores.

Neste trabalho, utilizamos o precondicionador Cholesky incompleto, proposto

em [27], para garantir a convergéncia do método.

5.3 Resolucao do Sistema Dual

O algoritmo mostrado na segao 5.1.1 (algoritmo do método do gradiente conjugado
precondicionado) é aplicado no sistema dual . Em cada iteracao, este método
gera uma direcao de descida viavel; portanto, nao precisamos terminar as iteragoes
até chegar a solugao do sistema. Utilizaremos, ainda um critério para truncar as
iteracoes, a fim de ter um melhor desenvolvimento do método e reduzir o custo

computacional.

Este critério estd baseado na comparagdo entre os passos (¢) calculados na
equacao ((5.3)), na forma exata, e no sistema dual (5.6)), em cada iteracdo do método

do gradiente conjugado pré-condicionado pelo Cholesky incompleto.
Propomos o critério de parada para truncar o método, da seguinte forma:

Seja dj e Aj os valores achados na iteragao r do gradiente conjugado pré-

condicionado aplicado no sistema dual .
Supomos que ¢ solugao da equacao (5.3))
AAdy + G(z)N\) = 0.
Para cada ¢ = 1,2, ..., m, temos que
Aia;dly + (Az — b) A,
onde a; é a linha 7 da matriz A, logo
A\

a;dy = —(Azx — b)i%. (5.7)
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Agora, considerando as restricoes de desigualdade, mediante uma aproximacao des-

tas restricoes, na direcao dj, calculamos um passo maximo admissivel ¢1:

Substituindo (5.7)) em (5.8]), obtemos:

Entao,

tl = mm(;\—;)
0i

Por outro lado, calculamos o passo maximo admissivel ¢2, que bate as restrigoes

(5.8). Temos

Se (J,ng >0
12, < _M'
aldg
Entao,
Az —b);
12 = min(— AT =Yy
aldg

Por tltimo, fazemos uma comparacao dos passos. Se
t2>7tl 7€ (0,1],

o algoritmo para; senao, faz-se uma nova iteragao, até satisfazer o critério acima.
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Capitulo 6
Resultados Numéricos

Neste capitulo, apresentaremos os resultados da adaptacao do algortimo FDIPA
para programacao linear implementado em MATLAB. Os experimentos computa-

cionais foram realizados com problemas da biblioteca NETLIB [20].

Primeiro, apresentamos os resultados numéricos obtidos para problemas de

programacao linear com restricoes de desigualdade dos seguintes problemas:

Problema 1.
min  —2x; —Xy
s.a.
—10z;  —3xo +40 <0
Ty —2T9 <0
8r1 +3xy —T0 <0
—x; +10zy —50 <0
r;, >0 i=1.2.
Problema 2.
min —20x; —10xy —x3
s.a.
3x1  —3z9 +5xr3 —50 <0
T +x3 —10 <0
r1 —lxg +4x3 —20 <0
21, +x9 +3x3 —30 <0
2r1  +2x9 +x3 —66 <0
x1  +4ry +3x3 =75 <0
207 +2x9 +3x3 —80 <0

>0 i=123.

32



Consideremos os problemas Afiro e Blend da biblioteca NETLIB na forma padrao.

Testamos uma versao modificada, Afiro* e Blend*, mudando o sinal das restri¢oes

de igualdade para desigualdade, gerando assim um novo problema.

Nas tabelas, mostramos o seguinte:

cta®: Valor da funcao objetivo.
Iter FDIPA: Total de iteragoes do FDIPA.

Iter GC: Total de iteracoes do método de gradiente conjugados precondicio-
nado, dada pela soma do ntimero de iteracoes realizadas para resolver o sistema

linear que calcula a direcao do FDIPA.

Iter GC-T: Total de iteragoes do método de gradiente conjugados precondicio-
nado truncado, dada pela soma do ntimero de iteragoes realizadas para resolver

o sistema linear que calcula a direcao do FDIPA.
Iter dy: Total de iteragoes do FDIPA sem fazer a deflexao.

Iter d: Total de iteracoes do FDIPA com a deflexao.

Tabela 6.1: Testes numéricos do FDIPA com gradiente conjugado precondicionado

Linha Coluna cta® Iter Iter

FDIPA GC
Problema 1 4 2 -18.91528671 2 4
Problema 2 7 3 -299.99900155 4 8
Afiro* 27 51 -464.75202340 15 31

Blend* 74 114 -29.80016498 500 1245
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Tabela 6.2: Testes numéricos do FDIPA com gradiente conjugado precondicionado
truncado

ctak Iter Iter
FDIPA GC-T
Problema 1 -18.91528670 2 2
Problema 2 -299.99837432 5 7
Afiro* -464.75198398 15 15
Blend* -30.57732381 25 286

Para comparar os resultados, usamos a rotina LINPROG do MATLAB, que foi

desenvolvida baseando-se na referéncia Dantzig [3].

Tabela 6.3: Testes numéricos em MATLAB usando LINPROG

cla® Restricoes
violadas
Problema 1 -18.91566265 0
Problema 2 -300 1
Afiro* -464.75314263 0
Blend* -30.82213945 1

Por tltimo, apresentamos os resultados do algoritmo FDIPA para problemas de

programacao linear com restricoes de igualdade e desigualdade.

Tabela 6.4: Descricao dos problemas originais

Linha Coluna no-zeros

Afiro 27 32 88
Adlittle 56 97 465
Blend 74 83 521
Sc105 104 103 281
ScH0a 49 48 131
Share2b 96 79 730
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Tabela 6.5: Testes numéricos do CPLEX e FDIPA para os problemas originais

cta® Iter cta® Iter cta® Iter
CPLEX CPLEX FDIPA do FDIPA d
Afiro -464.75314286 7 -464.75314279 14 -464.75313905 11
Blend -30.81214984 49 -30.81214919 19  -30.81214964 19
Sc105 -52.20206114 32 -52.20206121 61  -52.20206121 23
Sch0a -64.57507698 21 -64.57507706 12 -64.57507706 12

Share2b -415.73224074 84 -415.73224074 39 -415.73223788 22

Tabela 6.6: Testes numéricos do FDIPA para os problemas da forma padrao

Linha Coluna ctak Iter ctak Iter
dy do d d
Afiro 27 32 -464.75314280 10 -464.75313963 7
Adittle 56 97 225494.9629 32 225488.1141 26
Blend 74 83 -30.80900624 24  -30.80900508 17

Também fizemos o teste dos problemas de NETLIB na forma primal, ou seja,
acrescentando as variaveis de folga. Atualmente, os trabalhos resolvem os problemas

na forma primal.
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Capitulo 7
Conclusoes

O FDIPA para programacao linear, em comparacao com os método de pontos
interiores primal-dual, nao precisa de uma funcao barreira que tem que minimizar:
ele nao tem parametros. Todas as variaveis usadas no algoritmo FDIPA e o tama-

nho de passo sao calculados de forma numérica, usando as condigoes de otimalidade.

A grande vantagem do enfoque proposto é que nao sao necessarias variaveis
de folga nem do problema dual. Trabalhamos com a formulacao original do

problema de Programacao Linear, obtendo bons resultados.

Nos problemas de programacgao linear com restricoes de desigualdade resolvi-
dos com o FDIPA, propusemos um critério de truncamento nas iteragoes, no

método de gradiente conjugado precondicionado.
Nos préximos trabalhos, podemos procurar um critério para truncar o método de

gradiente para os problemas de programacao linear com restrigoes de igualdade e

desigualdade.
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