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MODELO CONTINUO PARA DISSOLUCAO EM SOLIDOS ELASTICOS SOB
TENSAO

Suelen dos Santos Sobrinho

Margo/2019

Orientador: Fernando Pereira Duda

Programa: Engenharia Mecanica

Sabemos que tensoes mecanicas interferem na taxa de dissolugao dos materiais.
Neste trabalho vamos explorar como esta influéncia ocorre na solubilidade. Embora
nossa motivacao seja o problema de corrosao, a dissolucao ¢ um problema que tem
aplicacao em diversas areas.

Para isso, desenvolvemos o modelo de dissolucao tendo como base a Mecanica
e Termodinamica do Continuo. Além disso, incluimos o balanco de forgas configu-
racionais com objetivo de obter uma expressao para a concentracao de saturagao.
Esta forma de estruturar o problema nos permite a inclusao de outros efeitos que
influenciam no processo de dissolucao. Além de nos fornecer um modelo versatil que
permite aplicagao nao apenas no problema de corrosao, mas em qualquer problema
de dissolucao.

Sendo assim, como forma de ilustrar como a concentragao de saturagao se com-
porta em um corpo submetido a tensoes mecanicas e como a taxa de dissolugao é

afetada propomos a solucao de alguns exemplos.



Abstract of Dissertation presented to COPPE/UFRJ as a partial fulfillment of the

requirements for the degree of Master of Science (M.Sc.)

CONTINUOUS MODEL FOR DISSOLUTION IN ELASTIC SOLIDS UNDER
TENSION

Suelen dos Santos Sobrinho

March/2019

Advisor: Fernando Pereira Duda

Department: Mechanical Engineering

Mechanical stresses can influence on dissolution rate of materials. In this work
we will explore how this influence occurs in solubility. Even though our motivation
is the problem of corrosion, dissolution is a problem that has application in several
areas.

For this, we developed the dissolution model based on the Mechanics and Ther-
modynamics of Continuum. In addition, we include the balance of configurational
forces in order to obtain an expression for the saturation concentration. This way
of structuring the problem allows us to include other effects that influence the dis-
solution process. In addition, this is a versatile model that allows application not
only in the problem of corrosion, but in any problem of dissolution.

Thus, as a way of illustrating how the saturation concentration behaves in a
body subjected to mechanical stresses and how the rate of dissolution is affected we

propose the solution of some examples.
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Capitulo 1

Introducao

O ato de misturarmos um soluto em um solvente obtendo uma solugao consiste
no que conhecemos como dissolucaol[l]. Varias dreas de conhecimento possuem pro-
blemas relacionados com o problema de dissolu¢ao. Na farmacologia por exemplo,
o problema de dissolucao ¢ de grande importancia no estudo da liberacao de drogas
no nosso organismo. Por exemplo, [2] e [3] buscam uma previsao da dissolugao de
farmacos no nosso organismo através do tempo de vida dessas substancias.

Na metalurgia a dissolucao de particulas é também muito estudada devido a
relevancia cientifica e industrial de poder prever a cinética da dissolucao. Como por
exemplo o estudo feito por [4] da dissolucao de particulas em 3D.

A dissolucao também estd presente na corrosao, onde a deterioracao do metal
ocorre por meio da dissolucao do material. Neste trabalho, embora o modelo pro-
posto tenha aplicabilidade em varias dreas, buscamos motivacao no problema da
corrosao. Especialmente no problema de corrosao por pite classificada com um tipo
de corrosao localizada que se inicia com a ruptura da camada de éxido conhecida
como camada passiva.A dissolucao anddica dos metais é um processso eletroquimico
no qual fons metalicos sdo transferidos de uma rede metélica para uma solugao [5].

Na industria, a corrosao é a responsavel por perdas de material, paradas de pro-
cessos e até graves acidentes quando ocorre de forma inesperada. Para corrosao uni-
forme ja existem métodos que conseguem monitorar e prever parada de manutencao
ou troca de equipamentos. Porém, quando a corrosao ocorre de forma localizada
sua deteccao se torna mais complicada, dificultando a previsao de possiveis falhas.
Dentre as formas de corrosao localizada, a corrosao por pite é uma das mais destru-
tivas [6], por isso seu estudo e compreensao sao de fundamental importancia para o
desenvolvimento eficaz de formas de prevencao e controle.

Um assunto muito importante, alvo de muitos estudos antigos e recentes, é o
problema de corrosao sob tensao (CST) que é um mecanismo de falha caracterizado
pela combinacao de uma carga mecanica, ambiente corrosivo e suscetibilidade do

material [7]. Sabendo que tensdes mecanicas sdo capazes de influenciar na corrosao



de materiais, buscamos neste trabalho estabelecer uma ligacao entre tais tensoes
e a solubilidade do material. Entendemos por solubilidade a quantidade méxima
de soluto que pode ser dissolvida em um solvente sob condicoes especificas. E
com o objetivo de buscar esta relacao entre as tensoes num corpo e a solubilidade
utilizaremos o balanco de forcas configuracionais.

Sendo importante ressaltar que nao é apenas no problema de corrosao que pode-
mos encontrar relacao entre dissolugao e tensoes mecanicas. Um problema que tem
tomado grande destaque nos ultimos anos e que envolve o problema de dissolucao
sendo afetado por tensoes mecanicas é o problema de drug delivery. Onde a dis-
solucao do farmaco injetado na corrente sanguinea se da ao encontrar uma regiao
de altas tensoes cisalhantes, como podemos ver nos trabalhos de [§] e [9].

O problema de dissolucao consiste basicamente de um problema de interface
moével com transporte de massa. O sélido é separado da solugao por uma interface
e a medida que os fons de sélido se desprendem e difundem na solucao ha uma
variacao da posicao da interface. Dois modelos serao abordados neste trabalho: o
modelo de interface bem definida e o modelo de interface difusa. O modelo com
interface bem definida foi originalmente desenvolvido por Gibbs representando a
interface como uma superficie onde as propriedades de uma e outra fase mudam de
forma descontinua [I0]. Neste modelo a dificuldade estd em mapear a interface que
muda de posigdo com o tempo [7]. Sendo assim, o modelo de campo de fase, onde
a interface é difusa, tem sido usado para simular uma variedade de problemas que
possuem interface movel, como por exemplo problemas de solidificacao, escoamento
bifésico, crescimento de grao, transformacoes de fase, propagacao de trinca. Apesar
das dificuldades na solucao numérica, é no modelo de interface bem definida onde
toda fisica do problema é descrita [11].

Esta dissertacao encontra-se estruturada da seguinte forma: no capitulo [2] fa-
remos uma breve revisao bibliografica a respeito dos assuntos que serao abordados
neste trabalho. No capitulo [3| vamos desenvolver a formulacao do modelo de dis-
solucao utilizando o balanco de forcas configuracionais para obter o conjunto de
equagoes de governo a serem resolvidas. No capitulo 4| mostraremos a influéncia de
tensoes mecanicas na solubilidade apresentando alguns resultados numéricos para
ilustrar o modelo proposto. No capitulo |5 faremos uma breve abordagem a respeito
do modelo de campo de fase mostrando a sua formulacao sem a adicao de tensoes
mecanicas. No capitulo [] estao as conclusoes obtidas e sugestoes de trabalhos futu-

TrosS.



Capitulo 2
Revisao Bibliografica

A busca de uma melhor compreensao do processo de corrosao é antiga, por
isso hoje ja existe uma consideravel quantidade de informagoes a respeito [12].
Porém, ainda hd muito a ser descoberto, principalmente com relacao a influéncia
que tensoes mecanicas exercem no processo de corrosao. O problema de corrosao se
torna extremamente complexo uma vez que existem muitos fenomenos acoplados,
como influéncias ambientais, quimicas, mecanicas e elétricas. Compreender como
estes fenomenos se acoplam e gerar um modelo que se aproxime da realidade ainda
¢ um desafio. Nos tltimos anos, tem crescido o interesse na modelagem deste pro-
blema, com modelos que acoplam alguns fenomenos fisicos. E a dissolugao é um dos
mecanismos fundamentais por tras do processo de corrosao [13].

Com objetivo de explicar e prever a propagacao estavel do pite governado pelo
transporte de fons em solugoes eletroliticas, utilizando o modelo de interface bem
definida, [T4] utiliza a conservagao de massa no corpo juntamente com a lei de Fick
para difusao. Neste trabalho é analisado apenas o processo de dissolugao controlado
pela difusao, nenhum efeito a mais é incluido.

Mais tarde, o mesmo autor em seu artigo [15] inclui em seu modelo anterior
o mecanismo de corrosao controlado por ativagao. Para isso ele utiliza a lei de
conservacao de massa, combinada com as leis de difusao e as leis da cinética quimica
para dissolugao. Sao feitas simulacoes de problemas 1D e 2D utilizando o método
de volumes finitos.

Dos trabalhos mais recentes que se propoem relacionar o problema de corrosao
por pite com tensdes mecanicas podemos citar [7] e [16] que utilizam o modelo de
campo de fase. Em [I6] os efeitos mecéanicos sdo introduzidos através da relacao
entre o parametro cinético da interface com a intensidade do fator de tensao e o
campo de tensoes na ponta da trinca. Este artigo é uma expansao de [17] que
adotou o modelo de campo de fase de Kim-Kim-Suziki (KKS) [I8] para simular a
corrosao por pite no aco inoxidavel numa solugao eletrolitica.

Com base em [I7], [7] desenvolve uma nova formulagao utilizando o modelo de



campo de fase para modelar o problema de corrosao sob tensao induzido por dis-
solucao anddica. Neste trabalho o autor introduz os efeitos mecanicos diretamente
no funcional de energia livre, com objetivo de estudar a competicao entre a contri-
buicao mecanica e eletroquimica na ocorréncia da fratura.

Mais recentemente, [19] incorporou ao modelo de campo de fase apresentado em
[T7] os efeitos do potencial elétrico e distribui¢ao de corrente. Para isso utilizaram a
equacao de Laplace como equagao de governo para avaliar o potencial elétrico, que
determina a distribuicao de densidade usando a lei de Ohm.

Em [I3] é proposto simular a dissolugdo que ocorre na corrosao durante longos
periodos de tempo. Para isto é utilizado o modelo de campo de fase a fim de modelar
o transporte i0nico e as alteracoes na superficie da liga em questao, como este tltimo
¢ um processo muito mais lento que o primeiro, um desafio neste caso é trabalhar
com as diferentes escalas de tempo.

Para que seja possivel resolver o problema de interface mével utilizando um
modelo de interface bem definida é necessaria uma condicao extra na interface.
No problema de corrosao por pite esta condicao é a concentracao de saturagao
que representa a solubilidade do soluto no solvente. Na solucao usando o modelo
de campo de fase, embora nao seja necessaria a introducao de uma condicao de
contorno, este valor entra na formulacao. Nos trabalhos discutidos até agora este
valor é uma constante obtida experimentalmente. Para encontrar esta condicao
extra serd necessario incluir uma equacao de balanco extra, por isso incluimos o
balango de forgas configuracionais [20].

Sendo assim, uma das propostas deste trabalho é propor uma equacao governante
para calcular esta concentracao de saturacao. Além disso, relacionar este parametro
com os esforgos mecanicos que solicitam o corpo utilizando um modelo de interface
bem definida, uma vez que na literatura s6 encontramos publicagoes que incluem
o problema mecéanico no modelo de interface difusa (campo de fase). Com isso,
poderemos resolver as equacoes de governo do problema e encontrar a taxa com que
a interface se propaga, ou seja, a taxa de dissolugao. E importante nao confundir
taxa de dissolu¢ao com solubilidade. Taxa de dissolucao é a quantidade de sélido
liberado na solucao por unidade de tempo e a solubilidade é a quantidade maxima
de soluto no solvente na condicao de equilibrio.

O trabalho de [21] tem interesse em apresentar a formulacao de aspectos fun-
damentais dos processos de solugao e precipitacao em rochas. Nele encontramos o
desenvolvimento da teoria que relaciona tensao com solubilidade. Entao, com base
no proposto neste artigo, desenvolveremos a teoria de como tensoes mecanicas in-
fluenciam na solubilidade de um corpo sélido com a proposta de, diferentemente do
visto até agora, sugerir uma equacao governante para a concentragao de saturacao.

Para isso, utilizaremos o balanco de forgas configuracionais conforme desenvolvido



por [20].

Em linhas gerais, utilizaremos o modelo com interface bem definida desenvolvido
por [I4] como base para o desenvolvimento do nosso modelo. Adicionaremos a ele
o proposto por [2I], desenvolvendo toda formula¢do dentro dos moldes da Termo-
dindmica do continuo [22]. Para o modelo de campo de fase estamos nos baseando

no trabalho desenvolvido em [I7], porém utilizando o balango de microforgas [23].



Capitulo 3

O Modelo

O objetivo deste capitulo se concentra no desenvolvimento de um modelo para
dissolucao em solidos elasticos, tratando a interface entre o sélido e a solu¢ao como
uma superficie de descontinuidade.

Para desenvolvimento deste modelo utilizaremos as forcas configuracionais que
tem uma natureza fisica muito diferente das forcas newtonianas classicas. Elas nao
entram nas leis de equilibrio de momento padrao, nem afetam a maneira pela qual
as forcas padrao executam o trabalho [24] e [20]. Uma grande diferenga entre o
sistema de forcas padrao e o sistema de forcas configuracionais é que neste ultimo
temos a presenca de uma forca interna. Esta forca esta conectada com a estrutura do
material, cada configuracao de um corpo tem uma distribuicao de material e as forcas
configuracionais internas agem para mater o material no lugar, nesta configuracgao.
Tais forgas caracterizam a resisténcia do material a mudancas estruturais.

Na mecanica do continuo classica a resposta de um corpo a deformacoes é descrita
pelas forcas padrao, consistentes com as leis de balanco de quantidade de momento
linear e angular. J& as forcas configuracionais, como definido por [24], sdo menos
intuitivas, elas estao relacionadas a coeréncia intrinseca da estrutura material do
corpo e realizam trabalho na adigao e remocao de material e na evolugao de defeitos
estruturais.

Na primeira parte deste capitulo faremos uma breve abordagem a respeito do
problema de dissolugao. Na segunda parte deste capitulo serao apresentadas as
equagoes de balanco para o problema de dissolucao com a inclusao das forcas confi-
guracionais. Na terceira parte deste capitulo trataremos da teoria constitutiva. E,
por fim, na quarta parte deste capitulo trataremos das consequéncias do balanco de
forcas configuracionais obtendo a equacao de movimento da interface, estudando a

solubilidade e obtendo as equacoes que governam o problema.
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Figura 3.1: Uma subregiao arbitraria D; que intersecta a interface S;. Dy = D;7UD; .
O segmento de S; contido em D, é chamado S;. Note que D, = S U S;”, dDf =
SFUS, e D] = 57 US,. O vetor unitério n é normal a D, e m é normal a interface
S;. E V' é a velocidade com que a interface evolui. FONTE: Figura adaptada de
(23]

3.1 Definicao do Problema

Para analisar o problema selecionamos um corpo (R;) composto por uma fase
sélida (R;") e uma fase liquida (R;) separados por meio de uma interface (S;). Tons
metalicos estao migrando do lado do sélido para o liquido através desta interface.
Para formulacao do problema localizamos ainda mais a nossa selecao e selecionamos
uma regiao D, que intersecta a interface (ver figura [3.1]).

Para simplificar a formulagdo do problema, consideraremos um modelo
isotérmico. A difusdao no lado do sdlido, em geral, é muito pequena e pode ser
desconsiderada ([26], [17]).

3.2 Formulacao

3.2.1 Leis Basicas

Vamos trabalhar com o problema dividido em trés regioes: o sélido, a solucao e

a interface. As leis béasicas serao escritas em cada uma dessas trés regioes.

No Sélido

Na figura vemos que o sélido é compreendido pela regiao D;f. As equacoes
de balango para massa, momento linear e angular, transporte e versao mecanica da

segunda lei, na forma integral sao escritas como:



d

- ps(x,t)dV =0, (3.1)
onde pg é a massa especifica do sélido, x é a posicao do corpo e t o instante de
tempo.

/ Ts(x,t)n(x) dA + / b(x,t)dV =0, (3.2)
oD Df
onde Tg é o tensor de tensoes e b é a forca de corpo generalizada que é dada por
b = bo — pSV
/ x X Tg(x,t)n(x) dA + / x X b(x,t)dV =0, (3.3)
aDf D}

onde n é o vetor unitario normal a 0D;.

d
L ps(x, tes(x,£) dV = 0, (3.4)

onde cg ¢é a fracao massica no soélido.

i ps(X, t)@DS(X, t) dV—/

Ts(x, £)n(x)-v(x, £) dA— / b(x, )v(x, £) dV <0,
dt Jpy oD}

Df
(3.5)
onde 1g é a energia livre de Helmholtz.
Aplicando o teorema do transporte, o teorema da divergencia e da localizacao as
equacoes de balanco dadas para o solido, chegamos nas formas locais das equagoes
de balanco [22].

ps(x,t) + psdivv(x, t) = 0, (3.6)
divTs(x,t) + b(x,t) = 0, (3.7)

Ts(x,1) = TH(x.1), (3.8)

ps(x, es(x. ) + ps(x, t)es (x, t)divv(x, £) = 0, (3.9)
ps(x, )s(x,t) — Tg(x,t) - D(x,t) < 0. (3.10)

A inequagao é a versao mecanica da segunda lei da Termodinamica e D(x, t)

é a parte simétrica do tensor L = gradv(x,t), onde L=D + W.

Na Solucao

A solugao, regiao D, destacada na figura , ¢ composta por dois elementos: os
ions de sdlido dissolvidos e o liquido. As equacoes de balanco para massa, momento
linear e angular, transporte (para os ions de sélido e para o liquido) e versao mecanica

da segunda lei, na forma integral sao escritas como:



d
— pr(x,t)dV =0, (3.11)
dt Jp-

onde pr é a massa especifica da solucao.

/ Tr(x,t)n(x)dA + / b(x,t)dV =0, (3.12)
oD;

D

t

onde Tr ¢é o tensor de tensoes na solucao.

/ x X Tp(x,t)n(x)dA +/ x X b(x,t)dV =0, (3.13)
aD; D;

d

— pr(X,t)csr(x,t)dV +/ Jsp(x,t) - n(x)dA =0, (3.14)
dt Jp; aD;

onde cgy, € a fragao massica dos fons de solido dissolvidos no liquido e Jg7, é o fluxo

massico de ifons de sélido dissolvidos.

d
— pr(X,t)er(x,t)dV + / Jo(x,t)-n(x)dA =0, (3.15)
dt Jp- oD;

onde ¢y, é a fracao massica de liquido e J, é o fluxo méssico do liquido.

% pr(x, t)Vp(x,t)dV + / psrdsp(x,t) -n(x)dA + / prdr(x,t) - n(x)dA
Dy oDy oD,
—/ Tp(x,t)n(x) - v(x,t)dA — / b(x,t) - v(x,t) <0,
aD; Dy

(3.16)

onde gy € o potencial quimico dos ions de sélido dissolvidos no liquido e pz o
potencial quimico do liquido.

Aplicando o teorema do transporte, teorema da divergéncia e da localizagao as

equagoes de balancgo do lado do fluido podemos escrever as equagoes de balango em

sua forma local por:

pr(x,t) + prdivv(x,t) =0, (3.17)

divTp(x,t) + b(x,t) =0, (3.18)

Tr(x,t) = Th(x,1), (3.19)

o D)esL (6 1) + pr(x, st (x, ) divy + divI sy (x, £) = 0, (3.20)
pr(x, t).cL(x, t) + pr(x,t)cn(x, t)divv(x, t) + divJ . (x,t) = 0, (3.21)



pF<X7 t)wF<X7 t) + pF(X> t)wF(X> t)diVV(X7 t) + ILLSL<X7 t)diVJSL (X7 t)
+Js(x, t)gradpsp (x, ) + pr(x, 1) divd L (x, t) + I (x, t)gradus (x, 1) (3.22)
—v(x,t)divTp(x,t) — b(x,t) - v(x,t) — Tr(x,t) - gradv(x,t) < 0.

Na Interface

Como os fons metalicos estao migrando do sélido para a solucao a interface Sy
estd mudando sua posicao com o tempo. Com isso, considero que tenho um novo
grau de liberdade a ser descrito e incluo um sistema de forgas independente que é o
balanco de forgas configuracionais.

Entao, na interface, além das equacoes de balango de massa, momento linear
e angular, transporte e versao mecanica da segunda lei, consideramos também um
balanco de forgas configuracionais.

Tomando uma parte do corpo D; que compreende a interface S't, as equacoes de

balanco sao escritas em sua forma integral como:

d
— = 2
i J,, p(x,t)dV =0, (3.23)
4 p(x, t)v(x,t)dV — / T(x,t)n(x)dA =0, (3.24)
dt Jp, oD
— | xxp(x,t)v(x,t)dV — / x x T(x,t)n(x)dA =0, (3.25)
dt Jp, oD,
d
— | p(x,t)e(x,t)dV + / Jr(x,t) -n(x)dA =0, (3.26)
dt Jp, oD,

P, D) (x, 1) dV + / st (6, OJ sz (x, 1) - n(x) dA

dt Jp, oD,

+ /8 x0T, 0) - n(x) A - /8 Tix, On(x) - vix,)dA  (327)

Dy

-/ fe(x,t) - (V(x,t) —v(x,t) -n(x))dA <0,

onde V' é a velocidade de propagacao da interface (também representado na figura
3-1),
=[x ) + fo(x,1) =0, (3.28)

onde f* sao as forcas configuracionais internas e f¢ sao as forcas configuracionais
externas.

As equagoes [3.23|a[3.27] sao vélidas em qualquer subregiao regular D; e permitem
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Figura 3.2: Representagao de uma vizinhanca tubular de espessura € na interface.
FONTE: Propria autoria.

descontinuidades de salto em varios campos na interface S,. Temos que D, = D U
D;, 9D, = S{ US; e m é o vetor normal a ;. Em uma espessura € em torno de
um ponto na interface S (Fig. , ao aplicarmos o teorema do transporte [25],
chegamos as seguintes condicoes de salto na interface para as equagoes a

respectivamente:

[p(V —v-m)| =0, (3.29)
[pv(V —v-m)+ Tm] =0, (3.30)
[pc(V —v-m)| = -Jp -m, (3.31)

—[p(V—v-m)]—[Tm-v]— (usrIsy - m+pu Iy -m)+ - (V—v-m) <0. (3.32)

3.3 Teoria Constitutiva

Com as equagoes de balango da secao anterior, fazendo as devidas escolhas cons-
titutivas, podemos obter as equagoes constitutivas para solucao do problema através
da utilizacdo do procedimento de Coleman-Noll [22]. A partir desta se¢ao omitire-
mos as dependéncias da posicao x e do tempo t a fim de simplificar a escrita das

equacgoes, no entando devemos lembrar que esta dependéncia existe.

No Sélido

Os campos basicos da teoria do continuo, isto €, velocidade, densidade, o tensor

de tensoes de Cauchy e a energia livre de Helmholtz devem satisfazer as equagoes

11



a[3.100
No nosso caso, estamos trabalhando com um solido eldstico linear deformavel e

no campo das pequenas deformagoes. E uma escolha constitutiva pode ser:

s = Vs(F), (3.33)
Tg = Tg(F), (3.34)

onde F = Grad(x).

E como solucao do procedimento de Colleman-Noll temos:

Ty(F) = sk 25E) (3.35)

Na Solucao

Os campos bésicos da teoria do continuo para a solucao devem satisfazer as

equacoes [3.17 a [3.22]
Estamos trabalhando com um fluido compressivel, inviscido numa soluc¢ao diluida
e binaria. Admitindo que a solucao estd a uma pressao hidrostatica p podemos
assumir que Tpg:
Tr=—pl (3.36)

Assim, substituindo na versao mecanica de segunda lei da termodinamica (desi-

gualdade [3.22]) e agrupando os termos que acompanham o divv temos que:

pr(Vr — pspese — poer) + prdivv(Ye — psresn — prern + ﬁ)
| pr (3.37)
+prYr — psrprésy +Js Vs, — prppcr + IV, <0

O que nos leva a concluir que:

Yp = psrest + prer — pﬁ, (3.38)
F

que é uma importante relacao obtida por Gibbs, sendo ¥ p + piF = ¢ o potencial
especifico de Gibbs [21]. E que sera utilizada mais tarde na subsegao [3.4.1]
Antes de fazer uma escolha constitutiva adequada, por se tratar de uma solucao

binaria, as seguintes relacoes para fracao massica e fluxo sao validas:
csr +cr =1 — c=cg,=1—c¢p (3.39)

Jsr +J. =0 — J=Js, =—-J;, (340)

Utilizando estas relagoes e a relacao de Gibbs|3.38] a versao mecanica da segunda
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lei, equagao |3.22 pode ser reescrita como:
_PFpﬁ + prbp + J - gradp — ppép <0, (3.41)
F

onde = usy — pur € o potencial quimico do sélido dissolvido no liquido em relagao
ao potencial quimico do liquido.

Com isso, uma escolha constitutiva adequada é dada por:

Vr = Yr(pr, ¢, gradp) (3.42)
1= ipr,c, gradpu) (3.43)
J = J(pp,c, gradp) (3.44)

Utilizando as escolhas constitutivas em [3.41] e aplicando o procedimento de

Colleman-Noll, obtermos as seguintes conclusoes:

L2E—0 = p=delpr0)

Q

Ir

2. 2

>
I

_ oY
3. p=prg,=
4. J-gradpu <0

Do item [4] uma escolha simples para o fluxo que satisfaz a segunda lei da termo-
dinamica é:

J = —Mgrady, (3.45)

onde M é o coeficiente fenomenolégico conhecido como mobilidade. E como mos-

trado por [21], para uma solucao diluida, J pode ser escrito conforme a lei de Fick

como:
J = —prDgradc, (3.46)

onde D é o coeficiente de difusio.

Na Interface

Tendo as equacoes contitutivas determinadas anteriormente precisaremos encon-
trar uma equacao constitutiva para as forcas configuracionais. Com o objetivo de
simplificar a condicao de salto [3.32] consideramos o movimento da interface quase-
estatico e desprezamos qualquer forca cisalhante que o fluido possa exercer sobre
o solido. Ao longo da interface Tr - m = —pm em que p é a pressao na solugao.

Do salto do balanco da quantidade de movimento linear reduzido a condicao de
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equilibrio [Tn] = 0 podemos concluir que:
Ts - m = —pm, (3.47)

e em particular temos que:
1
[Tm - v] = rip[—], (3.48)
P

onde m é dado por, conforme |3.29;
m=pV—-v-n)"=pV—-v-n)" (3.49)

Logo, a inequacao |3.32 pode ser reescrita como:

: .1 .
— m[y] —mp [;}_MSLJSL'm_MLJL'm‘f‘f - <0 (3.50)

Fazendo uso das relagoes e|3.31}

—mmﬂ+pﬁ]—um—f®so (3.51)

Para escrever uma equacao constitutiva para f! chamamos de uma funcao g a

expressao ([] + p[1/p] — plc] — f?) e fazemos a hipdtese de que ela depende de 7

—mg <0 (3.52)
g =g(m)

Sendo assim,
g(m)-m >0 (3.53)

g(m) = B 5>0 (3.54)
Com isso, uma escolha constitutiva para f* é:
, 1

= g = (0] 4 || = ul) (3.55)

Esta escolha sera importante na préxima secao tanto para obtencao da equacao

de movimento na interface quanto para o estudo de solubilidade.
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3.4 Consequéncias do Balanco de Forcas Configu-

racionais

3.4.1 Equacao de Movimento na Interface e a Solubilidade

Com a equacao constitutiva [3.55] obtida na secao anterior para a forga configu-

racional interna podemos obter a equagao de movimento da interface, dada por:
1. 1
m = 3 [+ +p o plc] (3.56)

Como hipétese vamos propor que nao existem forcas configuracionais externas
atuando (f¢ = 0). Consequentemente, as forgas internas também serao nulas a fim

de satisfazer o balanco de forcas|3.28] Com isso, concluimos que:

1 ( 1
= (w4 |3 = uld) (3.57)
B p
Que ¢ a equacao de governo para a evolucao da interface conforme as hipoteses
propostas. Onde % ¢é sempre positivo, logo serd o termo entre parénteses que deter-
minara se o corpo esta dissolvendo.
A parcela dissipativa da propagacao da interface estd relacionada com o

parametro . Considerando que a interface se propaga sem dissipacao de energia,

5 =0, (3.58)
logo: ,
ol +p|5] - ald =0 (3:59)

Esta relacao é usualmente utilizada para estudo de solubilidade, no entanto ela
¢ convenientemente reescrita utilizando a equacao |3.38| conforme demonstrado no

apéndice [Al Sendo reescrita como:
p
Vs + — = [isL (3.60)
Ps

Que é um resultado conhecido, descoberto por Gibbs em 1906 [21]. Porém, a
forma como foi obtida aqui, utilizando o conceito de forcas configuracionais, difere
da forma da aproximacao classica variacional utilizada por Gibbs e também da forma
utilizada por [21].

E importante ressaltar que a relagao foi obtida conforme a relacao de Gibbs
pois optamos pela simplificacao das forcas configuracionais externas nulas. Porém,

esta forca poderia estar representando algum fenomeno fisico, levando assim a ob-
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tencao de uma outra expressao.

A equacao [3.60] nos permite, tendo os dados apropriados do sélido, determinar
a sua solubilidade no local dado. Este resultado refere-se apenas ao equilibrio local
na vizinhanga da regiao selecionada.

Entao a relagao [3.57] para equacao de governo de evolucao da interface pode ser

escrita como: )
. p
m=—(Ys+ — — : 3.61
ﬁ( St {sL) (3.61)

E conveniente escrever estas relagoes em funcao do potencial quimico do fon
na solucao sy, uma expressao para este potencial pode ser obtido da teoria das

solugdes, conforme [21] e é dada por:

T
MSL ln’)/SL:USL, (362)

psp = s (p,T) +

onde zgy, ¢ a fragao molar, vgy, € o coeficiente de atividade, R a constante univer-
sal dos gases ideais, Mgy, é a massa molar, u%,; € o potencial quimico de referéncia
que nao nao depende da concentracao e T é a temperatura.
Se a solugao esta localmente em equilibrio com a fase sélida nos pontos da inter-
I . Vi isfaz . a
face, pgr em |3.62| deve satisfazer [3.60], entao,
p

RT
+ — = u 1) +
Vs s MSL(P ) Mg,

Inysrxsr (3.63)

Que serd utilizada no préximo capitulo para encontrarmos a relacao entre a

concentracao de saturacao e as tensoes no corpo.

3.4.2 Equacgoes de Governo

Se quisermos saber qual a taxa de dissolugdo de um material devemos resolver
o conjunto de equagoes de governo que compreendem as equagoes de transporte.
Além disso, se esforcos estao sendo aplicados ao corpo sélido, precisamos resolver a

equacao elastica.

No Sélido

As equagoes que serdo resolvidas no lado do sélido sao as equagoes e 3.9
Para o caso especial onde desconsideramos as forcas de corpo e trabalhamos com

pequenas deformacoes, tais equacoes podem ser reescritas, respectivamente, por:
divTg =0 (3.64)

g =0 (3.65)



E importante ressaltar que a difusao no sélido estd sendo desprezada.

Na Solucao

Na solucao as equagoes de transporte dadas por e podem ser simplifica-
das quando despresamos o movimento do fluido. Além disso, é possivel escrevé-las
de forma equivalente utilizando as relacoes e[3.40, Logo,

pré —div] =0 (3.66)

Para o fluxo J temos a expressao dada em [3.46, desta forma a equacao a ser

resolvida na solucao pode ser reescrita como:
¢— DVie=0 (3.67)

Na Interface

O intervalo de tempo que o sistema leva para atingir o equilibrio termodinamico
¢ chamado tempo de relaxacao. E conveniente discutir processos de relaxamento em
termos da evolucao de um potencial quimico de equilibrio e de uma fragao molar de
equilibrio definida como:

RT P
por = s (P T) + ——Invs 25, = s + —, (3.68)
Msy, Ps
onde o expoente e indica uma condicao de equilibrio.

Com esta definicao e a definicao [3.62], a equagao para o movimento da interface

(3.61) pode ser escrita como:

RT | 75ty

1
m = —(us, — = 3.69
B (Wsr = mst) BMsr  YsLTsr (369)

Na interface, temos a condigao de salto para a equacao de transporte dada em
que juntamente com a equagao para o fluxo e com o salto do balanco de

massa |[3.29 nos fornece a equacao de movimento da interface.
Dgradc-m = (1 — cgp)mn, (3.70)

onde o m foi obtido em |3.69}logo:

RT In YSLTSL

3.71
BMsr,  vsrrsr (3:71)

Dgrade-m = (1 — cgp)

Quando a concentracao de ions de sdlido dissolvidos no liquido se aproxima

da concentracdo de equilibrio (csr ~ ¢%;), entdo (¢S, — csp)/csr] < 1 e com

17



Vorxr ~ Yspase ¢ possivel aproximar In((v5,25,)/(vspwse)) = (5, — csL)/c§y, e
a equacao serd escrita por ([21]):

Dgrade - m = K(1 — csp)(1 — csr./c5) (3.72)

e K = (RT)/(BMsL)

A relacao contém a chave da questao de quem controla o processo de dis-
solugao. Se a condicao de contorno para o transporte difusivo de soluto no solvente
torna K/ D muito grande em relagao a gradc - m, entao a cinética interfacial é com-
parativamente rapida e a concentracao de soluto na interface desvia-se pouco do
valor de equilibrio. Entao o processo de controle sera a difusao e a condicao na
interface sera dada por(3.70|em que c sera substituido por ¢, que é a fracao massica
de fons de sélido dissolvidos no liquido na condigao de equilibrio. Neste trabalho
fazemos a hipdtese de que ¢© = ¢y, onde ¢y € a concentracao de saturacao que
¢ a quantificacao da solubilidade do material. Mesmo que a solubilidade seja uma
propriedade relacionada com o equilibrio, o nosso sistema como um todo nao esta
em equilibrio. Entao a equacao de movimento na interface, considerando o fluido

estacionario, sera dada por:
Dgrade-m = (1 — ¢gqy)V (3.73)

Entao as equacoes a serem resolvidas, podem ser resumidas em:

s =0 no sélido (3.74)

divTg =0 no sélido (3.75)
¢—DV?c=0 na solugao (3.76)
Dgrade-m — (1 — ¢gq)V =0 na interface (3.77)

O resultado de ¢ uma constante, ou seja, no sélido a concentracao de fons
permanece constante. A solucao da equacao [3.75| nos fornece as tensoes no corpo
devido as solicitagoes mecanicas. A equacao [3.76| é a equacao de difusao, para obter
sua solucao precisamos das condi¢oes de contorno do problema. Uma das condigoes
de contorno deve ser dada na interface sélido-solugao e é o valor da concentragao
de saturagao. Como veremos no capitulo seguinte este valor da concentracao de
saturacao depende das tensoes geradas no corpo, resultado da solugao de[3.75] Tendo
a solugao destas equacoes, a equacgao |3.77/ nos permite encontrar a taxa com a qual
a interface estaria se propagando, assunto que serd melhor abordado no capitulo

seguinte através da solucao de alguns exemplos.
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Capitulo 4

Resultados

Resolvendo as equagoes obtidas no capitulo anterior é possivel investigar a in-
fluéncia que as tensoes terao na solubilidade de um material. E também verificar a
taxa com a qual a interface se propaga num problema de dissolucao.

A solubilidade esté relacionada com um estado de equilibrio, quando particulas
de soluto param de migrar, portanto trata-se de um problema estacionario. Para
resolver o problema de dissolucao, que nao ¢é estacionério, utilizamos a hipdtese de
que a concentragao de equilibrio é uma concentracao de saturagdo (cg). Porém,
isto nao significa que o sistema como um todo estd em equilibrio.

Este capitulo esta dividido em duas partes. Na primeira trataremos do pro-
blema de solubilidade quando um corpo esta submetido a esfor¢cos mecanicos. Mos-
tramos a formulacao do problema chegando a uma expressao para a concentracao
de saturacao, apresentando alguns resultados de como este parametro pode variar
com o carregamento. Na segunda parte faremos uma avaliacao, através da taxa
de dissolucao, de como a interface ird se propagar quando um corpo esta subme-
tido a esforcos mecanicos. Estes resultados serao ilustrados por meio de simulacoes

numéricas realizadas utilizando o COMSOL.

4.1 Influéncia do Estado de Tensoes na Solubili-
dade

4.1.1 Concentracao de Saturacao

A solucao das equagoes de governo nos possibilita estudar a taxa com a qual a
dissolucao ocorre. Mas, como dito no final do capitulo anterior, para que possamos
resolver as equagoes de a precisamos de condigoes de contorno e condigoes
iniciais. Uma das condigoes de contorno é a concentracao de saturacao dada na

interface sélido-solugao. Dos artigos que tratam de corrosao por pite ([14], [15],
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[7], [16]) este valor é uma constante e é obtido experimentalmente. Sendo assim,
vamos propor nesta secao, como decorréncia da introdugao do balango de forcas
configuracionais, uma formulacao para encontrar esta concentracao de saturagao,
relacionando este parametro com as tensoes atuantes no corpo.

Os trabalhos de [21] e [27] mostram, em um outro contexto, que a solubilidade
de um material pode variar conforme as solicitagoes mecanicas a ele aplicadas. No
capitulo anterior, com base nesta ideia e ja tendo os resultados dos artigos citados,
buscamos chegar na relagao [3.60] estruturando o problema com base na Termo-
dinamica do Continuo e introduzindo o balanco de forcas configuracionais. Com a
introducao da relagao para o potencial quimico é possivel verificar a influéncia
das tensoes na solubilidade, conforme [27].

Para verificar o efeito que as tensoes geradas no sélido provocam na dissolucao,
excluimos o efeito hidrostatico causado pela pressao do fluido. Para isso, compara-
mos o valor do potencial quimico do sélido dissolvido dado por[3.62f com o potencial
quimico (p;) de uma solucdo em equilibrio local com o sélido, quando este estd
sujeito a tensdao hidrostatica (Ts = —pl), para os mesmos valores de pressao e

temperatura e onde I é o tensor unitario, u'; é dado por:

. RT P
pop = e (p,0) + Mer Invgrrs, = Ve + =5 (4.1)
SL Ps

Subtraindo .11 de 3.63] obtemos:

Avs + pAvg) M
e e (42)
onde,
Atps = g — Py e Avs = 1/ps —1/pf,

sao, respectivamente, a energia livre e a variagao de volume dados em fungao das

tensoes principais por:

0

g = ;—2(0% + 05 + 05 — 2u(0109 + 0203 + 0103)) (4.3)
1—2v

vg — vg = Ug (T) (o1 + 09 + 03), (4.4)

onde vZ é o volume especifico do sélido no estado sem tensdo, v é o coeficiente de
Poisson e E é o mdédulo de Young.
Para o problema controlado pela difusao onde 25732 ~ ©2t como dado em [21].
SL*SL p

O cqq¢ representa a concentracao de equilibrio do sélido sob tensao, diferente da

pressao hidrostatica do fluido, e ¢, representa a concentragao com o sélido a uma
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pressao igual a pressao hidrostatica do fluido. Desta forma:

A Avg) M
VSLESL _ Coat _ oo (( Vs + pAvs) SL) (4.5)

D D -
YsrTs Cp RT

Que é a expressao que nos permite calcular a concentragao de saturacao para
um corpo sob tensoes em relagao a concentracao de saturagao de um corpo livre de

tensoes.

4.1.2 Exemplos

Com o resultado 4.5 temos como a concentracao de saturagao varia com as tensoes
que atuam no corpo. Nesta secao apresentamos alguns exemplos para ilustrar melhor
de que forma essa variacao ocorre em algumas situagoes com diferentes carregamen-
tos e geometrias.

O objetivo aqui é mostrar de forma qualitativa como é o comportamento da
concentracao de saturagao quando o esforco mecanico no corpo aumenta. Para
obtengao destes resultados, os parametros necessarios para solugao destes exemplos

foram obtidos em [21].

Corpo Submetido a Tensao Uniaxial

Primeiramente vamos analisar um caso bem simples, também apresentado em
[21] e [27], de um sélido homogéneo e isotrépico submetido a uma tensdo uniaxial o
(figura [4.1)) e com a pressao no fluido desprezada.

LL e

F

Figura 4.1: Barra submetida a uma forca uniaxial. FONTE: Figura de propria
autoria.

Analisando a face de contato entre o sélido e o fluido teremos que a expressao

para a concentracao de saturagao serd dada por:
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Analisando este resultado graficamente temos no grafico a variagao da con-

centracao de saturacao com o aumento do carregamento uniaxial.

22
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Figura 4.2: Variacao do ¢y com o carregamento uniaxial. FONTE: Figura de
propria autoria.

Cilindro Submetido a Pressao Interna e Externa

Neste exemplo temos um cilindo (um sélido eldstico linear, isotrépico e ho-
mogéneo) submetido a uma pressao interna p;, imerso numa solu¢do estaciondria
e que exerce uma pressao p, sobre ele. Logo a parede exterior estara sofrendo um
processo de dissolucao e a concentracao de saturagao deste material no meio em que
ele se encontra ird variar conforme variagao da pressao interna. Na figura temos

uma representagao esquematica do problema.
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solugao

Figura 4.3: Cilindro submetido a uma pressao interna p; imerso em uma solugao
com pressao p.. FONTE: Figura de prépria autoria.

O valor de ¢y é dado pela expressao As tensoes principais atuantes no
cilindro sao conhecidas, dadas por:
(iR} —pR2)  (pi — pe) RPRR:

PSR E) (R R o

(PR} —pel2) | (pi — pe) RIR?
(B2 — RY) (B2 — R})r?
Com estes valores podemos calcular os valores das expressoes [4.3] e Substi-

tuimos estes valores em [4.5] e encontramos o cu;.

Op =

(4.8)

No gréfico vemos como varia a concentragao de saturagao com a relagao entre
a pressao interna, mantendo a pressao externa constante, para diferentes relagoes
entre espessura e raio interno do tubo. E possivel observar que quanto menor a
espessura do tubo maior é o aumento do valor de ¢4 quando a relacao entre a

pressao interna e externa aumenta.
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Figura 4.4: Variacao da concentracao de saturacao com a relagao de pressoes para
diferentes relacoes de espessura com o raio interno do tubo. FONTE: Figura de
propria autoria.

Chapa com Entalhe Submetida a um Esforgco Axial

Neste exemplo temos uma chapa de material elastico e isotrépico com entalhes
circulares laterais. Ela estd imersa numa solugao onde a pressao e a velocidade estao
sendo desprezadas. Uma de suas faces estd fixa enquanto a outra esta sendo tracio-
nada por uma carga F' por unidade de area. Na figura temos uma representacao

deste problema.
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Figura 4.5: Corpo de prova submetido a um carregamento axial F, em unidade de
forca por area. FONTE: Figura de propria autoria.

Na interface entre o entalhe e a solucao (figura [4.6) analisamos como a con-
centracao de saturacao varia com a solicitagao F' para diferentes raios de entalhe
(ver grafico [4.7). E vemos que quanto maior o raio do entalhe mais aumenta a

concentracao de saturacao quando cargas maiores sao aplicadas.

NI

/)

Figura 4.6: Ponto na interface para avaliacao da taxa de dissolucao. FONTE: Figura
de propria autoria.
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Figura 4.7: Variacao da concentracao de saturagdo na interface entalhe/solugao.
FONTE: Figura de propria autoria.

4.2 Influéncia do Estado de Tensoes na Taxa de
Dissolucao

Do capitulo anterior, utilizando a equacao [3.77| chegamos a uma expressao que

nos fornece a taxa com a qual a interface ird propagar (V):

_ Dgradc-m

V= (1= o) (4.9)

Nos exemplos do cilindro e da chapa da se¢ao anterior iremos analisar a variacao
da taxa de dissolucao. Para solucao destes problemas primeiro resolvemos o pro-
blema eléstico no sélido. Em seguida, com os resultados de tensao calculamos o cgu
que é utilizado como condigao de contorno para solucao do problema de difusao. No
apéndice [B| encontramos uma breve descricao de como os exemplos seguintes foram
implementados no COMSOL Multiphysics.

4.2.1 Cilindro Submetido a Pressao Interna e Externa

No exemplo apresentado na figura 4.3 resolvemos o problema eldstico para encon-
trar a concentracao de saturacao, conforme a secao anterior. Em seguida resolvemos
o problema de difusao considerando um fluido estacionario. Para uma geometria

cilindrica podemos equacionar o problema de difusao da seguinte forma:

oc 10 oc
5o <T%) (4.10)

26



Com as seguintes condicoes de contorno:

E a seguinte condicao inicial:

C(Re7 t) = Csat

c(00,t) =0

¢(R.,0) =0

(4.11)

(4.12)

(4.13)

Tendo calculado previamente o valor da concentracao de saturagao podemos

resolver o problema de difusao. Na figura podemos verificar a evolugao da

difusao. Temos representada a variacao da concentracao na solugao, no tempo zero

temos apenas a concentracao de saturacao na interface e a medida que o tempo

avancga uma extensao maior atinge esta mesma concentragao.

Time=150 s

L
-

o

o
T

Time=300 s

8]

1] 10 20

mm

x107%

Figura 4.8: (a)t=0s; (b)t=150s; (¢)t=300s. FONTE: Figura de prdpria autoria.

No grafico podemos verificar a influéncia do aumento da pressao interna na

taxa de dissolucao do material. A medida que a pressao interna aumenta a dissolugao
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Figura 4.9: Gréfico da taxa de dissolucao do corpo na interface entre o entalhe
circular e a solucao. Onde V ¢ a taxa de propagacao da interface, r o raio do entalhe
e D o coeficiente de difusao. FONTE: Figura de propria autoria.

Este exemplo simples nos permite entender um pouco melhor como as tensoes
influenciam na taxa de dissolucao, porém nao é possivel identificar o que aconteceria
se houvessem pontos de concentragao de tensoes. No préoximo exemplo incluiremos
pontos de concentracao de tensao e poderemos analisar melhor o que acontece nestes

Casos.

4.2.2 Chapa com Entalhe Submetida a um Esforco Axial

Utilizando o mesmo procedimento, resolvemos primeiro o problema elastico para
possibilitar o célculo do ¢g, € depois o problema de difusdo. Na figura[d.10]a solugao
do problema elastico e de difusao foram colocadas sobrepostas, com isso podemos
identificar que as regioes de maior concentracao de tensao sao as regioes de maior

concentracao de saturagao.
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Figura 4.10: Na figura (a) e (c) a distribuigao de tensoes e concentragdo no tempo
zero. Em (b) e (d) apés 4000s. FONTE: Figura de propria autoria.

Vamos entdo analisar um ponto na interface entre o sélido e a solucao (figura
4.6|) plotando o gréfico da variacao da taxa de dissolucao com o tempo. Assim,
verificamos que o aumento da carga F' faz com que a concentracao de saturacao

naquela regiao seja maior e com isso a taxa de dissolucao sera maior.

: : : : : : : :
FIE =1,125e
0.016 | FIE = 12567
FIE = 1875
0.014 b FIE = 2502
0.012 1
o 001 1
=
>
0.008 1
0.006 1
0.004 [ 1
0.002 ¥ 1
. . : : : ‘ : : :

i]
] 100 200 300 400 500 600 VOO O BOD 900 1000
Tempo (s)

Figura 4.11: Grafico da taxa de dissolu¢ao do corpo na interface entre o entalhe
circular e a solugao. Onde V ¢é a taxa de propagacao da interface, r o raio do entalhe
e D o coeficiente de difusao. FONTE: Figura de propria autoria.
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4.2.3 Componente Mecanico com Geometria Complexa

Além dos exemplos anteriores, vamos analisar uma geometria mais complexa
com objetivo de ilustrar como varia a taxa de dissolucao e mostrar que é possivel
aplicar este modelo em problemas diversos. A geometria escolhida estd representada
na figura[d.12]e foi retirada de https : //www.laserdesign.com/bracket —3d — scan,
nela também estao representados a aplicacao dos esforcos. Assumimos que esta
peca estd num ambiente onde podemos desprezar a pressao externa e a velocidade

do fluido. E aplicamos a ela um esfor¢o mecanico.

Figura 4.12: Peca submetida a um esfor¢o mecanico. FONTE: Figura de prépria
autoria.

X
%107 11

1.4

0.05 T‘-’ :""{\\\1:-:\\\\
S

0.8
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0.1 0.4

0.2

Figura 4.13: (a)Resultado das tensoes; (b)Resultado da difusao. FONTE: Figura de
Propria autoria.

As tensoes distribuidas na peca como solucao do problema eldstico podem ser
vistas na figura [£.13] (a). E a difusdo nesta peca na figura [4.13] (b). Comparando
estes dois resultados é possivel verificar que exatamente nos pontos de maior tensao
a concentracao atinge valores maiores. Levando a concluir que a taxa de dissolugao

nestes pontos é maior que nos demais.
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A importancia deste exemplo é ilustrar a complexidade do problema, pois temos
um dominio complexo, com condigoes de contorno variando de forma complicada.
Sendo importante ressaltar que neste problema, assim como nos demais apresentados
anteriormente, estamos fazendo uma avaliacao instantanea do problema. Ou seja, a
interface estd fixa no tempo, embora o corpo sélido esteja sofrendo um processo de
dissolugao. Se estivessemos considerando o movimento da interface o problema se
tornaria ainda mais complexo.

A solugao de um problema em que a interface varia com o tempo por meio
do modelo apresentado até agora é complexo. Como alternativa a esta dificuldade
existe o modelo de campo de fase que tem como uma de suas vantagens facilitar
o rastreio desta interface através da introducao de um parametro de ordem. No
capitulo seguinte vamos tratar deste modelo, porém sem a introducao de efeitos

mecanicos.
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Capitulo 5

Modelo de Campo de Fase

O modelo de campo de fase consiste na introdugao de um parametro de ordem ¢
que é um campo cujos valores descrevem a fase do sistema em consideracao. No caso
em estudo, ¢ = 1 representa a fase solida e ¢ = 0 a fase liquida, a interface fica num
intervalo 0 < ¢ < 1. Sendo assim, o processo de dissolucao pode ser acompanhado
através da evolucao deste parametro.

Como visto no modelo apresentado nos capitulos anteriores, é necessario introdu-
zir uma condicao extra na interface (c(x,t) = cy4q) para encontrar a sua velocidade
de propagacao. No modelo do campo de fase isto nao é mais necessario. O parametro
de ordem ¢ fara uma transicao suave entre o sélido e a solugao.

No modelo de campo de fase é definida a energia livre do sistema e a transicao
entre as fases é prevista através da minimizagao desta energia.

Essa teoria é descrita em [23] pelos seguintes campos:
¢ : vetor de microtensao
7 : densidade de microforca

Na primeira secao deste capitulo faremos uma breve comparacao entre o modelo
apresentado nos capitulos anteriores e o modelo de campo de fase. Em seguida,
na segunda secao, serao apresentadas as equacoes de balanco. Na terceira secao
desenvolveremos uma teoria constitutiva a fim de obter as equagoes que governam o
problema. Na se¢ao seguinte, mostraremos o modelo Kim-Kim-Suzuki (KKS) para
determinacao da energia. E por fim a simulagao de um problema de corrosao por

pite apresentado em [17].

5.1 Interface bem Definida e Interface Difusa

Em [28] sado postas algumas caracteristicas dos modelos utilizados para descrever

a interface. Nesta secao daremos um breve resumo a respeito.
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Figura 5.1: (a)Interface difusa. (b)Interface bem definida. FONTE: Figura adaptada
de [31/

O modelo de campo de fase é uma técnica de aproximacao por interface difusa que
tem sido usada para estudar, por exemplo, crescimento dendritico [29], decomposigao
spinoidal [30] e o crescimento de grao. Neste modelo a microestrutura é descrita por
um ou mais campos continuos. Estes campos variam suavemente dentro do dominio
da interface e podem descrever tanto caracteristicas fisicas do problema quanto ser
apenas uma descrigao fenomenoldgica.

A aproximagao por uma interface bem definida pode ser muito eficiente nume-
ricamente quando simulamos a evoluc¢ao de geometrias microestruturais simples.
Entretanto, rastrear a interface de uma geometria complexa representa um grande
desafio em termos numéricos. Como recurso a esta dificuldade, a aproximagao por
uma interface difusa, na qual a interface é representada por uma espessura finita,
pode evitar este tipo de problema. Porém, em geral, ela requer um recurso computa-
cional maior pois a interface muitas vezes possui espessura na ordem de nanometros.

Na figura podemos ver uma representacao da diferenga entre uma interface
difusa e uma interface bem definida.

A evolucao das fases dentro do sistema é impulsionada pela reducao da ener-
gia livre que é descrita por um funcional das varidveis de campo, dependendo do
problema descrito as variaveis de campo podem ser conservadas ou nao.

Quando um modelo de campo de fase é desenvolvido, é importante garantir que
ele tenha relagdo com o modelo onde a interface é bem definida. Existem algumas
formas de mostrar isso, uma delas é por meio do balanco de for¢as configuracionais.
Para que os dois modelos sejam equivalentes a largura da interface deve ser signi-
ficativamente menor que as outras dimensoes e quanto menor essa largura mais os

modelos se tornam equivalentes.
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5.2 Equacoes de Balanco

Para desenvolver o modelo de campo de fase escrevemos as equacoes de balanco
para todo o corpo Dy, inserimos o parametro de ordem ¢ e o balanco de micro-
forcas. Neste momento estamos desprezando a parte mecanica. Vamos apresentar
as equacoes de balango em sua forma integral, com as dependéncias de posicao e
tempo, ja na forma local estas dependéncias serao omitidas a fim de simplificacao

da escrita.

5.2.1 Balanco de Massa

O balanco de massa ¢ dado por:

= £ dV = 1
o Dtp(x,) V=0, (5.1)

j+ pdivy = 0. (5.2)

5.2.2 Equacao de Transporte

A equacao de transporte é dada por:

p(x,t)(cs(x,t) + c(x,1t)) dV + / J(x,t) - n(x)dA = 0. (5.3)

dt Jp, oD,

Sendo c¢g = 1, lembrando que J e ¢ sao dados por e e usando a equacao

de transporte de massa:
pc + divd = 0. (5.4)

5.2.3 Balanco de Microforcas

E(x,t) -n(x)dA + / 7(x,t)dV =0, (5.5)

8Dt Dt

divé + 7 = 0, (5.6)

onde m = m; + 7., sendo 7; a microforca interna e 7, a microforca externa.
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5.2.4 Versao Mecanica da Segunda Lei da Termodinamica

% /D p(x, ) (x, 1) dV+ /8 i uJ(x,t)n(x) dA— . £p(x, 1) n(x) dA+ /D Te-d(x,) dV < 0,
| t t NGRS

pl— ppé + 3 -V — € Vo +md < 0. (5.8)

5.3 Equacoes Constitutivas

Tendo a restricao imposta pela segunda lei da Termodinamica podemos encontrar
as equacoes constitutivas para ¢, J, u, m e £&. Sendo assim, podemos escrever as
seguintes funcoes constitutivas, fazendo a escolha das varidveis com base na versao

mecanica da segunda lei da termodinamica, equagao 5.8}

b =1(c, ¢, Vi, ,0,V9),
J=J(c,e, Vi, ¢,6, V),
= fi(c, ¢, Vi, 6,6, Vo),
= #i(c, ¢, Vi, 6,6, V),

€ =E(c, e, Vi, ¢,0, V).

Utilizando o procedimento de Coleman-Noll sao obtidas as seguintes conclusoes:

1§ =14(c, 6, Vo)
2. =2

3. ;= —%2 — BV
4. £=25
5.J-Vu<0

Onde S esta relacionado a parcela dissipativa da densidade de microforca. Uma
escolha comum para a energia livre [I7] contempla uma parcela correspondente a
contribuicao da regiao difusa da interface e uma parcela correspondente as demais
regices (f(c, ¢)):

) < ¢)> + f(c,9) (5.9)
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E é a minimizacao desta energia que é a forca motriz para que ocorra a dis-
solugao do material, a mudanca de fase. Tendo a expressao 5.9 podemos calcular as

conclusoes obtidas através do procedimento de Colleman-Noll.

~ df(c,
1. = oo

2. iy = -2l _ gy
3. £E=ayVo

Utilizando a equacao de balanco de microforgas chegamos a equagao de evolucao

1

3 é o parametro

para o campo de fase, conhecida como equacao de Allen-Cahn, onde

- (%f . %vw)) (5.10)

Com a equagao de transporte de massa é possivel obter a equacao de difusao,

onde M é a mobilidade:

cinético da interface.

b =

¢=V-MV (%) (5.11)

Relacionando a equagao [5.11] com a lei de difusao de Fick podemos escrever que:

D

M=—
2A’

(5.12)

onde D é o coeficiente de difusao e A é a curvatura da densidade de energia livre.

5.4 Modelo KKS

Para determinar f(c, ¢) utilizamos, assim como [17] e [32], o modelo Kim-Kim-
Suzuki(KKS) em que cada ponto material ¢ uma mistura de duas ou mais fases com
concentragoes diferentes, mas com potenciais quimicos iguais (equilibrio local entre
as fases é sempre considerado). E introduzindo a concentragao normalizada ¢, como
sugerido por [I7], que é a concentracao dividida pela concentracao do s6lido (csopido),
a fim de incorporar os efeitos da concentracao de ions e satisfazer a consisténcia de

unidades. Temos as seguintes expressoes:

¢ = h($)d, + [1 - h(®)], (5.13)
of(cd)  Ofr())
de, 9 (5.14)

onde ¢ e ¢} sdo as concentragoes normalizadas das fases sélida e liquida, respecti-
vamente, fy(c;) e fr(c}) sdo as densidades de energia livre correspondente a cada

fase e h(¢) é uma fungao de interpolacao continua em C* tal que h(¢p =0) =0 e
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h(¢ = 1) = 1 e sera dado, conforme [I7] por h(¢) = —2¢ + 3¢*. As densidades de
energia livre, considerando uma solucao diluida sao dadas por:

fs(c,) = A(c, = &) (5.15)

Fulcy) = Ay — )" (5.16)

onde ¢, = Selide ¢ ¢ = -t | A ¢ a curvatura da densidade de energia livre.
se Csolido € Csolido

E a densidade de energia livre local pode ser calculada conforme:

F(d, ) = W) fo(c) + [1 = h(@)]f5(c}) + wy(0) (5.17)

[y
|

P

Figura 5.2: Fungao. FONTE: Figura de propria autoria.

Onde g(¢) é uma funcdo de dois pogos e é dada por g(¢) = ¢*(1 — ¢)? assim
como em [I7]. E w é a altura do potencial entre os dois pogos, a figura mostra
g(¢) e w. O coeficiente do gradiente de energia (o) e a altura do potencial (w)
podem ser obtidos através das seguintes relagoes, conforme proposto por [17], onde

o é a tensao superficial e [ a espessura da interface:

o~ \/16way, (5.18)

20%
| = — 1
oy f — (5.19)

onde a é um parametro constante correnspondente a defini¢ao da regiao de interface
0,05 < ¢ < 0,95.
Com a determinagao de f(c, ¢) podemos através das equagoes de Allen-Cahn e

difusao verificar a evolucao do campo de fase e da concentracao.
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5.5 Simulacao

O modelo apresentado neste capitulo foi desenvolvido em Python utilizando o
FEniCS. O cddigo estd apresentado no apéndice [C]

A proposta é reproduzir um problema apresentado em [I7] que consiste na
evolucao de um pite, representado na figura [5.3) onde estao representadas as
condicoes de contorno e iniciais. Este é um problema simples e que demonstra
a capacidade do modelo de campo de fase para simular o fenomeno de corrosao
controlado por ativacao e por difusao. O controle desta transicao se da através
da calibracao do parametro L = % Quanto maior o valor de L mais rapida ¢é a
transicao entre as fases controladas por ativacao e difusao. Podemos notar que nao

é necessario indicar condicao de contorno na interface.

c=0;6=0

c=0;¢0=0
de _ (). 99 — de ¢
97170’01170 ()7:1:07%:0
\ /\,l
c=1; ¢=1

c=1; ¢=1

Figura 5.3: Esquema para problema de corrosao. Condicao de contorno de Dirichlet
c=1,¢=1ec=0, ¢ =0 sao aplicadas a superficie inferior e superior, respectiva-
mente. E nas laterais sao utilizadas condigdes de contorno de Neumann (9c¢/0n=0)
e (0¢/0n=0). FONTE: Figura adaptada de [17]

Para este problema podemos encontrar resultados experimentais que estao re-
produzidos em [14] junto com sua solugao analitica. A solugao para ele utilizando o
modelo de campo de fase estd no artigo de [I7] e é consistente com estas solugoes,

como podemos ver na figura [5.4]
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Figura 5.4: Comparacao entre o resultado do modelo de campo de fase e da solugao
analitica obtido em [17]. Fonte:[17]

Na simulacao deste problema as equagoes e foram introduzidas em sua

forma fraca, respectivamente como:

[ dute = -z [ 24c+ ani@) - 1 - o) T

dg(¢) do dv
_Lw/Wvdx_La(ﬁ/dajdx

dc dq do? dg / d¢? dq

=-D | —— 2D(¢ — 1 ——dr —3D(¢. — 1 —_

/chac /dx xdm—{— (cte )/ dx d;z:d 3D ) dx dz
(5.21)

(e — Dvdx
(5.20)

onde v e ¢ sao as funcoes de teste.

Resultados Obtidos

Em nossa simulacao, utilizando os parametros encontrados na literatura, foi
possivel verificar que, embora os resultados obtidos nao estejam numericamente
consistentes com os encontrados na literatura, o comportamento dos resultados se
aproxima do comportamento esperado.

Analisando a evolucao da interface através do gréfico |5.5 onde o parametro de
ordem estd representado pela linha continua vermelha e o ¢ pela pontilhada preta,
temos que a difusdo avanga junto com o parametro de ordem. O ¢’ avanga até o ponto
em que atinge a concentracao de saturagao (ponto azul no grafico) e observamos que

a interface evolui junto.
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Figura 5.5: Evolugao de ¢ e ¢ na interface. O ponto marcado corresponde ao valor
de Csat/Csotido, indicando que o valor de ¢y foi atingido na interface. FONTE: Figura
de propria autoria.

Porém, nao obtivemos o resultado esperado na reproducao do resultado obtido no
grafico 5.4l Pudemos observar apenas uma tendéncia no resultado que aumentando
o valor do parametro L a solucao tende a ficar proxima da solucao analitica, como

mostra a figura [5.6|

40
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3905 1 L=1e P v i
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T 20+ ]
g
5 15 P ]
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10 ¢ i 1
-
-
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t0,5 (80'5 )

Figura 5.6: Gréfico comparando a solucao analitica do problema com os resultados
das simulagoes realizadas. FONTE: Figura de propria autoria.

Sendo assim, ainda é necessario ajustar os parametros para que o resultado do

modelo seja compativel com a solugao analitica e experimental. E s6 depois, diante

de resultados consistentes com a literatura, incluir os efeitos mecéanicos.
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Capitulo 6
Conclusoes e Discussoes

A analise que foi apresentada nesta dissertacao prop0s uma equacao para o
calculo da concentracao de saturacao com a introducao de efeitos mecanicos que
sao capazes de influenciar no processo de dissolugao. Como ponto de partida to-
mamos o problema de corrosao por pite. No entanto, foi visto que a formulagao
apresentada pode ser utilizada em outros contextos, para solugao de outros proble-
mas que envolvam a dissolugao.

Os efeitos mecanicos foram acoplados com a solubilidade por meio da introducao
do balanco de forcas configuracionais e o problema foi estruturado com base na
Termodinamica do Continuo. Foi por meio da utilizacao do balanco de forcas con-
figuracionais que obtivemos a condicao extra necessaria na interface, ou seja, a
concentracao de saturacao. Que no caso mais simples, quando consideramos nulas
as forcas configuracionais externas, obtemos a equacao que ¢é utilizada no estudo
de solubilidade e foi obtida por Gibbs para uma situacao de equilibrio. Contudo,
apesar de termos obtido a solucdo para um caso simplificado, a estruturacao do
problema nos permitiria a introdugao de outros efeitos tornando o problema mais

complexo.
Vs + — = psi (6.1)
Ps

A partir deste resultado (equagao , apos algumas manipulagoes, foi possivel
obter a expressao para a concentracdo de saturagao (equagao , que sera utilizada

como condigao de contorno para equagoes de governo da tabela [6.1]

Csat — ox (A¢S + pAVS)MSL
c P RT

P

= (6.2)

A solucao destas equagoes nos permitiu encontrar a taxa com a qual a interface
estaria variando e através dos exemplos dados foi possivel verificar, mesmo que de
forma qualitativa, a influéncia do estado de tensoes na taxa de dissolucao. Che-

gando a conclusao que em pontos onde ha uma maior concentracao de tensao, a
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Tabela 6.1: Equagoes de governo

Equacgao
No sdlido cs =0
divTg =0
Na solugao ¢—DV?c=0
Na interface | Dgradc-m — (1 — cgq1)V =0

concentracao de saturacao serd maior aumentando assim a taxa de propagacao da
interface. Ou seja, a dissolugao ocorre mais rapido em pontos de concentracao de
tensao.

Para o modelo de campo de fase os resultados nao convergiram com os resultados
encontrados na literatura. Foram encontradas dificuldades no ajuste dos parametros
para a simulacao.

Sendo assim, como sugestoes para continuidade deste trabalho, outros efeitos que
influenciem no processo de dissolucao podem ser inseridos no modelo apresentado.
Outra sugestao ¢ utilizar o conceito do balango de forcas configuracionais, introdu-
zido para obtencao da equagao [6.2] para mostrar a equivaléncia entre os modelos de
campo de fase e de interface bem definida. Dessa forma sera possivel relacionar os
parametros do modelo de campo de fase e melhor defini-los.

Por fim, ao se conseguir relacionar os modelos de interface bem definida com o
modelo de campo de fase, ajustando os parametros do modelo sera possivel incluir os
efeitos mecanicos também no modelo de campo de fase. E entao simular o problema

utilizando o modelo de campo de fase que é computacionalmente mais vantajoso.
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Apeéendice A
Deducoes

Tendo a relacao:

1
9] +p H ] =0 (A1)
Abrindo os termos termos de salto:
1 1
ws—wF+p<———) ~ples — ) =0, (A2)
Ps  PF
onde p = psr, — pir, cs = 1 e ¢ = cs — cr.
Sendo assim,
1 1
s —Yp+p (— - —) — (psr — pr)(1 —cgr) = 0. (A.3)
ps  PF

Lembrando que numa solucao bindria a relagao é valida. A expressao ante-

rior sera reescrita como:

p b
s —Yp + — — — — psr + pscest + prer = 0. (A4)
pPs  PF

Utilizando a relagao de Gibbs encontrada em [3.38| encontramos:

L (A.5)
pPs
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Apendice B
Implementacao no COMSOL

Os exemplos apresentados no capitulo {4l foram implementados no COMSOL e
seguiram a seguinte légica de implementacao:

Passo 1: Selecao das fisicas que serao utilizadas para solucao do problema. Nos
exemplos resolvidos utilizamos as seguintes fisicas: Solid Mechanics e Transport of
Diluted Species.

Passo 2: Desenhar a geometria desejada. No caso do exemplo de geometria com-
plexa importamos o arquivo disponivel em https://www.laserdesign.com /bracket-3d-
scan.

Passo 3: Definir as propriedades do sélido e as varidveis do problema.

Passo 4: Definir condi¢oes de contorno e inicial para o problema elastico e de
difusao.

Passo 5: Escolher a malha.

Passo 6: Selecionar o estudo em dois passos, estacionario e dependente do
tempo. O objetivo é primeiro resolver o problema eldstico que é estacionario e com
os resultados de tensao calcular o ¢g. Com isso, resolver o problema de difusao que

¢ dependente do tempo.
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Apendice C

Implementacao no FEn:CS

Os parametros para implementagao foram obtidos em [I7]. E estao reproduzidos

na tabela
Tabela C.1: Parametros para simulagao
Parametro Interpretacao fisica Valor
o Energia interfacial 10J/m?
1 Espessura da interface lum
D Coeficiente de difusao 8,5e — 10m?/s
L Parametro cinético da interface 2m3/(Js)
A Curvatura da densidade de energia livre | 5, 35e".J/m?
Csolido Concentracao do sélido 143mol /1
Csat Concentracao de saturacao 5, 1mol/l

Embora o valor de L sugerido pelo artigo para encontra

r a solucao compativel

com a solugao analitica seja o exposto na tabela acima, nao conseguimos obter

resultados para este valor de parametro.

Nossa implementacao no FEniCS esta transcrita a seguir:

from fenics import*
# Malha
mesh = Interval Mesh(2200,0, 150E — 6)
V1 = FiniteElement(”CG” ,mesh.ufl_cell(), 1)
V2 = FiniteElement(”CG” , mesh.ufl_cell(), 1)
ME = FunctionSpace(mesh, MizedElement([V'1,V2]))

# Funcao de avaliagao
# Funcao de teste
q,p = TestFunctions(ME)

# Parametros do problema

#+4 Coeficiente de difusao
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D =85E—-10
##Curvatura

A =5.35ET7

#+4 Coeficiente cinético
L=1F -8

#+4# Tensao superficial
sigma = 10

## Espessura da interface
I=1F —6

#+4# Constantes

alpha = 2.94

c_solid = 143

c_sat = 5.1

cle = c_sat/c_solid

alpha_phi = (sqrt(2) * sigma * ) /(8 * alpha)
w_ = (sigma * alpha * sqrt(2)) /(1 * 4)

# Definicao das condigoes de contorno
tol=1F — 14
def top(x) :
return near(z[0], 150E — 6, tol)
def bottom(x) :
return near(z[0], 0, tol)
bcl = Dirichlet BC((M E.sub(0)), Constant((0.)),top) # condigdo de contorno
para ¢
bc2 = Dirichlet BC((M E.sub(1)), Constant((0.)),top) # condigdo de contorno

para ¢

be3 = Dirichlet BC((M E.sub(1)), Constant((1.)), bottom) # condi¢ao de contorno
para ¢

bcd = Dirichlet BC'((M E.sub(0)), Constant((1.)), bottom) # condigao de contorno
para ¢

bes = [bel, be2, be3, bed]

# FUNCOES
# Funcao h(¢)
def H(y) :
return — 2. % y % 3 4 3. x Y * %2

# Funcao g(¢)
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def G(y)

return(l. — y) x 2 %y * x2

# Derivada da funcao h(¢)

def derH(y) :

return6. x (y — y x *2)

# Derivada da fungao g(¢)

def derG(y) :

return2. x y x (1. —y) = (1. — 2. x y)

# Guardar valores para o calculo de w e para o valor anterior w0
w = Function(ME)
w0 = Function(ME)

# Condicoes iniciais
tol =1F — 14
c.0 = Expression("z[0] <= 125E — 6 + tol?1 : 0", tol = tol,degree = 1)
phi 0 = Expression(”z[0] <= 125E — 6 + tol?1 : 07, tol = tol, degree = 1)
a0 = interpolate(c_0, M E.sub(0).collapse())
b0 = interpolate(phi-0, M E.sub(1).collapse())
assign(w0, [a0, b0])

# Separacao das variaveis das listas
¢, phi = split(w)
0, phi0 = split(w0)

# Transiente
dt =1.0F —4
t = float(dt)
T f = 250000 = dt

# Forma fraca
F = +D xinner(grad(c)[0], grad(q)[0]) * dx
— 6. % D x (c_le — 1.) x inner(phi x (phi — 1.) * grad(pht)[0], grad(q)[0]) * dz
+inner((2x Lx Ax (c+clex(H(phi)—1.) — H(phi)) xder H(phi) * (c_le—1.)),p) *dz
+ L * alpha,hi * inner(grad(phi)[0], grad(p)[0]) * dz
+ L xw_x inner(derG(phi), p) * dx
+ inner(((phi — phi0)/dt), p) * dx
+ inner(((c — c0)/dt), q) * dx
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# Pés-processamento no Paraview
folder0 ="L_18/c.pvd”
folderl =" L_18/phi.pvd”
fileO = Flile(folder0)
filel = File(folderl)

# Loop no tempo
contador = 0
whilet <=Tf+ DOLFIN_EPS :
solve(F == 0,w, bcs) # Resolver pelo default, Newton
w0.assign(w) # Copiar para w0 para o passo seguinte
t+ = float(dt) # Somar dt a t para o while
contador+ = 1 # Passo
if not contador%1000 :
file0 < w.sub(0),t # Grava os resultados de ¢ para o Paraview

filel < w.sub(1),t # Grava os resultados de ¢ para o Paraview
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