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No contexto da Engenharia de Reservatorios, os termos andlise de transientes de
pressao e interpretacdo de testes de formagdo sao usados para designar as ferramen-
tas e técnicas que permitem a caracterizagao de reservatérios através de operagoes
especializadas conhecidas como testes de formacao. A fisica dessas operagoes é mo-
delada pela Equagao da Difusividade, cujas solugoes particulares sob condi¢oes sim-
plificadas apropriadas sdo usadas para compreender e quantificar o comportamento
do fluxo no reservatoério, e assim inferir informacoes sobre o préprio reservatorio.

Neste trabalho, a Técnica da Transformagao Integral Generalizada (GITT, em
inglés) é aplicada pela primeira vez na resolu¢ao do problema do ponto fonte em um
reservatorio heterogéneo tridimensional. A solucao exata transiente de um problema
auxiliar mais simples — o préprio ponto fonte, em um reservatério homogéneo — é
utilizada como filtro analitico, de modo a acelerar a taxa de convergéncia da solugao
de meio heterogéneo.

Ao final, o Principio da Superposicio é aplicado ao ponto fonte para a construgao
de uma solugao de fluxo uniforme para o problema do poco vertical com canhoneio
parcial, também em meio heterogéneo. As solugoes obtidas por Transformagao
Integral sao comparadas a solugoes analiticas classicas e resultados de simulagao

numeérica.
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In the domain of Reservoir Engineering, pressure transient analysis and well
test analysis are terms used to describe the set of tools and techniques enabling
reservoir characterization through specialized operations known as well tests. The
physics of these operations is modeled by the Diffusivity Equation, whose particular
solutions for appropriately simplified situations are used to understand and quantify
flow behavior within the reservoir, and in this way to gain information about the
reservoir itself.

In this work, the Generalized Integral Transform Technique (GITT) is applied
for the first time in the solution of the continuous point source problem in a hetero-
geneous tridimensional reservoir. The exact transient solution of a simpler auxiliary
problem — the same continuous point source, but in a homogeneous reservoir — is
used as an analytical filter in order to improve the convergence rate of the hetero-
geneous reservoir solution.

After that, the point source is used as a building block for obtaining an uni-
form flux solution of the limited entry vertical well in a heterogeneous reservoir.
The solutions developed with the integral transform are compared against classical

analytical solutions as well as numerical simulation.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Motivacao

Dentre os diversos elementos que compoem um sistema, petrolifero, pode-se des-
tacar o reservatorio, que é o nome dado as rochas porosas e permeaveis de onde se
produz o petréleo (ilustragao na Figura 1.1a). Profissionais de diversas disciplinas
estdo envolvidos na explotagdo de um campo de petrdleo, dentre os quais o En-
genheiro de Reservatério é o responsavel pelo trabalho de previsao da producéo e

otimizacao das estratégias de explotacao.

£

e it e L

A ) .
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S

(b) Fonte: (THERMO FISHER SCIEN-
(a) Fonte: (SIMPSON, 2016) TIFIC, 2019)

Figura 1.1: Tlustracoes esquemadticas de (a) um sistema petrolifero; e (b) um modelo
computacional de reservatorio.

Para possibilitar a previsao da producao, é necessario primeiro construir um mo-
delo computacional que represente o comportamento do reservatorio (ilustracao na
Figura 1.1b). Para isso, dados de diversas naturezas sdo necessarios: aquisigoes sis-
micas, ensaios laboratoriais de rocha e fluido, perfis elétricos de pogos, entre outros.
A maior parte dos dados disponiveis na fase de constru¢ao do modelo de reservato-
rio sdo de natureza estdtica: representam as caracteristicas fisicas do reservatorio,
mas nao o comportamento em relagdo a movimentacao de fluidos no seu interior. A

tarefa de adquirir dados dinamicos do reservatorio é realizada pelos engenheiros da



Ap, Ap' (psi)

Avaliacao de Formacoes, através de operacoes conhecidas como testes de formagao.

A interpretacdo de testes de formacdo é um tipico problema inverso (GRIN-
GARTEN et al., 1979). Através do conhecimento da entrada do sistema (vazao
q(t) do pogo) e da medigao da resposta na saida (pressao p(t)), busca-se determinar
as caracteristicas do reservatorio. Essa busca passa pela necessidade de encontrar e
ajustar um modelo que nao sé represente adequadamente os resultados das medigoes
diretas de pressao e vazao, como também apresente coeréncia com todas as demais

fontes de informagao disponiveis.

10*
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(b)
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Figura 1.2: Gréficos log-log'mostrando exemplos de dados reais obtidos em testes
de formagao. Adaptados de BOURDET (2002).

Solugoes de versoes simplificadas do problema direto, obtidas por meio de mé-
todos analiticos, sao amplamente utilizadas nesse contexto, tanto porque permitem
testar (e descartar) um grande nimero de modelos rapidamente (baixo custo com-
putacional), quanto porque a forma e nimero reduzido de pardmetros de ajuste
é conveniente para analise e compreensao dos problemas. Uma vez identificados
e quantificados os principais parametros que regem o comportamento observado,
modelos mais completos e com um menor nimero de simplificacbes podem ser cons-
truidos ou ajustados para andlises mais refinadas. Estes, em geral, sao resolvidos de
forma aproximada através de métodos numéricos.

Os modelos analiticos utilizados na interpretacao de testes de formacao sao solu-
¢oes da Equacao da Difusividade, expressao matematica que descreve o escoamento
de fluidos em meios porosos. Cada modelo representa um conjunto especifico de
premissas para o reservatério: hipéteses simplificadoras, configuracoes de pocgos,
geometria do dominio e propriedades fisicas representativas. A natureza das sim-
plificagoes adotadas é fortemente influenciada pela disponibilidade de metodologias

para obtencao de uma solugao que nao dependa de simulagao numérica. Por esta

IPara, explicacdes sobre esse tipo de grafico, ver apéndice B.



razao, métodos hibridos que permitam ampliar os limites do que é possivel tratar
analiticamente sao tao importantes nesta area.

A Transformada Integral Generalizada (GITT?) se propde a reunir vantagens
tanto das solugoes analiticas quanto da simulagdo numeérica: tratamento de proble-
mas de alta complexidade, custo computacional moderado e simplicidade no controle
global do erro da solucao. Estas caracteristicas tornam a técnica bastante atrativa
no contexto da resolucao de problemas inversos, como a interpretacao de testes de
formacdo. E necessério investigar a aplicabilidade das técnicas desenvolvidas por
outras disciplinas para os problemas especificos da Avaliacao de Formacoes, uma
vez que diversas condig¢oes dos problemas tipicos da area contribuem para que a

convergéncia de solugoes baseadas em Transformacao Integral seja lenta:

O termo fonte das equagdes (pogo(s) em producao) é representado por fungoes

espacialmente concentradas (deltas de Dirac);

o O meio poroso, em geral, tem grandes dimensoes quando comparado aos tem-
pos de interesse para a solucao. Muitos problemas praticos tratam o dominio

como sendo semi-infinito?;

e Os tempos de interesse para o fendmeno transiente sao extremamente curtos

(da ordem de segundos);

o Em geral, o tinico ponto de interesse para calculo da pressao é a posicao do

proprio pogo (espacialmente proximo a fonte delta de Dirac).

Técnicas de aceleracao de convergéncia serao utilizadas como mitigagao para estas
questoes, incluindo filtragem da equacao e reordenamento dos autovalores (COTTA
et al., 2018b).

Neste trabalho, a GITT é aplicada pela primeira vez na resolucao do problema
do ponto fonte em um reservatorio heterogéneo tridimensional. A solucdo exata
transiente de um problema auxiliar mais simples — o préoprio ponto fonte, em um
reservatorio homogéneo — ¢ utilizada como filtro analitico, de modo a acelerar a
taxa de convergéncia da solucdo de meio heterogéneo. Ao final, o Principio da
Superposicao é aplicado ao ponto fonte para a construgao de uma solugao de fluxo
uniforme para o problema do pogo vertical com canhoneio parcial, também em meio
heterogéneo. As solucoes obtidas por Transformacao Integral sdo comparadas a
solugoes analiticas classicas e resultados de simulagao numérica.

Com relagdo ao termo ponto fonte, vale esclarecer que esta é a nomenclatura

aceita na literatura em portugués da area de Reservatérios como tradugdo para a

2Generalized Integral Transform Technique. Método hibrido (analitico-numérico) desenvolvido
como uma evolugdo da CITT — Classical Integral Transform Technique.

3Neste trabalho, o dominio semi-infinito serd truncado a um dominio finito de tamanho sufici-
entemente grande para os tempos de interesse.
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expressao “point source”, da literatura em lingua inglesa. Trata-se de uma referéncia
a solugdo apresentada originalmente por KELVIN (1884) para o problema anédlogo
da conducao de calor em que o termo fonte é concentrado em um ponto, dado pela
expressao 0(x) = d(z)d(y)d(z). Esta abstracao é tipicamente utilizada em problemas
de Reservatorio envolvendo o método de fontes e sumidouros (RAGHAVAN, 1995)
e 0 método de Fungoes de Green. O conceito aparece ilustrado na Figura 1.3a.

Ja o nome poco vertical com canhoneio parcial se refere a um pogo de petroleo
perfurado com trajetéria perpendicular ao topo e base do reservatério, e aberto
ao fluxo de fluidos do meio poroso em apenas parte da sua extensao. O primeiro
modelo matematico descrevendo esta configuracao se deve a NISLE (1958), tendo
sido aprimorado em diversos trabalhos posteriores (STRELTSOVA-ADAMS, 1979).
Matematicamente, o pogo (termo fonte do modelo) é representado por uma linha de
extensao finita ao longo da direcao z, nao apresentando dimensao nas direcoes x e
y. O conceito aparece ilustrado na Figura 1.3b.

A luz do Principio da Superposicio, vale observar ainda a relacéo existente entre

estes dois modelos matematicos:

e O poco vertical com canhoneio parcial é o resultado da soma de infinitos pontos

fonte ao longo de uma linha;

e Inversamente, o ponto fonte pode ser considerado o caso limite do canhoneio

parcial com extensao tendendo a zero.

z(m)

ponto fonte 10

1000 1000
1500 1500 500
X(my 2000 0 X(my 2000 0

Figura 1.3: Representagoes esquemadticas do (a) problema do ponto fonte; e (b)
problema do pocgo vertical com canhoneio parcial.

z(m)



1.2 Objetivos

Este trabalho visa avaliar a utilizagdo da GITT para problemas especificos da
area de Reservatorios, envolvendo o célculo de pressoes no meio poroso devido a
movimentagao de fluidos em sistemas tridimensionais, transientes e heterogéneos.
Em particular, o contexto desejado é o da construcao de solugoes para uso na area

de Avaliacao de Formagoes. Os objetivos especificos incluem:

o Demonstrar que a expressao matematica para a solucdo do ponto fonte por
CITT em um meio homogéneo finito se reduz, através de manipulacoes al-
gébricas, a expressao classica da literatura de Reservatoérios para o mesmo

problema resolvido pelo método das imagens;

e Resolver o problema do ponto fonte em meio heterogéneo, com campo de

permeabilidade variavel nas trés diregoes espaciais;

o Construir, a partir do ponto fonte, uma solu¢ao de fluxo uniforme para o

problema do canhoneio parcial em meio heterogéneo.

1.3 Organizacao do Trabalho

O Capitulo 2 apresenta alguns conceitos basicos da area de Reservatérios, ne-
cessarios a compreensao dos problemas estudados neste trabalho. Uma revisao da
literatura é apresentada com a abordagem usual para modelagem de reservatorios
heterogéneos no contexto da Avaliacdo de Formagdes. Em seguida, é avaliada a
utilizagao histérica da Transformacao Integral em problemas especificos da area de
Reservatoérios.

O Capitulo 3 apresenta as equagoes de interesse para o problema do ponto fonte
em meio heterogéneo, bem como as principais solucoes analiticas cldssicas para as
versoes homogéneas do problema. A soluc¢ao formal para meio heterogéneo por
Transformacgao Integra também é apresentada, assim como as técnicas adotadas
para aceleracao da sua convergéncia.

O Capitulo 4 descreve a solugao do problema do ponto fonte em meio homogéneo
através do uso da CITT. Esta solugao é comparada a solucao analitica classica para
reservatorio homogéneo fechado, construida a partir do método das imagens. Por
fim, a Soma de Poisson é utilizada tanto para aceleracdo da convergéncia quanto
para demonstrar a relagao entre a solugao classica e a solugdo por Transformagao
Integral.

O Capitulo 5 demonstra os resultados obtidos com a GITT para solugao do pro-
blema do ponto fonte em meio heterogéneo. Para aceleragao da taxa de convergéncia

da expansao em série, a solucdo do meio homogéneo demonstrada no Capitulo 4 é



utilizada como filtro, bem como um critério duplo de reordenamento dos autovalores
que considera tanto a magnitude dos autovalores do problema auxiliar quanto as ca-
racteristicas do meio heterogéneo. A heterogeneidade do campo de permeabilidade
do reservatoério é representada por “blocos”: subdominios adjacentes de permeabili-
dade constante. Este Capitulo apresenta analises de convergéncia das solugoes por
Transformagao Integral, e compara estas solugoes as formulagoes analiticas classi-
cas de meio homogéneo, bem como a resultados numéricos obtidos nos softwares
comerciais Saphir e Rubis (KAPPA, 2013).

O Capitulo 6 busca estender a metodologia para outras geometrias de fonte. O
caso especifico escolhido foi o de um poco vertical com canhoneio parcial, em reserva-
torio heterogéneo. Esta solucao é obtida por aplicagao do Principio da Superposi¢do
sobre a solucao do ponto fonte, reaproveitando assim todo o trabalho analitico ja
desenvolvido. Os resultados sdo comparados as solugoes analiticas classicas de meio
homogéneo, bem como a solu¢des numéricas obtidas no simulador Rubis.

O Capitulo 7 encerra com as principais conclusoes obtidas neste estudo, e sugere

pontos de partida para trabalhos futuros.



Capitulo 2
Revisao Bibliografica

A bibliografia existente sobre o comportamento de pogos de petroleo em reserva-
torios contendo algum tipo de heterogeneidade é ampla, datando da década de 1960
com os modelos de dupla porosidade de BARENBLATT et al. (1960) e WARREN
e ROOT (1963). Uma amostragem rapida, porém representativa, dos estudos dis-
poniveis sobre este tema é considerada na Secao 2.1. Em seguida, na Se¢do 2.2, sdo
considerados os casos de uso da técnica de Transformacao Integral na Engenharia
de Reservatério. Finalmente, aspectos importantes da GITT ainda nao explorados

na area de Reservatérios sao brevemente detalhados na Segao 2.4.

2.1 Modelos Utilizados em Testes de Formacao

em Reservatoérios Heterogéneos

A transicao do teste de formacao, de uma técnica de simples diagndstico e es-
timativa de parametros de pogo para uma verdadeira ferramenta de caracterizacao
de reservatorios, ocorreu com a introducgao da derivada logaritmica da pressao como
parte do processo de interpretacao (BOURDET et al., 1983, 1989). Essa ferramenta
possibilitou, entre outros, o inicio do reconhecimento e compreensao do comporta-
mento de reservatorios heterogéneos (GRINGARTEN, 2008), em fun¢ao da defini¢ao
clara de assinaturas caracteristicas dos regimes de fluxo do reservatério. Para ex-
plicar os comportamentos observados em testes de formacao, modelos mateméaticos
diversos foram criados ao longo do tempo, enfatizando o efeito que cada tipo de
heterogeneidade teria na pressao medida — e na sua derivada — no pocgo testado.
Conforme citado na Secao 1.1, o termo modelo é usado neste texto para referenciar
uma solucao particular da Equacao da Difusividade, com um conjunto especifico de

premissas, tais como:

« hipoteses simplificadoras, tais como linearidade dos diversos termos, influéncia

ou nao de efeitos gravitacionais, estado inicial do campo de pressoes, etc;
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« configuragoes de pogos, resultando em trajetorias diversas, regulares ou irregu-
lares, continuas ou descontinuas, com diferentes possibilidades de distribuicao
do fluxo na interface com o reservatorio e diferentes possibilidades de condigao
de contorno interna (em geral, vazdo ou pressao prescritas no pogo), o que

resulta em formas matematicas distintas para os termos fonte da equacao;

o geometria do dominio, que pode ser regular ou irregular, finita ou semi-infinita,
com ou sem realimentacao nas fronteiras externas, e outros fatores que geral-

mente influenciam nas condig¢oes de contorno da equagao;

« valores das propriedades fisicas representativas, que podem variar ou nao ao
longo do dominio, com o tempo, com a pressao, apresentando ou nao efeitos

de histerese, etc.

A diversidade de modelos existentes é facilmente explicada pelo grande ntimero de
combinagoes possiveis dessas premissas. Cada modelo foi proposto para explicar
uma situacao fisica diferente que, em geral, ja foi observada durante um teste de
formacao. Todos tratam do fendmeno fisico do escoamento de fluidos em meios
porosos, mas cada um descreve um tipo de poco diferente, em um tipo de reservatério
diferente, submetido a condigdes de producao diferentes. Todos estao “corretos”
para o caso especifico que foram projetados, e todos estao “errados” para os demais
casos. Nao existe um modelo genérico, iinico, completo e universal que represente
todas as situacoes possiveis de se observar em um teste de formacao. Além disso,
convém ressaltar que a listagem exaustiva de todos os modelos ja propostos na
literatura para a interpretacao de testes de formacao foge do escopo deste trabalho.
O restante desta Secao traz apenas uma breve amostragem que ilustra os principais
tipos de heterogeneidades de reservatoério ja tratados em outros trabalhos, bem como
as limitacoes ou simplificagoes tipicamente adotadas.

Os modelos de dupla porosidade (BARENBLATT et al., 1960; WARREN e
ROOT, 1963) ou dupla permeabilidade (EHLIG-ECONOMIDES e AYOUB, 1986)
definem dois meios distintos (matriz e fratura) que encontram-se superpostos e dis-
tribuidos ao longo de todo o dominio, e acoplados por uma lei de transferéncia de
massa. As diferencas entre modelos sao devidas principalmente as hipdéteses adota-
das para o fluxo: o modelo de dupla porosidade permite fluxo apenas pelo sistema
de fraturas, enquanto o modelo de dupla permeabilidade permite fluxo tanto pe-
las fraturas quanto pela matriz. Esses modelos sdo considerados representativos
para sistemas moderadamente ou fortemente fraturados, mas nao refletem adequa-
damente sistemas de fraturas discretas (MORTON et al., 2012).

Modelos descrevendo fraturas atravessando pocos verticais foram desenvolvidos
por GRINGARTEN et al. (1974), para o caso de condutividade infinita (quando



comparada a matriz da rocha), e CINCO L. et al. (1978) para o caso de condutivi-
dade finita. As fraturas, nesses casos, sao hidraulicamente induzidas na construcao
dos pogos, e ndo uma caracteristica natural do reservatério (que é considerado ho-
mogéneo pelos autores). Dessa forma, esses modelos tém por objetivo principal o
diagnostico e obtenc¢ao de parametros relacionados as préprias fraturas, ao invés da
caracterizagao de alguma heterogeneidade do reservatorio

O modelo radial composto (SATMAN et al., 1980) define duas regides radiais
concéntricas em torno do poco, com mobilidade! e estocabilidade? distintas. Trata-
se de um modelo concebido inicialmente para explicar as diferencas de propriedades
observadas em uma regiao limitada em torno do pocgo apés a injecao de vapor a alta
temperatura como método de recuperagao avangada de petréleo (EOR/IOR). E 1til
para situacoes especificas, mas apresenta pouca coeréncia geologica na maioria dos
casos.

O modelo de pinch-out? (GERARD e HORNE, 1985) foi desenvolvido para re-
presentar situacoes em que pocos sao perfurados e testados proximos ao final de
canais deposicionais, estruturas geolégicas que apresentam variacao lateral de es-
pessura. O modelo considera o meio homogéneo em suas propriedades, mas permite
a estimativa, em casos favoraveis, da distancia entre o poco e o final do canal, além
do angulo de pinch-out.

O modelo de falha parcialmente selante (YAXLEY, 1987) foi introduzido para
permitir a andlise de testes de interferéncia entre dois pogos, que podem estar se-
parados por barreiras que restringem parcialmente o fluxo entre as duas regides. O
modelo considera que o reservatorio ¢ homogéneo de ambos os lados da barreira
semipermeavel, e que esta tem extensdo infinita, largura desprezivel e encontra-se
no regime de fluxo pseudopermanente.

O tipo de heterogeneidade mais comum tratado na literatura é a variagao vertical
e discreta da permeabilidade, através de um sistema multicamadas. BIDAUX et al.
(1992) adaptaram trabalhos anteriores relacionados a reservatérios multicamadas
e demonstraram a possibilidade de descrever sistemas em que: i) cada camada
pode apresentar seu préprio modelo de reservatorio, diferente do modelo das demais
camadas; ii) pode haver interfluxo entre as camadas pelo interior do reservatério; e
iii) barreiras impermedveis ou semipermedveis sdo permitidas. Apesar de bastante
flexivel, vale observar que esta solu¢ao nao permite heterogeneidades no interior de
cada camada.

Os modelos de reservatorio lineares generalizados (LARSEN, 1993) permitem

representar reservatorios compostos pela interseccao de canais lineares. Cada canal

1Razdo k/pus
2Produto ¢ciL,
3 Acunhamento lateral da espessura do reservatério



¢ homogéneo, mas as propriedades podem variar entre canais. Torna-se necessario
resolver um sistema de equagoes diferenciais acopladas para a obtencao das pres-
soes, o que é simplificado pelo autor através da hip6tese de fluxo linear (ou seja,
desprezando o fluxo radial que ocorre durante o transiente inicial).

DENG e HORNE (1993) nao apresentaram nenhum modelo analitico novo. Ao
invés disso, demonstraram a aplicabilidade e definiram as condi¢oes necesséarias para
utilizagao do método de Fungoes de Green e do Principio da Reciprocidade em reser-
vatorios heterogéneos. Quase todos os casos praticos de heterogeneidade sao validos
para o método, com as notaveis excegoes de: i) gradientes de pressdo inicial ndo uni-
formes; ii) realimentagdo através da fronteira externa do reservatério; iii) estocagem
nao desprezivel nos pocos.

SAGAWA et al. (2001) propuseram um modelo de pogo horizontal que atravessa
compartimentos de um reservatorio heterogéneo. Como simplificagao, o autor con-
sidera que toda a heterogeneidade esta contida no plano x — z, enquanto o pogo tem
trajetoria ao longo de x. Portanto, o reservatorio é considerado homogéneo ao longo
de y. O préprio pogo é discretizado em segmentos de fluxo uniforme, e a pressao
é tomada como média entre segmentos adjacentes de forma a tentar aproximar um
modelo de condutividade finita para o pogo.

ZHENG (2006) descreve e resume uma série de tentativas desenvolvidas com
o intuito de lidar com testes de formagdo em reservatorios heterogéneos através
de simulacao numérica. O autor propoe que a interpretacdo do teste seja feita
diretamente em um simulador de fluxo, teoricamente aumentando a coeréncia entre
o resultado do teste e as demais fontes de informagao disponiveis (que entraram
na constru¢ado do modelo de simulagao). Hoje, esse tipo de técnica é utilizada nas
fases de integragao de dados e incorporacgao de resultados aos modelos de simulagao,
que sao posteriores a fase de diagnostico do teste de formacao. Esta, por sua vez,
continua utilizando modelos analiticos sempre que possivel.

A técnica de elementos de contorno também ja foi utilizada (BIRYUKOV e
KUCHUK, 2012; MORTON et al., 2012) para modelar reservatérios 2D com redes de
fraturas verticais discretas, através da soma de fungoes analiticas e sem a necessidade
de uma malha densa de discretizacao do dominio. O modelo criado revela aspectos
surpreendentes da resposta de pressao devido a rede de fraturas discretas, que difere
significativamente dos modelos de dupla porosidade de WARREN e ROOT (1963)
mais conhecidos.

O foco de trabalhos mais recentes estd no comportamento de pogos horizontais
multifraturados (GUO et al., 2016; HE et al., 2018; PRATS e RAGHAVAN;, 2013;

YAO et al., 2016), projeto relevante apenas para reservatérios nao-convencionais
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como areias de baixissima permeabilidade?, xisto® ou CBM®. Assim como em mo-
delos anteriores de pogos fraturados (CINCO L. et al., 1978; GRINGARTEN et al.,
1974), as fraturas presentes nestes modelos sdo hidraulicamente induzidas e direta-
mente conectadas ao pogo, nao fazendo parte da resposta natural (possivelmente
heterogénea) do reservatorio.

Como muitos modelos da area de Reservatérios foram desenvolvidos para meios
infinitos ou semi-infinitos, é comum a aplicagdo do método das imagens (LARSEN,
1981) para definir limites finitos em situagoes de interesse. Trata-se de uma técnica
que permite definir barreiras ao fluxo através da superposicao da resposta do pogo
real com a de (possivelmente infinitos) pogos virtuais (ou imagens) posicionados fora
do dominio real. No limite, se utilizado para as trés dire¢oes ortogonais, o método
das imagens constréi modelos de reservatorio finitos a partir de modelos de reser-
vatério infinitos ou semi-infinitos. A Figura 2.1 ilustra este conceito para o caso de
um pogo vertical ao lado de uma barreira de extensao infinita — o chamado modelo
de falha simples. As linhas representam o raio da regiao afetada pela producao do
pogo real (linhas vermelhas) e sua imagem virtual (linhas usuais). A resposta final
deste modelo serd a soma (superposi¢ao) das respostas de ambos os pogos.

Vale ressaltar que a Transformacao Integral, da forma como ¢ utilizada neste
trabalho, obtém diretamente a solug¢ao para um dominio finito em todas as diregoes.

Dessa forma, esta técnica dispensa a utilizagdo do método das imagens.

Figura 2.1: Desenho esquematico com a visao do plano x — y de um pogo vertical
adjacente a uma barreira de extensao infinita (modelo de falha simples). Fonte:
(HOUZE et al., 2018)

Em geral, as técnicas classicas da literatura de Reservatérios sé permitem a

obtenc¢ao de modelos que apresentem uma ou mais das seguintes caracteristicas:

4tight sand
Sshale gas ou shale oil
6 coalbed methane
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1. Meio homogéneo;
2. Heterogeneidade distribuida de forma regular ao longo de todo o dominio;

3. Modelo composto regular (regioes radiais concéntricas, planos lineares adja-

centes, etc);
4. Fluxo 1D (em geral radial) ou 2D;
5. Parte dos regimes de fluxo sdao desprezados.

A GITT nao possui estas limitagoes: no caso da Equagao da Difusividade, a so-
lugdo obtida pode descrever todos os regimes de fluxo de um problema 3D, com
heterogeneidades distribuidas de forma arbitraria e irregular ao longo do dominio.
O desafio na aplicagdo desta metodologia para um problema especifico estd mais
relacionado com o custo computacional de calculo da solucao, que pode se tornar
proibitivo para a precisao desejada se certos cuidados e técnicas nao forem empre-
gados. Na Secao 2.3 serao listados de forma mais detalhada alguns avancos recentes
no uso da GITT em areas nao relacionadas a Reservatorios, o que ajuda a ilustrar
de forma mais abrangente a capacidade desta técnica para a resolu¢ao de problemas
complexos usualmente abordados apenas através de métodos numéricos. E, princi-
palmente, como reduzir o custo computacional de calculo da solu¢ao para diversos
tipos de problemas.

Conforme descrito no Capitulo 1, a técnica serd utilizada neste trabalho para a
obtenc¢ao da solugao do ponto fonte em um reservatorio heterogéneo tridimensional.
Em seguida, através do Principio da Superposicao, sera construida a solu¢ao de fluxo
uniforme para um poco vertical com canhoneio parcial, também em um reservatorio
heterogéneo. Este procedimento é genérico, podendo ser estendido de forma analoga

para outras geometrias de pogos.

2.2 Histérico de Uso da Transformacao Integral

na Engenharia de Reservatérios

O método de resolucao de equagdes diferenciais conhecido como Separacao de
Variaveis é muito utilizado em diversas areas da engenharia. Nao é o caso da area
de Reservatoérios, principalmente devido a presencga tipica de termos fonte nao sepa-
raveis nas equacgoes diferenciais transientes, caracteristica que inviabiliza a aplicagao
da separacao de varidveis (OZISIK, 1993). A técnica usual de resolucio de proble-
mas na area de Reservatorios é a Transformada de Laplace, com inversao numérica
pelo algoritmo de Stehfest (STEHFEST, 1970), ou entdo por meio de Fungoes de
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Green. Em todos os casos, o problema transformado continua sendo uma equacao
diferencial parcial, nos casos multidimensionais transientes.

O desenvolvimento da Transformada Integral Classica (CITT) na area de con-
ducao de calor permitiu uma abordagem distinta para os problemas difusivos ditos
transformdveis, removendo todas as derivadas espaciais da formulagao e reduzindo
o problema a uma equacio diferencial ordindria na variavel de evolugao (OZISIK,
1993) — em geral, a varidvel temporal para problemas transientes, ou uma das
dire¢oes espaciais para problemas em regime permanente. Apesar do aumento con-
sideravel da quantidade de problemas que podem ser abordados com essa técnica,
outros — os ditos ndo transformdveis — permaneciam sem solu¢ao analitica. Di-
versas situacoes podem tornar um problema nao transformavel: problemas difusivo-
convectivos, nao-linearidades ou dependéncias temporais nos coeficientes da equagao
diferencial ou das condigoes de contorno, entre outros (COTTA et al., 2018Db).

O surgimento da abordagem hibrida numérica-analitica denominada Transfor-
mada Integral Generalizada (GITT) estendeu a metodologia de solu¢do para uma
ampla classe de problemas que incluem coeficientes da equacgao e das condigoes de
contorno variaveis, contornos maéveis, geometrias irregulares nao transformaveis, pro-
blemas acoplados de diferentes naturezas, problemas de difusao e convecgao-difusao
nao lineares, entre outros (COTTA e MIKHAILOV, 1997). Segundo essa metodo-
logia, obtém-se um sistema infinito de equagoes diferenciais ordinarias acopladas
para o potencial transformado. Esse sistema pode entdo ser truncado a uma or-
dem suficientemente grande e resolvido numericamente, permitindo em seguida a
reconstrugdo do campo potencial original através de uma férmula de inversao. Essa
técnica ainda é pouco conhecida na Engenharia de Reservatérios, apesar do grande
potencial para a resolucao de problemas de interesse da area e da grande necessidade
de ferramentas analiticas para a solugao de alguns tipos de problemas.

O trabalho mais antigo na area de Reservatorios usando Transformagoes Inte-
grais foi apresentado por HOVANESSIAN (1961). O autor propos a utilizagao da
Transformada de Fourier para a solucao de dois problemas particulares da equa-
¢do da difusividade: reservatorio retangular com fronteiras seladas; e reservatério
retangular com fronteiras mantidas a pressao constante. O meio e o fluido foram
considerados homogéneos e isotropicos. Nao foram apresentadas analises de con-
vergéncia das solugoes, que apresentam a forma de séries infinitas. Vale notar que
HOVANESSIAN em momento algum utilizou a nomenclatura transformagdo inte-
gral, mas a solugao proposta ¢é idéntica a obtida no sistema de coordenadas cartesiano
pela aplicacao da CITT.

ALMEIDA (1994) e ALMEIDA e COTTA (1995, 1996) aplicaram pela primeira
vez a GITT (COTTA, 1993) a um problema da &rea de Reservatorios: o escoamento
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bidimensional de tracadores em um arranjo five spot’. O campo de pressdes e
velocidades de fluxo (Equagao da Difusividade) foi resolvido pela aplicagao direta
da CITT. Em seguida, o campo de concentracoes do tragador (Equagao de Burger)
foi resolvido pela GITT, devido a presenca de um termo convectivo que torna o
problema nao-transformavel para a utilizacao direta da CITT. A convergéncia da
solucao proposta foi avaliada, e os resultados foram comparados a solugoes analiticas
alternativas e dados experimentais de outros autores. A necessidade de resolver um
problema com carater fortemente convectivo através de uma expansao em uma base
puramente difusiva (problema de autovalores) tornou elevado o custo computacional
para convergéncia da solugao.

RAHMAN e BENTSEN (2000) apresentaram diversas solugoes da Equagao da
Difusividade para problemas especificos tridimensionais em coordenadas cartesianas,
utilizando como técnica de solugao a Transformacao Integral. Nao houve demonstra-
cdo formal da técnica, mas apenas citagoes aos trabalhos de OZISIK (1993), COTTA
(1993), MIKHAILOV e OZISIK (1994) ¢ ALMEIDA e COTTA (1995). Trabalhos
posteriores dos mesmos autores apresentaram solugoes equivalentes em coordena-
das cilindricas (RAHMAN e BENTSEN, 2001, 2003). Trata-se de um catélogo de
solugoes: nao foram apresentados exemplos numéricos ou analises de convergéncia.

COUTO et al. (2011) apresentaram uma solucao analitica generalizada para a
Equacao da Difusividade com coeficientes varidveis, seguindo a metodologia desen-
volvida por NAVEIRA-COTTA et al. (2009) (solugao do problema de autovalor com
coeficientes variaveis através de nova aplicacao da GITT, gerando um segundo pro-
blema de autovalor auxiliar, mais simples e com coeficientes constantes). Trata-se
do primeiro trabalho na area de Reservatorios a abordar a solugdo do escoamento
em um meio heterogéneo por Transformacao Integral. Entretanto, apesar da solugao
formal em meio heterogéneo, apenas exemplos numéricos mais simples envolvendo
meios homogéneos e isotropicos foram apresentados. Também nao foram apresenta-
das andlises de convergéncia das solugoes.

DIAS et al. (2012) utilizaram a GITT para a analise do deslocamento de éleo por
agua em meios porosos através de duas formulagoes tedricas distintas: a teoria de
Buckley-Leverett e a teoria de misturas. Os resultados da GITT foram comparados a
uma simulagdo numérica usando um software do tipo CFD. Nao foram apresentadas
analises de convergéncia das solucoes.

MARSILI (2013) apresentou a solugao generalizada da Equacao da Difusividade
multidimensional em meios homogéneos e isotropicos em coordenadas cartesianas
por meio da CITT. A solucao foi aplicada a alguns casos especificos uni e bidimen-

sionais, incluindo diferentes condigoes de contorno e miltiplos pogos (arranjo five

"Padrao de malha de drenagem em que quatro pocos injetores sio posicionados nos cantos de
um quadrado, com um pogo produtor no centro.
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spot). Foram apresentadas andlises de convergéncia da solugao.

DEUCHER (2014) prop6s uma solugao para o balango de energia no meio poroso
por meio da GITT, deixando de lado a abordagem isotérmica adotada na maioria
dos trabalhos da area. Apods a obtencao da solugao formal generalizada, estudos de
caso foram realizados em problemas uni e bidimensionais envolvendo reservatorios
adjacentes mas hidraulicamente isolados (apenas fluxo de calor entre eles). Foram
apresentadas andlises de convergéncia destas solugdes e comparagoes com outros
resultados da literatura.

DEUCHER et al. (2016) partiram da solugdo formal de COUTO et al. (2011) e
avaliaram o problema especifico de um escoamento unidimensional em reservatério
heterogéneo, considerando variacao lateral de permeabilidade em coordenadas car-
tesianas (k = k(z)) e cilindricas (k = k(r)). Foram avaliadas solugoes para variagao
abrupta de permeabilidade e também para variagao suave ao longo do reservatoério.
Além de anélises de convergéncia das solugoes, foi apresentada uma comparacgao dos
resultados numéricos com um simulador comercial de reservatérios. Para aceleragao
da convergéncia das solugdes, foi utilizada a técnica do Balango Integral (LEIROZ
e COTTA, 1990; SCOFANO NETO et al., 1990).

O problema abordado por DA SILVA (2017) nao é diretamente da area de Re-
servatorios. Porém, é um problema de escoamento em meios porosos: ele utilizou a
GITT para obter uma solugao tridimensional transiente para o problema do rebaixa-
mento de aquiferos sujeitos a bombeamento. Trata-se de um problema anisotrépico,
porém homogéneo. Sua complexidade vem do fato de que: i) o termo fonte, relaci-
onado a vazao de bombeamento do sistema, é varidvel no tempo; ii) a condigao de
contorno externa apresenta um termo transiente, relacionado ao fluxo variavel de
retirada de agua do aquifero. O autor utilizou um filtro pseudoestacionario para ace-
lerar a convergéncia da solucao, o que foi verificado através de exemplos. A solugao
apresentada foi validada por comparacao com resultados que constam na literatura

da area.

2.3 Avancos Recentes no Uso da GITT

Em problemas envolvendo geometrias complexas e meios heterogéneos, proprie-
dades espaciais variaveis em multiplas escalas, efeitos convectivos ou condic¢oes de
contorno nao lineares, o custo computacional da GITT pode se tornar elevado para
obtencao da precisao desejada, se certos cuidados e técnicas nao forem emprega-
dos. Esta Secao descreve alguns avangos importantes na aplicacao desta técnica em
trabalhos fora da area de Reservatorios, mas que também podem ser utilizadas em
problemas da area com o objetivo de reduzir seu custo computacional.

Conforme seré descrito na Secao 3.3, o procedimento de solucao por GITT apre-
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senta duas etapas que envolvem, potencialmente, aproximagoes (truncamento de
sistemas de equacgoes infinitos): i) o célculo dos potenciais transformados; e ii) a
solucao do problema de autovalor. Cada etapa aborda parte das variagoes espaciais
ou temporais do problema, e a combinagao dos resultados gerados por cada uma
delas, através da féormula de inversao, reconstrdi a solugao para os potenciais do
problema original.

Os problemas de autovalor mais simples, escolhidos com o intuito de possuirem
solucao analitica, contém pouca informacgao a respeito dos coeficientes do problema
original. Por consequéncia, a etapa de calculo dos potenciais transformados se torna
consideravelmente mais complexa — e de maior custo computacional. Inversamente,
se o problema de autovalor incorporar uma maior quantidade de informagoes a res-
peito dos coeficientes do problema original, o calculo dos potenciais transformados
pode se tornar mais simples e de menor custo computacional. Essa troca geralmente
é vantajosa, pois o problema de autovalor envolve, no maximo, um sistema de equa-
¢oOes algébrico, enquanto o calculo dos potenciais transformados pode envolver um
sistema de equagdes diferenciais. Os trabalhos descritos nesta Secao envolvem, desta
forma, métodos para viabilizar esta incorporacao de informagao adicional ao pro-
blema de autovalor.

Problemas envolvendo miultiplos subdominios de propriedades distintas sao clas-
sicamente abordados como um problema composto: sistemas de equagoes sao des-
critos para o potencial de interesse em cada subdominio, e condi¢oes de contorno
sao usadas para o acoplamento das diferentes regides. A GITT permite a utilizagao
de uma abordagem dita de dominio unico: um tunico sistema de equagoes é escrito
para todo o dominio do problema, e as variagoes entre os subdominios sao incorpora-
das através de coeficientes espacialmente variaveis. Esta abordagem foi inicialmente
proposta para problemas de transferéncia de calor, permitindo que regides solidas e
fluidas fossem tratadas por um tunico sistema de equagoes com variagdes espaciais
abruptas de propriedades termofisicas (COTTA et al., 2018a; KNUPP et al., 2015).
Esta ¢ a abordagem utilizada neste trabalho, para tratamento do meio heterogéneo.

Problemas envolvendo multiplas escalas espaciais ou variagoes espaciais abruptas
de propriedades podem requerer ordens de truncamento muito elevadas, o que se tra-
duz em alto custo computacional. Isso ocorre principalmente porque o problema de
autovalor auxiliar — que precisa ter forma suficientemente simples para apresentar
solucao analitica — em geral, ndo é capaz de incorporar informacao sobre as varia-
goes espaciais abruptas. Nessas situacoes, a aplicacao do Balango Integral (COTTA
et al., 2016b, 2018a) pode ser particularmente ttil. Através de uma integracao dupla
do problema de autovalor sobre o dominio espacial, obtém-se expressoes alternativas
para as autofuncoes, que possuem melhores caracteristicas de convergéncia que as

expressoes usuais. A utilizagdo desta técnica é citada no Capitulo 7, como sugestao
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para trabalhos futuros.

Tipicamente, o problema de autovalor escolhido para uso com a GITT é de na-
tureza puramente difusiva. No caso de problemas envolvendo efeitos convectivos
relevantes, estes efeitos acabam sendo tratados apenas no cédlculo dos potenciais
transformados. Uma abordagem alternativa consiste em incluir os termos convecti-
vos diretamente no problema de autovalor. Esse procedimento é viabilizado através
da utilizacao de uma transformagao de variaveis do problema original, que combina
os termos difusivos e convectivos originais em um novo termo difusivo generalizado
contendo um coeficiente espacialmente varidgvel (COTTA et al., 2016a, 2017, 2018a).
Como o novo problema de autovalor possui informagoes relevantes sobre os efeitos
convectivos do problema original, o resultado final é uma aceleragdo de convergén-
cia da solucao. O problema de interesse deste trabalho é puramente difusivo, mas
esse tipo de técnica poderia ser utilizada na area de Reservatorios para estudos
envolvendo a dispersao de tragadores no meio poroso (ALMEIDA e COTTA, 1995).

Outro desenvolvimento recente com relagao a técnica da GITT diz respeito a
problemas nao lineares. Usualmente, o procedimento da GITT leva uma versao
linearizada dos coeficientes originais para o problema de autovalor. As nao lineari-
dades do problema original sao, posteriormente, tratadas no calculo dos potenciais
transformados. No intuito de melhorar as taxas de convergéncia da solucao, os co-
eficientes nao lineares também podem ser incorporados ao problema de autovalor
(COTTA et al., 2018a), como ja demonstrado para o caso particular de nao linea-
ridades presentes nas condigoes de contorno do problema (COTTA et al., 2016d).
Nesse caso, os autovalores e as autofungoes, que normalmente sao fungoes apenas
das varidveis espaciais, tornam-se funcoes também da varidvel temporal®. Dessa
forma, torna-se necessaria a resolu¢ao numérica simultanea do sistema de equagoes
diferenciais ordindrias para os potenciais transformados e do problema de autovalor
algébrico nao linear — perfeitamente viavel, para diversas rotinas computacionais
bem consolidadas. Na area de Reservatérios, exemplos de problemas nao lineares
incluem escoamento nao isotérmico, escoamento multifasico de fluidos compressiveis,
e reservatérios suscetiveis a efeitos geomecénicos (propriedades fisicas variando com

a pressao).

80u entdo da varidvel de evolucdo do problema, caso este seja em regime permanente.
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2.4 Aspectos da Transformacao Integral Ainda
Nao Explorados na Engenharia de Reserva-
torios

Conforme discutido no Capitulo 1, os problemas tipicos de Avaliacao de Forma-
¢Oes apresentam algumas caracteristicas especificas que dificultam a convergéncia

numérica das solugoes por Transformacao Integral:

« Termo fonte da equagao é uma fungio espacialmente concentrada (delta de
Dirac);

e Dominio de grandes dimensoes quando comparado aos tempos de interesse

para a solucao;

o Tempos de interesse extremamente curtos para o fendmeno transiente (da or-

dem de segundos);

o Em geral, o inico ponto de interesse para calculo da pressao é a posicao do

préprio pogo (espacialmente préximo a fonte delta de Dirac).

Por estas razoes, torna-se essencial o uso de estratégias adequadas que aumentem a
taxa de convergéncia da solucao.

Um primeiro aspecto relevante é a aplicagao de filtros que reduzam a importan-
cia dos termos fonte da equacao e condigoes de contorno, resultando em aumento
de desempenho computacional (COTTA e MIKHAILOV, 1997). Com excecao de
DA SILVA (2017), os demais trabalhos citados na Secao 2.2 utilizam filtros simples,
com a intencao apenas de homogeneizar as condi¢oes de contorno, e sem se preocu-
par com a reducao de importancia do termo fonte da prépria equacao diferencial.
O resultado disso é que a solucao obtida tende a apresentar taxas de convergéncia
distintas ao longo do dominio, e particularmente baixas nas proximidades dos ter-
mos fonte. Na area de Reservatorios, essas posi¢oes correspondem aos pogos, que em
geral sdo as regides de maior interesse. A aplicagao de um filtro mais geral (COTTA
et al., 2013a,c), visando reduzir a importancia dos termos fonte da equagdo, poderia
ser melhor explorada em aplicagoes de Reservatoério.

Diversos trabalhos, como DEUCHER (2014), tratam a questao de reservatérios
adjacentes como um problema de dominios conjugados. Isso significa que cada re-
giao distinta possui seu proprio sistema de equagoes e suas proprias condigoes de
contorno, algumas das quais representam as interfaces entre cada regiao. Como a
formulagdo da GITT permite o uso de coeficientes com variagoes espaciais arbitra-
rias, fato ja utilizado em COUTO et al. (2011), torna-se viavel a formulacdo do

problema como um dominio tinico (COTTA et al., 2016¢), em que as condigoes de
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contorno de interface tornam-se variacoes abruptas dos coeficientes espaciais das
equacoes originais.

Apesar de haver trabalhos na area de Reservatorios detalhando a solugao formal
por GITT de problemas com coeficientes variaveis (COUTO et al., 2011; DEUCHER
et al., 2016), nenhum exemplo numérico ja foi apresentado de um problema tridimen-
sional transiente em meio heterogéneo. Como a Equagao da Difusividade é andloga
a Equagao do Calor, essa questao é andloga ao trabalho apresentado por ALMEIDA
(2017) para o comportamento térmico de materiais heterogéneos tridimensionais.
Dentre os exemplos numéricos apresentados, apenas um possuia termo fonte na
equagao diferencial, e justamente este exemplo apresentou grande dificuldade de
convergéncia da solugdo nas proximidades da fonte. Conforme ja mencionado ante-
riormente, em problemas de Reservatério, é justamente a regiao das fontes (pogos)
que apresenta maior interesse.

Como ja citado no Capitulo 1, o uso de um filtro analitico na forma da prépria
solugado do ponto fonte em meio homogéneo se mostra essencial para aumento da
taxa de convergéncia da expansao em série e redugao do custo computacional da
solugdo de meio heterogéneo. A solucao por GITT do problema do ponto fonte
para meio heterogéneo, apresentada pela primeira vez neste trabalho, é um passo
importante para a aplicagao da Transformacao Integral em outros problemas de
Avaliacao de Formagoes. O Capitulo 4 demonstra a equivaléncia desta formulagao
com a obtida pelo classico método das imagens, para o caso de meio homogéneo; o
Capitulo 5 verifica a solucao proposta para o ponto fonte em meio heterogéneo por
comparacao com resultados de simulagado numérica; finalmente, o Capitulo 6 mostra
como construir solugdes para outras geometrias de fonte usando o ponto fonte deste

trabalho como base, por aplicagdo do Principio da Superposicao.
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Capitulo 3

Modelagem Matematica e

Metodologia de Solucao

O problema utilizado neste estudo de uso da técnica da Transformagao Integral
¢ o ponto fonte em um reservatorio heterogéneo, anisotropico, finito, retangular e
fechado. Trata-se de uma solucdo fundamental, que pode ser utilizada como base

para a construcao de solugoes de fluxo uniforme envolvendo outras geometrias de
fonte, a partir do Principio da Superposi¢io (OZKAN e RAGHAVAN, 1991a):

1

pp(Xp,tp) = g/Sprf<XD7tD)d5 (3.1)

onde

Pp,s(Xp,tp) = solucdo do ponto fonte

S = comprimento, area ou volume da fonte

Estas solugoes de fluxo uniforme, por sua vez, podem ser utilizadas para a construgao
de solugoes de condutividade infinita a partir de procedimentos tradicionais (GRIN-
GARTEN e RAMEY, 1973) ou entao métodos propostos mais recentes (BIRYUKOV
e KUCHUK, 2012).

A formulagao do problema, juntamente com as hipdteses simplificadoras ado-
tadas, sera apresentado na Secao 3.1. A Secao 3.2 relembra as principais solugoes
classicas que serao utilizadas no restante deste texto. Em seguida, a Secao 3.3 des-
creve o procedimento formal para aplicacgao da GITT em uma versao generalizada
do problema de interesse descrito na Secao 3.1. Por fim, a Segao 3.4 discute téc-
nicas importantes para acelerar a convergéncia das solugoes, reduzindo seu custo

computacional.
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3.1 Formulacao e Adimensionalizacado do Pro-

blema

A Equagao da Difusividade, juntamente com suas condig¢Oes iniciais e de con-
torno, para o problema do ponto fonte em um reservatorio anisotrépico, heterogéneo

e sem fluxo nas fronteiras externas, sob as hipéteses de
e meio heterogéneo e anisotrépico;
 efeito gravitacional desprezivel;
o fluxo monofasico e isotérmico;
e escoamento nao reativo;
o fluido de baixa compressibilidade;
o propriedades fisicas do meio e do fluido independentes da pressao;
« validade da Lei de Darcy;

pode ser escrita como

0

V. (K(x)-Vp(x,t) —quid(x — Xy) = ¢ufcta—]; xp €V (3.2a)

p(x,0) = p; xp €V (3.2b)
0

a—ﬁ = Vp(x,t)n=0 Xp €5 (3.2¢)

onde

K (x) = tensor de permeabilidade (3.2d)

5(X - Xw) = 5(1‘ - xw)é(y - yw)d(z - Zw) (328)

V' = todo o espaco do dominio (3.2f)

S = superficie externa do dominio (3.2g)

n = vetor normal a superficie S, orientado para fora (3.2h)

No caso mais geral de meio anisotrépico, o tensor K (x) pode possuir 9 componentes
nao nulos. Esta consideragdo é incomum na &area de Reservatorios que, em geral,
considera o meio poroso ortotrdpico, reduzindo o tensor K (x) para apenas trés
componentes nao nulos. A titulo de simplificacdo, neste trabalho sera adotada ainda

a premissa de que as razoes de anisotropia do meio sao idénticas ao longo de todo o
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dominio. Dessa forma, o tensor de permeabilidade se reduz a

Ko (x) k:(:y(x) k2 ()
K(x) = [ kye(x) Fyy(x)  Fya(x)
Barl) () Fea(3)
Fpw(X) 0 0
= 0 Ky (x) 0
0 0 kea(x)
k., 0 0
=10 k, 0 |kp(x) (3.3)
0 0 &k,

Para adimensionalizacao deste problema, serao utilizados os seguintes grupamentos
adimensionais, escolhidos de forma a transformar o meio anisotréopico em um meio

isotropico equivalente:

¢ |k
= —/— A4
€D I ]Cg (3 a)
kt
tp=——— 3.4b
P PpyeyL? ( )
kL
pp(X,tp) = —Ap(x,t) (3.4c)
qrs
Sp(xp) = L*§(x) (3.4d)
onde
(e {ny,2) (3.4¢)
k= Jkykyk, (3.4f)
Ap(X, t) =Pi — p(X> t) (34g)
L = comprimento de referéncia (3.4h)

Substituindo a Equacao (3.3) e as Equagdes (3.4a—d) nas Equagoes (3.2a—c), chega-
se a seguinte forma adimensional para o problema do ponto fonte que sera tratado

neste trabalho:

0
Vv . [kJD(XD)VpD(XD,tD)] + 5D(XD — XwD) = % Xp € \%4 (35&)
D
pp(xp,0) =0 xp € V (3.5b)
%ﬁj = Vpp(xp,tp)-n=0 Xp € 5 (3.5¢)
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3.2 Solucgoes Analiticas Classicas

Esta Secao nao tem por objetivo demonstrar a resolugdo do ponto fonte atra-
vés de abordagens classicas da literatura. Ao invés disso, o objetivo é simplesmente
relembrar a forma das principais solugoes que serdo necessarias no restante do traba-
lho, como filtro' ou como referéncia para as aplicacdes numéricas?, e homogeneizar
eventuais diferengas de notacao entre os trabalhos encontrados na literatura.

Todas as solugoes para a pressao adimensional pp serao acompanhadas da sua
derivada temporal dpp/0tp, devido a grande importancia dessa funcao para a ca-

3

racterizacao de reservatérios®, conforme ja citado na Secao 2.1.

3.2.1 Ponto Fonte em Meio Homogéneo Infinito

A solugao do ponto fonte foi apresentada inicialmente por KELVIN (1884) para
problemas de condugao de calor, tendo sido extensivamente utilizada por CARSLAW
e JAEGER (1959). Na édrea de Reservatérios, foi utilizada por GRINGARTEN e
RAMEY (1973) para construcao de uma biblioteca de solugoes analiticas, e poste-
riormente por OZKAN e RAGHAVAN (1991a) para o mesmo propdsito no campo
de Laplace.

Usando a mesma notagao e grupamentos adicionais definidos na Sec¢ao 3.1, este

problema pode ser descrito por

0
VzpD(XD,tD) + (SD(XD — XWD) = % xp €V (36&)
D
pD(XD,O) =0 xp eV (36b)
lim pp(xp,tp) =0 (3.6¢)
Xp—00
cuja solucao ¢ dada por
1 Rp
tp) = ———erfc | —= .
pp(Rp,tp) IRy o <2\/5> (3.7a)
8pD 1 R2D
= - 3.7b
at[) (47TtD)3/2 eXp( 4tD ( )
onde
Rp = \/(xD —2ywp)? + (Y0 — Yuwp)* + (2D — 2uwp)? (3.7¢)

Por comparagao entre as Equagoes (3.5a—c) e (3.6a—c), entende-se que estas ex-

pressoes seriam um caso limite das Equagoes (3.5a—) para o caso em que o tama-

!Conforme ser4 descrito nas Secdes 3.4.2 e 5.1.1.
2 Apresentadas nas Secoes 5.2 e 5.3.
3Na forma da derivada logaritmica dpp/dIntp =tp Opp/dtp .
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nho do dominio V' tende ao infinito em todas as diregoes, para o caso particular de

kp(xp) = 1 (meio homogéneo).

3.2.2 Ponto Fonte em Meio Homogéneo Finito, Retangular

e Sem Fluxo no Contorno

O método das imagens (LARSEN, 1981) pode ser empregado na solugao da
Secao 3.2.1 para recriar o efeito de um meio finito nas trés dire¢oes ortogonais z, y e
z, efetivamente descrevendo um meio finito retangular, através da soma de infinitas
fontes virtuais a distancias definidas da fonte real. Para todos os efeitos, trata-se da

solugao do problema

0
V2pp(xp,tp) + 0p(Xp — XupD) = 8]th xp €V (3.8a)
D
pp(xp,0) =0 xp €V (3.8b)
a(;if = Vpp(xp,tp) :n=0 Xp € 5 (3.8¢)

que pode ser escrita como (OZKAN e RAGHAVAN, 1991b)

+o0 +o0 +o0 2 2

pp(Xp,tp) = Z Z Z ZZZSZWM Xp,tp) (3.9a)

k=—o00 m=—ocon=—00i=1 j=11=1

+o00 +oo +oo 2 a

Ipp 2 2
oy =2 2 2 220 5 [Sikgminl (3.9b)

k=—00 m=—o00 n=—00 i=1 j=1[=1 D

onde
1 Rpikjm,in
Sikimin(XD, t erfc Al 3.9¢
" l( P D) 47TRDzk]mln ( 2\/tD ) ( )
Sitimin] = ——— exp | — L Dikmin 3.9d
8tD[ gt ] (47TtD)3/2 eXp( 4tD ( )

RDik,jm,ln = \/(ZL‘DZ — QkaD>2 + (yDj — 2mLyD)2 + (ZDl — QRLZD)Q (396)
qu = gD + (_l)qéwD le {xvyv Z}, qc {i7j7 l} (39f)

Por comparagdo entre as Equagoes (3.5a—c) e (3.8a—c), nota-se que esta tam-
bém deve ser a solucdo do problema descrito na Secao 3.1, para o caso particular
kp(xp) = 1 (portanto, meio homogéneo).

Pode-se aplicar um critério de reordenamento para a realizacao dos somatoérios
multiplos das Equagoes (3.9a) e (3.9b), selecionando prioritariamente os termos que

mais contribuem para o resultado final. Trata-se do mesmo procedimento utilizado
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para solucoes obtidas por Transformacao Integral?. Nesse caso, as Equagoes (3.9a)

e (3.9b) podem ser reescritas como

= 1 Rp;(xp)
tp) = E — erfc | ———= 1
PotxD:to) = 2 4wRDi(xD)erC< N > (310
Opp & 1 Rp;(xp)
— - e St 1
dtp = (4rtp)3 eXP( 1 (3.10b)

onde cada indice 7 deste somatorio inico corresponde a uma combinacao dos indices
1k, ym, In originais. O critério de ordenamento mais apropriado, nesse caso, é aquele
que prioriza as imagens mais proximas da fonte e, portanto, minimizam o valor da
distancia Rp;(xp).

Enquanto a forma encontrada na literatura de Reservatorios é a das Equa-
¢oes (3.9a) e (3.9b), a implementagdo adotada neste trabalho priorizou a forma

das Equagoes (3.10a) e (3.10b), em funcao do ganho de desempenho computacional.

3.3 Solucao Formal Generalizada por Transfor-

macao Integral

Nesta Se¢ao, uma versao generalizada do problema descrito na Se¢ao 3.1 sera
resolvida por GITT. Esta solucao sera adotada como base para as discussdes apre-
sentadas nos Capitulos 4 a 6.

Seja a seguinte versao generalizada das Equagoes (3.5a—¢):

0
w(XD)aZZg + LA{pp(xp,tp)} = 9(xD,tD,PD) xp €V (3.11a)
B{pp(xp,tp)} = ¢(xp,tp,pp) Xp € S (3.11h)
pp(xp,0) = f(xp) xp € V (3.11c¢)

onde os operadores L e B sao definidos por

V . [kp(xp)V(-)] + d(xp)(+) (3.11d)

a(xp)(-) + B(XD)]{:D(XD)@ (3.11e)

L
5 on

A solugao das Equagoes (3.11a—e) por GITT passa pelos seguintes passos:

1. Definir um problema de autovalor e, a partir dele, estabelecer um par de

formulas para transformacao e inversao do problema original;

4Este procedimento serd detalhado na Secdo 3.4.1.
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2. Transformar a equagao diferencial parcial original e resolver o sistema para

obter os potenciais transformados;
3. Resolver o problema de autovalor escolhido;
4. Reconstruir os potenciais originais através da férmula de inversao.

Estes passos serdo detalhados no restante dessa Secao para obtencao da solugao
formal do problema generalizado, conforme demonstragao em COTTA et al. (2018b).
De posse desta solucao, o problema original podera ser resolvido através da seguinte

correspondéncia de termos entre as Equagoes (3.5a—c) e as Equagoes (3.11a—e):

w(x) = (3.12a)
9(xp,tp,pp) = 5D( XD — XwD) (3.12Db)
¢(xp,tp,pp) =0 (3.12¢)

f(xp) =0 (3.12d)
d(xp) =0 (3.12e¢)
a(xp) =0 (3.12f)
B(xp) = . (1XD) (3.12g)

Vale ressaltar que a formulac¢ao generalizada das Equagoes (3.11a—e) admite que
o problema possa ser nao-linear, através da dependéncia dos termos fonte g e  em
relacdo ao potencial pp. Ainda que o problema tratado neste trabalho seja linear, o
que pode ser visto pelas Equagoes (3.12b) e (3.12¢), isso ndo é uma limitagdo para
aplicagao da GITT.

3.3.1 Definicao do Problema de Autovalor e Par de Férmu-
las para Transformacao e Inversao

O problema de autovalor escolhido devera incorporar o maximo de informacao

possivel sobre as variacOes espaciais dos coeficientes do problema original, de modo

a acelerar a convergéncia da solucao. Este problema pode ser obtido pela aplicagao

do método de Separagao de Varidveis a versao homogénea das Equacoes (3.11a—e).

Dessa forma, define-se o problema de autovalor

L{Yi(xp)} = pjw(xp)i(xp)  xp eV (3.13a)
B {vs(xp)} = 0 xp € S (3.13D)
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e, a partir dele, propoe-se o seguinte par de férmulas para transformacao e inversao

do problema original:

transformada: ppi(tp) = /Vw(xD)zZi(xD)pD(xD, tp)dv (3.14a)
inverss:  pp(xp,tp) = > Pos(tn)di(xp) (3.14b)
i=1
onde
bi(xp) = @”&(]%) (3.14c)
Ny, = /V w(xp) (xp)dv (3.14d)
/v w(xp )i (xp )Y, (xp)dv = d;; = delta de Kronecker (3.14e)

3.3.2 Transformacao da Equacao Diferencial Parcial Origi-

nal

Aplicando-se o operador / U;(x)(-)dv as BEquagoes (3.11a-c) obtém-se
v

CZ?Di + wippi(tp) = gi(tp, Po(tp)) (3.15a)
D
pi(0) = f, (3.15D)

onde

¢(xp,tp,PD) [kD(XD) b _ Ui(xp)

_ _ . on

9i(tp,Pp(tpn)) = Gi(tp) — : (xp) + B(xD) ds  (3.15¢)
iltn) = [ di(x0)g(xp, to,po))do (3.154)
Fi= [ wixp)di(xp)f (xp)dv (3.15¢)
Po(tp) = {Ppi(tn), Poa(tn), -} (3.15f)

Vale ressaltar que nao ha nenhuma derivada espacial no sistema formado pe-
las Equagoes (3.15a—f): o problema original das Equagoes (3.11a—e), composto por
uma equagao diferencial parcial em (xp,tp), foi reduzido a um sistema infinito de
equagoes diferenciais ordinarias somente em tp. No caso mais geral de um sistema
acoplado, este devera ser truncado a uma ordem suficientemente grande e resolvido
numericamente por rotinas computacionais consolidadas para resolu¢ao de EDOs,

disponiveis em todas as principais linguagens de programacao.
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O truncamento de um sistema infinito implica, evidentemente, em uma aproxi-
macao da solucao para o potencial transformado. Entretanto, vale ressaltar que o
erro pode ser controlado através do aumento da ordem de truncamento, tornando-se

tao pequeno quanto necessario para a aplicacgao.

Caso particular de equagoes desacopladas

Caso gi(tp,pp(tp)) = gi(tp), o sistema de equagoes torna-se desacoplado e ad-

mite solucao analitica pelo método do fator integrante:
- _ 2t — tp 2_
pp;(tp) = e 1i'P [fz +/ e“iTgi(T)dT] (3.16)
0

3.3.3 Resolucao do Problema de Autovalor

Se o problema de autovalor proposto das Equagoes (3.13a) e (3.13b) no pro-
cedimento da GITT possuir solugao analitica, esta pode ser usada diretamente na
formula de inversao para reconstrucgao do potencial original. Quando a equacgao ori-
ginal apresentar coeficientes com variagoes espaciais arbitrarias, é possivel i) escolher
coeficientes constantes caracteristicos para o problema de autovalor; ou ii) carregar
os coeficientes variaveis originais para o problema de autovalor. No primeiro caso,
o problema de autovalor permanece totalmente analitico, mas é possivel que ocorra
maior dificuldade de convergéncia da expansao da Equagao (3.14b). No segundo
caso, nao havendo solucao analitica, uma forma de resolver a questao é aplicar no-
vamente a GITT sobre o problema de autovalor, produzindo um segundo problema
de autovalor auxiliar (mais simples, com solugdo analitica) que serd usado para re-
construir as autofungoes do primeiro problema e este, por sua vez, para reconstruir
o potencial do problema original.

Supondo nao haver solu¢ao analitica para o problema das Equagoes (3.13a)

e (3.13b), propde-se o seguinte problema de autovalor auxiliar:

L{Q(xp)} = njzw(XD)Qj(xD) xp €V (3.17a)
B{Q;(xp)} =0 xp € S (3.17b)
onde
L=-V - [kp(xp)V ()| +d(xp)(") (3.17¢)
B = a(xp)(-) + B(XD)]%D(XD)%(I;) (3.17d)

e onde os coeficientes W(xp), kp(xp) e d(xp) sdo escolhidos de forma a que o

problema auxiliar tenha solugao analitica conhecida. O par de férmulas de transfor-

28



macao e inversao pode entao ser definido por:

transformada: %j = / W(xp)Q; (xp )i (xp ) dv (3.18a)
v
inversa: Yi(xp) = ZEUQJ'(XD) (3.18Db)
j=1
onde
Q;(xp) = Q\;;{—D) (3.18¢)
£
Ng, = / i (xp) 2 (xp ) d (3.18)
v
/ W (xp)Q%(xp)Q;(xp)dv = §;; = delta de Kronecker (3.18e)
v

Aplicando-se o operador / Q,(xp)(-)dv as Equacdes (3.17a) e (3.17b), obtém-se o
v

problema de autovalor algébrico

[(A+C) — uiBJh; =0 (3.19a)

onde as matrizes A, B e C sao dadas por:

~ A

A=Ay = —/ng(B—B){Qk(xD)}ds—/VQj(xD)<£—c){§zk(xD)}dv (3.19h)

B =B = /V (%), (xp) % (xp )dv (3.19¢)
C=Ci=nb (3.19d)
onde
d;1 = delta de Kronecker (3.19¢)
Qa‘(XD) - %D(XD)(?I;
G = (3.19f)

a(xp) + B(xp)

O problema de autovalor matricial algébrico da Equacao (3.19a) pode ser truncado
a uma ordem suficientemente grande e resolvido numericamente para obtencao dos
autovalores p; do problema original e dos autovetores transformados @l Entao,
a formula de inversdo da Equacdo (3.18b) pode ser utilizada para reconstruir as
autofungoes 1;(xp) do problema original.

Nessa etapa ocorre o truncamento de um sistema algébrico infinito, o que implica
uma aproximagao. Entretanto, da mesma forma como citado na Secao 3.3.2, o erro
pode ser controlado através do aumento da ordem de truncamento, tornando-se tao

pequeno quanto necessario para a aplicagao.
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3.3.4 Reconstrucao dos Potenciais Originais

Tendo resolvido o problema transformado das Equagoes (3.15a—f) para obtencao
dos potenciais transformados pp,, e de posse dos autovalores p; e das autofungoes
¥i(xp) obtidos a partir das Equagoes (3.19a—f), o potencial original pp(xp,tp) pode
ser reconstruido a partir das formulas de inversao das Equagoes (3.14b) e (3.18b).

Vale ressaltar ainda que as féormulas de inversao sao baseadas em somatorios
infinitos, o que requer truncamento para uma aplicacdo numérica. Assim como
ocorreu nas Secoes 3.3.2 e 3.3.3, isso d& origem a uma aproximacao, cujo erro diminui

conforme a ordem de truncamento aumenta. No caso particular em que

1. O sistema de equacgoes para os potenciais transformados, Secao 3.3.2, for de-

sacoplado; e
2. O problema de autovalor, Se¢ao 3.3.3, apresentar solugao analitica,

o truncamento do somatorio na férmula de inversao sera a tnica fonte de erro para
uma aplicagdo numérica calculada a partir desta formulagao. Essa situagao ocorre
no uso da Transformacao Integral Classica (CITT), que serd utilizada na Secao 4.1

para a solucao de um problema em meio homogéneo.

3.4 Reordenamento de Autovalores e Filtragem

Analitica do Problema

Como a solugao formal da Equagao (3.14b) é dada por uma série infinita, que
precisara ser truncada para calculo dos potenciais, uma preocupacao importante
diz respeito a sua taxa de convergéncia. Se esta taxa for alta, poucos termos do
somatoério serdo necessarios para a obtencao da precisao desejada, reduzindo o custo
computacional da solug¢ao. Duas questoes importantes serao consideradas neste tra-
balho para aceleracao das taxas de convergéncia: o reordenamento dos autovalores

e a filtragem analitica da equacao diferencial parcial original.

3.4.1 Reordenamento dos Autovalores

No caso de problemas multidimensionais, a aplicacdo da Transformacao Integral
resulta em um problema de autovalor que também ¢ multidimensional®. Todas as so-
lugoes apresentadas até o momento neste trabalho utilizam um somatério inico para
representar a expansao em série, mesmo no caso geral de problemas multidimensi-
onais. Essa pratica nao ¢ unanime na literatura, ja que muitos textos empregam a

notagdo de somatorios duplos ou triplos para representar as solugdes obtidas apos

5 . so. . s . ’ . ~ <z .
°0 mesmo raciocinio se aplica para a técnica classica da Separagdo de Variaveis.
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aplicagao da féormula de inversao da Equagao (3.14b) em problemas com, respecti-
vamente, duas ou trés dimensoes (OZISIK, 1993).

Apesar de matematicamente correta, a forma contendo multiplos somatoérios in-
duz a escolha de ordens de truncamento independentes para cada dimensao espacial.
Esta escolha é ruim do ponto de vista computacional, uma vez que i) resulta em
um nimero grande de termos na série final; e ii) pode privilegiar termos de pequena
importancia para o resultado final, em detrimento de termos mais importantes. A
forma mais recomendavel de lidar com o cédlculo deste tipo de solugao é manter a
forma de somatoério tinico e reordenar os autovalores p; do problema multidimen-
sional, garantindo que termos de maior importancia para o resultado final sejam
incluidos antes de termos de menor importancia (COTTA et al., 2018Db).

Um exemplo simples que ressalta estas duas abordagens seria reescrever a Equa-

¢ao (4.6a) da Segao 4.1 deste trabalho como

pp(Xp,tp) = X0<wa)%(Z/wD)ZO<ZwD)XO(xD)%(yD)ZO(ZD)tD

+ 3 i i X j(2wp)Ye(Wup) Zi(200)X (D) Yilyp) Zi(2p) (1 — e*(A?ﬂiw?)tD)
J=1k=11=1 AF+ 7
(3.20a)
onde
mo= XAy (3.20b)
Qi(XwD) = Xj(wa)?k(wa)Zl(ZwD) (3.20¢)

Ao invés de arbitrar uma ordem de truncamento independente para cada direcao
ortogonal no somatério triplo da Equacao (3.20a), um critério mais razodvel seria

reordenar os termos em ordem crescente de

n?
Qi (XWD)

(3.21)

_ ‘ _ /\5 —l— V2 + l/i
Xj(l’wD)Yk(?/wD)Zz(ZwD)

e sO0 entao definir a ordem de truncamento global do problema, garantindo a con-
tabilizacao de termos de maior magnitude no somatério (portanto, com maior peso
sobre a convergéncia da solu¢do) antes de termos de menor magnitude.

No caso de solugoes para meios heterogéneos, onde os autovalores sao resultado
da solugao do problema de autovalor algébrico das Equacoes (3.19a—f), existe a difi-
culdade adicional de que o reordenamento precisa ocorrer antes do calculo dos auto-
valores p;: caso a montagem das matrizes A, B e C, influenciada por uma escolha
de ordenamento feita para o problema auxiliar homogéneo das Equacoes (3.17a-d),

nao contemple os termos de maior importancia para o resultado final, nenhum re-
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ordenamento posterior sera capaz de considera-los. Além disso, a importancia dos
termos nao é func¢ao exclusivamente da magnitude dos autovalores do problema au-
xiliar escolhido, mas também das variagoes espaciais de propriedades (kp(xp)) do
problema original.

Nos exemplos considerados no Capitulo 5, essa questao se mostra particularmente
importante em casos onde a diregdo de menor dimensao do espago (zp) apresenta
as maiores variagoes espaciais kp(xp). Como os autovalores da dire¢do zp no pro-
blema homogéneo, nesse caso, tém magnitude muito superior aos autovalores das
dire¢des zp e yp, um critério de reordenamento como o da Equagao (3.21) acaba pri-
orizando termos adicionais nas diregoes xp e yp e selecionando, comparativamente,
um menor nimero de termos na direcao zp. Como resultado, a série truncada pode
nao conter um quantitativo adequado de termos na direcdo zp para representar a
heterogeneidade desta direcao no resultado final.

Para obter um critério que considere a heterogeneidade do meio, pode-se multi-

plicar a Equagao (3.19a) por B!

(A" = p{T)p; = 0 (3.22a)

onde
A'=B'A+B'C (3.22Db)
I = matriz identidade (3.22¢)

Fica claro que os elementos da matriz A’ sao diretamente responsaveis pelos auto-
valores p? deste problema. Neste trabalho, serdo usados dois critérios de reordena-
mento complementares (COTTA et al., 2013b):

1. Em um primeiro momento, os autovalores do problema auxiliar homogéneo
serdo selecionados em ordem crescente da diagonal principal da matriz B='C.
Por inspegao da defini¢do das matrizes B e C nas Equacoes (3.19¢) e (3.19d),
constata-se que nenhuma delas é fungdo do coeficiente varidvel kp(xp) do
problema original. Em contrapartida, a matriz C é funcao dos autovalores n;
do problema de autovalor auxiliar. Por consequéncia, conclui-se que a matriz
B~!C utilizada neste primeiro critério considera a magnitude dos autovalores
auxiliares, mas nao a heterogeneidade do meio. Trata-se de um critério similar

ao da Equagao (3.21) para a versao homogénea do problema;

2. A esta lista preliminar, devem ser adicionados os elementos que ainda possam
contribuir de forma significativa para o resultado final. Estes serao escolhidos
em ordem crescente de magnitude dos termos da diagonal principal da matriz

B7'A. A defini¢do da matriz A, dada pela Equacdo (3.19b), mostra que esta
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depende do coeficiente variavel kp(xp) através dos operadores 5 e £, definidos
pelas Equagoes (3.11d) e (3.11e). Em contrapartida, ndo ha dependéncia direta
da matriz A em relacao aos autovalores 7; do problema de autovalor auxiliar.
Portanto, a matriz B~*A considera a influéncia que a heterogeneidade do meio

exerce sobre os autovalores do problema original.

3.4.2 Filtros Apropriados ao Problema Proposto

Problemas com termos fonte na equagao ou nas condigdes de contorno apresen-
tam taxas de convergéncia mais baixas. Consequentemente, para reducao do custo
computacional do calculo da solucao, sempre é recomendavel a aplicagao de filtros
que reduzam a importancia dos termos fonte (COTTA e MIKHAILOV, 1997). Uma
estratégia geral para filtragem de problemas é (COTTA et al., 2018b)

pp(Xp,tp) = Fp(xp;tp) + pp(Xp, tp) (3.23)

onde tp é um parametro na definigdo do filtro Fp(xp;tp). A aplicacdo da Equa-

¢ao (3.23) nas Equagoes (3.11a—e) resulta em

w(XD)ZZZi) + L{pp(xp,tp)} = ¢" (XD, tp, Ph) xp €V (3.24a)
B{pp(xp,tp)} = ¢*(xp,tD,PD) Xp € 5 (3.24Db)
p*D(XD> 0) = f*(XD) Xp € Vv (3240)
onde
* aFD
g (XD,tD) = g(XDatD) — ,C{FD(XD;tD)} — ’LU(XD)% (324d)
¢*(xp,tp) = ¢(Xp,tp) — B{Fp(xp;tp)} (3.24e)
[*(xp) = f(xp) — Fp(xp;0) (3.24f)

A aplicacdo do formalismo da GITT descrito na Secao 3.3 sobre o problema fil-
trado das Equagoes (3.24a—f), ao invés de diretamente sobre o problema original
das Equagoes (3.11a—e), resulta em uma expansiao em série de autovalores com taxa
de convergéncia mais alta que a do problema nao filtrado. Uma vez resolvido o
problema para o potencial filtrado p},(xp,tp), o resultado pode ser substituido no-
vamente na Equagao (3.23), juntamente com a defini¢ao do filtro Fp(xp;tp), para
reconstruir o potencial original pp(xp,tp).

No caso do problema do ponto fonte tratado neste trabalho, é possivel observar
na Equagao (3.5a) que o termo fonte da equagao diferencial é espacialmente concen-

trado, sendo representado por um delta de Dirac. Em uma situacao como essa, o
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uso do filtro terd por objetivo priméario distribuir a influéncia deste termo ao longo
do dominio, o que exerce efeito benéfico sobre a taxa de convergéncia da expansao
em série. Como serd discutido no Capitulo 4, esta técnica se mostra essencial para a
utilizacao da Transformagao Integral em problemas relacionados a testes de forma-
¢ao, em funcao da reducao do nimero de termos necessarios e, consequentemente,

reducao do custo computacional da solucgao.
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Capitulo 4

Solucao do Ponte Fonte em

Reservatorio Homogéneo

Neste Capitulo, a CITT sera aplicada para a resolu¢ao da versao de meio ho-
mogéneo (kp(xp) = 1) do problema descrito pelas Equagdes (3.5a—c). Portanto,

trata-se do problema

0
VQPD(XD,tD> + 5D(XD — XWD) = % Xp € Vv (41&)
D
pp(xp,0) =0 xp €V (4.1Db)
%P;ID:VPD(XD,tD)'HZO Xp € S (410)

Vale ressaltar que esta é uma versao particular da formulagao generalizada das Equa-
goes (3.11a—e), que pode ser obtida através das substitui¢des de varidveis descritas

pelas Equagoes (3.12a-g) e, adicionalmente, fazendo kp(xp) = 1.

4.1 Solucao por Transformacao Integral sem Fil-

tro

Uma primeira tentativa de solucdo deste problema em meio homogéneo ¢é apli-
car a Transformagao Integral diretamente sobre as Equagoes (4.1a—). A partir da

formulagao generalizada descrita na Secao 3.3, obtém-se o seguinte problema trans-

formado:
s, o _
dpDZ +n7ppi(tp) = Qi(xwp) (4.2a)
135)
ppi(0) =0 (4.2b)
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Neste trabalho, optou-se por reservar a notacao p; e Ji(xD) para representar, res-
pectivamente, os autovalores e autofungoes dos problemas em meios heterogéneos.
Para meios homogéneos, sera utilizada a notacao n; e Q,;(XD). Trata-se da mesma
notacao ja utilizada na Se¢ao 3.3.3 para representar o problema de autovalor auziliar
que, neste trabalho, serd sempre uma versao em meio homogéneo do problema de
autovalor original em meio heterogéneo.

As Equagoes (4.2a) e (4.2b) formam um sistema de equagoes diferenciais or-
dindrias desacoplado. Portanto, sua solugdo analitica é dada pela aplicagdo da
Equagdo (3.16):

QO (XwD)tD 7= 0

Poi(tp) =4 Q. ) 4.3
D(D) %Q’V]D)(l_e*ﬂim) 221 ( )

UB

O problema de autovalor escolhido para este problema é
V2Qi(xp) + n2Q(xp) = 0 xp €V (4.4a)
0%,
= 4.4b
on 0 Xp €S ( )
que corresponde as Equagoes (3.17a—d) com as substituigoes de varidveis

w(xp) =1 (4.4¢)
kp(xp) =1 (4.4d)
d(xp) = 0 (4.4¢)
a(xp) =0 (4.4f)
Blxp) =1 (4.4g)

E possivel reconhecer aqui a Fquacio de Helmholtz multidimensional. Sua solucio
é analitica, podendo ser obtida por Separacao de Variaveis. Para o caso de interesse

neste trabalho, sua forma tridimensional em coordenadas cartesianas é dada por

Qi(xp) =X (2p)Yn(yp)Zy(2p) (4.5a)

onde X m(Tp), ?n(yp) e Zp(zD) sao as solugoes para os problemas de autovalor

1O indice i = 0 representa o autovalor nulo 7y = 0.
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auxiliares em cada direcao ortogonal, dados por

Xk(UD) = COoS (pka) k e {0, 1,2,.. } (45b)

Pk = IIZ) (4.5¢)
LvD 1= 0

Ny, = Lup o (4.5d)

F(op) = X’“xj (4.50)

Xi(vp) € {Xm(wp), Yalyp), Z,(2p) } (4.50)

Pk € {>\mu Tns Vp} (45g>

e com autovalores 7; do problema de autovalor tridimensional dados por
=X+t (4.5h)

Substituindo a Equacao (4.3) e as Equagoes (4.5a-h) na férmula de inversao da
Equacao (3.14b), obtém-se a solu¢do do problema de meio homogéneo por Trans-

formacao Integral:

i(xwp )€ (x .
P (%D, tp) = Qo(%wn)Q(XD)tD —i-z 137)2 (p) (1 —e ”itD) (4.6a)
i=1 7
dpp . 2= 2¢
- Qz XWD XD) —htD (46b)
atD =0

Para aceleracao da convergéncia numérica das séries, os termos foram reordenados

em ordem crescente de )
n;
Qi (XWD>

Mesmo assim, e apesar de formalmente corretas, as Equacoes (4.6a) e (4.6b) apre-

(4.7)

sentam convergéncia numérica demasiadamente lenta para os problemas de interesse
da 4rea de testes de formacao?. Para ilustrar essa afirmacdo, serd utilizado um exem-
plo numérico baseado nos valores da Tabela 4.1 para os pardametros dimensionais
apresentados na Sec¢ao 3.1.

A Figura 4.1 apresenta um grafico log-log obtido a partir das Equacgoes (4.6a)

2Algumas caracteristicas importantes dos problemas desta rea ja foram detalhadas na Capi-
tulo 1

3Esse tipo de grafico é uma ferramenta comum na area de Avaliacio de Formacdes. As funcdes
plotadas sdo o Ap em relagdo a uma pressdo de referéncia, e sua derivada logaritmica temporal
Ap' = 9Ap/dInt. Conforme comentado na Se¢do 2.1, o grafico da derivada logaritmica permite
a identificagdo de regimes de fluxo que formam assinaturas caracteristicas para o reservatorio.

37



Tabela 4.1: Propriedades numéricas para o exemplo da Secao 4.1.

Parametro Valor Parametro Valor

Vazao do pocgo, g 70m3/d Raio do poco, ry, 4,75 pol
Permeabilidade em z, k, 2000 mD Dimensao em z, L, 2400m
Permeabilidade em y, k, 2000 mD Dimensao em y, L, 2400 m
Permeabilidade em z, k, 20mD Dimensao em z, L, 30m

Porosidade, ¢ 30 % Posicao do pogo em z, z,, 1200m
Viscosidade, p¢ 1cP Posic¢ao do pogo em y, y,, 1200m

Compressibilidade total, ¢; 250 x 107°1/kgf /cm? Posicao do poco em z, z,, 15bm
Pressao inicial, p; 300 kgf /cm?

e (4.6b) com os pardmetros numéricos da Tabela 4.1. Esta solugdo é plotada para
diferentes ordens de truncamento, e comparada com a solugdo das Equagoes (4.1a—
c¢) dada pela formulagao classica do método das imagens das Equagoes (3.9a—f). A
pressao é calculada na parede do “pog¢o” que, conforme convengao adotada na area
de Reservatorios, corresponde a posicao (z,v,2) = (Tw + Tw, Yu, 2w)- A Tazao para
evitar o célculo diretamente sobre a posi¢do do ponto fonte (z,y, 2) = (Tw, Yu, 2w)
fica aparente pela andlise das Equagoes (3.9¢), (3.9¢) e (3.9f): nesta posigao, que
correspondente a Rp = 0, a Equagdo (3.9¢) diverge em dire¢ao a +oc.

E possivel observar que:

1. Tanto as curvas de pressao (curvas superiores) quanto as suas respectivas de-
rivadas (curvas inferiores) apresentam comportamento assintético durante pe-
riodo significativo de tempo. Vale ressaltar que o horizonte de tempo de 0,01
horas (6 segundos) estd dentro do intervalo de interesse para utilizagdo no

contexto de testes de formacao;

2. As curvas de derivada convergem mais rapidamente que as curvas de pressao.
Ainda assim, a convergéncia da derivada para tempos da ordem de 0,01 horas

sO ocorrem para ordens de truncamento superiores a 100 000 termos;

3. Mesmo com uma ordem de truncamento de 1000000 de termos, a pressao
ainda apresenta diferenca de quase duas ordens de magnitude em relagao a

solugao exata.

Esta analise da dificuldade de convergéncia da solugao por CITT sem filtro tam-

bém pode ser vista nas Tabelas 4.2 e 4.3.
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Figura 4.1: Grafico log-log comparando a solugdo do ponto fonte em meio homo-
géneo por CITT com a solugao classica pelo método das imagens para reservatério
fechado. Foram utilizados 900 termos na solugao pelo método das imagens, orde-
nados segundo o critério descrito na Secao 3.2.2. Todos os calculos correspondem
a posicao (z,y,2) = (Ty + Tw, Yu, 2w). As curvas na parte superior do grafico cor-
respondem ao potencial, enquanto na parte inferior estdo as curvas da derivada

logaritmica.

Tabela 4.2: Convergéncia do Ap na posicao do ponto fonte para o problema das
Equagoes (4.1a—c), para diferentes ordens de truncamento. Foram utilizados 900
termos na solucao pelo método das imagens, ordenados segundo o critério descrito

na Secao 3.2.2.

Tempo Ap(Xw,t) = p; — p(xw, ) (kgf/cm?)
(horas) 10 100 1000 10000 100000 1000000 Met.
Imag.
0,001 0,0000 0,0001 0,0014 0,0154 0,1230 0,3632 26,9902
0,01 0,0001 0,0011 0,0129 0,1035 0,3697 0,6975 27,4117
0,1 0,0007 0,0089 0,0661 0,2231 0,5023 0,8307 27,5450
1 0,0054 0,0340 0,1082 0,2659 0,5450 0,8735 27,5877
10 0,0249 0,0596 0,1338 0,2915 0,5707 0,8991 27,6134
100 0,0551 0,0898 0,1640 0,3217 0,6009 0,9294 27,6436
300 0,1001 0,1348 0,2091 0,3667 0,6459 0,9744 27,6883
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Tabela 4.3: Convergéncia do Ap’ (derivada logaritmica) na posigdo do ponto fonte
para o problema das Equagoes (4.1a—c), para diferentes ordens de truncamento.
Foram utilizados 900 termos na solugao pelo método das imagens, ordenados segundo
o critério descrito na Secao 3.2.2.

Tempo Ap/ (Xw,t) = 0Ap/dInt (kgf/cm?)
(horas) 10 100 1000 10000 100 000 1000000 Met.
Imag.
0,001 0,000007  0,000107  0,001402  0,014609  0,087753  0,159271  0,308126
0,01 0,000073  0,001032  0,011699  0,063914  0,094067  0,097345  0,097472
0,1 0,000667  0,007387  0,028098  0,030824  0,030825  0,030825  0,030825
1 0,004437  0,011328 0,011480 0,011480  0,011480  0,011480  0,011480
10 0,011037 0,011102 0,011102 0,011102 0,011102 0,011102  0,011102
100 0,022660  0,022660  0,022660  0,022660  0,022660  0,022660  0,022660
300 0,067515  0,067515  0,067515  0,067515  0,067515  0,067515  0,065768

4.2 Aplicacao das Solucoes Analiticas Classicas

como Filtros para a Transformacao Integral

Devido a baixa taxa de convergéncia, as Equagoes (4.6a) e (4.6b) possuem pouca
utilidade no contexto de testes de formacao. Um passo natural na direcao de me-
lhorar esta taxa de covergéncia ¢ a utilizacao de filtros analiticos (Segao 3.4.2). As
Equagoes (4.1a—) ja apresentam condigoes de contorno e inicial homogéneas. O
unico termo fonte do sistema, responsavel pela sua baixa taxa de convergéncia, esta
na prépria equagao diferencial parcial. Trata-se ainda de uma fonte independente
do tempo, e extremamente concentrada no espaco. E natural supor que um filtro
que respeite este termo fonte durante o periodo transiente do problema e distribua
sua influéncia ao longo do dominio possa ter boas chances de acelerar a taxa de
convergéncia da solugao.

As solugbes analiticas classicas para meios homogéneos apresentadas na Segao 3.2
respeitam perfeitamente o termo fonte, a condicao inicial e a propria equacao dife-
rencial parcial do problema descrito pelas Equagoes (4.1a) e (4.1b). A solugao para
reservatorio fechado da Secao 3.2.2 também respeita integralmente as condigoes de
contorno da Equagao (4.1¢). Por estas razoes, esta solugdo serd adotada como filtro

para o problema heterogéneo do Capitulo 5.
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4.3 Relacao entre as Solugoes Classicas e a Trans-

formacao Integral

As solugoes classicas da area de Avaliacdo de Formagoes sdo construidas, de
forma geral, a partir da aplicacao do método das imagens a um ntcleo de solugao em
meio infinito. Portanto, a forma mais simples da solucao é aquela de meio infinito,
com cada contorno adicionando complexidade extra as equagoes sob a forma de um
somatorio infinito naquela direcao.

A Transformacao Integral parte imediatamente de uma formulagao de meio fi-
nito, sendo que sua aplicagdo a meios infinitos passa pela consideragao de algumas

particularidades:

o A aplicacao da CITT a um problema de meio infinito gera um espectro conti-
nuo de autovalores. Isso pode ser constatado na Equacao (4.5¢), que mostra
que a magnitude dos autovalores tende a zero conforme aumenta o tamanho do
dominio. Como os problemas transformados pela CITT resultam em um sis-
tema de equacoes diferenciais infinito mas desacoplado, ainda é possivel obter
a solucao por meio de um processo de limite adequado, convertendo o somato-
rio da férmula de inversdo da Equagao (3.14b) para autovalores discretos em
uma integral para o espectro continuo de autovalores do problema (OZISIK,
1993);

e No caso de problemas nao transforméaveis no sentido classico, a aplicacao da
GITT gera um sistema de equagoes diferenciais infinito e acoplado. No caso
de um espectro continuo de autovalores, nao é possivel aplicar o procedimento
de solugao descrito na Sec¢ao 3.3 para truncar e resolver este sistema infinito.
Nestes casos, as alternativas sdo i) truncar o dominio infinito em um tama-
nho finito suficientemente grande para os tempos de interesse; ii) propor uma
mudanga de varidveis que transforme o dominio infinito em um dominio fi-
nito (ALMEIDA, 1994); ou iii) trabalhar com uma fronteira virtual mével,

conforme descrito nas propostas de trabalhos futuros do Capitulo 7.

Esta Segao se propoe a demonstrar que a solucao classica das Equagoes (3.9a—f)
para o ponto fonte em meio homogéneo finito, obtida pelo método das imagens, e
a solucdo por CITT das Equagoes (4.6a) e (4.6b) para o mesmo meio homogéneo
finito, sdo, de fato, a mesma solucao.

O ponto de partida serd a Equagao (4.6b), solucao por CITT para a derivada
da pressao no problema de meio finito. Reescrevendo o somatério em i como um

somatorio triplo em cada dire¢ao ortogonal e substituindo a solugao do problema de
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autovalor das Equagoes (4.5a-h), obtém-se

9o _ > Qi(Xwp)i(xp )e 2
op =
o0 oo oo 1

-Eifeaw

€08 (AmTwp) €08 (YnYwp) €OS (Vp2wD
== XmNY NZ ( ) ( ) ( p )

X €08 (A p) cos (Yyp) cos (l/pzD)e_’\gntDe_VgtD e~ Vptp

> 1
= <Z cos (A Typ) COS ()\m:vD)e_’\gntD>
— NVx,,

0o 1 B
X (Z Ni cos (7nwa> cos (’YnyD)e 'Y%tD>
n=0 Yn

> 1
X (Z —— c0s (Vpzyp) COS (szD)e”IQ?tD) (4.8)
=0 Nz
p P
Os trés termos entre parénteses da Equacao (4.8) sao andlogos, representando a
expansao em série de autofungoes das trés diregoes ortogonais do problema. Dessa
forma, a manipulacao algébrica de um deles pode ser facilmente estendida aos outros
dois. Tomando o termo na direcao = para exemplificar essa manipulacao algébrica:

> 1
Z €08 (A yp) COS ()\me)e_)‘%@tD
NXm

{COS m(Tp + Tywp)) + cos (A (zp — wa))]e)‘?ntD

(1 +2 fj cos (A (zp — wa))eA?ntD>}

m=1

201 [ o < m27r2tD> ( Tp + (—1)k$wp>1
= 1+4+2 exp | — cos | mm
kz::l 2Lur 2 exp 2, Lup

m=1

A férmula da Soma de Poisson pode ser escrita como (RAGHAVAN, 1995)

= (€ —2n&)*]  Vat s n2m2t ¢
> exp [— m ] = [1 +2> exp (— & > cos (mrfe)] (4.10)

n=—o00 n=1

A menos da mudanga de notagao, o lado direito da Equagao (4.10) corresponde

exatamente a cada termo do somatério da Equagao (4.9). Portanto, aplicando a
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soma de Poisson, a Equacao (4.9) pode ser escrita como

> 1
> 08 (AmZwp) €08 (Amap)e ntP
Nx. .

St [ st

(4 tD k=1n=—00

(4.11)

Aplicando a mesma manipulagdo aos termos da Equacao (4.8) correspondendo as

diregoes y e z, chega-se a

—+00

dpp I 2 2 2 Rka,jnzp
ot <4m wE 2 2 5 kZZ exp| —— (4.12a)
1

M=—00 N=—00 p=—00 j=1l1i=

onde

Rka,jn,ip - \/(ka - QmLxD)z + (yDj - 2nLyD)Q + (zDi - 2pL2D)2 (412b)
quZKD_{_(_]')qewD le {xvya Z}7q€ {kvjvl} (4120)

que é exatamente a derivada da solucao analitica classica para o ponto fonte em um
reservatério retangular e sem fluxo no contorno, dada pela Equacao (3.9b). Dadas
condigoes iniciais pp(xp,0) idénticas, ambas as expressoes produzirdo a mesma
solucdo pp(xp,tp). Entretanto, vale ressaltar que cada forma da solugao apresenta
caracteristicas de convergéncia distintas (RAGHAVAN;, 1995):

« A forma exponencial das Equagoes (3.9a) e (3.9b) converge mais rapidamente

para tempos curtos, quando tp < L?,/m em cada diregao v;

o A forma da CITT das Equagoes (4.6a) e (4.6b) converge mais rapidamente

para tempos longos, quando tp > L%, /7 em cada diregao v.

Para referéncia, utilizando os parametros numéricos da Tabela 4.1, os valores citados
para tp seriam 8,2 dias (197 horas) nas diregdes z e y, e 3,1 horas na dire¢ao z. A
aplicacao eficiente destas expressoes deveria considerar estes limites na escolha da
forma mais apropriada para convergéncia acelerada, em cada situacao.

Dessa forma, conclui-se que a solugao classica do ponte fonte em um reservatorio
fechado € a propria solucao da CITT, apods aplicagdo da férmula de Poisson. Am-
bas as metodologias de solu¢ao (método das imagens a partir da solu¢do de meio
infinito; e a prépria Transformagao Integral) produzem expressoes equivalentes, em
formatos distintos. O formato mais apropriado a utilizar passa pela avaliagdo das

caracteristicas de convergéncia mais vantajosas para cada caso de interesse.
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Capitulo 5

Solucao do Ponto Fonte em

Reservatorio Heterogéneo

O problema geral para o ponto fonte em um reservatério heterogéneo é descrito
pelas Equagoes (3.5a—c). Trata-se de uma versdo particular da formulacao gene-
ralizada das Equagoes (3.11a—e), que pode ser obtida através das substituigoes de
varidveis descritas pelas Equagoes (3.12a-g).

Apesar de ser um problema com condigoes de contorno e inicial homogéneas, nao
serd tentada sua resolucao sem a aplicacao de filtros para o termo fonte da equagao
diferencial. Conforme ja demonstrado na Secao 4.1 para a versao homogénea deste
problema, essa tentativa nao deve atingir desempenho computacional aceitavel. Ao
invés disso, a propria solucao de meio homogéneo serd utilizada como filtro, na

tentativa de produzir resultado computacional satisfatorio para o meio heterogéneo.

5.1 Transformacao e Solucao do Problema

As Equagoes (3.24a—f) descrevem de forma generalizada o problema para célculo
do potencial filtrado p},(xp,tp) que, uma vez resolvido, pode ser utilizado para
reconstruir o potencial pp(xp,tp) através da Equagao (3.23), por intermédio do
filtro Fp(xp;tp). Substituindo as Equagdes (3.12a-g) nas Equacoes (3.24a-f), e
considerando Fp(xp;tp) como sendo a solugdo do problema homogéneo descrito

pelas Equagoes (4.1a—c), chega-se a

Ipp

V - (kp(xp)Vpp(xp,tp)) + ¢" (XD, D) = T xp €V (5.1a)
D
pp(xp,0) =0 xp €V (5.1b)
a *
Po _ Vph(xp,tp) -n=0 Xp €5 (5.1c)

on
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onde

OF
9" (xp,tp) = 0p(Xp — XwD) — aTD -V - (kp(xp)V Fp(xp,tp)) (5.1d)
D

(1)

O termo (1) da Equagao (5.1d) corresponde ao efeito exercido pelo filtro Fpp(xp;tp)
escolhido sobre o termo fonte g(xp,tp) original do problema. Na forma atual da
Equacao (5.1d), ainda nao é possivel visualizar a razao pela qual o filtro escolhido
tem efeito benéfico sobre a taxa de convergéncia da solucao. Esta razao serd expli-

cada na Segao 5.1.3, apés simplificagao do termo (1).

5.1.1 Equacoes do Filtro

Antes de prosseguir, convém considerar a questao da permeabilidade do filtro
Fp(xp,tp). Enquanto o problema de meio homogéneo, por defini¢do, admite um
tnico valor para a permeabilidade kp(xp) (tomado como kp(xp) = 1 na Secao 4.1),
o meio heterogéneo admite uma funcao de permeabilidade variando no espaco. Ao
utilizar a solucao de meio homogéneo como filtro, admite-se a escolha de um tnico
valor de permeabilidade para a retirada do maximo possivel de informagao do termo
fonte da equacao diferencial. Dessa forma, torna-se natural a escolha do valor de

permeabilidade na posicao da propria fonte:

kD(XD) = kD(XwD) = ka (52)

XD=XwD

Substituindo a Equacao (5.2) nas Equagoes (3.5a—c) para o filtro F)p(xp,tp), chega-

Se a
oF
k?wDVQFD(XD,tD) + 5D(XD — XwD) = WD xp eV (53&)
D
FD(XD,O) =0 Xp € \% (53b)
0Fp
g :VFD(XDﬂfD)'n:O Xp €S (53C)
cuja solucao é dada por
© 1 RD '(XD)>
Fp(xp,tp) = erfc | ———= 5.4a,
D< b D) jZO 47TkaRDj(XD) (2\/ /CthD ( )

ou

L 8 (xup),
Fp(xp,tp) = Qo(xwp)Q0(Xp)tp + Y ](Xle))ng (xn) (1 - eikwmftﬂ (5.4b)
i=1 wD1)j
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com derivadas

oFp & Rpj(xp)

S o S——— A2 5.5

Otp jz:% irk DtD)3/2 eXp( e (5.52)
ou

OF, &= - _

=30y ()0 (xp)e e (5.50)
tr

A equivaléncia entre as duas formas distintas para a solugao do filtro Fp(xp,tp) ja

foi discutida na Secao 4.3.

5.1.2 Definicao e Solugcao do Problema de Autovalor

Para a resolucao do problema filtrado, propoe-se o seguinte problema de auto-

valor:
V. [kZD(XD)V&i(XD)} + M?QL(XD) =0 Xp €V (56&)
O,
6%1 =0 Xp € 5 (56b)

e, a partir dele, o par de férmulas para transformagao e inversao:

transformada:  pj,(tp) :/‘/@i(xD)pE(xD,tD)dv (5.6¢)

inversa:  pph(xp,tp) = im}i(t,j)@(x])) (5.6d)

No caso mais geral de kp = kp(xp), o problema de autovalor descrito pelas Equa-
¢oes (5.6a) e (5.6b) ndo possui solugao analitica. Como alternativa, serd aplicada
a préopria Transformacgao Integral, conforme procedimento descrito na Secao 3.3.3,
para obtencao de uma solucao. Para isso, é proposto o seguinte problema de auto-

valor auxiliar mais simples:

kwp V2 (xp) + 72 Qm(xp) =0  xp eV (5.7a)
O,

com o seguinte par de féormulas de transformacao e inversao:
transformada: Yim(XD) = / Ui (xp ) Qe (xp ) dv (5.7¢)
v

inversa: Yi(xp) = i iimﬁm(XD) (5.7d)
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Observa-se que as Equagoes (5.6a) e (5.6b) e Equagoes (5.7a) e (5.7b) sdo um
caso particular das Equagoes (3.13a) e (3.13b) e Equagoes (3.17a—d), fazendo as

seguintes substituicoes de varidveis:

w(xp) =1 (5.8a)
d(xp) =0 (5.8b)
w(xp) =1 (5.8¢)
I%D(XD) = ka (5 8d)
d(xp) =0 (5.8¢)
a(xp) =0 (5.8f)
1
B(xp) = o (0] (5.82)

Dessa forma, a solugao para os autovalores e autofungoes transformadas do problema
original, necessédrias para a utilizacao da férmula de inversao da Equacao (5.6d), é

dada pelas Equagoes (3.19a-f) com as substitui¢oes de variaveis das Equagoes (5.8a—

g): _

(A —piB)tp; =0 (5.9a)

onde as matrizes A e B sao dadas por:

Ay = /V kp(xp) VY, (xp) - V4 (xp)dv (5.9b)

By, = 0, = delta de Kronecker (5.9¢)

A depender da forma da fungao kp(xp), a integral para os termos A;;, da ma-
triz A podera ser resolvida analiticamente. Caso isso nao seja possivel, optar pela
integracao numérica pode nao ser uma boa estratégia: a integracao das autofungoes
Qj (xp), que sdo fortemente oscilatérias conforme a ordem j aumenta, pode ter alto
custo computacional. Em contrapartida, kp(xp) tende a ser uma fungao mais bem
comportada na maioria das aplicagoes praticas. Uma opg¢ao nesses casos é empregar
uma técnica de integra¢ao semi-analitica (COTTA et al., 2015; COTTA e MIKHAI-
LOV, 2005), onde o dominio de integracao é particionado em subdominios disjuntos
nos quais a funcdo kp(xp) possa ser aproximada e removida do integrando. A forma
das heterogeneidades utilizadas a seguir pode ser considerada uma forma particular
desta técnica de integracao.

Partindo de um dominio inicial V' homogéneo, a heterogeneidade serd adicionada
por meio de N blocos retangulares e regulares, sendo que a funcao kp(xp) serd
constante no interior de cada bloco. Essa configuragao é ilustrada na Figura 5.1.

Esta opcao se deve a questoes de simplicidade construtiva, mas vale ressaltar que a
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Figura 5.1: Heterogeneidade do dominio representada por uma fung¢éo kp(xp) cons-
tante por partes, onde cada parte tem o formato de um bloco retangular e regular.

presente metodologia nao apresenta nenhuma limitacao em termos de aplicabilidade

para o caso de adocao de formas irregulares. Apenas, eventualmente, outras técnicas

de aceleracao de convergéncia poderao se fazer necessarias.
Sob estas hipdteses, a integral da Equagao (5.9b) pode ser dividida em integrais

separadas para cada subdominio, o que permite a retirada do fator kp(xD) do

integrando, conforme
Ajk - /V k?D(XD)VQj(XD) . Vﬁk(XD)dU

N
= kpn /V vV, (xp) - V4 (xp)dv
n=0 I

Lk (V)

= ivj kpnLin(Vi) (5.10)

onde o subdominio V; representa a regiao do dominio original externa a todos os

N blocos. A integracao da Equacao (5.10) pode se tornar trabalhosa: enquanto
os subdominios V,,,n € {1,2,..., N} criados sdo regulares, V se tornou irregular,

contendo “buracos” nas posi¢oes dos demais subdominios. Uma forma de contornar
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este problema é reescrever a integral como

N
Aji =Y kpplin(Va)
n=0

N
= kwplin(Vo) + Z kpnlin(Va)
n=1

= {ka]jk:(VO) + i\f: ka]jk(Vn)} + {— g: kwplin(Va) + g: k’Dank(Vn)}

n=1 n=1

N
= kwpLn(V Z — kp)Lin(Vi,) (5.11)

Dessa forma, todos os calculos da integral ;;(V,) sdo sobre dominios retangulares e
regulares. A expressao para I;;(V') pode ser ainda mais simplificada pela aplicacao

da primeira identidade de Green:

L(V) = /V Vv, (xp) - Vi (xp)dv

- 0
- ~ ~ 0N
= — /V Qj(XD) VQQk(XD) dv + /S Qj(XD)7kar;ﬁ'd8
(5.7a) —
(5.7b)
T [ & (O
:Aghf/‘QﬂxD)Qk@quv
wD JV
2
=5 (5.12)

ka

Substituindo a Equacao (5.12) na Equagao (5.11), chega-se a expressao final para

os termos da matriz A do problema de autovalor:

N
Aji =m0k — Y (kwp — k) (Vi) (5.13)
n=1
Para as demais integrais I;;(V},):
]jk‘ / VQ XD) VQk(XD)dU

9Q; Oy 0 0, 9Q; 0,
_ d
/ {0;1:,3 8;1:,3 * 8yD ByD + aZD 82,3 v
o0 OO, 99, an

89 O
S R / e 5.14
Vo 63@,3 (%D vt Vi ayD 8yD v n aZD 82,3 ( )
Lip(X) Iip(Y) Lix(2)

O problema de autovalor auxiliar escolhido, Equagoes (5.7a) e (5.7b), ja foi resolvido

na Secao 4.1 como parte da solucdo do problema do ponte fonte em reservatério
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homogéneo (k,p = 1) pela CITT. Para o caso de k,p qualquer, vale observar que a

Equagao (5.7a) pode ser reescrita como

V2Q(xp) + 172 (xp) = 0 (5.15a)
onde
;o Nm
ka

Comparando as Equagoes (4.4a) e (5.15a), vé-se que estas expressoes sao idénticas,
a menos da transformacdo de varidveis dada pela Equagao (5.15b). A solugao das
Equagoes (5.7a) e (5.7b), portanto, ¢ dada pelas Equagoes (4.5a-h) apds a mesma

substituicao de variaveis, resultando em autovalores dados por

2
2= m N2 a2 (5.16)
ka

Utilizando as Equacoes (4.5a-h), é possivel resolver as integrais I;;(X), Lx(Y)
e 1;3(Z) como
Q; 00
o8y, L

v, Oxp OTp

I (X) =

=/, X' (xp)X '}, (xp)Y;, (yp)Ys,(yp) Z;. (2p) Zi.(2p)dv
= XQZ(SUD)XQZ(ZED)WD/ %y(yD)?ky(yD)dyD/ Z;.(2p)Zk.(2p)dzp
YD

ZTDn n ZDn
(5.17a)

As integrais [;x(Y) e [;x(Z) sdo andlogas. Para as integrais em cada direcao da
Equacao (5.17a):

[ X @o) X (@p)dop =
1 sin [()\J — )\k: ).CED] sin [()\J + )\k: ).CED] }
2\/szNkz{ Aje = Aky Aje + Ak, i 7 M
1 sin(2\;,zp)
P\ D) A = A\ 0
N, [x’j o, 1 3o = e 7
Tp
— ANi =X, =0
N]Z Jx kac
(5.17b)
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/ X' (@p)X (zp)dzp =

Ajz)\k‘a: {sin [()\JI — )\kz)mD] B sin [()\]I + )\kz)mD] } A\ 7§ /\k
2,/N;, Ni, Ao = Ak, Ase M T e
4]\];;3 [2)‘jxxD — Sin(ZAijD)] /\ja: = /\kJ;

As integrais nas diregoes y e z sdo andlogas. Substituindo as Equagoes (5.17a—c)
na Equagao (5.14), e esta na Equacao (5.13), pode-se calcular os termos Aj, da
matriz A do problema de autovalor algébrico da Equacao (5.9a). A resolugao deste
problema, submetido a uma ordem de truncamento suficientemente grande, permite
o calculo dos autovalores p; e das autofungoes transformadas @ij do problema de
autovalor original. A férmula de inversao da Equacao (5.7d) pode entao ser utilizada

para reconstruir as autofungoes 1;1 (xp) do problema original.

5.1.3 Transformacao Integral do Problema Filtrado

Para facilitar a visualizagao do efeito de filtro que a fungao Fp(xp,tp) tem sobre

o problema, o termo (1) da Equagao (5.1d) pode ser manipulado da seguinte forma:

[OF
(1) - 8TD -V (k‘D(XD)VFD(XD7tD))‘|

| Jlp
[OFp , 2

=50 V - (kp(xp)V Fp(xp,tp))| + kwpV Fp(xp,tp) — kwpV Fp(Xp, D)
| Jlp
[OFp i

=%, = V - [(kp(xp) — kwp)V Fp(Xxp,tp)]| — kwpV Fp(xp,tp)

0Fp

oty kwpV?Fp(xp,tp)

=~V - [(kn(xp) — kup) VEFp(xp, 1p)] + [

Equacdo (5.3a)

= —V . KkD(XD) — ]{ZwD)VFD(XD,tD)] + (SD(XD — XwD) (518)

Substituindo a Equagao (5.18) de volta na Equagao (5.1d), chega-se a seguinte ex-

pressao para o termo fonte filtrado:

g*(XD,tD) = V . [(kD(XD) — ka)VFD(XD,tD)] (519)

Vé-se pela Equacao (5.19) que o termo fonte espacialmente concentrado do delta
de Dirac foi substituido por uma funcao continua e distribuida ao longo de todo o
dominio do problema, o que deve ter efeito benéfico sobre a taxa de convergéncia

da solugao.

Aplicando a metodologia descrita na Secao 3.3, chega-se ao seguinte problema
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para calculo dos potenciais transformados pri(t D)

dp, — _
CiDZ + 1 0p(tp) = gi (tp) (5.20a)
D
Ppi(0) =0 (5.20b)
onde
95 (tn) :/V?Zi(XD)g*(XD,tD)dU (5.20c)

Substituindo a Equacao (5.19) na Equagao (5.20c):

Gi(tp) = [ Gilxp)V + [(kn(xp) = Fup)V Fp(xp, tp)]dv
—/ % xp)V - [kp(xp)V Fp(Xp, tp) dv—/ % xp)kwp V> Fp(xp, tp)dv

(1) (2)

(5.21)

O termo (1) da Equacao (5.21) pode ser simplificado através da aplicacao da segunda
identidade de Green:

= /VFD(XD7tD)V' [kD(XD)V@Zz’(XD)]dUﬂL

OF O 4
/kD Xp) %(XD)% Fp(xp,tp) 0 ds

<~
( -3¢) (5.6b)
- /V FD(XDa tD) V. [kD(XD>V1;i(XD)} dv
(5.6a)
_'u? /V FD(XD; tD)'(Zi(XD)dU
=— i {/;zm:uzz/ FD(XD,tD)Qm(xD)dU (5.22)
m=0 %4

Na Equacao (5.22), as proprias autofungoes TZZ(XD) foram transformadas por um
problema de autovalor auxiliar mais simples, envolvendo as autofungoes auxiliares
Qm(XD), conforme procedimento descrito na Secao 3.3.3.

O termo (2) da Equagao (5.21) também pode ser simplificado, aplicando-se a
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mesma transformacgao das autofuncoes e a segunda identidade de Green:

(2) = i &zm/ Qm(XD)kaszD(XD,tD)dU
m=0 v

=3 i /V kwn V2 (x0) Fo (Xp, tp)dvt
m=0

ka

= E sz-m/vkav2Qm(XD)FD(XD,tD)dU
m=0
(5.7a)

== 3 Gyt |, Foloxo, ) x0) o (5.23
m=0 v

Substituindo as Equagoes (5.22) e (5.23) de volta na Equacao (5.21), chega-se a

Din (12, — 1) /V Fp(xp, tp)Qum(xp)dv (5.24)

(1)

gi(tp) = i

m=0

Falta resolver a integral (1) contendo o termo Fp(xp,tp) para obtencdo da ex-
pressao final para a fonte transformada g?(t p), € entdo poder resolver o problema
transformado das Equagoes (5.20a) e (5.20b). A forma da Equacdo (5.4b) é mais
conveniente para cdlculo da integral da Equagao (5.24), tendo sido adotada para
demonstracao na Secao 5.1.4 e para implementagao computacional neste trabalho.

O apéndice A demonstra o cédlculo alternativo da fonte transformada usando
a forma do filtro dada pela Equacao (5.4a). Entretanto, esta forma apresentou
custo computacional proibitivo devido a necessidade de aplicacao de integracao semi-
analitica em uma malha altamente discretizada, com um integrando que é fungao nao
s6 de xp e tp como também dos autovalores p; e das imagens j da Equagao (5.4a).

Sendo assim, nao sera utilizada no restante deste trabalho.
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5.1.4 Solucao do Problema Filtrado e Transformado

Substituindo a Equacao (5.4b) na integral (1) da Equagao (5.24):

(1) = Qo(%wn)tn /V o (%) Dy (X0 )do +

(3.18e)
j=1 anJ v
(3.18e)
QO(XWD)tD m =0
ka?]TQn mATw -

Substituindo a Equagao (5.25) de volta na Equagao (5.24):

9 (tp) = —iu?Q(Xwp)tp + Z <77m M’)Q (XwD)(l — e’k“’DngntD) (5.26)

anm

Substituindo a Equagao (5.26) na Equagao (5.20a), o sistema das Equagoes (5.20a)
e (5.20b) agora pode ser resolvido. Como ele é desacoplado, sua solugdo é analitica

e dada pela Equagao (3.16):

== Qm (XWD)

Z 2/}Om L Tom(tD) i=0
=472 P _ 5 (5.27a)
70 == Qm<XwD) .
—1;0Q0(xwn) Tio(tp) + Z wimTﬂmGD) 1 >1
m=1 wD
onde
_ 1 —kywpnZ,t
Tom(tp) = tp — o (1= e Fwmmto) (5.27b)
Tio(tp) = tp — i(1 —e7Hitr) (5.27¢)
T
1 1 —u? 1 772 - /JQ 2 _ 2
ﬂm t =\ — 4 1— Mitp\ _ _— [ __fm T uitp __ kwbDNitD
(éo) (u? n%L)( ‘ ) 2, (kwpn?n — [e ‘ }

(5.27d)
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Derivando a Equacao (5.27a) em relagao ao tempo, obtém-se ainda

Z w XwD) dTOm i=0
dppi _ " kup - dip (5.280)
dtp ; Q m(Xwn) dTim ‘1 '
- XW im (=
ioflo(XwD) dtD kwp  dtp
onde
dTom
dt(; =1 — ¢ kupinto (5.28h)
dT; 2
dtDO —1—eHitp (5.28¢)
AT, 1 e Moy = 17 ko T
el (o ) S e | [ R

De posse de uma solugao para os autovalores u; e 7, € para as autofungoes %m e
Qu(xp), as Equacdes (5.27a-d) e (5.28a-d) podem ser utilizadas junto com a férmula
de inversao da Equacao (5.6d) para reconstruir o potencial filtrado p},(xp,tp) e sua

derivada temporal:

o0

Pp(Xp,tp) :Z (xp)pp; (tp) (5.29a)
=0
r
OPh sz pDZ (5.29b)
otp &

Este potencial filtrado pode ser substituido na Equacao (3.23), juntamente com a
expressao do filtro dada pela Equagao (5.4a) ou Equagao (5.5a), para reconstruir o

potencial original pp(xp,tp) ou sua derivada dpp/dtp.

5.2 Aplicacao Numérica: Reservatorio Estratifi-

cado

As expressoes desenvolvidas na Se¢do 5.1 serao testadas nesta Segao.

Seja um ponto fonte posicionado em um reservatério retangular fechado, aniso-
trépico e estratificado em trés camadas de permeabilidades distintas. Este problema
pode ser formulado pelas Equacgoes (3.5a—c), tomando o multiplicador de permeabi-

lidade kp(xp) no valor de

1 2
1 *Lz S z S *Lz
kp(xp) = g =T =gl (5.30)
0,5 caso contrario
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y (m)

A Figura 5.2 ilustra este modelo de reservatério. O ponto fonte esta posicionado
em z,p = 0,5 L,p, portanto no centro da camada de maior permeabilidade. Serao
utilizados os mesmos valores numéricos do exemplo do caso homogéneo da Secao 4.1,
Tabela 4.1. Com estes valores, a forma especificada na Equagao (5.30) para kp(xp)
resulta em uma camada de 10m de espessura, para um reservatorio que totaliza
30m na direcao z.

Além da posigao do proprio pogo, pode-se investigar o comportamento da solucao
em outros pontos do reservatério. Para isso, foram posicionados pocos observadores
nas posigoes apresentadas de forma esquematica na Figura 5.2, com coordenadas

em relacao ao ponto fonte descritas na Tabela 5.1.

® ponto fonte
[ J

observadores

30
25
20
N
\E-?g/ 15
10 0
5 500
0
@Q
1000 2000
1500
(a) Visdao 3D do modelo.
30
® ponto fonte ® ponto fonte
® observadores ®  observadores
251 oo o
2000
20
1500 [
~ -
H £ 15 7 oo o

1000 o

500

T T T T
0 500 1000 1500 2000

T T T T
0 500 1000 1500 2000
2 (m)

y (m)
(b) Corte do plano z — y em z = zy,p. (c) Corte do plano y — z em & = xy,p.

Figura 5.2: Desenho esquemético com o modelo de reservatoério da Secao 5.2.
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Tabela 5.1: Posi¢oes dos pogos observadores em relagao a fonte, conforme esquema-
tico da Figura 5.2.

Ponto  Az(m) Ay(m) Az(m)

Fonte 0 0 0
Obs 1 inf 0 50 0
Obs 2 inf 0 125 0
Obs 3 inf 0 300 0
Obs 1 sup 0 50 10
Obs 2 sup 0 125 10
Obs 3 sup 0 300 10

Sobre estes pontos de observagao, valem as seguintes observagoes:

o Foram escolhidos 3 pontos progressivamente mais afastados do pogo no plano
x — 1y, nomeados Obs 1, Obs 2 e Obs 3. Para cada ponto, faz-se a medida da
interferéncia de pressao em duas posi¢oes ao longo do eixo z: na mesma camada
do pogo (inf) e na camada imediatemente superior (sup). Esse raciocinio da

origem aos 6 pontos de observacao mostrados na Figura 5.2 e na Tabela 5.1;

o Neste exemplo, toda a heterogeneidade encontra-se na variacao de permeabili-
dade na direcdo z. Dito de outra forma: para qualquer plano x — y escolhido,
nao ha variacao lateral de propriedades. Adicionalmente, o po¢o encontra-se
no centro do reservatério. Trata-se, portanto, de um sistema com simetria
radial, para todos os tempos anteriores ao inicio da influéncia das bordas do
dominio. Isso faz com que a escolha de pontos de observagao progressivamente
mais afastados do poco apenas ao longo do eixo x seja suficiente para verificar
o comportamento lateral da solucao, nao sendo necessario selecionar pontos

equidistantes ao longo do eixo y;

o Conforme mostra a Tabela 4.1, o dominio tem dimensdo muito inferior na
direcdo z do que nas diregoes x e y. Isso torna desnecessaria a escolha de um

maior niimero de pontos de observacao ao longo da direcao z.

e Na realidade operacional, a medicao da pressao em outros pontos do reservato-
rio esta reservada a situacoes em que existirem pocos previamente construidos
naquelas posicoes, com sensores de pressao instalados e em operacgao. A situ-

acao mais comum ¢ a de operacoes de teste de formagao envolvendo um tnico

pogo.

5.2.1 Solugoes de Referéncia

A Figura 5.3 contém o grafico log-log com o comportamento esperado para a

pressao e sua derivada logaritmica, no reservatorio descrito no inicio da Secao 5.2.
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Sao plotados os seguintes valores:

1. A solucao analitica classica para reservatorio homogéneo pelo método das ima-
gens, Equacoes (5.4a) e (5.5a), no caso em que a permeabilidade em todo o
dominio ¢ igual a permeabilidade da camada intermediaria que contém a fonte.
Foram utilizados 1900 termos no somatoério, o que se mostrou suficiente para

a convergéncia na escala grafica para todos os tempos considerados;

2. A mesma solugdo pelo método das imagens para reservatério homogéneo, uti-
lizando um campo de permeabilidade equivalente no longo tempo ao modelo

heterogéneo de 3 camadas:

Z kDiLzDi
kD equiv = Zz:ﬁ
1 LZD LzD LZD) 2
= 0,5 1 0,5 = - 5.31
LZD< 3 + 3 o 3 3 ( )

Para este valor mais baixo de permeabilidade, apenas 500 termos foram ne-

cessarios no somatorio para obtengao da solugdo convergida na escala gréfica;

3. Uma solugao dita analitica para o problema heterogéneo de multiplas camadas
descrito no inicio da Secao 5.2, calculada no software de interpretagao de testes
Saphirt;

4. Uma solug¢ao numérica para o mesmo problema heterogéneo de miltiplas ca-

madas, calculada no simulador de fluxo Rubis';

As curvas de derivada da Figura 5.3 permitem a visualizagdo de todos os regimes

de fluxo? esperados para o modelo de reservatério da Figura 5.2:

 Fluxo esférico no curto tempo (¢ < 0,1h), enquanto o ponto fonte se comporta
como se estivesse em um meio infinito com propriedades equivalentes a camada

onde esta posicionado;

o Um regime de transi¢do (0,1 < ¢ < 5h), em que a diferenga de permeabili-
dade entre as camadas passa a influenciar a pressao sentida pela fonte. Neste
exemplo numérico, esse regime se confunde com o momento em que o topo e
base do reservatorio foram atingidas, dando fim ao regime de fluxo esférico e

inicio ao regime de fluxo radial;

Ver apéndice C sobre as caracteristicas dos softwares comerciais utilizados.
2Ver apéndice B para explicacdes sobre os regimes de fluxo.
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Figura 5.3: Grafico log-log com as solugoes numéricas de referéncia para o reserva-
torio da Secao 5.2, comparadas a solugoes analiticas de reservatério homogéneo pelo
método das imagens calculadas na posigao (z,y, z) = (Tw + Tw, Yuw, 2w). As curvas
na parte superior do gréafico correspondem ao potencial, enquanto na parte inferior
estdao as curvas da derivada logaritmica.
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 Fluxo radial no médio tempo (5 < ¢t < 50h), com permeabilidade horizontal
equivalente a média entre as camadas e sem influéncia perceptivel dos limites

externos do reservatorio;

» Regime pseudopermanente no longo tempo (¢ > 50h), em que a presenca dos
limites externos do reservatorio passa a dominar a resposta observada pela

fonte, o que se caracteriza pela reta de inclinagdo unitaria no grafico log-log.

As solugoes analiticas para reservatorio homogéneo foram incluidas por fornece-
rem um balizador do resultado esperado e verificagdo de consisténcia, para os casos
limite de maior e menor permeabilidade do modelo. E possivel observar que a so-
lugao analitica para kp = 1 se ajusta bem aos modelos numéricos no curto tempo,
enquanto a curva para kp = Kpequy S€ ajusta ao comportamento de longo tempo
do sistema. A diferenga observada no longo tempo entre os modelos do Saphir e
do Rubis é explicada pela condi¢ao de contorno: o Rubis utiliza um reservatorio fe-
chado, idéntico ao problema tratado neste trabalho, enquanto o Saphir modela um
reservatorio lateralmente infinito. Nos tempos intermediarios, os modelos numéricos
apresentam a transicao esperada entre os casos limite das suas solugoes analiticas.

Um fato que merece atencao é a diferenca no curto tempo (de 0,1 a 1 hora)
observada nas curvas de derivada entre os modelos do Saphir e do Rubis. Para o
modelo do ponto fonte no reservatorio da Figura 5.2, este intervalo deve corresponder
ao momento em que a interface entre as camadas de permeabilidades distintas passa
a afetar a resposta de pressao sentida pelo ponto fonte. Parece haver uma diferenca
numeérica ou de premissas entre estes dois modelos para o fenémeno que ocorre nesta
interface. Esta suspeita é reforcada pela Figura 5.4, onde é tomado o caso limite
deste modelo em que kp = 1 no reservatorio inteiro, configurando, portanto, um
reservatorio homogéneo. Seria esperado, neste caso, que os modelos do Saphir e do
Rubis apresentassem curvas superpostas, tanto entre si quanto em relagao a solucao
analitica. Isso nao ocorre. Como a documentacao dos softwares comerciais nao
apresenta referéncias claras sobre o equacionamento, nao sao possiveis investigagoes
mais aprofundadas. As solugoes numéricas obtidas pelo Saphir e Rubis serao ambas
utilizadas como “referéncia” para o resultado calculado por Transformacao Integral

neste trabalho.

5.2.2 Solucgao por Transformacao Integral

A Tabela 5.2 mostra a convergéncia dos primeiros 30 autovalores do problema
de autovalor algébrico descrito na Se¢ao 5.1.2. Conforme descrito na Sec¢ao 3.4.1,

dois critérios de ordenamento complementares foram utilizados:

1. Uma lista preliminar de n autovalores do problema auxiliar foi montada a
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Figura 5.4: Gréfico log-log com as solu¢oes numéricas para o caso homogéneo (kp =
1) do reservatoério da Segao 5.2, comparadas a solugao analitica de reservatério ho-
mogéneo pelo método das imagens calculada na posicao (z,v, 2) = (Tw + T'w, Yws Zw)-
As curvas na parte superior do grafico correspondem ao potencial, enquanto na parte
inferior estdo as curvas da derivada logaritmica.
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partir do critério n?;

2. An autovalores adicionais foram acrescentados a lista para levar em conta
a heterogeneidade do meio, conforme critério de ordenamento da diagonal

principal da matriz B~!A.
Os titulos de cada coluna da tabela seguem o formato “n(m)”:

e 0 quantitativo de elementos selecionados apenas pelo critério dos autovalores,

que corresponde a n termos;

o seguido do nimero total de autovalores selecionados combinando os dois cri-

térios, que corresponde a m = n + An termos.

Portanto, o problema de autovalor foi resolvido sempre para uma ordem de trun-
camento de m = n + An termos, que é o nimero entre parénteses nos titulos da
tabela.

Conforme a ordem de truncamento do problema de autovalor algébrico aumenta,
pequenas diferengas aparecem entre o primeiro e segundo digitos decimais dos au-
tovalores. Para entender a origem desta diferenca, deve-se considerar a informagao
da Tabela 5.3, que mostra o quantitativo de autovalores unidimensionais distintos
do problema auxiliar selecionados em cada direcao ortogonal, cujas combinagoes
compoem os elementos das matrizes A, B e C do problema de autovalor algébrico,
conforme o formalismo apresentado na Sec¢ao 3.3.3.

Em problemas da area de Reservatério, o dominio é tipicamente muito menor?
na dire¢do z do que nas diregdes x e y. Neste problema especifico, utilizando os
dados numéricos da Tabela 4.1,calcula-se as seguintes relagoes para o tamanho do

dominio na forma adimensional:

L.’,ED LiED LyD
— -8 Y= =3 5.32
LyD LzD LzD ( )

Como os autovalores do problema auxiliar em cada dire¢do sdo inversamente pro-
porcionais ao tamanho do dominio naquela dire¢do, conforme a Equagao (4.5¢),
constata-se que os autovalores das dire¢oes x e y tém magnitude muito inferior aos
autovalores da diregdo z, levando esta a ser despriorizada pelo critério de ordena-
mento por n?. Uma comparacio das Tabelas 5.2 e 5.3 sugere que as diferencas
observadas nos primeiros digitos dos autovalores estao correlacionadas as inclusoes
de elementos adicionais na direcdo z, conforme aumenta a ordem de truncamento
do problema de autovalor algébrico. Claramente o critério duplo de selecao de au-

tovalores descrito na Se¢ao 3.4.1 ndo é suficiente para evitar totalmente a tendéncia

3Possivel caso de uso para o Balango Integral, como citado no Capitulo 7.
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Tabela 5.2: Convergéncia dos primeiros 30 autovalores do problema de autovalor
algébrico do modelo de reservatério da Secao 5.2, para diferentes ordens de trunca-
mento.

n(m), onde m =n + An

50 100 250 500 1000 2000 12000

Hi (63) (110) (260) (580)  (1350)  (2781)  (17086)
10,0000 0,0000 00000 0,0000 00000 0,0000 0,0000
21,2825 12825  1,2825  1,2823  1,2823 12823  1,2823
31,2825 12825  1,2825  1,2823  1,2823 12823  1,2823
4 18138 18138  1,8138  1,8131  1,8131 18131 18131
5 25651 25651  2,5651  2,5632  2,5632 25632  2,5631
6 25651 25651  2,5651  2,5632  2,5632 25632  2,5631
7 28679  2,8679  2,8679  2,8652  2.8652  2,8652 2,865l
8 28679  2,8679  2.8679  2,8652  2.8652  2,8652 2,865l
0 36276  3,6276  3,6276  3,6222  3,6222  3,6222  3,6220
10 38476  3.8476  3.8476  3,8412 38412 38412  3,8410
11 38476  3.8476  3,8476  3,8412 38412 38412  3,8410
12 4,0558  4,0558  4,0558  4,0483  4,0483 40483  4,0480
13 4,0558  4,0558  4,0558  4,0483  4,0483  4,0483  4,0480
14 46243 46243 46243 46132 46132 46132 46128
15 4,6243 46243 46243 46132 46132 46132 4,6128
16 51302 51302 51302 51150  5,1150  5,1150  5,1145
17 51302 51302 51302 5,150  5,1150  5,1150  5,1145
18 52881 52881 52881 52715 52715 52715 52710
19 52881 52881 52881 52715 52715 52715 52710
20 54414 54414 54414 54233 54233 54233 54227
21 5,7357 57357  5,7357 57145 57145 57145 57139
22 57357 57357  5,7357 57145 57145 57145 57139
23 64127 64127 64127 6,3832  6,3832  6,3832  6,3823
24 64127 64127 64127 63832  6,3832  6,3832  6,3823
25 64127 64127 64127 63832  6,3832  6,3832  6,3823
26 6,4127 64127 64127  6,3832  6,3832  6,3832  6,3823
27 6,5397  6,5397  6,5397  6,5084  6,5084  6,5084  6,5075
28 6,5397 65397  6,5397  6,5084  6,5084  6,5084  6,5075
29 6,067 6,067 6,067 6,8699  6,8699  6,8699  6,8638
30  6,9067 69067  6,9067  6,8699  6,8699  6,8699  6,3688
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do algoritmo de selecionar poucos elementos na direcao z, o que pode resultar em
um ordenamento que nao considera os termos mais significativos para o resultado

final.

Tabela 5.3: Quantitativo de autovalores auxiliares unidimensionais distintos selecio-
nados em cada dire¢ao ortogonal para compor as matrizes do problema de autovalor
algébrico da Sec¢ao 5.2, para diferentes ordens de truncamento.

n(m) Quantitativo
X y z
50 (63) 8 8 2
100 (110) 10 10 2
250 (260) 14 14 2
500 (580) 20 20 3
1000 (1350 26 26 4
2000 (2781) 34 34 5
8000 (11 338) 56 56 8
12000 (17086) 65 65 8

A Figura 5.5 compara as solugoes de referéncia descritas na Se¢ao 5.2.1 com as
solugoes por GITT segundo a formulagao desenvolvida na Secao 5.1.4. Sao apre-
sentadas curvas para as seguintes ordens de truncamento da expansao do potencial:
50, 100, 250 e 500, sempre idénticas as ordens de truncamento utilizadas para o pro-
blema de autovalor algébrico em cada caso. A expressao do filtro, que corresponde
a solugao analitica classica pelo método das imagens das Equagoes (5.4a) e (5.5a),
foi calculada com 1900 termos no somatoério.

E possivel observar que a convergéncia da solucio nio ocorre de maneira uniforme
ao longo de todo o intervalo de tempo testado. Enquanto grande parte do periodo
j& se encontra com a solugdo convergida na escala grafica com apenas 50 termos na
expansao em autofungoes, o intervalo de tempo entre 0,1 a 6 horas ainda nao atingiu
a convergéncia com 500 termos.

A Figura 5.6 aumenta a ordem de truncamento do problema para o intervalo de
1000 a 12000 termos, reduzindo gradativamente o intervalo de tempo para o qual a
solugao ainda nao convergiu. Nota-se que com 1000 termos ja ocorreu convergéncia
na escala grafica para quase todo o periodo de tempo considerado, com excecao
do intervalo entre 0,1 e 1 hora. Ainda na escala grafica, a convergéncia de todo
o periodo ocorre com 8000 termos, conforme mostra a Figura 5.7. A ampliagdo
mostrada na Figura 5.8 revela que resta um pequeno intervalo proximo a 0,1 horas
em que ainda nao ocorreu convergéncia completa, mesmo com 12000 termos no
problema transformado. Esse comportamento de convergéncia também pode ser
observado nas Tabelas 5.4 e 5.5, para alguns tempos de referéncia.

Conforme mostrado na Tabela 5.2, o problema de autovalor ja esta praticamente
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Figura 5.5: Grafico log-log comparando as solugoes de referéncia da Se¢ao 5.2.1 com
a solucao por GITT, para ordens de truncamento variando de 50 (63) a 500 (580)
termos. O filtro das solugoes por GITT foi calculado com 1900 termos, em todos
os casos. Todos os calculos correspondem & posigao (z,y, 2) = (Ty + Tw, Yuws 2w)- AS
curvas na parte superior do grafico correspondem ao potencial, enquanto na parte
inferior estdo as curvas da derivada logaritmica.
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convergido com apenas 50 termos. Conclui-se que a necessidade de 8000 termos na
expansao do potencial ndo pode ser causada, portanto, pelo problema de autovalor.
Ao invés disso, a dificuldade devera ser atribuida a convergéncia do préprio termo
fonte filtrado.

71 =32=13 -=3o3C-XC {i-F 20 EC ZC-ANR I E-EC XTI OLES
10' 5
] = == Mét. das imagens, k,p, n = 1900 (homogéneo)
] Mét. das imagens, kpequiv. 7 = 500 (homogéneo)
—_ i ®  Saphir heterogéneo
N =
é B Rubis heterogéneo
?0 10° 4 —»— GITT, 4000 (5505) termos
= ] —©— GITT, 6000 (8291) termos
\<Qf ] .. GITT, 8000 (11338) termos
& 1 &m . —A— GITT, 10000 (14271) termos
<4 1 !g& GITT, 12000 (17 086) termos
107! 3 S e
E < & e ‘e %
] .\\\ e . ’//,‘/
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ST g pe-meg=c-2a=-,0 o
1072 4 S ———T
-||||| T T ||||||| T T ||||||| T T ||||||| T T ||||||| T T ||||||| T L
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Figura 5.6: Grafico log-log comparando as solugoes de referéncia da Se¢ao 5.2.1 com
a solucao por GITT, para ordens de truncamento variando de 1000 (1350) a 12000
(17086) termos. O filtro das solug¢ées por GITT foi calculado com 1900 termos, em
todos os casos. Todos os célculos correspondem a posigao (x, Y, 2) = (Tw+Tw, Yuw, 2w)-
As curvas na parte superior do grafico correspondem ao potencial, enquanto na parte
inferior estdo as curvas da derivada logaritmica.

A Figura 5.9 simplifica a Figura 5.6 para incluir apenas a melhor curva obtida,
com 12000 termos na expansao da pressao, para compara¢ao com as solucoes de
referéncia. O comportamento das trés solugoes é coincidente em quase todo o in-
tervalo, com excecao do periodo ja citado anteriormente entre 0,1 e 1 hora. Neste
periodo, inclusive, é notavel que as trés solugoes diferem entre si. Conforme ja discu-
tido na Secao 5.2.1, este periodo deve corresponder ao momento em que a interface
entre as camadas de permeabilidades distintas passa a afetar a resposta de pressao
sentida pelo ponto fonte, no modelo de reservatorio da Figura 5.2.

Com relacao aos pocos observadores mostrados na Figura 5.2 e na Tabela 5.1, as
curvas de derivada geradas para uma ordem de truncamento de 12 000 termos podem

ser vistas na Figura 5.10, comparadas a pontos gerados pelo simulador numérico
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Figura 5.7: Gréfico log-log comparando as solucoes de referéncia da Secao 5.2.1 com
a solugao por GITT, para ordens de truncamento de 8000 (11338) e 12000 (17 086)
termos. O filtro das solu¢oes por GITT foi calculado com 1900 termos, em todos
os casos. Todos os célculos correspondem & posigao (x,y, 2) = (Tw + Tw, Yuws 2w)- AS
curvas na parte superior do grafico correspondem ao potencial, enquanto na parte
inferior estao as curvas da derivada logaritmica.

Tabela 5.4: Convergéncia do Ap na posicdo do ponto fonte para o problema da
Secao 5.2, para diferentes ordens de truncamento.

Tempo Ap(Xw, t) = p; — p(Xw, t) (kgf/cm?)

(horas) 50 100 500 2000 8000 12000  Saphir  Rubis
0,01 274117 27,4117 274117 274117 274119 274121 274117 27,4117
0,1 27,5450 27,5450 27,5454 27,5478 27,5498 27,5497 27,5364 27,5478
1 27,5883 27,5888 27,5965 27,6018 27,5993 27,5987 27,5806 27,6023
10 27,6221 276245 27,6332 27,6371 27,6346 27,6341 27,6162 27,6387
100 27,6627 27,6650 27,6733 27,6772 27,6748 27,6742 27,6543 27,6798
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Figura 5.8: Grafico log-log comparando as solugoes de referéncia da Se¢ao 5.2.1 com
a solucao por GITT, para ordens de truncamento variando de 2000 (2781) a 12000
(17086) termos. O filtro das solugdes por GITT foi calculado com 1900 termos, em
todos os casos. Todos os cdlculos correspondem a posigao (z,y, 2) = (Tw+7Tw, Yuw, 2w)-
As curvas na parte superior do grafico correspondem ao potencial, enquanto na parte
inferior estdo as curvas da derivada logaritmica.

Tabela 5.5: Convergéncia do Ap’ (derivada logaritmica) na posigao do ponto fonte
para o problema da Secao 5.2, para diferentes ordens de truncamento.

Tempo Ap/ (xy,t) = 0Ap/dInt (kgf/cm?)

(horas) 50 100 500 2000 8000 12000 Saphir Rubis
0,01 0,097472 0,097473 0,097483 0,097576 0,097984 0,098222 0,095104 0,098981
0,1 0,030839 0,030858 0,031597 0,034579 0,032971 0,031845 0,027829 0,033544

1 0,012423 0,013219 0,017106 0,015146 0,015196 0,015196 0,014312 0,016020
10 0,016622 0,016653 0,016205 0,016203 0,016216 0,016216 0,016330 0,016687
100 0,023814 0,023814 0,023803 0,023803 0,023804 0,023804 0,016621 0,023165
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Figura 5.9: Grafico log-log comparando as solugoes de referéncia da Secao 5.2.1
com a solugdo por GITT, para a ordem de truncamento de 12000 (17 086) termos.
O filtro da solucao por GITT foi calculado com 1900 termos. Todos os célculos
correspondem a posi¢ao (x,y,z) = (Ty + Tw, Yuw, 2w). As curvas na parte superior
do grafico correspondem ao potencial, enquanto na parte inferior estao as curvas da
derivada logaritmica.
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Rubis. Nao foram incluidos pontos de observagao a partir da solucao do software
Saphir, por nao haver suporte no software para geragdo dos pontos de observagao no
modelo de reservatorio utilizado. As curvas de pressdo foram omitidas, para facilitar

a visualizacao das derivadas.

7 —®- Rubis, Fonte —— GITT, Fonte
] =M= Rubis, Obs 1 inf &— GITT, Obs 1 inf
. Rubis, Obs 2 inf GITT, Obs 2 inf
=%¥- Rubis, Obs 3 inf —%— GITT, Obs 3 inf
10° - Rubis, Obs 1 sup GITT, Obs 1 sup
7 =4 Rubis, Obs 2 sup —&#— GITT, Obs 2 sup
] Rubis, Obs 3 sup GITT, Obs 3 sup
o i
g
[}
L i
b
=
- 1071 4
< ]
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Figura 5.10: Gréfico log-log comparando a solu¢do numérica de referéncia da
Secao 5.2.1 com a solucao por GITT, para a ordem de truncamento de 12000
(17086) termos, nas posigoes dos pogos observadores. O filtro da solugdo por
GITT foi calculado com 1900 termos. O calculo na fonte corresponde a posigao

(l‘, Y, Z) = (mw + Tws Y, Zw)-

Da mesma forma como ocorreu para a posicao do ponto fonte, grande parte do
periodo de tempo apresenta resultado coincidente com a simulacdo numérica. A
excegao esta para o periodo inferior a 1 hora, em que ocorrem divergéncias entre as
duas solugoes tanto para o ponto fonte quanto para as posi¢oes dos dois observadores
mais préximos (Obs 1 inf e Obs 1 sup), ambos posicionados a 50 m no plano = — y
do ponto fonte. A diferenca na taxa de convergéncia da solugdo entre posigdes
proximas ao ponto fonte e posi¢cdoes mais distantes pode ainda ser observada na
Figura 5.11, onde é plotada a solucao por GITT com ordem de truncamento de
1000 termos contra a mesma solucao com ordem de 12000 termos, para cada ponto
observador. Os tnicos pontos com diferenga significativa entre essas duas ordens de
truncamento é a prépria fonte, e o observador Obs 1 inf (o mais préximo da fonte,

entre os observadores).
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Figura 5.11: Gréafico log-log comparando as solugoes da Sec¢ao 5.2.1 por GITT com
1000 (1350) e 12000 (17086) termos, nas posigdes dos pogos observadores. O filtro
das solugoes por GITT foi calculado com 1900 termos. O calculo na fonte corres-
ponde a posi¢ao (z,y, 2) = (Tw + Tw, Yuws Zw)-
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5.3 Aplicagcao Numérica: Fluxo em Canal

Seja um ponto fonte posicionado em um reservatério retangular fechado, aniso-
tropico e contendo um canal de permeabilidade mais elevada. Este problema pode
ser formulado pelas Equagoes (3.5a—¢), tomando o multiplicador de permeabilidade

kp(xp) no valor de

5 7
1 —L.p <xp < —Lp
0,5 caso contrario

A Figura 5.12 ilustra este modelo de reservatorio. O ponto fonte esta posicionado
em z,,p = 0,5+ L,p, portanto no interior do canal de maior permeabilidade (kp = 1).
A regido externa ao canal tem menor valor de permeabilidade (kp = 0,5). Serdo
utilizados os mesmos valores numéricos do exemplo do caso homogéneo da Secao 4.1,
Tabela 4.1. Com estes valores, a forma especificada na Equagao (5.33) para kp(Xxp)
resulta em um canal de 400 m de largura, para um reservatério que totaliza 2400 m
na direcao x.

Além da posicao do proprio pogo, pode-se investigar o comportamento da solucao
em outros pontos do reservatério. Para isso, foram posicionados pocos observadores
nas posicoes apresentadas de forma esquematica na Figura 5.12, com coordenadas

em relacao ao ponto fonte descritas na Tabela 5.6.

® ponto fonte
® observadores

® ponto fonte
®  observadores

2000

y (m)
o
L]
L]

[ ]

1000

500
2000

1500
1000 Q)

N

T T T T
) 1500 500 0 500 1000 1500 2000
Z(m) 2000 0 2 (m)

(a) Visao 3D do modelo. (b) Corte do plano z —y em z = zyp.

Figura 5.12: Desenho esquematico com o modelo de reservatorio da Segao 5.3.

Sobre estes pontos de observagao, valem as seguintes observagoes:

» Os pontos de observagao deste exemplo foram escolhidos de forma a investigar

a diferencga de resposta i) ao longo do canal de alta permeabilidade onde se
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Tabela 5.6: Posi¢oes dos pogos observadores em relagao a fonte, conforme esquema-
tico da Figura 5.12.

Ponto  Az(m) Ay(m) Az

E

Fonte 0 0
Obs N1 0 125
Obs N2 0 300
Obs N3 0 500

Obs W1 —125 0
Obs W2 —300 0
Obs W3 =500 0

O O OO O OO

encontra o pogo; e ii) na diregao transversal ao canal, incluindo regides de mais

baixa permeabilidade;

o Diferentemente do que ocorreu no exemplo da Secao 5.2, neste caso a hete-
rogeneidade esta concentrada na variacao de permeabilidade ao longo do eixo
x. Dito de outra forma: para qualquer plano y — z escolhido, ndo ha variacao
de propriedades ao longo deste plano. Adicionalmente, o pogo encontra-se no
centro do reservatorio. O sistema ¢, de fato, homogéneo em relagao a direcao
z, tornando desnecessaria a escolha de multiplos pontos de observacao nesta

diregao;

o A distancia dos pontos de observagao em cada direcao sao relativas ao poco
e calculadas como Ar = Tops — Ty, AY = Yobs — Yuw € Az = Zops — 2. Este
exemplo apresenta pontos de observacdo que se encontram em posi¢oes no
eixo = tal que x.s < T, 0 que justifica a existéncia de valores negativos na
Tabela 5.6.

5.3.1 Solucoes de Referéncia

A Figura 5.13 contém o grafico log-log com o comportamento esperado para a
pressao e sua derivada logaritmica, no reservatério descrito no inicio da Segao 5.3.

Sao plotados os seguintes valores:

1. A solucao analitica classica para reservatorio homogéneo pelo método das ima-
gens, Equagoes (5.4a) e (5.5a), no caso em que a permeabilidade em todo o
dominio é igual a permeabilidade do interior do canal, onde esté posicionada a
fonte. Foram utilizados 1900 termos no somatoério, o que se mostrou suficiente

para a convergéncia na escala grafica para todos os tempos considerados;

2. A mesma solugao pelo método das imagens para reservatério homogéneo, uti-

lizando a permeabilidade externa ao canal. Para este valor mais baixo de
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permeabilidade, apenas 500 termos foram necessarios no somatério para ob-

tencao da solucao convergida na escala gréfica;

3. Uma solucao numérica para o mesmo problema heterogéneo, calculada no
simulador de fluxo Rubis*. Este modelo de reservatério nao estd disponivel no

software Saphir.

T —=0- 0-0 -0 0-0-0-0-0-0 0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0 00 0-0-0-0-0 0 0-0-0-0-0-0
10" 5

— i
=i i
]
?o 100 = == Mét. das imagens, kp interna ao canal, 1900 termos (homogéneo)
= 3 Yo, « ==« Mét. das imagens, kp externa ao canal, 500 termos (homogéneo)
\<9]~ ] Te. . -®- Rubis
Q: .
< i

1071 5

1072

IIIII T T IIIIIII T T IIIIIII T T IIIIIII T T IIIIIII T T IIIIIII T T LI
1073 1072 107! 10° 10! 102
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Figura 5.13: Grafico log-log com as solu¢oes numéricas de referéncia para o reser-
vatorio da Figura 5.12, comparadas a solugoes analiticas de reservatério homogéneo
pelo método das imagens calculadas na posicao (z,v,2) = (Tw + Tw, Yuw, 2w). As
curvas na parte superior do grafico correspondem ao potencial, enquanto na parte
inferior estdao as curvas da derivada logaritmica.

As curvas de derivada da Figura 5.13 permitem a visualiza¢ao de todos os regimes

de fluxo® esperados para o modelo de reservatério da Figura 5.12:

 Fluxo esférico no curto tempo (¢ < 1h), enquanto o ponto fonte se comporta

como se estivesse em um meio infinito;

o Regime de transi¢do no médio tempo (1 <t < 50h), em que o canal de mais
alta permeabilidade é realimentado pelo restante do reservatério. Devido as
dimensoes reduzidas do canal, ndao ha aparecimento de regime radial apés o

final do fluxo esférico;

4Ver apéndice C sobre as caracteristicas dos softwares comerciais utilizados.
5Ver apéndice B para explicacoes sobre os regimes de fluxo.
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o Regime pseudopermanente no longo tempo (¢t > 50h), em que a presenca dos
limites externos do reservatorio passa a dominar a resposta observada pela

fonte, o que se caracteriza pela reta de inclinagdo unitaria no grafico log-log.

As solugoes analiticas para reservatorio homogéneo foram incluidas por fornecerem
um balizador do resultado esperado e verificacao de consisténcia, para os casos limite

de maior e menor permeabilidade do modelo.

5.3.2 Solucao por Transformacao Integral

A Tabela 5.7 mostra a convergéncia dos primeiros 30 autovalores do problema
de autovalor algébrico descrito na Secao 5.1.2. Conforme descrito na Segao 3.4.1,

dois critérios de ordenamento complementares foram utilizados:

1. Uma lista preliminar de n autovalores do problema auxiliar foi montada a

partir do critério n?;

2. An autovalores adicionais foram acrescentados a lista para levar em conta
a heterogeneidade do meio, conforme critério de ordenamento da diagonal

principal da matriz B~tA.
Os titulos de cada coluna da tabela seguem o formato “n(m)”:

e 0 quantitativo de elementos selecionados apenas pelo critério dos autovalores,

que corresponde a n termos;

o seguido do nimero total de autovalores selecionados combinando os dois cri-

térios, que corresponde a m = n + An termos.

Portanto, o problema de autovalor foi resolvido sempre para uma ordem de trun-
camento de m = n + An termos, que é o nimero entre parénteses nos titulos da
tabela.

Da mesma forma como ocorreu com o exemplo da Secao 5.2, pequenas diferen-
cas aparecem nos autovalores conforme a ordem de truncamento do problema de
autovalor algébrico aumenta. A Tabela 5.7 mostra um quantitativo de autovalores
unidimensionais distintos do problema auxiliar selecionados muito similar ao cons-
tatado na Tabela 5.2, apesar da heterogeneidade deste exemplo ter caracteristicas
bastante distintas (existe somente na dire¢ao x, enquanto no exemplo da Segao 5.2
ela existia somente na dire¢ao z). O que hé de comum entre os dois exemplos sao as
dimensoes externas do dominio, o que influencia no critério de selecao pelo valor de
n?. Verifica-se assim que este critério ¢ dominante em relagio ao da heterogeneidade,
em termos da influéncia na selecao de termos para compor a matriz A do problema

de autovalor algébrico.
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Tabela 5.7: Convergéncia dos primeiros 30 autovalores do problema de autovalor
algébrico do modelo de reservatério da Secao 5.3, para diferentes ordens de trunca-
mento.

n(m), onde m =n + An

20 100 200 500 1000 10000

Hi (56) (115) (247) (613)  (1188)  (12765)
10,0000 0,0000 00000 0,0000 0,0000 0,0000
21,1928  1,1928  1,1927  1,1927  1,1927  1,1926
31,2200 12189 12182 12157 12149  1,2125
41,6508  1,6500  1,6495  1,6476  1,6470  1,6453
5 22456 22405  2,2396  2,2393  2,2384 22377
6 23520 23520 2,3516  2,3514  2,3513 23512
7 25368 25362  2,5359 25347 25343 2,5331
8 25751 25722 25703 25701 2,5695  2,5690
9 33805 33784 33779 33777 33775 3,3774
10 34743 34742 34734 34732 34730 34727
11 3,5522 35517  3,5517  3,5506  3,5503  3,5494
12 3,6393  3,6340 3.6326  3,6263  3,6241  3,6183
13 3,8093  3.8039  3,8026  3,7966  3,7944  3,7889
14 42784 42729 42718 42663  4,2642  4,2592
15 43044 43932 43929 43922 43922  4,3919
16 45776 45652 45592  4,5570 45518  4,5477
17 4,6059 45774 45764 45761 45759  4,5755
18  4,6146  4,6122 46116  4,6108  4,6105  4,6099
19 47644 47379 47186 47166  4,7117  4,7079
20 49616 49557  4,9555  4,9499  4,9480  4,9435
21 52174  5,1903 51741 51725 51694  5,1656
22 54603 54600 54580 54563 54561 54551
23 56757 56753  5.6742 56739  5.6737 56733
24 56941 56917 56911 56904 56002  5,6806
25 58000 57821 57755 57706 57688  5,7648
26 59126 58849 58737 58725 58703  5,8681
27 6,0061 509826 59798 59744 59713 59662
28 6,1168  6,0926  6,0807  6,0843  6,0811  6,0760
29 64365 64106 64074 64019 6,398  6,3934
30 6,5287 65174  6,5127 65103  6,5097  6,5078
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Tabela 5.8: Quantitativo de autovalores auxiliares unidimensionais distintos selecio-
nados em cada direcao ortogonal para compor as matrizes do problema de autovalor
algébrico da Secao 5.3, para diferentes ordens de truncamento.

n(m) Quantitativo
X y z
50 (56) 8 9 2
100 (115) 11 11 2
200 (247) 14 15 2
500 (613) 19 21 3
1000 (1188) 25 27 4
10000 (12765) 56 61 8

A Figura 5.14 compara as solugoes de referéncia descritas na Secao 5.3.1 com
as solucoes por GITT segundo a formulagdao desenvolvida na Segao 5.1.4. Sao apre-
sentadas curvas para as seguintes ordens de truncamento da expansao do potencial:
100, 200, 500 e 10000, sempre idénticas as ordens de truncamento utilizadas para
o problema de autovalor algébrico em cada caso. A expressao do filtro, que cor-
responde & solugdo analitica cldssica pelo método das imagens das Equagoes (5.4a)
e (5.5a), foi calculada com 1900 termos no somatorio.

Diferentemente do que ocorreu no problema da Se¢ao 5.2, que precisou de 8000
termos na expansao em série para atingir a convergéncia na escala grafica, neste
exemplo a derivada estd praticamente convergida com apenas 200 termos. Esse
comportamento de convergéncia também pode ser observado nas Tabelas 5.9 e 5.10,
para alguns tempos de referéncia.

Para compreender a diferenca significativa de desempenho da solugao por GITT

entre estes dois exemplos, é importante observar que:

1. O exemplo da Secao 5.2 tem comportamento de reservatorio homogéneo até
cerca de 0,1 hora, quando a heterogeneidade das estratificagoes comeca a ser
sentida pelo ponto fonte. Ja na Secao 5.3, o comportamento de reservatério
homogéneo dura até quase 1 hora antes que a interface entre a borda do canal

e o restante do reservatorio passe a ser percebida;

2. Conforme demonstrado na Secao 4.3, a solu¢ao de meio homogéneo por CITT
¢ idéntica a solucao classica do ponto fonte, apods aplicacao da féormula da soma
de Poisson. Ainda nesta Secao, foi citado um trabalho de RAGHAVAN (1995)
que explica a diferenca de desempenho computacional no caso homogéneo: a
forma exponencial tem melhor desempenho para tempos curtos, enquanto a

forma da CITT teria melhor desempenho para tempos longos;

3. A técnica primaria de aceleracao da taxa de convergéncia da solugao utili-

zada neste trabalho é a filtragem do termo fonte, sendo que o filtro utilizado
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corresponde a prépria solugdo em meio homogéneo na forma exponencial.

A resposta de pressdo do problema heterogéneo é dada pela soma do potencial fil-
trado com a resposta do préprio filtro, conforme a Equagio (3.23). Como o filtro
utilizado é a prépria solucado do meio homogéneo, uma outra forma de interpretar
esta equagao é constatar que a solugao por GITT do meio heterogéneo nada mais é
do que um termo corretivo para a solu¢ao do meio homogéneo. A forma exponencial
utilizada na expressao do filtro tem maior facilidade para convergir em tempos cur-
tos, diferente da forma da CITT/GITT que converge mais rapidamente em tempos
longos. Sendo assim, quanto mais cedo (curto tempo) for necesséario aplicar o fator

corretivo da GITT, maior serd a dificuldade de convergéncia.

IR S Vs W e Y e N e Y N LV o eV
10! 3
— ] = == Mét. imagens, kp interna, 1900 termos (homogéneo)
Ng . « Mét. imagens, kp externa, 500 termos (homogéneo)
% 100 —©— Rubis
=) ] —5— GITT, 100 (115) termos
;@1“ —— GITT, 200 (247) termos
< {4 &S .. —©— GITT, 500 (613) termos
< 1 b N GITT, 10000 (12 765) termos
1071 o o
1 o
1072 3
L L L B L) B S L L) B B N L] B SR ) L B
10°? 1072 107! 10° 10" 10°

t (h)

Figura 5.14: Grafico log-log comparando as solucoes de referéncia da Segao 5.3.1 com
a solugao por GITT, para ordens de truncamento variando de 100 (115) a 10000
(12765) termos. O filtro das solugdes por GITT foi calculado com 1900 termos, em
todos os casos. Todos os célculos correspondem a posigao (z,y, 2) = (Tw+7w, Yuw, 2w)-
As curvas na parte superior do grafico correspondem ao potencial, enquanto na parte
inferior estdao as curvas da derivada logaritmica.

Com relagao aos pocos observadores mostrados na Figura 5.12 e na Tabela 5.6, as
curvas de derivada geradas para uma ordem de truncamento de 200 termos podem
ser vistas na Figura 5.15, comparadas a pontos gerados pelo simulador numérico
Rubis. As curvas de pressao foram omitidas, para facilitar a visualizagao das deri-

vadas.
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Figura 5.15: Gréafico log-log comparando a solugdo numérica de referéncia da Se-
¢a0 5.3 com a solugao por GITT, para a ordem de truncamento de 200 (247) termos,
nas posicoes dos pogos observadores. O filtro da solugao por GITT foi calculado com
1900 termos. O célculo na fonte corresponde a posigao (x,y, 2) = (Tw + Tw, Yuw, Zw)-
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Tabela 5.9: Convergéncia do Ap na posicdo do ponto fonte para o problema da
Secao 5.3, para diferentes ordens de truncamento.

Tempo Ap(Xw, t) = pi — p(Xw, 1) (kgf/cm2)
(horas) 50 100 200 500 1000 5000 10000 Rubis

0,01 274117 274117 274117 27,4117 274117 274117 274118 27,4121
0,1 27,5450 27,5450 27,5450 27,5451 27,5452 27,5459 27,5462 27,5520
1 27,5882 27,5884 27,5885 27,5892 27,5891 27,5890 27,5891 27,5977
2 27,5969 27,5972 27,5968 27,5970 27,5969 27,5969 27,5971 27,6060
10 27,6196 27,6187 27,6172 27,6174 27,6176 27,6175 27,6178 27,6273
100 27,6600 27,6588 27,6573 27,6575 27,6579 27,6578 27,6581 27,6684

Tabela 5.10: Convergéncia do Ap’ (derivada logaritmica) na posicao do ponto fonte
para o problema da Secao 5.3, para diferentes ordens de truncamento.

Tempo Ap/ (Xy,t) = 0Ap/dInt (kgf/cm?)
(horas) 50 100 200 500 1000 5000 10000 Rubis

0,01 0,097472 0,097472 0,097473 0,097476 0,097481 0,097541 0,097635 0,105020
0,1 0,030838 0,030849 0,030872 0,031065 0,031232 0,031448 0,031183 0,030884
1 0,012282 0,012487 0,012198 0,011605 0,011475 0,011481 0,011559 0,012344
2 0,012971 0,012843 0,011744 0,011275 0,011551 0,011533 0,011596 0,012050
10 0,014863 0,014338 0,014255 0,014322 0,014439 0,014432 0,014457 0,014833
100 0,024747 0,024741 0,024745 0,024751 0,024767 0,024767 0,024770 0,024047

Todas as respostas de pressao, em todos os observadores, apresentam boa coe-
réncia com o resultado numérico do simulador de fluxo. Para os observadores mais
préximos ao ponto fonte, as respostas dos observadores “ao norte” (V) e “a oeste”
(W) sao praticamente indistinguiveis entre si. Entretanto, para os observadores mais
afastados (N3 e W3), fica claro que a interferéncia de pressao da fonte é percebida
mais rapidamente pelo observador N3 do que pelo observador W3. Como o interior
do canal do modelo de reservatério da Figura 5.12 apresenta permeabilidade mais
elevada que o exterior, é perfeitamente coerente que o pulso de pressao se propa-
gue mais rapidamente na dire¢ao norte (ao longo do canal) do que na diregao oeste
(para fora do canal). Este fenomeno, resultado da heterogeneidade escolhida para o
modelo, foi previsto pela simula¢ao numérica e estd bem representado pela solugao
por GITT.

Finalmente, a Figura 5.16 mostra uma comparacao da solucao por GITT com
ordem de truncamento de 50 termos contra a mesma solu¢ao com ordem de 200
termos, para cada ponto observador. Os unicos pontos com diferenca significativa
entre essas duas ordens de truncamento sao a propria fonte, e os observadores mais

préoximos N1 e W1.
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Figura 5.16: Gréafico log-log comparando as solugoes da Secao 5.3 por GITT com 50
(56) e 200 (247) termos, nas posigoes dos pogos observadores. O filtro das solugoes
por GITT foi calculado com 1900 termos. O calculo na fonte corresponde a posi¢ao
(,9,2) = (Tw + Tws Yy Zw)-
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Capitulo 6

Solucao de Fluxo Uniforme para
Poco Vertical com Canhoneio
Parcial em Reservatorio

Heterogéneo

Diversos autores investigaram os efeitos que o canhoneio! de um poco em ape-
nas parte do intervalo vertical do reservatério produz sobre seu comportamento de
pressao. Alguns modelos mais elaborados propoem, inclusive, formas de represen-
tar sistemas multicamadas em conjunto com o canhoneio parcial (STRELTSOVA-
ADAMS, 1979). Da mesma forma como ocorre para o ponto fonte tratado nos
Capitulos anteriores, nao ha um modelo analitico na literatura para formas mais
gerais de heterogeneidades envolvendo pocos nesta configuracao.

Da mesma forma como foi demonstrado no Capitulo 5 para o ponto fonte, a
GITT pode ser aplicada diretamente para resolver o problema do canhoneio parcial
em um reservatério heterogéneo. Este Capitulo visa demonstrar a construcao desta

solugao através das seguintes etapas:
1. Formulagao e adimensionalizacao do problema;
2. Apresentacao da solucao analitica classica para reservatorio homogéneo;

3. Construcao da solucao em meio heterogéneo a partir da solucao do ponto fonte

do Capitulo 5, através do Principio da Superposicao.

LOperacao que abre o poco para fluxo de fluidos do meio poroso, conforme brevemente explicado
na Secao 1.1.
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6.1 Formulacao e Adimensionalizacdo do Pro-

blema

Sob as mesmas hipdteses apresentadas na Secao 3.1, o problema do pogo vertical

com canhoneio parcial, sujeito a fluxo uniforme, pode ser representado por

9,
V- (K(x)- Vp(x,1) = g/(x) = duery,  xp €V (6.1a)
p(x,0) = p; xp €V (6.1b)
0
anl — Vp(x,t)n=0 xp € S (6.1c)
onde
K (x) = tensor de permeabilidade (6.1d)
h,, = extensdo vertical canhoneada do pogo (6.1e)
q
9'(x) = 2= psd(w — )oY — yu) AH (2 — 2u) (6.1f)
P P

AH(z—z,)=H|z— = —H|z— zw—|—7 (6.1g)

1 Z > Zy
H(z — zy) = func¢ao degrau de Heaviside (6.1h)

0 z < Zw

Usando os mesmos grupamentos adimensionais definidos na Secao 3.1, chega-se a

seguinte formulagao adimensional:

9pp

V. (kD(XD)VpD(XD,tD>> + g(XD) = atD xp eV (62&)
pp(xp,0) =0 xp € V (6.2b)
@ = VPD(XD,tD) ‘n=20 Xp € S (620)
on
onde

1
g(xp) = EéD(mD — 2wp)0p(Yp — Yuwp)AH (2p — 2uD) (6.2d)

P
th = I (626)

e demais grupamentos adimensionais dados pelas Equagoes (3.4a—d).
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6.2 Solucao Analitica Classica para Reservatorio

Homogéneo

A solucao analitica classica para o problema do canhoneio parcial em um reserva-
torio homogéneo, finito, retangular e sem fluxo no contorno pode ser obtida direta-
mente da solucao do ponto fonte para reservatorio finito descrita na Secao 3.2.2, atra-
vés do Principio da Superposi¢ao. Sabendo que a relagao entre as Equagdes (3.10a)

e (3.10b) é dada por
o dpp
dr

o Ot

pode-se substituir a Equagao (6.3) na Equagao (3.1), onde S é o comprimento do

pp(Xp,tp) = (6.3)

canhoneado que vai de zp = 2, — hyp/2 até zp = 2y, + hwp/2, para chegar em

1
pp(Xp,tp) = 7/

ZwD +h'LUD/2 tp a
th 0

—_— 6.4
wb—hwb/2 87’ ZwD ( )

Invertendo a ordem das integragdes em 7 e 2, € usando a expressao de dpp/0tp
da Equagao (3.10b):

1 ZwD+h'LuD/2 tp apD
tp) = — —d ! 6.5
pp(Xp,tp) hob /ZwD_th/2 [o or T] ZwD (6.5a)
tD 1 ZwD +th/2 apD ,
= — —— d 6.5b
‘/0 lth ‘/unD_th/Q 07— ZwD T ( )

2

© ctp [ 1 zwp+hwp/2 1 Rp;
— _— S — = \dz ,|d 6.5
;/0 [th /zwD_th/2 (A7)l eXP( ir ) %D] T (6.5¢)

00 tp (—1 1(7) 2 o,y -
=> | E§7Th)me><p (—2?)[erf(§\/’;>—erf<g\/’;>]d7 (6.5d)
1=0 w

onde
rDi = \/(:L“D + (=1)'zwp — 2kLyp)* + (yp + (—1)/ywp — 2mLyp)? (6.5¢)
f2+,i = ZD + (_1)l(ZwD + th/Q) - 2anD (65f)
fei =20+ (=1)'(2wp — hwp/2) — 2nL.p (6.5g)

e onde cada indice 7 do somatoério tinico corresponde a uma combinagao dos indices
ik, jm,In originais, utilizando a mesma notacao empregada na Secao 3.2.2. Dife-
rentemente do que ocorreu com a soluc¢ao do ponto fonte pelo método das imagens,
Equacoes (3.10a) e (3.10b), a ocorréncia da variavel espacial zp separada das va-
ridveis xp e yp nas Equagoes (6.5a—g) faz com que a elaboragdo de um critério
adequado de reordenamento para os somatorios de cada direcao ortogonal nao seja

evidente. Além disso, a integral em 7 da Equagao (6.5d) nao pode ser resolvida
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analiticamente, restando para este propésito a integragdo numérica ou algum tipo
de integracao semi-analitica. A implementacao deste trabalho utilizou a integracao
numérica, e seguiu o mesmo procedimento adotado na literatura de Reservatorios
de somar cada dire¢ao ortogonal separadamente.

Usando o mesmo procedimento, a derivada temporal da Equacao (6.5d) é dada

por

apD . = (_1)1(1) T2i fz+7i fz*,i
Ny ;mexp <_4tDD> [erf (2\/5> —erf (2\/5” (6.5h)
6.3 Solucao por Transformacao Integral para Re-

servatorio Heterogéneo

Da mesma forma como realizado na Secao 6.2 para a solucao classica de meio
homogéneo, a solugao por Transformacao Integral para o meio heterogéneo também
pode ser obtida diretamente da solu¢ao do ponto fonte por aplicagao do Principio da
Superposi¢ao. Substituindo a Equagao (3.23) para o ponto fonte na Equacao (3.1),
onde S é o comprimento do canhoneado que vai de zp = 2z, — hywp/2 até zp =
Zwp + hwp/2:

1
pD(XD,tD) = g/sprf(XD’tD)dS

1 ZwD+th/2 P 1 ZwD+th/2 " ’
—_ 7/ FDpf(XDatD)dzwD+7/ prf(XD,tD)dZwD

th wath/2 th wath/2
Fp(xp,tp) ph(xXD)tD)
= Fp(xp,tp) + pp(Xp, tD) (6.6)

A expressao de Fp(xp,tp) na Equagao (6.6) é a solucdo classica para canhoneio
parcial em meio homogéneo, que ja foi resolvida na Secao 6.2, sendo dada pela
Equagao (6.5d). O potencial filtrado p},(xp,tp) da solugdo de canhoneio parcial no
meio heterogéneo pode ser obtido substituindo a expressao para o potencial filtrado

do ponto fonte em meio heterogéneo da Equacao (5.29a):

1 ZwD+th/2

ph(xp,tp) = — |

th wD_th/2
1 /ZwD+th/2 0
Z

th

o0 ~( 1 /sz-l—th/Q* (t d, (6 7)
_z‘:owZ XD)hwiD zwp—hwp/2 PDips(tp)dzyp :

i (Xp) DD+ (tp)d2!
wD*th/Q Z:0¢( D)pDpr( D) wh

PD; (tp)
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onde pp;,;(tp) ¢ dado pela Equagdo (5.27a). Vale observar que os tnicos fato-

res desta equacdo que sao funcao de z,p, sdo as autofuncoes auxiliares Q;(Xwn).

Portanto,
xw »
Z %J D)TOj(tD) i=0
E:(tD) = w o — @ x (68&)
wz(]@O(XwD)T’zO tp) Z ]i;v}D)ﬂj(tD) i>1
onde
v I L (6.8b)
(XwD) = —— (X .
R I

Substituindo a expressao para as autofungoes auxiliares das Equagoes (4.5a—h) na
Equagao (6.8b):

- - 1 Zwp+hwD /2 - , ,
0;(xwn) :Xm(wa)Yn(wa)T/ Zp(24p)dzyp

wD ZwD*th/Q

= va(wwD)}7 (wa)Zp<ZwD)£j(th>
= &(hwp)Q(Xwp) (6.9a)

onde
o) 1 p(j) =0 (6.9b)
fj hwp) = 9 hwbD 6.9b
i . > 1

Aqui a notagao p(j) representa o indice p correspondente ao autovalor na direcao z,
conforme o reordenamento que agrupou os somatérios em m, n e p das trés diregoes
ortogonais sob o somatério inico no indice j. Substituindo a Equacao (6.9a) de volta

na Equacao (6.7), obtém-se a expressao final para os potenciais transformados:

i{ﬂvoj' §j<thk)isz (XWD>TOj (tp) 1=20
& (hwp); (Xwp)

ka

Pp;(tp) =

_wzofO( wD)QO(XwD)Tzo tD + wa Tij(tp) 1>1

(6.10)
Substituindo a Equacao (6.10) na Equagdo (6.8a), obtém-se a expressdo para o

potencial filtrado do canhoneio parcial:
pp(Xp,tp) = Z (xp)Pp; (tp) (6.11)
=0

onde pp;(tp) é dado pela Equacao (6.10). Substituindo esta expressdo de volta

na Equagao (6.6), juntamente com a expresao do filtro da Equacao (6.5d), pode-se
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calcular o campo de pressao no meio heterogéneo submetido a produgao por um
poco vertical com canhoneio parcial.
De forma analoga, o mesmo procedimento pode ser feito para a derivada da

pressao. Ou entao, derivando diretamente a Equacao (6.6):

) oF op;
Pp D+pD

otp  Otp ~ Otp

3FD (o] l—*
= o0, +§¢z Xp) i (6.12a)
onde
© = £:(hwp) (Xwn) dTb;
) Z¢0j£j< p)$Y(xwp) dTo; i=0
dpDi )= Ewp dtp
dtp | = deo wp)Q; (Xwp) dT}; .
)0 & (P Q w J J >1
Y08 (hwp) 20 (XwD) i ;@% ko dtp L2z
(6.12b)

com dTy;/dtp, dly/dtp e dI;;/dtp dados pelas Equacoes (5.28b-d), e onde
0Fp/0tp é dado pela Equagao (6.5h).

Vale ressaltar ainda que os autovalores p; e as autofungoes &i(XD) dependem
apenas da heterogeneidade do meio, e nao da geometria da fonte. Dessa forma, estas
expressoes sao as mesmas ja obtidas para o problema do ponto fonte no Capitulo 5,
e permaneceriam inalteradas para qualquer outra geometria de fonte que se deseje

utilizar.

6.4 Aplicacao Numérica: Reservatério Comparti-

mentado

Seja um pocgo vertical com canhoneio parcial em um reservatério retangular fe-

chado, anisotrépico e contendo:
e Dois compartimentos V] e V5, disjuntos e com as mesmas permeabilidades;

o Uma regiao V3 de baixissima permeabilidade que separa o reservatério em dois

compartimentos;

« Uma camada de alta permeabilidade V, que atravessa ambos os compartimen-

tos proximo a base;

e Um corredor de altissima permeabilidade V5 proximo a borda de um dos com-

partimentos.
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A Figura 6.1 ilustra este modelo de reservatério. O problema pode ser formulado

pelas Equagoes (6.1a—), tomando o multiplicador de permeabilidade kp(xp) no

valor de

k’D(XD) =

onde as regides V; sao tais que:

Vi Tp
Vo Tp
Vs Ip
Vi TD

Ip
Vs : Ip

<(
S
S
S
S

(
(
(
(

<(

3
0.°L, )
5 D

;iLxm La:D>

?La:D7 ;iLwD)
18

0, 25sz)

2 Lo Lo

2 Lo Lo

1 xp € V1 UV,
1x1074 Xp € V3
10 Xp € Vi
100 Xp € V;
1
YD S (O, LyD) Zp € <11LzDa LzD)
4 1
Yp € <0; 5LyD> Zp € <11L2Da LzD)
1
Yp S (O, LyD) Zp € <11L2Da LzD)
1
Yp € (Oa 1) Zp € <07 HLzD)
4 1
Yp € <0, 5LyD> zp € | 0, 1LzD)

4
YD € <LyD> LyD)

5

(6.13)

O pogo estd posicionado na regiao Vi, e serao utilizados os valores numéricos mos-
trados na Tabela 6.1.

Tabela 6.1: Propriedades numéricas para o exemplo da Secao 6.4.

Parametro Valor Parametro Valor
Vazao do poco, ¢ 2500m?/d Raio do poco, 7y, 4,75 pol
Permeabilidade em z, &, 1000 mD Dimensao em z, L, 2500 m
Permeabilidade em y, £, 1000 mD Dimensao em y, L, 1000 m
Permeabilidade em z, k, 50mD Dimensao em z, L, 110 m
Porosidade, ¢ 15% Posicao do pogo em z, x,, 500 m
Viscosidade, 1y 1cP Posicao do poco em vy, vy, 500 m
Compressibilidade total, ¢; 200 x 107¢ 1 /kgf /cm? Posi¢ao do pogo em z, z, 55 m
Pressao inicial, p; 300 kgf /cm? Comprimento canhoneado, h,, 15m

Além da posicao do proprio pogo, pode-se investigar o comportamento da solucao

em outros pontos do reservatorio. Para isso, foram posicionados pogos observadores

nas posicoes apresentadas de forma esquematica na Figura 6.1, com coordenadas

em relacdo ao pogo ativo descritas na Tabela 6.2.
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(a) Visdao 3D do modelo. (b) Corte do plano  —y em z = z,p.

Figura 6.1: Desenho esquemético com o modelo de reservatério da Secao 6.4.

Tabela 6.2: Posigdes dos pogos observadores em relacao a fonte, conforme esquema-

tico da Figura 6.1.

Ponto Az(m) Ay(m) Az(m)

Poco 0 0 0
Obs 1 1650 0 0
Obs 2 1650 400 0
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6.4.1 Solucoes de Referéncia

A Figura 6.2 contém o gréafico log-log com o comportamento esperado para a
pressao e sua derivada logaritmica, no reservatério descrito no inicio da Secao 6.4.

Sao plotados os seguintes valores:

1. A solugdo analitica cldssica para reservatério homogéneo, Equagoes (6.5d)
e (6.5h), no caso em que a permeabilidade em todo o dominio é igual a per-

meabilidade das regides V; e V5;

2. Uma solucao numérica calculada no simulador de fluxo Rubis® para o reserva-

torio homogéneo;

3. Uma solucao numérica calculada no simulador de fluxo Rubis para o reserva-

torio heterogéneo da Figura 6.1.

1 == Mét. imagens, (7,7,11) termos (homogéneo)
71 % Rubis homogéneo
O Rubis heterogéneo 8
| s,g.g-a-eee-s-@-e-ees-s-@-e-eee-a-@-e-e-e & eae®
eEe- &
B B
-
10" -
o ]
g 4
O
o
i 4
<)
= —— e ——
< ® ®® =~
<00 "eee3y
= @
< ] Bb
- &N ¥O
| Eg%%é
=X 2% 30
i 000
107! -]
LAY | T LI | T LI | T LI | T LI | T LI | T L
107? 1072 107! 10° 10" 10°
t (h)

Figura 6.2: Gréfico log-log com as solugdes numéricas de referéncia para o reserva-
torio da Figura 6.1, comparadas a solugao analitica de reservatério homogéneo pelo
método das imagens calculada na posigao (z,y,2) = (Tyw + Tw, Yuw, 2w). As curvas
na parte superior do grafico correspondem ao potencial, enquanto na parte inferior
estao as curvas da derivada logaritmica.

2Ver apéndice C sobre as caracteristicas dos softwares comerciais utilizados.
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As curvas de derivada da Figura 6.2 permitem a visualizagdo dos seguintes regi-

mes de fluxo® para o modelo de reservatério da Figura 6.1:

Fluxo radial relativo ao comprimento do canhoneado no curtissimo tempo
(t <0,01h);

Fluxo esférico no curto tempo (0,01 < ¢ < 1h), enquanto ocorre investigac¢ao

vertical em direcao ao topo e base do reservatoério;

Regime de transigdo (2 < t < 6h) em que o fluxo é aproximadamente radial,
possivelmente associado ao término da investigagao vertical com o atingimento

do topo e base do reservatoério;

Regime de rapida subida da curva de derivada (10 < ¢ < 80h) em que o efeito
dos limites norte, sul e oeste do reservatério, formando um tipico modelo em

“U”, passa a ser dominante;

Regime pseudopermanente no longo tempo (¢ > 80h), em que a presencga de
todos os limites externos do reservatorio passa a dominar a resposta observada

no pogo, o que se caracteriza pela reta de inclinagdo unitaria no grafico log-log.

Ao comparar as curvas fornecidas pelo modelo analitico e pelo simulador, é possivel

observar que:

1.

A resposta do simulador de fluxo para meio homogéneo nao é perfeitamente
coincidente com a resposta do modelo analitico no curtissimo tempo. Pode-se
atribuir essa diferenca a dificuldade em criar uma malha no simulador de fluxo
Rubis suficientemente refinada para representar corretamente o gradiente de

pressao neste intervalo de tempo;

O regime de transicao (2 < t < 6h) para o caso heterogéneo apresenta trans-
missibilidade equivalente mais elevada que a do caso homogéneo, o que fica
evidente pelo deslocamento vertical para baixo no grafico log-log. Pode-se
explicar esta resposta pela presenca da camada de alta permeabilidade da re-
giao Vj, que ja foi atingida neste horizonte de tempo. Vale ressaltar que ndo
houve aumento de espessura: a camada V; também existe no modelo analitico

homogéneo, mas apresenta as mesmas propriedades que o restante do dominio.

6.4.2 Solucao por Transformacao Integral

A Tabela 6.3 mostra a convergéncia dos primeiros 30 autovalores do problema

de autovalor algébrico descrito na Secao 5.1.2. Conforme descrito na Secao 3.4.1,

dois critérios de ordenamento complementares foram utilizados:

3Ver apéndice B para explicacoes sobre os regimes de fluxo.
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1. Uma lista preliminar de n autovalores do problema auxiliar foi montada a

partir do critério n?;

2. An autovalores adicionais foram acrescentados a lista para levar em conta
a heterogeneidade do meio, conforme critério de ordenamento da diagonal

principal da matriz B71A.
Os titulos de cada coluna da tabela seguem o formato “n(m)”:

e 0 quantitativo de elementos selecionados apenas pelo critério dos autovalores,

que corresponde a n termos;

o seguido do nimero total de autovalores selecionados combinando os dois cri-

térios, que corresponde a m = n 4+ An termos.

Portanto, o problema de autovalor foi resolvido sempre para uma ordem de trun-
camento de m = n + An termos, que é o nimero entre parénteses nos titulos da
tabela.

A Tabela 6.3 mostra que o problema de autovalor deste exemplo numérico requer
uma ordem de truncamento do problema de autovalor algébrico muito mais alta que
a utilizada nos problemas das Sec¢oes 5.2 e 5.3. Além disso, ao comparar as Tabe-
las 5.3, 5.8 e 6.4 com os quantitativos de autovalores unidimensionais distintos do
problema auxiliar em cada exemplo, percebe-se que o critério duplo de ordenamento
seleciona uma quantidade muito maior de autovalores no problema da Secao 6.4
quando comparado aos problemas anteriores. Esse resultado é intuitivo: nos dois
primeiros exemplos a heterogeneidade era limitada a uma variagdo de 1 para 0,5
no valor de kp(xp) em algumas camadas do reservatorio; neste terceiro exemplo,
a Equacdo (6.13) mostra que o pardmetro kp(xp) varia em 6 ordens de magnitude
(de 1 x 107 na regido V3 até 100 na regido V). Faz sentido que seja necessario um
nimero maior de termos na expansao em autofungdes para representar um campo
de permeabilidade com tantas heterogeneidades.

Um fato curioso pode ser observado nas colunas referentes as ordens de trunca-
mento de 5000 e 6000 termos, nas Tabelas 6.3 e 6.4: todos os valores, inclusive o
numero total de termos selecionados pelo critério duplo de ordenamento dos autova-
lores, sao idénticos. Isso significa que todos os 1000 termos adicionais, selecionados
pelo critério de 7?2, j4 haviam sido previamente selecionados pelo critério da hetero-
geneidade.

A Figura 6.3 compara as solugoes de referéncia descritas na Se¢ao 6.4.1 com as
solucoes por GITT segundo a formulacao desenvolvida na Secdao 6.3. Sao apresen-
tadas curvas para as seguintes ordens de truncamento da expansao do potencial:

50, 100, 200, 300 e 2000, sempre idénticas as ordens de truncamento utilizadas para
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Tabela 6.3: Convergéncia dos primeiros 30 autovalores do problema de autovalor
algébrico do modelo de reservatério da Secao 6.4, para diferentes ordens de trunca-

mento.
n(m), onde m =n + An
100 300 500 1000 2000 3000 4000 5000 6000
Hi (223) (642) (1463)  (2807)  (4807)  (7661)  (11350) (15991) (15991)
10,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
21,6432 1,5789 1,4706 0,5648 0,2464 0,1791 0,1726 0,1614 0,1614
3 31760 29882  1,6980  0,6408 02853 02078 01810  0,1756  0,1756
43,8708 3,4224 1,8278 0,8510 0,3579 0,2145 0,1907 0,1847 0,1847
5 4,3943  3,6180  2,0570 09262  0,4085  0,2209  0,2030  0,1984  0,1984
6 47080  3,8581  2,1050 09388 0,418  0,2391  0,2087  0,1988  0,1988
74,9786 4,0592 2,1253 0,9581 0,4347 0,2437 0,2188 0,2130 0,2130
8 95,2810 4,1187 2,1551 0,9635 0,4389 0,2543 0,2225 0,2182 0,2182
9  5,4802 4,1999 2,1831 0,9817 0,4530 0,2558 0,2262 0,2199 0,2199
10 6,1536 4,3083 2,1998 0,9829 0,4556 0,2727 0,2356 0,2310 0,2310
11 6,2172  4,5991 22274  1,0065  0,4705  0,2733  0,2466  0,2409  0,2409
12 6,5241 4,8449 2,4135 1,0134 0,4740 0,2754 0,2523 0,2478 0,2478
13 7,1149 5,0112 2,5954 1,0181 0,4803 0,2940 0,2692 0,2601 0,2601
14 77,1496 95,2232 2,6351 1,0345 0,4841 0,3008 0,2724 0,2656 0,2656
15 7,4885 95,5390 2,7250 1,0429 0,4876 0,3011 0,2740 0,2686 0,2686
16 7,6361 58113 27639  1,0603 04964  0,3044  0,2794  0,2735  0,2735
17 77,7735 95,9476 2,9875 1,0753 0,5070 0,3102 0,2871 0,2776 0,2776
18 7,8120 6,1483 3,1605 1,1025 0,5084 0,3245 0,2928 0,2848 0,2848
19 8,1497 6,8072 3,1736 1,1386 0,5189 0,3257 0,2976 0,2912 0,2912
20 8,3070 6,9399 3,3110 1,1519 0,5334 0,3326 0,2984 0,2918 0,2918
21 84827  7,0241  3,6305  1,2892  0,5389  0,3458  0,3036  0,2985  0,2985
22 8,5831 7,1183 3,7753 1,3140 0,5403 0,3500 0,3215 0,3152 0,3152
23 8,6879 7,3579 4,0979 1,3617 0,5453 0,3547 0,3222 0,3169 0,3169
24 8,8909 7,4169 4,2454 1,3688 0,5604 0,3660 0,3247 0,3171 0,3171
25 9,1402 7,5202 4,3890 1,4710 0,5642 0,3693 0,3324 0,3196 0,3196
26 19,3182  7,6687 45266 14991 05656  0,3704  0,3412  0,3331  0,3331
27 94559 77535  4,6839  1,5059  0,5698  0,3799  0,3427  0,3367  0,3367
28 19,5867 7,9484 4,8484 1,5423 0,5882 0,3866 0,3461 0,3394 0,3394
29  9,8160 8,1819 5,1034 1,5786 0,6083 0,3904 0,3501 0,3410 0,3410
30 9,9298 8,3935 5,1840 1,6505 0,6191 0,3952 0,3533 0,3415 0,3415
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Tabela 6.4: Quantitativo de autovalores unidimensionais auxiliares distintos selecio-
nados em cada direcao ortogonal para compor as matrizes do problema de autovalor
algébrico da Secao 6.4, para diferentes ordens de truncamento.

) Quantitativo
X y z

17 3

n(m

100
300
200
1000 (2807 41 18 10

(223
(
(1463)
(2807)
2000 (4807) 49 22 12
(7661)
(
(
(

) 4
642) 24 11 6
1463 33 14 8

3000 (7661 28 25 14
4000 (11350) 66 29 16
5000 (15991) 74 33 17
6000 (15991) 74 33 17

o problema de autovalor algébrico em cada caso. A expressao do filtro, que cor-
responde & solugao analitica classica pelo método das imagens das Equagdes (6.5d)
e (6.5h), foi calculada com 7, 7 e 11 termos nos somatérios das diregoes z, y e z,
respectivamente.

E possivel ver que a solucdo estd praticamente convergida na escala gréfica para
uma ordem de truncamento de 300 termos na expansao em autofuncoes. A Fi-
gura 6.4 confirma esta observagdo, mostrando que nao ocorrem mudancas signi-
ficativas no resultado mesmo aumentando a ordem de truncamento para 400 ou
500 termos. Esse comportamento de convergéncia também pode ser observado nas
Tabelas 6.5 e 6.6, para alguns tempos de referéncia.

A convergéncia na escala grafica observada neste exemplo, para ordens de trun-
camento de cerca de 300 termos, é similar a observada no exemplo da Secao 5.3,
que convergiu na escala grafica para 200 termos. Ambos os exemplos sao diferentes
do caso apresentado na Secao 5.2, que precisou de cerca de 8000 termos para esta
convergencia. E importante observar que o tempo a partir do qual as heterogene-
dades do modelo passam a influenciar de forma significativa na resposta observada
pelo poco é de cerca de 1 hora, tanto neste quanto no exemplo da Secao 5.3. Ja
no exemplo da Secao 5.2, este tempo é bem mais curto: cerca de 0,1 hora. Toda a
discussao apresentada na Segdo 5.3.2 a respeito dessa diferencga se aplica integral-
mente a este caso, e permite a mesma conclusdo: quanto mais cedo (curto tempo)
for necessario aplicar o “fator corretivo” da GITT para o meio heterogéneo, maior
sera a dificuldade de convergéncia.

Vale observar ainda que a ordem de truncamento necessaria para a convergéncia
da solugdo no pogo ¢ muito inferior a ordem necessaria para a convergéncia do

problema de autovalor, conforme mostrado na Tabela 6.3.
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Figura 6.3: Gréfico log-log comparando as solucoes de referéncia da Secao 6.4.1 com
a solugao por GITT, para ordens de truncamento variando de 50 (67) a 2000 (4807)

termos.

O filtro das soluc¢oes por GITT foi calculado com 7, 7 e 11 termos nas

direcoes x, y e z, respectivamente, em todos os casos. Todos os calculos correspon-
dem & posicao (z,y,2) = (Tw + Tw, Yuw, 2w)- As curvas na parte superior do grafico
correspondem ao potencial, enquanto na parte inferior estao as curvas da derivada
logaritmica.

Tabela 6.5: Convergéncia do Ap na posicao do pogo para o problema da Secao 6.4,
para diferentes ordens de truncamento.

Tempo Ap(2w,t) = pi — p(2y, t) (kegf/cm?)

(horas) 50 100 200 300 400 500 2000 Rubis
0,01 15,5209 15,5207 15,5205 15,5201 15,5200 15,5188 15,5143 15,9592
0,1 18,3315 18,3245 18,3207 18,3133 18,3126 18,3029 18,2993 18,3332
0,4 19,1561 19,1284 19,1271 19,1367 19,1400 19,1402 19,1464 19,1542

10 19,8716 19,8982 19,9097 19,9441 19,9564 19,9513 19,9614 19,9782
100 21,3741 21,4269 21,4497 21,4900 21,5031 21,5170 21,5454 21,6352
200 22,6522 22,7152 22,7421 22,7865 22,8004 22,8254 22,9046 23,1048
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Figura 6.4: Gréfico log-log comparando as solucoes de referéncia da Secao 6.4.1
com a solu¢ao por GITT, para ordens de truncamento variando de 300 (642) a
2000 (4807) termos. O filtro das solugoes por GITT foi calculado com 7, 7 e 11
termos nas diregoes x, y e z, respectivamente, em todos os casos. Todos os calculos
correspondem & posicao (x,y,z) = (T + Tw, Yuw, 2w)- As curvas na parte superior
do grafico correspondem ao potencial, enquanto na parte inferior estao as curvas da
derivada logaritmica.

Tabela 6.6: Convergéncia do Ap’ (derivada logaritmica) na posigdo do pogo para o
problema da Secao 6.4, para diferentes ordens de truncamento.

Tempo Ap' (Xw,t) = 0Ap/dInt (kgf/cm?)
(horas) 50 100 200 300 400 500 2000  Rubis

0,01  1,5419 1,5416 1,5413 1,5406 1,5405 1,5387 1,5331 1,2608
0,1 0,8100 0,8005 0,7971 0,7948 0,7949 0,7972 0,8144 0,7669
0,4 0,4079 0,3967 0,4077 0,4331 0,4384 0,4398 0,4377 0,4307
10 0,2588 0,2633 0,2639 0,2642 0,2644 0,2653 0,2658 0,2721
100 1,3349 13574 1,3661 1,3738 1,3753 1,3950 1,4349 1,4585
200 2,4958 2,5016 2,5042 2,5072 25078 2,5171 2,6305 2,8517
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Com relacao aos pocos observadores mostrados na Figura 6.1 e na Tabela 6.2,
as curvas de derivada geradas para uma ordem de truncamento de 2000 termos
podem ser vistas na Figura 6.5, comparadas a pontos gerados pelo simulador numé-

rico Rubis. As curvas de pressao foram omitidas, para facilitar a visualizacao das

derivadas.
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Figura 6.5: Gréfico log-log comparando a solugao numérica de referéncia da Secao 6.4
com a solucao por GITT, para a ordem de truncamento de 2000 (4807) termos, nas
posicoes dos pocos observadores. O filtro da solu¢ao por GITT foi calculado com 7,
7 e 11 termos nas dire¢oes z, y e z, respectivamente. O célculo na fonte corresponde

a posicao (z,y,2) = (Tw + Tw, Yuws Zw)-

O poco observador Obs 1 ¢ fisicamente mais proximo do poco ativo que o pogo
Obs 2, conforme distancias da Tabela 6.2. Apesar disso, Obs 2 sente a interferéncia
do pogo ativo mais cedo, conforme mostrado na Figura 6.5. Isso ocorre porque
Obs 2 esta posicionado dentro da regiao Vs, que constitui um caminho de alta
transmissibilidade entre este ponto e o poco ativo. Este fendmeno, resultado da
heterogeneidade escolhida para o modelo, foi previsto pela simulacado numérica e
estd bem representado pela solucao por GITT.

Finalmente, a Figura 6.6 mostra uma comparacao da solugdo por GITT com
ordem de truncamento de 300 termos contra a mesma solugao com ordem de 2000
termos, para cada ponto observador. As duas solucoes sao praticamente coincidentes

na escala grafica, para estas ordens de truncamento.
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Figura 6.6: Grafico log-log comparando as solugoes da Secao 6.4 por GITT com
300 (642) e 2000 (4807) termos, nas posigoes dos pogos observadores. O filtro
das solugoes por GITT foi calculado com 7, 7 e 11 termos nas diregdes x, y e
z, respectivamente. O célculo na fonte corresponde a posigao (z,y,2) = (T, +
Tws Yuws Zuw) -
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Capitulo 7

Conclusoes e Propostas para
Trabalhos Futuros

Neste trabalho, a técnica da Transformagao Integral foi utilizada para a resolucao
de problemas de interesse para a area da Engenharia de Reservatérios envolvendo
meios heterogéneos tridimensionais, no contexto da Avaliacdo de Formagoes. Como
os problemas desta area tém caracteristicas bastante desfavoraveis para a conver-
géncia de solugoes, incluindo i) termos fonte espacialmente concentrados (deltas de
Dirac); ii) dominio de grandes dimensdes (semi-infinito); iii) transientes de curtis-
simo tempo; iv) célculo da pressdo no pogo (préximo a fonte delta de Dirac); a
filtragem analitica do problema se mostrou essencial para a obtencao de solugoes.
O problema escolhido para teste foi o ponto fonte, solucao fundamental que pode
ser utilizada para a construcao de solugoes para fontes de geometria mais complexa
por aplicacao do Principio da Superposicao.

No Capitulo 4, foi verificado que a soluc¢ao direta do ponto fonte por CITT,
em meio homogéneo, requer uma quantidade proibitiva de autovalores para a ex-
pansao em série. Realizando manipulagoes algébricas sobre a expressao da solugao
por CITT, foi demonstrada pela primeira vez a equivaléncia entre esta e a solu-
¢ao analitica classica pelo método das imagens, através da aplicagdo da Soma de
Poisson.

No Capitulo 5, o problema do ponto fonte em um meio heterogéneo foi tratado
de forma inédita pela técnica da GITT. De forma a contornar a dificuldade de con-
vergéncia para tempos curtos ja verificada para o meio homogéneo, foi proposta a
utilizagao da prépria solugdo de meio homogéneo (na forma obtida pela Soma de
Poisson) como filtro para a solugdo de meio heterogéneo. Sob esta ética, a GITT
funciona como um termo corretivo em relacao a solucao base de meio homogéneo.
Verificou-se ainda que a dificuldade de convergéncia aumenta significativamente con-
forme as heterogeneidades sao aproximadas do pogco — ou seja, conforme sua pre-

senca é percebida pelo poco em tempos cada vez mais curtos.
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No Capitulo 6, o Principio da Superposi¢cio foi empregado para construir uma
solugao de fluxo uniforme para o problema do pogo vertical com canhoneio parcial,
a partir da solucao ja desenvolvida por GITT para o ponto fonte em meio heterogeé-
neo. Um caso de teste mostrou a capacidade desta solucao de reproduzir o transiente
de pressao completo em reservatorios com heterogeneidades mais complexas que as
abordadas anteriormente em trabalhos da area. Apesar desta generalidade, foi pos-
sivel verificar o aumento consideravel de custo computacional para a representagao
de meios muito heterogéneos, sob a forma de ordens de truncamento mais elevadas
para o problema de autovalor.

A GITT se mostrou viavel para a construcao de modelos de reservatorio heterogeé-
neos, apresentando resultados coerentes com o esperado em todos os casos testados.
Apesar dos exemplos utilizados para teste neste trabalho serem relativamente sim-
ples, o sucesso em sua implementacao sinaliza positivamente para a possibilidade
de aplicar a técnica para problemas mais complexos de Reservatério. Vale ressaltar
que, em funcao do tempo de ocorréncia das heterogeneidades, o desempenho com-
putacional ainda pode ser aquém do desejado. Nesses casos, técnicas adicionais de
aceleragao das taxas de convergéncia do problema devem ser exploradas, de forma
a reduzir a ordem de truncamento necessaria no problema de autovalor algébrico e
na expansao em autofuncoes.

Como ponto de partida para trabalhos futuros, seguem algumas recomendacoes:

1. Uma grande quantidade de heterogeneidades no meio pode exigir uma ordem
de truncamento bastante elevada no problema de autovalor. De forma a reduzir
o custo computacional desta parte da solucdo, seria 1util aplicar a técnica do
Balango Integral (LEIROZ e COTTA, 1990; SCOFANO NETO et al., 1990)
para lidar com as variagoes espaciais abruptas de propriedades tais como a
permeabilidade (COTTA et al., 2016b). Para um meio unidimensional, ela
resulta em um problema de autovalor algébrico linear com taxa de convergéncia
acelerada. Sua aplicacdo a um meio bidimensional resulta em um problema
de autovalor algébrico nao linear do tipo polinomial (KNUPP, 2013). Ainda
nao houve demonstracao da técnica para uma aplicacao tridimensional como
a deste trabalho;

2. A solucado analitica classica de meio homogéneo foi utilizada neste trabalho
como um filtro transiente poderoso para a formulagao da GITT em meio he-
terogéneo. Entretanto, apesar de contribuir fortemente para a convergéncia
da solugao no curto tempo, conforme o efeito das heterogeneidades se torna
importante, a parcela do filtro se torna um “erro” que precisa ser corrigido
pelo aumento da ordem de truncamento na expansao em série de autofuncgoes.
A utilizagdo de um filtro local instantdaneo (MACEDO et al., 1999) poderia
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ser explorada para mitigar este problema;

3. A maior parte dos problemas da area de Avaliacao de Formagoes sao de meio
semi-infinito. A solugao adotada neste trabalho considera a utilizacdo de um
dominio finito suficientemente grande para que os efeitos de borda nao tenham
impacto sobre a solu¢ao nos tempos de interesse. Apesar de funcionar, esta
solugao acaba exigindo um ntimero maior de termos na expansao do problema
de autovalor para a reconstrugao da solugao, problema que se torna particu-
larmente impactante em tempos curtos. Como a GITT exige que o meio seja
finito!, uma proposta alternativa seria estabelecer uma fronteira virtual mével
para o dominio, grande o suficiente para que o potencial (ou sua derivada) na
fronteira seja aproximadamente zero. Esse dominio seria tdo grande quanto
necessario para cada instante de tempo, potencialmente reduzindo o nimero de
termos necessarios para as expansoes em série. Trata-se de um procedimento
analogo ao utilizado na area de Mecanica de Fluidos para o estabelecimento
de camadas limite em escoamentos, dispensando a solu¢ao do problema com-
pleto de Navier-Stokes em por¢oes do dominio onde os efeitos da viscosidade

do fluido poderiam ter sido desprezados;

4. Neste trabalho foi demonstrada a equivaléncia entre a solu¢ao por CITT em
meio homogéneo e a solugao classica pelo método das imagens. Nesse contexto,
a Soma de Poisson é uma transformacao que acelera a taxa de convergéncia
da solugao por CITT para tempos curtos. Esta técnica ndao pode ser aplicada
diretamente a solugao por GITT, devido a presenga das autofuncoes transfor-
madas 1;@' dentro do somatério. Ha trabalhos que sugerem ser possivel genera-
lizar a Soma de Poisson para o somatorio de séries irregulares (LYUBARSKII
e MADYCH, 2008), o que possivelmente forneceria um método genérico de

aceleragao da taxa de convergéncia de solugoes obtidas por GITT;

5. A metodologia exposta neste trabalho permite a construgao de solugoes de
fluxo uniforme para qualquer geometria de fonte em reservatorios heterogeé-
neos, a partir do Principio da Superposicao. Entretanto, a hipotese de fluxo
uniforme é questiondvel na presenca de heterogeneidades préoximas ao poco. A
solucao do ponto fonte em meio heterogéneo poderia ser empregada como base
para a formulac¢ao de uma solugao de condutividade finita ou infinita no poco,
seja por método iterativo (JELMERT e THOMPSON, 1991) ou em combina-
¢ao com a metodologia de elementos de contorno (BIRYUKOV e KUCHUK,

2012). A validade de tal procedimento se baseia sobre o Principio da Reci-

LCaso contrario, os autovalores ndo seriam discretos, mas formariam um continuo. Para o meio
homogéneo (CITT), em que as equagdes sdo desacopladas, isso é aceitdvel. Para o meio heterogéneo
(GITT), com equagoes acopladas, ndo seria possivel truncar e resolver o sistema numericamente.
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procidade que, sob determinadas condigoes, é valido para o meio heterogéneo
(DENG e HORNE, 1993);

. Inclusao na formulacao de elementos tipicos de outras solugoes da area de
Avaliacao de Formagoes, como perda de carga devido ao efeito de skin, raio

finito e estocagem de fluido no interior do poco;

. As solugbes demonstradas neste trabalho assumem uma fonte constante, inde-
pendente do tempo. Os efeitos de vazao variavel em problemas de Avaliagao
de Formagoes sao tipicamente adicionados a solucao de vazao constante por
meio do Teorema de Duhamel (OZISIK, 1993). Entretanto, a formulacio geral
da GITT pode ser utilizada para a geracao direta de uma solucao para vazao

variavel, dispensando a aplicacao posterior da superposicao de Duhamel.
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Apéndice A

Potencial Transformado com

Filtro na Forma Exponencial

Ao utilizar o filtro na forma exponencial da Equagao (5.4a), a transformagao
da fonte se torna consideravelmente mais complexa. Isso ocorre porque esta forma
nao é separavel nas trés dire¢Oes espaciais x, y e z, e sim funcao de uma distancia
Rp(xp) em relagao a posigao da fonte. A substituigdo da Equacao (5.4a) na integral

(1) da Equagao (5.24) ndo permite simplificagoes significativas:

> = Rp. (XD)>
i t = E im i E / erf J Qm dU
g D m:0¢ M 1% 471']6’ DRD] XD) <2\/ DtD ( )

(A1)
Entretanto, sabendo que o sistema das Equagoes (5.20a) e (5.20b) admite como
solugao analitica a Equacao (3.16), é possivel substituir a Equagao (A.1) e inverter

a ordem das integragoes no tempo e no espaco:

poiltn) = [ e 0 gi

dr
0
tp 9 > —
— 7/1'1'(th7-) . 2 _ 2
e {Z Dim (1 = 17)

m=0
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fij(xp,tD)
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A integral f;;(xp,tp) da Equagao (A.2) admite solugdo analitica, dada por

™

2
G*RD?(XD)/ZHD {_ RD](XD)tD+

fij(xp,tp) = 2 +ip Jw N I 1=0

Mlzze—RD?(xD)/zxtp{ < \/(_))
(57

al

o] oo

onde

w(z) = e erfc(—zi) (A.3Db)

Entretanto, a substitui¢do de f;;(xp,tp) na Equacdo (A.2) resulta novamente em

uma integral que nao pode ser resolvida analiticamente:

o = 1
po; (t) _n;% — Z/ Qi (xp 4wkaRDj(xn)f”(XD’tD)dv
=3 Gun (08— 12) S [ Ooxo) 5 )i (A.da)
m=0 =0
onde |
fij(xp,tp) = Trkup R, (x0) fij(xp, tp) (A.4b)

Poderia-se pensar na utilizagdo de integracao numérica. Entretanto, o custo com-

putacional desse procedimento poderia ser significativo, dado que:

1. O integrando é fungao de trés indices distintos de somatério (i, m e j), além do
tempo tp. Isso significa que o nimero de operagoes necessarias para avaliacao

numeérica desta expressao pode ser muito significativo;

2. O integrando é altamente oscilatério, conforme cresce o valor de m, exigindo o
uso de técnicas de integragao numérica especiais que escolham os intervalos de

avaliagdo do integrando com base em conhecimento prévio sobre a forma das
autofungdes (COTTA et al., 2013b; HUYBRECHS e OLVER, 2011; LEVIN,
1996).
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Exceto pela autofunc¢ao Qm(XD), o restante do integrando é uma func¢ao suave. Uma
abordagem alternativa possivel é a integracao semi-analitica (COTTA e MIKHAI-
LOV, 2005): divisao do dominio V' em N subdominios menores, e assumindo que a
parte nao oscilatéria do integrando possa ser aproximada por um valor médio dentro
do subdominio. Dessa forma, pode-se escrever:

/Q XD)fz] XthD = ij XDTHtD /V Qm(XD)dv

f XDnatD [~ (XDn) (A5a)

N
v=3 1,
N
2
onde

Iﬁm(XDn) = /V 2 (xp)dv (A.5b)
_ 8
f (XDnvtD ;Z 1] Xan7 (A5C)

Entende-se que o dominio esteja sendo discretizado em N = N, - N, - N, blocos
retangulares, com N, IV, e N, intervalos nas dimensoes x, y e z, respectivamente.
A fungdo média E(XDn,tD) é calculada com base no valor de f{;(xp,tp) nos 8
vértices mais proximos. A autofuncao axuiliar Qm(XD), que permaneceu no interior
da integral, pode entao ser integrada analiticamente com facilidade.

Substituindo as Equagoes (A.ba—c) na Equacdo (A.4a), obtém-se a expressao

para o potencial transformado pp; (tp):

e sua derivada temporal

oo — N [ee] _
= V(0 = 12) D 15, (Xp0) Z[ (XD tp) = 12 (XD, tp)| (A.7a)
J=0

dtD m=0 n=1
onde
_ 1.8
hij(Xp,,tp) = 3 > hj(Xpyp.tp) (A.7Db)
p=1
1 RD '(XD)
h; t fo | —=—L A7
j(xp, tp) = ArkupRp;(xp) (2\/katD (A.7¢)

As Equagao (A.6) e Equagao (A.7a) sdo equivalentes as Equacgoes (5.27a)

e (5.28a), usando a forma exponencial da soluc¢ao do filtro. De posse de uma solu-
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a0 para os autovalores y; e para as autofuncdes 1, e O, (xp), a Equacao (A.6)
e Equagoes (A.7a—c) podem ser utilizadas junto com a férmula de inversao da Equa-

gao (5.6d) para reconstruir o potencial filtrado p},(xp,tp) e sua derivada temporal.
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Apéndice B

Conceitos Basicos de Interpretacao

de Testes de Formacao

A interpretacdo de testes de formacao é um tipico problema inverso (GRIN-
GARTEN et al., 1979). Através do conhecimento da entrada do sistema (vazao
q(t) do pogo) e da medigao da resposta na saida (pressao p(t)), busca-se determinar
as caracteristicas do reservatorio. Essa busca passa pela necessidade de encontrar e
ajustar um modelo que nao sé represente adequadamente os resultados das medigoes
diretas de pressao e vazao, como também apresente coeréncia com todas as demais
fontes de informagao disponiveis.

A transicao do teste de formacao, de uma técnica de simples diagnodstico e es-
timativa de parametros de pogo para uma verdadeira ferramenta de caracterizagao
de reservatorios, ocorreu com a introducao da derivada logaritmica da pressao como
parte do processo de interpretacao (BOURDET et al., 1983, 1989). Essa ferramenta
possibilitou, entre outros, o inicio do reconhecimento e compreensao do comporta-
mento de reservatorios heterogéneos (GRINGARTEN, 2008), em fungao da defini¢ao
clara de assinaturas caracteristicas dos regimes de fluzo do reservatorio.

O termo regime de fluro é utilizado na literatura para descrever a geometria
predominante das linhas de fluxo no interior do reservatério, identificada através
do efeito que estas causam na resposta transiente de pressao observada na posi¢ao
do pocgo. Essa resposta é tipicamente identificada por meio de um grifico log-log,
também conhecido como grdfico de diagndstico, ferramenta comum na area de Ava-
liacao de Formagoes. As fungoes plotadas no grafico sao o Ap em relagdo a uma
pressao de referéncia, e sua derivada logaritmica temporal Ap’ = 0Ap/dInt. A
Figura B.1 reproduz alguns graficos log-log, destacando uma amostra dos regimes
de fluxo comumente observados em testes de formacao.

Para a melhor compreensao dos exemplos de aplicagao numérica utilizados neste

trabalho, os seguintes termos relacionados aos regimes de fluxo sao importantes:
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Wellbore storage High K fracture Low K fracture Spherical flow

| Early times | | Early times Middle times
// / M
/: Unit slope F Half-unit slope - - Quarter-unit slope " Half-unit
fo straight line __straight line straight lipe . slope straight line |
Q
%‘/ Radial flow Mobility change Storativity change = One sealing fault
\5\' Middle times L Middle times | Middle times | Late times ]
3 | I I (2)<(1) i ]
§e) /\ - @zay 1 Stabilization x 2
c [ | (1) | (1) L
© Stabilization A
i N> } I |
= @ 2> (1)
©
o Channel boundaries Intersecting faults Closed reservoir Constant pressure
3 Late times | Late times Late times | Late times
Drawdown
/ L Stabilization only
L nit slope
. . L straight line |
Half-unit slope - Half-unit slope
straight line straight line

Log of Elapsed time, At (hours)

Figura B.1: Exemplos de grafico log-log destacando alguns regimes de fluxo comu-
mente observados em testes de formagao. A func¢ao plotada é a derivada logaritmica
da pressao no poco em relacao ao tempo, e retas com inclinagoes caracteristicas sao

superpostas aos graficos para auxiliar na identificacao dos regimes de fluxo. Fonte:
(GRINGARTEN, 2008).
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Fluxo esférico: As linhas de fluxo convergem para a posicao da fonte no espaco
3D como se esta fosse um ponto posicionado no centro de uma esfera. Trata-se
do regime de fluxo observado no curto tempo pela solucao do ponto fonte. No
grafico log-log, aparece como uma reta de inclinagdo — 1/2. Na Figura B.1,

corresponde ao esquematico identificado como spherical flow.

Fluxo radial: As linhas de fluxo convergem para a posicao da fonte como se esta
fosse o eixo principal de um cilindro. Trata-se de um regime de fluxo predo-
minantemente 2D e radial, que em geral ocorre apds o atingimento do topo e
base do reservatorio pelo pulso de pressao da fonte. No grafico log-log, aparece
como uma reta de inclinagao zero (horizontal). Na Figura B.1, corresponde ao

esquematico identificado como radial flow.

Regime pseudopermanente: Um reservatério fechado, em que fluido é retirado
pelo pogo e nao ha realimentacao pelas fronteiras externas, nao pode atingir um
regime “permanente”. O regime de fluxo dito pseudopermanente ocorre quando
todo o volume do reservatério ja foi atingido pelo pulso de pressao. A partir
desse momento, o reservatorio passa a se comportar como um tanque fechado,
e a pressao média decresce em todos os pontos do dominio na mesma taxa
constante. No grafico log-log, aparece como uma reta de inclinacdo unitéria.

Na Figura B.1, corresponde ao esquematico identificado como closed reservoir.

Regimes de transigao: Muitos regimes de fluxo ndo tém uma inclinagdo ou nome
especifico. Em geral, estes ocorrem em periodos ditos “de transigdo” entre
outros regimes de fluxo mais bem definidos. Como regra geral, a légica de

interpretacao associada as curvas de derivada é de que:

e A subida das curvas de derivada esta associada a piora da capacidade
de fluxo, a presenca de barreiras ao fluxo ou a qualquer outro tipo de
aumento na dificuldade de propagacao do pulso de pressao conforme este

se afasta da fonte;

o Inversamente, a queda das curvas de derivada esta associada ao aumento
da capacidade de fluxo ou a maior facilidade de propagacao do pulso de

pressao conforme este se afasta da fonte.
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Apéndice C

Caracteristicas dos Softwares

Saphir e Rubis

Os exemplos de aplicagdo numérica da GITT apresentados nas Segoes 5.2, 5.3
e 6.4 sao sempre comparados com solugoes ditas de referéncia. FEm alguns ca-
sos, tratam-se de solugoes analiticas de meio finito homogéneo, tipicamente obtidas
através da aplicacao do método das imagens a uma solucao base de meio infinito ou
semi-infinito. Em outros casos, faz-se referéncia a dois softwares conhecidos na area
de interpretagao de testes de formagao: o Saphir e o Rubis, ambos produzidos pela
empresa Kappa (KAPPA, 2013).

O objetivo deste apéndice é fornecer algumas informagoes acerca das solugoes ob-
tidas por meio destes softwares, de modo a facilitar a compreensao das comparagoes

realizadas neste trabalho.

Saphir

A funcgao primaria do Saphir é facilitar a aplicacao do conjunto de técnicas rela-
cionadas a andlise de transientes de pressdo, também conhecidas como interpretacao
de testes de formacao. Apesar de haver um suporte limitado para simula¢gdo numé-
rica, grande parte das funcionalidades deste software sao voltadas para o uso de
modelos analiticos.

Na Secao 5.2.1 é utilizada como referéncia uma solucao “dita analitica”™ cal-
culada no Saphir para o problema heterogéneo de multiplas camadas descrito no
inicio da Secao 5.2. No software comercial, este modelo é identificado como sendo

a solucdo para um mini-DST? em um reservatério de miltiplas camadas, utilizando

!Conforme documentacdo do Saphir.

20peracdo em que uma ferramenta é descida no interior do poco através de um cabo para a
realizagdo de um fluxo de curta duracdo em uma posi¢ao especifica do reservatorio. A menos da
geometria da ferramenta (probe) e da parede do pogo, trata-se do mais préximo que pode-se chegar
na pratica da solucdo do ponto fonte descrita na Secao 3.2.1.

120



um probe simples. A documentacao do software nao apresenta referéncias claras
sobre o equacionamento utilizado, nem cita referéncias da literatura para o modelo
desenvolvido. Através do contexto desta funcionalidade, das explica¢des fornecidas
na documentacao e do conjunto de parametros disponibilizados para o usuario na
interface, infere-se que este modelo seja uma versao dos trabalhos apresentados por

EHLIG-ECONOMIDES e AYOUB (1986); KUCHUK e WILKINSON (1991). Nesse

caso, a solucao teria como principais caracteristicas:

e Solugao de um problema multicamadas, em que as propriedades fisicas podem

ser diferentes entre as camadas mas sao constantes no interior de cada camada;
e Fluxo 2D radial nas direcoes r e z;
o Solugao de meio infinito na diregdo r, e finito na diregao z;

o Forma analitica no dominio de Laplace, com inversao numérica para o dominio
do tempo. Este procedimento ¢ muito comum na area de Reservatorios, e

tipicamente utiliza o algoritmo de Stehfest.

Por estas caracteristicas, espera-se que este modelo forneca uma boa aproximagao
para o problema descrito na Se¢ao 5.2.1 para os tempos iniciais e intermediarios. No
longo tempo, quando os limites do reservatério comecarem a influenciar a resposta
observada pela fonte, a diferenca nas condigoes de contorno consideradas (meio late-
ralmente infinito no Saphir; meio finito nas outras solugoes) levam a uma diferenga

entre este modelo e as demais opgoes consideradas.

Rubis

O propésito do Rubis ndo é interpretar testes de formacgao, e menos ainda aplicar
modelagem analitica. Em vez disso, trata-se de um simulador numérico “full-field”,
desenvolvido para o calculo de solucdes tridimensionais, transientes, trifasicas® em
reservatorios heterogéneos e irregulares, possivelmente afetados por questdes de nao-
linearidade (meio e fluidos compressiveis, dependentes do campo de pressoes), con-
tendo eventualmente multiplos pocgos de diferentes geometrias.

As Secoes 5.2.1, 5.3.1 e 6.4.1 citam a utilizacao de solucoes calculadas no Rubis
como referéncia para os modelos de reservatério heterogéneos considerados. Da
mesma forma como ocorre com o Saphir, a documentagao disponibilizada sobre o
equacionamento implementado no software é limitada. Entretanto, com relacao aos
problemas de aplicagdo numérica propostos nas Segoes 5.2, 5.3 e 6.4, sao conhecidas

as seguintes caracteristicas:

3Considerando o escoamento simultdneao de éleo, dgua e gas.
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e Solucao de um problema 3D transiente com geometria e heterogeneidade ar-

bitrarias (idénticas as propostas nos casos de aplicagao deste trabalho);
e Meio finito em todas as diregoes;

o Discretizacao do dominio espacial através de uma malha nao estruturada do

tipo Voronoi, cujas células tém geometria hexagonal;

o Nao é possivel determinar, a partir da documentacao, quais os métodos nu-

méricos adotados pelo software para a resolucao do problema discretizado;

o Refinamento automatico diferenciado da discretizagao ao longo do dominio,
produzindo células menores proximo aos pogos e células maiores nas regioes

mais afastadas;

Neste trabalho, nao foi realizada andlise de convergéncia das solugdoes numéricas
do Rubis. Adicionalmente, nenhuma tentativa de aumentar manualmente a discreti-
zacao da malha de simulacao foi capaz de produzir resultados diferentes dos obtidos
a partir da malha gerada automaticamente pelo software. E provével que este simu-
lador seja capaz de fornecer resultados razodveis para comparagao com as solugoes
por GITT em todas as aplicagoes, salvo por eventuais dificuldades de representagao

do comportamento assintético de curtissimo tempo em torno dos pocos.
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Apéndice D

Plataforma de Implementacao

Computacional

A implementagao computacional das solucoes apresentadas neste texto utilizou
a linguagem de programacao Python. Pode-se destacar ainda o uso de algumas
bibliotecas especificas desta linguagem, com rotinas para a manipulagdo eficiente
de tensores e a solucao de problemas de algebra linear: numpy, scipy e numexpr.
Todas foram compiladas com suporte a Intel Math Kernel Library (MKL), conjunto
de rotinas fortemente otimizadas para a solucao de problemas matematicos em pro-
cessadores Intel.

O computador utilizado para os testes possui um processador Intel Core 15-8250U
com 4 nucleos fisicos, habilitado para Hyper-Threading, operando na frequéncia base
de 1,6 GHz e expansivel até 3,4 GHz com Turbo Boost. A memoria RAM disponivel
¢ de 8 GB.

Para os casos de aplicacao do canal da Secao 5.3, e do reservatério comparti-
mentado da Secao 6.4, o tempo de computacao necessario para calcular as solugoes
convergidas em escala grafica'? foi de cerca de 1 segundo cada uma. Esse valor se
deve, em grande parte, a pequena quantidade de termos necessarios na expansao
em autofuncoes para a convergéncia destes dois problemas. Tal desempenho nao
é atingido no caso de aplicacdo do reservatério estratificado da Secao 5.2: a con-
vergéncia na escala grafica®, neste caso, leva cerca de 5 minutos. Para entender o
aumento significativo de tempo necessario entre estes casos de teste, vale lembrar
que a preparacao das matrizes para o problema de autovalor algébrico tende a ter
complexidade da ordem de N2, onde N é a ordem de truncamento do problema de
autovalor.

Nao é possivel afirmar que a implementacao realizada esteja totalmente otimi-

1Canal: 200 (247) termos.
2Compartimentado: 300 (642) termos.
3Estratificado: 8000 (11338) termos.
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zada. De fato, alguns pontos importantes de melhoria incluem:

o Utilizagado de estruturas esparsas e algoritmos que explorem a simetria das
matrizes do problema de autovalor algébrico, possivelmente reduzindo pela

metade o ntimero de operacoes necesséarias para a montagem? de cada matriz;

» Conversao de trechos especificos do c6digo, cujo desempenho seja critico, para
Cython.

Dito isso, para casos como o do reservatério estratificado (com heterogeneidades
muito préximas da fonte), o maior impacto em desempenho certamente nao viria de
otimizacoes do codigo para a solucao atual. Ao invés disso, seria importante explorar
as sugestoes de trabalhos futuros do Capitulo 7, visando reduzir a ordem de trun-
camento necessaria na expansao em série, com impacto positivo para o desempenho

global do calculo da solucao por GITT.

4A resolucdo do sistema linear j4 utiliza a simetria das matrizes.
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