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Apresenta-se neste trabalho uma formulacdo do método dos elementos de contorno
(MEC) para placas espessas sob 3 tipos de carregamentos: variacGes térmicas, forcas de
superficie e reacBes de apoios elasticos tipo Winkler. A variacdo de temperatura na se¢ao
média do elemento de placa resultara em esforgos e deformaces axiais estimados através
da teoria da elasticidade para chapas em estado plano de tensdo (EPT). O gradiente
térmico entre as faces superior e inferior do elemento de placa resultara em esforcos e
deformac0es estimados através da teoria de Reissner para placas espessas. O acoplamento
do campo de temperaturas foi feito com base na formulacao de tensdes e deformacdes
iniciais. As forcas de superficie normais ao plano médio da placa foram implementadas
de forma a possuir variacdo linear ao longo de dominios internos definidos por células
triangulares. As reacGes dos apoios elasticos tipo Winkler foram implementadas de forma
que os deslocamentos transversais dos pontos internos fardo parte do sistema linear de
equacOes em conjunto das variaveis de contorno. Na implementacdo numérica utilizada,
0 sistema de integrais é composto por integrais de contorno de elementos quadraticos e
integrais de dominio de células triangulares lineares para a consideragdo dos 3 tipos de
carregamentos. Estudos de caso séo apresentados como forma de validar a formulacéo e

demonstrar sua aplicabilidade em problemas presentes no ambito da engenharia civil.
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This work presents a boundary element formulation for the analysis of shear
deformable plates under three types of loads: temperature variation, linear load
distribution and reactions from Winkler’s foundations. The elastic and thermal behaviors
were considered uncoupled, this way, the thermal variation interferes with the mechanical
behavior, while the stress and strain distributions have no influence in temperature fields.
Temperature change at the plate mid surface results in axial stresses that are estimated
through the theory of elasticity applied to membrane elements in plane stress distribution.
Thermal gradients through the plate’s section (from top to bottom surface) result in
stresses and strains that can be estimated through Reissner’s theory for shear deformable
plates. Linear loads distributions are considered in the analysis as forces in a
perpendicular direction of the plate’s midsection. Reactions from Winkler’s foundations
are considered, resulting in a linear system composed by boundary and internal domain
variables. In the numerical implementation used, the system of equations is composed by
the integration of boundary quadratic elements and triangular linear cells in the domain
for the coupling of the thermal load, surface forces and Winkler’s spring reactions.
Results are presented through examples for analytical validation and also to demonstrate

the program applicability in the scope of civil engineering.

vii



1.

SUMARIO

[N EEI0] 5160710 IO 1
1.1, MOTIVAGCAO E JUSTIFICATIVA . ..ettieiitreeeeiitteeeesiitteeeessbtaeessssbasesssssaseesasseessssnnens 1
N O 12N =5 i 1Y/ 0 L TR TTTTTRTR 2
1.3. ESTRUTURA DO TRABALHO ... iitet ittt ettt e et e e e et e e et e e e e setneeesennneesennnns 3

TEORIA DA ELASTICIDADE EM ESTADO PLANO ... 5
2% R 1 N = (0] 01U 0.\ SRR 5
2.2. HIP O TESES BASICAS ... etitt ettt et et e et et e et et et ee et e e ees s e e ee s sereennseresnaneerennnn 6
2.3.  EQUAGOES RELEVANTES.....ciiiittteiieteiieeesteeessteeessteeessseessssesssssesssssesssssesssssesssns 6

2.4, SISTEMA DE INTEGRAIS NO CONTORNO DA FORMULAGAO PARA O ELEMENTO EM

= PSR 8

TEORIA DE REISSNER.......oo ot 11
1 0 I | N (01U o7 SRR RRRI 11
3.2, HIPOTESES BASICAS....ciiiiiiieiuieesieesiteeteestteasteestaesteessaeasbeessaesbaesnneanbeessaeanneens 12
3.3. EQUACOES APLICADAS A TEORIA DE REISSNER ....ecvveiiiiiieesiieaieesinesieessneaneens 12

3.4. SISTEMA DE INTEGRAIS NO CONTORNO DA FORMULAGAO PARA PLACAS

ESPESSAS ..ttttetiutteteeesttteeeeasstt et e e e e bt e e e et — et e e e E b et e e e e bt e et e e an et e e e nnba e e e e e ntr et e e anrreeeennrreeeean 16

TERMOELASTICIDADE.......co ittt 21
L N | N 1 =T0 ] 01007 Yo RO 21
4.2. FORMULAGAO DE TENSOES E DEFORMAGOES INICIAIS ...cccvvieiiieeiiieeesiieeesieeeans 21
4.3.  ESFORGCOS GERADOS POR CARGAS TERMICAS......cccuvteiiieeiieeesieeessneessneeesssneeens 22
4.4, DEFORMACAO INICIAL NO SISTEMA DE INTEGRAIS NO CONTORNO............uveee.. 22
4.5. CURVATURA INICIAL NO SISTEMA DE INTEGRAIS NO CONTORNO .........ccccunen... 24

APOIOS ELASTICOS TIPO WINKLER ....c.oiviiiieeeeeeceeeeeee e 28
9.1, INTRODUGAOD ...uutieiitiieeeeitttteeestteeeeestaeeeeasnaseaesassteeeeesnsaeeeeasnsneeeeasseeeeesnseneeeans 28
5.2. FORCAS DE SUPERFICIE NA FORMULAGAQO DO MEC ......cccevuveeeiiieeeiiieesinneessnneeens 29

5.3. ACOPLAMENTO DAS FORCAS DE SUPERFICIE AOS DESLOCAMENTOS EM PONTOS

INTERNOS. ...ttt eeeeeeeeete e e e e e e et e e ee e ssseeeseseaste e asseeeeeeesssenasseeeseseessn s seeeeeseessnnnnnseeeeeneenns 32

viii



6. IMPLEMENTAGAO NUMERICA ......oooooieeeeseeeeeeeeeeeeeeesseeeereeeesseseeseseeeees 34

6.1.  INTRODUGAD .....cciitiieiiit e sttt e sttt e sttt st e st e e st e e e st e e e ssb e e e ssa e e e snaeeessreeennneeannneeans 34
6.2. DISCRETIZACAO DO MODELO E PROCEDIMENTOS DE INTEGRAGAO .......cvveeenns 36
6.3. CALCULO DE TENSOES NO CONTORNOD . .coitiiieieieieieieeeeeeeeeieeeeeeenennnenesenanannnannnas 48
T. ESTUDOS DE CASO ...ttt 50
45 S N (0] 010 07-Y o PSRRI 50
7.2.  VARIACAO DE TEMPERATURA UNIFORME EM CHAPA .....ccceiiiiiieeeiitrieeesiireeeeens 52
7.3. FLUXO DE CALOR UNIFORME EM CHAPA ....cooi ittt 53
7.4. GRADIENTE TERMICO EM PLACA ESPESSA ... cctieeeeee e e et eeeeeeeeeeneannaeaes 54
7.5. PLACA ESPESSA APOIADA EM MOLAS TIPO WINKLER ..ccvuieeeeeeeeeeeeeeeeeeeaeeennns 55
8. RESUL T AD S ... o 57
8.1. CAs0 01— VARIACAO DE TEMPERATURA UNIFORME EM CHAPA .........cccvvveeens 57
8.2. CASO 02 — FLUXO DE CALOR UNIFORME EM CHAPA .. .coeeeeeceeeee e 58
8.3. CASO 03 — GRADIENTE TERMICO EM PLACA ESPESSA ....coeeeeeeeee e eeeeeeiiaaeeeeens 60
8.4. CASO 04 —PLACA APOIADA EM MOLAS TIPO WINKLER .....cooeeeeeeeeeeeieeeeeeeeeeeeeens 65
0. CONGCLUSODES. ... ottt ettt ettt ettt ettt ettt ettt ettt ettt ettt et oot ereeerenanns 69
9.1. CONSIDERAGOES FINAIS ....uvvieieiiieeeeeeitteee e s streeeesetteeeessbteeeessnbaeeessnssaeeesannseeens 69
9.2. SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTURODS. ... eeeeeeeetee e e eeeeeeeeeeaaeeeeeeeeeennanneeees 70
10. REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS .....coooveeeeeeeeeeeeeeee oo ereeeen e 71
APENDICE A = NOTAGAO INDICIAL ....coovoieieeeeeeeeeeee et 74
APENDICE B — INTEGRAGCAO NUMERICA.......c.oooveeeeeeeeeeeeeeeeeseeeves s 75
B.1 — INTEGRAL NUMERICA DE GAUSS ...eeneeeeee et e e e et e et eee e e e e eeeeeeeeeeeeaeenanens 75
B.2 — TRANSFORMADA DE TELLES . .itttetttuiieeeeetteessttssseessesssssnnseseessesssssnnnssseessesssssnnn 77
B.3 — INTEGRAL DE KUTT ttttttttuuiieeeeteeesssnnnsessesssessstsnsssssssssesssnnnssseestesessssnnnnseessesessnnnn 78



LISTA DE FIGURAS

Figura 2.1 — Componentes de um sélido infinitesimal. ...........ccccoooeiiiiniiiiieeens 5
Figura 2.2 — Componentes de forcas e tensdes no estado plano de tensges. .................... 7
Figura 3.1 — Representacao das deformacdes cisalnantes. ...........cccccvevvvieeiveieiiieseenns 11
Figura 3.2 — Convencéo de sinais para deslocamentos e rotagoes. ..........ccccceverereereenne. 12
Figura 3.3 — Convencéo dos esforcos internos e componentes resultantes. .................. 15
Figura 4.1 — Esforcos gerados por gradientes térmicos ao longo da espessura.............. 22

Figura 5.1 — Acoplamento dos deslocamentos em pontos internos ao sistema linear.... 33

Figura 6.1 — Interface grafica orientada a objetos do programa “MEC/CADv01”. ....... 34

Figura 6.2 — Fluxograma das rotinas do programa “MEC/CADVO1”. ..........ccccocvrvrinnne. 35
Figura 6.3 — Discretizacdo do contorno e dominio em elementos...........c.ccceeevvveireennnns 37
Figura 6.4 — Funcdes de forma do elemento quadratico unidimensional........................ 38
Figura 6.5 — Fungdes geométricas linear da célula bidimensional. ..............ccccoeeenneneen. 40
Figura 6.6 — Ponto fonte coincidindo com um dos vértices da célula. ..............ccco........ 41
Figura 6.7 — Ponto fonte na regido interna da célula. ...........cc.cooeoveveiiiiciicic e 42
Figura 6.8 — Ponto fonte situado em um dos lados da célula. .............cccccevveviiieieenns 43
Figura 6.9 — Ponto fonte situado fora do dominio da célula............ccccecerereiieniinennn. 44
Figura 6.10 — Relagdo entre os sistemas global e local de coordenadas. ....................... 49
Figura 7.1 — Malhas da discretizacdo do contorno para controle de convergéncia:........ 51
Figura 7.2 - Malhas da discretizacdo do dominio para controle de convergéncia: ........ 51
Figura 7.3 — Geometria e condicdes de contorno para o estudo de caso O1................... 52
Figura 7.4 — Geometria e condic¢des de contorno para o estudo de caso 02................... 53
Figura 7.5 — Geometria e condic¢des de contorno para o estudo de caso 03................... 54
Figura 7.6 — Malha discretizada com 1600 elementos de placa “S8R”via MEF............ 54
Figura 7.7 — Geometria e condicdes de contorno do estudo de caso 04.............ccccueeee.. 55
Figura 7.8 — Distribuigdo de molas unidimensionais no modelo em MEF. ................... 56

Figura 8.1 — Gréficos em gradientes de cores pelo MEC para o estudo de caso 01....... 57
Figura 8.2 — Deslocamentos “U1” no ponto interno [0,5;0,5] obtidos pelo MEC e pela
0] [0t To IR Ta =11 o OSSP 58
Figura 8.3 — Graficos em gradientes de cores pelo MEC para o estudo de caso 02....... 58
Figura 8.4 — Deslocamentos “U1” no ponto interno [0,5;0,5] obtidos pelo MEC e pela

0] [0t To IR Ta =111 o SRS 59

X



Figura 8.5 — Deslocamentos “U3” no ponto interno [0,5;0,5] obtidos pelo MEC ¢ pelo
Y PSP PPPRP PP 60
Figura 8.6 — Graficos em gradiente de cores: Deslocamentos do estudo de caso 03. .... 62
Figura 8.7 — Graficos em gradiente de cores: Esfor¢os de momentos do caso 03. ........ 63
Figura 8.8 — Graficos em gradiente de cores: Esfor¢os cortantes do caso 03. ............... 64
Figura 8.9 — Deslocamentos “U3” no ponto interno [0,5;0,5] obtidos pelo MEC ¢ pelo
IVIEF . <. ettt b e Rt n et ettt ne b e 65
Figura 8.10 — Gréaficos em gradiente de cores: Deslocamentos do estudo de caso 04. .. 66
Figura 8.11 — Gréficos em gradiente de cores: Esfor¢cos de momento do caso 04......... 67
Figura 8.12 — Gréficos em gradiente de cores: Esforcos cortantes do caso 04. ............. 68

Xi



LISTA DE TABELAS

Tabela 1 — Coeficientes de reacéo ks. Adaptado de Moraes (1976)........c.ccccevveverennnee. 28
Tabela 2 — Propriedades fisicas e geométricas dos modelos analisados. ....................... 50
Tabela 3 — Comparacdo entre modelos analitico e numérico no caso 02....................... 59

Tabela 4 — Comparacgdo dos valores maximos entre modelos numéricos MEC e MEF no

(07 0 0 PSPPSR PR UPP 61
Tabela 5 — Comparacéo dos valores méximos entre modelos numéricos MEC e MEF no
(05 0 N O P SPR PR PRRP 65
Tabela 6 — Coeficientes e pesos para a integracao de Gauss. ........ccccvvereereereerieereeseenes 76

Xii



SIMBOLOS

A(2)
B(2)

By

B'ag

BFPT

IPT
B 104

Componente “A(z)” das func¢des de Bessel.

Componente “B(z)” das fungdes de Bessel.

Vetor “B” associado ao gradiente térmico para integrais de dominio
no calculo de deslocamentos pela teoria de EPT.

Vetor “B" associado ao gradiente térmico para integrais de dominio
no célculo de tensdes pela teoria de EPT.

Vetor “B” associado ao gradiente térmico para integrais de dominio
no célculo de deslocamentos em placas espessas.

Vetor “B" associado ao gradiente térmico para integrais de dominio
no calculo de esfor¢os em placas espessas.

Vetor “B” associado as cargas distribuidas para integrais de dominio
no calculo deslocamentos em placas espessas.

Vetor “B"” associado as cargas distribuidas para integrais de dominio
no calculo de esforcos em placas espessas.

Vetor “B” associado as reaces de molas tipo Winkler para integrais
de dominio no calculo de deslocamentos em placas espessas.

Vetor “B"” associado as reagdes de molas tipo Winkler para integrais
de dominio no célculo de esforgos em placas espessas.

Matriz “S” associada as reacdes de molas tipo Winkler para integrais
de dominio no célculo de deslocamentos em placas espessas.
Maodulo de rigidez ao cisalhamento

Maodulo de rigidez a flex&o.

Xiii



Vo

Madulo de elasticidade longitudinal.

Madulo de elasticidade transversal.

Momento de inércia da secao transversal.
Constante “K,” das fungoes de Bessel.
Constante “K;” das fungdes de Bessel.
Coeficiente de mola tipo Winkler na direcéo 3.
Esforcos de momento fletor.

Esforcos de cisalhamento.

Ndmero de celulas internas.

FuncBes geométricas associadas ao elemento unidimensional
continuo de ordem quadrética.

Funcdes geométricas associadas a célula triangular de ordem linear.
Carregamento distribuido na dire¢éo 3.

Forcas resultantes nas direcdes 1 e 2.

Deslocamentos generalizados nas direcdes 1 e 2.

Rotacdes nas direcdes 1, 2 e deslocamento na direcao 3.

Momentos resultantes nas direcdes principais e forca resultante na
direcdo normal ao plano da placa.

Indices gregos com variacéo de 1 a 2.
indices romanos com variacdo de 1 a 3.
Coeficiente de dilatacdo térmica.

Fator de cisalhamento.

Deformagéo especifica cisalhante.

Xiv



Xaﬁ

Deformacéo especifica de flexao.

Contorno do dominio €.
Dominio em analise.
Contorno da célula triangular.

Dominio da célula triangular.

XV



1. INTRODUCAO

1.1. MOTIVACAO E JUSTIFICATIVA

O metodo dos elementos de contorno tem se mostrado uma eficiente ferramenta
para a solucdo de equacgOes diferenciais. Sua principal caracteristica é a aplicacdo do
teorema do divergente para a transformacao de integrais de dominio em integrais no
contorno, reduzindo-se assim o custo computacional e tempo para obter-se a solugéo.

Em problemas que abordam a teoria da elasticidade, sdo encontradas na literatura
diferentes formulagdes do método para a analise de elementos bidimensionais, 0s quais
podem ser modelados como chapa em estado plano de tensdo ou estado plano de
deformacéo, como placas delgadas com base na teoria de Kirchhoff e placas espessas com
base na teoria de Reissner.

A primeira formulagéo direta do MEC com base na teoria de Reissner foi proposta
por Van der Weeén (1982). Karam (1986) avancou na formulagéo para a consideragéo de
dominios infinitos e ao apontar a adequacdo do método tanto para placas finas como
espessas. Xiao-Yan (1990) contribuiu para a formulacdo de placas espessas
considerando-se o efeito da ndo-linearidade geométrica. Karam e Telles (1992) deram
continuidade ao estudo de placas ao utilizar a formulacdo de tensdes iniciais para a
consideracdo da ndo-linearidade fisica. Rashed (1998) propés uma formulacdo para o
problema de placas espessas apoiadas em elementos de fundacédo tipo Winkler.

Tomando-se como base 0s avangos apresentados nestes trabalhos, as deformagdes
e tensbes oriundas de variacBes térmicas podem ser estimadas de maneira analoga a
consideracdo da ndo-linearidade fisica via MEC, ou seja, atraveés da formulacdo de
tensdes e deformacdes iniciais com o auxilio de células internas para contabilizar a
parcela energética de carregamentos variaveis ao longo do dominio.

Apresenta-se neste trabalho uma revisao bibliografica da aplicacdo do MEC em
equacOes diferenciais referentes a teoria da elasticidade para elementos tipo chapa e a
teoria de Reissner para elementos de placas espessas. Em sequéncia, é feito o acoplamento
do comportamento elastico e térmico de um solido com base na formulagéo de tensées e
deformacdes iniciais atraves da discretizacdo do dominio em células triangulares de

ordem linear. De maneira analoga, € feito o acoplamento de rotinas para a consideracéo



de carregamentos distribuidos e reagdes de fundages elasticas tipo Winkler (com um
grau de liberdade).

Foram adotados procedimentos alternativos para as situacdes de singularidade que
existem ao longo da formulacdo do MEC. Para tal, foi utilizado o principio do
deslocamento de corpo rigido (translacéo e rotacdo), a transformacao de base polinomial
de terceira ordem apresentada por Telles e Oliveira (1994), a transformacgédo de
coordenadas polares para células triangulares e a integragdo numérica em partes finitas
pela quadratura de Kutt (1975).

Para validar a formulacdo utilizada, sdo apresentados 4 estudos de caso: 2
comparando a formulagdo com modelos analiticos e 2 comparando-a com um modelo via
método dos elementos finitos (Abaqus/CAE).

A notacdo indicial serd utilizada ao longo dos proximos topicos. Assim, 0s
coeficientes em letras gregas (a, 8 e y) variardo de 1 até 2 e os em letras romanas (i, j e k)
de 1 até 3.

1.2. OBJETIVOS

Este trabalho tem como objetivos gerais:

e Realizar uma revisdo bibliogréfica das formula¢es mais relevantes para o estudo de
placas espessas via metodo dos elementos de contorno;

e Demonstrar as aplicagcdes da formulagdo desenvolvida neste trabalho no ambito da
engenharia civil;

Este trabalho tem como objetivos especificos:

e Desenvolver um programa com estrutura orientada a objetos e em linguagem
MATLAB para a analise de placas espessas via método dos elementos de contorno
em situacdes de carregamento dos tipos: variacdes de temperatura, cargas distribuidas
linearmente e reacdes de apoios elasticos tipo Winkler;

e Validar a formulacdo desenvolvida através de estudos de caso, comparando-a com
resultados analiticos ou obtidos através de uma formulacdo numérica alternativa via

método dos elementos finitos.



1.3. ESTRUTURA DO TRABALHO

Este trabalho tem sua composicao e narrativa dividida em 9 capitulos:

No capitulo 1 apresenta-se uma contextualizacdo inicial da linha de pesquisa deste
trabalho. Em seguida sdo expostas as motivagdes que influenciaram sua escolha como
tema de dissertacdo de mestrado e 0s objetivos propostos a serem alcangados com a sua
realizacao.

No capitulo 2 apresenta-se uma revisdo das equagdes que compde a teoria da
elasticidade e como elas sdo utilizadas no comportamento de elementos tipo chapa em
Estado Plano de Tensdo (EPT). Ao final do capitulo sdo apresentados os sistemas de
integrais que compde a formulacdo do método dos elementos de contorno para solucao
destas equacdes.

No capitulo 3 apresenta-se uma revisdo das hipdteses basicas e equacGes que
compde a teoria de Reissner para placas espessas. De forma semelhante ao capitulo
anterior, apresentam-se 0s sistemas de integrais que comp6e a formulacdo do método dos
elementos de contorno para solucéo das equacGes desta teoria.

O capitulo 4 discorre sobre o comportamento de materiais elasticos quando
submetidos a variacOes térmicas e como a formulacéo de tensdes e deformagdes iniciais
pode ser utilizada para acoplar o comportamento térmico aos campos de deslocamentos
e esforgos.

No capitulo 5 apresenta-se 0 comportamento de placas apoiadas em elementos de
fundacéo tipo Winkler e como a formulagéo do método dos elementos de contorno acopla
esta subrotina de maneira andloga a consideracao de carregamentos distribuidos.

No capitulo 6 é apresentada a implementacdo numeérica da formulacéo via método
dos elementos de contorno para o elemento de chapa em EPT e para o elemento de placa
espessa solicitados por até trés tipos de carregamentos: variacGes de temperatura, cargas
distribuidas e reacdo de apoio elastico tipo Winkler. Apresenta-se a divisao da estrutura
de processamento do programa desenvolvido em linguagem MATLAB, especificando-se
os tipos de elementos utilizados para a discretizacdo do contorno e do dominio em anélise.
Também sdo expostos os procedimentos adotados para as integrais numéricas do sistema
linear e para o calculo de integrais em situagdes de singularidade em pontos no contorno

ou no interior do dominio.



No capitulo 7 sdo propostos estudos de caso que comparam a formulagéo proposta
com modelos analiticos e com modelos numéricos via método dos elementos finitos,
tendo como objetivo a validacdo da formulacédo abordada neste trabalho.

No capitulo 8 apresenta-se os resultados da analise numérica de cada estudo de
caso proposto no capitulo anterior.

No capitulo 9 chega-se as conclusGes finais deste trabalho e propostas de
desenvolvimentos futuros.

Por fim, no capitulo 10 sdo apresentadas as referéncias bibliograficas em que este

trabalho se fundamentou.



2. TEORIA DA ELASTICIDADE EM ESTADO PLANO

2.1. INTRODUCAO

A teoria da elasticidade representa o comportamento de um soélido quando
solicitado por forgas de superficie ou de volume. Embora sua deducdo seja voltada para
solidos tridimensionais, a eliminacdo de graus de liberdade que apresentam variagédo
desprezivel permite sua simplificacdo para modelos bidimensionais e unidimensionais.

A Figura 2.1 apresenta o conjunto de tensdes normais, tensdes tangenciais, forcas

de superficie e forcas de volume que comp&em um sélido infinitesimal.

(b)

Figura 2.1 — Componentes de um solido infinitesimal.

(a) Tensdes normais e tangenciais; (b) Forcas de superficie; (c) Forcas de volume.

A equacdo diferencial que rege a teoria da elasticidade € a equacdo de Navier, Eq.
(1), a qual é deduzida pela combinacdo de equac6es de equilibrio, relacdes constitutivas,
equacOes de compatibilidade e do tensor de Cauchy. Para um estudo mais aprofundado

da deducéo desta equacao, sugere-se ao leitor a referéncia [6].

GUkk+LUkk+b=0 (1)
SRk T gy Rk T

Onde "U;" representa os deslocamentos generalizados, “b;” representa as forgas

de volume, a componente “G” representa o modulo de elasticidade transversal do material
e “v” o coeficiente de Poisson. O modulo de elasticidade transversal se relaciona com o

modulo de elasticidade longitudinal através da equagéo abaixo.
E

C=a+ o

(2)



2.2. HIPOTESES BASICAS
No estado plano de tensbGes as componentes a3, 0,5 € o033 (Figura 2.1) séo
consideradas nulas. A componente normal do campo de deformacdes €34 € obtida através
da equacéo abaixo.
€33 = V(€11 + &32) (3)
Assim, o0 numero de graus de liberdade reduz-se a duas componentes de

deslocamentos generalizados e forcas resultantes (“U," e "P,").

2.3. EQUAQC)ES RELEVANTES
2.3.1 Relacao deslocamento-deformacéo
As componentes de deformacgdes normais e tangenciais se relacionam com 0s

deslocamentos no plano conforme expressa a equagéo abaixo.

1
Saﬁ = E(Ui’j + Uj,i) (4)

2.3.2 Equagdes de compatibilidade
A continuidade de um sdlido tridimensional é garantida atraves das equacdes de
compatibilidade. Devido as simplificacdes desta formulacéo para o plano bidimensional,

a compatibilidade é expressa através da equacao a seguir.

€1122 T €2211 — 261212 =0 (5)

2.3.3 Forgas resultantes no plano
A componente de forgas “P,” é definida pelo somatorio de tensdes que atuam num
plano qualquer, onde “n,” representa as componentes angulares da normal ao plano.
Py = Ng0qp (6)
A Figura 2.2 apresenta a convencdo de sinais para as componentes de tenséo

“oqp” € forgas resultantes em um plano “F,” para uma determinada normal “n”.



Figura 2.2 — Componentes de forcas e tensdes no estado plano de tensdes.

2.3.4 Relag0es constitutivas

Para um material considerado elastico e isotrépico utiliza-se a chamada de Lei de
Hooke, que define a relacdo entre tensbes e deformacdes eldsticas do material pela
equacéo abaixo.

0;j = Cijri€n (7)

Onde Cjjy, € o tensor isotropico de quarta ordem para tensdes elasticas definido
pela seguinte equacao:
2Gv

Cije = 7= 9ij0m + G (8t + Subji) (8)

O tensor “§;;” representa o delta de Kronecker, onde os seus valores sao definidos
conforme as equacdes abaixo.

6ij:1,S€i:j (9)

8;j =0,sei # j (10)

Como forma de utilizar na formulacdo do MEC para o elemento em estado plano
de tensBes as mesmas solugdes fundamentais utilizadas na formulag&o do elemento em
estado plano de deformacdo (EPD), pode-se substituir o coeficiente de Poisson nessas

equacdes pelo coeficiente de Poisson modificado “v”, na forma
v
14+v’

U= (11)



2.3.5 Equacdes diferenciais de equilibrio
O equilibrio de forgas no elemento em EPT € estabelecido por um sistema linear
com duas equacdes. Alterando-se a equacgdo (1) para torna-la em funcdo das tensdes
normais, tensdes tangenciais e forcas de volume, obtém-se o sistema de equacOes
diferenciais de equilibrio
Oapa +bg =0. (12)

2.3.6 Condicdes de contorno
As condicdes de contorno sdo definidas como pelas equacgdes (13) e (14), onde 0s
deslocamentos generalizados e reacGes no plano serdo representados, respectivamente,

pela notacédo U, e P,.

U, =U,emT; (13)
P,=P,emTl, (14)
Onde

24. SISTEMA DE INTEGRAIS NO CONTORNO DA
FORMULACAO PARA O ELEMENTO EM EPT

A identidade de Somigliana ¢ definida conforme a equacdo abaixo.
Q Q

Através da manipulacdo da equacdo (16) e aplicacdo do teorema do divergente,

obtém-se para o elemento de chapa o seguinte sistema linear.
Cap©OUp(©) + [ PopE 0030 = [ U356 0B Yar
r r

(17)
O processo de manipulacdo da identidade de Somigliana até a obtencdo de um
sistema linear com duas equacdes por né da formulacdo do método dos elementos de
contorno pode ser encontrado para um estudo mais aprofundado na referéncia [6].
Na equagdo (17) “Cqp” € um tensor que depende da geometria e orientagdo do
contorno no ponto fonte “£” e em contornos suaves equivale a “6;;/2”. Vale ressaltar que
“Q” representa o dominio do modelo em analise e “I'” representa o contorno deste

dominio.



* 99

Os tensores “Ugz” € “P,

* 99 [IP9S1)

ap Tepresentam, respectivamente, num ponto campo “x

os deslocamentos e forcas de superficie de uma carga unitaria aplicada no ponto fonte

“£”, sendo definidas pelas equacoes

_1 ~
Uaﬁ = —87'[(1 Y [(3 — 47) ln(r)é‘aﬁ — tar,ﬁ] (18)
e
Pap = v) {[(1 20)80p + 2rarp) 5 — (1= 20)(Tang — r,/sna)}'
(19)

Onde “r” é a distancia entre os pontos campo e fonte, podendo ser escrita na forma

de notacdo indicial como:

T =TTy (20)
Onde
Ta = xa(x) - xa(‘f)- (21)

Através da derivacdo do sistema linear apresentado na Eq. (17) com base na
relacdo deslocamento-deformacéo, Eq. (4), e aplicando o resultado deste processo na
relacdo constitutiva, Eq. (7), obtém-se o sistema linear para componentes de tensao “o;,”,

“012” € “a,,”, conforme expresso na equacdo abaixo.
g ©) + [ Pigy 600, = [ U, 08, Car (22)
r

O processo de manipulagdo das solugdes fundamentais “U,z” € “P,z” € do

sistema linear da Eq. (17), referentes aos deslocamentos e forcas de superficie do
elemento de chapa até a obtencdo das equacgdes de integrais para as componentes de
tensdo pode ser encontrado na referéncia [6] para um estudo mais aprofundado.

As solucdes fundamentais “Ugp,” e “Pgp,” oObtidas através do processo
especificado no parégrafo anterior sao apresentadas nas seguintes equacoes:

U;ﬁy = —4n(1 r [(1 17)(1‘,[,»8“), +148p, —T,08ap) + 2rgrpr, ]

e (23)

Paﬁy_z,t(l_,—,)r(PaﬁV +Pa[>’y +Pa[>’y )

(24)



A divisdo da Eq. (24) em 3 componentes ( P;BYA,P;ﬁVB,P;ﬁyC) foi realizada

apenas como forma melhor visualizar o aglomerado de equagdes da solugdo fundamental

originial exposta na referéncia [6].

dr
x A _ _
Pagy” = 27-[(1 = 20)80apmy + 0(ayp + SpyTa) = 47maTpTy] (24.2)

P*BYB = Zﬁ(nanﬁry + nﬁrary) +(1- 217)(2ny7ja7jﬁ + nﬁSay + naSﬁy)

a

(24.b)

P;ﬁyc = —(1-4v)n,6,4 (24.)
Vale ressaltar que no sistema linear apresentado anteriormente e referentes a
formulacdo do MEC, Eq. (17), as parcelas associadas a integrais de dominio
contabilizadas no vetor “B”, como peso proprio ou carregamento térmico, foram omitidas

para serem abordadas em tépicos futuros.
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3. TEORIA DE REISSNER

3.1. INTRODUCAO

Na analise de estruturas, entende-se como placas os elementos que possuem duas
dimensbes ortogonais substancialmente maiores que a sua dimensdo transversal
(espessura) e que sdo solicitados preponderantemente por carregamentos normais ao seu
plano médio. Entre as teorias para elementos de placa, a literatura classifica como placas
delgadas os modelos baseados na teoria de Kirchhoff e como placas espessas os modelos
baseados na teoria de Reissner.

Como diferenca da teoria de Kirchhoff, a teoria de Reissner considera a influéncia
das deformacdes cisalhantes na solucdo do problema. Assim, no estado deformado uma
linha reta tracada ao longo da espessura nao se mantém obrigatoriamente normal ao plano

da secdo média, conforme representa a Figura 3.1.

Estado
Deformado

X3

A

= - —

Estado
Indeformado

Figura 3.1 — Representacdo das deformag6es cisalhantes.
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Na teoria de Reissner, um solido tridimensional é representado por um elemento
plano bidimensional composto por trés deslocamentos generalizados: rotacdo no eixo

principal (¢,), rotacdo no eixo secundario (¢,) e deslocamento transversal (w).

X3 W

D, D,

X4 X5

2

Figura 3.2 — Convencdo de sinais para deslocamentos e rotagdes.

3.2. HIPOTESES BASICAS
Algumas hipoteses basicas devem ser consideradas para a aplicacdo desta teoria:
e A espessura é considerada pequena em relagdo as demais dimensdes;
e O material em todo o sdlido € homogéneo, isotrdpico e de comportamento
elastico-linear;
e Ascomponentes de tensdes tangenciais (0,3 € g,3) sao consideradas nulas nas
faces superior e inferior da placa;

e A componente de tensdo normal a superficie das faces é dada como o35 = +

N |

para as coordenadas x; = +

h
2

3.3. EQUA(}@ES APLICADAS A TEORIA DE REISSNER
3.3.1 Deslocamentos generalizados

Os deslocamentos "U;" nas 3 direcfes ao longo da espessura do sélido
tridimensional sdo condensados em 3 graus de liberdade do elemento de placa. Esse
procedimento é obtido através de integrais com limites definidos entre a face superior
(+h/2) e inferior (—h/2) da placa , conforme expressam as equag0es (25) e (26). Essas
equacdes expressam, respectivamente, as rotacdes da normal a superficie média nas

direcdes principais do plano da placa (¢,) e o deslocamento transversal (w).

12



G == |  Ugxsdxs (25)
h
3 (2 2x3\°
w = ﬁ h U3 [1 - (T) ldX3 (26)
2

3.3.2 Tensdes Solicitantes
As tensdes normais e tangenciais nas dire¢des dos planos principais do elemento
de placa variam linearmente ao longo da espessura em funcdo dos esfor¢os de momento

fletor, conforme expressa a equacgao

12
O-a[f = FM(X[;X?,. (27)

Através das equagdes diferenciais de equilibrio, obtém-se as demais componentes

de tensdo expressas a seguir

O3 = %Qa@ [1 - (2_;?)2]: (28)
o =023~ (22)] 2s)

3.3.3 Esforgos Solicitantes

De maneira analoga as equacoes (25) e (26), as tensdes normais e tangenciais sao
condensadas em esforcos ao longo da espessura através das integrais expressas na
equacdo (30) para momentos fletores, na equacdo (31) para esforgos cisalhantes e na
equacéo (32) para esfor¢os normais.

h
2
Myp = fhaaﬁx3dx3 (30)
h
z
Qq = ]hO'a3dX3 (31)
h
)
Nop = jhaaﬁdx3 (32)

13



3.3.4 Equacoes de Equilibrio
Ao integrar as tensdes normais e tangenciais em esforcos, as equagdes de
equilibrio apresentadas anteriormente na equacéo (12) serdo representadas nesta teoria

em funcéo dos esforgos, conforme as equacdes

Qa,a +q=0 (33)
€
Maﬁ,ﬁ + Qa = 0. (34)

3.3.5 Deformacdes Especificas

Os deslocamentos generalizados resultardo em deformagdes cisalhantes e
deformacdes de flexdo que serdo posteriormente contabilizados no calculo dos esforcos
através das relacOes constitutivas do material. As deformacdes cisalhantes dependem da
rotacdo do eixo normal ao plano médio do elemento de placa e da taxa de variacdo da
flecha ao longo de uma diregéo, conforme expressa a equagéo a seguir:

Yo = Po + Wa. (35)

As deformacdes de flexdo (curvatura) sdo calculadas pela taxa de variacdo das

rotagdes em relacdo aos eixos principais “¢,”, conforme expresso abaixo.

a + a

3.3.6 Relacbes Constitutivas
As relacdes constitutivas definem a relacéo esforco-deformacdo de um material

homogéneo, isotropico e de comportamento eléstico linear.

Qq = Cq (37)
M —D(l_v)<2 12 s )+ Y46 (38)
af — 2 Xap 1_vay af (1_17)1261 ap
Onde
f o iy « . _ ER3
D> é arigidez a flexdo: D = 2007
D(1-v)A?
“C” ¢ arigidez ao cisalhamento: C = %
10
“)” é o fator de cisalhamento: A = g

14



3.3.7 Equac0es diferenciais de Reissner
Através da combinacdo e diferenciacdo das equacles citadas anteriormente,

obtém-se o sistema de equacdes de Reissner:

1, 1 __0(VPw)
Qa = ﬁv Qo + 12(1—v) 9a =D 0x, (39)
(2-v)
4 2, —
DV'W + g =y U 4= 1 (40)

3.3.8 Condicdes de Contorno
O elemento de placa com base na teoria de Reissner possui 3 componentes
resultantes que sao obtidas pelas seguintes equacdes:
Do = NgMgp (41)
p3 = NngQq (42)
Conforme apresenta a Figura 3.3.

X2
‘ pl n x3‘
My,
Mﬂ* P2
My, *M21
-
X1 P3 lQl X2
Q2
1
n
X1
Figura 3.3 — Convencdo dos esforgos internos e componentes resultantes.
As condigdes de contorno séo definidas como pelas equagdes:
u; = u; em Iy (43)
pi =pieml; (44)

Onde os deslocamentos generalizados (¢4, ¢, € w) serdo representados pela

notacao u4, u, € uz e o contorno é definido pelo conjunto expresso abaixo.

15



3.4. SISTEMA DE INTEGRAIS NO CONTORNO DA
FORMULACAO PARA PLACAS ESPESSAS

O sistema de integrais no contorno para solucdo das equacOes diferenciais de
Reissner, eg. (39) e (40), pode ser obtido através da diferenciacdo do teorema de Betti ou

através do metodo dos residuos ponderados, resultando na equacao abaixo.
Gy E + [ i 0w @ar = [ w6 0p,Gar (46)
r r

Para um estudo mais aprofundado destes dois procedimentos, recomenda-se as
referéncias [12] e [28].

De forma anéloga ao apresentado no capitulo da teoria da elasticidade em EPT,

* 9

ij
forcas de superficie num ponto campo “x” por uma carga unitaria aplicada no ponto

os tensores “u;;” e “p;;” representam, respectivamente, deslocamentos generalizados e

fonte “¢”. Neste trabalho utilizaram-se os tensores “u;;” da solu¢do fundamental

apresentada por Weeén (1982) conforme expressas nas equacdes abaixo:

u;B = m{[BB(Z) - (1 - U)(Z Inz — 1)]6(1[3

—[8A(2) + 2(1 — v)]ry - r,ﬁ};

(47)
1
Upz = —Uzq = 87T_D(21n2_ 1) r-ry;
(48)
1
U3z = m[(l —v)-z?-(Inz—1) —8Inz];
(49)
Onde
zZ = Ar. (50)

As variaveis “A(z)” e “B(z)” sdo obtidas atraves de funcbes de Bessel, as quais

sdo escritas conforme as expressdes:

2 1
A@) = K@) += [ K@)~ -] (51)

1 1
B(2) = Ko(2) +- [Kl(z) - E]' (52)

16



As fungdes de Bessel “K,(z)” e “K;(z)” sdo aproximadas através de expansdes
polinomiais expandidas conforme as equacdes a seguir:

Para0 <z <2

Ko(z) = —In (%) Io(2) — 0.5772156 + 0.4227842 (%)2 +0.2306975 (%)4

8

+0.0348859 (;) 400026269 @

+0.0001075 (%)10 +0.0000074 (%)12

(53)

AN AN

K,(z) = %[m (%) I,(2) + 1.0000 + 0.15443144 (2) —0.67278579 (2)

—0.18156897 (g) 0.01919402 (;) ’

10 712

~0.000110404 3) ~ - 0.00004686 (3) ]

(54)

Onde

4

Z 2 Z
Io(z) = 1.0000 + 3.5156229 (ﬁ) +3.0899424 (ﬁ)

8

+1.2067492 (3%) " 402659732 (3%)

12

+0.0360768 (3%)10 +0.0045813 (3%)

(55)

2 7 | 4

Z
I,(2) = z[0.5 + 0.87890594 In (ﬁ) +0.51498869 (ﬁ)

8

+0.15084934 (3%)  + 002658733 (%)

12

+0.00301532 (ﬁ)w +0.00032411 (%) ]

(56)
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E paraz > 2

2
Ko(2) = [1.25331414 — 0.0783235 (—)
AreAr z
2\ 2 2\ 3
+0.0218956 (E) —0.01062446 (;)
2\* 2\ °
+0.00587872 (E) — 0.00251540 (E)
2 6
+0.00053208 (E) ]
2
K, (z) = [1.25331414 + 0.23498619 (—) +
AreAr z
2\ 2 2\ 3
—0.03655620 (E) —0.01504268 (E) +
2\* 2\ °
—0.00780353 (;) +0.00325614 (;) +

2 6
—0.00068245( ) ]

VA

(57)

(58)

As forgas de superficie correspondentes a solucdo fundamental, Eq. (59) a (62),

foram apresentadas por Karam (1992) aplicando as equacbes (47) a (49) nas relacbes

esforco-deformacdo, Eq. (37) e (38), e obtendo-se suas resultantes com as equacdes (41)

e (42).

* 1 x A + B x C
Paﬁ:—rnr[l’aﬁ +Dpap +Pap |

Onde
Piop” = (BA(2) + 22 Ky(2) + 1 = 1) (8apmn +TpM4)
Pag” = (4A(2) + 1+ v)rang

pag’ = —2(8A(2) +2z Ky (2) + 1= v)ry 15Ty

(59)

(59.a)
(59.b)

(59.c)
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AZ
= — . — . . 60
Pas = 5~ [B(2) ng = A(2) "7 " ] (60)

1—v 1+v

p§a=—( 87T)[(21_v-lnz—1)na+2r,a-r,n] (61)
1

P§3=—ﬁ”f,n (62)

Atraveés da diferenciacdo da Eq. (46) nas relacfes esforco-deformacéo, Eq. (37) e

(38), obtém-se as equagdes integrais para as componentes de esforgos “Myp” € “Qp”.
Map(©) + | P 6 00T = [ (620 T
r r

(63)

0s(®) + fr D3 5i(€, 01, ()T = fr U356, 2)py ()T

(64)

O processo de manipulagdo dos tensores da solugdo fundamental, Eq. (47) a (49)
, Eq. (59) a (62), e do sistema linear, Eq. (46), referentes aos deslocamentos e forcas
generalizadas do elemento de placa espessa via MEC até a obtencdo das equacGes de
integrais para as componentes de esforcos, pode ser encontrado em Karam (1992) para
um estudo mais aprofundado.

Os tensores “u;p,” € “p;p),” foram obtidos através do processo especificado no

paragrafo anterior.

* 1 * A * B * C
uaﬁ)/ = M [uaﬁ)/ + ua,B]/ + ua,By ] (65)
u‘;ﬁ)’A = (44 + 22K + 1~ v)(sﬁy Ta t Oy T,B) (65.a)
u;ByB = —2(84+2zK; + 1 —v)r o157, (65.b)
ug, " = (4A+ 1+ )81y (65.c)
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1
Uyps = —g[(Z(l +v)Inz—1+v) §sp +2(1 — V)1, r,ﬁ]

Uspy =50 (Boyp—Argry)
. 1
Y383 = oy P

* D(]‘ B v) « A x* B « C x* D x* E
Papy = ATr72 {paﬁy + Papy tDPapy +Papy T Papy }

Onde
Papy,” = (4A+ 22K, + 1 - v) (8, g + 8,5 )
Do, = (BA+1+30)8,5 1,
pig, =—(16A + 62K, + 22Ky + 2 — 20)[(ny 1 +
ng )Ty + (8ya T + 8y T )]
Pipy” = —(16A + 4z Ky + 22Ko + 2+ 20)(8ap Ty T
+ 1y T Tp)
Pig,. = 4(24A + 82K, + 22Ky + 2 — 20) 1o Tp Ty Ty
2
Paps = % [(ZA + ZKl)(rﬁ Ng + 7o Np )
— 2(4A + zK )1y T Tyt 248457
2
Pagy = _% (24 + zKy)(8yp7n + fynﬁ)

—2(4A + ZKl)ty rgTm+2An, T,ﬁ]

., _D(-v)2?

Psps = 4mr? [(ZZB +Dng — (z°A + 2)rg T,n]

(66)

(67)

(68)

(69)

(69.a)

(69.b)

(69.c)

(69.d)

(69.e)

(70)

(71)

(72)
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4. TERMOELASTICIDADE

4.1. INTRODUCAO

A variacdo de temperatura em um sélido tem como consequéncia expansdes ou
contracOes de volume. Em situagfes onde existe elevado gradiente térmico ou condi¢des
de contorno que restringem a variacdo volumétrica, surgem tensbes de natureza
termoelastica.

A teoria da elasticidade expressa os efeitos da variacdo de temperatura no campo

de deformacdes atraves da equagéo

a

1+v
Onde

v € o coeficiente de Poisson modificado para a teoria de EPT (v = 12:—”);
a ¢ o coeficiente linear de dilatacdo térmica modificado (& = %);

d;; € o delta de Kronecker e

AT é a variacdo de temperatura,;

4.2. FORMULACAO DE TENSOES E DEFORMACOES INICIAIS

A variacdo de temperatura serd inserida na implementacdo numérica do MEC

através das formulacdes de tensdes e deformacdes inicias, conforme as equacdes:

1+v
O-ij = Cl’jklgl'lgl()tal - 2G (1 — 2‘1]) aAT6U (74)
e
e = ey + &), (75)
Onde

€€ é a parcela de deformacéo elastica do material e

eT é a parcela de deformagéo oriunda da variacdo de temperatura.

Nestas equacdes, os campos de tensdo e deformacdo sdo estimados através da
superposic¢ao do comportamento elastico do material com o comportamento térmico. Este
procedimento pode ser realizado de maneira analoga a consideracdo de deformacoes e
tensGes de diferentes parcelas, como carregamentos de pds-tracdo, retracdo, plasticidade,

reacOes expansivas como corrosdo ou reacdo alcali agregado.
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4.3. ESFORCOS GERADOS POR CARGAS TERMICAS

Conforme apresentado nas equacdes (74) e (75), a variacdo de temperatura resultard
em incrementos de tensdo e deformacdo nas dire¢cfes normais as faces de um sélido.
Quando a distribuicdo de temperatura varia ao longo da espessura em placas, é acrescida
uma curvatura de origem térmica, o que resultara em esforgos de flexdo e tor¢cdo. Como
forma de facilitar a implementacéo das rotinas do efeito de chapa e placa, o carregamento
térmico foi dividido em duas parcelas, conforme representado na Figura 4.1. A primeira
parcela representa uma variacdo de temperatura ao longo da espessura média do sélido
tridimensional, tendo efeitos estimados pela rotina de chapa em EPT. A segunda parcela
representa uma variacdo de temperatura ao longo dos bordos inferior e superior, tendo

efeitos estimados pela rotina de placa espessa de Reissner.

Toup(°C) Tueo(C) +AT(°C)
I
|
Tine(°C) -AT(°C)
EFEITO DE EFEITO DE
GRADIEI}IT)E TERMICO DEF?E)MACAO CUR}/A;\TURA
a C

Figura 4.1 — Esforcos gerados por gradientes térmicos ao longo da espessura.

4.4. DEFORMACAO INICIAL NO SISTEMA DE INTEGRAIS NO
CONTORNO

A formulacdo de deformac®es iniciais é inserida no sistema de integrais do
método dos elementos de contorno sob a forma de vetores “B” utilizados para
contabilizar a parcela de potencial energético oriunda de deformacGes prescritas ao longo
de todo dominio “Q2”. Utilizou-se o indice “D” para indicar o vetor de parcela energética
referente as deformacdes de origem térmica.

[H]{U} = [H]{P} + {B"} (76)

[S] = [G'|{P} — [H'{U} + {B"} (77)
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As equagdes (76) e (77) representam na forma matricial o sistema linear e
equacOes de integrais apresentados nas equacdes (17) e (22) acrescidos dos vetores
referentes ao efeito de deformacéo pela variacdo de temperatura na se¢do média.

Como foi expresso no tpico anterior, a variacdo de temperatura ao longo de um
solido tridimensional sera dividida em parcelas de efeito de deformacéo axial e efeito de
curvatura inicial. A deformacdo inicial serd acoplada ao sistema de equacbes da

formulacdo do elemento de chapa em EPT através de vetores “B2” e “B’QB”. O primeiro

vetor corresponde ao vetor aplicado ao sistema linear para obtencdo dos deslocamentos
no plano e forgas resultantes (“U,” ¢ “P,”). O segundo corresponde ao vetor aplicado as

equagles de integrais para obtengdo das tensdes normais e tensdes tangenciais (“gqp”).

Estes vetores sdo calculados por

ncells

5 (147D .
Bl = Z 2aG ( . 25) uyg p Trgp dQn (78)
n=1 In
e
ncells
Blgﬂ = Z (Yf aéﬁye Tyep Ay, (79)
n=1 Qn

As equac0es (78) e (79) representam as integrais de dominio que compdem 0s

vetores “BR” e “B’QB”, respectivamente. O dominio “Q” sera dividido em “n” células

internas triangulares com um valor de Tz, associado a cada um dos seus 3 pontos.
As integrais de dominio na composicdo dos vetores “B2” e “B’ZB”, podem ser

transformadas em integrais de contorno quando a distribuicdo de temperaturas em todo
dominio “Q2” se encontra em estado estacionario. Esse procedimento pode ser encontrado
para um estudo mais aprofundado consultando-se a referéncia [26].

Este trabalho tem como objetivo desenvolver uma rotina para qualquer
distribuicdo de temperaturas. Devido a isso, foram mantidas as integrais de dominio e
utilizadas células internas de ordem linear em sua integracdo numérica. As solugdes
fundamentais que compdem as equacgdes (78) e (79) foram extraidas de Telles (1983)

sendo expressas conforme as equacoes
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u:;cﬁ,y = 8t(1—0)G.r {(1 - 277)(7”,;35)/05 + 746, — 77)/504?) + 2770:’”,[?771/} (80)

e
p ezL(U*éﬁe‘FU*gﬁ 0+ 0 apye+ 0 apye + 0 apy0)- (81)
aBY® ~ 2n(1 — D)r2 14 Y 14 Y Y
Onde

0" agye = 2(1 = 20)(8apTyTe + SyeTatp); (81.a)
0" apyo = 20(8oaTpTy + 8gyToTa + SayToTip + SpoTaty); (81.b)
0 apyo = —8TaT Ty Te; (81.¢)
0" apye = (1= 20)(8aySop + 8py60a); (81.d)
0 apye = —(1 — 40)8,50y. (81.e)

Os procedimentos adotados para a solucdo das singularidades que ocorrem ao
longo das integrais do dominio discretizado em células triangulares serdo abordados em

topicos futuros referentes a implementacao numérica utilizada.

4.5. CURVATURA INICIAL NO SISTEMA DE INTEGRAIS NO
CONTORNO

De maneira analoga ao procedimento da deformacéo inicial, a curvatura oriunda
de um gradiente térmico ao longo da espessura da placa sera inserida no sistema de
integrais do MEC sob forma de vetores “B”. Esses vetores s&o utilizados para contabilizar
a parcela de potencial energético de curvaturas prescritas aplicadas ao longo de todo o
dominio “Q”.

[H]{u} = [G]{p} + {B"} (82)

[S] = [6'{p} — [H']{u} + {B"“"} (83)
Utilizou-se o indice “CT” para representar os vetores referentes as parcelas
energéticas de curvaturas de origem térmica. As equacdes (82) e (83) representam na
forma matricial o sistema linear e equacOes de integrais apresentados nas equacoes (46),
(63) e (64) acrescidos dos vetores referentes ao efeito de curvatura pelo gradiente térmico

entre as faces superior e inferior do elemento de placa.
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Assim, a curvatura referente ao gradiente térmico serd acoplada ao sistema de
equacdes lineares da formulagio do elemento de placa espessa através de vetores “BF7”
e “B’iCBT . O primeiro vetor corresponde a parcela energética aplicada ao sistema linear
para a obtengdo dos deslocamentos e forgas (“u;” e “p;”). O segundo corresponde ao
vetor aplicado as equacdes de integrais para a obtencdo de esforcos de momento e
cisalhamento (“Mp” € “Qg”).

Os vetores “Bf"” e “B'{§” sdo definidos por integrais de dominio, conforme

expresso nas equacoes

ncells

B{" = Z f Xepi * MagdQn (84)
n=1 "‘n

e
ncells

BT = Z f Xigyo Mg Q. (85)
n=1 T

O dominio “Q” sera dividido em “n” células internas triangulares com um valor
de “Mgﬁ” associado a cada um dos seus 3 pontos.

Os tensores “Xqgi” € “Xigye” que compde as equacdes (84) e (85) foram extraidas
de Karam (1992), onde foi realizada uma formulagéo para solugdo da ndo-linearidade
fisica em placas. Comparando-se a formulacdo utilizada para plasticidade e a realizada
neste trabalho, existe como diferenca a necessidade de iteracdes para a obtencdo do
momento e curvatura plastica, enquanto na situacdo de um carregamento térmico, a
curvatura aplicada ao longo do dominio depende apenas da distribuicdo de temperaturas.
Assim, a curvatura e 0 momento oriundo de um gradiente térmico ao longo da espessura

sdo definidos pelas equacdes:

)(gﬁ = alTé,p (86)
e

o 1+v h/2
Myp = 2G e abqp _h/zng(x3).dx3. (87)

A curvatura total ao longo do elemento de placa serd calculada conforme a
equacao a sequir:

Xap'™ = Xop + Xag- (88)
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Os esforgos de momento fletor e esforgo cisalhante sdo expressos conforme as
equacoes:

D(1-v) 2v
Mop = ——— [ngﬁml t1 o UXWW%B] — Meg (89)
e

D(1 —v)A?
Qap = Va (50)

Os tensores da solugédo fundamental que representam a curvatura ao longo de uma
placa de dominio infinito solicitada por cargas unitarias, com base no teorema de trabalho

virtual da equacao de Betti, sdo escritas conforme as equacdes abaixo.
-1

Xapy = gD = v)r [tap,” + xam” + Xy (91)
Onde
Xiogy" = (B8A+4z- K +2—20)(rp 84 + 70 8p,); (91.a)
Xopy =—4BA+2z Ky +1—v)ry 151y (91.b)
Xapy" =2(4A+1=v)(8ap  1y). (91.c)
Xaps = 8;—2 [5,1,;(2 Inz—1)+2r,- r_ﬁ]. (92)

Para a determinacdo dos esforcos internos de momentos fletores e cisalhamento,
os tensores “¥;, ¢ S0 escritos conforme as equacdes a seguir.

Xapye = Jerr2 [Xaﬁye t Xapyo Tt Xapye t Xapye T Xapye T Xapye ]

(93)
Onde
Xogyo” = 4(4A+ 22Ky + 1= v) (84 - Sop + S0a * Syp); (93.a)
xélgyeB =4(4A+ 1+ v)6,9 " Sap; (93.b)
Xiopyo' =—8(8A+2z Ky +1—v)(8y9 74 7p); (93.c)
Xopyo, = —8(8A+2z- Ky +1+v)(Sap -1y Tg);i (93.d)
Xogye = —4(16A + 62Ky + 22 Ko+ 2 — 20)(8yq T Tp + -

59a"fy'r,ﬁ+5yﬁ'77a'779+695'ry'77a);

Xapyo' =16(Q24A+82 Ky + 2% Ko +2-20) - (1o 75 1, "7p);  (93)
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X3pye = —m[)@ﬁye + X3zgye T X3pye ]}

(94)
Onde
Xipre" = BA+4z-K)(rg - Oyp + 1y Sop); (94.a)
Xigye, = —4(BA+2z K )rg -1, 1p; (94.b)
XgBVHC = 8A(8y9 " 7p). (94.c)

Os procedimentos adotados para a solugdo das singularidades que ocorrem ao
longo das integrais do dominio discretizado em células triangulares serdo abordados em

topicos futuros referentes a implementacao numérica utilizada.
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5. APOIOS ELASTICOS TIPO WINKLER

5.1. INTRODUCAO

Para a anélise de elementos apoiados no solo, encontra-se na literatura 0 modelo
matematico de Winkler que aproxima o comportamento do solo tridimensional através
do uso de elementos de molas unidimensionais. A relacdo reacdo-deslocamento do
elemento de mola é expressa conforme a equacao

R(x) = ksus(x). (95)

A constante elastica “ks” é chamada de coeficiente de reagdo elastica do solo e é
utilizada para quantificar a capacidade resistente do solo “R(x)” para um dado
deslocamento unidirecional “us;(x)”. A determinacdo destes coeficientes pode ser
realizada através de ensaios de prova de carga ou através de valores tabelados em normas
técnicas. A Tabela 1 apresenta valores do coeficiente para diferentes tipos de solos
catalogados por Moraes (1976).

Tabela 1 — Coeficientes de reacéo k,. Adaptado de Moraes (1976)

Tipo de solo ks(kN.m™3)
Turfa leve — solo pantanoso 5.000 a 10.000
Turfa pesada — solo pantanoso 10.000 a 15.000
Avreia fina de praia 10.000 a 15.000
Aterro de silte, areia e cascalho 10.000 a 20.000
Argila molhada 20.000 a 30.000
Argila Gmida 40.000 a 50.000
Argila seca 60.000 a 80.000
Argila seca endurecida 100.000

Silte compactado com areia e pedra 80.000 a 100.000
Silte compactado com areia e muita pedra 100.000 a 120.000
Cascalho miudo com areia fina 80.000 a 120.000
Cascalho médio com areia fina 100.000 a 120.000
Cascalho grosso com areia grossa 120.000 a 150.000
Cascalho grosso com pouca areia 150.000 a 200.000
Cascalho grosso com pouca areia compactada 200.000 a 250.000
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Com base na equacdo (95), pode-se considerar o comportamento do solo como
equivalente ao de uma forca de superficie de magnitude acoplada ao seu deslocamento na
direcdo transversal. Como esses deslocamentos sdo incognitas adicionais para a solugéo
do sistema linear da formulacdo do MEC, além de um vetor “B” associado as forcas de
superficie produzidas pelo solo, serdo adicionadas ao sistema linear da Eq. (46) equacdes
referentes aos deslocamentos transversais “u;” dos pontos internos.

Ao longo deste capitulo sera apresentada a formulacdo do método dos elementos
de contorno para aplicacdo de forcas de superficie através de integrais de dominio. Em
seguida, apresenta-se 0 processo para o acoplamento da equacgédo (95) na magnitude das

forcas de superficie para modelar o comportamento dos apoios elasticos tipo Winkler.

5.2. FORGAS DE SUPERFICIE NA FORMULAGAO DO MEC

De maneira analoga ao procedimento da curvatura inicial, a parcela de energia
referente aos efeitos de uma carga distribuida serd inserida na formulacdo do MEC sob
forma de vetores “B“”, utilizados para contabilizar a parcela de potencial energético de

forcas de superficie aplicadas ao longo de todo o dominio “Q”.
[H]{u} = [G]{p} + {B°} (96)

[S]=[G'l{p} — [H'{u} + {B'°} (97)
Utilizou-se o indice “Q” para representar os vetores referentes as parcelas
energéticas de carregamentos distribuidos. As equacdes (96) e (97) representam na forma
matricial os sistemas lineares apresentados nas equagoes (46) , (63) e (64) acrescidos dos
vetores referentes as forcas de superficie aplicadas ao longo do elemento de placa.
Assim, a parcela energética referente a forca de superficie sera acoplada ao
sistema de equacdes lineares da formulacdo do elemento de placa espessa atraves de

vetores “B?” “B’?ﬁ”. O primeiro vetor corresponde a parcela energética aplicado ao

sistema linear para a obtencdo dos deslocamentos generalizados e reacdes de superficie
(“u;” e “p;”). O segundo corresponde ao vetor aplicado as equagdes integrais para a
obtengdo de esfor¢os de momento e cisalhamento (“Mgyp” € “Q,”). O dominio “Q2” sera
dividido em “n” células internas triangulares com um valor de forca de superficie

associado a cada um dos seus 3 pontos.
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As integrais de dominio que compdem os vetores “BiQ” e “B’?ﬁ” sdo expressas a

abaixo.
ncells
BY = Zl fﬂnqm 6.0 — o i 400
(98)
ncells
Big® = Z fﬂnq(x) [uigg(f,x)—ﬁvg‘ﬁ(f,x)] dQ, (x)
n (99)

As expressdes que compdem 0s vetores “BiQ” e “B’?ﬁ” foram extraidas da

formulacédo proposta por Rashed (2005) e sdo expressas conforme as equacdes a segulir.

* 1 * A * B * Cc

Uapy = 4nD(1—v) -7 [uaﬁ,)’ + Uapy + Uap,y ] (100)

Onde
Uy, = (BA+4z Ky +1—0)1, - 8ap (100.a)
Upg, = —28A+2z K +1—v)ry 151, (100.b)
Unp, = (4A+1—v) (84 T+ Oy Ta) (100.c)

1
u30{,ﬂ = _uag’ﬂ = 87T_D [6(13(2 Inz — 1) + 27:0: . T'B] (101)

No calculo dos esfor¢os de momento fletor e esforgos cisalhantes, sdo utilizadas

as expressdes abaixo.

1

Upps = —g{[za +v)Inz—1+v] 8p +2(1 — V)T 1k (102)
1

Uass = 5 Ta; (103)

i (1-v)
Vap = 272 (60616’ - Zr,ar,ﬁ); (104)
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Como forma de reduzir o custo computacional necessério para a integracdo
numerica das células internas ao longo do dominio “Q,” pode-se aplicar o teorema do
divergente nas equacdes (98) e (99), alterando-se o dominio de integracdo para o contorno
“I',” das ceélulas internas. As equacOes a seguir expressam o resultado desse

procedimento.

fﬂnqm [uiste0 - 5 ”v) -

[RICIEXGER

Ui (6] 402 06) =
T ) ) e )
(106)

|| a0 [uipa(6. ) ~ sz vip (60| 4000 = [ aGwiy(6,0) dr ).
Qn I'n

v
(1-v)
(107)
Abaixo sdo apresentados os tensores “v; 5 € w;z que compdem as integrais da

carga distribuida em funcéo do contorno.
2

r
Vet = 128D [60,5(4lnz —5) + 2(4ln z — 3)r,rp| (108)
* rrp 5
= - 322Inz—-1) —z*(1—v)(4lnz—-5
Vsh = T Iggmp R =) S22 =1 =22 (1~ v)(dinz = 5)]
(109)
* r x A + B « C v "
Wap = —E{Waﬁ T Wep +Wep j— —(1 ERYY Ugpy My (110)
1 v
W3p :g[(Zan— 1)7’1[; +2r,ﬁ‘r:n] _muaﬁylny (111)
Onde
WZﬁA =(4Inz—-3)1-v)(rg-ng +r,ng) (111.a)
W;ﬁB =(@4Inz—3)(1+3v)8u5 " Tn (111.b)
W:;BC = 4[(1 — V)T Tpt vaaﬁ]rzn (111.c)
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5.3. ACOPLAMENTO DAS FORCAS DE SUPERFICIE AOS
DESLOCAMENTOS EM PONTOS INTERNOS

O acoplamento dos deslocamentos internos a capacidade de reacdo do solo €
implementado adicionando-se uma nova componente as equacdes de equilibrio da
formulacédo de Reissner, Eq. (33) e Eq. (34) , conforme expresso na equacéo abaixo.

Quatq—R° = (112)

A formulacéo do método dos elementos de contorno para placas espessas apoiadas
em fundacdes tipo Winkler pode ser encontrada para um estudo mais aprofundado na
referéncia [20]. A referéncia [2] apresenta um estudo analogo ao procedimento numérico
adotado neste trabalho, onde utilizaram-se a discretizagdo do dominio em células
triangulares para a contabilizacdo da parcela energética das forcas de reacdo do solo.

ncells

Bf = Z fnn Kt (0 [ 6.) = Gy 620 00 2)
(113)
_
By = 0 |t it — r=mipte 0] don
” (114)

Utilizou-se o indice “S” para representar os vetores referentes as parcelas
energéticas de forcas de reacdo dos apoios elasticos tipo Winkler. As equacdes (113) e
(114) expressam as contribuicbes de energia das forcas de reacdo do solo na forma de
vetores “B5” e “B’S”, de maneira andloga ao apresentado nas equacdes (98) e (99).

Como os deslocamentos no interior das células também sdo incdgnitas na
composigdo do vetor “B;”, serdo adicionadas equacdes referentes a determinagio dos

deslocamentos nos pontos internos.

u
{B} = kslsy] {ugnt} (115)

Além disso, o vetor “B;” devera ser expandido em uma matriz “S; ;€ um vetor
de deslocamentos “us”, conforme expresso na Eq. (115), referente as parcelas da integral
na equagdo (113) para cada nO pertencente a célula interna e posteriormente ser

manipulado numericamente até a forma do sistema de solugdo “AX =Y.
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A Figura 5.1 representa a extensdo do sistema linear ap6s o acoplamento das
incognitas referentes aos deslocamentos nos pontos internos. O nimero total de equacées
do sistema linear sera igual a 3 vezes o nimero de pontos no contorno (NNO) adicionado
ao numero de pontos internos (NINT) que foram associados a células internas de rigidez
“ks”. Foi utilizado o indicador “int” para indicar as equac¢des que contém pontos fontes

"&" em coordenadas de pontos internos.

3NNO | [l = (61000 + 551, ] + 89)

IXNINT {uf"t}+[Hf}lt]{u}_[Gmt]{Pl}‘l‘[sm{ th}+{Bi“tQ}

Figura 5.1 — Acoplamento dos deslocamentos em pontos internos ao sistema linear.
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6. IMPLEMENTACAO NUMERICA

6.1. INTRODUCAO

Apresenta-se neste capitulo os procedimentos numericos adotados para obter-se a
solucdo da formulagdo proposta e as rotinas que comp@e o cddigo fonte do programa
“MEC/CADvO01”. O cédigo computacional foi desenvolvido em linguagem MATLAB
com o objetivo de integrar as fases de geracdo de malhas (pré-processamento),
implementacdo numérica da formulagédo (processamento) e impressdo de imagens para
andlise de resultados (pos-processamento).

A interface gréfica do programa é apresentada na Figura 6.1. Com o objetivo de
facilitar a andlise de diferentes modelos, foram utilizadas componentes orientadas a
objetos para definicdo das variaveis de entrada: geometria do modelo, propriedades

fisicas, tipo de andlise, carregamentos e condi¢des de contorno.

Yy
Close -
0 - Input Data
| - dlx | - ModE| Epanaral| - Ncong=??  CODtorno I!E.;Eﬂ; Q. Linear
- 2= 1. = —_
— Nele= 7 L 3. Su_;ai” (@) Dir. X () Dir. Y
Ly E dLy - Poisson - Mod. Q - Nini= 77 Process (4 - Esquerda —{  Coef. Angular
Neells=77
Mad. Ks - =>H ->G
1 - Contomno Inferior 5 - Tipos de Analise
PxUx
_ ) @) 1 - F. superficie constante
@®1-Px Médulo
. _:: 2 - F. superficie varidvel
Oo.tx -
)3 - Apoio elistico
PyUy _J 4 - Vaniagdo de temperatura
O1-Py Modul L
= : ° Status: Finished .
@o0.uy
L J Info: None
Mox/Rox —
_ 6 - Model Qutput
(@) 1-Mox Madulo
~ r
(_)0-Rex
Moy Roy 8
@ 1-Moy Médulo
6
(O 0-Rey
4
Fz'Wz
(1-Fz Médulo
- 2L
@o0-wz
0 | | | | | 1 | j

Figura 6.1 — Interface grafica orientada a objetos do programa “MEC/CADv01”.
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A definicdo de carregamentos estd vinculada ao tipo de analise escolhido,
variando entre as opgoes:

e 1 - Forca de superficie constante;
e 2 —Forca de superficie variavel;
e 3 - Apoio eléstico;

e 4 —Variacdo de temperatura;

A Figura 6.2 apresenta o fluxograma de rotinas adotadas no processamento do
arquivo de entrada. Em “1 - Input das variaveis de entrada” séo estabelecidos os espagos
para alocacdo de memoria de acordo com numero de pontos no contorno, nimero de
pontos internos, nimero de elementos do contorno e nimero de células triangulares.
Ainda nesta etapa, o programa calcula todas as constantes que compdem as solucbes

fundamentais presentes nas formulacGes de chapas em EPT e de placas espessas.

1-Input das variaveis 2-Formacao do sistema 3-Formacao dos vetores

de entrada »linear‘ [H]{u}=[G]{P} »{B} para cada tipo de
carregamento

6-Calculo das tensdes 5-Calculo de 4-Transformacao e

no contorno deslocamentos e «solucéo do sistema

tensbes internas

[AI{X}={Y}

7-Impressdo dos
resultados

Figura 6.2 — Fluxograma das rotinas do programa “MEC/CADv01”.

Na etapa 2 calculam-se as matrizes “H” ¢ “G” através de integrais ao longo dos

pontos “campo” nos elementos unidimensionais do contorno.
Hf 0 7wy [Gfi 071y (BP
0 Hgp|l"8 0 Ggpl\'B By

A equacéo (116) expressa a composicao do sistema linear para os deslocamentos
generalizados e forcas relativas aos graus de liberdade do elemento de placa espessa e
elemento de chapa em EPT. O sistema tera uma extensdo de “5xNNO” e podera ser
ampliado caso sejam inseridas equacdes dos deslocamentos de pontos internos, apenas

nos modelos com carregamento associado aos apoios elasticos tipo Winkler.
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Na etapa 3 séo calculados vetores “B” relativos a cada tipo de carregamento (forga
de superficie, apoio eléstico ou variacdo de temperatura) através de integrais ao longo dos
pontos “campo” em todo dominio e pontos “fonte” ao longo das células triangulares.

{BF} = {Bf"} + {B°} + {B;} (117)
{Bg} = {BZ} (118)

Na etapa 4 foi implementada a alocacgéo de incdgnitas (forgas e deslocamentos
indeterminados) ao longo de um vetor “X”. A redistribui¢do das matrizes “H” ¢ “G” na
matriz “A” e no vetor “Y” permite que através do método dos gradientes conjugados seja
obtida a solucéo do modelo.

Na etapa 5 sdo calculados de forma direta os deslocamentos e esforgos nos pontos
internos do modelo em analise. Na etapa 6 sdo utilizados métodos aproximados, analogos
aos adotados na formulacdo do método dos elementos finitos, para o calculo dos esforcos
nos pontos do contorno.

Na etapa 7 sdo armazenados tensores com todas as informacdes relevantes para
cada né (nimero, coordenadas, deslocamentos, esforcos) e sdo gerados graficos em

gradientes de cores para a interpretacdo dos resultados pelo usuario.

6.2. DISCRETIZACAO DO MODELO E PROCEDIMENTOS DE
INTEGRACAO

Na discretizacdo do contorno foram utilizados elementos unidimensionais
continuos de ordem quadréatica para a montagem das matrizes “H” e “G”. Nas integrais
de dominio dos vetores “B” foram utilizadas células triangulares de ordem linear. A
Figura 6.3 representa a discretizacdo do contorno e do dominio em elementos

unidimensionais e células bidimensionais
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Figura 6.3 — Discretiza¢do do contorno e dominio em elementos.

6.2.1 Elemento unidimensional quadréatico

O elemento unidimensional de ordem quadréatica é utilizado na discretizagdo do
contorno dos modelos em andlise, sendo composto por 3 pontos por elemento. O dominio
deste elemento é definido pela aplicacdo das fungdes geométricas nas coordenadas dos

seus 3 pontos, conforme expressa a equagao abaixo.
6 (§) = 2 Ni*(§) + N3 (§) + 27 N3 () (119)

Onde “N;(&¢)” é a funcdo geométrica associada as coordenadas dos 3 pontos

internos, conforme expressa a Figura 6.4.

N (§) = 522_5 (119.a)
Ny()=1-¢2 (119.b)
N3'(€) = 52;5 (119.c)
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Ni(§) &

i NH( )
[ S B L

y 0 [
Figura 6.4 — Funcdes de forma do elemento quadratico unidimensional.

De maneira analoga a definicdo do dominio do elemento unidimensional na Eq.
(119), os campos de forcas de superficie e deslocamentos generalizados s&o definidos na

forma matricial conforme as equages a seguir.

uj

{u;} = [N{'(©) N (©) Né‘(f)]{u?} (120)
uf
p}

{p:} =N N3 Ng“(f)}{p?} (121)
p;
Us

{Ua} = [N (§) N (&) N?(E)]{Ué} (122)
Uf
Py

{P} = {N{'(§) N;(©) N?(E)}{Paz} (123)
P}

O Jacobiano é utilizado para a transformacéo dos limites da integral de linha ao

longo do contorno “T;” em limites [—1; 1] utilizados na integral numérica de Gauss.

=% - j (‘%) " (‘%) (124)
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« Elemento unidimensional nas integrais da formulacéo de chapa em EPT

Nas equacdes (17) e (22) sera utilizada a integral numérica de Gauss para o calculo
das integrais de contorno quando o ponto fonte se encontra numa situacéo regular, ou
seja, sem singularidade nas solu¢des fundamentais. Na formagéo do sistema linear para
determinacéo das incognitas no contorno, serdo necessarias rotinas complementares para
os casos de singularidades. Nestas situacdes, sera utilizada para o calculo da diagonal da
matriz “H®” uma propriedade associada ao caso de deslocamento de corpo rigido,

conforme expresso na equacao abaixo.
NNO

c,[1 01 _
ZHQB . 1]_0 (125)
n=1

Ainda nestas situacdes, sera utilizada a transformada de Telles (1994) para o célculo
da diagonal da matriz “G¢”, as quais terdo uma singularidade na ordem de “In(r)”. Este
procedimento concentra os pontos de integracdo proximos da regido em que a
singularidade existe, refinando assim a geometria da malha de pontos e os pesos utilizados

na integral numérica.

« Elemento unidimensional nas integrais da formulacéo de placa espessa

Nas equacles (46), (63) e (64), de maneira analoga ao elemento de chapa, sera
utilizada a integral numérica de Gauss para as situacbes em que ndo houver
singularidades. Utilizou-se a propriedade do corpo rigido para o calculo da diagonal em
“HP”.

NNO 1 O O
Z Hfjn [0 1 0] =0 (126)
n=1 n o 1

A equacdo (126) demonstra os campos de deslocamentos de corpo rigido em
situacdo de rotacdo e translacdo. A transformada de Telles (1994) foi utilizada no calculo

diagonal da matriz “G*” de maneira andloga ao realizado no elemento de chapa em EPT.
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6.2.2 Célula triangular linear

A celula triangular é utilizada na discretizacdo do dominio do modelo em analise
com ordem linear, sendo composto por 3 pontos. Como forma de evitar singularidades no
processo de integracao dos vetores “B”, foi adotada a mudanca do sistema de coordenadas
para o sistema polar, conforme expresso nas equagdes a segulir.

Y
=)
dQ =r.dr.d¢ (128)
A Figura 6.5 expressa a ordem linear de aproximacgdo dos pontos internos da

célula bidimensional utilizada na discretizacdo do dominio de atuacdo de cada

carregamento.
b
Ny (x;)
X X: X2
[} [ [ ) 1.0
3 3 3
0.0
Xi

1 2 X 1 2 X 1 2
(N7) (N7) (D)

Figura 6.5 — FungOes geométricas linear da célula bidimensional.

Onde “Nib” ¢ a funcdo geométrica bidimensional de ordem linear, sendo calculada
conforme a equacéo a sequir.
Ai + a;x, + bixl

NP (x) = 7 (129)

a;=x —xF (129.a)

by=xf —x] (129.b)
1, » - Pt
_1/3 B

A = > (x1 x) = x¥x] ) (129.c)

E as variaveis § = {2,3,1}, 7 = {3,1,2}.

Ao longo do processo de calculo dos vetores “B” existirdo 4 possiveis casos de
integracdo nos dominios definidos pelas células internas. Os Casos 01, 02 e 03

apresentardo singularidades, uma vez que a geometria da célula coincide com a
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coordenada do ponto fonte “y”. Para aproximar numericamente os valores das
. . 1 - . . ~ .
singularidades de ordem ; utiliza-se a integral de Kutt na integral em funcéo do raio

“r”. A integral em funcdo do angulo de rotacéo ¢ feita utilizando-se a integral numérica
de Gauss.

O Caso 04 refere-se a situacdo onde a geometria da célula esta distante da
coordenada do ponto fonte “y”. Como ndo ha singularidade, utilizam-se pontos de Gauss

66,90

em ambas integrais, em fungdo de “¢” e “r”.

e Caso 1 - Ponto fonte coincidindo com um dos vértices da célula
A Figura 6.6 representa a composicao das células triangulares na situacdo em que o

ponto fonte “y” coincide com um dos 3 vértices da célula. Em cada vértice existe uma

constante “¢;” que representa o angulo entre a horizontal e a reta que passa pelo vértice.

2 RKRS(@ K2
\\\ X ; :_1 !
Y R,(¢) f‘* \L "y /‘“\1/Rz (@)
:; e g

Xi

Figura 6.6 — Ponto fonte coincidindo com um dos vértices da célula.

Os limites de cada face da célula sao definidos por fungdes “R;(¢)”, conforme
expresso na equacéo abaixo.
Ri() = — (130)
b;cos¢ + a;sen¢
As equacbes (78), (79), (84), (85), (98), (99), (113) e (114), que definem as

integrais para composi¢do dos vetores de cada tipo de carregamento “B” e “B"”, terdo

seus intervalos de integracdo em fungao das variaveis “r” e “¢” de cada célula, conforme

expresso na equacéo a seguir.

ncells ncells

¢2 R3(p)
2 an(x)dQn(x)= ; lim L)l L f(r,¢).7.dry.dd, (131)

n=1
Onde “f(x)” é uma fungdo generalizada usada apenas para representar as solucoes

fundamentais que serdo utilizadas em cada tipo de carregamento “B” e “B"”.
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e Caso 2 — Ponto fonte situado na regido interna da célula

A Figura 6.7 representa o procedimento adotado para o caso em que o ponto fonte

66y,

y”’se encontra no interior da célula triangular. Sdo formadas 3 novas células com o ponto

66,9

fonte “y” como um dos vértices de cada nova célula. Em seguida sdo realizadas 3 integrais

(“A”, “B” e “C”) de maneira analoga ao apresentado no Caso 1.

Figura 6.7 — Ponto fonte na regido interna da célula.

e Caso 3 — Ponto fonte situado em um dos lados da célula

A Figura 6.8 representa o procedimento adotado para o caso em que o ponto fonte
“y”’se encontra em uma das faces da célula triangular. Sdo formadas duas novas células
€6,

com o ponto fonte “y” como um dos vértices de cada nova célula. Em seguida sdo

realizadas duas integrais (“A” e “B”’) de maneira analoga ao apresentado no Caso 1.

42



3 vrmrap | T

Figura 6.8 — Ponto fonte situado em um dos lados da célula.

e Caso 4 — Ponto fonte fora da célula

Neste caso de coordenada do ponto fonte “y” as integrais séo todas regulares. No
calculo de ambas integrais, em fungdo de “r” e em fungdo de “¢”, utilizam-se 0s pontos
e pesos de Gauss. A Figura 6.9 expressa as variaveis utilizadas nas 4 integrais com o uso

de coordenadas polares da equacdo abaixo.

ncells

2 f £ ()0 () =

nius U . f I::)f (r,¢).7.dry. ddy, + f i f:iz)f (r,¢).7.dry. doy,

(132)
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Figura 6.9 — Ponto fonte situado fora do dominio da célula.

Como forma de reduzir o custo computacional e tempo de processamento das
integrais regulares, o programa adota uma rotina de programacdo em que o numero de
pontos de Gauss € definido em fungdo da distancia do ponto fonte “y ” ao ponto campo
“x”.

o Célula triangular no calculo dos vetores “B” para chapas em EPT

No célculo dos vetores “B2” e “B'gﬁ” a alteracdo do sistema de coordenadas

cartesianas para o sistema polar permite que a singularidade nas situagdes em que o0 ponto
fonte “y” coincide com o ponto campo “x” seja evitada. Além disso, no lugar das integrais
de dominio serem ambas calculadas numericamente, a forma das solu¢des fundamentais
permite que a integral em funcdo de “r” seja calculada analiticamente em conjunto da
integral numérica em funcdo de “¢”.

As equacdes (133) e (134) expressam a alteracdo do sistema de coordenadas das

integrais que compde os vetores “B2” e “B’Zﬁ”, as quais foram apresentadas

anteriormente nas equacdes (78) e (79).

k
k

Onde “T;” € o vetor das variacdes de temperatura na se¢do media de cada ponto

u;ﬁ,ﬁ Nl'b (xl, Xz) Ti d.Q.n = J(b J u;_,ﬁ,ﬁNib (T, ¢) Ti r. drn. d(l)n (133)
n*“I'n

n

0(;,3]/9 Nib(xl,xZ) Ti dﬂn = fq) f O-(;ﬁ)/eNib (T‘, ¢) Ti r. drn- dq)n (134)
n“TIn

n

que compde a célula triangular.
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T
{T;} = {TZ} (135)
T3

A aplicacdo do sistema de coordenadas polares nas fungdes de forma da célula
bidimensional, expressas anteriormente na equacgéo (129), resulta na equacao a seguir.

A; + a;(xy +rseng) + b(x} + 1 cos )
2A

Nl'b(r, (l)) = (136)

A equacdo (136) pode ser escrita de forma condensada conforme a seguinte
equacao.

NP (x) = KA + rKE () (137)

Onde “K{*” ¢ um vetor de constantes que dependem das coordenadas dos pontos
que compde a célula e “K7(¢)” é um coeficiente que varia em fungio do angulo “¢”.
Esse procedimento é realizado para isolar os termos que independem das variaveis dentro
das integrais em fungdo de “r” e “¢” para que posteriormente a integral em fungdo do
raio seja resolvida analiticamente.
4 A+ aix) +bix{
L 24

(a;sen¢ + b; cos ¢)
2A

(137.a)

(137.b)

K2 ($) =

A solucdo fundamental presente na equacao (133) pode ser escrita utilizando-se o
mesmo procedimento para isolar-se as varidveis de cada integral, conforme expressa a

equacao abaixo.

1
Uapp (T $) = —Kap s () (138)
Onde
c -1
K (¢) = 87(1—v)G {1 =20)(rp8ya + 1abyp — Ty Bap) + 27at g7y }
(138.a)
__(cos¢
T = {sen ¢} (138.b)
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De maneira analoga a equacao (138), a expressdo de “o,4,4” presente na equagao

€C,.%

(134) pode ser escrita de forma a isolar as variaveis de cada integral em fungdo de “r” e
CG¢,’.
Tapyo (T $) = —7 Kapyo($) (139)

Onde

G xA *B *C *D *E
Kc?ﬁye (¢) = 27_[(1 — 17) (G aByd +to afyd +0 aByd +o afyl ++o aﬁy@)

(139.3)

Assim, as integrais apresentadas nas equacdes (133) e (134) podem ser escritas de
forma condensada, isolando-se os termos independentes das variaveis que estdo sendo

integradas, conforme apresentado abaixo.

j ] uyp gNP (r, ) Ty r.dry. Ay =
i (140)
f f ap.p (DK + 7K ($)] T; dry. ddy

j j TapyoNE (r, @) Ty 7. dry. Aoy, =
" (141)
j j ;Kéz)ﬁya (¢) [KiA + T‘KiB (¢)] T; dry,. dd,

Os limites de integracdo de “¢,” e “n,” foram apresentados anteriormente nas
equacOes (131)e (132), referentes aos casos 01, 02, 03 e 04 da integracdo no dominio das

células. Na equacdo (131), o limite inferior da integral em fun¢do do raio “llr% €” nao
E—

necessita ser calculado, pois o intervalo de integracdo em fun¢do do angulo “¢” em

pontos internos é expresso por [0; 2r]. A demonstracdo analitica desse comportamento €

expressa nas equacdes (142) a (150) com base nas varidveis apresentadas na Figura 6.7.
As equacdes (142) a (144) demonstram o processo de solu¢do analitica da integral

em fungdo do raio das 3 células internas “A”, “B” e “C” da Figura 6.7.

46



R2($) 1
lim j aﬁye(qf))[]{fl + rKB(¢)] T; dry.dd, =

&0 ¢A (142)
lim o {ln[Rz(d))] In(€)}Kzp,0 (PIKS + rKF ($)] Ty ddy,

3 R3(¢)
lim f K30 DKL +rKE ()] T, dry. dby =
&0 qb; (143)
lim Z{In[w)] In(e)}K2p6 (DKA + TKE ()] Ty ddpy

R1(¢)

lim f ~ K2y o (BIKE + TKP (BT, dry. dby =
0 ¢C (144)

lim {ln[R1(¢)] In()}Kzpye (DK + 1K (9] Ty ddy

Retira-se das equacOes acima as parcelas da integral em funcdo de “r” que

possuem a singularidade na ordem “In(g)”.

o1

I* = lim o —In(e) . Kapyo (DK + K ($)] T;. doy (145)
o8

I® = lim » —1n(e) . Kpp,o (P [KS + rKF (9)] Ti. ddy (146)
95

1€=1im | —In(e) . Kep, (DK + rKF ()] Ti. dpy (147)
o5

Somando-se as equacdes (145), (146) e (147) pode-se alterar os limites do

intervalo de integracdo para [0; 2], resultando na integral de valor nulo.

IT=1A+1B 41 (148)

(91 — 95) + (@5 — ¢7) + (95 — ¢5) = 2m (149)
21

lim | —1In(e). Kopyo (P)KS + K (@)] Ty dpy = 0 (150)

0
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o Célula triangular no calculo dos vetores “B” para placas espessas
As integrais dos vetores “BfT”, “BiQ” e “B;}” serdo sempre regulares devido ao uso

do sistema de coordenadas polares, sendo calculadas atraves da integral numérica de

Gauss tanto em fungéo do raio “r” como do angulo “¢”.

. : «p!/PTs < IQ 29 wp!S ~ :
As integrais dos vetores “B';z ", “B ig © B';s” possuem solugdes fundamentais que

64337

apresentardo singularidades na ordem de . Essas singularidades serdo resolvidas

através da integral numérica de partes reais de Kutt, expressa no Apéndice B deste
trabalho.

Como forma de reduzir o custo computacional e tempo de processamento, para
carregamentos do tipo forcas de superficie “q” de magnitude constante ao longo de todo

o dominio “Q)”, utiliza-se 0 teorema do divergente para que os vetores “BiQ” e “B'?B”

sejam calculados através das integrais de contorno apresentadas nas equagdes (106) e
(107).

6.3. CALCULO DE TENSOES NO CONTORNO
Adotou-se a notacdo “Xx;” para representar os valores referentes aos eixos de
coordenadas locais. Os deslocamentos generalizados “u;” e “U,” e reagdes no contorno

“p;” e “P,” sdo expressos em variaveis locais conforme as equacdes a seguir.

U; = é;ju; (151)
Di = éi;p; (152)
Uy = 84pUp (153)
P, = é45Pp (154)

O tensor “é;;” representa a matriz de rotacdo, a qual € escrita de forma expandida

como expresso na equacao (155).

cosf senf 0
—senf cosO 0 (155)

0 0 1

eij
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% %

- -
Xi X1

Figura 6.10 — Relacé&o entre os sistemas global e local de coordenadas.

Os esforgos “M,z”, “Qq” € “Ngg” a0 longo dos elementos no contorno sdo

calculados através da combinacdo das resultantes locais em cada né e derivadas de

deslocamentos generalizados, conforme expresso nas equacoes (156) a (161).

Mg = P (156)
My, = vpy + D(1 — vH)il,, (157)
Q1 = Ps (158)
Q, = D(%M (2 + 13,) (159)
Ny =vP, + B(1 —v?)Uy, (160)
Nez = P, (161)

Para o calculo das componentes locais “M,,”, “Q,” ¢ “N;;” calculam-se as
derivadas dos deslocamentos generalizados, as quais sdo expressas conforme as equacdes
(162) e (163).

R dny . dé¢

U,(8) = d_fkejiulk iz, (162)
- dNy dé

Uar(§) = —5 ; EapUf N (163)

Apos o calculo das componentes locais dos esfor¢os, aplica-se o tensor de rotacao
nestes valores e sdo obtidos os esfor¢os globais nos pontos do contorno.

Mup = €9qbspMps (164)
Qu = 63,05 (165)
Nop = aéspNos (166)
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7. ESTUDOS DE CASO

7.1. INTRODUCAO

Como forma de validar e demonstrar a aplicabilidade da formulagcdo apresentada,

neste capitulo serdo propostos 4 estudos de caso:

Caso 01 — Variacdo de temperatura uniforme em elemento de chapa;
Caso 02 — Fluxo de calor uniforme em elemento de chapa;
Caso 03 — Gradiente térmico em placa espessa;

Caso 04 — Placa apoiada em molas tipo Winkler.

Em todos os casos foram utilizadas como variaveis de entrada as propriedades fisicas

e geométricas expostas na Tabela 2.

Tabela 2 — Propriedades fisicas e geométricas dos modelos analisados.

Variaveis Moddulo Unidade

Mdd. de elasticidade 2,50E+06  tf /m?

Coef. de Poisson 0,3 u

Coef. de dilatacdo linear 1,00E-05 oct

Comprimento Lx 1,0 m

Comprimento Ly 1,0 m

Com o objetivo de demonstrar a conformidade dos resultados dos estudos de caso

propostos, serdo apresentados no proximo capitulo os seguintes resultados de cada

modelo:

Gréficos de gradientes de cores dos campos de deslocamentos e esforcos;
Curvas de convergéncia para malhas de 4, 8, 16 e 32 pontos no contorno
comparados com o valor de uma solucdo alternativa (analitica ou via MEF).
Tabelas comparando-se o erro existente entre 0s valores maximos da malha
mais refinada do meétodo dos elementos de contorno com o valor de uma

solucéo alternativa (analitica ou via MEF).
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A convergéncia dos resultados em cada caso de carregamento é demonstrada pela
comparacao do deslocamento no ponto de coordenada (0,5; 0,5) para 4 malhas de pontos
no contorno, conforme apresenta a Figura 7.1. Cada malha possuli, respectivamente, 4, 8,

16 e 32 elementos quadraticos em seu contorno.

Malha 01 Malha 02 Malha 03 Malha 04
o °
(a) (b) (c) (d)
X2 Legenda:

| No interno para analise de |
X1 convergéncia.

Figura 7.1 — Malhas da discretizacdo do contorno para controle de convergéncia:
4 elementos (a), 8 elementos (b), 16 elementos (c) e 32 elementos (d).
Além da discretizacdo do contorno, os carregamentos no dominio serdo
discretizados em ceélulas internas. A Figura 7.2 apresenta as malhas de discretizacdo do

dominio para a anélise de convergéncia dos resultados no ponto de coordenada [0,5; 0,5],
sendo compostas, respectivamente, por 8, 32, 128 e 512 células triangulares.

Malha 01 Malha 02 Malha 03 Malha 04

(a) (b) (c) (d)

x Legenda:

‘ Célula interna associada ao ‘
dominio dos carregamentos.

X1 - |

Figura 7.2 - Malhas da discretiza¢gdo do dominio para controle de convergéncia:

8 células (a), 32 células (b), 128 células (c) e 512 células (d).
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7.2. VARIA(;AO DE TEMPERATURA UNIFORME EM CHAPA

O modelo apresentado na Figura 7.3 pode ser validado analiticamente devido a
sua simetria e variacdo de temperatura constante em todo dominio. Nessa situacéo de
condigbes de contorno e carregamento térmico, as tensdes de cisalhamento e o0s
deslocamentos na direcdo vertical “x,” serdo nulos, possuindo como valores a serem
determinados as tens6es na dire¢éo do confinamento “a,,” e deslocamento na direcdo do

bordo livre “U;”.

ggnalitico — g 7 E (167)
yanalitico — g L. (1+7v)
(168)

* L
I -
t = T
Lal A L —
| —
NI
X
CORTE A-A' VISTA EM PLANTA CORTEB-B' VARIACAO TERMICA
(a) (b) (c) (d)

Figura 7.3 — Geometria e condig¢des de contorno para o estudo de caso 01.
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7.3. FLUXO DE CALOR UNIFORME EM CHAPA

O modelo apresentado na Figura 7.4 também pode ser validado analiticamente.

Novamente, serdo nulos os valores das tensdes de cisalhamento e dos deslocamentos na

direcdo vertical, possuindo como valores a serem determinados as tensdes na dire¢do do

confinamento e deslocamento na direcdo do bordo livre, ou seja, g5, € U;.

analitico _
055 =a.T(x,y).E

Ly
U{znalitico =a.(1+ U)f T(x,y).dx
0

CORTEA-A' VISTA EM PLANTA CORTEB-B'
(a) (b) (c)

(169)

(170)

VARIACAO TERMICA
(d)

Figura 7.4 — Geometria e condigdes de contorno para o estudo de caso 02.
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7.4. GRADIENTE TERMICO EM PLACA ESPESSA

O modelo apresentado na Figura 7.5 é composto por uma placa com um gradiente
térmico que alterard sua curvatura, ndo sendo de facil solucdo analitica. Assim, 0s
resultados da formulacéo via método dos elementos de contorno serdo comparados com
0 modelo de placa espessa obtido pela formulagdo numérica do método dos elementos

finitos (Abaqus/CAE).

AP AT ,p=50°C
il === T
‘ i | L |
t i | t§7 i7 -
| AV ' ] _A - |
\'_ B 1 ‘ B = = \
i ! -
o 1 g J 4
= asaes AT|NF=-50°C
Ab
CORTEA -A' VISTA EM PLANTA CORTEB-B' VARIACAO TERMICA

(@) (b) (c) (d)

Figura 7.5 — Geometria e condigdes de contorno para o estudo de caso 03.

A Figura 7.6 apresenta a malha de discretizacdo do dominio na resolucéo via
método dos elementos finitos. Foram utilizados 1600 elementos de placa espessa com
ordem quadratica. Adotou-se um gradiente térmico no valor de 100°C ao longo da

espessura (t = 0,10m) em todo dominio “Q2” da placa.

Figura 7.6 — Malha discretizada com 1600 elementos de placa “S8R”via MEF.
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7.5. PLACA ESPESSA APOIADA EM MOLAS TIPO WINKLER

O ultimo modelo € apresentado na Figura 7.7. Sdo analisados os resultados de
deslocamentos e esforcos em elementos de placa espessa apoiados em molas tipo
Winkler. Como esse caso também é de dificil solucdo analitica, comparam-se 0s
resultados obtidos pelo método dos elementos de contorno e pelo método dos elementos
finitos de maneira analoga ao estudo de caso anterior.

Adotou-se em ambos modelos (MEC e MEF) a espessura “t” igual a 0,10m. Ao
longo de toda superficie da placa, considerou-se um carregamento uniformemente
distribuido “qu;s;” de moédulo igual a —10,0 tf /m?. A placa encontra-se em contato

direto com o solo, cujo coeficiente de reagdo elastica “k” foi fixado em 50.000 tf /m3.

AP

R L Q=10 th/m?
ks~ |- - T Gist

q0 Lol e CARGA DIST.

- A A | @

t C B B %tﬁ\)ﬁ;:iimﬂ
4Ly Ks
e An - ks=50.000 tf/m?

CORTEA - A’ VISTA EM PLANTA CORTEB-B' APOIO WINKLER

(a) (b) (c) (e)

Figura 7.7 — Geometria e condi¢Bes de contorno do estudo de caso 04.

No modelo de comparacgdo cuja solucdo foi obtida utilizando-se o método dos
elementos finitos, as molas de Winkler foram acopladas em cada um dos 4 nds do
elemento de placa. Dessa forma, adotou-se um modulo de coeficiente de reacéo elastica
unidimensional “k%” igual a 195,3 tf /m em molas com espagcamento de 0,0625m entre
Si.

A Figura 7.8 apresenta 0 espacamento das molas tipo Winkler utilizadas no
modelo de comparac¢do via método dos elementos finitos, foram utilizadas 289 molas para
aproximar ao comportamento de placa com toda sua base apoiada no solo. Enquanto o
modelo do MEC utiliza em sua formulagdo forcas de superficie atuando ao longo do
dominio de céelulas internas, na formulagdo do método dos elementos finitos séo utilizadas

forgas concentradas em cada n6 dos elementos de placa.
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16 - dy

Mola unidimensional k; .

e Mola unidimensional £ 1
L —

Figura 7.8 — Distribuicéo de molas unidimensionais no modelo em MEF.

A equacgdo (171) mostra a relacdo entre o modulo do coeficiente de reacéo
utilizado no calculo de forcas de superficie nas células internas “k” e o moédulo de reagao
utilizado nas forcas em cada n6 da formulagio do MEF “kL”

kil =k, dx.dy (171)

56



8. RESULTADOS

8.1. CASO 01-VARIACAO DE TEMPERATURA UNIFORME EM
CHAPA

A Figura 8.1 apresenta os resultados da formulacéo via método dos elementos de
contorno para o caso de estudo 01 utilizando-se a malha 04 da Figura 7.2. O confinamento
na diregdo vertical aumenta o deslocamento “U;” proporcionalmente ao coeficiente de
Poisson, conforme apresentado na equagdo (168). Observando-se os limites dos
gradientes de cores nas Figuras 8.1 (a) e (b), chega-se a conclusdo de que a formulacéo

convergiu com boa aproximacéo para o valor da solucédo analitica.

Deslocam. -Ux (m) Tensao - SYY (tf/m?)
1 1 w » LN S 1N
08 08
0.6 0.6 ‘ %
04 04 \ \ r ’
0.2 0.2
5 5 LAY _|
0 0 04 06 08 1 0 0.2 04 0.6 0.8 1
0.000e+00 1.300e-03 -2.500e+03 -2.500e+03
(a) (b)

Figura 8.1 — Graficos em gradientes de cores pelo MEC para o estudo de caso 01.

Deslocamentos na direcdo horizontal (a); Tens6es normais na dire¢éo vertical (b).

A Figura 8.2 apresenta a andlise de convergéncia dos resultados da formulacéo
numérica em comparacdo do valor da solugdo analitica. Observa-se que a convergéncia
foi alcancada rapidamente, mesmo utilizando-se a Malha 01 com o nimero minimo de

pontos no contorno, expressa na Figura 7.1 (a) do capitulo anterior.
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«107

——=—MEC
7+ —+— Analitico

i
IH
iy S

Deslocamento U1(m)
I

O 1 I 1 1 1 1
4 8 12 16 20 24 28 32

N° de elementos no contorno

Figura 8.2 — Deslocamentos “U1” no ponto interno [0,5;0,5] obtidos pelo MEC e pela solucéo
analitica.

8.2. CASO 02 - FLUXO DE CALOR UNIFORME EM CHAPA

A Figura 8.3 apresenta os resultados da formulagéo via método dos elementos de
contorno para o caso de estudo 02 utilizando-se a malha 04 da Figura 7.2. Como a
temperatura tem variacao linear na diregdo “x,”, a deformagao na direcdo “x;” também
variard linearmente em todo os pontos com valor igual a “aTy¢q (x1)”. Observando-se 0S
limites dos gradientes de cores nas Figuras 8.3 (a) e (b), chega-se a conclusdo de que a

formulacdo convergiu com boa aproximacdo para o valor da solucéo analitica.

: Deslocam. -Ux (m) : Tenséao - SYY (tf/m?)
08 08
0.6 0.6
04 0.4
0.2 0.2

0 0

0 0.2 04 0.6 0.8 1 0 0.2 04 0.6 0.8 1
0.000e+00 9.746e-04 -2.504e+03 -1.248e+03
(a)

Figura 8.3 — Graficos em gradientes de cores pelo MEC para o estudo de caso 02.

Deslocamentos na direcdo horizontal (a); Tens6es normais na dire¢éo vertical (b).
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A Tabela 3 corrobora com a afirmacéo de que a modelagem numérica convergiu
para valores acurados. Devido a isso, a formulacdo pode ser aplicada em modelos de
geometria e condigdes de contorno mais complexos em que a solucdo analitica ndo seria

de facil obtengdo.

Tabela 3 — Comparacéo entre modelos analitico e numérico no caso 02.

Modelo S22 (tf/m?) Ul (m)
Analitico -2,50E+03 | 9,75E-04
Numérico - MEC -2,50E+03 | 9,74E-04
Erro 0,17% 0,06%

A Figura 8.4 demonstra a convergéncia dos resultados da formulacéo via MEC
com o valor da solucédo analitica. Observa-se uma diferenca de 15% na formulacdo MEC
utilizando-se a Malha 01. Ao se utilizar uma malha de 32 pontos no contorno o valor
converge até uma diferenca de 0,0591% da solucédo analitica, demonstrando-se assim o

padrdo de convergéncia.

7r —=—MEC
—<— Analitico

Deslocamento U1(m)

4 8 12 16 20 24 28 32
N° de elementos no contorno
Figura 8.4 — Deslocamentos “U1” no ponto interno [0,5;0,5] obtidos pelo MEC e pela solucéo

analitica.
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8.3. CASO 03 - GRADIENTE TERMICO EM PLACA ESPESSA

A Figura 8.5 apresenta a analise de convergéncia do deslocamento transversal
“U3” no ponto [0,5; 0,5] para as 4 malhas apresentadas na Figura 7.1. Observa-se uma
diferenca de 5% nas malhas menos discretizadas, atingindo-se uma diferenca percentual
de 2,5% apenas na malha mais refinada de 32 elementos. Embora os resultados de ambas
formulagGes tenham convergido, o0 tempo de processamento para obter-se a solucdo via
método dos elementos de contorno extrapolou de forma consideravel o tempo de
processamento da formulacao via método dos elementos finitos. A eficiéncia do método
dos elementos de contorno para este tipo de carregamento pode ser melhorada alterando-
se 0 procedimento de integrais no dominio das células por integrais no contorno das
mesmas ou pela utilizacdo de um procedimento alternativo como o método da dupla

reciprocidade.

><10'4|
——MEC
12} —<—MEF
=
—_ e — e
E 17 &
&
-
o 08f
[
)
%o.e—
O
ks
3
S 04t
02}

4 8 12 16 20 24 28 32
N° de elementos no contorno

Figura 8.5 — Deslocamentos “U3” no ponto interno [0,5;0,5] obtidos pelo MEC e pelo MEF.

A Tabela 4 corrobora com a afirmacdo de que a modelagem numérica convergiu
para valores acurados. Devido a simetria da geometria e condi¢6es de contorno do modelo
nas direcdes X e Y, foram omitidos os valores de rotagao “UR2”, momento fletor “M22”
e esforgo cortante “Q2”, uma vez que eles seriam iguais aos apresentados para a rotagdo

“UR1”, momento fletor “M11” e esforgo cortante “Q1”.
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Tabela 4 — Comparacéo dos valores maximos entre modelos numéricos MEC e MEF no caso 03.

Modelo | U3(m) | URL(rad) | M11(tf.m) | M12 (tfm) | Q1 (tf)
Numérico - MEF 1,071E-04 | 4,827E-04 | -1,808E-03 | -1,988E-03 | 1,042E-01
Numérico - MEC 1,044E-04 | 4,826E-04 | -1,873E-03 | -1,941E-03 | 1,011E-01
Erro 2,52% 0,02% 3,60% 2,36% 2,98%

A Figura 8.6 compara os campos de deslocamentos generalizados (¢4, ¢, e w)
obtidos pela formulacdo do método dos elementos de contorno com os obtidos pelo
método dos elementos finitos (Abaqus/CAE) para o caso de estudo 03 utilizando-se a
malha 04 da Figura 7.2. Observa-se um comportamento semelhante em todos os campos
de deslocamentos, o que demonstra a eficiéncia da formulacdo proposta na analise de
placas solicitadas ao gradiente térmico ao longo da espessura de todo dominio “(”.

Com a formulacgdo do gradiente térmico ao longo da espessura validada através
dos resultados expostos neste capitulo, pode-se expandir a aplicacdo do programa para 0s
casos de carregamentos com cargas de protensdo (momento de protensdo), nao-
linearidade geométrica (relacdo esfor¢co normal e curvatura) e ndo-linearidade fisica do

material (curvatura e momento plasticos).
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U, U3
+1.071e-04
+9.816e-05
+8 924e-05
+8.031e-05
+7.139e-05
+6.247e-05
+5.364e-05
+4.462e-05
+3.569e-05
+2.677e-05
+1.785e-05
+8.924e-06
+0.000e+00

UR, UR1
+4.827e-04
+4.0226-04
+3.2186-04
+2.4136-04
+1.6096-04
+8.045¢-05
+1.4556-11
-8.0452.05
-1.609¢-04
2.4138-04
31218604
-4.0228-04
-4.8272-04

UR, UR2
+4.827¢-04
+4.022¢-04
+3.2166-04
+2.413¢-04
+1.6096-04
+8.045¢-05
+0.000e+00
-8.045e-05
-1.6096-04
2.413e-04
3.218¢-04
-4.0226-04
-4.807-04

MEF MEC

Flecha - Wz (m)

=]
o
N
2
IS
=}
o)
(=]
]
-

0.000e+00 1.044e-04

Rotagao RotX (rad)

08

0.6

04

0.2

=}
=}
[N}
=
IS
=}
=)
o
®
Y

-4.826e-04 4.826e-04

Rotagao RotY (rad)

08

06

0.4

0.2

(=}
=}
N}
.
>
=}
o
(=)
®
&

-4.826e-04 4.826e-04

(e)

Figura 8.6 — Gréficos em gradiente de cores: Deslocamentos do estudo de caso 03.

Deslocamentos transversais pelo MEF (a) e pelo MEC (b); Rotagdes na direcéo horizontal

pelo MEF (c) e MEC(d); Rotagdes na direcéo vertical pelo MEF (e) e pelo MEC (f).
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MEF MEC

S B Momento Mxx (tf.m)

(Avg: 75%)
+7.506e-05
-8.184e-05
-2.387e-04

0.8

0.6

0.4

-1.651e-03

1.8086-03 02

-1.873e-03 7.736e-05

S\ i Momento Myy (tf.m)

(Avg: 75%)
+7.506e-05
-8.185e-05
-2 388e-04
-3.957e-04
-5 526e-04
-7.095e-04
-8.664e-04
-1.023e-03
-1.180e-03
-1.337e-03

0.8

0.6

0.4

-1.8086-03 9z

-1.873e-03 7.736e-05

SM, SM3

(Avg: 75%)
+1.988e-03
+1.657e-03
+1.325e-03
+9.940e-04
+6.627e-04
+3.313e-04
+1.746e-10
-3.313e-04
-6.627e-04
-9.940e-04
-1.325e-03
-1.657e-03
-1.888e-03

1 Momento - Mxy (tf.m)

0.8
0.6
0.4

0.2

-1.941e-01 1.941e-01

(e)

Figura 8.7 — Graficos em gradiente de cores: Esfor¢os de momentos do caso 03.

Momento fletor “XX* pelo MEF (a) e pelo MEC (b); Momento fletor “YY” pelo MEF (c) e
MEC(d); Momento fletor “XY” pelo MEF (e) e pelo MEC (f).



SF, SF4

(Avg: T5%)
+1.0422.07
+8.6838.02
+5.9468.02
+5.2108-02
+3 473802
+17378.02
+1 863608
1.737.02
3473502
5.2108-02
5546202
86838-02
4.042801

SF, SF5

(Avg: 75%)
+1.042e-01
+8.683e-02
+6.946e-02
+5.210e-02
+3.473e-02
+1.737e-02
+0.000e+00
-1.737e-02
-3.473e-02
-5.210e-02
-6.946e-02
-8.683e-02
-1.042e-01

MEF

(©)

MEC

Cortante - Qx (tf)

0.8

086

04

02

o

0.2 0.4 0.6 0.8

-

-1.011e-01 1.011e-01

Cortante - Qy (tf)

0.8

0.8

0.4

0.2

o

02 0.4 0.6 08

=

-1.010e-01 1.008e-01

Figura 8.8 — Graficos em gradiente de cores: Esforcos cortantes do caso 03. Esforg¢o cortante “X”
pelo MEF (a) e pelo MEC (b); Esforco cortante “Y” pelo MEF (¢) e MEC(d).
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8.4. CASO 04 - PLACA APOIADA EM MOLAS TIPO WINKLER

A Figura 8.9 demonstra a andlise de convergéncia do deslocamento transversal
“U3” no ponto [0,5; 0,5] para as 4 malhas apresentadas na Figura 7.1. Observa-se uma
divergéncia entre métodos superior a 30% na comparacdo com a malha 01. Isso ocorre
pela influéncia do nimero de pontos internos nos valores da solugdo. Assim, apenas as
malhas mais discretizadas da formulagdo do MEC se aproximardo dos resultados da
formulacédo via MEF.

%100

B
o

—H—MEC| ]
—<—MEF

~
]

@
4]
—

W
T
/

Deslocamento U3(m)
- oo o
f

o
(3]
:

4 8 12 16 20 24 28 32
N° de elementos no contorno
Figura 8.9 — Deslocamentos “U3” no ponto interno [0,5;0,5] obtidos pelo MEC e pelo MEF.

A Tabela 5 corrobora com a afirmacédo de que os valores obtidos pelas duas

formulacGes apresentaram boa aproximacéao.

Tabela 5 — Comparacéo dos valores maximos entre modelos numéricos MEC e MEF no caso 04.

Modelo | U3(m) | UR1(rad) | M11(tf.m) | M12(tfm) | Qi (tf)
Numérico - MEF 2,411E-05 | 1,000E-04 | -7,411E-02 | 4,898E-02 | 1,836E+00
Numérico - MEC 2,398E-05 | 1,018E-04 | -7,478E-02 | 4,767E-02 | 1,873E+00
Erro 0,54% 1,80% 0,90% 2,67% 2,02%

As Figura 8.10, 8.11 e 8.12 apresentam os campos de deslocamentos e esforcos
emitidos através da formulacdo do MEC e do MEF para o estudo de caso 04 . Embora as
duas formulagdes apresentem distribuicdo de deslocamentos generalizados semelhantes,
observa-se que o campo de esforcos da solu¢cdo do MEF apresentou concentracdo de
esforgos nas regides proximas aos elementos de mola unidimensionais, enquanto na

formulacdo do MEC houve continuidade e suavizagéo das tensdes nesses pontos.
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U, u3
+0.000e+00
-2.009e-06
-4.019e-06
-6.028e-06
-8.037e-06
-1.005e-05
-1.206e-05
-1.406e-05
-1.607¢-05
-1.808e-05
-2.009e-05
-2.210e-05
-2.411e-05

UR, UR1
+1.000e-04
+8.336e-05
+6.669e-05
+5.001e-05
+3.334e-05
+1.667e-05
-2.594¢-09
-1.667e-05
-3.335e-05
-5.002e-05
-6.669e-05
-8.336e-05
-1.000e-04

UR, UR2

+1.000e-04
+8.336e-05
+6.669e-05
+5.002¢-05
+3.334e-05
+1.667e-05
-3.638e-12
-1.667e-05
-3.334e-05
-5.002e-05
-6.669e-05
-8.336e-05
-1.000e-04

MEF MEC

Flecha - Wz (m)

-1.018e-04 1.018e-04

(e) ()

Figura 8.10 — Gréaficos em gradiente de cores: Deslocamentos do estudo de caso 04. Deslocamentos
transversais pelo MEF (a) e pelo MEC (b); Rotacdes na direcéo horizontal pelo MEF (c) e MEC(d);
Rotacdes na dirego vertical pelo MEF (e) e pelo MEC (f).
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SM, SM1

(Avg: 75%)
+1.842e-02
+1.071e-02
+2.999e-03
-4.712e-03

- -1.242e-02

- -2.013e-02
-2.784e-02
-3.555e-02
-4.327e-02
-5.098e-02
-5.869e-02
-6.640e-02
-7.411e-02

SM, SM2

(Avg: 75%)
+1.842e-02
+1.071e-02
+2.999e-03
-4.712e-03
-1.242e-02
-2.013e-02
-2.784e-02
-3.555e-02
-4.327e-02
-5.098e-02
-5.869e-02
-6.640e-02
-7.411e-02

SM, SM3

(Avg: 75%)
+4.898e-02
+4.082¢-02
+3.266e-02
+2.449e-02
+1.633e-02
+8.164e-03
-1.863e-09
-8.164e-03
-1.633e-02
-2.449e-02
-3.266e-02
-4.082e-02
-4.898e-02

MEF MEC

; Momento - Mxx (tf.m)

08

0.6

04

02

-7.478e-02 1.551e-02

1 Momento - Myy (tf.m)

08 '

-4.767e-02 4.767e-02

(e) ()

Figura 8.11 — Gréaficos em gradiente de cores: Esforgos de momento do caso 04. Momento fletor

“XX” pelo MEF (a) e pelo MEC (b); Momento fletor “YY” pelo MEF (c) e MEC(d); Momento

fletor “XY” pelo MEF (e) e pelo MEC (f).
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MEF MEC

Cortante - Qx (tf)

SF, SF4

(Avg: 75%)
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Figura 8.12 — Graficos em gradiente de cores: Esforcos cortantes do caso 04. Esforco cortante “Qx”
pelo MEF (a) e pelo MEC (b); Esforgo cortante “Qy” pelo MEF (c¢) e MEC(d).
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9. CONCLUSOES
9.1. CONSIDERAQC)ES FINAIS

Apresentou-se neste trabalho uma formulacdo do método dos elementos de
contorno para a analise de elementos tipo chapa em estado plano de tenséo e tipo placa
espessa com base na teoria de Reissner quando sob influéncia de variacbes de
temperatura, forcas de superficie e apoios elasticos tipo Winkler.

Através dos resultados abordados nos 4 estudos de caso propostos, pode-se
concluir que a formulacdo utilizada via método dos elementos de contorno apresentou
boa aproximag&o no célculo de deslocamentos, reagdes e esforcos.

O programa “MEC/CADvO01” desenvolvido neste trabalho demonstrou-se
ferramenta atil para a analise e dimensionamento de elementos estruturais como
reservatorios, fundacoes tipo radier, muros de flexao, lajes lisas, etc. A interface orientada
a objetos torna facil a geracdo de diferentes modelos e as caracteristicas do método dos
elementos de contorno tornam o seu tempo de execugdo e custo computacional mais
vantajosos que outros programas baseados na analise matricial ou no método dos
elementos finitos.

A formulagéo utilizada para a solugcdo de modelos com elementos de chapa em
EPT sujeitos a variacbes de temperatura em sua se¢do média pode ser expandida para a
analise de diferentes fendbmenos expansivos como: retracdo do concreto, corrosdo de
armaduras e reacdo alcali agregado.

O procedimento de célculo dos vetores “B” para a consideracdo da curvatura e
momento térmico pode ser adaptado para a consideracdo da nao-linearidade fisica do
material, utilizando para isso procedimentos iterativos, como também para a consideracao
de esforcos internos oriundos de forgas de protenséo.

A rotina de células internas com rigidez “k” com base na formulagdo de Winkler
pode ser expandida para a analise de placas apoiadas em elementos como enrijecedores,

pilares internos ou elementos de viga.
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9.2. SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS
Como temas para trabalhos futuros nesta linha de pesquisa séo sugeridos 0s
seguintes estudos:

e Andlise de placas espessas solicitadas por forcas de protensdo através da
formulagdo do método dos elementos de contorno com o uso de células
internas para o efeito de forca transversal e momento distribuido oriundo
da carga e excentricidade dos cabos de protensao.

e Analise de cascas com base na teoria de Reissner pelo método dos
elementos de contorno.

e Analise de placas espessas com enrijecedores, pilares, capiteis e vigas pelo

método dos elementos de contorno.
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APENDICE A - NOTACAO INDICIAL

Ao longo deste trabalho o método da notacéo indicial foi utilizado como forma de
evitar desperdicios tempo e reduzir a extensao de tensores e equacoes algébricas. Abaixo
sdo representados os métodos de abreviacdo de tensores, a expressdao do Delta de
Kronecker e o método da repeticdo de indices para a abreviacdo de somatorios de

variaveis.

e A.1- Abreviacdo de tensores

ai = [a1 az a3] (Al)

[by b,] (A.2)

=
R
I

(A.3)
e A.2—Delta de Kronecker

Sijj=1,sei=]j (A.4)

6;j=0,sei #j (A.5)
e A.3-Somatorio de indices

ajj = aq1 + ayp + asz3 (A.6)

a;a; = af + a3 + aj (A7)

a;jb; = anby + a;zb, + a;3bs (A.8)
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APENDICE B - INTEGRACAO NUMERICA

B.1 - INTEGRAL NUMERICA DE GAUSS

Para uma integral qualquer variando em um intervalo de dominio unidimensional
[-1, 1], conforme expresso na equacédo (B.1), a integracdo numerica de Gauss aproxima
esse procedimento analitico por uma somatoria de pontos “y;” dentro da fungdo “f (x)”,

multiplicados por coeficientes “w;”, conforme expresso na equagao (B.2)

I = J._llf(x)dx (B.1)

1 g
[ rax=Y wro 2
-1 i=1

Em situacBes onde o intervalo de integracdo varia num dominio diferente do
intervalo [-1, 1], deve-se aplicar na equagdo o coeficiente do Jacobiano para a
transformacéo do intervalo de integracdo, conforme expresso na equagéo (B.3).

- )+
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Tabela 6 — Coeficientes e pesos para a integracao de Gauss.

i Yi w;

1 -0,57735 1,00000
2 0,57735 1,00000
1 -0,77460 0,55556
2 0,00000 0,88889
3 0,77460 0,55556
1 -0,86114 0,34785
2 -0,33998 0,65215
3 0,33998 0,65215
4 0,86114 0,34785
1 -0,90618 0,23693
2 -0,53847 0,47863
3 0,00000 0,56889
4 0,53847 0,47863
5 0,90618 0,23693
1 -0,93247 0,17132
2 -0,66121 0,36076
3 -0,23862 0,46791
4 0,23862 0,46791
5 0,66121 0,36076
6 0,93247 0,17132
1 -0,94911 0,12948
2 -0,74153 0,27971
3 -0,40585 0,38183
4 0,00000 0,41796
5 0,40585 0,38183
6 0,74153 0,27971
7 0,94911 0,12948
1 -0,96029 0,10123
2 -0,79667 0,22238
3 -0,52553 0,31371
4 -0,18343 0,36268
5 0,18343 0,36268
6 0,52553 0,31371
7 0,79667 0,22238
8 0,96029 0,10123
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B.2 - TRANSFORMADA DE TELLES

Intervalo de integracao:

= 11f(n)dn

e Funcéo de ordem polinomial cubica:

n(y) =ay®+by +cy+d

e CondicGes de contorno:
n() =1
(=1 =-1
dn
ayl,
&
dy?

=0

n

e Solugao:
a=1/Q
b=-3y/Q
c=37?/Q
Q =1+ 3y?

e Jacobiano:

N




B.3—- INTEGRAL DE KUTT

e Intervalo de integracdo com singularidade:

b 1 s—¢& 1 b 1
I = xdx=limf xdx-i-f xdx}
| =@ H{ @+ [ e

I=I'+1"

¢ Divisdo do intervalo em parcelas finitas:
I=1+1"

Sendo

S—& 1
I' = L (x_s)f(x)dx

b1

1" = f —f(x)dx
Sst+é& t

e Expansdo das integrais I' e I"":

L Lla—s)t+s]
r= fo (x—s)

. LEI(b — s)t + s]
I _fo )

dt + f(s)In|a — s|

dt + f(s)In|b — s]|

e Expansdo na forma numérica com os pesos de Kutt:

ng
I' = —Zf[(a —8)t; + s]wK¥t — f(s)In|a — s|

ng
"= ) fl(b—s)t; +swf™ + f(s)In|b — s|
2



