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Resumo da Tese apresentada à COPPE/UFRJ como parte dos requisitos necessários

para a obtenção do grau de Doutor em Ciências (D.Sc.)

PROBLEMAS DE EQUILÍBRIO E QUASE-EQUILÍBRIO: UMA ABORDAGEM

TEÓRICA E NUMÉRICA

Leonardo Araújo de Sousa

Setembro/2019

Orientadores: Susana Scheimberg de Makler

Paulo Sérgio Marques dos Santos

Programa: Engenharia de Sistemas e Computação

Neste trabalho apresentamos um resultado de existência de solução para pro-

blemas de quase-equiĺıbrio (PQE) em espaços de Banach usando a teoria KKM

generalizada, sem exigir a compacidade do conjunto de restrições. Como aplicação,

obtemos resultados de existência de solução para problemas de desigualdade quase-

variacionais e problemas de equiĺıbrio de Nash generalizado. Apresentamos exemplos

e comparações com trabalhos existentes na literatura. Além disso, neste trabalho

desenvolvemos um método do tipo Quase-Newton para problemas de equiĺıbrio ba-

seadas na estrutura do tipo Newton proximal dada em Santos et. al. (Optimization

Letters 12(5)997-1009, 2018). Consideramos uma famı́lia de matrizes satisfazendo

a propriedade da deterioração limitada. Mostramos a boa definição do método pro-

posto e sobre hipóteses razoáveis, garantimos a convergência linear do algoritmo.

Além disso, apresentamos experimentos numéricos.
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requirements for the degree of Doctor of Science (D.Sc.)

EQUILILIBRIUM AND QUASI-EQUILIBRIUM PROBLEMS: A

THEORETICAL AND NUMERICAL APPROACH

Leonardo Araújo de Sousa

September/2019

Advisors: Susana Scheimberg de Makler

Paulo Sérgio Marques dos Santos

Department: Systems Engineering and Computer Science

In this work we present an existence result of solution for the quasi-equilibrium

problems (QEP) in Banach spaces using the generalized KKM theory, without com-

pactness assumption on the constrained set. As application we obtain existence

results for quasi-variational inequalities and generalized Nash equilibrium problems.

We report some examples and comparisons with other problems existent in the

literature. Moreover, in this work we develop a Quasi-Newton type method for

equilibrium problems based on the proximal Newton-type structure given in Santos

et al. (Optimization Letters 12(5)997-1009, 2018). We consider a family of matrices

verifying the bounded deterioration property. We prove the well definition of the

proposed method and under suitable assumptions we establish the linear conver-

gence of the algorithm. Futhermore, numerical experiments are reported.
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4.1 Existência de solução para o Problema de Quase-Equiĺıbrio . . . . . . 49

4.1.1 O PQE de MOSCO [1] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

4.1.2 O PQE de NOOR e OETTLI [2] . . . . . . . . . . . . . . . . 51

4.1.3 O PQE de CUBIOTTI [3] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

4.1.4 O PQE de AUSSEL et al. [4] . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

4.1.5 O PQE de CASTELLANI e GIULI [5] . . . . . . . . . . . . . 55

5 Existência de Solução para Problema de Quase-Equiĺıbrio 58
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Introdução

Neste trabalho, estudamos duas classes de problemas: o Problema de Equiĺıbrio

(PE) e o Problema de Quase-Equiĺıbrio (PQE). Dividimos esta Tese em duas par-

tes: nos Caṕıtulos 2 e 3 mostramos a abordagem teórica e numérica sobre problemas

de equiĺıbrio, e nos Caṕıtulos 4 e 5 apresentamos a abordagem teórica sobre pro-

blemas de quase-equiĺıbrio. Estudamos existência de solução dos dois problemas,

desenvolvemos uma regularização do tipo Tikhonov para EP e um método numérico

do tipo quase-Newton para obter soluções do Problema de Equiĺıbrio, além disso de-

senvolvemos um Teorema que estabelece condições para existência de soluções para

o PQE. O Problema de Equiĺıbrio é definido a seguir:

Sejam X um espaço de Banach real e C um subconjunto convexo, fechado e não

vazio de X. O Problema de Equiĺıbrio (PE) consiste em

(PE) :

{
Encontrar x̄ ∈ C tal que

f(x̄, y) ≥ 0 ∀y ∈ C.
(1)

Vários resultados sobre existência de solução em espaços de dimensão finita e infinita

foram extensivamente estudados em IUSEM et al. [6], IUSEM [7], OLIVEIRA et al.

[8], JACINTO e SCHEIMBERG [9].

No estudo do Problema de Equiĺıbrio, obtivemos a primeira das duas principais

motivações para o desenvolvimento de nossa tese. A generalização das regularizações

do tipo Tikhonov dada OLIVEIRA et al. [8].

Encontre xk ∈ C : f(xk, y) + λkg(xk, y) ≥ 0, ∀ y ∈ C,

onde f, g : C × C → R e {λk} ⊂ R+.

O método de regularização do tipo Tikhonov é uma ferramenta conhecida usada

para lidar com problemas mal postos, por exemplo, em otimização convexa, desigual-

dade variacional e equiĺıbrio, veja por exemplo HUNG e MUU [10], OLIVEIRA et al.

[8], FACCHINEI e PANG [11], HAO [12], ALLECHE et al. [13] e suas referências.

Esse estudo apresenta condições para a boa definição da sequência {xk} de

soluções de problemas regularizados e estabelece a equivalência entre a existência

de solução para o (PE) e a limitação de {xk}. A prova da boa definição de {xk},
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em OLIVEIRA et al. [8], é baseada em resultados de existência obtidos em IUSEM

et al. [6]. Desenvolvemos a regularização em espaços de Banach reflexivos e exibimos

um exemplo em um espaço de Banach reflexivo que não é Hilbert.

O trabalho com sequências em problemas de equiĺıbrio nos levou a estudar al-

goritmos numéricos para problemas de equiĺıbrio. Algoritmos numéricos para re-

solver o problema de equiĺıbrio são propostos baseados no prinćıpio do problema

auxiliar, a técnica do ponto proximal, o esquema de penalidade, projeções ou apro-

ximações exteriores sobre o conjunto de restrições, esquemas do tipo Newton, ver e.

g. BELO CRUZ et al. [14], BIGI e PASSACANTANDO [15], HIEU [16], IUSEM

e SOSA [17], NASRI et al. [18], SANTOS et al. [19], SANTOS e SCHEIMBERG

[20], SCHEIMBERG e SANTOS [21], VINH e GIBALI [22] e suas referências.

Nesta tese um dos principais objetivos foi estudar o método dado em SANTOS

et al. [19] e desenvolver sua versão modificada, considerando um passo do tipo Quase-

Newton em vez do passo de Newton. Focamos em problemas onde o passo de Newton

pode ser aplicado. Mas, devido ao alto custo computacional da iteração de Newton,

usamos uma famı́lia de matrizes {Bk} com a propriedade da deterioração limitada:

‖Bk+1 −H(x∗)‖ ≤ ‖Bk −H(x∗)‖+ c
∥∥xk − x∗∥∥ , ∀ H ∈ ∂CF (x∗),

onde entraremos em detalhes no Caṕıtulo 3. Neste trabalho, relembramos definições

e propriedades que serão úteis na nossa análise, apresentamos o algoritmo e algu-

mas propriedades das matrizes satisfazendo a propriedade da deterioração limitada.

Além disso, mostramos a convergência linear do algoritmo. Exibimos alguns expe-

rimentos numéricos para mostrar o comportamento do nosso método e comparamos

com alguns métodos existentes na literatura.

Na segunda parte desta Tese, trabalhamos com o Problema de Quase-Equiĺıbrio

(PQE). O PQE é definido da seguinte maneira:

Sejam X um espaço de Banach real e C um subconjunto convexo, fechado e não

vazio de X. Seja K : C ⇒ C uma aplicação ponto-conjunto. Seja f : C × C → R
uma bifunção de equiĺıbrio, isto é, f(x, x) = 0, ∀x ∈ C. O Problema de Quase-

Equiĺıbrio (PQE), consiste em

(PQE)

{
encontrar x̄ ∈ K(x̄) tal que

f(x̄, y) ≥ 0, ∀y ∈ K(x̄).
(2)

O PQE possui, como casos particulares, o problema de equiĺıbrio clássico, o problema

de desigualdades quase-variacionais, o problema de equiĺıbrio de Nash generalizado,

etc. Veja por exemplo, BLUM e OETTLI [23], IUSEM [7], IUSEM et al. [6], CAS-

TELLANI e GIULI [5], CUBIOTTI [3], JACINTO [24], FACCHINEI e KANZOW

[25] e suas referências. O problema de quase-equiĺıbrio tem despertado um crescente
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interesse por vários pesquisadores, devivo a sua estrutura flex́ıvel que engloba outros

problemas existentes na literatura. A existência de soluções para o PQE tem sido

pesquisada, por exemplo, por MOSCO [1], NOOR e OETTLI [2], AUSSEL et al.

[4], CASTELLANI e GIULI [5], COTRINA e ZÚÑIGA [26], CUBIOTTI [3] e suas

referências.

Nesta tese, apresentamos condições para existência de solução para o problema

de quase-equiĺıbrio, e, diferente dos trabalhos existentes na literatura, e. g. AUSSEL

et al. [4], CASTELLANI e GIULI [5] e CUBIOTTI [3, 27] não exigimos a hipótese de

compacidade do conjunto de restrições C. Nossa principal ferramenta consiste em

aplicar a teoria KKM, desenvolvida nos trabalhos de JACINTO e SCHEIMBERG

[9]. Este trabalho está dividido da seguinte maneira:

No Caṕıtulo 1, apresentamos as principais notações, definições e proposições

dadas na literatura sobre análise no Rn, análise convexa, topologia geral, análise

funcional e teoria KKM que serão usadas neste trabalho.

No Caṕıtulo 2 apresentamos o Problema de Equiĺıbrio e propomos uma regula-

rização do tipo Tikhonov para problemas de equiĺıbrio em espaços de Banach refle-

xivo. Mostramos a boa definição da trajetória Tikhonov, mostramos que, sob certas

condições a sequência dos subproblemas convergem para a solução do problema de

equiĺıbrio e estudamos condições que garantam que a sequência seja limitada, ana-

lisando o que acontece com a trajetória Tikhonov.

No Caṕıtulo 3 apresentamos uma versão modificada do método dado em SAN-

TOS et al. [19], definimos o método do tipo quase-Newton para poblemas de

equiĺıbrio. Mostramos que sobre certas hipóteses, a sequência gerada pelo algo-

ritmo está bem definida, mostramos que o método converge linearmente para a

solução do problema de equiĺıbrio usando uma famı́lia de matrizes que satisfazem

a propriedade da deteriorização limitada. Além disso, apresentamos experimentos

numéricos comparando com outros métodos existentes na literatura.

No Caṕıtulo 4 definimos o Problema de Quase-Equiĺıbrio e fazemos uma breve

apresentação das principais referências da literatura sobre existência de solução

do problema de quase-equiĺıbrio, destacando os principais teoremas e as principais

técnicas de demonstração de MOSCO [1], NOOR e OETTLI [2], CUBIOTTI [3],

AUSSEL et al. [4], CASTELLANI e GIULI [5] e COTRINA e ZÚÑIGA [26].

No Caṕıtulo 5 usando a teoria desenvolvida em JACINTO e SCHEIMBERG [9]

apresentamos o nosso resultado: condições para existência de solução de problemas

de quase-equiĺıbrio e como aplicação, obtemos condições para existência de solução

para desigualdades quase-variacionais e problemas de equiĺıbrio de Nash generaliado,

além disso comparamos com os trabalhos existentes na literatura.

No Caṕıtulo 6 fazemos nossas considerações finais e indicamos posśıveis trabalhos

futuros como consequência da teoria desenvolvida.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Ao longo deste caṕıtulo, apresentamos algumas definições e notações que serão usa-

das neste trabalho, a fim de tornar este trabalho autocontido. Além disso, apresen-

tamos algumas propriedades sobre análise no Rn, análise convexa e teoria KKM.

1.1 Tópicos de Análise no Rn

Um espaço vetorial real E é um conjunto não vazio, onde estão definidas duas

operações: a adição, que faz corresponder cada par de vetores x, y ∈ E em um novo

vetor x+ y ∈ E, e a multiplicação por um número real, que a associa cada número

real α ∈ R e a cada vetor y ∈ E faz corresponder um vetor αy. Para todo α, β ∈ R
e x, y, z ∈ E, essas operações satisfazem as seguintes propriedades:

(a) x+ y = y + x;

(b) (x+ y) + z = x+ (y + z);

(c) existe um vetor 0 ∈ E, tal que y + 0 = 0 + y = y;

(d) para todo vetor y ∈ E, existe um vetor −y ∈ E tal que y + (−y) = 0;

(e) (α + β)y = αy + βy;

(f) (αβ)y = α(βy);

(g) α(x+ y) = αx+ αy;

(h) 1 · y = y;

Consideramos o espaço euclideano Rn com as operações usuais de soma e multi-

plicação por escalar definidas por

x+ y = (x1 + y1, · · · , xn + yn) e αx = (αx1, · · · , αxn).
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Por definição, a igualdade vetorial x = y significa que são iguais cada coordenada,

isto é x1 = y1, · · · , xn = yn. Definimos também o vetor nulo, o vetor onde suas

coordenadas são todas iguais a zero, isto é 0 = (0, · · · , 0) ∈ Rn. O inverso aditivo de

x = (x1, · · · , xn) é −x = (−x1, · · · ,−xn). Estas definições tornam o Rn um espaço

vetorial.

Seja E um espaço vetorial. Um produto interno é um funcional bilinear, simétrico

e positivo, isto é, é a função 〈·, ·〉 : E × E → R, que associa a cada par de vetores

x, y ∈ E um número real 〈x, y〉, chamado de produto interno de x por y, de modo

que valem as seguintes propriedades, para cada x, x̃, y, ỹ ∈ E e α ∈ R:

1. Bilinearidade: 〈x+ αx̃, y〉 = 〈x, y〉+ α 〈x̃, y〉 e 〈x, y + αỹ〉 = 〈x, y〉+ α 〈x, ỹ〉 ;

2. Simetria: 〈x, y〉 = 〈y, x〉;

3. Positividade: 〈x, x〉 > 0, se x 6= 0.

Uma norma em um espaço vetorial E é uma função ‖ · ‖ : E → R que associa o

vetor x ∈ E a um número real ‖x‖, de modo que valem as seguintes propriedades,

∀x, y ∈ E e ∀α ∈ R:

1. ‖x‖ ≥ 0 e ‖x‖ = 0 se, e só se, x = 0;

2. ‖αx‖ = |α| ‖x‖;

3. ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ (desigualdade triangular).

Se x = (x1, · · · , xn) ∈ Rn, então ‖x‖ =
√
x2

1 + · · ·+ x2
n. Por definição, temos

que 〈x, x〉 = ‖x‖2.

As seguintes definições podem ser encontradas em LIMA [28], LIMA [29], LIMA

[30] ou LOUREDO et al. [31].

Seja x ∈ Rn. Uma bola em Rn centrada em x de raio ε > 0, denotada por

B(x; ε), é o conjunto {z ∈ Rn : ‖z − x‖ < ε}. Uma sequência em Rn é uma função

x : N −→ Rn que associa a cada número natural k um ponto xk ∈ Rn. A notação

que usaremos neste trabalho será {xk}, onde xk = (xk1, x
k
2, · · · , xkn) ∈ Rn. Uma

subsequência de {xk} é a restrição desta sequência a um subconjunto infinito N′ =

{k1 < · · · < km < · · · } ⊂ N. A notação {xkj} é usada pra indicar uma subsequência

de {xk}. Dizemos que a sequência {xk} converge para a ∈ Rn quando, para cada

ε > 0, existir um natural k0 tais que,
∥∥xk − a∥∥ < ε, sempre que k ≥ k0. Usamos a

seguintes notações para indicar que a é o limite da sequencia {xk}: lim
k→+∞

xk = a,

xk → a (k → +∞) ou limxk = a.

Tipos de convergência
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Seja {xk} uma sequência em Rn que converge para x̄. Dizemos que a sequência

{xk} converge linearmente para x̄ se existe um α ∈ (0, 1) tal que

lim
k→+∞

xk+1 − x̄
xk − x̄

= α.

Se α = 1, dizemos que a convergência da sequência é sublinear e se α = 0, dizemos

que a convergência da sequência é superlinear.

Seja A ⊂ Rn. Um ponto a ∈ A é chamado de ponto interior, quando existe um

ε > 0 tal que a bola centrada em a de raio ε, está contida em A, ou seja, B(a, ε) ⊂ A.

O conjunto dos pontos interiores a A é chamado de interior de A. Um conjunto A

é chamado aberto quando todos os seus pontos são pontos interiores.

Proposição 1.1 Os conjuntos abertos de Rn satisfazem as seguintes propriedades:

1. O conjunto vazio ∅ e o Rn são abertos;

2. A interseção A =
⋂m
i=1 Ai de um número finito de conjuntos abertos

A1, · · · , Am é um conjunto aberto;

3. A união A =
⋃
λ∈Λ Aλ de uma famı́lia qualquer (Aλ)λ∈Λ de abertos Aλ é um

conjunto aberto.

Seja X ⊂ Rn. Um subconjunto A ⊂ Rn é chamado de aberto em X quando

existe um aberto U de Rn tal que A = U ∩X. Uma outra abordagem de verificar se

um conjunto A ⊂ X é aberto em X, se, para cada a ∈ A, existe um δ > 0 tal que

B(a, δ) ∩X ⊂ A.

Seja x ⊂ Rn, dizemos que a é aderente ao conjunto F ⊂ Rn quando existe uma

sequência {xk} ⊂ F convergindo para x. O conjunto dos pontos aderentes a F é

chamado de fecho e é denotado por clF . Um conjunto F ⊂ Rn chama-se fechado

quando contém todos os seus pontos aderentes, isto é, F = clF . Segue direto da

definição que um ponto x ∈ Rn não pertence ao fecho de F quando existe um ε > 0

tal que B(x, ε) ∩ F = ∅.

Teorema 1.1 Um conjunto é fechado se, e somente se, seu complementar é aberto.

Proposição 1.2 Os conjuntos fechados no Rn satisfazem as seguintes propriedades:

1. O conjunto vazio ∅ e o Rn são fechados;

2. A união F =
⋃m
i=1 Fi de um número finito de fechados F1, · · · , Fm é um con-

junto fechado;

3. A interseção F =
⋂
λ∈Λ Fλ de uma famı́lia qualquer (Fλ)λ∈Λ de fechados Fλ é

um conjunto fechado.
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Seja X ⊂ Rn. Um subconjunto F ⊂ X é fechado em X, se existe um conjunto

fechado G em Rn tal que F = G ∩X.

Teorema 1.2 (Bolzano-Weierstrass) Toda sequência limitada em Rn possui

uma subsequência convergente.

Conjuntos Compactos

Um conjunto X ⊂ Rn é limitado quando existe uma constante M > 0 tal que

‖x‖ ≤M , para cada x ∈ X.

Dizemos que um conjunto L ⊂ Rn é compacto quando ele é limitado e fechado.

Uma cobertura para um conjuntoX ⊂ Rn é uma famı́lia (Cλ)λ∈Λ de subconjuntos

Cλ ⊂ Rn tais que X ⊂
⋃
λ∈ΛCλ. Uma subcobertura é uma subfamı́lia (Cλ)λ∈Λ′ ,

Λ′ ⊂ Λ tal que ainda se tem X ⊂
⋃
λ∈Λ′ Cλ. A cobertura é chamada de aberta

quando os Cλ são abertos e finita quando Λ é um conjunto finito.

Teorema 1.3 (Borel-Lebesgue) Toda cobertura aberta L ⊂
⋃
λ∈ΛCλ de um com-

pacto L ⊂ Rn admite uma subcobertura finita L ⊂ Cλ1 ∪ Cλ2 ∪ · · · ∪ Cλm.

Teorema 1.4 Se toda cobertura aberta de um conjunto L ⊂ Rn admite uma subco-

bertura finita, então L é limitado e fechado.

Se definirmos os compactos de Rn por meio de coberturas abertas, obtemos que

os compactos são limitados e fechados, e, se definirmos os compactos de Rn como

conjuntos limitados e fechados, obtemos que de toda cobertura aberta do compacto,

podemos obter uma subcobertura finita. De qualquer maneira, todo compacto é

fechado. Além disso, se um conjunto fechado estiver contido em um compacto,

segue que o fechado também será limitado e portanto, compacto.

1.2 Tópicos de Topologia Geral

Recordamos nesta seção, algumas propriedades necessárias para a compreensão da

teoria KKM. As seguintes definições podem ser encontradas em BERGE [32] ou

DOMINGUES [33].

Seja E um conjunto não vazio. Uma topologia sobre E é uma coleção O de

subconjuntos de E, que satisfaz as seguintes propriedades:

(i) ∅, E ∈ O;

(ii) Se O1,O2, · · · ,On ∈ O (n ∈ N), então O1 ∩ O2 ∩ · · · ∩ On ∈ O;

(iii) Se (Oi) é uma famı́lia qualquer de subconjuntos de O, então
⋃
Oi ∈ O.
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O par (E,O) é chamado de espaço topológico, os elementos de O são chamados de

abertos do espaço e os elementos de E são chamados de ponto. Quando não houver

confusão, podemos chamar ”espaço E”, para nos referirmos ao espaço topológico.

Seja E um espaço topológico. Dizemos que F ⊂ E é um conjunto fechado, se o

seu complementar E \ F é aberto, ou seja, E \ F ∈ O. clB denota o fecho relativo

a B, clB(·) = clE(·) ∩B.

Dado X ⊂ E, X 6= ∅. A coleção OX = {A ∩ X : A ∈ O} é uma topologia

sobre X à qual chamamos de topologia induzida por O sobre X. O par (X,OX) é

chamado subespaço de (E,O).

Um espaço topológico E é chamado espaço T1, se satisfaz o seguinte axioma,

chamado de axioma T1:

Axioma 1.1 (T1) Para quaisquer x, y ∈ E, x 6= y, existem abertos Ux, Uy ∈ O que

contêm x e y, respectivamente, de maneira que x /∈ Uy e y /∈ Ux.

Um espaço topológico E é chamado espaço T2 ou espaço de Hausdorff, se o

seguinte axioma, se verifica:

Axioma 1.2 (T2) Dados quaisquer x, y ∈ E, x 6= y, então existem abertos disjuntos

Ux e Uy, tais que x ∈ Ux e y ∈ Uy.

Seja L um subconjunto do espaço topológico E. Dizemos que o conjunto L é

compacto se, para qualquer famı́lia (Aλ)λ∈Λ de abertos tal que
⋃
λ∈ΛAλ ⊃ L, existe

uma subfamı́lia finita Aλ1 , · · · , Aλn de maneira que Aλ1 ∪ · · · ∪ Aλn ⊃ L. A famı́lia

(Aλ)λ∈Λ é chamada de cobertura ou recobrimento de L e a subfamı́lia Aλ1 , · · · , Aλn
é chamada de subcobertura ou subrecobrimento de L.

Proposição 1.3 Seja E um espaço topológico e L ⊂ E um compacto. Se F ⊂ L é

fechado, então F é compacto.

Proposição 1.4 Seja E um espaço topológico de Hausdorff. Se L ⊂ E é compacto,

então L é fechado.

Definição 1.1 Seja E um espaço topológico. Uma famı́lia de conjuntos {Aλ ⊆ E :

λ ∈ Λ} possui a Propriedade da Interseção Finita se, para todo subconjunto finito

Λ′ de Λ, vale que
⋂
λ∈Λ′ Aλ 6= ∅.

Sejam A e B conjuntos não vazios de espaços vetoriais topológicos X e Y , respec-

tivamente. Dizemos que T : A ⇒ B é uma aplicação ponto-conjunto se, para cada

elemento a de A, associamos um subconjunto T (a) ⊆ B. A notação ”⇒”significa

que a aplicação T leva um ponto de A em um conjunto das partes de B.
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O domı́nio de T é definido por dom(T ) := {x ∈ A : T (x) 6= ∅}. O gráfico de T é

definido por gra(T ) := {(x, y) ∈ X × Y : y ∈ T (x)}.
Se A é um conjunto não vazio de X e T : A⇒ A é uma aplicação ponto-conjunto

cujo domı́nio é não vazio, então um ponto a ∈ A é chamado de ponto fixo de T , se,

e somente se, a ∈ T (a).

1.3 Tópicos de Análise Convexa

As seguintes definições e proposições podem ser encontradas nos livros de VAN TIEL

[34] ou ROCKAFELLAR [35].

Seja C ⊂ Rn. Dizemos que o conjunto C é convexo quando (1 − t)x + ty ∈ C,

sempre que x, y ∈ C e t ∈ [0, 1]. Isto significa que o segmento de reta que une

quaisquer dois pontos de C ainda pertence a este conjunto.

Seja f : Rn → [−∞,+∞] uma função cujo domı́nio é um subconjunto C ⊂ Rn.

O eṕıgrafo de f é definido pelo conjunto

epi(f) := {(x, µ) ∈ C × R : f(x) ≤ µ}.

A função f é convexa se epi(f) é um subconjunto convexo de Rn+1. Uma função f

é côncava quando −f é convexa. O domı́nio efetivo ou simplesmente, domı́nio de

uma função convexa em C, onde denotamos por dom(f) é o conjunto

{x ∈ Rn : ∃µ ∈ R : (x, µ) ∈ epi(f)} = {x ∈ Rn : f(x) < +∞}.

Observação 1.1 Uma função convexa f definida em C pode sempre ser estendida

para uma função convexa em todo Rn fazendo f(x) = +∞ para x /∈ C.

Teorema 1.5 (Teorema 4.1 p. 25 de [35]) Sejam C ⊂ Rn um conjunto convexo

e f : C −→ (−∞,+∞] uma função. Então f é convexa se, e somente se,

f((1− t)x+ ty) ≤ (1− t)f(x) + tf(y),

para todo x, y ∈ C e para todo t ∈ [0, 1].

Uma função convexa f é própria se, f(x) < +∞ para algum x e f(x) > −∞, para

todo x, ou seja, uma função convexa f é própria se, e somente se, o conjunto convexo

C = dom(f) é não vazio e a restrição de f a C é finita. Uma outra abordagem é que

uma função convexa própria em Rn é uma função convexa real f : C → R definida

em um conjunto convexo C ⊂ Rn e estendendo para todo Rn fazendo f(x) = +∞
para x /∈ C.
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Teorema 1.6 (Teorema 4.2 p. 25 de [35]) Seja f : Rn → [−∞,+∞]. Então f

é convexa se, e somente se,

f(tx+ (1− t)y) < tα + (1− t)β, ∀t ∈ (0, 1),

onde f(x) < α e f(y) < β.

Teorema 1.7 Seja f : Rn → (−∞,+∞]. Então f é convexa se, e só se,

f(
m∑
i=1

tixi) ≤
m∑
i=1

tif(xi),

sempre que ti ≥ 0 (i ∈ Im) e
∑m

i=1 ti = 1.

Teorema 1.8 (Teorema 4.6 p. 28 de [35]) Para qualquer f : C → (−∞,+∞]

convexa e α ∈ [−∞,+∞], os seguintes conjuntos

{x ∈ C; f(x) < α} e {x ∈ C; f(x) ≤ α}

são convexos. Esses conjuntos são chamados de conjuntos de ńıvel de f .

Teorema 1.9 Suponhamos que o conjunto C ⊂ Rn seja convexo e a função f :

C → [−∞,+∞] seja convexa. Então o conjunto de ńıvel

l(f, α) = {x ∈ C; f(x) ≤ α}

é convexo para todo α ∈ R.

Definição 1.2 Uma função f : Rn → [−∞,+∞], onde dom(f) é um conjunto

convexo, é chamada de quaseconvexa se, para cada x, y ∈ X e qualquer t ∈ [0, 1],

valer que

f(tx+ (1− t)y) ≤ max{f(x), f(y)}.

Observação 1.2 A definição acima é equivalente a dizer que o conjunto de ńıvel

da função f é convexo. Além disso, é posśıvel mostrar que toda função convexa é

quaseconvexa, mas a rećıproca não é verdadeira.

Seja S ⊂ Rn e f : S → [−∞,+∞]. Dizemos que a função f é semicont́ınua

inferior em x ∈ S se

f(x) ≤ lim inf
k→+∞

f(xk),

para toda sequência {xk} ⊂ S tal que {xk} converge para x. A função f : S →
[−∞,+∞] é semicont́ınua inferior, quando é semicont́ınua inferior em cada ponto

de S.
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Esta condição pode ser expressa da seguinte maneira:

f(x) ≤ lim inf
y→x

f(y) = lim
ε↘0

(inf{f(y) : ‖y − x‖ ≤ ε}).

Analogamente f : S → [−∞,+∞] é chamada de semicont́ınua superior se,

f(x) ≥ lim sup
y→x

f(y) = lim
ε↘0

(sup{f(y) : ‖y − x‖ ≤ ε}),

isto é, −f é semicont́ınua inferior.

Proposição 1.5 (p.51 de [35]) Seja f : Rn → [−∞,+∞]. Então as seguintes

sentenças são equivalentes:

(a) A função f é semicont́ınua inferior em Rn;

(b) {x ∈ Rn : f(x) ≤ α} é fechado para cada α ∈ R;

(c) O eṕıgrafo de f é fechado em Rn+1.

Sobre as funções semicont́ınuas inferiores, valem os seguintes resultados [34]:

Proposição 1.6 (a) O supremo de uma coleção de funções semicont́ınuas inferi-

ores é semicont́ınua inferior;

(b) Se L ⊂ Rn é um compacto e f : L → (−∞,+∞] é semicont́ınua inferior,

então f assume valor mı́nimo;

(c) Se f e g são funções de Rn em (−∞,+∞] e α > 0 então αf e f + g são

funções semicont́ınuas inferiores.

1.4 Tópicos de Teoria KKM

Esta seção tem como principal referência JACINTO [24].

Sejam {x1, x2, · · · , xm} um subconjunto finito do Rn e X :=

conv{x1, x2, · · · , xm}. O conjunto X é chamado de simplex e os elementos

x1, x2, · · · , xm de vértices do simplex X. O seguinte teorema pode ser encontrado

em KNASTER et al. [36], é conhecido como lema KKM (Knaster-Kuratowski-

Mazurkiewicz):

Teorema 1.10 Seja S o conjunto de vértices de um simplex em Rn e T : S ⇒ Rn

uma aplicação ponto-conjunto tal que:

(i) T (x) é compacto para cada x ∈ S;
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(ii) A envoltória convexa de todo subconjunto finito {x1, · · · , xm} de S está contida

em
⋃m
i=1 T (xi).

Então
⋂
x∈S T (x) 6= ∅.

Teorema 1.11 (Prinćıpio KKM) Sejam E um espaço localmente convexo, A um

subconjunto não vazio de E e T :⇒ E uma aplicação ponto-conjunto tais que

(i) T (a) é fechado para cada a ∈ A;

(ii) A envoltória convexa de todo subconjunto finito {a1, · · · , am} de A está contida

em
⋃m
i=1 T (ai).

Então a famı́lia de conjuntos {T (a) : a ∈ A} tem a propriedade da interseção finita.

Em FAN [37], o autor generalizou o Lema KKM, garantido o resultado em

espaços topológicos.

Teorema 1.12 Sejam A um subconjunto não vazio de um espaço vetorial topológico

de Hausdorff X e T : A⇒ X uma aplicação ponto-conjunto tais que:

(i) T (a) é fechado em X, para todo a ∈ A;

(ii) existe um a0 ∈ A tal que T (a0) é compacto;

(iii) A envoltória convexa de todo subconjunto finito {a1, · · · , am} de A está contida

em
⋃m
i=1 T (ai).

Então
⋂
a∈A T (a) 6= ∅.

Definição 1.3 Sejam X um espaço vetorial topológico de Hausdorff e A um sub-

conjunto não vazio de X. Uma aplicação ponto-conjunto T : A ⇒ X é chamada

KKM se, para todo subconjunto finito {a1, · · · , am} de A, vale que

conv{a1, · · · , am} ⊂
m⋃
i=1

T (ai).

Observação 1.3 Observe que uma aplicação ponto-conjunto T é KKM quando sa-

tisfaz o item (iii) do Teorema 1.12.

Afim de obter versões mais gerais do teorema KKM, da desigualdade minimax

de Ky Fan e estudar o problema de existência de pontos de sela e a existência

de soluções de problemas de desigualdades variacionais, CHANG e ZHANG [38]

introduziram o conceito de aplicação KKM generalizada.
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Definição 1.4 Sejam A e B dois subconjuntos não vazios de dois espaços vetoriais

reais topológicos de Hausdorff X e Y respectivamente, tal que B é convexo. Uma

aplicação ponto-conjunto G : A⇒ B é chamada de KKM generalizada se, para cada

subconjunto finito {a1, · · · , ap} de A, existe um subconjunto finito {b1, · · · , bp} de B

tal que, para qualquer subconjunto {bi1 , · · · , bik} ⊆ {b1, · · · , bp} vale

co{bi1 , · · · , bik} ⊆
k⋃
j=1

G(aij).

Note que, se uma aplicação G : A⇒ B é KKM, então ela é KKM generalizada.

Além disso, se G : A ⇒ B é uma aplicação KKM, então y ∈ G(y), para cada

y ∈ A, mas aplicações KKM generalizadas podem não ter esta propriedade. Quando

G : A⇒ B é KKM generalizada, então G(y) 6= ∅, para cada y ∈ A.

Com isso, em [38], os autores obtêm o seguinte resultado, generalizando o Teo-

rema 1.12:

Teorema 1.13 Seja E um espaço vetorial topológico de Hausdorff e X um sub-

conjunto convexo não vazio de E. Suponha que T : X ⇒ E seja uma aplicação

ponto-conjunto com valores fechados e que exista um x0 ∈ X tal que G(x0) seja

compacto. Então
⋂
x∈X T (x) 6= ∅ se, e somente se, T é uma aplicação KKM gene-

ralizada.

TIAN [39] também generaliza o teorema de FAN [40] e a desigualdade minimax

de Ky Fan, introduzindo novas condições de continuidade e fecho, que são chamada

de propriedades de transferência de fechos (transfer closedness) e transferência de

continuidade (transfer continuities).

Definição 1.5 Sejam A e B dois subconjuntos não vazios de um dois espaços veto-

riais reais topológicos de Hausdorff X e Y respectivamente. Uma aplicação ponto-

conjunto G : A⇒ B possui a propriedade de transferência de fechos de imagem se,

para cada a ∈ A, b /∈ G(a), existe um elemento a′ ∈ A tal que b /∈ clBG(a′).

JACINTO e SCHEIMBERG [9] generalizaram o prinćıpio KKM, Teorema 1.11

Teorema 1.14 Sejam A,B dois subconjuntos não vazios de um espaço vetorial real

topológico de Hausdorff X sendo B convexo. Considere T : A ⇒ B. Então, clBG :

A ⇒ B é KKM generalizada se, e somente se, a famı́lia dos conjuntos {clBG(a) :

a ∈ A} tem a Propriedade da Interseção Finita (PIF).

Uma importante aplicação do Teorema 1.14 e uma importante contribuição à teo-

ria KKM foi dada em JACINTO e SCHEIMBERG [9], que consiste na generalização

do Lema FKKM.
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Teorema 1.15 Sejam A e B subconjuntos não vazios de um espaço vetorial real

topológico de Hausdorff X tal que B é convexo. Suponha que a aplicação G : A⇒ B

verifica as seguintes condições:

(i) clBG : A⇒ B é uma aplicação KKM generalizada;

(ii) G possui a propriedade de transferência de fechos de imagem;

(iii) existe um subconjunto finito A0 de A tal que
⋂
z∈A0

clBG(z) é compacto;

então, ⋂
a∈A

G(a) 6= ∅.

O Teorema 1.15 será de fundamental importância para mostrarmos o nosso re-

sultado de existência de solução para problemas de quase-equiĺıbrio, no Caṕıtulo

5.
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Caṕıtulo 2

Problemas de Equiĺıbrio

Nesta seção apresentamos conceitos e propriedades sobre Problemas de Equiĺıbrio.

Também adaptamos algumas propriedades da literatura que vamos usar ao longo

deste Caṕıtulo.

2.1 Problema de Equiĺıbrio (EP)

Seja X um espaço vetorial topológico de Haussdorff. Seja K um subconjunto não

vazio, fechado e convexo de X e seja f : K × K → R uma bifunção de equiĺıbrio,

isto é, f(x, x) = 0, ∀x ∈ K. O problema de equiĺıbrio (EP), consiste em

EP (f,K)

{
encontrar x̄ ∈ K, tal que

f(x̄, y) ≥ 0, ∀y ∈ K.
(2.1)

Denotamos o conjunto solução do problema de equiĺıbrio por S(f,K).

O problema de equiĺıbrio contém, como casos particulares, problemas de oti-

mização convexa, de complementaridade, de desigualdades variacionais, de equiĺıbrio

de Nash, de ponto fixo, etc. Exibimos a seguir algumas formulações de casos parti-

culares de EP.

Problema de Otimização

Seja ϕ : K → R uma função convexa. O problema de otimização convexa consiste

em encontrar x̄ ∈ K tal que ϕ(x̄) ≤ ϕ(y), ∀y ∈ K. Definindo f : K × K → R
por f(x, y) = ϕ(y)− ϕ(x), obtemos que x̄ ∈ K é solução de EP, se, e somente se, é

solução do Problema de Otimização Convexa.
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Problema do Ponto Fixo

Seja H um espaço de Hilbert, com seu produto interno denotado por 〈·, ·〉. Seja

T : H → P(H) um operador ponto conjunto, tal que, para cada x ∈ K, T (x) seja

um subconjunto não vazio, fechado e fracamente compacto de K. O Problema do

Ponto Fixo (PPF) consiste em

encontrar x̄ ∈ K tal que x̄ ∈ T (x̄).

Definindo f : K×K → R por f(x, y) = max
u∈T (x)

〈x− u, y − x〉. Então x̄ ∈ K é solução

de PPF, se, e somente se, é solução de EP.

Problema de Pontos de Sela

Seja φ : K1 ×K2 → R. O Problema de Pontos de Sela consiste em{
encontrar (x̄1, x̄2) ∈ K1 ×K2, tal que

φ(x̄1, y2) ≤ φ(y1, x̄2), para todo (y1, y2) ∈ K1 ×K2.
(2.2)

Defina K := K1×K2 e f : K×K → R por f((x1, x2), (y1, y2)) = φ(y1, x2)−φ(x1, y2).

Então x̄ = (x̄1, x̄2) é solução do PPS, se, e só se, é solução do EP.

Para mais detalhes veja, e. g., BIGI et al. [41], BLUM e OETTLI [23], FAN [37],

IUSEM et al. [6], IUSEM e SOSA [42] e suas referências.

Definição 2.1 Uma bifunção ψ : K ×K → R é chamada de:

(i) Fortemente monótona em K com módulo β > 0, se,

ψ(x, y) + ψ(y, x) ≤ −β ‖x− y‖2 ∀x, y ∈ K.
(ii) Monótona em K, se,

ψ(x, y) + ψ(y, x) ≤ 0, ∀x, y ∈ K.
(iii) Pseudomonótona em K, se,

∀x, y ∈ K, ψ(x, y) ≥ 0⇒ ψ(y, x) ≤ 0.

Note que (i) ⇒ (ii) ⇒ (iii).

Denotamos por xk ⇀ x, a convergência fraca de {xk} para x, ou seja, para cada

x∗ ∈ X∗,
〈
x∗, xk

〉
→ 〈x∗, x〉, quando k → +∞.

Definição 2.2 Uma função ϕ : K → R é fracamente semicont́ınua superior em

x ∈ K, se, para toda sequência {xk} ⊂ K tal que xk ⇀ x (k → +∞), tivermos

lim sup
k→+∞

ϕ(xk) ≤ ϕ(x).

A função é chamada de fracamente semicont́ınua superior, se ela é fracamente se-

micont́ınua superior em cada ponto x ∈ K.
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Definição 2.3 Uma função ϕ : K −→ R é fracamente semicont́ınua inferior em

x ∈ K, se, para toda sequência{xk} ⊂ K tal que xk ⇀ x (k → +∞), tivermos

lim inf
k→+∞

ϕ(xk) ≥ ϕ(x).

A função é chamada de fracamente semicont́ınua inferior, se ela é fracamente se-

micont́ınua inferior em cada ponto x ∈ K.

As principais hipóteses para resultados de existência para Problema de Equiĺıbrio

são IUSEM et al. [6]:

(P1) f(·, y) : K −→ R é hemicont́ınua superior para todo y ∈ K.

(P2) f(x, ·) : K −→ R é pseudoconvexa e semicont́ınua inferior para todo x ∈ K.

(P3) f é monótona.

(P3’) f é pseudomonótona.

(P3”) f é propriamente quasemonótona.

(P5) Para toda sequência {xn} ⊂ K with limn→+∞ ‖xn‖ = +∞, existem u ∈ K
e n0 ∈ N tais que f(xn, u) ≤ 0, ∀n ≥ n0.

O seguinte teorema de existência de solução pode ser encontrado em IUSEM

et al. [6].

Teorema 2.1 Seja f : K × K −→ R uma bifunção de equiĺıbrio. Suponha que f

satisfaz P1, P2, P5 e qualquer uma entre P3, P3’ ou P3”. Então S(f,K) 6= ∅.

Neste caṕıtulo apresentamos um estudo sobre o estado da arte para Problemas

de Equiĺıbrio. Resultados de existência e métodos do tipo Tikhonov para EP.

2.1.1 Métodos do Tipo Tikhonov para EP

O método de regularização do tipo Tikhonov é uma ferramenta conhecida usada para

lidar com problemas mal postos, por exemplo, em otimização convexa, desigualdade

variacional e equiĺıbrio.

A ideia principal do método consiste em perturbar a bifunção, adicionando um

parâmetro de regularização γ > 0 e uma outra bifunção g : K ×K → R, transfor-

mando o problema de equiĺıbrio de f no seguinte problema:

Encontrar x̄ ∈ K tal que

fγ(x̄, y) := f(x̄, y) + γg(x̄, y) ≥ 0 ∀y ∈ K, (2.3)

onde γ > 0, g é uma bifunção de equiĺıbrio fortemente monótona em K.

Denotamos a solução deste problema por x(γ) e analizamos o que acontece

quando γ → 0. O conjunto {x(γ); γ > 0} é chamado de tragetória de Tikhonov.
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A resolução de problema de equiĺıbrio usando regularização do tipo Tikhonov

em Rn foi trabalhada por HUNG e MUU [10], onde são consideradas as seguintes

hipóteses sobre a bifunção f .

A3) Existe um compacto não vazio B ⊂ Rn e um vetor y0 ∈ B ∩K tal que

f(x, y0) < 0, ∀x ∈ K\B.

A seguinte hipótese é considerada para garantir que qualquer tragetória de Tikhonov

convirja para a solução do problema.

H4’) ∃δ > 0; ‖g(x, y)‖ ≤ δ ‖x− xg‖ ‖y − x‖, ∀x, y ∈ K.

No trabalho de OLIVEIRA et al. [8], a regularização do tipo Tikhonov foi esten-

dida para espaços de Hilbert. Além disso, as seguintes hipóteses são consideradas:

(H4) lim sup
‖y‖→+∞

|g(x, y)|
‖y − x‖

< +∞ ∀x ∈ K.

(H5) Para toda sequência {xn} ⊂ K with limn→+∞ ‖xn‖ = +∞, existem u ∈ K
e n0 ∈ N tais que f(xn, u) ≤ 0, ∀n ≥ n0.

As hipóteses sobre as bifunções g e f de OLIVEIRA et al. [8], estendem as

anteriores do trabalho de HUNG e MUU [10] e é provado a relação entre a limitação

da sequência com o conjunto solução do problema.

Em HAO [12], o autor trabalha com a regularização do tipo Tikhonov para

problemas de desigualdades variacionais. Se F : C → Rn, então o problema de

desigualdade variacional DV (C,F ) consiste em encontrar x̄ ∈ C tal que

〈F (x̄), y − x〉 ≥ 0, ∀y ∈ C.

Para cada ε > 0, coloca-se Fε = F + εI, onde I é a aplicação identidade em Rn. Se

o problema DV (C,Fε) possui única solução, denotada por x(ε), então o conjunto

{x(ε) : ε > 0} é chamado de trajetória Tikhonov de DV (C,F ). O autor mostra que,

sobre certas condições, o limite limε↘0 x(ε) existe e é solução de DV (C,F ).

O método de regularização do Tipo Tikhonov de [12] consiste em calcular uma

sequência de pontos {x(εk)}k∈N (εk → 0+ quando k → +∞) na trajetória Tikhonov

e tomar o limite limk→+∞ x(εk).

Em HUNG e MUU [10], a regularização do tipo Tikhonov é estendida para pro-

blemas de equiĺıbrio no espaço euclidiano Rn. A ideia principal do método para pro-

blemas de equiĺıbrio, consiste em perturbar a bifunção, adicionando um parâmetro

de regularização ε > 0 e uma outra bifunção g : C × C → R, regularizando o pro-

blema de equiĺıbrio de f , com isso é obtido o seguinte problema: encontrar x̄ ∈ C
tal que

fε(x̄, y) := f(x̄, y) + εg(x̄, y) ≥ 0 ∀y ∈ C, (2.4)
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onde g é uma bifunção de equiĺıbrio fortemente monótona em C. Denotando a

solução deste problema por x(ε) e, assim como no caso DV (C,F ), é analizado o que

acontece quando ε → 0. Além disso, em HUNG e MUU [10] são assumidas certas

condições para garantir que qualquer trajetória Tikhonov convirja para a solução

do problema de equiĺıbrio original.

Em ALLECHE et al. [13] os autores trabalham com o método de regularização do

tipo Tikhonov para problemas de equiĺıbrio em espaços de Banach. Os autores mos-

tram que bifunções estritamente pseudomonótonas podem ser usadas como bifunções

de regularização, assim como bifunções fortemente monótonas. Como aplicação,

estabelecem a relação entre desigualdades quase-hemivariacionais e problemas de

equiĺıbrio. A principal ferramente para o resultado de existência de solução para

o problema de equiĺıbrio regularizado, quando f é pseudomonótona, de ALLECHE

et al. [13] é o Lema FKKM, FAN [37].

Em OLIVEIRA et al. [8], a regularização do tipo Tikhonov para problemas de

equiĺıbrio clássico é estudada no contexto de espaços de Hilbert. Os autores exigem

uma condição mais fraca que HUNG e MUU [10], sobre a bifunção g : C × C → R.

Eles mostram a existência de solução para o subproblema fλk usando o teorema de

existência de solução de IUSEM et al. [6], IUSEM [7] e IUSEM e SOSA [42]. Os

autores garantem que, o problema possui solução se, e somente se, a sequência de

soluções do subproblema for limitada.

Como o estudo de IUSEM et al. [6] está restrito ao (PE), para abordar a

existência de (PQE) via regularizações do tipo Tikhonov, nos deparamos com a

segunda principal fonte de motivação: a obtenção de resultados de existência para

problemas PQE bem comportados. Após um levantamento bibliográfico, obtivemos

uma alternativa para superar essa dificuldade, o estudo da existência de solução

para o PQE usando os resultados de JACINTO e SCHEIMBERG [9].

No trabalho de ALLECHE et al. [13], a regularização em espaços de Banach

é considerada, porém a hipótese exigida é a relaxação natural da hipótese A3) de

HUNG e MUU [10] e dependerá de um compacto B.

Seja X um espaço de Banach e K ⊂ X um conjunto limitado e fechado. Sejam

f, g : K × K → R bifunções de equiĺıbrio. Sejam SEP (K, f) e SREP (K, fεn) o

conjunto solução do problema de equiĺıbrio e do problema de equiĺıbrio regularizado,

respectivamente.

Teorema 2.2 Seja {εn} uma sequência de reais positivos tais que limn→+∞ εn = 0

e suponha que valem as seguintes condições:

1. f e g são pseudomonótona em K;

2. f + εng é quaseconvexa na segunda variável em K, para cada n ∈ N;

3. existe um subconjunto compacto B ⊂ K e um y0 ∈ C tal que f(x, y0) < 0,

para cada x ∈ K\B;
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4. f e g são semicont́ınua superior na primeira variável em C.

Então qualquer ponto de acumulação x∗ ∈ K da sequência {xn} com xn ∈
SREP (K, fεn) ∩B para cada n ∈ N, é uma solução do problema de equiĺıbrio:

encontrar x∗ ∈ SEP (K, f), tal que g(x∗, y) ≥ 0, ∀y ∈ SEP (K, f).

Supondo que também valem as seguintes hipóteses:

1. g é estritamente pseudomonótona em K;

2. existe A ⊂ B tal que g(x, y0) < 0, para cada x ∈ K\A.

Então, o problema regularizado possui solução, para cada n ∈ N e qualquer

sequência {xn}, com xn ∈ SREP (K, fεn),∀n ∈ N, converge para a solução única do

problema de equiĺıbrio.

Observe que, o principal teorema de ALLECHE et al. [13] para regularização

do tipo Tikhonov exige a existência de um compacto B ⊂ K e da interseção do

conjunto solução com esse compacto B.

2.2 Uma Regularização do Tipo Tikhonov para o

Problema de Equiĺıbrio

Para o problema EP (f,K), consideramos a seguinte bifunção regularizada fγ :

K ×K → R:

fγ(x, y) = f(x, y) + γg(x, y), (2.5)

onde γ > 0 e g : K ×K → R é uma bifunção de equiĺıbrio fortemente monótona de

módulos β > 0. Veja que fγ(x, x) = 0 ∀x ∈ K.

Algumas das seguintes hipóteses serão consideradas para f ou g

Seja ψ : K ×K −→ R uma bifunção de equiĺıbrio.

(B0) int(K) 6= ∅.
(B1) ψ(·, y) : K −→ R é fracamente semicont́ınua superior para todo y ∈ K.

(B2) ψ(x, ·) : K −→ R é convexa e fracamente semicont́ınua inferior para todo

x ∈ K.

(B3) ψ é fortemente monótona de módulo β > 0.

(B4) lim sup
‖y‖→+∞

|ψ(x, y)|
‖y − x‖

< +∞ ∀x ∈ K.

(B5) Para toda sequência {xn} ⊂ K with limn→+∞ ‖xn‖ = +∞, existem u ∈ K
e n0 ∈ N tais que ψ(xn, u) ≤ 0, ∀n ≥ n0.
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O seguinte Lema, será útil para provar a existência de solução do problema

regularizado, quando f é pseudomonótona.

Lema 2.1 (Lema FKKM, [37]) Sejam E um espaço vetorial real topológico de

Haussdorff, A um subconjunto não vazio de E e T : A→ P(E) um operador ponto

conjunto que satisfaz:

(i) T (a) é fechado, ∀a ∈ A;

(ii) ∃a ∈ A tal que, T (a) é compacto;

(iii) Para todo subconjunto finito {a1, · · · , ap} ⊂ A, temos, conv{a1, · · · , ap} ⊂⋃p
i=1 T (ai).

Então
⋂
a∈A T (a) 6= ∅.

Dizemos que o operador T : A → P(E) é KKM quando satisfaz (iii) do Lema

2.1.

A seguinte propriedade foi estabelecida em IUSEM [7], quando a bifunção é

definida em todo o espaço X.

Lema 2.2 Sejam B e K subconjuntos fechados e convexos de X. Considere as

funções f(x, ·) : K → R convexa, para todo x ∈ K, satisfazendo f(x, x) = 0,

∀x ∈ K, e, h : K → R convexa.

(i) Se x̄ minimiza h em K ∩B e x̄ pertence ao interior de B, então x̄ minimiza

h em K.

(ii) Se x̄ resolve o problema EP (f,K ∩B) e x̄ pertence ao interior de B, então

x̄ resolve o problema EP (f,K).

Demonstração: (i) Se x̄ minimiza h em K ∩ B, então h(x̄) ≤ h(z), ∀z ∈ K ∩ B.

Queremos mostrar que h(x̄) ≤ h(y), ∀y ∈ K. Suponha, por absurdo que, existe um

y ∈ K tal que h(y) < h(x̄). Isso implica y 6= x̄.

K é um conjunto convexo e h é uma função convexa, logo ty + (1 − t)x̄ ∈ K,

∀t ∈ (0, 1) e, já que x̄ pertence ao interior de B, existe um ε > 0 tal que, ∀t ∈
(0, ε/ ‖y − x̄‖), temos ty + (1− t)x̄ ∈ B e

h(ty + (1− t)x̄) ≤ th(y) + (1− t)h(x̄)

< th(x̄) + (1− t)h(x̄)

= h(x̄).

Isso contradiz o fato que x̄ minimiza h em K∩B. Portanto h(x̄) ≤ h(y), ∀y ∈ K.
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(ii) Se x̄ resolve o problema EP (f,K ∩B), então

f(x̄, y) ≥ 0, ∀y ∈ K ∩B.

Defina h : K → R por h(y) = f(x̄, y) (y ∈ K). Note que

h(y) = f(x̄, y) ≥ 0 = f(x̄, x̄) = h(x̄), ∀y ∈ K ∩B.

Isto é, x̄ minimiza h em K ∩ B. Como, por hipótese h é uma função convexa e x̄

pertence ao interior de B. Podemos aplicar o item (i) para obter que x̄ minimiza h

em K. Logo

h(y) ≥ h(x̄), ∀y ∈ K,

isto é,

f(x̄, y) = h(y) ≥ h(x̄) = f(x̄, x̄) = 0, ∀y ∈ K.

Portanto, podemos concluir que x̄ resolve o problema EP (f,K). �

Proposição 2.1 (BRÉZIS [43], pg. 69) Suponha que X é um espaço de Banach

reflexivo e seja {xk} uma sequência limitada em X. Então existe uma subsequência

{xkj} de {xk} que converge na topologia fraca.

Proposição 2.2 (BRÉZIS [43], pg. 71) Seja X um espaço de Banach reflexivo.

Seja C ⊂ X um subconjunto fechado, limitado e convexo de X. Então C é fraca-

mente compacto.

Proposição 2.3 (PASCALLI e SBURLAN [44], pg. 5) Seja X um espaço de

Banach e H : X → R∪{+∞} uma função própria, convexa e semicont́ınua inferior.

Se x0 ∈ int(dom(H)), então ∂H(x0) 6= ∅.

Corolário 2.1 Seja X um espaço de Banach reflexivo, K ⊂ X um conjunto con-

vexo fechado tal que int(K) 6= ∅ e h : K → R uma função convexa, fracamente

semicont́ınua inferior. Então ∂h(x0) 6= ∅, para todo x0 ∈ int(K).

Demonstração: Defina H : X → R ∪ {+∞} por H(x) = h(x), se x ∈ K e

H(x) = +∞, se x ∈ X\K. Então H é própria, pois dom(H) = K ⊃ int(K) 6= ∅. H
é convexa e semicont́ınua inferior, pois h é convexa, fracamente semicont́ınua inferior

e K é convexo fechado. Se x0 ∈ int(K), então x0 ∈ int(dom(H)). Pela proposição

2.3 e pela definição de H, ∂h(x0) = ∂H(x0) 6= ∅. �

Lema 2.3 Sejam f e g bifunções de equiĺıbrio satisfazendo B1 e B2. Então ∀γ > 0,

a bifunção fγ satisfaz B1 e B2.
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Demonstração: Dado γ > 0 e x, y ∈ K.

i)

Suponha que f e g satisfazem B1 e seja {xk} ⊂ K uma sequência tal que {xk}
converge fracamente para x̄ ∈ K. Temos,

lim sup
k→+∞

fγ(x
k, y) = lim sup

k→+∞
(f(xk, y) + γg(xk, y))

≤ lim sup
k→+∞

f(xk, y) + lim sup
k→+∞

γg(xk, y)

≤ f(x̄, y) + γg(x̄, y)

= fγ(x̄, y).

ii) Assumindo que f e g satisfazem B2. Sabemos que f(x, ·) e γg(x, ·) são funções

convexas e a soma de funções convexas é convexa. Portanto fγ(x, ·) é convexa. Seja

{yk} ⊂ K uma sequência tal que {yk} converge fracamente para ȳ ∈ K. Temos,

lim inf
k→+∞

fγ(x, y
k) ≥ lim inf

k→+∞
(f(x, yk) + γg(x, yk))

≥ lim inf
k→+∞

f(x, yk) + lim inf
k→+∞

γg(x, yk)

≥ f(x, ȳ) + γg(x, ȳ)

= fγ(x, ȳ).

�

Teorema 2.3 (IUSEM et al. [6], Teorema 4.3) Seja ψ : K × K −→ R uma

bifunção de equiĺıbrio. Suponha que ψ é pseudomonótona, satisfazendo B1, B2 e

B5, então S(ψ,K) 6= ∅.

Lema 2.4 Suponha que f é uma bifução de equiĺıbrio monótona e g é uma bi-

função de equiĺıbrio fortemente monótona de módulos β > 0. Então fγ é fortemente

monótona de módulo γβ > 0.

Demonstração: Sejam x, y ∈ K e γ > 0.

fγ(x, y) + fγ(y, x) = f(x, y) + γg(x, y) + f(y, x) + γg(y, x) =

= f(x, y) + f(y, x) + γ
(
g(x, y) + g(y, x)

)
=

≤ 0− γβ ‖x− y‖2 . (2.6)

Assim, fγ é fortemente monótona de módulo γβ, em particular, monótona. �

Lema 2.5 Supondo B0 e assumindo que f é monótona satisfazendo B1-B2 e g

satisfazendo B1, B2 e B3. Então fγ satisfaz B5.
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Demonstração: Seja {xn} ⊂ K uma sequência tal que ‖xn‖ → +∞. Queremos

mostrar que ∃u ∈ K and n0 ∈ N tal que fγ(x
n, u) ≤ 0, ∀n ≥ n0. Por hipótese,

int(K) 6= ∅. Seja u ∈ int(K). Pelo Lema 2.4, temos que fγ é fortemente monótona

de módulo γβ, isto é,

fγ(x
n, u) + fγ(u, x

n) ≤ −γβ ‖xn − u‖2 .

Logo

fγ(x
n, u) ≤ −fγ(u, xn)− γβ ‖xn − u‖2 .

A partir de agora, defina h : K −→ R por h(y) = fγ(u, y). então

fγ(x
n, u) ≤ −h(xn)− γβ ‖xn − u‖2 . (2.7)

Como u ∈ int(K) e por B2, pelo corolário 2.1, existe z∗ ∈ ∂h(u). Assim,

〈z∗, xn − u〉 ≤ h(xn)− h(u).

−h(xn) ≤ 〈z∗, u− xn〉 − h(u)

≤ ‖z∗‖ ‖u− xn‖ − h(u) (2.8)

Usando o fato que h(u) = fγ(u, u) = 0, as desigualdades (2.7) e (2.8), temos

fγ(x
n, u) ≤ −h(xn)− γβ ‖xn − u‖2

≤ ‖z∗‖ ‖u− xn‖ − γβ ‖xn − u‖2

= ‖xn − u‖
(
‖z∗‖ − γβ ‖xn − u‖

)
. (2.9)

Passando ao limite quando ‖xn‖ → +∞, conclúımos que lim
n→+∞

fγ(x
n, u) = −∞.

Portanto, existe um n0 ∈ N, tal que fγ(x
n, u) ≤ 0. Assim, podemos concluir que

a hipótese B5 é satisfeita. �

Teorema 2.4 Supondo B0, assumindo que f satisfaz B1, B2 e monotonicidade, e g

satisfaz B1, B2 e B3. Então, para qualquer γ > 0, EP (fγ, K) possui solução única,

denotada por x(γ).

Demonstração: Pelo Lema 2.3, fγ satisfaz B1 e B2, o Lema 2.4 garante que fγ é

monótona e pelo Lema 2.5 temos que fγ satisfaz B5.

Aplicando o Teorema 2.3 para fγ, conclúımos que S(fγ, K) 6= ∅.
Para mostrar que a solução é única, suponha que x̃ e x̂ são soluções de EP (fγ, K).

Segue que:

0 ≤ f(x̃, x̂) + γg(x̃, x̂) (2.10)

0 ≤ f(x̂, x̃) + γg(x̂, x̃) (2.11)
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Somando (2.10) e (2.11), obtemos

0 ≤ fγ(x̂, x̃) + fγ(x̃, x̂) + γ(g(x̂, x̃) + g(x̃, x̂)) ≤ 0− γβ ‖x̂− x̃‖2 ≤ 0. (2.12)

Portanto, x̂ = x̃. �

Consideramos uma sequência de parâmetros de regularização γk e constrúımos

uma sequência de soluções {xk} := {x(γk)} ⊂ K, do problema

EP (fγk , K)

{
encontrar x(γk) ∈ K, tal que

fγk(x(γk), y) = f(x(γk), y) + γkg(x(γk), y) ≥ 0,∀y ∈ K,
(2.13)

Abaixo, mostraremos o principal resultado para o caso monótono.

Teorema 2.5 Suponha que f é monótona satisfazendo as condições B1-B2 e g sa-

tisfazendo B1-B4. Se {xk} é uma sequência de soluções dos problemas EP (fγk , K)

e γk → 0, então as seguintes sentenças são equivalentes:

(i) A sequência {xk} é limitada.

(ii) O conjunto solução S(f,K) é não vazio.

Demonstração: A sequência é bem definida pelo Teorema 2.4. Suponha que

a sequência {xk} ⊂ K é limitada. Dado que X é um espaço de Banach reflexivo,

pela Proposição 2.1, temos que existe {xkj} ⊂ {xk} tal que xkj ⇀ x̄ (j → +∞). O

conjunto K é fechado e convexo, logo fracamente fechado, logo x̄ ∈ K. Temos que

fγkj (x
kj , y) ≥ 0, ∀y ∈ K.

Assim, 0 ≤ fγkj (x
kj , y) = f(xkj , y) + γkjg(xkj , y). Passando ao limite, obtemos

0 ≤ lim sup
j→+∞

[f(xkj , y) + γkjg(xkj , y)]

≤ lim sup
j→+∞

f(xkj , y) + lim sup
j→+∞

γkjg(xkj , y). (2.14)

Como γkj → 0, f e g satisfazem B1, segue que f(x̄, y) ≥ 0, ∀y ∈ K. Portanto

S(f,K) é não vazio.

Reciprocamente, suponha que S(f,K) 6= ∅. Seja {xk} uma sequência de soluções

de EP (fγk, K) e x̄ ∈ S(f,K), então

0 ≤ fγk(x
k, x̄) = f(xk, x̄) + γkg(xk, x̄) e

0 ≤ f(x̄, xk).
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Somando ambas as desigualdades e usando a monotonicidade de f , temos

0 ≤ f(xk, x̄) + f(x̄, xk) + γkg(xk, x̄) ≤ γkg(xk, x̄)

Logo g(xk, x̄) ≥ 0, portanto

g(x̄, xk) ≤ g(x̄, xk) + g(xk, x̄) ≤ −β
∥∥xk − x̄∥∥2

,

então,
g(x̄, xk)

‖xk − x̄‖
≤ −β

∥∥xk − x̄∥∥ ,
isto é,

− g(x̄, xk)

‖xk − x̄‖
≥ β

∥∥xk − x̄∥∥ .
Como g é uma bifunção monótona e g(xk, x̄) ≥ 0, segue que

|g(x̄, xk)|
‖xk − x̄‖

= − g(x̄, xk)

‖xk − x̄‖
≥ β

∥∥xk − x̄∥∥ .
Suponha que a sequência {xk} seja ilimitada. Neste caso, existe {xkj} ⊂ {xk} tal

que
∥∥xkj∥∥ −→ +∞, logo

lim sup
j→+∞

|g(x̄, xkj)|
‖xkj − x̄‖

≥ lim sup
j→+∞

β
∥∥xkj − x̄∥∥ = +∞.

Uma contradição com B4. Portanto a sequência {xk} é limitada.

�

Sabemos que no caso em que f é monótona, o problema perturbado EP (fγk , K)

é fortemente monótono. Logo EP (fγk , K) possui solução única. Já quando f é

pseudomonótona, o problema regularizado pode não ser fortemente monótono nem

pseudomonótono. Ao longo deste caṕıtulo, Kn denotará a interseção de K com a

bola B(0, n) de raio n com centro na origem. Note que Kn é convexo, fracamente

fechado e limitado, porque está contido em B(0, n), portanto é fracamente compacto

pela Proposição 2.2.

O próximo Lema estende o Lema 3.1 de [8], de espaços de Hilbert para espaços

de Banach reflexivos. Observe que, na hipótese do Lema pedimos a convexidade,

mas na prova precisamos apenas que conjunto {y ∈ K; fγ(x, y) < 0} seja convexo

∀x ∈ K, em vez da convexidade de fγ(x, ·). Este Lema pode ser uma importante

ferramenta para trabalhos futuros. Note também que não é usada a monotonicidade

das bifunções, além disso, é posśıvel usar o seguinte Lema, para provar a existência

de solução do problema regularizado quando K é limitado.
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Lema 2.6 Suponha que f e g satisfazem B1 e B2. Então, para cada γ > 0, existe

x̄ ∈ Kn tal que fγ(x̄, y) ≥ 0, para todo y ∈ Kn.

Demonstração: Pelo Lema 2.3, fγ satisfaz B1 e B2. Fixe γ > 0 e n ∈ N. Defina

Tn : Kn → P(X) por

Tn(y) := {x ∈ Kn : fγ(x, y) ≥ 0}.

Mostraremos que Tn satisfaz as hipóteses do Lema 2.1. Usaremos aqui o fato que

X é um espaço de Banach reflexixo com a topologia fraca, que certamente o torna

um espaço vetorial topológico de Haussdorff. Para isso, seja y ∈ Kn e {xk} ⊂ Tn(y)

uma sequência tal que xk ⇀ x̄. Se xk ∈ Tn(y), ∀k ∈ N, temos fγ(x
k, y) ≥ 0. Usando

B1, obtemos que x̄ ∈ Tn(y), logo Tn(y) é fracamente fechado e verifica (i) do Lema

2.1. Agora, se y0 ∈ Kn, Tn(y0) ⊂ Kn. Como Tn(y0) é fracamente fechado e limitado,

usando a Proposition 2.2, temos que Tn(y0) é fracamente compacto. Assim, Tn

satisfaz (ii). Para o terceiro item, suponha por absurdo que, existe um subconjunto

finito {y1, · · · , yp} de Kn e y0 ∈ conv{y1, · · · , yp} tal que y0 /∈
⋃p
i=1 Tn(yi), logo,

y0 /∈ {x ∈ Kn; fγ(x, yi) ≥ 0}, ∀i ∈ Ip (Ip := {1, · · · , p}), ⇒ fγ(y0, yi) < 0, ∀i ∈
Ip ⇒ yi ∈ {y ∈ Kn; fγ(y0, y) < 0}. Como fγ(y0, ·) é convexa, o conjunto {y ∈
Kn; fγ(y0, y) < 0} é convexo, logo

conv{y1, · · · , yp} ⊂ {y ∈ Kn; fγ(y0, y) < 0}.

Usando o fato que y0 ∈ conv{y1, · · · , yp}, segue que fγ(y0, y0) < 0, absurdo. Por-

tanto (iii) é satisfeita, i. e., Tn é um operador KKM. Pelo Lema 2.3,⋂
y∈Kn

Tn(y) 6= ∅.

Logo, existe x̄ ∈ Kn tal que fγ(x̄, y) ≥ 0, ∀y ∈ Kn. �

No seguinte Teorema, mostraremos que S(fγ, K) é não vazio quando f é pseu-

domonótona.

Teorema 2.6 Suponha que f satisfaz B1, B2 e B5, e g satisfaz B1-B4. Então, para

todo γ > 0, S(fγ, K) é não vazio.

Demonstração: Seja γ > 0. Pelo Lema 2.3, fγ satisfaz B1-B2. Vamos provar que

fγ satisfaz B5.

De fato, seja {xn} ⊂ K uma sequência tal que lim
n→+∞

‖xn‖ = +∞ e u ∈ K.
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Temos,

fγ(x
n, u) = f(xn, u) + γg(xn, u)

≤ f(xn, u)− γg(u, xn)− γβ ‖xn − u‖2

= f(xn, u) + γ ‖xn − u‖
[
−g(u, xn)

‖xn − u‖
− β ‖xn − u‖

]
≤ f(xn, u) + γ ‖xn − u‖

[
|g(u, xn)|
‖xn − u‖

− β ‖xn − u‖
]
. (2.15)

Passando ao limite em (2.15) com n → +∞ e usando B4 e B5, temos que existe

um n0 ∈ N tal que f(xn, u) ≤ 0 e lim supn→+∞
|g(u,xn)|
‖xn−u‖ < +∞; então fγ(x

n, u) ≤ 0,

∀n ≥ n0. Assim, para cada γ > 0, temos que fγ satisfaz B5.

Pelo Lema 2.6, existe xn ∈ Kn tal que fγ(x
n, u) ≥ 0 para todo y ∈ Kn, logo xn

resolve o problema EP (fγ, Kn).

Agora, analisaremos dois casos:

(i) Existe n ∈ N tal que ‖xn‖ < n. Neste caso, xn ∈ int(B(0, n)), e pelo Lema

2.6, xn resolve o problema EP (fγ, Kn) = EP (γ,Kn ∩ B(0, n)). Pelo item (ii) do

Lema 2.2, segue que xn resolve o problema EP (fγ, K).

(ii) ‖xn‖ → +∞. Neste caso, B5 garante a existência de um u ∈ K and n0 ∈ N
tal que

f(xn, u) ≤ 0, ∀n ≥ n0. (2.16)

Tome n̄ ≥ n0 tal que ‖u‖ < n̄. Então u ∈ K ∩ B(0, n̄) = Kn̄ e, como xn̄ resolve

o problema EP (fγ, Kn̄), segue que

fγ(x
n̄, u) ≥ 0. (2.17)

Comparando (2.16) e (2.17), obtemos

fγ(x
n̄, u) = 0. (2.18)

De (2.18), temos

fγ(x
n̄, u) = 0 ≤ fγ(x

n̄, y), ∀y ∈ Kn̄ (2.19)

Seja h : K −→ R uma função convexa, definida como h(y) = fγ(x
n̄, y). Já que

u ∈ B(0, n̄) = Kn̄, por (2.19), u minimiza h em Kn̄. Como ‖u‖ < n̄, u ∈ intB(0, n̄).

Segue do item (i) do Lema 2.2 que u minimiza h em K. Segue de (2.18) que:

0 = fγ(x
n̄, u) = h(u) ≤ h(y) = fγ(x

n̄, y), ∀y ∈ K. (2.20)

Pela desigualdade (2.20), conclúımos que xn̄ resolve o problema EP (fγ, K).

�
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No próximo Teorema, estabelecemos nosso principal resultado para o caso pseu-

domonótono.

Teorema 2.7 Suponha que f é pseudomonótona e satisfaz B1, B2 e B5, e g satisfaz

B1 - B4. Se {xk} é uma sequência de soluções de (2.13) e γk → 0, então as seguintes

afirmações são equivalentes:

(i) A sequência {xk} é limitada.

(ii) O conjunto solução S(f,K) é não vazio.

Demonstração: Aplicando o Teorema 2.6 com γ = γk, para cada k ∈ N, que a

sequência {xk} é bem definida. Supondo (i) , a limitação da sequência {xk} ⊂ K ⊂
X e o fato que X é um espaço de Banach reflexivo, implicam que, deve existir uma

subsequência {xkj} ⊂ {xk} convergindo fracamente para x̄ ∈ K.

Como f(·, y) e g(·, y) satisfazem B1 e usando que γk → 0, obtemos

0 ≤ lim sup
j→+∞

fγkj (x
kj , y) = lim sup

j→+∞
[f(xkj , y) + γkjg(xkj , y)]

≤ lim sup
j→+∞

f(xkj , y) + lim sup
j→+∞

γkjg(xkj , y)

≤ f(x̄, y) ∀y ∈ K. (2.21)

De (2.21), temos que x̄ é solução de EP (f,K), logo S(f,K) 6= ∅.
Agora, assumindo (ii). Tome x̄ ∈ S(f,K). Mostraremos que a sequência {xk} é

limitada. Já que xk ∈ S(fγk , K), temos:

f(x̄, xk) ≥ 0 and fγk(x
k, x̄) ≥ 0. (2.22)

De (2.22) temos que f(xk, x̄) ≤ 0, pois f é pseudomonótona. Note que:

0 ≤ fγk(x
k, x̄) = f(xk, x̄) + γkg(xk, x̄)

≤ γkg(xk, x̄). (2.23)

De (2.23) obtemos que g(xk, x̄) ≥ 0. Usando B3, temos

g(xk, x̄) + g(x̄, xk) ≤ −β
∥∥xk − x̄∥∥2

. (2.24)

Como g(xk, x̄) ≥ 0, segue de (2.24) que g(x̄, xk) ≤ −β
∥∥xk − x̄∥∥2

.

A conclusão de que {xk} é limitada é obtida usando o mesmo argumento da

prova da segunda parte do Teorema 2.4.

�

Teorema 2.8 Sobre as mesmas hipóteses do Teorema 2.7, se S(f,K) 6= ∅ e γk → 0,

então a sequência {xk} ⊂ S(fγk , K) é fracamente convergente para a solução do
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problema EP (f,K), que por sua vez, é única solução do problema:{
Encontrar x̂ ∈ S(f,K), tal que,

g(x̂, y) ≥ 0, ∀y ∈ S(f,K)
(2.25)

Demonstração: Se o conjunto solução S(f,K) é não vazio, o Teorema 2.7 garante

que a sequência {xk} é limitada. Portanto existe pelo menos um valor de aderência

fraco. Seja x̄ um valor de aderência fraco de {xk}, então existe {xkj} ⊂ {xk} tal que

xkj → x̄ (j → +∞). Pelo Teorema 2.7, x̄ ∈ S(f,K). Temos

f(xkj , z) + γkjg(xkj , z) ≥ 0, ∀z ∈ K, ∀j ∈ N. (2.26)

Seja x ∈ S(f,K), então

f(x, xkj) ≥ 0, since xkj ∈ K.

Pela pseudomonotonicidade de f , obtemos

f(xkj , x) ≤ 0, (2.27)

mas x ∈ K, portanto, por (2.26):

f(xkj , x) + γkjg(xkj , x) ≥ 0.

Logo, pela equação (2.27), γkjg(xkj , x) ≥ −f(xkj , x) ≥ 0. Assim,

g(xkj , x) ≥ 0, j ∈ N

⇒ 0 ≤ lim sup
j→+∞

g(xkj , x) ≤ g(x̄, x)

⇒ x̄ resolve :{
Encontrar x̂ ∈ S(f,K), tal que,

g(x̂, x) ≥ 0, ∀x ∈ S(f,K)
(2.28)

Para mostrar que a solução é única, suponha que x̃ e x̂ são soluções do problema.

Segue que:

g(x̃, x̂) ≥ 0 (2.29)

g(x̂, x̃) ≥ 0 (2.30)
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Somando (2.29) e (2.30), obtemos

0 ≤ g(x̂, x̃) + g(x̃, x̂) ≤ −β ‖x̂− x̃‖2 ≤ 0.

Portanto, x̂ = x̃, isto é, todo valor de aderência fraco de {xk} possui a mesma

solução, assim, conclúımos que toda a sequência é fracamente convergente para a

solução do problema de equiĺıbrio EP (f,K).

�

Exemplo

O próximo Teorema pode ser encontrado em KIEN [45]. É importante para

fornecer um exemplo no espaço lp(N). Ressaltamos que Lp(Ω, µ) = lp(N), se consi-

derarmos Ω = N e µ a medida de contagem em P(N), [46], [47].

Para cada x ∈ X, a aplicação dualidade é definida por:

Jp(x) = {x∗ ∈ X∗; 〈x∗, x〉 = ‖x‖ ‖x∗‖ , ‖x∗‖ = ‖x‖p−1}.

Teorema 2.9 Suponha que X = Lp(Ω, µ), p ∈ (1,+∞). Então valem as seguintes

propriedades:

(a) Se 1 < p ≤ 2 então

〈Jp(x)− Jp(y), x− y〉 ≥ p− 1

64
‖x− y‖2

para todo x, y ∈ X.

(b) Se p ≥ 2 então

〈Jp(x)− Jp(y), x− y〉 ≥ 1

p22p−1
‖x− y‖p

para todo x, y ∈ X.

Exemplo 2.1 Consideramos p ∈ (1,+∞), X := lp(N), K := {(ξn)n∈N ∈ lp(N); ξn ∈
[0,+∞),∀n ∈ N}. Defina f, g : K ×K → R por f(x, y) = 〈F (x), y − x〉 e g(x, y) =

〈Jp(x), y − x〉, onde Jp : lp(N)→ lq(N) é a aplicação dualidade, q satisfaz 1/p+1/q =

1 e F : lp(N)→ lq(N) é definida por F (x) = e1/(1 + ‖x‖plp). Veja que g satisfaz B4,

pois,
|g(x, y)|
‖y − x‖

=
| 〈Jp(x), y − x〉 |
‖y − x‖

≤ ‖Jp(x)‖ ‖y − x‖
‖y − x‖

≤ ‖Jp(x)‖ .

Logo

lim sup
‖y‖→+∞

|g(x, y)|
‖y − x‖

≤ ‖Jp(x)‖ < +∞.
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Para ver que f satisfaz B5, seja {xn} ⊂ K uma sequência tal que ‖xn‖ → +∞
(n→ +∞). Tome u = (0, 1, 0, 0, · · · ) ∈ K. Então

f(xn, u) = −x(n)
1 /(1 + ‖xn‖plp) ≤ 0 ∀n ∈ N.

Sabemos que lp(N) é um espaço uniformemente convexo, logo J é uniformemente

cont́ınua em cada subconjunto limitado de lp(N). Portanto g satisfaz B1. Para

mostrar que g satisfaz B3, sejam x, y ∈ K. g(x, y)+g(y, x) = 〈Jp(x)− Jp(y), y − x〉,
e, pelo teorema acima, temos 〈Jp(x)− Jp(y), y − x〉 ≤ −β ‖x− y‖r, onde β = (p−
1)/64 e r = 2, se p ∈ (1, 2], β = 1/p22p−1 e r = p, se p ∈ [2,+∞).

Neste caṕıtulo estendemos os resultados dados em espaços de Hilbert e de di-

mensão finita de HUNG e MUU [10] e OLIVEIRA et al. [8] para espaços de Ba-

nach reflexivos. Sobre hipóteses usuais, mostramos a existência de solução de (2.4),

quando f é monótona. Para o caso pseudomonótono, assumimos hipóteses conside-

radas na literatura para provar a existência de solução e a relação entre a limitação

da sequência e o conjunto solução. Além disso, provamos que toda a sequência con-

verge fracamente para a solução do problema de equiĺıbrio ALLECHE et al. [13].

Constrúımos um exemplo de uma bifunção de equiĺıbrio num espaço de Banach re-

flexivo que não é Hilbert e que satisfaz as hipóteses do trabalho com os resultados de

KIEN [45] e PRUS e SMARZEWSKI [48]. O trabalho sobre a regularização do tipo

Tikhonov para problema de equiĺıbrio em espaços de Banach reflexivo foi publicado

como um trabalho completo nos Anais do XLVII SBPO, SOUSA et al. [49].
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Caṕıtulo 3

Um Método do Tipo

Quase-Newton Para Problemas de

Equiĺıbrio

Neste caṕıtulo estudamos uma versão modificada do método dado em SANTOS

et al. [19] considerando um passo do tipo quase-Newton. Apresentamos o método

do tipo quase-newton para poblemas de equiĺıbrio. Mostramos que sobre certas

hipóteses, a sequência gerada pelo algoritmo está bem definida, mostramos que

o método converge linearmente para a solução do problema de equiĺıbrio usando

uma famı́lia de matrizes que satisfazem a propriedade da deteriorização limitada.

Além disso, apresentamos experimentos numéricos comparando com outros métodos

existentes na literatura.

Consideramos uma bifunção auxiliar h e uma bifunção regularizada φ definida

em Rn × Rn.

φ(x, y) := f(x, y) + h(x, y) (3.1)

Ao longo deste caṕıtulo, exigiremos as seguintes condições:

Hipótese 3.1

(a) O conjunto K ⊂ Rn possui a representação

K = {x ∈ Rn | g(x) ≤ 0} (3.2)

com g : Rn → Rm uma aplicação convexa e duas vezes continuamente diferenciável,

i.e., cada função componente gi, i = 1, . . . ,m, é convexa em Rn.

(b) As bifunções f e ∇yf : Rn×Rn → Rn são continuamente diferenciáveis e, para

cada x ∈ Rn fixo, f(x, ·) : Rn → R é uma função convexa.

Hipótese 3.2
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(a) As bifunções h e ∇yh : Rn × Rn → Rn são continuamente diferenciáveis;

(b) h(x, ·) : Rn → R é fortemente convexa para cada x ∈ Rn;

(c) ∇yh(x, x) = 0 for all x ∈ Rn.

Proposição 3.1 (Proposição 1, SANTOS et al. [19]) Se as hipóteses 3.1 e

3.2 são satisfeitas, então o seguinte problema de otimização

min
y
φ(x, y) sujeito a y ∈ K. (3.3)

possui uma solução única para cada x ∈ Rn fixo, que denotamos por y(x).

A próxima caracterização da solução de problema de equiĺıbrio segue da propri-

edade acima.

Proposição 3.2 (Proposição 3, SANTOS et al. [19]) Um ponto x ∈ Rn re-

solve EP(K, f) se, e somente se, x = y(x).

Com base na Proposição 2, o propósito deste caṕıtulo é desenvolver um método

do tipo quase-Newton para encontrar um zero da função F : Rn → Rn dada por

F (x) = y(x)− x (3.4)

Assumiremos a seguinte condição de qualificação das restrições afim de obter

propriedades para a função y(x) e do sistema KKT do problema (3.3).

Hipótese 3.3 Dado x ∈ Rn fixo, a condição de qualificação das restrições de posto

costante (constant rank constraint qualification) valem em y(x), i. e., existe uma

vizinhança N(y(x)) of y(x) tal que, para cada conjunto finito J ⊆ I0(x) := {i ∈
Im|gi(y(x)) = 0}, o conjunto {∇gi(y)|i ∈ J} possui o mesmo posto (que depende de

J) para cada y ∈ N(y(x)).

Lema 3.1 (Lema 2 (c), SANTOS et al. [19]) Seja dado x̄ ∈ Rn. Suponha que

a hipótese 3.3 é satisfeita em ȳ = y(x̄). Então, a aplicação F (x) = y(x)− x é PC1

próximo de x̄, isto é, F é cont́ınua e existe uma vizinhança V (x̄) de x̄ e uma famı́lia

finite de aplicações C1 definidas em V (x̄), {F1, F2, · · · , Fk}, para algum natural k,

tal que F (y) ∈ {F1(y), F2(y), · · · , Fk(k)} para todo y ∈ V (x̄) .

Além disso, a Hipótese 3.3 garante que o conjunto M(x) é não vazio, onde

M(x) representa o conjunto dos multiplicadores de Lagrange das condições KKT

(Karush-Kuhn-Tucker) do problema (3.3):

∇yφ(x, y) +∇g(y)λ = 0

λ ≥ 0, g(y) ≤ 0, 〈λ, g(y)〉 = 0. (3.5)
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onde

M(x) = {λ ∈ Rm|(y(x), λ) satisfaz (3.5)}. (3.6)

No próximo Lema, nós iremos considerar a seguinte famı́lia de subconjuntos de

I0(x) que será de fundamental importância no desenvolvimento do nosso algoritmo:

G(x) = {J ⊆ I0(x) : ∇gi(y(x))i∈J é linearmente indepentende, supp(λ) ⊆ J, ∃λ ∈M(x)}
(3.7)

onde supp(λ) := {i ∈ Im|λi > 0}.
Note que G(x) 6= ∅ sempre que M(x) 6= ∅ (veja e. g. VON HEUSINGER et al.

[50], Lema 3.2).

Lema 3.2 (Lema 2, SANTOS et al. [19]) Seja dado x̄ ∈ Rn. Suponha que a

Hipótese 3.3 seja satisfeita em ȳ = y(x̄). Então, valem as seguintes sentenças

(a) Dado J ∈ G(x̄), existe um único λ = λJ(x̄) ∈ M(x̄) tal que gJ(ȳ) = 0 e

λĴ = 0, onde Ĵ = {1, . . . ,m}\J e a partição (J, Ĵ) é usada para separar os

vetores λ e g(·) em λ = (λJ , λĴ) e g(·) = (gJ(·), gĴ(·)), respectively;

(b) Existe uma vizinhança V (x̄) de x̄ tal que a Hipótese 3.3 vale em y(x) e

G(x) ⊆ G(x̄) para todo x ∈ V (x̄);

(c) O Jacobiano generalizado computável de F em x̄ (uma abordagem do Jacobiano

de Clarke, ver e. g. VON HEUSINGER et al. [50]) é dado por

∂CF (x̄) = {∇yJ(x̄)
T − I | J ∈ G(x̄)}, (3.8)

onde

∇yJ(x̄) = ATC−1 − ATC−1D(DTC−1D)−1DTC−1, (3.9)

com

A = A(x̄) = −∇2
yxf(x̄, ȳ)−∇2

yxh(x̄, ȳ),

C = CJ(x̄) = ∇2
yyf(x̄, ȳ) +∇2

yyh(x̄, ȳ) +
∑
i∈J

λJi (x̄)∇2gi(ȳ),

D = DJ(x̄) = ∇gJ(ȳ).

(3.10)

onde ∇gJ(·) é a notação para a matriz com vetores coluna {∇gi(·)}i∈J e

I ∈ Rn×n denota a matriz identidade.
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(d) Seja λ̄ uma solução vértice para o problema de programação linear abaixo

minλ
∑

i∈I0(x̄) λi

s.a ∇g(ȳ)λ = −∇yΦ(x̄, ȳ)

λi ≥ 0 ∀ i ∈ I0(x̄)

λi = 0 ∀ i ∈ Im\I0(x̄),

(3.11)

e defina J := {i ∈ I0(x̄) | λ̄i > 0}. Então J pertence G(x̄) (e λ̄ é o único λ mencio-

nado no item (a) acima).

Além disso, o seguinte resultado é obtido sobre a Hipótese 3. Terá um papel

importante na boa definição do nosso algoritmo.

Lema 3.3 (Lema 5, SANTOS et al. [19]) Seja x∗ uma solução do EP(K, f).

Suponha que a Hipótese 3.3 é válida em y(x∗) = x∗. Então, temos que para qualquer

H ∈ ∂CF (x),

F (x)− F (x∗)−H(x− x∗) = o(‖x− x∗‖).

Além disso, se o Jacobiano de todo ∇gi e ∇yφ são Lipschitz cont́ınuo em x∗, então

F (x)− F (x∗)−H(x− x∗) = O(‖x− x∗‖2).

A próxima condição será considerada na análise do nosso algoritmo.

Hipótese 3.4 Para cada J ∈ G(x) e λ ∈M(x), temos

dT

(
M(x, y(x)) +

∑
i∈J

λi∇2gi(y(x))

)
d 6= 0, ∀d ∈ T J(x), d 6= 0,

onde T J(x) = {d ∈ Rn|∇gi(y(x))Td = 0, ∀i ∈ J} e M(x, y) = ∇2
yyφ(x, y) +

∇2
yxφ(x, y).

Lema 3.4 (Lema 3, SANTOS et al. [19]) Sejam dados x̄ ∈ Rn e ȳ = y(x̄).

Suponha que as Hipóteses 3.3 e 3.4 são válidas em ȳ e x̄, respectivamente. Então a

matriz HJ(x̄) = ∇Jy(x̄)− I é não-singular para todo conjunto de ı́ndices J ∈ G(x).

Neste trabalho também exigiremos a seguinte hipótese, o prinćıpio da deterio-

rização limitada, que será necessário para a convergência da sequência gerada pelo

nosso método.

Hipótese 3.5 Seja x∗ uma solução do EP(K, f). Suponha que as Hipóteses 3 e 4

são válidas em y(x∗) = x∗. Considere um número positivo c ∈ R e uma sequência

de matrizes {Bk} ∈ Rn×n satisfazendo

‖Bk+1 −H(x∗)‖ ≤ ‖Bk −H(x∗)‖+ c
∥∥xk − x∗∥∥ , ∀ H ∈ ∂CF (x∗). (3.12)
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Observação 3.1 Esta hipótese é uma condição padrão para provar a convergência

local de métodos do tipo Quase-Newton, veja por exemplo DENNIS e SCHNABEL

[51], LUKSAN e VLCEK [52].

Finalmente, relembramos o conhecido Lema de Banach que será uma ferramenta

importante na análise do nosso método.

Lema 3.5 (Lema de Banach) Seja ‖·‖ uma norma arbitrária em Rn,que também

denota a norma (induzida) matricial. Se ‖A‖ < 1, então I + A é não singular e

1

1 + ‖A‖
≤
∥∥(I + A)−1

∥∥ ≤ 1

1− ‖A‖
. (3.13)

Agora, estamos prontos para definir o algorimo.
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3.1 O Método Quase-Newton para Problemas de

Equiĺıbrio (QNMEP)

Método QNMEP:

Passo 0: Escolha x0 ∈ Rn e uma matriz B0 ∈ Rn × Rn; faça k := 0.

Passo 1: Encontre yk = arg min{φ(xk, y) | y ∈ K}.
Se yk = xk, Pare. (xk é uma solução do EP(K, f)).

Passo 2: Considere a matriz Bk satisfazendo (3.12) e procure uma solução dk do

sistema Bkd = −F (xk);

Passo 3: Faça xk+1 = xk + dk, k = k + 1 e volte para o Passo 1.

As seguintes propriedades serão usadas para provar a convergência local do al-

goritmo. Eles generalizam resultados dados em DENNIS e SCHNABEL [51] para o

caso suave.

Lema 3.6 Sejax∗ uma solução do EP(K, f). Suponha que as Hipóteses 3 e 4 sejam

válidas em y(x∗) = x∗. Se HJ(x∗) ∈ ∂CF (x∗) para algum J ∈ G(x∗) e B ∈ Rn×n

satisfaz ∥∥B −HJ(x∗)
∥∥ ≤ 1

2 ‖HJ(x∗)−1‖
, (3.14)

então, B−1 é bem definida e satisfaz

∥∥B−1
∥∥ ≤ 2

∥∥HJ(x∗)−1
∥∥ . (3.15)

Demonstração: Da definição de ∂CF (x∗), temos que HJ(x∗) = ∇yJ(x∗)−I. Defina

A = BHJ(x∗)−1 − I.

Observe que A está bem definida pelo Lema 3.4.

Note que A = (B −HJ(x∗))HJ(x∗)−1. Logo

‖A‖ =
∥∥(B −HJ(x∗))HJ(x∗)−1

∥∥
≤
∥∥(B −HJ(x∗))

∥∥∥∥HJ(x∗)−1
∥∥

≤ 1

2 ‖HJ(x∗)−1‖
∥∥HJ(x∗)−1

∥∥
=

1

2
< 1.
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Portanto, pelo Lema de Banach 3.5, obtemos que

I + A = I +BHJ(x∗)−1 − I = BHJ(x∗)−1

é não singular, portanto B−1 existe e temos

(I + A)−1 = (BHJ(x∗)−1)−1 = HJ(x∗)B−1.

Além disso, ∥∥HJ(x∗)B−1
∥∥ ≤ 1

1− ‖BHJ(x∗)−1 − I‖
≤ 2.

Logo, o resultado segue, pois

∥∥B−1
∥∥ =

∥∥HJ(x∗)−1HJ(x∗)B−1
∥∥

≤
∥∥HJ(x∗)−1

∥∥∥∥HJ(x∗)B−1
∥∥

≤ 2
∥∥HJ(x∗)−1

∥∥ .
�

Agora, a próxima propriedade nos permite estabelecer a boa definição local do

algoritmo quando o ponto inicial x0 está próximo a uma solução x∗ do problema de

equiĺıbrio e as matrizes Bk estão próximas a alguma H(x∗) ∈ ∂CF (x∗).

Lema 3.7 (Lema das Vizinhanças) Seja x∗ uma solução do EP(K, f). Supo-

nha que são válidas as Hipóteses 3 e 4 em y(x∗) = x∗. Dado r ∈ (0, 1), existem

números positivos ε = ε(r) e δ = δ(r) tais que a função Φ(x,B) = x − B−1F (x)

está bem definida e satisfaz

‖Φ(x,B)− x∗‖ ≤ r ‖x− x∗‖

para qualquer x ∈ B[x∗, ε] e para qualquer B ∈ B[H(x∗), δ] para algum H(x∗) ∈
∂CF (x∗).

Demonstração: Considere H(x∗) ∈ ∂CF (x∗). Pelo Lema 3.4, a matriz H(x∗) é

não singular. Logo, podemos tomar δ1 ∈ (0, 1
2‖H(x∗)−1‖). Portanto, pelo Lema 3.6,

se B ∈ B(H(x∗), δ1) , então B−1 está bem definida e satisfaz

∥∥B−1
∥∥ ≤ 2

∥∥(H(x∗))−1
∥∥ . (3.16)
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Assim, dado x ∈ Rn e δ ∈ (0, rδ1), a função Φ(x,B) está bem definida e

‖Φ(x,B)− x∗‖ =
∥∥x−B−1F (x)− x∗

∥∥
=
∥∥x− x∗ −B−1F (x) +B−1H(x∗)(x− x∗)−B−1H(x∗)(x− x∗)

∥∥
=
∥∥x− x∗ −B−1H(x∗)(x− x∗)−B−1F (x) +B−1H(x∗)(x− x∗)

∥∥
=
∥∥x− x∗ −B−1H(x∗)(x− x∗)−B−1[F (x)−H(x∗)(x− x∗)]

∥∥
≤
∥∥x− x∗ −B−1H(x∗)(x− x∗)

∥∥+
∥∥B−1[F (x)−H(x∗)(x− x∗)]

∥∥
(3.17)

Agora, verificaremos cada termo da soma do lado direito da desigualdade acima.

Usando (3.16), temos

‖x− x∗ −B−1H(x∗)(x− x∗)‖ = ‖B−1B(x− x∗)−B−1H(x∗)(x− x∗)‖
= ‖B−1[B −H(x∗)](x− x∗)‖
≤ ‖B−1‖ ‖B −H(x∗)‖ ‖x− x∗‖
≤ 2 ‖H(x∗)−1‖ δ ‖x− x∗‖ .

Por outro lado, obtemos

∥∥B−1[F (x)−H(x∗)(x− x∗)]
∥∥ ≤ ∥∥B−1

∥∥ ‖F (x)−H(x∗)(x− x∗)‖

≤ 2
∥∥H(x∗)−1

∥∥ ‖x− x∗‖ ‖F (x)−H(x∗)(x− x∗)‖
‖x− x∗‖

.

Desde que F (x∗) = 0, do Lema 3.3 segue que

lim
x→x∗

‖F (x)−H(x∗)(x− x∗)‖
‖x− x∗‖

= 0.

Seja ε = ε(r) > 0 tal que

2

(
δ + sup

‖x−x∗‖≤ε

{
‖F (x)−H(x∗)(x− x∗)‖

‖x− x∗‖

})
≤ r

‖H(x∗)−1‖
.
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Logo, se ‖B −H(x∗)‖ ≤ δ e ‖x− x∗‖ ≤ ε, a conclusão segue de

‖Φ(x,B)− x∗‖ =
∥∥x−B−1F (x)− x∗

∥∥
≤ 2

∥∥H(x∗)−1
∥∥ δ ‖x− x∗‖+ 2

∥∥H(x∗)−1
∥∥ β(x)

≤ 2
∥∥H(x∗)−1

∥∥(δ +
‖F (x)−H(x∗)(x− x∗)‖

‖x− x∗‖

)
‖x− x∗‖

≤
∥∥H(x∗)−1

∥∥ r

‖H(x∗)−1‖
‖x− x∗‖

= r ‖x− x∗‖ .

�

Na próxima seção trabalharemos com a análise de convergência do nosso método.

3.2 Análise de Convergência

A análise de convergência do método é mostrada usando o Lema 3.7 e indução sobre

a sequência gerada pelo algoritmo.

Teorema 3.1 Seja x∗ uma solução do EP(K, f). Suponha que sejam válidas as

Hipóteses 3 and 4 em y(x∗) = x∗, e seja {Bk}k∈N ∈ Rn×n uma sequência de matrizes

satisfazendo a Hipótese 5. Considere F (x) = y(x) − x para todo x ∈ Rn. Dado

r ∈ (0, 1), existem números positivos ε = ε(r) e δ = δ(r) tais que, se ‖x0 − x∗‖ ≤
ε e ‖B0 −H(x∗)‖ ≤ δ para algum H(x∗) ∈ ∂CF (x∗), então valem as seguintes

sentenças:

(a) xk é bem definida,
∥∥xk − x∗∥∥ ≤ rk ‖x0 − x∗‖, xk ∈ B[x∗, ε] e Bk ∈ B[H(x∗), δ1]

para todo k ∈ N.

(b) A sequência {xk}k∈N gerada pelo algoritmo converge pelo menos linearmente a

x∗.

Demonstração:

(a) Considere a função Φ(x,B) = x − B−1F (x). Dado r ∈ (0, 1), pelo Lema 3.7

temos que existem números positivos ε1 e δ1 tais que, se x ∈ B[x∗, ε1] e B ∈
B[H(x∗), δ1] vale que Φ(x,B) está bem definida e ‖Φ(x,B)− x∗‖ ≤ r ‖x− x∗‖.
Agora, tome ε ∈ (0, ε1) e δ ∈ (0, δ1) tais que

δ +
cε

1− r
≤ δ1

Provaremos por indução que xk é bem definida, além disso, a sequência satisfaz
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∥∥xk − x∗∥∥ ≤ rk
∥∥x0 − x∗

∥∥ , xk ∈ B(x∗, ε)

e

Bk ∈ B[H(x∗), αk] ⊆ B[H(x∗), δ1]

onde αk := δ + cε(1 + r + r2 + · · ·+ rk−1)) para todo k ∈ N .

Começaremos mostrando que a base de indução é válida. Para isso, seja x :=

x0 ∈ B[x∗, ε] e B := B0 ∈ B[H(x∗), δ] Então, temos que x1 = x0−B−1
0 F (x0) =

Φ(x0, B0) é bem definida e satisfaz

∥∥x1 − x∗
∥∥ =

∥∥Φ(x0, B0)− x∗
∥∥ ≤ r

∥∥x0 − x∗
∥∥ .

Além disso, x1 ∈ B[x∗, ε] pois r ‖x0 − x∗‖ ≤ rε < ε.

Por outro lado, pela condição (3.12) segue que

‖B1 −H(x∗)‖ ≤ ‖B0 −H(x∗)‖+ c
∥∥x0 − x∗

∥∥
e usando o fato que x0 ∈ B[x∗, ε] e B0 ∈ B[H(x∗), δ], obtemos

‖B1 −H(x∗)‖ ≤ δ + cε = α1 ≤ δ +
cε

1− r
≤ δ1,

assim, conclúımos que B1 ∈ B[H(x∗), α1] ⊆ B[H(x∗), δ1].

Agora, suponha que seja válida a hipótese de indução, isto é, suponha que

xk−1 é bem definida,
∥∥xk−1 − x∗

∥∥ ≤ rk−1 ‖x0 − x∗‖, xk−1 ∈ B[x∗, ε] e Bk−1 ∈
B[H(x∗), αk−1].

Novamente, pelo Lema 3.7 com x := xk−1 e B := Bk−1 segue que xk =

xk−1 −B−1
k−1F (xk−1) = Φ(xk−1, Bk−1) é bem definida e satisfaz

∥∥xk − x∗∥∥ =
∥∥Φ(xk−1, Bk−1)− x∗

∥∥ ≤ r
∥∥xk−1 − x∗

∥∥ ≤ rk
∥∥x0 − x∗

∥∥ < rkε ≤ ε

.

Além disso, usando a condição (3.12), a hipótese de indução e a desigualdade

acima, obtemos que

‖Bk −H(x∗)‖ ≤ ‖Bk−1 −H(x∗)‖+ c
∥∥xk−1 − x∗

∥∥ ≤ αk−1 + cεrk−1 = αk

Logo, segue que Bk ∈ B[H(x∗), αk] ⊆ B[H(x∗), δ1] pois αk ≤ δ + cε
1−r ≤ δ1

Portanto, o resultado segue.

(b) É consequência imediata de (a).
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3.3 Resultados Numéricos

Nesta seção, apresentamos alguns experimentos numéricos, testando e comparando

as performances do nosso algoritmo com dois outros métodos conhecidos para resol-

ver problemas de equiĺıbrio dados na literatura.

Na verdade, consideramos quatro esquemas numéricos para resolver problemas

de equiĺıbrio. Primeiramente o método Glowinski-Le Tallec splitting estudado em

VUONG e STRODIOT [53] (GLT), o método do subgradiente inexato projetado

introduzido em SANTOS e SCHEIMBERG [20] (IPSM), QNMEP com atualização

BFGS (QNMEP1a) e QNMEP com uma matriz fixa após a primeira iteração de

Newton (QNMEP1b), ver e. g. SANTOS et al. [19]. Em ambas variações de QN-

MEP, usamos a função auxiliar h(x, y) = τ
2
‖x− y‖2, τ > 0.

Os algoritmos foram feitos em MATLAB R2019b em um notebook Intel Core i7

1.8 GHz 8 GB RAM para obter os resultados numéricos. A condição de parada é

‖yk − xk‖ < 10−6.

Exemplo 3.1 Considere o conhecido problema de otimização de Rosen-Suzuki, veja

por exemplo BELO CRUZ et al. [14], e sua reformulação como um problema de

equiĺıbrio. A bifunção é dada por f(x, y) = φ(y)− φ(x) com

φ(x) = x2
1 + x2

2 + 2x2
3 + x2

4 − 5x1 − 5x2 − 21x3 + 7x4.

O conjunto de restrições é definido por C = {x ∈ R4 : gi(x) ≤ 0, i = 1, 2, 3}, onde

g1(x) = x2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4 + x1 − x2 + x3 − x4 − 8,

g2(x) = x2
1 + 2x2

2 + x2
3 + 2x2

4 − x1 − x4 − 10,

g3(x) = 2x2
1 + x2

2 + x2
3 + 2x1 − x2 − x4 − 5.

O ponto ótimo é x = (0, 1, 2,−1).

Para o QNMEP1a e o QNMEP1b, usamos τ = 0.001. Para o IPSM, tomamos

βk = 24/(k + 1) e γk = max{4.9, ‖fy(xk, xk)‖}. Para o GLT, usamos λ1 = 0.5 e

λ2 = 0.3, como sugerido em VUONG e STRODIOT [53].

A tabela 3.1 mostra o tempo de processamento (CPU time) e o número de

iterações para todos os algoritmos testados, considerando os pontos iniciais x0 =

(1,−1, 2,−3)T e x0 = (5,−5, 5,−5)T .

Exemplo 3.2 Considere o Problema de Poluição da Bacia Hidrográfica dado em

VON HEUSINGER e KANZOW [54] que consiste de três jogadores com funções
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Tabela 3.1: Resultados para o Exemplo 3.1
QNMEP1a QNMEP1b IPSM GLT

x0 Iter. CPU(s) Iter. CPU(s) Iter. CPU(s) Iter. CPU(s)
1 5 0.0506 3 0.0302 7 0.0627 1 0.0297
2 6 0.0595 3 0.0315 7 0.0657 4 0.0810

payoff:

φj(x) = ujx
2
j + 0.01xj(x1 + x2 + x3)− vjxj, j = 1, 2, 3

onde u = (0.01, 0.05, 0.01) e v = (2.90, 2.88, 2.85), e as restrições são dadas por{
3.25x1 + 1.25x2 + 4.125x3 ≤ 100

2.291x1 + 1.5625x2 + 2.8125x3 ≤ 100.

Para o QNMEP1a e o QNMEP1b, usamos τ = 0.001. Para o IPSM, tomamos

βk = 930
k+1

e γk = max{1, ‖fy(xk, xk)‖} para todo k ∈ N. Para o GLT, usamos

λ1 = 15 e λ2 = 10, como sugerido em VUONG e STRODIOT [53].

Na Tabela 3.2 apresentamos o tempo de processamento (CPU time) e o número

de iterações para todos os algoritmos testados, considerando x0 = (0, 0, 0)T e x0 =

(1, 1, 1)T .

Tabela 3.2: Resultados para o Exemplo3.2
QNMEP1a QNMEP1b IPSM GLT

x0 Iter. CPU(s) Iter. CPU(s) Iter. CPU(s) Iter. CPU(s)
1 19 0.0935 19 0.0913 31 0.1366 12 0.0994
2 20 0.0964 18 0.0881 31 0.1380 12 0.1053

Exemplo 3.3 Considere o problema de equiĺıbrio dado em SANTOS e SCHEIM-

BERG [20], onde

C =

{
x ∈ R5 :

5∑
i=1

x1 ≥ −1, −5 ≤ xi ≤ 5, i = 1, . . . , 5

}

e a bifunção é da forma

f(x, y) = 〈Px+Qy + q, y − x〉.
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As matrizes P,Q e o vetor q são definidos por

P =


3.1 2 0 0 0

2 3.6 0 0 0

0 0 3.5 2 0

0 0 2 3.3 0

0 0 0 0 3

 , Q =


1.6 1 0 0 0

1 1.6 0 0 0

0 0 1.5 1 0

0 0 1 1.5 0

0 0 0 0 2


e q = (1,−2,−1, 2,−1)T .

Para o QNMEP1a e o QNMEP1b, usamos τ = 5. Para o IPSM, tomamos βk = 10
k

e γk = max{4.8, ‖fy(xk, xk)‖} para todo k ∈ N. Para o GLT, usamos λ1 = 0.2 e

λ2 = 50, como sugerido em VUONG e STRODIOT [53].

A Tabela 3.3 apresenta o tempo de processamento (CPU time) e o número de

iterações para todos os algoritmos testados, considerando os pontos iniciais x0 =

(1, 3, 1, 1, 2)T e x0 = (−1, 0, 2, 3, 1)T .

Tabela 3.3: Resultados para o Exemplo 3.3
QNMEP1a QNMEP1b IPSM GLT

x0 Iter. CPU(s) Iter. CPU(s) Iter. CPU(s) Iter. CPU(s)
1 2 0.0106 2 0.0108 18 0.0809 3 0.0305
2 2 0.0105 2 0.0111 39 0.1702 3 0.0303

Os resultados teóricos são confirmados pelos experimentos numéricos. A com-

paração do método QNMEP com dois esquemas é também apresentada. Parece que

o QNMEP possui uma boa performance numérica, ambas em termos no número de

iterações e no tempo de processamento. De fato, o comportamento numérico do

QNMEP deve ser estudado e é uma direção promissora a ser investigada.
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Caṕıtulo 4

Problemas de Quase-Equiĺıbrio

Neste caṕıtulos faremos uma breve apresentação, incluindo seus resultados e prin-

cipais técnicas de demonstração sobre as principais referências da literatura sobre

existência de solução para problemas de quase-equiĺıbrio.

Sejam X um espaço de Banach real e C um subconjunto convexo, fechado e não

vazio de X. Seja K : C ⇒ C uma aplicação ponto-conjunto. Seja f : C × C → R
uma bifunção de equiĺıbrio, isto é, f(x, x) = 0, ∀x ∈ C. O Problema de Quase-

Equiĺıbrio (PQE), consiste em

(PQE)

{
encontrar x̄ ∈ K(x̄) tal que

f(x̄, y) ≥ 0, ∀y ∈ K(x̄).
(4.1)

O PQE possui, como casos particulares, o problema de equiĺıbrio clássico, o problema

de desigualdades quase-variacionais, o problema de equiĺıbrio de Nash generalizado,

etc.

A seguir exibimos alguns casos particulares do problema de quase-equiĺıbrio,

mostrando que este problema engloba outros problemas importantes da literatura.

Desigualdade Quase-Variacional

O problema de desigualdade quase-variacional (DQV) foi introduzido nos traba-

lhos de BENSOUSSAN et al. [55], BENSOUSSAN e LIONS [56], BENSOUSSAN e

LIONS [57, 58] e é definido como segue:

Seja X∗ o dual topológico de um espaço de Banach real X. Seja C um subcon-

junto fechado, convexo e não vazio de X. Dadas duas aplicações ponto-conjunto

T : X ⇒ X∗ e K : C ⇒ C, onde T possui valores fracamente compactos. O

Problema de Desigualdade Quase-Variacional consiste em

DQV (K, f) :

{
encontrar x̄ ∈ K(x̄) tal que

∃x∗ ∈ T (x̄) com 〈x∗, y − x̄〉 ≥ 0, ∀y ∈ K(x̄).
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Para reformular o problema de Desigualdade Quase-Variacional como um problema

de quase-equiĺıbrio, defina a bifunção f : C × C → R por

f(x, y) = sup
x∗∈T (x)

〈x∗, y − x〉 .

Para mais informações sobre DQV , veja por exemplo, AUSSEL e COTRINA [59].

Equiĺıbrio de Nash Generalizado

O Problema de Equiĺıbrio de Nash Generalizado foi introduzido por DEBREU [60]

e possui como caso particular o problema de equiĺıbrio de Nash NASH [61, 62]. O

problema é definido a seguir:

Sejam IN = {1, · · · , N} o conjunto de N jogadores e Cν subconjuntos não vazios

de espaços de Banach Xν , onde Cν o conjunto de estratégias de cada jogador ν ∈ IN .

O vetor de estratégias do conjunto de estratégias Cν é denotado por xν e definimos

C :=
∏
ν∈IN

Cν = C1 × · · · × CN e C−ν :=
∏

µ∈IN\{ν}

Cµ,

ambos subconjuntos de X := X1 × · · ·XN . A função utilidade θν : C → R do

jogador ν e sua aplicação ponto-conjunto de restrições Kν : C−ν ⇒ Cν .

O problema de equiĺıbrio de Nash generalizado para o jogo generalizado

{Cν , θν , Kν}ν∈IN consiste em encontrar um x̄ = (x̄1, · · · , x̄N) ∈ C tal que, para todo

ν ∈ IN , temos que, x̄ν ∈ Kν(x̄
−ν) e x̄ = (x̄ν , x̄−ν) é solução do seguinte problema de

minimização {
minzν θν(z

ν , x̄−ν)

s.a. zν ∈ K(x̄−ν),
(4.2)

Encontrar uma solução x̄ ∈ C para PENG é equivalente a resolver o PQE com

f : C × C → R dada pela bifunção

f(x, y) =
N∑
ν=1

[θν(y
ν , x−ν)− θν(xν , x−ν)],

e K : C ⇒ C a aplicação dada pelo produto cartesiano dos conjuntos de estratégias

de todos os jogadores

K(x) := K1(x−1)× · · · ×KN(x−N).
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Problema de Equiĺıbrio

Sejam X um espaço de Banach real e C um subconjunto convexo, fechado e não

vazio de X. O Problema de Equiĺıbrio (PE) consiste em

(PE) :

{
Encontrar x̄ ∈ C tal que

f(x̄, y) ≥ 0 ∀y ∈ C.
(4.3)

O problema de equiĺıbrio clássico foi estudado por FAN [63], mas apareceu com esse

nome em BLUM e OETTLI [23], onde os autores mostraram que este problema en-

globa vários outros problemas interessantes, tais como: problemas de minimização,

problemas de desigualdades variacionais, problemas do ponto fixo, etc. Veja e. g.

[20, 64–67] e suas referências. Note que o problema de equiĺıbrio clássico é um caso

particular de PQE em que a aplicação ponto-conjunto K : C ⇒ C é constante, isto

é, K(x) = C para todo x ∈ C, onde C é um subconjunto de um espaço de Banach

real X.

A mais antiga literatura encontrada sobre existência de solução para o PQE, foi

estabelecida nas notas de MOSCO [1], onde o autor considera o seguinte problema

de quase-equiĺıbrio: encontrar u ∈ C tal que

u ∈ Q(u) e g(u,w) ≤ 0, ∀w ∈ Q(u). (4.4)

No seu trabalho a existência de solução para problemas de quase-equiĺıbrio é obtida,

exigindo que o conjunto C seja não vazio, convexo e compacto de um espaço de

Hausdorff localmente convexo e certas condições de continuidade sobre a aplicação

ponto-conjunto K : C ⇒ C.

Em NOOR e OETTLI [2] o PQE é dado da seguinte maneira: encontrar x ∈ C,

y ∈ D tal que

x ∈ S(x), y ∈ T (x), f(x, y) ≥ f(x, y), ∀x ∈ S(x),

onde X e Y são espaços vetoriais topológicos, C ⊂ X, S : C ⇒ C, T : C ⇒ D and

f : C × D → R. O PQE é estudado, supondo que C e D são conjuntos convexos,

compactos e não vazios, a aplicação S é cont́ınua com valores convexos, compactos

e não vazios e f é quaseconvexa na primeira variável e cont́ınua em ambas.

CUBIOTTI [3] mostra resultados de existência, onde as hipóteses de semicon-

tinuidade superior da aplicação ponto-conjunto não é exigida. A ideia consiste em

aplicar o Teorema da seleção de Michael (Teorema 3.1”’ de MICHAEL [68]), para

escolher uma seleção cont́ınua na aplicação ponto-conjunto K, a partir dela, usar o

teorema do ponto fixo de Brouwer.

Afim de obter resultados de existência para problemas de equiĺıbrio de Nash, em
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CUBIOTTI [27], o autor explora o uso das mesmas técnicas de demonstração para

mostrar que o problema de quase-equiĺıbrio possui solução e, como consequência,

resultados de existência de solução para problemas de equiĺıbrio de Nash são obtidos,

com isso, o autor estende o teorema de existência de equiĺıbrio de DEBREU [60]

para problemas de equiĺıbrio de Nash.

AUSSEL et al. [4] estudam o problema de quase-equiĺıbrio definido em (2), abor-

dando o seguinte problema de quase-equiĺıbrio de Minty (PQEM) associado: encon-

trar x̄ ∈ K(x̄), tal que

f(y, x̄) ≤ 0, para cada y ∈ K(x̄).

Eles estabelecem a relação entre o PQE e o PQEM. A existência de solução para

PQE em Rn é desenvolvida usando técnicas de ponto-fixo. Os autores supõe que

o conjunto C é não vazio e compacto. As principais ferramentas para mostrar

o resultado de existência, consiste em usar o lema de Ky Fan para mostrar que o

problema de equiĺıbrio possui solução e definir uma aplicação ponto-conjunto a partir

do conjunto solução. Sobre certas condições, é mostrado que o conjunto solução é

fechado, convexo e a aplicação ponto-conjunto definida a partir dele é semicont́ınua

inferior. Além disso, os autores usam o teorema do ponto fixo de Kakutani [69].

CASTELLANI e GIULI [5] estabelecem a existência de solução para PQE em

espaços de Banach separáveis, estendendo alguns resultados de CUBIOTTI [27], e,

como consequência, a existência de solução para problemas de equiĺıbrio de Nash

generalizados é obtida. Em seu trabalho é usada a mesma ferramenta que [3]. A

compacidade do conjunto de restrições C, entre outras condições é exigida, para

aplicar o teorema da seleção de Michael e o teorema do ponto fixo de Schaulder.

Entraremos em mais detalhes nas seções a seguir.

4.1 Existência de solução para o Problema de

Quase-Equiĺıbrio

Nesta seção apresentamos o problema de quase-equiĺıbrio e alguns resultados de

existência encontrados na literatura. Inicialmente, apresentamos o PQE estudado

por MOSCO [1], em seguida exibimos os principais resultados de existência de

solução dados em NOOR e OETTLI [2], CUBIOTTI [3], AUSSEL et al. [4], CAS-

TELLANI e GIULI [5] e COTRINA e ZÚÑIGA [26].

4.1.1 O PQE de MOSCO [1]

Considera o seguinte Problema de Quase-Equiĺıbrio:
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PQE(g,Q) :

{
Encontrar u ∈ C tal que

u ∈ Q(u) e g(u,w) ≤ 0, ∀w ∈ Q(u).
(4.5)

O autor trabalha com as seguintes definições:

Definição 4.1 A função g é hemicont́ınua em C ×C, quando g(x+ t(y− x), y) na

variável t ∈ [0, 1] é semicont́ınua inferior quando t↘ 0 para quaisquer x, y ∈ C.

Definição 4.2 A função g é monótona quando g(u, v)+g(v, u) ≥ 0 para todo u, v ∈
C

Definição 4.3 Uma aplicação Q : C ⇒ C é semicont́ınua superior quando, para

toda sequência generalizada (uα, vα) convergindo para (u, v) em C ×C, satisfazendo

vα ∈ Q(uα), tivermos que v ∈ Q(u).

Definição 4.4 Uma aplicação Q : C ⇒ C é semicont́ınua inferior quando: se uα

for uma sequência generalizada convergindo para u ∈ C, então, para cada w ∈ C,

existe wα ∈ Q(uα) tal que wα converge para w ∈ C.

Definição 4.5 Uma aplicação Q : C ⇒ C é cont́ınua quando for semicont́ınua

superior e semicont́ınua inferior.

Teorema 4.1 (Teorema 7.1 pág 110 de MOSCO [1]) Suponha que o problema de

quase-equiĺıbrio (4.5) satisfaça as seguintes condições:

(a) C é um subconjunto não-vazio, convexo e compacto de um espaço real de Haus-

dorff localmente convexo;

(b) Q : C ⇒ C é uma aplicação ponto-conjunto cont́ınua (4.5) que associa um

subconjunto convexo, fechado e não vazio Q(u) de C, para cada u ∈ C;

(c) g : C × C → R é semicont́ınua inferior e tal que g(u, u) ≤ 0 para todo u ∈ C;

(d) g é monótona 4.2 em C;

(e) g é hemicont́ınua 4.1 em C × C;

(f) g(u, ·) : C → R é côncava e semicont́ınua superior, para cada u ∈ C.

Então PQE(K, g) possui solução.
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4.1.2 O PQE de NOOR e OETTLI [2]

Estuda o seguinte Problema de quase-equiĺıbrio:

Encontrar u ∈ X, y ∈ Y tais que

u ∈ C, u ∈ K(u), y ∈ T (u), f(v, y) ≥ f(u, y), ∀v ∈ K(u), (4.6)

onde X e Y são espaços vetoriais topológicos, C ⊂ X, K : C ⇒ X, T : C ⇒ Y e

f : C×Y → R. Exibimos a seguir um dos seus principais teoremas de existência de

solução:

Teorema 4.2 (NOOR e OETTLI [2]) Para C ⊂ X, D ⊂ Y , S : C × D ⇒ C,

T : C ×D ⇒ D, f : C ×D → R, g : C ×D → R. Suponha que valem as seguintes

hipóteses:

(i) C e D são convexos, compactos e não vazios;

(ii) S e T são semicont́ınuas superiores com valores convexos, compactos e não

vazios;

(iii) f e g são semicont́ınuas inferiores, f(·, y) e g(x, ·) são quaseconvexas;

(iv) as funções

F (x, y) := min{f(ξ, y) : ξ ∈ S(x, y)},

G(x, y) := min{g(x, η) : η ∈ T (x, y)}

são semicont́ınuas superiores em C ×D.

Então existe (x̄, ȳ) ∈ C ×D tal que{
x̄ ∈ S(x̄, ȳ), f(x, ȳ) ≥ f(x̄, ȳ), ∀x ∈ S(x̄, ȳ),

ȳ ∈ T (x̄, ȳ), g(x̄, y) ≥ g(x̄, ȳ), ∀y ∈ T (x̄, ȳ).
(4.7)

Como aplicação do teorema anterior, os autores obtêm o seguinte resultado:

Teorema 4.3 Para C ⊂ X, D ⊂ Y , S : C ⇒ C, T : C ⇒ D, f : C × D → R.

Suponha que valem as seguintes condições:

(i) C e D são convexos, compactos e não vazios;

(ii) T é semicont́ınua superior com valores convexos, compactos e não vazios;

(iii) S é cont́ınua com valores convexos, compactos e não vazios;

(iv) f(·, ·) é quaseconvexa na primeira variável e cont́ınua am ambas.

Então, existe (x, y) ∈ C ×D tal que

x ∈ S(x), y ∈ T (x), f(x, y) ≥ f(x, y), ∀x ∈ S(x).
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4.1.3 O PQE de CUBIOTTI [3]

Dados um subconjunto não vazio C ⊂ Rn, um subconjunto não vazio D, duas

funções T : C → D, f : Rn ×D → R e uma aplicação ponto-conjunto S : C ⇒ Rn.

O problema de quase-equiĺıbrio considerado em [3] consiste em encontrar x̂ ∈ Rn tal

que

x̂ ∈ C, x̂ ∈ S(x̂) e f(x̂, T x̂) ≤ f(x, T x̂), ∀x ∈ S(x̂). (4.8)

O autor mostra a existência de solução de problemas de quase-equiĺıbrio exigindo

também a compacidade do conjunto C. Além disso, é usada a semicontinuidade

inferior da aplicação ponto-conjunto T : C ⇒ Rn.

Definição 4.6 Sejam X, Y dois espaços topológicos. Uma aplicação ponto-conjunto

F : X ⇒ Y é chamada de semicont́ınua inferior em X se, para cada aberto Ω ⊂ Y ,

o conjunto

F−(Ω) := {x ∈ X : F (x) ∩ Ω 6= ∅}

é aberto em X.

Definição 4.7 Uma aplicação ponto-conjunto F : X ⇒ Y é chamada de semi-

cont́ınua superior em X se, o conjunto para cada fechado Q ⊂ Y , o conjunto F−(Q)

é fechado em X. Em particular, quando X = Y , a aplicação F ser semicont́ınua

superior equivale a dizer que o conjunto {x ∈ X : x ∈ F (x)} é fechado.

Definição 4.8 Sejam X, Y dois espaços topológicos e F : X ⇒ Y uma aplicação

ponto-conjunto. Uma seleção de F é uma função ϕ : X → Y tal que ϕ(x) ∈ F (x),

para cada x ∈ X. Uma seleção cont́ınua de F é uma seleção de F , onde ϕ é uma

função cont́ınua.

Teorema 4.4 (Teorema 3.1”’ de MICHAEL [68]) Toda aplicação ponto-

conjunto semicont́ınua inferior F , de um espaço perfeitamente normal T1 em um

espaço de Banach separável Y com valores convexos e não vazios, admite uma

seleção cont́ınua.

Teorema 4.5 (Ponto fixo) Seja C um conjunto convexo e compacto de um espaço

de Banach. Então toda função cont́ınua φ : C → C possui um ponto fixo.

Teorema 4.6 Sejam C ⊂ Rn, D um conjunto não vazio, T : C → D e f : C×D →
R duas funções. Seja S : C ⇒ C uma aplicação ponto-conjunto. Suponha que:

(a) C não vazio, compacto e convexo;
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(b) S é semicont́ınua inferior com valores convexos não vazios e o conjunto

E := {x ∈ C : x ∈ S(x)}

é fechado;

(c) para x ∈ C a função f(·, Tx) é quaseconvexa;

(d) a aplicação ponto-conjunto Φ : C ⇒ C definida por

Φ(x) = {v ∈ S(x) : f(x, Tx) > f(v, Tx)}

é semicont́ınua inferior.

Então o problema 4.8 possui solução.

A ideia da prova consiste em aplicar o teorema da seleção de Michael 4.4, para

escolher uma seleção cont́ınua (4.8) na aplicação S e a partir dela, usar o Teorema

do Ponto Fixo de Brouwer.

Usando as mesmas técnicas de demonstração, em [27] obtém o seguinte resultado:

Teorema 4.7 (CUBIOTTI [27]) Sejam X um conjunto convexo e compacto de

Rn, Γ : X ⇒ X uma aplicação ponto-conjunto e φ : X ×X → R uma função real.

Suponha que:

(i) Γ é semicont́ınua inferior com valores convexos e não vazios;

(ii) o conjunto de pontos fixos ∆ := {x ∈ X : x ∈ Γ(x)} é fechado;

(iii) o conjunto {(x, y) ∈ X ×X : φ(x, y) ≤ 0} é fechado;

(iv) para cada x ∈ X a função φ(x, ·) é quasecôncava em Γ(x);

(v) para cada x ∈ ∆, temos que φ(x, x) ≤ 0.

Então existe x̂ ∈ X tal que x̂ ∈ Γ(x̂) e supy∈Γ(x̂) φ(x̂, y) ≤ 0.

4.1.4 O PQE de AUSSEL et al. [4]

Aborda o seguinte problema de quase-equiĺıbrio de Minty (QMEP) associado:{
encontrar x̄ ∈ K(x̄), tal que

f(y, x̄) ≤ 0, para todo y ∈ K(x̄).
(4.9)

Além disso, estabelece a relação entre QEP e QMEP, exigindo a seguinte hipótese

para a bifunção f :
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Definição 4.9 Uma bifunção f possui a propriedade do sinal superior em x ∈ K,

se, para cada y ∈ K, vale a seguinte implicação:

f(xt, x) ≤ 0, ∀t ∈ (0, 1) =⇒ f(x, y) ≥ 0,

onde xt := (1− t)x+ ty.

Definição 4.10 Uma bifunção f : X ×X → R é chamada de quasemonótona em

C se, para cada x, y ∈ C, vale que

f(x, y) > 0⇒ f(y, x) ≤ 0.

Definição 4.11 Uma bifunção f : X ×X → R é propriamente quasemonótona em

C se, para cada x1, x2, · · · , xm ∈ C, e para cada x ∈ conv{x1, x2, · · · , xm}, existe

i ∈ {1, 2, · · · ,m} tal que

f(xi, x) ≤ 0.

Definição 4.12 Uma bifunção f : X × X → R é pseudomonótona em C se, para

cada x, y ∈ C, vale que

f(x, y) ≥ 0⇒ f(y, x) ≤ 0.

Definição 4.13 Uma função h : X → R é chamada de semiestritamente quasecon-

vexa em um subconjunto convexo C, se h for quaseconvexa em K e

h(x) < h(y)⇒ h(z) < h(y), ∀z ∈ [x, y[,

para todo x, y ∈ C

Hipótese 4.1 f(x, x) = 0, para cada x ∈ C.

Hipótese 4.2 f(x, ·) é semiestritamente quaseconvexa, para cada x ∈ C.

Hipótese 4.3 f(x, ·) é semicont́ınua inferior, para cada x ∈ C.

A existência de solução para problemas de quase-equiĺıbrio em Rn é provada

usando técnicas de ponto fixo. Exibimos a seguir o seu principal teorema de

existência de solução para QEP.

Teorema 4.8 (AUSSEL et al. [4]) Seja f : Rn × Rn → R uma bifunção, C um

subconjunto não vazio e compacto de Rn e K : C ⇒ C uma aplicação ponto conjunto.

Suponha que valem as seguintes propriedades:

(i) A aplicação K é fechada e semicont́ınua inferior, com valores convexos, e

int(K(x)) 6= ∅, para todo x ∈ C;
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(ii) f tem a propriedade do sinal superior em C (4.9);

(iii) int(K(x)) 6= ∅, para todo x ∈ C e, para cada x, y ∈ Rn e toda sequência

{yn} ⊂ Rn convergindo para y, vale que

lim inf
n→+∞

f(yn, x) ≤ 0⇒ f(y, x) ≤ 0,

ou, para cada x, y ∈ Rn e todas sequências {xn}, {yn} ⊂ Rn, convergindo para

x, y respectivamente, vale que

lim inf
n→+∞

f(yn, xn) ≤ 0⇒ f(y, x) ≤ 0,

(iv) f é propriamente quasemonótona (4.11) e satisfaz as hipóteses (4.2) e (4.3).

Então o problema de quase-equiĺıbrio QEP admite pelo menos uma solução.

As principais ferramentas para provar a existência de solução de PQE em AUS-

SEL et al. [4], consiste em usar o Lema de Ky Fan [37] para mostrar que o problema

de equiĺıbrio CFP possui solução e definir uma aplicação ponto-conjunto a partir do

conjunto solução. Sob determinadas hipóteses, é mostrado que o conjunto solução é

convexo fechado e a aplicação ponto-conjunto definida a partir dele, é semicont́ınua

superior. Assim é posśıvel aplicar o Teorema do Ponto Fixo de Kakutani [69] para

mostrar que existe um ponto fixo e portanto uma solução para o QMEP.

Teorema 4.9 (KAKUTANI [69]) Seja X ⊂ Rn um conjunto fechado, limitado

e convexo. Para cada x ∈ X, seja F (x) um subconjunto de X, não vazio e convexo.

Suponha que o gráfico da aplicação ponto-conjunto F : X ⇒ X é fechado em X×X.

Então existe um ponto x∗ ∈ X tal que x∗ ∈ F (x∗).

Aqui, necessariamente é usada a compacidade do conjunto C. A propriedade

do sinal superior garante que toda solução do QMEP é solução do QEP. Assim, a

existência de solução é obtida.

4.1.5 O PQE de CASTELLANI e GIULI [5]

Afim de estender o resultado em CUBIOTTI [3], os autores estabelecem a existência

de solução para problemas de quase-equiĺıbrio em dimensão infinita, mais especifi-

camente em espaços de Banach separáveis, denotado por X, sem exigir a semiconti-

nuidade inferior da aplicação ponto-conjunto K. Além disso, os valores da aplicação

K pertencem a uma determinada famı́lia de conjuntos, denotada por D(X).

55



Definição 4.14 Seja C ⊆ X um conjunto convexo. Um conjunto convexo S ⊂ C é

uma face de C se, x1, x2 ∈ C, t ∈ (0, 1) e tx1 +(1− t)x2 ∈ S, implica que x1, x2 ∈ S.

Quando a face contém um único ponto, este ponto é chamado de ponto extremo de

C.

Definição 4.15 Seja C um subconjunto convexo de X e F a coleção (possivelmente

vazia) de todas as faces fechadas de clC. Então

I(C) := C \
⋃
S∈F

S

é o conjunto dos pontos interiores de C.

D(X) = {C ⊆ X : C é convexo e I(clC) ⊆ C}.

Esta famı́lia de conjuntos foi introduzida em MICHAEL [68], onde foi mostrado

que contém todos os convexos fechados ou com interior não vazio. Além disso,

quando X é um espaço de dimensão finita, D(X) coincide com a famı́lia de todos os

conjuntos convexos.

Teorema 4.10 (Seleção de Michael) Toda aplicação ponto-conjunto F semi-

cont́ınua inferior de um espaço perfeitamente normal T1 em um espaço de Banach

separável Y com valores não vazios na classe D(Y) admite uma seleção cont́ınua.

Teorema 4.11 (ponto fixo de Schauder) Seja C um subconjunto convexo e

compacto de um espaço de Banach. Toda função cont́ınua ϕ : C → C possui um

ponto fixo.

No teorema de existência de solução para problemas de quase-equiĺıbrio de CAS-

TELLANI e GIULI [5], a compacidade do conjunto C ainda é exigida e a semicon-

tinuidade inferior da aplicação ponto-conjunto K : C ⇒ C também, para então,

aplicar o teorema da seleção de Michael 4.10 e o teorema do ponto fixo de Schaulder

4.11. Enunciamos seu principal resultado a seguir:

Teorema 4.12 (CASTELLANI e GIULI [5]) Seja X um espaço de Banach se-

parável e C ⊂ X um subconjunto convexo e compacto. Suponha que a aplicação

K : C ⇒ C seja semicont́ınua inferior com K(x) ∈ D(X), não vazia para cada

x ∈ C e fix(K) := {x ∈ C : x ∈ K(x)} fechado. Além disso, suponha que

f(x, x) ≥ 0, para todo x ∈ C, e o conjunto de ńıvel

{y ∈ C : f(x, y) < 0}
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seja convexo para todo x ∈ fix(K) e o conjunto

{(x, y) ∈ fix(K)× C : f(x, y) < 0}

seja aberto em fix(K)× C. Então QEP possui solução.

Como caso particular, é provada a existência de solução para o problema de

equiĺıbrio de Nash generalizado. Neste trabalho é usada a mesma técnica de de-

monstração de CUBIOTTI [3].

Para métodos computacionais para problemas de quase-equiĺıbrio no espaço eu-

clidiano Rn, veja por exemplo, BIGI e PASSACANTANDO [70] e suas referências.
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Caṕıtulo 5

Existência de Solução para

Problema de Quase-Equiĺıbrio

Neste caṕıtulo apresentamos, sob hipóteses razoáveis, condições para existência de

solução de problemas de quase-equiĺıbrio usando a teoria FKKM. Além disso, aplica-

mos a ferramenta desenvolvida na obtenção de existência de solução para problemas

de desigualdades quase-variacionais (DQV) e problemas de equiĺıbrio de Nash gene-

ralizado (PENG).

5.1 Existência de Solução

Sejam X um espaço de Banach real e C um subconjunto fechado, convexo e não

vazio de X. Seja f : C×C → R uma bifunção tal que f(x, x) = 0, para cada x ∈ C.

Seja K : C ⇒ C uma aplicação ponto-conjunto. O problema de quase-equiĺıbrio

consiste em

PQE(K, f) :

{
encontrar x̄ ∈ K(x̄) tal que

f(x̄, y) ≥ 0, ∀y ∈ K(x̄).
(5.1)

O problema de quase-equiĺıbrio (PQE) possui, como casos particulares, o pro-

blema de equiĺıbrio clássico, o problema de desigualdades quase-variacionais, o pro-

blema de equiĺıbrio de Nash generalizado, etc. Veja por exemplo, BLUM e OETTLI

[23], IUSEM [7], IUSEM et al. [6], AUSSEL e COTRINA [59], JACINTO [24], FAC-

CHINEI e KANZOW [25] e suas referências.

Devido a sua estrutura flex́ıvel e adaptável, existência de soluções para o PQE

tem sido pesquisada por muitos autores, por exemplo, MOSCO [1], NOOR e OET-

TLI [2], AUSSEL et al. [4], CASTELLANI e GIULI [5], COTRINA e ZÚÑIGA [26],

CUBIOTTI [3] e suas referências.

Como visto no caṕıtulo anterior, MOSCO [1], NOOR e OETTLI [2], AUSSEL
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et al. [4], CUBIOTTI [3, 27], CASTELLANI e GIULI [5] e COTRINA e ZÚÑIGA

[26] mostram resultados de existência de solução para o PQE exigindo a compa-

cidade do conjunto de restrições C. Nossa abordagem é muito importante, já que

exigimos que o conjunto C seja fechado e nossa hipótese em f e K que pode ser mais

fraca que quaseconvexidade, dependendo das propriedades da aplicação K. Além

disso, para atingir o nosso objetivo, a nossa principal ferramenta foi o Lema FKKM

generalizado, estabelecido em JACINTO e SCHEIMBERG [9] e exploramos a teoria

KKM generalizada.

Relembramos algumas definições vistas no Caṕıtulo 1.

Definição 5.1 Sejam A e B subconjuntos não vazios de X tal que B é convexo.

Uma aplicação ponto-conjunto G : A ⇒ B é chamada de KKM se, para cada sub-

conjunto finito {y1, · · · , yp} de A, existe um subconjunto finito {x1, · · · , xp} de B

tal que, para todo subconjunto {xi1 , · · · , xik} ⊆ {x1, · · · , xp}, vale que

co{xi1 , · · · , xik} ⊆
k⋃
j=1

G(yij).

Definição 5.2 Sejam A e B subconjuntos não vazios de X. A aplicação ponto-

conjunto G : A⇒ B satisfaz a propriedade de transferência de fechos se, para cada

y ∈ A, x ∈ B e x /∈ G(y), existe um elemento y′ ∈ A tal que x /∈ clBG(y′).

A seguinte caracterização da Definição 5.2 é dada em TIAN [39].

Lema 5.1 Uma aplicação ponto-conjunto G : A ⇒ B satisfaz a propriedade de

transferência de fechos se, e somente se,⋂
y∈A

G(y) =
⋂
y∈A

clBG(y).

Note que, quando uma aplicação ponto-conjunto é fechada, isto é, G(y) =

clBG(y), então ela satisfaz a propriedade de transferência de fechos.

O próximo resultado terá um papel importante no desenvolvimento do nosso

trabalho, pode ser visto em JACINTO e SCHEIMBERG [9], Teorema 3.1.

Teorema 5.1 Sejam A e B dois subconjuntos não vazios de tal que B é convexo

e seja G : A ⇒ B uma aplicação ponto-conjunto. Então clBG : A ⇒ B é uma

aplicação KKM generalizada se, e somente se, a famı́lia de conjuntos {clBG(y) :

y ∈ A} possui a propriedade da interseção finita, ou seja, qualquer interseção finita

de subconjuntos da famı́lia é não vazia.

Relembramos o teorema que será usado para provar a existência de solução do

problema de quase-equiĺıbrio, estabelecido em JACINTO e SCHEIMBERG [9].
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Teorema 5.2 Sejam A e B subconjuntos não vazios de um espaço vetorial real

topológico de Hausdorff X tal que B é convexo. Suponha que a aplicação G : A⇒ B

verifica as seguintes condições:

(i) clBG : A⇒ B é uma aplicação KKM generalizada;

(ii) G possui a propriedade de transferência de fechos de imagem;

(iii) existe um subconjunto finito A0 de A tal que
⋂
z∈A0

clBG(z) é compacto;

então, ⋂
a∈A

G(a) 6= ∅.
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5.1.1 Teorema de existencia de solução para o Problema de

Quase-Equiĺıbrio.

O próximo Teorema estabelece condições para existência de solução para o Problema

de Quase-Equiĺıbrio. A demonstração do Teorema é dividida em quatro passos:

definiremos uma aplicação clFix(K)G : C ⇒ Fix(K) e no Passo 1 mostraremos

que a aplicação G : é uma aplicação KKM generalizada, isto é, satisfaz o item (i)

do Teorema 5.2; no Passo 2 mostraremos que G satisfaz o item (ii) do Teorema

5.2, isto é, G possui a propriedade de transferência de fecho de imagens; no Passo 3

mostraremos que G satisfaz a condição (iii) do Teorema 5.2 e no Passo 4 mostraremos

que um elemento x̄ ∈
⋂
y∈C G(y) é uma solução do PQE.

Teorema 5.3 Seja X um espaço de Banach real e C um subconjunto convexo fe-

chado e não vazio de X. Seja K : C ⇒ C uma aplicação ponto-conjunto. Supo-

nha que o conjunto de pontos fixos de K, Fix(K) seja não vazio e convexo. Seja

f : C × C → R uma bifunção tal que f(x, x) = 0, para todo x ∈ C. Suponha que

valem as seguintes condições:

(Q1) Para todo conjunto finito {y1, · · · , ym} ⊂ C, existe um subconjunto finito

{x1, · · · , xm} de Fix(K), tal que, para todo subconjunto {xi1 , · · · , xip} de

{x1, · · · , xm} e para todo ponto x ∈ co{xi1 , · · · , xip}, existe um j ∈ Ip e uma

sequência {zk} ⊂ Fix(K) com zk ∈ K(zk), convergindo para x tal que para

todo k ∈ N
yij /∈ K(zk) ou f(zk, yij) ≥ 0.

(Q2) Se, para algum x ∈ Fix(K) e y ∈ K(x), valer que

f(x, y) < 0, (5.2)

então, existe um ε > 0 e y′ ∈ C tal que:

y′ ∈ K(z), f(z, y′) < 0, ∀z ∈ B(x, ε) ∩ Fix(K). (5.3)

(Q3) Existe um subconjunto compacto e não vazio L de Fix(K) e um subconjunto

finito {y1, · · · , yl} de C tais que, para cada w ∈ Fix(K) \ L, existe um ε > 0

e um j ∈ Il satisfazendo:

yj ∈ K(z), f(z, yj) < 0, ∀z ∈ B(w, ε) ∩ (Fix(K) \ L).

Então, existe um x̄ ∈ K(x̄) tal que

f(x̄, y) ≥ 0, ∀y ∈ K(x̄).
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Demonstração: Primeiramente, definimos a aplicação ponto-conjunto G : C ⇒

Fix(K) por

G(y) := {x ∈ K(x) : f(x, y) ≥ 0 ou y /∈ K(x)}. (5.4)

Note que x̄ é solução do PQE(K, f) se, e somente se, x̄ ∈ ∩y∈CG(y). Portanto nosso

objetivo é mostrar que G satisfaz as condições do Teorema 5.2 para obter que a

interseção
⋂
y∈C G(y) é não vazia.

Passo 1: Mostraremos que a aplicação clFix(K)G : C ⇒ Fix(K) é uma aplicação

KKM generalizada, isto é, satisfaz o item (i) do Teorema 5.2.

Queremos mostrar que, Para todo conjunto finito {y1, · · · , ym} ⊂ C, existe

um subconjunto finito {x1, · · · , xm} de Fix(K), tal que, para todo subconjunto

{xi1 , · · · , xip} de {x1, · · · , xm}, vale que

co{xi1 , · · · , xip} ⊆
p⋃
j=1

clFix(K)G(yij).

Para isso, seja {y1, · · · , ym} um subconjunto finito de C. Pela hipótese Q1, existe

um subconjunto finito {x1, · · · , xm} de Fix(K), tal que, para todo subconjunto

{xi1 , · · · , xip} de {x1, · · · , xm} e para qualquer ponto x ∈ co{xi1 , · · · , xip}, existe

um j ∈ Ip e uma sequência {zk} ⊂ Fix(K) com zk ∈ K(zk), convergindo para x tal

que para todo k ∈ N
yij /∈ K(zk) ou f(zk, yij) ≥ 0. (5.5)

Logo, obtemos que zk ∈ G(yij), para todo k ∈ N. Como zk → x (k → +∞), temos,

x ∈ clFix(K)G(yij) ⊆
p⋃
l=1

clFix(K)G(yil).

Assim, clFix(K)G : C ⇒ Fix(K) é uma aplicação KKM generalizada.

Passo 2: Agora mostraremos que G satisfaz o item (ii) do Teorema 5.2, isto é,

G possui a propriedade de transferência de fecho de imagens.

Queremos mostrar que, para cada y ∈ C, x ∈ Fix(K) e x /∈ G(y), então, existe

um elemento y′ ∈ C tal que x /∈ clFix(K)G(y′).

De fato, sejam y ∈ C e x ∈ Fix(K) tais que x /∈ G(y). Desde que x não pertece

ao conjunto

{x ∈ K(x) : f(x, y) ≥ 0 ou y /∈ K(x)},

obtemos que,

f(x, y) < 0. e y ∈ K(x).
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Logo, pela condição Q2, existe um ε > 0 e y′ ∈ C satisfazendo:

y′ ∈ K(z), f(z, y′) < 0, ∀z ∈ B(x, ε) ∩ Fix(K).

Portanto, x /∈ clFix(K)G(y′). Segue que G possui a propriedade de transferência de

fechos de imagem.

Passo 3: Agora mostraremos que G satisfaz a condição (iii) do Teorema 5.2.

Queremos mostrar que existe um subconjunto finito A0 de C tal que⋂
z∈A0

clFix(K)G(z) é compacto.

Seja L um subconjunto compacto de Fix(K) e seja {y1, · · · , yl} um subcon-

junto finito de C tal que vale (Q3). Tome A0 = {y1, · · · , yl}. Mostraremos que

∩lj=1clFix(K)G(yj) ⊆ L. Observe que, pelo Teorema 5.1 e pelo Passo 1, obtemos que

l⋂
j=1

clFix(K)G(yj) 6= ∅.

Suponhamos por absurdo que a inclusão não seja válida, isto é, existe x ∈
∩lj=1clFix(K)G(yj) tal que x /∈ L. Como clFix(K)G(·) = clG(·) ∩ Fix(K), temos

que x ∈ Fix(K) \ L. Então, em virtude da hipótese (Q3), existe um ε > 0 e j ∈ Il
satisfazendo:

yj ∈ K(z), f(z, yj) < 0, ∀z ∈ B(w, ε) ∩ (Fix(K) \ L).

Logo z /∈ G(yij para todo z ∈ B(x, ε) ∩ (Fix(K) \ L). Portanto x /∈ clFix(K)G(yj).

Absurdo. Assim, devemos ter

l⋂
j=1

clFix(K)G(yj) ⊂ L. (5.6)

Agora, provaremos que esta interseção é um conjunto fechado. Para isso, usando a

definição de clFix(K)G(yj) e o fato que L ⊆ Fix(K), obtemos que:

clFix(K)G(yj) ∩ L = clG(yj) ∩ Fix(K) ∩ L = clG(yj) ∩ L, ∀j ∈ Il. (5.7)

Portanto clFix(K)G(yj) é um conjunto fechado para cada j ∈ Il. Assim,

∩lj=1(clFix(K)G(yj) ∩ L) é fechado. Além disso, por (5.6) e (5.7), obtemos que

l⋂
j=1

clFix(K)G(yj) =
l⋂

j=1

clFix(K)G(yj) ∩ L =
l⋂

j=1

(clFix(K)G(yj) ∩ L) ⊂ L.
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Desde que L é um conjunto compacto e ∩lj=1clFix(K)G(yj) é fechado, segue que

∩lj=1clFix(K)G(yj) é compacto (Teorema 2, pág 68 de BERGE [32]).

Passo 4: Agora mostraremos que x̄ ∈
⋂
y∈C G(y) é uma solução do PQE.

Aplicando o Teorema 5.2, obtemos⋂
y∈C

G(y) 6= ∅.

Seja SPQE(f,K,C) o conjunto solução do problema de quase-equiĺıbrio. Mos-

traremos que, se x /∈
⋂
y∈C G(y), então x /∈ SPQE(f,K,C). De fato, se x /∈ K(x),

então x /∈ SPQE(f,K,C), pois as soluções pertencem a Fix(K). Suponha que

x /∈
⋂
y∈C G(y), então para cada y ∈ C, x não pertence ao conjunto:

{x ∈ K(x) : f(x, y) ≥ 0 ou y /∈ K(x)}.

Logo f(x, y) > 0 e y ∈ K(x). Portanto x /∈ SPQE(f,K,C). Assim,⋂
y∈C

G(y) ⊂ SPQE(f,K,C).

Portanto x̄ ∈
⋂
y∈C G(y) é solução de do problema:{

encontrar x̄ ∈ K(x̄) tal que

f(x̄, y) ≥ 0, ∀y ∈ K(x̄).

�

5.1.2 Comparações e Exemplos

Exibimos no exemplo a seguir uma função que satisfaz as hipóteses do Teorema 5.3.

Exemplo 5.1 Seja C := R+ e K : C ⇒ C definido por K(x) = [0, 1] ∩ [2x, 3x].

Seja

f(x, y) = x(y − x)

Verificaremos agora, que a função definida acima, satisfaz as condições do Teorema

5.3, e portanto, o problema de quase-equiĺıbrio associada a ela possui solução. Note

que Fix(K) = [0, 1].

(Q1) Seja {y1, ..., ym} um subconjunto finito de C. Defina xi = x ≡ 0, ∀i ∈ Im e a

sequência zk ≡ 0, k ∈ N. Então zk → x = conv{x} e

f(zk, yj) = 0, ∀ j = 1, . . . ,m e ∀ k ∈ N.
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(Q2) Se x ∈ Fix(K), y ∈ K(x) tais que f(x, y) = x(y − x) < 0, então y < x 6= 0.

Tome ε = (x − y)/4 > 0 e y′ = y. Então z ∈ B(x, ε) ∩ Fix(K) implica que

0 6= z > y′ e o resultado segue.

(Q3) Tome o compacto L = {0} e o subconjunto finito {y1, · · · , yl} de C definido

por yi := 0, ∀i ∈ Il. Tome qualquer ε > 0 e obteremos o resultado desejado.

O Teorema 5.3 garante que o problema possui solução. De fato x̄ = 0 é uma solução

para o problema de quase-equiĺıbrio.

Note que a hipótese Q1 do Teorema 5.3, exige uma condição sobre f e uma

condição sobre a aplicação ponto-conjunto K. Nas condições exigidas na literatura

sobre existência de solução para problemas de quase-equiĺıbrio, as condições assumi-

das são convexidade ou quaseconvexidade de f(x, ·) : C → R, uma pergunta natural

é se a hipótese Q1 está relacionada com convexidade ou quaseconvexidade. Nos

exemplos a seguir podemos verificar.

O seguinte exemplo mostra que quaseconvexidade em y de f(x, y), não implica

na hipótese Q1.

Exemplo 5.2 Sejam C := R e K : C ⇒ C uma aplicação ponto-conjunto definida

por K(x) = [0, x], se x ≥ 0 e K(x) = [x/2, 0], se x < 0. Defina a bifunção

f : C×C → R por f(x, y) := y3−x3. Tome qualquer subconjunto finito {y1, · · · , ym},
onde yi := −2, ∀i ∈ Im e note que f(yi, x) < 0, para cada x ∈ Fix(K).

O próximo exemplo mostra que se uma função f(x, y) satisfaz Q1, ela não ne-

cessariamente é quaseconvexa em y.

Exemplo 5.3 Seja C := R, K : C ⇒ C definido por K(x) = [0, x]. Seja f :

C × C → R definida por f(x, y) := x(sin(y)− sin(x)). Para mostrar que f satisfaz

Q1, para qualquer subconjunto finito {y1, · · · , ym}, tome o subconjunto finito xi := 0,

∀i ∈ Im, então, para cada x ∈ co{xi1 , · · · , xip} = {0}, defina a sequência zk := x

(∀k ∈ N). A função f não é quaseconvexa em y.

Como podemos verificar nos exemplos 5.2 e 5.3, a hipótese Q1 e a quaseconve-

xidade de f(x, ·) são independentes. De fato, a hipótese Q1 exige ao mesmo tempo

uma condição sob f e sob a aplicação K. Uma pergunta relacionada a isso é: que

condição podemos exigir para a aplicação K para que uma função f(x, ·) quasecon-

vexa, satisfaça a hipótese Q1? Afim de estabelecer a relação entre essas hipóteses,

precisaremos das definições 5.3 a 5.6 abaixo.

Um Estudo da Hipótese Q1 e as Hipóteses da Literatura.

Nossas hipóteses
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• C subconjunto não vazio, convexo e fechado de um espaço de Banach real X.

• Seja K : C ⇒ C uma aplicação ponto-conjunto.

• Fix(K) não vazio e convexo.

• A bifunção f : C × C → R satisfaz f(x, x) = 0, ∀x ∈ C.

Hipóteses de CHANG e ZHANG [38]:

• X, Y espaços vetoriais topológicos.

• A,B subconjuntos não vazios e convexos de X, Y respectivamente.

Definição 5.3 Uma função h : C → R é quaseconvexa em C se, e somente se, para

todo x, y ∈ C e todo zt = (1− t)x+ ty ∈ [x, y], com t ∈ [0, 1],

h(zt) ≤ max{h(x), h(y)}.

Definição 5.4 (pag. 58 de AUSSEL et al. [4]) Uma função h : C → R é se-

miestritamente quaseconvexa em C se h é quaseconvexa em C e

h(x) < h(y)⇒ h(zt) < h(y), ∀zt ∈ [x, y[.

Para todo x, y ∈ C. Onde zt = (1− t)x+ ty, ∀t ∈ [0, 1[.

Definição 5.5 (pag. 209 de CHANG e ZHANG [38]) Uma função f : A ×
A → R é chamada 0-quaseconvexa diagonal em y se, para todo subconjunto

finito {y1, · · · , ym} ⊆ A e para cada y0 ∈ co{y1, · · · , ym}, existe um j ∈ Im tal que

f(y0, yj) ≥ 0.

Definição 5.6 (pag. 211 de [38]) Seja f : A×B → R. Então f é chamada de 0-

quaseconvexa generalizada em y se, para todo subconjunto finito {y1, · · · , ym} ⊂
A, existe um subconjunto finito {x1, · · · , xm} ⊂ B tal que, para cada subconjunto

finito {xi1 , · · · , xip} ⊂ {x1, · · · , xn} e qualquer x0 ∈ co{xi1 , · · · , xip}, existe um

j ∈ Ip tal que

f(x0, yij) ≥ 0.

Quando X = Y e A = B, então f 0-quaseconvexa diagonal implica f 0-

quaseconvexa generalizada.

Na sequência lembramos nossa hipótese Q1 para f : C × C → R:
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(Q1) Para todo subconjunto finito {y1, · · · , ym} ⊂ C, existe um subconjunto fi-

nito {x1, · · · , xm} of Fix(K), tal que, para cada subconjunto {xi1 , · · · , xip} of

{x1, · · · , xm} e para todo ponto x ∈ co{xi1 , · · · , xip}, existe um j ∈ Ip e uma

sequência {zk} ⊂ Fix(K), convergindo para x tal que, para cada k ∈ N vale

que

yij /∈ K(zk) ou f(zk, yij) ≥ 0.

A Proposição 5.1 abaixo estabelece a relação entre quaseconvexidade em y e

0-quaseconvexa diagonal em y.

Proposição 5.1 Seja f : A × A → R uma bifunção e seja A um subconjunto não

vazio e convexo de X. Se para cada x ∈ A valer que:

(i) f(x, x) ≥ 0;

(ii) o conjunto {y ∈ A : f(x, y) < 0} é convexo.

Então f é 0-quaseconvexa diagonal na segunda variável (Definição 5.5).

Demonstração: Suponha por absurdo que exista um subconjunto finito

{y1, · · · , ym} of C e y0 ∈ co{y1, · · · , ym} tal que f(y0, yi) < 0, para cada i ∈ Im,

assim,

y0 /∈ {x ∈ A; f(x, yi) ≥ 0}, ∀i ∈ Im

Logo

f(y0, yi) < 0, ∀i ∈ Im,

Portanto

yi ∈ {y ∈ A; f(y0, y) < 0}.

Como o conjunto {y ∈ A; f(y0, y) < 0} é convexo, temos que

co{y1, · · · , ym} ⊂ {y ∈ A; f(y0, y) < 0}.

Usando o fato que y0 ∈ co{y1, · · · , ym}, segue que f(y0, y0) < 0, absurdo. �

Proposição 5.2 Seja f : A × A → R uma bifunção e seja A um subconjunto não

vazio e convexo de X. Se para cada x ∈ A, a função f(x, ·) : A→ R é quaseconvexa

(definição 5.3), então ela satisfaz o item (ii) da Proposição 5.1.

Demonstração: De fato, sejam a, b ∈ {y ∈ A : f(x, y) < 0}. Queremos mostrar

que, ∀t ∈ [0, 1], (1− t)a+ tb ∈ {y ∈ A : f(x, y) < 0}. Para isso, note que f(x, a) < 0

e f(x, b) < 0, pois a, b ∈ {y ∈ A : f(x, y) < 0}. Como f(x, ·) é quaseconvexa, temos

que

f(x, (1− t)a+ tb) ≤ max{f(x, a), f(x, b)} < 0.

67



Logo (1− t)a+ tb ∈ {y ∈ A : f(x, y) < 0}. �

Observe que se uma função f(x, ·) : C → R é quaseconvexa, então ela satisfaz o

item (ii) da Proposição 5.1, portanto quando f(x, ·) é quaseconvexa em um problema

de quase-equiĺıbrio, então é 0-quaseconvexa diagonal em y.

• Sob a hipótese:

∀y ∈ K(y), ∃x ∈ K(x), such that y /∈ K(x). (5.8)

a convexidade de {y ∈ Fix(K) : f(x, y) < 0} junto com f(x, x) ≥ 0, ∀x ∈ C,

implica a hipótese Q1. Assim, quaseconvexidade semiestrita de f(x, ·) (exigida

em [4]), quaseconvexidade de f(x, ·) exigida em [3, 5, 26], sob (5.8) implica a

hipótese Q1. A hipótese 5.8 também é obtida quando Fix(K) = C.

• CUBIOTTI [3] e CASTELLANI e GIULI [5] exigem que o conjunto Fix(K)

seja fechado e C seja compacto, assim Fix(K) será compacto. Isso implica

nossa hipótese Q3 tomando L = Fix(K).

• Castellani e Giuli [5] exigem os itens (i) e (ii) da Proposição 5.1.

• AUSSEL et al. [4] requer f(x, x) = 0, ∀x ∈ C, que implica (i) da Proposição

5.1 e também supõe que f é semiestritamente quaseconvexa, que implica (ii) da

Proposição 5.1. Para observar a implicação, note que se uma função é semies-

tritamente quaseconvexa em C, por definição ela é quaseconvexa em C e pela

Proposição 5.2, funções quaseconvexas satisfazem o item (ii) da Proposição

5.1.

• CUBIOTTI [3] exige quaseconvexidade de f , que implica (ii) e f(x, x) = 0,

∀x ∈ C, que implica (i) da Proposição 5.1.

Na sequência mostraremos que nossa hipótese Q1 é menos restritiva que as

hipóteses da Proposição 5.1, portanto nossa hipótese Q1 é relacionada com as

hipóteses de Castellani e Giuli [5], Aussel et. al. [4] e Cubiotti [3].

Proposição 5.3 Seja C um subconjunto convexo e não vazio de um espaço de Ba-

nach real X. Seja f : C × C → R uma bifunção tal que f(x, x) ≥ 0, ∀x ∈ C.

Seja K : C ⇒ C uma aplicação ponto-conjunto com Fix(K) convexo. Se f é

0-quaseconvexa generalizada na segunda variável e K satisfaz:

∀y /∈ K(y), ∃x ∈ Fix(K) tal que y /∈ K(x). (5.9)

Então f satisfaz Q1.
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Demonstração: Seja {y1, · · · , ym} um subconjunto finito de C. Suponha

que yi ∈ Fix(K), ∀i ∈ Im. Como f é 0-quaseconvexa generalizada, existe um

subconjunto finito {x1, · · · , xm} de Fix(K) tal que, para todo subconjunto finito

{xi1 , · · · , xip} de {x1, · · · , xm}, e para cada x ∈ co{xi1 , · · · , xip}, existe um j ∈ Ip,
tal que f(x, yij) ≥ 0.. Defina a sequência zk := x, ∀k ∈ N e obtemos o resultado

desejado.

Se existe um j ∈ Im tal que yj /∈ K(yj), por (5.9), existe xj ∈ Fix(K) tal que

yj /∈ K(xj). Defina a sequência zk := xj. Portanto f satisfaz Q1. �

Corolário 5.1 Se f : C × C → R é quaseconvexa em y, f(x, x) ≥ 0, ∀x ∈ C e K

satisfaz:

∀y /∈ K(y), ∃x ∈ Fix(K) tal que y /∈ K(x).

Então f satisfaz Q1.

Demonstração: Já que f(x, x) ≥ 0, ∀x ∈ C e f é quaseconvexa em y, a Proposição

5.1 garante que f é 0-quaseconvexa diagonal, logo f é 0-quaseconvexa generalizada.

O resultado segue da Proposição 5.3. �

5.2 Aplicações

Nesta seção, estabelecemos algumas aplicações para problemas de desigualdades

quase-variacionais (DQV) e problemas de equiĺıbrio de Nash generalizado (PENG),

obtendo resultados de existência de solução para ambos os problemas.

5.2.1 Desigualdades Quase-Variacionais

Seja X um espaço de Banach real e X∗ seu dual topológico. Seja C um subcon-

junto fechado, convexo e não vazio de X. Dadas duas aplicações ponto-conjunto

T : X ⇒ X∗ e K : C ⇒ C, suponha que T possua valores compactos. O pro-

blema de desigualdade quase-variacional (DQV) foi introduzido nos trabalhos de

BENSOUSSAN et al. [55], BENSOUSSAN e LIONS [56], BENSOUSSAN e LIONS

[57, 58] e consiste em

QV I(K, f) :

{
encontrar x̄ ∈ K(x̄) tal que

∃x∗ ∈ T (x̄) com 〈x∗, y − x̄〉 ≥ 0, ∀y ∈ K(x̄).

Para verificar que um problema de desigualdade quase-variacional é um caso

particular de um problema de quase-equiĺıbrio, basta considerar a mesma aplicação

ponto-conjunto K e definir a seguinte função:

f(x, y) = sup
x∗∈T (x)

〈x∗, y − x〉 .
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Enunciamos a seguir uma aplicação do Teorema 5.3.

Teorema 5.4 Seja C um subconjunto não vazio convexo e fechado de um espaço

de Banach real X. Dada uma aplicação ponto-conjunto K : C ⇒ C. Suponha que

o conjunto de pontos fixos de K é não vazio e K(x) é fechado, para cada x ∈ C.

Assuma que valem as seguintes condições:

(i) Para todo subconjunto finito {y1, · · · , ym} ⊂ C, existe um subconjunto finito

{x1, · · · , xm} de Fix(K), tal que, para todo subconjunto finito {xi1 , · · · , xip}
de {x1, · · · , xm} e para qualquer x ∈ co{xi1 , · · · , xip}, xiste um j ∈ Ip e uma

sequência {zk} ⊂ Fix(K), convergindo para x tal que para cada k ∈ N vale

que

yij /∈ K(zk) ou sup
z∗k∈T (zk)

〈
z∗k, yij − zk

〉
≥ 0.

(ii) Se, para algum x ∈ Fix(K) e y ∈ K(x) valer que

sup
x∗∈T (x)

〈x∗, y − x〉 < 0

então, existe um ε > 0 e y′ ∈ C, tais que:

y′ ∈ K(z), sup
z∗∈T (z)

〈z∗, y′ − z〉 < 0, ∀z ∈ B(x, ε) ∩ Fix(K).

(iii) Existe um subconjunto compacto e não vazio L de Fix(K) e um subconjunto

finito {y1, · · · , yl} de C tal que, para cada w ∈ Fix(K) \ L, existe um ε > 0 e

um j ∈ Il satisfazendo:

yj ∈ K(z), sup
z∗∈T (z)

〈z∗, yj − z〉 < 0, ∀z ∈ B(w, ε) ∩ (Fix(K) \ L).

Demonstração: Defina f : C × C → R por f(x, y) = supx∗∈T (x) 〈x∗, y − x〉 , o

resultado segue diretamente do Teorema 5.3. �

5.2.2 Problema de Equiĺıbrio de Nash Generalizado

Nesta seção, nosso objetivo é obter um resultado de existência de solução para O

problema de equiĺıbrio de Nash generalizado (PENG). O PENG foi introduzido

por DEBREU [60], que generaliza o conceito de problema de equiĺıbrio de Nash

NASH [61, 62]. Uma pesquisa recente (survey) sobre PENG pode ser encontrado

em FACCHINEI e KANZOW [25]. O problema é definido a seguir:

Seja IN = {1, · · · , N} o conjunto de N jogadores e seja Cν subconjuntos não

vazios de espaços de Banach Xν , onde Cν o conjunto de estratégias de cada jogador
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ν ∈ IN . Denotamos o vetor de estratégias do conjunto de estratégias Cν por xν e

definimos

C :=
∏
ν∈IN

Cν = C1 × · · · × CN e C−ν :=
∏

µ∈IN\{ν}

Cµ,

ambos subconjuntos de X := X1 × · · ·XN . A função utilidade θν : C → R do

jogador ν e sua aplicação ponto-conjunto de restrições Kν : C−ν ⇒ Cν .

O problema de equiĺıbrio de Nash generalizado para o jogo generalizado

{Cν , θν , Kν}ν∈IN consiste em encontrar um ponto x̄ = (x̄1, · · · , x̄N) ∈ C tal que,

para qualquer ν ∈ IN , temos, x̄ν ∈ Kν(x̄
−ν) e x̄ = (x̄ν , x̄−ν) é solução do seguinte

problema de minimização

min
zν∈K(x̄−ν)

θν(z
ν , x̄−ν), (5.10)

isto é, consiste em encontrar um ponto x̄ = (x̄1, · · · , x̄N) ∈ C tal que, para cada

ν ∈ IN , temos, x̄ν ∈ Kν(x̄
−ν), x̄ = (x̄ν , x̄−ν) e θν(z

ν , x̄−ν) ≥ θν(x̄
ν , x̄−ν), para cada

zν ∈ K(x̄−ν). A aplicação K : C ⇒ C é dada por K(x) = K1(x−1) × K2(x−2) ×
· · · ×KN(x−N).

A seguir o teorema que estabelece condições para a existência de solução de

PENG.

Teorema 5.5 Seja {Cν , θν , Kν}ν∈IN um jogo generalizado como definido acima. Su-

ponha que o espaço de estratégias Cν é um subconjunto fechado, convexo e não vazio

de X para cada ν ∈ IN . Suponha que K(x) é fechado para cada x ∈ C. Suponha

que as seguintes condições são válidas:

(i) Para todo subconjunto finito {y1, · · · , ym} ⊂ C, existe um subconjunto fi-

nito {x1, · · · , xm} de Fix(K), tal que, para todo subconjunto {xj1 , · · · , xjp}
de {x1, · · · , xm} e para qualquer ponto x ∈ co{xj1 , · · · , xjp}, existe um q ∈ Jp
e uma sequência {zk} ⊂ Fix(K), convergindo para x tal que para cada k ∈ N,

vale que

yij /∈ K(zk) ou
N∑
ν=1

θν((yjq)
ν , (zk)−ν) ≥

N∑
ν=1

θν((z
k)ν , (zk)−ν).

(ii) Para cada x, y ∈ K(x) tais que
∑N

ν=1 θν(y
ν , x−ν) <

∑N
ν=1 θν(x

ν , x−ν),

então, existe um ε > 0 e um ponto ỹ ∈ C, tal que
∑N

ν=1 θν(ỹ
ν , z−ν) <∑N

ν=1 θν(z
ν , z−ν), ∀z ∈ B(x, ε) ∩ Fix(K).

(iii) Existe um subconjunto não vazio e compacto L de Fix(K) e um subconjunto

finito Yl := {y1, · · · , yl} de C tal que, para cada w ∈ Fix(K) \ L, existe ε > 0
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e yj ∈ Yl satisfazendo:

yj ∈ K(z),
N∑
ν=1

θν((yj)
ν , z−ν) <

N∑
ν=1

θν(z
ν , z−ν), ∀z ∈ B(w, ε)∩(Fix(K)\L).

(5.11)

Então o Problema de Equiĺıbrio de Nash Generalizado possui solução.

Demonstração: Defina f : C × C → R por

f(x, y) =
N∑
ν=1

θν(y
ν , x−ν)− θν(xν , x−ν) (5.12)

e defina a aplicação ponto-conjunto K : C ⇒ C por

K(x) := K1(x−1)×K2(x−2)× · · · ×KN(x−N). (5.13)

O resultado segue do Teorema 5.3.

�

Note que, a função f na prova do Teorema 5.5 é baseada na função de Nikaido-

Isoda NIKAIDO e ISODA [71]. Nós não exigimos nenhum tipo de continuidade

da aplicação ponto-conjunto K, enquanto que em CUBIOTTI [27], CUBIOTTI e

YAO [72] e CASTELLANI e GIULI [5], é exigida a semicontinuidade inferior da

aplicação. Em CUBIOTTI [27], CUBIOTTI e YAO [72] e CASTELLANI e GIULI

[5], a continuidade de θν é exigida, que implica na nossa hipótese (iii).
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Caṕıtulo 6

Considerações Finais

Neste trabalho estudamos duas classes de problemas importantes na literatura, o

Problema de Equiĺıbrio (PE) e o Problema de Quase-Equiĺıbrio. Primeiramente,

apresentamos o Problema de Equiĺıbrio e seus resultados sobre existência de solução

mais recentes IUSEM [7] e propomos uma regularização do tipo Tikhonov para

problemas de equiĺıbrio em espaços de Banach reflexivo, estendendo o trabalho de

OLIVEIRA et al. [8]. Mostramos a boa definição da trajetória Tikhonov, mostramos

que, sob certas condições a sequência dos subproblemas convergem para a solução

do problema de equiĺıbrio e estudamos condições que garantam que a sequência seja

limitada, analisando o que acontece com a trajetória Tikhonov. Constrúımos um

exemplo de uma bifunção de equiĺıbrio num espaço de Banach reflexivo que não é

Hilbert e que satisfaz as hipóteses do trabalho usando os resultados de KIEN [45] e

PRUS e SMARZEWSKI [48]. Esta parte do trabalho foi aceita nos Anais do XLVII

SBPO 2016, SOUSA et al. [49].

No estudo de Problemas de Equiĺıbrio, procuramos desenvolver um método

numérico para encontrar uma solução do PE. Apresentamos uma versão modifi-

cada do método trabalhado em SANTOS et al. [19], definimos o método do tipo

Quase-Newton para poblemas de equiĺıbrio. Mostramos que sobre certas hipóteses,

a sequência gerada pelo nosso método está bem definida, mostramos que o método

converge pelo menos linearmente para a solução do problema de equiĺıbrio usando

uma famı́lia de matrizes que satisfazem a propriedade da deteriorização limitada.

Além disso, apresentamos experimentos numéricos comparando com outros métodos

existentes na literatura. Esta parte do trabalho foi submetida no periódico Optimi-

zation Letters.

No nosso estudo sobre o Problema de Quase-Equiĺıbrio, definimos o problema

e fizemos uma breve apresentação do estado da arte das principais referências da

literatura sobre existência de solução do problema de quase-equiĺıbrio, destacando

os principais teoremas e as principais técnicas de demonstração de MOSCO [1],

NOOR e OETTLI [2], CUBIOTTI [3], AUSSEL et al. [4], CASTELLANI e GIULI
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[5] e COTRINA e ZÚÑIGA [26]. Destacamos que, nestes trabalhos são exigitar a

hipótese de compacidade no conjunto de restrições. Com a teoria desenvolvida em

JACINTO e SCHEIMBERG [9], mostramos o nosso resultado para problemas de

quase-equiĺıbrio: estabelecemos condições para existência de solução de problemas de

quase-equiĺıbrio sem exigir a hipótese de compacidade do conjunto de restrições. Fi-

nalmente, aplicamos a ferramenta desenvolvida na obtenção de existência de solução

para problemas de desigualdades quase-variacionais (DQV) e problemas de equiĺıbrio

de Nash generalizado (PENG) e comparamos com os trabalhos da literatura.

Como linha de futura pesquisa para Problemas de Equiĺıbrio e Problemas de

Quase-Equiĺıbrio podemos destacar: métodos numéricos para problemas de quase-

equiĺıbrio, por exemplo, métodos do tipo quase-newton para o problema de quase-

equiĺıbrio ou métodos que podem ter a sub-rotina definida pelo resultado de

existência de solução desenvolvido neste trabalho, onde podemos provar boa de-

finição de subproblemas usando o nosso resultado de existência de solução. Além

disso, pode-se verificar se é posśıvel desenvolver os métodos em dimensão infinita

(em espaços de Hilbert ou Banach).
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