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necessários à obtenção do t́ıtulo de Mestre em

Engenharia Civil.

Orientadores: Franciane Conceição Peters

Webe João Mansur

Rio de Janeiro

Abril de 2019
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Neste trabalho, o problema inverso da śısmica de exploração é abordado através

de duas técnicas baseadas na minimização da função objetivo de mı́nimos quadrados.

O problema não linear que estima a velocidade acústica do meio é resolvido pela

inversão da forma completa de onda, onde são implementadas e comparadas duas

estratégias multiescala com o objetivo de diminuir a não linearidade do problema.

Adicionalmente, é contemplado o pré-condicionamento do gradiente para auxiliar a

recuperação das regiões mais profundas do subsolo.

Por outro lado, o problema linear, que consiste em reconstruir o modelo de

refletividade verdadeira a partir de imagens migradas deficientes, é resolvido com

o algoritmo de migração reversa no tempo por mı́nimos quadrados. Os exemplos

numéricos demonstram que o operador inverso do problema de migração, estimado

de forma impĺıcita por meio de um processo iterativo semelhante ao do problema

não linear, tem propriedades deconvolutivas que permitem a obtenção de seções

migradas com melhor resolução e amplitudes mais balanceadas em profundidade.
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In this work, the inverse problem of exploration geophysics is solved through two

techniques based on the minimization of the least squares objective function. The

nonlinear problem that estimates the acoustic velocity of the medium is solved by

seismic full waveform inversion. For this, two multiscale strategies were considered

in order to mitigate the nonlinearity of the problem. In addition, a preconditioner

term that approximates the inverse of the Hessian matrix is contemplated to assist

in the imaging of the deeper parts of the model and improve the convergence of the

optimization algorithm.

On the other hand, the linear inverse problem that recovers the true subsurface

reflectivity model is solved by the least squares reverse time migration. The numeri-

cal examples performed here demonstrate that the inverse operator of the migration

problem (implicitly estimated by an iterative solver), has deconvolutive properties,

and thus, it can be used to obtain improved seismic sections with better resolution

and reflectors with more balanced amplitudes.
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3.1 A equação da onda acústica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

3.1.1 Discretização pelo método das diferenças finitas . . . . . . . . 28

3.1.2 Condições iniciais e de contorno . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

3.2 Cálculo do gradiente pelo método do estado adjunto . . . . . . . . . . 31

3.3 Algoritmo da FWI . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

viii
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Caṕıtulo 1

Introdução

A subsuperf́ıcie da Terra é extremamente heterogênea e abrange complexas estru-

turas geológicas que variam desde placas tectônicas e bacias sedimentares até os

microporos das rochas. Desde a invenção da sismologia moderna no final do sé-

culo XIX, numerosas técnicas de imageamento tem sido desenvolvidas com o intuito

de obter informações sobre a composição interna da Terra em cada uma das suas

porções.

Na indústria do petróleo, por exemplo, a sismologia de exploração emprega o mé-

todo śısmico de reflexão na prospecção de campos de óleo e gás, devido ao seu poder

de alcance em profundidade (geralmente até 10 km) e à sua alta resolução (YILMAZ,

2001). Este método baseia-se no processamento e interpretação dos traços śısmicos

adquiridos na superf́ıcie ou nos poços, onde um arranjo de receptores registra (a uma

taxa de amostragem pré-estabelecida) diversos eventos do campo de ondas elástico

(e.g. ondas refletidas, ondas refratadas, ondas difratadas, entre outros), propagado

no interior da crosta terrestre excitada por fontes śısmicas (AKI e RICHARDS,

1980). Os traços formam sismogramas onde estão contidas informações sobre as

coordenadas das fontes e receptores, informações cinemáticas referentes aos tempos

de trânsito dos eventos śısmicos e informações dinâmicas referentes à amplitude do

sinal (SANTOS, 2012).

O processo de reconstrução das propriedades f́ısicas da subsuperf́ıcie a partir dos

dados adquiridos é denominado inversão śısmica (AKI et al., 1977; BISHOP et al.,
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1985; NOLET, 1987; TARANTOLA, 1987). Os dois principais objetivos da inversão

śısmica consistem em obter uma imagem estrutural do subsolo (processo conhecido

como imageamento) e estimar os parâmetros elásticos e petrof́ısicos das rochas tais

como as velocidades de propagação, a densidade, a porosidade, a saturação de flui-

dos, entre outros.

Imageamento śısmico como um problema de duas escalas

Baseado na suposição de que o campo de ondas registrado permite recuperar as ca-

racteŕısticas do meio em duas escalas distintas, o imageamento śısmico convencional

lida com a parte cinemática e a parte dinâmica dos traços em duas etapas separadas

(BIONDI e ALMOMIN, 2013; MORA, 1989; WAPENAAR, 1996).

A etapa inicial consiste em resolver um problema inverso altamente não-linear,

onde é estimado um modelo de velocidade que honre a informação cinemática dos

eventos śısmicos. Tal modelo pode ser determinado, por exemplo, pela tomogra-

fia dos tempos de trânsito, considerada uma tecnologia robusta e de baixo custo

computacional (CHIU et al., 1986; LAMBARE et al., 2014; WOODWARD et al.,

2008). Tradicionalmente, este método é baseado na solução assintótica da equação

da onda1 para gerar traços sintéticos que são comparados iterativamente com certas

porções dos dados pré-processados (geralmente os tempos de trânsito das primeiras

chegadas ou das reflexões) e desta forma, inferir sobre a distribuição de velocida-

des da subsuperf́ıcie (BLEISTEIN, 1984). A solução assintótica permite resolver

unicamente as componentes de grande escala do meio, por isso o modelo de baixa

resolução espacial obtido com a tomografia é frequentemente conhecido como macro

modelo de velocidade, e é empregado como dado de entrada na etapa seguinte.

O segundo passo consiste em construir uma aproximação do mapa de refletivi-

1Segundo a teoria do raio, a simplificação assintótica aproxima a propagação de ondas entre as
fontes e os receptores como raios ortogonais as frentes de onda em meios isotrópicos, cuja trajetória
é alterada nas interfaces da subsuperf́ıcie e pode ser calculada resolvendo um problema de traçado
de raios ou a equação iconal. De acordo com JONES (2010), tal aproximação é aceitável se o
comprimento de onda do sinal śısmico for várias vezes menor do que o comprimento de onda
caracteŕıstico do meio. Em outras palavras, é requerido que o modelo de velocidade seja muito
mais suave do que o comprimento de onda da fonte. Por essa razão a solução assintótica é também
conhecida como a aproximação de alta frequência da equação da onda.
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dade, onde a informação dinâmica dos traços é utilizada para imagear as interfaces

refletoras do meio. Isto é feito através de técnicas de migração śısmica, que co-

lapsam as amplitudes das reflexões presentes nos sismogramas para suas corretas

posições em tempo ou profundidade (e.g. BIONDI e SYMES, 2004; CLAERBOUT

e DOHERTY, 1972; STOLT, 1978). Uma extensa revisão dos algoritmos de migra-

ção mais empregados no processamento śısmico é apresentada em ROBEIN (2010).

Finalmente, o modelo de refletividade é usado para delimitar as interfaces re-

fletoras das camadas e corpos geológicos durante a fase de interpretação. De igual

forma, a informação das amplitudes migradas é útil em outras técnicas geof́ısicas

como a análise AVO/AVA (amplitude-versus-afastamento/amplitude-versus-ângulo)

(GRAY et al., 2001). Assim, em conjunto com o estudo da geologia e a caracteriza-

ção petrof́ısica dos perfis de poço, o imagemento śısmico ajuda a diminuir a incerteza

na estimativa das reservas de hidrocarbonetos.

Como exemplo, a Figura 1.1 apresenta uma ilustração simbólica dos dois tipos

de resultados almejados durante o processo de inversão e imageamento tradicional

para o modelo sintético statics94 (LIU et al., 2011). A macro escala, que causa

principalmente o efeito de propagação descendente do campo de ondas e representa

as componentes de transmissão dos dados; e a micro escala, que causa o efeito de

espalhamento traduzido em componentes de reflexão. Segundo a terminologia em-

pregada por CLAERBOUT (1985), o macro modelo de velocidade m0 (Figura 1.1.b)

e a refletividade δm (Figura 1.1.c) conformam, respectivamente, as componentes de

baixa e alta frequência espacial do modelo real m (Figura 1.1.a).

Esta afirmação é corroborada na Figura 1.2, onde é posśıvel apreciar que as

partes baixas e altas do espectro do modelo sintético são resolvidas acertadamente

pelo modelo reconstrúıdo. Do mesmo modo, pode-se observar como a reconstrução

não reproduz corretamente a faixa das frequências intermediárias, deixando em evi-

dência uma das principais limitações do fluxo sequencial descrito anteriormente. A

metodologia de separação usa apenas uma componente dos dados de cada vez, o que

limita a resolução e a precisão de cada etapa (ALMOMIN, 2016).
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Figura 1.1: Ilustração da separação de escalas para o modelo sintético statics94 : a)
Velocidade real m. b) Macro modelo de velocidade m0. c) Modelo de refletividade
δm

Figura 1.2: Espectro do número de onda vertical kz para o modelo sintético sta-
tics94 (inspirado na figura clássica de CLAERBOUT (1985)). A área azul sinaliza a
influência do macro modelo de velocidade m0 na reconstrução do espectro, enquanto
a área vermelha representa a influência do modelo de refletividade δm. A falta de
precisão do espectro recuperado no intervalo entre as duas áreas coloridas, simbo-
liza a falta de informação de qualidade nos dados śısmicos necessária para resolver
os elementos de escala intermediária do subsolo e na inadequação dos métodos de
inversão śısmica utilizados.
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A impossibilidade de recuperar o espectro completo está intimamente relacionada

a dois fatores. O primeiro é a falta de sensibilidade dos dados śısmicos ao conteúdo

de escala intermediária do subsolo. Tal insensibilidade é produto das restrições

experimentais dos levantamentos de aquisição clássicos, caracterizados por “offsets”2

curtos, dados incompletos e fontes com banda de frequência insuficiente (JANNANE

et al., 1989); e ao fato de que a Terra tende a absorver certas componentes de energia,

especialmente a energia de alta frequência. Limitação das frequências nos registros

śısmicos se traduz em falta de informação nos modelos invertidos. O segundo motivo

pelo qual os dados śısmicos não podem ser invertidos para o modelo da Terra correto,

é porque as equações de modelagem são inconsistentes com os dados. Em outras

palavras, independentemente da natureza poro-viscoelástica da Terra, a maioria dos

métodos de inversão são fundamentados na propagação de ondas em meios acústicos,

que conseguem aproximar de forma simplista a complexidade cinemática e dinâmica

dos sismogramas adquiridos em campo.

Apesar destas limitações, o processo de inversão clássico conseguiu produzir re-

sultados satisfatórios em cenários geológicos relativamente simples e pouco heterogê-

neos, onde os métodos tomográficos são capazes de construir modelos de velocidade

suficientemente eficientes para garantir imagens migradas precisas, com interfaces

corretamente focadas e bem posicionadas (SCHUSTER, 2017). No entanto, em

áreas estruturalmente complexas com grandes variações laterais e altos contrastes

de velocidade (por exemplo, regiões com domos de sal e formações do pré-sal), as

aproximações f́ısicas inerentes à tomografia são inválidas e, portanto, os modelos ob-

tidos carecem da acurácia e da resolução necessárias para o imageamento satisfatório

das seções śısmicas (GEOLTRAIN e BRAC, 1993; MÉTIVIER et al., 2013).

Com a crescente demanda por recursos energéticos, a indústria dos hidrocarbo-

netos depende cada vez menos de reservatórios convencionais e rasos como fonte

principal de óleo e gás. Para abastecer a demanda atual, a geof́ısica de exploração

tem sido direcionada para prospectos mais profundos e desafiadores. Esta tendência

2Na aquisição śısmica, é o termo utilizado para referir-se à distância horizontal da fonte ao
centro da estação receptora (DUARTE, 2010).
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exige, naturalmente, o desenvolvimento de melhores tecnologias de aquisição, assim

como novas abordagens de inversão e imageamento.

Na atualidade, os levantamentos śısmicos com offsets longos, fontes com espec-

tro de frequência extendido (broadband) e ampla cobertura azimutal (wide-azimuth),

tem incrementado a quantidade e a qualidade dos dados registrados, reduzindo as

limitações por parte da aquisição (CORCORAN et al., 2007; SIRGUE, 2006). Pa-

ralelamente, o desenvolvimento no campo da computação de alto desempenho tem

proporcionado o processamento e a memória computacional suficientes para imple-

mentar tecnologias de inversão de alta resolução, capazes de aproveitar os recursos

das aquisições modernas e ultrapassar as limitações dos métodos convencionais em

cenários complicados. Tal é o caso dos métodos conhecidos como a inversão da forma

completa de onda (full-waveform inversion – FWI) e a migração reversa no tempo

por mı́nimos quadrados (least-squares reverse time migration – LSRTM).

Em linhas gerais, ambas as técnicas tem como objetivo encontrar um modelo de

propriedades que, por meio da modelagem da equação da onda, forneça um sismo-

grama sintético o mais próximo posśıvel do sismograma registrado em campo. Estes

processos são resolvidos de forma iterativa, no contexto de problemas de otimização

local. Nesta dissertação, a FWI e a LSRTM são apresentadas e implementadas com

o objetivo de recuperar, respectivamente, modelos de velocidade e refletividade mais

detalhados. Exemplos sintéticos são apresentados para testar a aplicação de diver-

sas estratégias que visam tornar mais eficiente o processo de convergência e obter

resultados de inversão mais robustos.

1.1 Revisão bibliográfica

Migração reversa no tempo por mı́nimos quadrados

O processo da migração mapeia a informação do domı́nio do dado śısmico para o

domı́nio do modelo de refletividade, o que, em teoria, requer a ação do operador

inverso à modelagem (CLAERBOUT, 1995). Não obstante, na prática, as técnicas
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convencionais empregam operadores adjuntos e condições de imagem aproximadas

para estabilizar a migração de dados imperfeitos, resultando em imagens deficien-

tes consideradas como uma versão desfocada das perturbações da subsuperf́ıcie. Isso

significa que, embora a migração trate a informação cinemática corretamente, as am-

plitudes das seções não representam com precisão o modelo de refletividade śısmica,

mesmo com o modelo de velocidade correto (RICKETT, 2003).

A migração por mı́nimos quadrados (LSM) procura contornar estes inconveni-

entes aproximando o operador inverso exato por um operador inverso generalizado

no contexto de um problema linear de mı́nimos quadrados. Este operador é defi-

nido como o inverso da matriz Hessiana no problema de imageamento (GUITTON,

2004). A técnica é considerada uma inversão linear no sentido de que, primeiro, é

estabelecida uma relação linear entre o modelo de refletividade e os dados śısmicos

pré-processados, e, posteriormente o modelo que honra as observações é recuperado

através de um algoritmo de inversão (LAILLY, 1983).

Durante os últimos anos, diferentes estudos tem demonstrado o potencial da LSM

para reduzir os artefatos de migração, remover as marcas de aquisição, compensar

a iluminação e aumentar a resolução das seções migradas (SCHUSTER, 2017; TU e

HERRMANN, 2015; WANG et al., 2017).

Dependendo da forma em que são computadas as funções de Green dos opera-

dores de migração e modelagem, é posśıvel classificar diferentes famı́lias de algorit-

mos. Historicamente, os primeiros trabalhos que introduziram o conceito da LSM

foram desenvolvidos usando operadores integrais de Kirchhoff (LAMBARÉ et al.,

1992; SCHUSTER, 1993). A primeira aplicação da migração Kirchhoff por mı́ni-

mos quadrados em dados reais foi realizada por NEMETH et al. (1999), através

de um algoritmo iterativo de gradiente conjugado pré-condicionado e regularização

para compensar a amostragem espacial deficiente nos dados. Posteriormente, com

a substituição das aproximações assintóticas por métodos baseados em diferenças

finitas, surgiram implementações da LSM com operadores de onda unidirecional

(one-way wave equation), como por exemplo RICKETT (2003), KÜHL e SACCHI
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(2003) e TANG (2009). Porém, ambas as abordagens apresentam as desvantagens

inerentes aos seus respetivos operadores de migração, tais como a dificultade de pro-

jetar refletores superficiais e imagear múltiplas em estruturas complexas (no caso de

Kirchhoff) e lidar adequadamente com variações laterais de velocidade e refletores

inclinados mais de 70◦, no caso da migração one-way (GRAY et al., 2001).

Mais recentemente, o método de LSM foi associado ao operador da migração

reversa no tempo (Reverse time migration – RTM). A grande vantagem da migra-

ção RTM em relação aos operadores antes mencionados, é que esta usa a equação

completa da onda como operador para extrapolar em tempo o campo de ondas em

todas as direções, conseguindo imagear estruturas geológicas complexas com grande

precisão (BAYSAL et al., 1983; ETGEN et al., 2009).

A combinação entre a migração RTM e a inversão LSM é conhecida na literatura

como migração reversa no tempo por mı́nimos quadrados (LSRTM), e é considerada

o estado da arte das tecnologias de imageamento śısmico (TAN e HUANG, 2014b;

YAO e WU, 2015), especialmente em regiões do pré-sal, onde a migração RTM

convencional apresenta limitações consideráveis.

Geralmente, os operadores da LSRTM estão baseados na equação de onda acús-

tica linearizada com densidade constante. No entanto, as aplicações deste método

estão sendo estendidas para representações mais realistas do problema de imagea-

mento. Por exemplo, estudos recentes investigaram o desempenho da LSRTM em

dados multicomponente considerando a densidade variável, visando mitigar a inter-

ferência entre as imagens de refletividade acústica e elástica (e.g. CHEN e SACCHI,

2017, 2018; FENG e SCHUSTER, 2017; GUO e MCMECHAN, 2018). Adicio-

nalmente, outros autores tem apresentado abordagens que contemplam o efeito de

diversos tipos de anisotropia e viscosidade na imagem invertida (CHEN et al., 2017;

QU et al., 2017; ZHEN-CHUN et al., 2014).

Por outro lado, a LSRTM tem sido formulada tanto no domı́nio do dado quanto

no domı́nio da imagem. FLETCHER et al. (2016) apresentou comparações entre as

duas formulações, assim como considerações para aplicações práticas em cada caso.
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Em termos gerais, a implementação no domı́nio da imagem demanda menor custo

computacional se comparado com o domı́nio do dado, posto que esta última requer

várias iterações no processo de minimização da função objetivo. Neste sentido, di-

ferentes estratégias tem sido desenvolvidas para tornar a formulação no domı́nio

do dado computacionalmente mais eficiente, como por exemplo comprimir os dados

śısmicos com métodos de codificação de fase, onde a informação contida em vários

sismogramas é migrada ao mesmo tempo. A compressão pode ser feita com codifi-

cação de fase aleatória, codificação de fase de onda plana, codificação de amplitude,

codificação determińıstica, entre outros (e.g. DAI et al., 2012; HERRMANN e LI,

2012).

Algumas das tendências atuais no campo da LSRTM buscam diminuir a sensi-

bilidade da imagem invertida aos erros no macro modelo de velocidade com o uso

de diferentes condições de imagem (TAN e HUANG, 2014a; YANG et al., 2017),

funções objetivo alternativas (ZHANG et al., 2015), e a inversão conjunta das re-

flexões primárias com as múltiplas da superf́ıcie (WONG et al., 2015; ZHANG e

SCHUSTER, 2014).

Inversão da forma completa de onda

A inversão da forma completa de onda é um processo de otimização não linear capaz

de gerar modelos de velocidade da subsuperf́ıcie de alta resolução. O objetivo da

FWI é ambicioso no sentido de que, em teoria, transcende o conceito de separação de

escala apresentado na seção anterior. Em contrapartida, a técnica tenta caracterizar

um espectro de frequência espacial amplo e cont́ınuo da subsuperf́ıcie, agrupando a

reconstrução do macro modelo de velocidade e a migração em um único processo

(VIRIEUX e OPERTO, 2009).

A FWI é concebida como um problema inverso não linear dado que a relação

entre os dados śısmicos e os parâmetros do subsolo é estabelecida de forma não linear

através da equação da onda completa. Uma vez que os métodos de inversão estocás-

tica resultam excessivamente caros na aplicação de problemas de grande escala, este
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problema inverso é resolvido geralmente por algoritmos de minimização iterativos,

de forma determińıstica.

A origem da FWI remonta ao ińıcio da década de 80, quando TARANTOLA

(1984a) reformulou a teoria do problema inverso no domı́nio do tempo para dados

śısmicos. Sua abordagem, que considerou: 1) a propagação direta do campo de on-

das completo para predizer os dados observados, 2) a propagação reversa do campo

gerado pelos reśıduos entre os dados observados e os dados sintéticos, 3) a correlação

dos dois campos em cada ponto do espaço para criar o gradiente, e 4) a minimiza-

ção iterativa da função objetivo de mı́nimos quadrados dos reśıduos, constitui o

fundamento da técnica na atualidade.

Em conjunto com o trabalho de Tarantola, outros autores ajudaram a estabele-

cer o conhecimento e interesse da academia e da indústria do petróleo nas décadas

seguintes. Por exemplo, o trabalho de GAUTHIER et al. (1986) apresentou as

primeiras aplicações do método em três modelos acústicos 2D com estruturas geo-

métricas simples. Apesar das limitações computacionais da época, eles deixaram em

evidência o potencial da FWI. Também indagaram sobre a necessidade de contar

com uma boa cobertura das fontes, a importância de precondicionar o gradiente

para otimizar a convergência do algoritmo e a dependência do resultado invertido

com o modelo inicial. As primeiras implementações em modelos elásticos 2D seriam

desenvolvidas mais tarde por MORA (1987, 1988) e CRASE et al. (1990).

Posteriormente, (BUNKS et al., 1995) mostraram o primeiro exemplo prático da

FWI em um modelo sintético geologicamente complexo. Nesse estudo, foi atingida

uma melhor resolução no modelo reconstrúıdo através de uma estratégia multiescala,

que inverte primeiro os dados de baixa frequência para obter uma estimativa suave do

modelo de velocidade, e paulatinamente incorpora o resto do conteúdo de frequências

nas iterações posteriores, reduzindo a sensibilidade aos mı́nimos locais.

Todos os estudos iniciais da FWI foram desenvolvidos no domı́nio do tempo,

até que PRATT (1999) e PRATT e SHIPP (1999) reformularam o problema no

domı́nio da frequência, onde basicamente é resolvido um problema de valor de con-
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torno estacionário. Graças a essa nova formulação, a maior parte das limitações

computacionais da época puderam ser superadas e o método tornou-se viável para

experimentos 2D de grandes dimensões. Mais tarde, SIRGUE e PRATT (2004) con-

solidaram a aplicação da FWI neste domı́nio, ao demonstrar que é posśıvel obter

resultados acertados limitando eficientemente a inversão a apenas um grupo redu-

zido de frequências, tirando vantagem da forte redundância do conteúdo de número

de onda nos dados. A implementação da FWI no domı́nio da frequência é equiva-

lente à FWI no domı́nio do tempo quando todas as frequências são consideradas

simultaneamente (PRATT et al., 1998).

Finalmente, os resultados revolucionários apresentados por SIRGUE et al. (2009)

incrementaram drasticamente o interesse da indústria do petróleo no método. Neste

estudo, a inversão FWI 3D de dados OBC (Ocean Bottom Cable) do campo Valhall,

foi capaz de resolver canais de alta velocidade na parte rasa do modelo e chaminés

de gás acima do reservatório, que não tinham sido detectados antes por métodos

convencionais.

Desde então, inúmeros trabalhos tem sido focados em contornar as principais li-

mitações da FWI clássica e tornar a técnica mais robusta. Como a norma de mı́nimos

quadrados assume uma distribuição Gaussiana dos reśıduos (TARANTOLA, 1987),

geralmente é exigido um controle de qualidade dos dados observados prévio à inver-

são. Como alternativa, a FWI tem sido abordada com funções objetivo diferentes,

tais como a função de transporte ótimo (MÉTIVIER et al., 2016), a função objetivo

adaptativa (WARNER e GUASCH, 2016), a RWI (reflection waveform inversion)

(YAO e WU, 2017), entre outras. Abordagens da FWI mais complexas levam em

consideração elasticidade (GUO e ALKHALIFAH, 2017), anisotropia (WARNER

et al., 2013) e viscosidade (YANG et al., 2016).

Embora exista um número crescente de histórias de sucesso em aplicações reais, a

aplicação da FWI a alvos geológicos mais profundos e estruturas complexas continua

sendo um desafio. Mesmo sendo uma proposta desafiadora desde o ponto de vista

computacional, a FWI continua a evoluir, fazendo novas e importantes contribuições
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para a obtenção de imagens śısmicas mais precisas.

1.2 Objetivos e estrutura da dissertação

O objetivo desta dissertação é o de implementar dois métodos de inversão śısmica

como problemas de otimização baseados em operadores adjuntos, a saber, a inversão

da forma completa de onda, e a migração reversa no tempo por mı́nimos quadra-

dos. Os dois problemas são resolvidos no domı́nio do tempo com propagadores de

diferenças finitas. Modelos 2D foram utilizados para testar tais metodologias.

O presente caṕıtulo introduz o problema de inversão e imageamento de dados

śısmicos, tema no qual esta dissertação se insere. Adicionalmente, é apresentada

brevemente uma revisão bibliográfica das duas técnicas de inversão abordadas.

No caṕıtulo 2, os principais algoritmos de inversão são apresentados, fazendo

referência ao método de Newton e às famı́lia de métodos tipo gradiente, que formam

as bases da teoria de otimização sem restrição.

No caṕıtulo 3, é apresentado o método de inversão não linear de FWI. Aqui são

descritos aspectos relevantes à modelagem da equação da onda em meios acústicos,

assim como a formulação do método do estado adjunto para o cálculo do gradiente.

Por último, são implementadas duas técnicas da abordagem múltiescala e uma téc-

nica de pré-condicionamento do gradiente.

No caṕıtulo 4, é introduzido o problema inverso linear da LSRTM para recupe-

ração da refletividade do subsolo, assim como a linearização da equação da onda

acústica. Alguns experimentos numéricos são desenvolvidos em modelos com geo-

metrias simples e um modelo geologicamente complexo para avaliar o desempenho

da técnica.

As conclusões, sugestões dos posśıveis trabalhos futuros e algumas discussões

referentes às metodologias empregadas são apresentadas no último caṕıtulo.
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Caṕıtulo 2

Algoritmos de inversão

2.1 Problema direto

O problema direto consiste em produzir um conjunto de medições d através da ação

das leis f́ısicas sobre um sistema, representado por um modelo de parâmetros m

(TARANTOLA, 2005). O problema direto pode ser expresso como

G(m) = d, (2.1)

onde G constitui o operador de modelagem direta, frequentemente representado por

uma equação diferencial parcial (EDP), que estabelece a relação entre o modelo f́ısico

e os dados. No problema direto, os parâmetros da EDP como as condições inciais,

as condições de contorno, as fontes, os coeficientes dos materiais e a geometria do

domı́nio, são conhecidos. Em geral, os problemas diretos são considerados problemas

bem postos, ou seja, eles têm solução, a solução é única e se comportam de forma

estável (HADAMARD, 1902).

No método śısmico, o problema direto mais importante descrito pela Equação

2.1 faz referência à modelagem da propagação do campo de ondas registrado em

superf́ıcie, governada pela equação da onda. Tanto o espaço do modelo quanto o

do dado podem ter dimensão infinita, se a relação entre eles é descrita por meio

de uma função. No entanto, é comum discretizar ambos espaços de forma que
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m = (m1,m2, ...,mn)T contem os n elementos que compõem o espaço finito de

parâmetros, e d = (d1, d2, ..., dm)T é o vetor de m amostras de observações geradas

(ZHDANOV, 2015). Nesse contexto, m geralmente descreve o espaço 2D ou 3D

discretizado de algum parâmetro elástico do subsolo, enquanto d é discretizado em

função do número finito de receptores distribúıdos na superf́ıcie como planos 2D

horizontais ou linhas 1D, dependendo do tipo de aquisição (BERTERO e PIKE,

1992).

2.2 Problema inverso

Contrariamente, o problema inverso tenta reconstruir o modelo de parâmetros m a

partir de observações indiretas, d, feitas sobre ele, segundo a relação:

m = G−1(d). (2.2)

Porém, existem diversos inconvenientes associados à solução da Equação 2.2. Isto

deve-se ao fato de que, diferentemente dos problemas diretos, os problemas inversos

geralmente são mal postos e, portanto, não é posśıvel garantir a existência de uma

única solução. Isto acontece quando o modelo matemático que descreve a f́ısica do

problema direto é inexato e, portanto, vários modelos são capazes de explicar os da-

dos observados (RAMM, 1986).Por outro lado, na maioria dos experimentos reais,

os dados são incompletos e estão contaminados com rúıdo, o que prejudica a esta-

bilidade do processo de inversão. Instabilidades na inversão surgem frequentemente

devido ao fato de que uma pequena mudança na medição leva a grandes mudanças

no modelo (ZHOU, 2014).

Dependendo da natureza do operador, os problemas inversos podem ser classi-

ficados em problemas inversos não lineares e problemas inversos lineares (MENKE,

1989). Neste trabalho, ambos os tipos de problemas foram abordados no contexto

da inversão śısmica por mı́nimos quadrados. O problema não linear apresentado no

caṕıtulo 3 corresponde à inversão do campo completo de ondas (FWI), que considera
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todos os eventos reproduźıveis pela equação da onda completa, como a onda direta,

as reflexões e múltiplas de ordens superiores. A FWI é uma inversão não linear no

sentido de que o macro modelo de velocidade do qual depende o operador de mo-

delagem é atualizado a cada iteração. Por outra parte, no caṕıtulo 4 foi abordado

o problema da migração por mı́nimos quadrados, considerado um problema linear

no sentido de que a inversão apenas considera as reflexões e difrações de primeira

ordem que dependem linearmente da distribuição de refletividade. Neste caso, o

macro modelo de velocidade que estabelece o percurso das ondas propagadas em

direção descendente, permanece fixo durante todas as iterações.

2.3 Problema inverso não linear

Os problemas não lineares fazem referência ao tipo de problemas onde a relação

entre os dados observados, d, e o modelo de parâmetros, m, é descrita de forma

não linear. Para obter a solução m∗ de um problema não linear de grande escala,

implementam-se métodos de otimização local, que consistem na minimização da

função objetivo escalar generalizada

min
m∈IRn

E(m), (2.3)

onde E(m) é pelo menos duas vezes diferenciável e satisfaz a condição E(m∗) ≤

E(m), para todo m. Em geral, o funcional da Equação 2.3 é não convexo e sofre

da presença de vários mı́nimos locais que geralmente impedem a convergência para

a solução verdadeira (NOCEDAL e WRIGHT, 2006). Como exemplo, a Figura 2.1

apresenta o espaço de soluções para uma função de duas variáveis não quadrática.

Como dito anteriormente, o problema inverso não linear abordado neste trabalho

corresponde à inversão do campo de ondas completo (FWI). Convencionalmente, a

FWI é concebida como um problema de otimização de mı́nimos quadrados, ou seja,
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Figura 2.1: a) Representação gráfica de uma função objetivo não linear de duas
variáveis com presença de vários mı́nimos locais. (b) Curvas de ńıvel da função
objetivo. Os vetores azuis indicam a direção negativa e a magnitude do gradiente
∂E(m)
∂m

ao longo da superf́ıcie.

o funcional a ser minimizado é definido por:

min
m∈IRn

E(m) =
1

2
‖G (m)− d‖22 =

1

2
∆dT∆d, (2.4)

onde ‖·‖22 indica o quadrado da norma L2, equivalente ao produto interno do reśıduo

∆d entre dados calculados (G(m) = dcal) e dados observados d.

Este tipo de problema é resolvido empregando métodos iterativos de forma de-

termińıstica, onde apenas é garantida a convergência local. Isto quer dizer que,

partindo de um modelo inicial m0 conhecido, o mı́nimo local mais próximo da fun-

ção objetivo é encontrado e corresponde ao modelo m̂ que minimiza os reśıduos.

A forma como o modelo é atualizado a cada iteração varia dependendo do al-

goritmo implementado. A seguir são apresentados brevemente alguns exemplos dos

métodos mais populares de minimização, sendo que uma descrição mais completa

pode ser encontrada em NOCEDAL e WRIGHT (2006).
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2.3.1 Método de Newton

O método de Newton é baseado na expansão em série de Taylor de segunda ordem

da função objetivo da Equação 2.4 em torno ao modelo atual m0 ∈ IRn dada por:

E(m0 + ∆m) = E(m0) + ∆mTg +
1

2
∆mTH∆m, (2.5)

onde E(m0 + ∆m) é a função quadrática tangente a E(m) com a mesma curvatura

local, ∆m indica a perturbação necessária para atualizar linearmente o modelo m =

m0 + ∆m, g = ∂E(m0)
∂m

é o vetor gradiente de dimensão n, e H = ∂2E(m0)
∂m2 é a matriz

Hessiana de derivadas segundas com dimensão n× n,

Os parâmetros de m que minimizam a Equação 2.5 correspondem necessaria-

mente a um ponto estacionário (assumindo que H é positiva definida),

∂E(m0 + ∆m)

∂∆m
=
∂E(m0)

∂m
+
∂2E(m0)

∂m2
∆m = 0,

∂2E(m0)

∂m2
∆m = −∂E(m0)

∂m
,

(2.6)

dessa forma obtêm-se a perturbação ótima do modelo (VIRIEUX e OPERTO, 2009),

∆m = −
(
∂2E(m0)

∂m2

)−1
∂E(m0)

∂m

= −

[(
∂G(m0)

∂m

)T(
∂G(m0)

∂m

)
+

(
∂2G(m0)

∂m2

)T

(G(m0)− d)

]−1

×
(
∂G(m0)

∂m

)T

(G(m0)− d)

=

[
LTL−

(
∂L

∂m

)T

∆d

]−1
LT∆d,

(2.7)

onde L = ∂G(m0)
∂m

= ∂dcal

∂m
é a matriz de derivadas de Fréchet de dimensão m × n

(também conhecida como matriz de sensibilidade ou matriz Jacobiana) e ∆d =

d−G(m0) = d− dcal. Escrevendo de forma compacta a Equação 2.7, tem-se:

∆m = [Ha + Hr]
−1 g (2.8)
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com

Ha = LTL, (2.9)

Hr = −
(
∂L

∂m

)T

∆d (2.10)

e

g = LT∆d =

(
∂dcal
∂m

)T

∆d. (2.11)

Finalmente, o processo iterativo é realizado segundo a expressão

mk+1 = mk + ∆mk

mk+1 = mk −H−1k gk

(2.12)

onde k indica a iteração atual e k+1 a iteração futura. Quando o método de Newton

é implementado em problemas lineares quadráticos e próximos ao mı́nimo global, a

solução é obtida em apenas uma iteração, se o gradiente e a Hessiana são calculados

com precisão. Para problemas inversos não lineares de grande escala, o processo

iterativo da Equação 2.12 requer um grande número de iterações para convergir até

o mı́nimo (ou até atingir um determinado critério de parada).

Matematicamente, a matriz Hessiana fornece uma medida da curvatura local da

superf́ıcie de erro n-dimensional para o modelo atual e descreve a variação da função

objetivo em relação às alterações nos pares de parâmetros do modelo ∂2E(m)
∂mimj

. No

problema de inversão śısmica, ela contém informações cruciais no processo de recons-

trução do modelo (SANTOSA e SYMES, 1999). A Hessiana atua como operador

de deconvolução para compensar os efeitos de espalhamento geométrico e focalizar o

gradiente (PRATT et al., 1998). Porém, a matriz completa raramente é computada

de forma expĺıcita devido ao alto custo que representa seu cálculo, armazenamento e

inversão a cada iteração. Portanto, outros métodos mais baratos têm sido propostos.
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2.3.2 Método de Gauss-Newton

Dos dois termos que compõem a Hessiana completa, o segundo termo, Hr, é o mais

dif́ıcil de se calcular. Este termo representa as mudanças no vetor gradiente em rela-

ção aos eventos não-lineares de segunda ordem (PRATT et al., 1998). MÉTIVIER

et al. (2015) demonstraram a importância de se incluir este termo no contexto da

inversão multiparamétrica, dado que permite diminuir a interferência (cross-talk)

entre os parâmetros elásticos. No entanto, a Hessiana residual é frequentemente

negligenciada com o argumento de que teria pouca influência quando os reśıduos são

pequenos ou quando o problema é quasi-linear (i.e. quando as não linearidades em

E(m) são pequenas) (TARANTOLA, 1987). O método de Gauss-Newton é derivado

quando é considerada apenas a Hessiana aproximada, Ha, onde a perturbação do

modelo é dada pela expressão

∆m =
(
LTL

)−1
LT∆d ou

∆m = H−1a g.

(2.13)

De forma iterativa, a solução do problema é obtida segundo a relação

mk+1 = mk + αkpk, (2.14)

onde pk = −H−1ak gk é definido como a direção de busca, e o passo αk, assumido igual

a 1 no método de Newton, é um valor escalar positivo calculado através de técnicas de

busca em linha (e.g. backtracking line-search), que garantem a diminuição monótona

da função objetivo e a convergência para o mı́nimo local segundo as condições de

Wolfe (GAUTHIER et al., 1986; NOCEDAL e WRIGHT, 2006). O passo deve ser

pequeno o suficiente para evitar a divergência do algoritmo, e grande o suficiente para

permitir que o algoritmo avance eficientemente. Outras alternativas para estimar

o passo αk consistem em métodos de interpolação quadrática ou cúbica (e.g. LIU

et al., 2017; VIGH et al., 2009), ou pelo método de diferenças finitas (e.g. PRATT

et al., 1998; YANG et al., 2015b) .
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2.3.3 Gradiente descendente e Gradiente conjugado

Uma simplificação mais forte consiste em substituir a Hessiana H pela matriz iden-

tidade I e estabelecer a direção de busca simplesmente como o gradiente negativo,

pk = −gk. Esta abordagem é conhecida como o método de gradiente descendente

(GD), onde o valor da função objetivo é diminúıdo segundo a expressão:

mk+1 = mk − αkgk. (2.15)

Neste caso, o papel do passo α pode ser entendido como o valor que escala as

unidades do vetor gradiente às unidades do modelo (PRATT et al., 1998).

Devido à sua convergência linear, este método requer um maior número de ite-

rações para atingir um mı́nimo da função objetivo e é considerado o método mais

lento dos mencionados neste caṕıtulo. Com efeito, existe a possibilidade de que o

algoritmo de gradiente descendente escolha passos na mesma direção do que passos

anteriores, tornando-o pouco eficiente.

Para contornar este problema, é posśıvel atualizar o modelo fazendo com que

a direção de busca seja uma combinação linear do gradiente atual com direções de

busca anteriores (HU et al., 2011). Esta ideia descreve o método dos gradientes

conjugados (GC), que evita a busca repetitiva através da modificação do gradiente

da equação 2.15 em cada iteração de uma forma elegante, em que não é necessário

armazenar direções de busca anteriores a pk−1. A solução do problema de otimização

pelo método dos gradientes conjugados é dada pela expressão:

mk+1 = mk + αkpk, (2.16)

com

pk =

−gk, se k = 0

−gk + βkpk−1, se k ≥ 1
, (2.17)

onde βk é um parâmetro escalar que possui muitas variantes, e cada uma delas leva a

diferentes versões do algoritmo de GC. Algumas das mais populares são apresentadas
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em REEVES e FLETCHER (1964) e POLAK e RIBIERE (1969). Neste trabalho,

foi empregada a formulação de DAI e YUAN (1999), onde β é definido como:

βk =
gT
k gk

yT
kpk−1

, (2.18)

e yk = gk−gk−1. Note-se que na primeira iteração, as direções de busca dos métodos

GD e GC são equivalentes.

Para acelerar a taxa de convergência dos métodos gradientes, é posśıvel pré-

condicionar o gradiente com qualquer informação referente à curvatura da função

objetivo. Esta operação consiste basicamente em transformar o sistema de equa-

ções em um sistema com a mesma solução, mas com propriedades espectrais mais

estáveis (RICKETT, 2003). Dentre os variados pré-condicionadores dispońıveis no

problema de inversão śısmica, neste trabalho foi utilizada a compensação por ilumi-

nação (PLESSIX e MULDER, 2004). Desta forma, a direção de busca da Equação

2.17 pode ser modificada como

pk =

−P(mk)gk, se k = 0

−P(mk)gk + βkpk−1, se k ≥ 1
, (2.19)

onde o operador diagonal P(mk) aproxima os efeitos da inversa da pseudo-Hessiana

(SHIN et al., 2001), normalizando o gradiente pelo campo da fonte para compensar

a perda de iluminação na propagação direta.

2.3.4 Método Quasi-Newton (L-BFGS)

Os métodos quasi-Newton apresentam outra alternativa que leva em consideração a

curvatura da função objetivo e ao mesmo tempo evita o calculo expĺıcito da Hessiana.

Isto é feito através de um operador inverso aproximado B−1≈H−1, de modo que a

atualização do modelo é da forma:

mk+1 = mk − αkB−1k gk. (2.20)
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Atualmente, o algoritmo de Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno de memória li-

mitada (L-BFGS) é o algoritmo mais popular dentro da famı́lia dos métodos quasi-

Newton devido à sua eficiência, especialmente em problemas com grande número

de variáveis (NOCEDAL e WRIGHT, 2006). Este método calcula recursivamente o

produto B−1k gk com um número limitado l de pares de vetores gradiente e pertur-

bações do modelo (de dimensão n), sem a necessidade de formar explicitamente a

matriz Bk ou a sua inversa. Partindo de uma aproximação inicial B−10k
(que pode,

inclusive, variar a cada iteração) e adotando yk = gk+1 − gk e sk = mk+1 −mk, a

direção de busca para a k−ésima iteração é calculada da forma:

Algoritmo 1: Cálculo da direção de busca pk = B−1k gk.

Entrada: gk e B−10k

ińıcio
Faça q = gk;
para i=k-1,...,k-l faça

ρi = 1
yT
i si

vi = ρis
T
i q

q = q− viyi
fim para
r = B−10k

q

para i=k-1,...,k-l faça
β = ρiy

T
i pk

pk = pk + si(vi − β)
fim para
pk = B−1k gk

fim

A grande vantagem do algoritmo recursivo para a aproximação de B−1k gk é que,

sem considerar a multiplicação B−10k
q, apenas 4ln multiplicações são realizadas.

Finalmente, a solução do problema é encontrada como apresentado no Algoritmo

2. Devido à sua convergência superlinear, o método L-BFGS usualmente requer

menos iterações do que os métodos de gradiente descendente e gradientes conjugados.

Neste trabalho, os resultados obtidos com o algoritmo L-BFGS foram calculados

através da biblioteca de otimização disponibilizada pelo consórcio Seiscope (MÉTI-

VIER e BROSSIER, 2016).
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Algoritmo 2: Método L-BFGS.

Entrada: m0 e l
Sáıda: Aproximação para m∗

ińıcio
Faça k = 0;
enquanto os critérios de parada não sejam satisfeitos,

Escolha uma aproximação inicial para B−10k

Compute pk = −B−1k gk com o Algoritmo 1
Calcule o passo αk (busca em linha);
mk+1 = mk + αkpk;
se k>l então

Descartar os vetores sk−l e yk−l
fim se
sk = mk+1 −mk;
yk = gk+1 − gk;
k = k + 1

fim enquanto

fim

2.4 Problema inverso linear

Os problemas lineares fazem referência ao tipo de problema onde a relação entre os

dados observados e o modelo de parâmetros é descrita linearmente. Neste caso, a

Equação 2.1 é reescrita da forma

Lm = d, (2.21)

onde L é um operador independente do modelo m, que pode ser discretizado e

representado por uma matriz retangular (PLESSIX, 2006).

Uma das abordagens mais adotadas para achar a solução destes problemas é o

critério de mı́nimos quadrados, já que conduz a um sistema linear de equações. A

função objetivo da Equação 2.4 pode ser reescrita como:

min
m∈IRn

E(m) =
1

2
‖Lm− d‖22. (2.22)

Em problemas lineares, a superf́ıcie de n-dimensões que conforma o espaço de

soluções da função objetivo é convexa e o seu único mı́nimo local coincide com o

mı́nimo global. Na Figura 2.2, é apresentado o espaço de soluções gerado pela função
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quadrática para o caso em que m = (m1,m2).

A função objetivo é minimizada em relação ao modelo de parâmetros quando o

gradiente g = ∂E(m)
∂m

é zero,

∂E(m)

∂m
= LT(Lm− d) = 0, (2.23)

dando origem às equações normais

LTLm = LTd. (2.24)

A solução formal de mı́nimos quadrados m̂ é obtida resolvendo o sistema:

m̂ = (LTL)−1LTd. (2.25)

Figura 2.2: a) Representação gráfica da função objetivo de duas variáveis para o
problema inverso linear. O espaço de solução tem forma de paraboloide. (b) Curvas
de ńıvel da função objetivo. Os vetores azuis indicam a magnitude e a direção
negativa do gradiente g, ortogonal às linhas de contorno.

Neste trabalho, o problema de migração RTM é abordado através da inversão

linear por mı́nimos quadrados (LSRTM). O modelo a ser invertido é a distribuição da

refletividade, ∆m, que representa as pertubações de vagarosidade do subsolo (DAI
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et al., 2012). Tais perturbações originam eventos de reflexão nos dados śısmicos

observados ∆d, através da ação do operador de modelagem direta linearizado L

(i.e. a modelagem de Born). Em outras palavras, o problema consiste em resolver o

sistema de equações sobredeterminado,

L∆m = ∆d ou (2.26)

∆m̂ = (LTL)−1LT∆d = (LTL)−1∆mmig. (2.27)

Neste contexto, LT representa o operador de migração reversa no tempo, definido

como o adjunto1 da modelagem linearizada, e ∆mmig = LT∆d é a distribuição de

refletividade inicial representada pela imagem migrada (CLAERBOUT, 1992).

NEMETH et al. (1999) apresentaram a solução iterativa para este problema

seguindo o método do gradiente descendente:

gk = LT (L∆mk −∆d) (2.28)

α =
gT
k gk

(Lgk)
T Lgk

(2.29)

mk+1 = mk − αgk, (2.30)

onde o passo α é calculado de forma anaĺıtica.

O cálculo do passo anaĺıtico α da Equação 2.29 pressupõe que o operador de mi-

gração é o operador adjunto exato da modelagem direta linearizada (JI, 2009; KÜHL

e SACCHI, 2003). Convencionalmente, a RTM é implementada como uma função

que extrapola o campo de ondas reversamente no tempo. Embora a extrapolação

reversa seja conceitualmente o adjunto da extrapolação direta, em implementações

numéricas esta condição é dif́ıcil de se atingir quando subrotinas computacionais

substituem a ação das matrizes L e LT. Com efeito, para propagadores no domı́nio

da frequência, a implementação do operador adjunto é direta, enquanto na maioria

1O operador adjunto de um operador linear é o conjugado complexo transposto. Se o operador
é real, o seu adjunto é idêntico ao operador transposto.
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das aplicações reais de estêncis de diferenças finitas no domı́nio do tempo, a mesma

subrotina de propagação direta é reutilizada na propagação reversa por simplificação

(LIU et al., 2019). Portanto, não é garantido que os dois operadores passem no teste

do produto interno, ou seja, que os dois operadores sejam numericamente adjuntos2.

Nos casos onde a migração atua como operador pseudo-adjunto, o cálculo do α

anaĺıtico não é preciso o suficiente e pode afetar a convergência do processo iterativo

(YANG et al., 2015a). Para contornar esta condição, neste trabalho foi implemen-

tado o algoritmo de otimização L-BFGS descrito na seção anterior, que emprega

critérios de busca em linha inexatos para determinar αk a cada iteração a um custo

mı́nimo.

Por último, é importante salientar que a Equação 2.13 e a Equação 2.27 são

equivalentes se os dados observados são pré-processados para remover as múltiplas

de ordens superiores (o que é comum no processamento convencional, onde são con-

sideradas como rúıdo), ou algum termo de regularização é inclúıdo para diminuir

os eventos não lineares (SCHUSTER, 2017), posto que a matriz de sensibilidade L

do problema de FWI corresponde ao operador de modelagem linearizado, também

conhecido como operador de demigração, de forma que L∆m = ∆d. Deste modo, a

atualização do método de Gauss-Newton para o problema de FWI pode ser consi-

derado como um problema iterativo de migração por mı́nimos quadrados (PRATT

et al., 1998), ou em outras palavras, no contexto da FWI, a Hessiana aproximada do

método de Gauss Newton é equivalente à Hessiana da inversão LSM. Baseado neste

fato, alguns autores têm se referido ao problema de migração por mı́nimos quadra-

dos como a inversão da forma de onda linearizada (LAILLY, 1983; TARANTOLA,

1984b).

2CLAERBOUT (1992) propôs o teste do produto interno como critério para verificar se dois
operadores implementados numéricamente são exatamente adjuntos.
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Caṕıtulo 3

Inversão do campo de onda

completo

Tendo em vista que a minimização da função objetivo depende da solução do pro-

blema direto e da atualização do modelo, este caṕıtulo apresenta brevemente a equa-

ção que governa a propagação do campo de ondas acústico e as equações do método

do estado adjunto para o cálculo eficiente do gradiente. Em seguida, são apresenta-

das aplicações da FWI no domı́nio do tempo em modelos 2D.

Por tratar-se de um problema inverso não linear e mal posto, duas estratégias

de estabilização são implementadas para melhorar o desempenho do algoritmo. A

primeira estratégia consiste em precondicionar o gradiente pela compensação de

iluminação e comparar os resultados obtidos por diferentes métodos de otimização.

A segunda estratégia mostra duas versões do método multiescala (BUNKS et al.,

1995), sendo estas a) a filtragem dos dados por um operador “passa-baixa”, e b) a

inversão com janelamento de offset.

3.1 A equação da onda acústica

Neste trabalho, o problema direto é governado pela equação da onda acústica es-

calar 2D. Tal abordagem foi adotada por exigir relativamente baixa demanda com-

putacional e ao fato de que a inversão de dados acústicos é melhor condicionada
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se comparada a outras abordagens mais complexas (VIRIEUX e OPERTO, 2009),

uma vez que o meio é descrito por apenas um tipo de parâmetro.

Na sua forma mais simples, esta equação diferencial parcial hiperbólica de se-

gunda ordem descreve o comportamento do campo de pressão em um meio acústico,

isotrópico, sem variações de densidade e sem amortecimento intŕınseco, excitado por

uma fonte pontual, segundo a relação

(
1

c2 (x)

∂2

∂t2
−∇2

)
u (x, t) = f (t) δ (x− xs) , (3.1)

onde x = (x, z) é o vetor espacial bidimensional, t representa o tempo, u (x, t) é

o campo de pressão, f (t) representa o termo da fonte posicionada em xs, c (x) é

a velocidade de propagação acústica, δ simboliza a função delta de Dirac e ∇2,

expresso como

∇2 =

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂z2

)
, (3.2)

é o operador Laplaciano no domı́nio 2D.

3.1.1 Discretização pelo método das diferenças finitas

No presente trabalho, o método numérico empregado para resolver computacional-

mente a equação da onda acústica foi o método das diferenças finitas. Escolheu-se

um operador de diferenças de segunda ordem para a derivada temporal e um estêncil

de quarta ordem para aproximar o operador Laplaciano.

A segunda derivada temporal é discretizada como uma aproximação de diferença

central, expressa como

∂2u

∂t2
=
ut+1 − 2ut + ut−1

∆t2
, (3.3)

que aplicada na Equação 3.1 leva a

ut+1 = 2ut − ut−1 + c2∆t2(∇2ut + f), (3.4)

onde t denota o passo de tempo atual, e u e f são os operadores discretos do campo
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de pressão e a fonte, respectivamente. É posśıvel expressar a Equação 3.4 em forma

matricial como

Uut+1 + Vut + Wut−1 = ft, (3.5)

onde as matrizes U, V e W tem dimensão n×n, sendo n o número total de pontos da

malha de diferenças finitas, que neste caso, representa o número total de parâmetros

a serem invertidos. De maneira simbólica, para todos os passos de tempo m, tem-se

o sistema: 

U V W 0

U V W

. . .

U V W

U V

0 U





um

um−1
...

u3

u2

u1


=



fm

fm−1
...

f3

f2

f1


, (3.6)

que pode ser resolvido substituindo diretamente os valores conhecidos a partir da

última linha da matriz de dimensão (m × n × n)2, em um algoritmo de marcha

temporal expĺıcito. A vantagem deste esquema é que não é necessário decompor a

matriz do sistema para achar a solução do campo de ondas (MARFURT, 1984).

3.1.2 Condições iniciais e de contorno

Para que a Equação 3.1 tenha solução única, deve-se prescrever determinadas condi-

ções iniciais e de contorno. No experimento śısmico, o problema f́ısico está definido

em um meio semi-infinito Ω = {(x, z)| − ∞ ≤ x ≤ ∞, 0 ≤ z ≤ ∞}, sendo que

para o limite superior é estabelecida a condição de pressão nula u(x, z = 0, t) = 0,

que descreve a interface entre a atmosfera e a superf́ıcie do subsolo (ou da água),

responsável pela geração de múltiplas da superf́ıcie (AKI et al., 1977). Por outro

lado, as condições iniciais caracterizam o meio em equiĺıbrio no ińıcio da observação;

u (x, t = 0) =
∂u (x, t = 0)

∂t
= 0, (3.7)
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de forma que o campo de ondas é gerado exclusivamente pelo termo da fonte pontual.

Como a modelagem computacional é realizada em um domı́nio finito truncado

numericamente Ω̂ = {(x, z)|−a ≤ x ≤ a, 0 ≤ z ≤ b}, as bordas laterais e inferior do

domı́nio geram reflexões espúrias se não são tratadas adequadamente. Para reduzir

este fenômeno, as condições de contorno não-reflexivas de REYNOLDS (1978) são

empregadas neste trabalho. Em termos gerais, estas condições supõem que a fonte

śısmica está suficientemente afastada das bordas, de maneira que nestes pontos é

posśıvel neutralizar as ondas incidentes (consideradas como frentes de ondas planas),

impondo condições baseadas na fatoração de primeira ordem da Equação 3.1, como

onda unidirecional (KEYS, 1985). Por exemplo, a equação:

(
1

c(x)

∂

∂t
+

∂

∂x

)
u(x, t) = 0 (3.8)

tem como solução apenas ondas que se propagam para a direita (x → +∞). Neste

caso, as ondas que se propagam para a esquerda não são consideradas, e portanto

a Equação 3.8 é aplicada como condição na borda direita do modelo. De forma

similar, as demais condições são estabelecidas para as bordas restantes.

As condições de contorno de Reynolds conseguem atenuar eficientemente refle-

xões com ângulo de incidência normal. Para atenuar frentes de onda com ângulos

de incidência diferentes, neste trabalho foram implementadas, adicionalmente, as

camadas de absorção de CERJAN et al. (1985). A ideia desta técnica consiste em

estender as bordas do modelo acrescentando uma faixa de N pontos adicionais e

diminuir paulatinamente a amplitude do campo de pressão nessa região, através da

multiplicação de uma função exponencial a cada passo de tempo, dada pela expres-

são

C(i) = exp
[
−fat (N− n)2

]
, (3.9)

onde n é o número do nó da malha a partir da camada de absorção e fat é o fator de

amortecimento. Nos experimentos sintéticos desenvolvidos nas seções subsequentes

deste trabalho, o valor do coeficiente de aborsção foi definido como fat=0.0053, e
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N=45 pontos, baseado nos resultados apresentados em BORDING (2004).

É importante mencionar que nos experimentos numéricos desenvolvidos também

foram consideradas condições de Reynolds e Cerjan na borda superior, que simulam

uma etapa de pré-processamento dos dados com a finalidade de eliminar a múltipla

da superf́ıcie.

3.2 Cálculo do gradiente pelo método do estado

adjunto

Como visto no caṕıtulo anterior, o gradiente é o responsável pela atualização do mo-

delo de parâmetros nos métodos de otimização local de primeira ordem. Ele pode

ser determinado numericamente perturbando cada um dos parâmetros mi do modelo

m0 e calculando a variação da função objetivo com respeito a tal perturbação. No

entanto, para uma quantidade n grande de parâmetros, essa abordagem requer pelo

menos de n + 1 modelagens diretas para cada fonte, caso sejam utilizadas diferen-

ças finitas de primeira ordem, o que é computacionalmente inviável. Outra forma

deficiente de obter o gradiente é por meio da matriz de sensibilidade e a técnica de

fonte virtual (PRATT, 1999).

Para problemas de grande escala, o cômputo eficiente do gradiente é realizado

através do método do estado adjunto, que evita o cálculo expĺıcito das derivadas

de Fréchet. Sua formulação pode ser desenvolvida com base na teoria de pertur-

bação (FICHTNER e TRAMPERT, 2011) ou com o método de multiplicadores de

Lagrange para otimização com restrição (BUNKS et al., 1995). Uma revisão abran-

gente do método do estado adjunto para a equação da onda acústica orientada ao

problema da inversão śısmica por mı́nimos quadrados no domı́nio do tempo e na

frequência é apresentado em (PLESSIX, 2006).

Para obter a formulação do gradiente da função objetivo pelo método do estado

adjunto, primeiro é conveniente reescrever a Equação 3.6 em termos da equação do
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estado:

A(m)u = f (3.10)

onde A(m) =
(

1
c2

∂2

∂t2
−∇2

)
é o operador de modelagem direta. Calculando a deri-

vada em relação ao modelo de parâmetros m, obtém-se a expressão

∂A

∂m
u + A

∂u

∂m
=

∂f

∂m

= 0,

(3.11)

pois o termo fonte não depende do modelo de parâmetros. Organizando a Equação

3.11, tem-se

∂u

∂m
= −A−1

∂A

∂m
u. (3.12)

Reconhecendo que as medições dcal são um subespaço do campo de pressão u

segundo a relação,

dcal = Ru, (3.13)

onde R é o operador diagonal que limita as medições de cada experimento à posição

dos receptores, a Equação 3.12 representa uma expressão alternativa para a matriz

de sensibilidade

∂dcal
∂m

= −RA−1
∂A

∂m
u. (3.14)

Substituindo a Equação 3.14 na Equação 2.11, obtem-se:

g = −uT

(
∂A

∂m

)T (
AT
)−1

RT∆d. (3.15)

Neste ponto, o campo adjunto ua é definido como

ua =
(
AT
)−1

RT∆d, (3.16)

que pode ser reescrito

ATua = fa, (3.17)
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onde o termo da fonte adjunta é definido como fa = RT∆d.

Substituindo a Equação 3.16 na Equação 3.15, obtemos o gradiente pelo método

do estado adjunto

g = −uT

(
∂A

∂m

)T

ua. (3.18)

Basicamente, esta formulação consiste em calcular a correlação cruzada no “lag-

zero” entre o campo de ondas da fonte śısmica, u, propagado diretamente, e o campo

adjunto, ua, gerado a partir da propagação reversa no tempo dos reśıduos na posição

dos r receptores (TROMP et al., 2005). Desta forma, e considerando todas as fontes,

o l-ésimo elemento do vetor gradiente da função objetivo é determinado segundo a

relação:

gl =
∂E(m)

∂ml

= −
∑
f

∫ T

0

u(x, t)
∂A(m)

∂ml

ua(x, T − t) dt (3.19)

onde T é o tempo total de gravação, (T − t) revela a propagação em tempo reverso,

e o sub́ındice f indica o número total de fontes śısmicas.

Se o modelo for parametrizado pela vagarosidade compressional m = 1
c(x)

, tem-se

∂A
∂ml

= 2ml
∂2

∂t2
e a Equação 3.19 é reescrita da maneira seguinte:

gl =
∑
f

2ml

∫ T

0

ua(x, T − t)
∂2u(x, t)

∂t2
dt (3.20)

Note-se que os dois campos de onda requeridos pela Equação 3.20 não podem

ser calculados simultaneamente porque as fontes de um dependem do outro.

3.3 Algoritmo da FWI

Tendo a modelagem da equação da onda, o método do estado adjunto e os algoritmos

de otimização numérica como base, a inversão FWI é executada iterativamente de

acordo com o fluxo seguinte:

1. Para cada fonte f e um conjunto de receptores r, gera-se o dado sintético dcal

para um modelo inicial m0 através da Equação 3.1.
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2. Calcula-se o reśıduo entre dados observados e dados calculados, ∆d, e a função

objetivo E(m0) de norma L2.

3. Obtém-se o gradiente g(m0) para todos os pontos do modelo, segundo a Equa-

ção 3.20.

4. Estima-se o passo α que minimiza a função objetivo na direção de busca p(m0).

5. Atualiza-se o modelo de parâmetros m1 = m0 + αp(m0)

6. Gera-se o dado sintético dcal para o modelo atualizado m1.

7. Calcula-se o reśıduo ∆d e a função objetivo E(m1) para o modelo atualizado.

8. Se o critério de parada não é satisfeito, m0 = m1 e retorna ao passo 3. Caso

contrário, finaliza a inversão e m1 é a solução do problema.

3.4 Pré-condicionamento do gradiente pela diago-

nal da pseudo-Hessiana

O gradiente formado pela correlação cruzada de dois campos de onda sofre efeitos de

divergência esférica, o que resulta em perda de amplitude para refletores profundos

e uma taxa de convergência lenta quando são implementados métodos de otimização

local de primeira ordem (HUANG, 2015). É posśıvel aliviar o efeito da curvatura da

função objetivo ao longo da direção do gradiente escolhendo um pré-condicionador

P ≈ H−1 para acelerar a convergência e obter resultados geologicamente consisten-

tes (SCHUSTER, 2017). Assim, o sistema de Newton pré-condicionado pode ser

expresso como:

PH∆m = Pg. (3.21)

Diversos pré-condicionadores tem sido desenvolvidos para a FWI. Por exemplo, o

método de Gauss-Newton utiliza a inversa da Hessiana aproximada H−1a =
(
LTL

)−1
,

que ajuda a equilibrar a amplitude do gradiente em profundidade com os elementos
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da diagonal e focalizar a imagem com os termos fora da diagonal (PRATT et al.,

1998). Contudo, Ha ainda é muito cara para ser calculada e invertida diretamente.

Para o problema de migração reversa no tempo, SHIN et al. (2001) propuseram

usar a matriz pseudo-Hessiana como substituta da Hessiana aproximada. A van-

tagem da matriz pseudo-Hessiana é que ignora a função de Green dos receptores1,

i.e., o campo de ondas propagado desde os receptores até os parâmetros do modelo,

fazendo com que sua computação seja eficiente, pois apenas é necessário calcular a

correlação entre o campo de onda da fonte.

Para agilizar o cálculo do operador de pré-condicionamento, neste trabalho foi

considerada apenas a diagonal da matriz pseudo-Hessiana, onde cada elemento da

diagonal corresponde à autocorrelação do campo da fonte propagado em profundi-

dade, que ilumina um ponto espećıfico do modelo. A diagonal da pseudo-Hessiana

contém apenas elementos positivos, portanto é sempre simétrica e positivo-definida,

o que a torna uma boa escolha durante a inversão (DAI et al., 2012).

Como a autocorrelação da função de Green dos receptores é ignorada, os ele-

mentos da diagonal da pseudo-Hessiana não escalam corretamente as amplitudes

do gradiente, mas oferecem melhor iluminação para os refletores mais profundos

(MÉTIVIER et al., 2013).

O pré-condicionador empregado neste trabalho consiste na inversa da diagonal

da pseudo-Hessiana e é dado pela expressão

P(mk) =


P1,1 0

. . .

0 Pn,n

 , (3.22)

onde cada elemento da diagonal corresponde ao valor escalar

Pi,i =
1

(2mi)
2∑

f

∫
T
∂2u(xi,t)

∂t2
dt+ β

, (3.23)

1Segundo demonstrado por PLESSIX e MULDER (2004), a função de Green dos receptores é
considera como uma constante baixo a hipótese de cobertura infinita dos receptores.
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sendo que ∂2u(xi,t)
∂t2

representa a segunda derivada temporal do campo, e β é um

fator de estabilidade que evita a divisão entre zero. Note-se que P é dependente

do modelo de parâmetros mk que modifica o percurso do campo de ondas a cada

atualização do processo iterativo. Portanto, o pré-condicionador deve ser calculado

a cada nova iteração k.

3.4.1 Experimentos numéricos no modelo Camembert

Para demonstrar a ação do gradiente pré-condicionado pela inversa da diagonal da

pseudo-Hessiana e avaliar seu desempenho em diferentes métodos de otimização

local, o processo de inversão FWI acústico no domı́nio do tempo foi implementado

sobre o modelo Camembert(GAUTHIER et al., 1986). Este modelo está constitúıdo

por um meio homogêneo de velocidade constante vp = 1500 m/s, com uma anomalia

circular na região central, de velocidade 10% superior à do meio homogêneo, tal

como mostra a Figura 3.1. O modelo é discretizado com uma malha regular de

diferenças finitas de tamanho 400 × 200 pontos, com espaçamento de 10 m entre

cada um dos nós.

Figura 3.1: Modelo Camembert.

Foi simulada uma aquisição śısmica com 400 receptores enterrados a 20 metros

da superf́ıcie e espaçados uniformemente a uma distância de 10 metros entre eles,

e 21 fontes pontuais enterradas à mesma profundidade dos receptores, distribúıdas
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horizontalmente a cada 200 metros. A assinatura da fonte, assumida como conhe-

cida, é uma wavelet tipo Ricker, com 15 Hz de frequência de corte. A geometria

da aquisição é do tipo fixed spread, onde cada geofone permanece fixo e ativo para

todas as fontes. O tempo total de gravação foi de 3 segundos com uma amostragem

temporal de 0.001 segundos.

O modelo inicial é um meio homogêneo com velocidade vp = 1500 m/s, pois o

objetivo da inversão é recuperar a anomalia de velocidade. Para tanto, os seguin-

tes métodos de otimização numérica foram considerados: Gradiente descendente

(GD), Gradiente descendente pré-condicionado (P-GD), Gradiente conjugado (GC),

Gradiente conjugado pré-condicionado (P-GC), LBFGS, e LBFGS pré-condicionado

(P-LBFGS). O número de gradientes armazenados para o algoritmo LBFGS é esta-

belecido em l = 5. Para o algoritmo P-LBFGS, o pré-condicionador P é estabelecido

como o parâmetro B−10k
apresentado na seção 2.3.4 (MÉTIVIER et al., 2013).

Os resultados da inversão são apresentados na Figura 3.2, onde é posśıvel obser-

var como os métodos de otimização sem pré-condicionamento conseguem recuperar

apenas o conteúdo de alta frequência da anomalia para as primeiras 15 iterações

(Figuras 3.2.a, c, e). De acordo com MORA (1989), as componentes de baixa

frequência do modelo são dif́ıceis de recuperar porque são não lineares em relação

aos reśıduos. O método LBFGS recupera de forma mais eficiente a parte baixa da

anomalia, devido ao fato de que estima uma aproximação da Hessiana e portanto

obtém informação da curvatura da função objetivo, o que acelera o seu processo de

convergência em comparação aos métodos gradientes. No entanto, na Figura 3.3

é posśıvel observar que a função objetivo fica estagnada nas últimas iterações do

LBFGS, o que indica a posśıvel convergência para um mı́nimo local.

Quando o pré-condicionamento é incorporado na inversão, aprecia-se um ganho

em todos os métodos de otimização, mesmo para o número limitado de fontes con-

sideradas neste experimento. Pode-se concluir que, para este modelo, a presença do

pré-condicionador ajuda a introduzir as componentes de baixa frequência do modelo

nas primeiras iterações e desta forma atingir a convergência com menos avaliações.
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Figura 3.2: Resultados da inversão FWI para 15 iterações com diferentes méto-
dos de otimização. a) Gradiente descendente (GD). b) Gradiente descendente pré-
condicionado (P-GD). c) Gradiente conjugado (GC). d) Gradiente conjugado pré-
condicionado (P-GC). e) LBFGS. f) LBFGS pré-condicionado (P-LBFGS).

De todos os métodos considerados, o algoritmo P-LBFGS ofereceu o resultado

mais próximo do modelo real, de acordo com a teoria. Uma outra forma de ava-

liar os resultados é observando o perfil vertical de velocidade no meio do modelo,

apresentado na Figura 3.4. A diagonal da matriz pseudo-hessiana é apresentada na

Figura 3.5, para a última iteração do método P-LBFGS.
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Figura 3.3: Evolução da função objetivo para: a) métodos sem pré-condicionamento
do gradiente, e b) métodos com pré-condicionamento do gradiente.

Figura 3.4: Comparação dos perfis verticais para os diferentes modelos estimados,
extráıdos na posição (x,z)=(2000,0) m.

Figura 3.5: Diagonal da pseudo-Hessiana para a última iteração do método P-
LBFGS.
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3.4.2 Experimentos numéricos no modelo Marmousi

O pré-condicionamento pela diagonal da pseudo-Hessiana foi implementado no mo-

delo Marmousi (VERSTEEG, 1994), apresentado na Figura 3.6.a. Este modelo

contém alta complexidade geológica, com fortes mudanças horizontais e verticais de

velocidade. A região de maior interesse é a do reservatório localizado no topo do

anticlinal, aproximadamente a 2 km de profundidade na parte direita do modelo.

Nesta seção apenas são apresentados os resultados obtidos com o método LBFG,

sem e com o pré-condicionamento do gradiente, pois demonstraram ser mais efici-

entes para atingir a convergência em relação aos outros métodos de otimização. O

modelo inicial é apresentado na Figura 3.6.b, e a Tabela 3.1 mostra os parâmetros

de aquisição e inversão estabelecidos neste experimento.

É simulada uma aquisição śısmica marinha onde a velocidade da camada de água

embaixo da superf́ıcie é conhecida, e portanto o gradiente da função objetivo não

é atualizado nestes pontos ao longo das iterações. Para a modelagem dos dados

calculados foram empregados os mesmos parâmetros adotados na modelagem dos

dados observados, cometendo o “crime inverso”. Apesar do objetivo principal ser

recuperar o campo de velocidades compressivas, o meio é parametrizado pelo campo

de vagarosidades m = 1
c
, inspirado na análise apresentada por ANAGAW e SACCHI

(2018). No total foram realizadas 140 iterações, tomando como critério de parada

adicional um valor da função objetivo de 1%.

Os campos de velocidade invertidos são apresentados na Figura 3.7. Adicional-

mente, a evolução da função objetivo para ambos os testes é mostrada na Figura

3.8. Ambos os resultados recuperam corretamente a parte rasa do modelo e a re-

gião intermediária da parte esquerda, onde a geologia está constitúıda praticamente

por camadas horizontais. No entanto, nenhuma abordagem consegue recuperar cor-

retamente regiões mais complexas do modelo, especialmente a região em torno do

reservatório. A complexidade do modelo geológico demanda a implementação de

técnicas que estabilizem a inversão para possibilitar resultados mais próximos com

o modelo verdadeiro e diminuir a dependência com o modelo inicial.
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Figura 3.6: Modelo Marmousi. a) Modelo verdadeiro. b) Modelo inicial utilizado
na inversão FWI.

Tabela 3.1: Parâmetros utilizados na modelagem e inversão do modelo Marmousi

Parâmetros Valor

Número de pontos 751× 250
Espaçamento da malha 10 m
Amostragem temporal 0.001

Tempo de gravação 5 segundos
Número de tiros 63

Espaçamento entre tiros 120 m
Profundidade dos tiros 20 m
Número de receptores 751

Espaçamento entre receptores 10 m
Profundidade dos receptores 20 m

Frequência de corte da fonte (Ricker) 30 Hz
Número de gradientes armazenados (LBFGS) 5

Número máximo de iterações 140

Critério de parada adicional E(mk)
E(m0)

< 1%
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Figura 3.7: Modelo de velocidade recuperado a) sem pré-codicionamento do gradi-
ente, e b) com pré-condicionamento.

Figura 3.8: Evolução da função objetivo.

Por outro lado, a influência do pré-condicionador permitiu atingir a convergência

antes de finalizar as 140 iterações pré-estabelecidas, acelerando o processo de inver-

são. Mesmo longe do modelo verdadeiro, esta abordagem permitiu se aproximar

mais rápido da solução. Isto é verificado através da evolução do erro médio entre o
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modelo obtido e o modelo verdadeiro, apresentada na Figura 3.9. O erro médio é

definido como

Erro médio =
1

nxnz

nx∑
i

nz∑
j

|vi,j − v̂i,j| , (3.24)

onde vi,j e v̂i,j são os valores da velocidade no ponto (i, j) nos modelos recuperado

e exato, respectivamente, e nx e nz são o número de pontos do modelo nas direções

horizontais e verticais, respectivamente.

Figura 3.9: Variação do erro médio ao longo das avaliações do processo iterativo
para o modelo Marmousi.

3.5 Estratégias multi-escala no domı́nio do tempo

Como mencionado anteriormente, a inversão FWI é um problema mal posto com mı́-

nimos locais, onde a função objetivo de mı́nimos quadrados pode ser pouco eficiente

se o modelo inicial estiver longe do mı́nimo global. Inclusive, um bom modelo inicial

pode não estar na região de atração do mı́nimo global, devido, principalmente, ao

problema conhecido como salto de ciclo (cycle-skipping). Este problema refere-se

ao ajuste errado dos dados produzido por parte do algoritmo de otimização local,

quando a diferença entre os tempos de chegada dos dados observados e os dados cal-

culados é maior do que meio peŕıodo do comprimento de onda dominante (VIRIEUX

e OPERTO, 2009).

Por outro lado, o subsolo é composto por elementos que variam amplamente em

escala, pelo que faz sentido tentar resolver o problema da FWI em escalas separadas.
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Para escalas maiores (i.e. frequências espaciais mais baixas), a presença de mı́nimos

locais na função objetivo é menor e o modelo inicial tem maior probabilidade de

estar dentro da região de atração do mı́nimo global. O fato de que a complexidade

da função objetivo esteja diretamente relacionada com o conteúdo do número de

onda do modelo é a base da abordagem multi-escala proposta por BUNKS et al.

(1995). De forma iterativa, o problema é resolvido desde as escalas maiores até as

menores. Em outras palavras, o processo de inversão começa considerando modelos

suaves com baixo número de onda, e progressivamente, em iterações posteriores, as

feições de alto número de onda são incorporadas na inversão.

A seguir são apresentadas duas estratégias multi-escala para resolver a inversão

FWI no domı́nio do tempo.

3.5.1 Multiescala por filtragem em faixas de frequências

A primeira estratégia abordada consiste em realizar o processo de inversão em bandas

de frequências separadas, obtidas através da implementação de um filtro passa-banda

nos dados observados. A fonte também é filtrada nas bandas de frequências desejadas

para garantir que os dados sintéticos tenham o mesmo conteúdo de frequência dos

dados observados. A assinatura da fonte é assumida como conhecida ou determinada

previamente à inversão.

Diversos filtros tem sido propostos para a filtragem dos dados śısmicos no con-

texto da abordagem multiescala. Por exemplo, BUNKS et al. (1995) empregaram um

filtro tipo Hanning para bandas de frequência selecionadas arbitrariamente. Neste

trabalho, foi considerado o filtro passa-baixa tipo Wiener proposto por BOONYA-

SIRIWAT et al. (2009), que oferece melhores resultados quando a fonte original é

conhecida, se comparado com outros filtros convencionais. O filtro é definido no

domı́nio da frequência como

fWiener(ω) =
Wdestino(ω)W †

original(ω)

|Woriginal(ω)|2 + β2
, (3.25)

44



onde fWiener é o filtro Wiener, † é o complexo conjugado, Woriginal é a transformada

de Fourier da wavelet de entrada, Wdestino é a transformada da wavelet de baixa

frequência, ω é a frequência angular e β é um operador de estabilização que evita a

divisão entre zero.

Desta forma, o resultado da inversão da banda anterior serve como modelo inicial

para a banda seguinte, que considera um maior conteúdo de frequências. Portanto,

mais um passo é acrescentado no algoritmo da seção 3.3, considerando a inversão

em cada banda de frequência. A Figura 3.10.b mostra o efeito do filtro Wiener para

uma frequência de corte de 10 Hz, sobre um sismograma com 30 Hz de frequência

de corte. A Figura 3.11 mostra o espectro de amplitude do dado original e do dado

filtrado.

Figura 3.10: Filtragem dos dados pelo filtro Wiener. a) Dado original com frequência
de corte de 30 Hz. b) Dado filtrado com frequência de corte de 10 Hz.

Diversos métodos têm sido propostos para garantir a seleção de bandas de

frequência ótimas para a FWI no domı́nio do tempo, tentando reduzir a redundância

de informação do número de onda nos dados (e.g. BOONYASIRIWAT et al., 2009;
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Figura 3.11: Espectros de amplitude dos sismogramas apresentados na Figura 3.10.

LIU et al., 2017). Neste trabalho não foi considerado nenhum critério para a seleção

de bandas. Os intervalos de frequência foram selecionadas de forma heuŕıstica.

3.5.2 Multiescala por janelamento de offset

MORA (1989) demonstrou que a FWI atua em dois modos: um modo de migração,

relacionado aos números de onda altos do modelo que podem ser obtidos por mi-

gração iterativa, e um modo tomográfico, relacionado aos números de onda baixos

do modelo que podem ser recuperados dos dados de transmissão. Se um conjunto

de dados contiver principalmente reflexões de offsets curtos, somente os números de

onda altos são reconstrúıdos pelo processo de FWI convencional. Geralmente, nos

traços de longos offsets predomina a presença de ondas mergulhantes (refratadas) e

reflexões pós-cŕıticas com informação relacionada aos macro componentes do modelo

de velocidade (ZHOU et al., 2015). Se o offset do levantamento for longo o sufici-

ente, é posśıvel registrar os tempos de trânsito das ondas mergulhantes nas partes

mais profundas do modelo. Por outro lado, uma das vantagens de resolver a FWI

no domı́nio do tempo é que permite restringir a inversão a uma determinada faixa

de eventos do campo de ondas através do janelamento no domı́nio dos dados.

Baseado nesta ideia, a segunda estratégia de inversão FWI abordada nesta dis-

sertação consistiu em começar o processo de inversão considerando apenas os traços
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de offset longo com o objetivo de reconstruir primeiro as componentes de baixo

número de onda do modelo de velocidade, impondo uma janela que zera as compo-

nentes de offsets curtos. Uma vez que o macro modelo de velocidade é reconstrúıdo,

offsets menores são incorporados para posicionar corretamente os refletores. Assim,

a função objetivo de mı́nimos quadrados pode ser reescrita na forma

min
m∈IRn

E(m) =
1

2

N∑
i

‖Ji (dcal (m)− dobs)‖22, (3.26)

onde Ji é o operador que restringe o cálculo dos reśıduos para uma configuração

espećıfica de janelas de offset, e N é o número de janelas totais consideradas durante

o processo de inversão. A Figura 3.12 mostra esquematicamente a estratégia de

janelamento de offset para dois tiros diferentes de uma aquisição.

Figura 3.12: Janelamento de offset empregado na inversão para dois tiros perto
dos extremos esquerdo e direito de um levantamento 2D, representados pela estrela
vermelha e a estrela verde, respectivamente. A parte dos dados contida dentro da
janela delimitada em vermelho é zerada durante o calculo dos reśıduos.

3.5.3 Experimentos numéricos no modelo Marmousi

Nesta seção são apresentados os resultados dos experimentos numéricos realizados no

modelo Marmousi, empregando as duas abordagens multiescala mencionadas anteri-

ormente. As dimensões do modelo, os parâmetros da modelagem e o modelo inicial

para a inversão são iguais aos descritos na seção 3.4.2. Ambos resultados foram

obtidos com o algoritmo LBFGS e o gradiente foi pré-condicionado pela diagonal da

pseudo-Hessiana.
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Para a estratégia de filtragem de frequências, foram consideradas 7 bandas de

frequência, começando a partir dos 3 Hz com intervalos de 4.5 Hz até cobrir a faixa

completa de 30 Hz, estabelecendo um critério de parada de 20 iterações por cada

banda de frequência.

No caso do janelamento de offset, empregou-se, de forma similar, 7 tamanhos

diferentes de janelas retangulares. A inversão começou considerando uma janela

com extensão de 7500 m (751 receptores), centrada na posição de cada fonte. A

cada 20 iterações foi diminúıdo o tamanho da janela, aumentando o número de

receptores aceitos em 15%, até abarcar o número total de receptores. A dimensão

vertical de todas as janelas permaneceu fixa e igual ao tempo total de gravação.

Os modelos de velocidade obtidos pela filtragem de frequências e o janelamento

de offset são apresentados nas Figuras 3.13.a e 3.13.b, respectivamente. A Figura

3.14 mostra o comportamento das funções objetivo normalizadas com relação ao

número de iterações. Comparar a convergência das duas estratégias seria injusto,

posto que as funções objetivo representam experimentos diferentes em cada caso. No

entanto, em ambas estratégias é observada uma redução da função objetivo. Nota-

se que a cada 20 iterações é produzido um pico correspondente ao incremento da

banda de frequências (Figura 3.14.a), ou a uma diminuição nas dimensões da janela

(Figura 3.14.b), segundo o caso.

Uma forma de comparar qual estratégia produziu o resultado mais próximo da

solução em diferentes regiões do modelo é calculando o erro relativo em cada ponto,

definido pela expressão:

Erro relativoi,j =
v̂i,j − vi,j
v̂i,j

, (3.27)

onde v̂ é o modelo verdadeiro e v o modelo obtido na última iteração. Os erros

relativos para cada estratégia são ilustrados na Figura 3.15, onde verifica-se que as

camadas de maior contraste e as regiões perto das bordas do modelo ficaram melhor

reconstrúıdas para o experimento de filtragem de frequências. Este resultado pode

ser explicado pelo fato de que a abordagem de filtragem considerou uma banda de
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Figura 3.13: Resultado da inversão multiescala no modelo Marmousi. a) Multiescala
por filtragem de frequências. b) Multiescala por janelamento de offset.

frequência inicial de até 3 Hz, considerada excepcionalmente baixa, enquanto que

as primeiras iterações da estratégia por janelamento apresentam, além das ondas

transmitidas, eventos não lineares correspondentes a reflexões tardias e múltiplas de

ordens superiores que contaminam a inversão dos elementos de grande escala, pelo

que a não linearidade nesta última estratégia é maior, prejudicando o resultado final.

No entanto, em termos gerais, ambos os métodos apresentaram resultados coeren-

tes com a geologia do modelo. A implementação de critérios de janelamento mais

robustos, ou inclusive a combinação destas duas estratégias em um processo único

(i.e. janelar os dados filtrados em frequência) poderia oferecer melhores resultados.
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Figura 3.14: Evolução da função objetivo. a) Multiescala por filtragem de frequên-
cias. b) Multiescala por janelamento de offset.
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Figura 3.15: Erro relativo entre os modelos invertidos e o modelo verdadeiro. a)
Multiescala por filtragem de frequências. b) Multiescala por janelamento de offset.
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Caṕıtulo 4

Migração reversa no tempo por

mı́nimos quadrados

O esquema de inversão śısmica não linear apresentado no caṕıtulo anterior pode ser

adaptado alternativamente como problema inverso linear. Neste caso, ao invés de

considerar modelos de vagarosidade como parâmetro da inversão, o problema visa

recuperar as descontinuidades do modelo, representadas por perturbações de veloci-

dade ou refletividade. A solução é o modelo que melhor ajusta os dados observados

no sentido de mı́nimos quadrados, segundo a relação linear dada pelo operador L.

Isto é conseguido através da adoção da equação da onda linearizada como problema

direto e de um processo iterativo de migração conhecido como LSRTM. A LSRTM

é complementar à FWI no sentido de que fornece modelos de alto número de onda

com resolução melhorada, em comparação à técnica de migração RTM.

Existem dois subprocessos principais no algoritmo de LSRTM convencional: a

migração RTM e a modelagem linear (também conhecida como demigração). Neste

caṕıtulo são descritos ambos os métodos de forma breve, para definir as bases da

técnica de LSRTM no domı́nio do dado. Adicionalmente, são apresentados três

experimentos numéricos com a finalidade de demonstrar a eficiência da técnica no

que diz respeito à obtenção de imagens śısmicas com amplitudes melhor preservadas

e maior conteúdo de frequência.

52



4.1 Linearização do problema direto

A equação da onda estabelece o v́ınculo entre a velocidade, a densidade e o campo de

ondas śısmico. Porém, não existe um parâmetro expĺıcito que represente os refletores,

causadores dos eventos de espalhamento. É necessário então parametrizar a equação

da onda em termos da relação entre o campo de ondas śısmico e os refletores. Para

isso, é posśıvel escolher entre duas abordagens: a primeira é a aproximação de Born

e a segunda é a aproximação de Kirchhoff. YAO et al. (2017) demostraram que

a imagem LSRTM baseada na aproximação de Kirchhoff é a derivada da imagem

baseada na aproximação de Born, ou seja, que as imagens produzidas com os dois

métodos têm uma diferença de fase de 90◦.

Neste trabalho foi adotada a modelagem de Born como algoritmo de demigração,

e, portanto, na seção seguinte é apresentada a modelagem do campo espalhado

baseada na aproximação de Born de primeira ordem, para o caso da equação de

onda acústica com densidade constante.

4.1.1 Modelagem do campo espalhado

Assumindo que o modelo de vagarosidade da subsuperf́ıcie, s(x), pode ser represen-

tado como a soma entre o modelo de vagarosidade de fundo, s0(x), e a perturbação,

δm(x), definida como a refletividade, tem-se

s(x) = s0(x) + δm(x), (4.1)

s2(x) = s20(x) + 2s0(x)δm(x) + δm2(x), (4.2)

s2(x) ≈ s20(x) + 2s0(x)δm(x). (4.3)

De forma similar, o campo de ondas u(x, t) que satisfaz a equação da onda

acústica, (
s2
∂2

∂t2
−∇2

)
u = f, (4.4)
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pode ser fragmentado segundo a expressão

u(x, t) = u0(x, t) + δu(x, t), (4.5)

onde u0(x, t) é o campo incidente propagado na vagarosidade de fundo s0(x),

(
s20
∂2

∂t2
−∇2

)
u0 = f, (4.6)

e δu(x, t), denominado campo espalhado, é definido como

δu(x, t) = u(x, t)− u0(x, t). (4.7)

Substituindo as equações 4.3 e 4.5 na Equação 4.4, obtém-se,

((
s20 + 2s0δm

) ∂2
∂t2
−∇2

)
(u0 + δu) = f (4.8)

ou, de forma equivalente,

(
s20
∂2

∂t2
−∇2

)
(u0 + δu) = −2s0δm

∂2 (u0 + δu)

∂t2
+ f. (4.9)

Subtraindo o campo incidente (Equação 4.6) da Equação 4.9, a expressão que

define explicitamente o campo espalhado, δu(x, t), é dada por

(
s20
∂2

∂t2
−∇2

)
δu = −2s0δm

∂2 (u0 + δu)

∂t2
. (4.10)

Esta equação é não linear com relação a δu(x, t) visto que o termo da fonte do lado

direito da equação também depende do campo espalhado. Uma solução aproximada

é dada pela aproximação de Born de primeira ordem: u0(x, t) + δu(x, t) ≈ u0(x, t)

para u0(x, t)� δu(x, t), válida quando a refletividade do meio é pequena o suficiente

para ignorar as múltiplas contidas em δu. Desta forma, a expressão que rege o campo
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espalhado é escrita como

(
s20
∂2

∂t2
−∇2

)
δu ≈ −2s0δm

∂2u0
∂t2

, (4.11)

onde percebe-se que δu se propaga no meio de fundo, s0, quando é excitado pela

fonte proporcional ao produto entre o campo incidente, u0, previamente calculado

pela Equação 4.6, e à refletividade, δm. Como o campo δu não é considerado na fonte

da Equação 4.11, apenas são modeladas as reflexões primárias produzidas nos pontos

onde o campo incidente coincide com as perturbações do meio em profundidade.

Nota-se ainda, que o campo espalhado é escalado linearmente segundo o termo

da refletividade. Portanto, a relação linear do problema direto em forma compacta

pode ser estabelecida como

Lδm = δd, (4.12)

onde δd é o campo espalhado registrado nas coordenadas dos receptores, e L repre-

senta a modelagem de Born, solução do sistema formado pelas equações 4.6 e 4.11.

Desta maneira, a modelagem linear, e consequentemente a inversão linear, tornam-

se posśıveis. A linearidade representada pela Equação 4.12 indica que se um novo

difrator for adicionado ao modelo δm, então um único novo evento de difração será

adicionado à resposta δd.

Por outro lado, o modelo de refletividade pode ser representado por um conjunto

de M pontos espalhadores da forma

δm(x) =
M∑
i

δmδ(x− xi), (4.13)

onde xi indica a coordenada espacial do i-ésimo ponto espalhador. Assim, a solução

da equação 4.11 é considerada como uma representação do prinćıpio de Huygens,

onde as reflexões registradas em superf́ıcie são o resultado da superposição do campo

de onda espalhado por cada um dos pontos que compõem as perturbações do meio.
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4.1.2 Derivada de Fréchet

Segundo o teorema de Green, a representação integral do campo espalhado descrito

pela Equação 4.11, é definida como

δu(xr, t,xf ) =

∫
g0(xr, t; x) ∗ fδu(x, t; xf ) dx (4.14)

=

∫
g0(xr, t; x) ∗

(
−2s0(x)δm(x)

∂2u0(x, t; xf )

∂t2

)
dx, (4.15)

onde ∗ denota o operador de convolução e g0(xr, t; x) é a função de Green que satisfaz

a equação da onda acústica propagada no meio de fundo, s0, segundo a relação

(
s0(x)2

∂2

∂t2
−∇2

)
g(x, t,xf ) = δ(x− xf )δ(t). (4.16)

Substituindo a Equação 4.13 na Equação 4.15, calculando a integral, e dividindo

por δmi, tem-se a expressão que define a derivada parcial do dado calculado com

respeito aos parâmetros do modelo, conhecida na literatura como a derivada de

Fréchet (DAI et al., 2012):

δu(x, t,xf )

δmi

= g0(x, t; xi) ∗
(
−2s0(xi)

∂2u0(xi, t; xf )

∂t2

)
. (4.17)

A derivada de Fréchet é fundamental para o cálculo do gradiente da função

objetivo de mı́nimos quadrados, pois avalia a sensibilidade dos dados em relação a

perturbações dos parâmetros f́ısicos. Também é empregada na análise de resolução

de imagens obtidas por migração RTM, LSRTM, ou a inversão FWI (SCHUSTER,

2017).

4.1.3 Validação da modelagem de Born

As condições que validam a aproximação de Born dependem das propriedades do

meio de fundo e da perturbação. A validade do método em relação à modelagem

śısmica é avaliada, por exemplo, em WU e XIE (2009) e MOSER (2012). Em termos
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gerais, o modelo de fundo usado deve estar próximo do modelo verdadeiro para que a

refletividade δm(x) produza espalhamentos fracos. A seguir, são apresentados dois

exemplos que demostram o desempenho da modelagem do campo espalhado pela

modelagem de Born.

O primeiro exemplo consiste em um modelo homogêneo de velocidade vp = 1500

m/s com dois pontos difratores de velocidade vp = 3000 m/s, tal como mostrado

na Figura 4.1. O modelo de fundo empregado na modelagem é uma camada ho-

mogênea com as mesmas propriedades do modelo perturbado, sem a presença dos

pontos difratores. Portanto, os pontos difratores representam a refletividade do meio

δm(x) = δm(δ(x−x1) + δ(x−x2)), onde x1 e x2 indicam as posições dos difratores.

Figura 4.1: Modelo homogêneo com dois pontos difratores.

A Figura 4.2.a e a Figura 4.2.b apresentam, respectivamente, o sismograma cal-

culado pela equação da onda completa depois de ter removido a onda direta (de

acordo com a Equação 4.7), e o sismograma obtido pela modelagem de Born, para

um tiro em superf́ıcie, localizado na parte central do modelo (x=2 km). Claramente,

observa-se que a modelagem de Born não reproduz as múltiplas relacionadas à in-

teração não linear entre os espalhamentos dos dois pontos difratores. A modelagem

apenas limita-se a gerar as reflexões primárias do campo de ondas, o que é desejado

durante o processo de migração e processamento convencional, pois as múltiplas são

consideradas geralmente como rúıdo.

A Figura 4.3 mostra o traço extráıdo de um receptor na superf́ıcie, na mesma

posição da fonte, onde é posśıvel observar que a modelagem de Born não consegue

57



Figura 4.2: a) Sismograma obtido através da Equação 4.7. b) Sismograma obtido
com a aproximação de Born.

preservar completamente as amplitudes do campo espalhado. Se o experimento é

repetido mudando o valor da velocidade dos pontos difratores para vp = 1650 m/s

(apenas 10% acima do valor da camada homogênea), o que supõe um contraste

menor com relação ao meio de fundo, a modelagem de Born consegue reproduzir

melhor as amplitudes verdadeiras do campo espalhado, como apresentado na Figura

4.4. Nota-se que quanto maior for o valor da perturbação do modelo, menos precisa

é a modelagem das amplitudes pois a suposição u0 � δu deixa de ser válida.

Figura 4.3: Comparação do traço central (x=2 km) entre os sismogramas da Figura
4.2, considerando pontos difratores com velocidade vp = 3000 m/s.

O segundo exemplo considera um meio de três camadas homogêneas e paralelas,

e três modelos de fundo diferentes, calculados através da suavização do modelo real
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Figura 4.4: Comparação do traço central para o experimento dos pontos difratores,
considerando perturbações de velocidade de vp = 1650 m/s.

com filtros gaussianos de raios iguais a 50, 200 e 400 metros, como apresentado na

Figura 4.5. Ressalta-se que a suavização é feita na vagarosidade e não na veloci-

dade. Por outro lado, a Figura 4.6 exibe a comparação da modelagem do campo

espalhado entre a equação de onda completa depois de ter removido a onda direta,

e a modelagem de Born, no traço central do levantamento. Para modelos mais afas-

tados do modelo verdadeiro, onde o contraste de vagarosidade é mais alto, nota-se

a presença de maiores deslocamentos temporais dos eventos registrados. Tal sensi-

bilidade aos erros no modelo de velocidade representa uma das principais limitações

da modelagem de Born em relação ao algoritmo de LSRTM, posto que deslocamen-

tos temporais muito grandes podem originar problemas de cycle skipping no ajuste

iterativo dos dados, que levam a modelos de refletividade incoerentes e desfocados,

e a taxas de convergência mais lentas (YU et al., 2014).

Uma grande suposição do método LSRTM é que o modelo de fundo já é cine-

maticamente preciso e não será atualizado ao longo das iterações. Segundo BUNKS

et al. (1995), a inversão linearizada é justificada quando o modelo de fundo está na

vizinhança do mı́nimo global da função objetivo. Essa é uma suposição razoável

para problemas de inversão śısmica onde a geologia não é muito complexa ou onde

tem-se um bom conhecimento “a priori”do modelo. No entanto, em muitas aplica-

ções práticas, o modelo de fundo é geralmente impreciso. Algumas das propostas

para contornar estes problemas consistem em implementar técnicas tipo Dynamic

Time Warping (DTW) (LUO e HALE, 2014), métodos de regularização (WU et al.,
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Figura 4.5: a) Modelo de três camadas horizontais e homogêneas (modelo pertur-
bado). b) Modelo de fundo suavizado com janela gaussiana de raio = 50 m. c)
Modelo de fundo suavizado com janela gaussiana de raio = 200 m. d) Modelo de
fundo suavizado com janela gaussiana de raio = 400 m.

2016), ou em atualizar conjuntamente o modelo de fundo através de técnicas como a

FWI, a análise de velocidade de migração (MVA), ou a tomografia de alta resolução

(SCHUSTER, 2017). Outra abordagem consiste em resolver um sistema indetermi-

nado de equações, onde uma imagem LSRTM é obtida para cada tiro, e no final da

inversão todas as imagens são empilhadas para obter a seção migrada final. Esta

estratégia faz com que a inversão LSRTM seja mais robusta em relação ao erro no

modelo de velocidade (DAI e SCHUSTER, 2013).

Por outro lado, é importante mencionar que os resultados obtidos pela grande

maioria de algoritmos de inversão LSRTM, que empregam a modelagem de Born con-

vencional para gerar o dado sintético, contém informação AVO imprecisa (ZHANG

et al., 2015). Isto deve-se ao fato de que, por simplicidade e eficiência computacional,

a equação de modelagem do campo espalhado é derivada sem levar em considera-

ção a variação da refletividade com o ângulo de incidência, relacionados de forma

60



Figura 4.6: Comparação entre o campo espalhado calculado pela equação da onda
completa e a modelagem de Born para o modelo de fundo suavizado com diferentes
tamanhos de janela do filtro gaussiano. Os traços correspondem ao receptor posi-
cionado na superf́ıcie em x=2 km. a) Comparação para o modelo da Figura 4.5.b.
b) Comparação para o modelo da Figura 4.5.c. c)Comparação para o modelo da
Figura 4.5.d.

não linear pelas equações de Zoeppritz (SHUEY, 1985). Portanto, o parâmetro de

refletividade invertido neste trabalho é função do coeficiente de refletividade de off-

set zero, como demonstrado por WONG (2014) e SCHUSTER (2017). YAO e WU

(2017) apresentam a formulação do problema direto que considera a refletividade

dependente do ângulo de incidência, permitindo recuperar seções migradas com in-

formação AVO correta, úteis para interpretação quantitativa.
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4.2 Migração RTM como problema inverso

A migração RTM produz uma representação aproximada da refletividade do sub-

solo. A resolução da imagem obtida a uma determinada profundidade é controlada

pelos parâmetros de aquisição como a assinatura de fonte, a largura de banda de

frequência e a geometria de aquisição. As propriedades do meio na profundidade e

acima dos refletores também afetam a qualidade da imagem (YAO e WU, 2015). A

migração RTM em modelos geologicamente complexos e com dados adquiridos com

cobertura insuficiente de fontes e receptores na superf́ıcie, produzem seções pobre-

mente iluminadas e com baixo número de onda. Assim, é conveniente abordar a

migração RTM como problema inverso.

LAILLY (1983), TARANTOLA (1984a) e posteriormente MORA (1989) foram

os primeiros a constatar a semelhança entre o operador de migração RTM e o gra-

diente da função objetivo computado pelo método do estado adjunto. Com efeito,

considerando a função objetivo que minimiza as diferenças entre o campo modelado

e o campo observado,

min
m∈IRn

E(m) =
1

2

∑
f

∑
r

∫ T

0

‖δu− δdobs‖2 dt (4.18)

=
1

2

∑
f

∑
r

∫ T

0

‖∆d‖2 dt, (4.19)

e a derivada com relação ao parâmetro δmi, correspondente à i-ésima componente

do gradiente ∇E(m)i,

δE(m)

δmi

=
∑
f

∑
r

∫ T

0

[
δu

δmi

∆d

]
dt, (4.20)

a expressão da derivada de Fréchet (Equação 4.17) pode ser colocada em evidência,

para obter a relação

δE(m)

δmi

=
∑
f

∑
r

∫ T

0

[(
g0(xr, t; xi) ∗

(
−2s0(xi)

∂2u0(xi, t; xf )

∂t2

))
∆d

]
dt. (4.21)
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Sabe-se, ademais, que a convolução garante a propriedade (YANG et al., 2015b),

∫
[g(t) ∗ f(t)]h(t) dt =

∫
(f(t) [g(−t) ∗ h(t)] dt, (4.22)

de maneira que a equação para cada componente do gradiente pode ser reorganizada

como

δE(m)

δmi

=
∑
f

∑
r

∫ T

0

[(
−2s0(xi)

∂2u0(xi, t; xf )

∂t2

)
(g0(xi,−t; xr) ∗∆d)

]
dt, (4.23)

onde o principio de reciprocidade da função de Green, g0(xr,−t; xi) = g0(xi,−t; xr),

foi empregado para trocar a coordenada do ponto difrator xi (considerado como

fonte espalhadora) pela do receptor localizado em xr. Tendo em conta todos os

pontos do domı́nio x, e apenas uma fonte, o gradiente da Equação 4.23 pode ser

interpretado da forma seguinte (SCHUSTER, 2017):

∇mE(x) =

−2s0(x)

D(x,t)=campo incidente︷ ︸︸ ︷
u0(x, t; xf ) ⊗

U(x,t)=campo reverso︷ ︸︸ ︷∑
r

g0(x,−t; xr) ∗∆d̈


|t=0

= −2s0(x)
∑
t

D(x, t)U(x, t)

(4.24)

O significado f́ısico desta equação indica que o gradiente da função objetivo pode

ser computado pela correlação no“lag zero”(denotado pelo śımbolo ⊗) entre o campo

de ondas incidente, u0, e o campo resultante da propagação reversa dos reśıduos, ∆d,

injetados na posição dos receptores xr, somados em todos os instantes de tempo.

Ambos os campos são propagados no modelo de fundo s0(x). Exceptuando o fator

−2s0(x), percebe-se que a Equação 4.24 é cinematicamente equivalente à definição

clássica da migração RTM pré-empilhamento, que emprega a correlação cruzada en-

tre os dois campos de onda, D(x, t) e U(x, t), como condição de imagem no domı́nio
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do tiro comum (ROBEIN, 2010):

δmmig(x) =
∑
t

D(x, t)U(x, t). (4.25)

Se o modelo de fundo representa uma versão suavizada do modelo verdadeiro,

durante a primeira iteração do algoritmo de inversão, o reśıduo ∆d apenas contém

eventos refletidos do dado observado, pois a onda direta e as refrações registradas

no campo incidente u0 cancelam às do dado observado. Isto simula o processo de

eliminação das ondas diretas e mergulhantes na migração RTM, consideradas como

rúıdo de baixa frequência. Portanto, a migração RTM poderia ser entendida como

o resultado do gradiente na primeira iteração do algoritmo de inversão de mı́nimos

quadrados (SYMES, 2007). Essa conexão é particularmente válida com relação às

ondas refletidas, mas é violada nos casos em que as ondas mergulhantes são cŕıticas

para o sucesso da inversão (i.e. quando o modelo de fundo precisa ser atualizado),

como no caso da FWI (QIN et al., 2015).

A Equação 4.23 pode ser colocada em evidência no contexto da inversão iterativa

do modelo de vagarosidade s(x). Tomando, por exemplo, o método de máxima

descida como algoritmo de otimização, a atualização inicial para k = 0 tem a forma:

s1(x) = s0(x) + α2s0(x)
∑
f

∑
r

∫ T

0

[(
∂2u0(xi, t; xf )

∂t2

)
(g0(xr,−t; xi) ∗∆d)

]
dt

(4.26)

que pode ser reorganizada como

δmref1(x) ≡ s1(x)− s0(x) (4.27)

= α2s0(x)
∑
f

∑
r

∫ T

0

×
[(

∂2u0(xi, t; xf )

∂t2

)
(g0(xr,−t; xi) ∗∆d)

]
dt

(4.28)

ou,

δmref1(x) = αδmmig(x) (4.29)
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onde δmref1 é a imagem migrada atualizada que aproxima as distribuições de refleti-

vidade, δmmig é a imagem obtida pela migração RTM, e o fator −2s0(x) é absorvido

pelo passo α por conveniência notacional. Assim, o algoritmo de inversão LSRTM

consiste em atualizar iterativamente a refletividade δmrefk até atingir a convergência.

Neste caso, o dado sintético empregado no cálculo dos reśıduos é o campo espalhado

gerado pela modelagem linear descrita na seção anterior. Geralmente, o dado ob-

servado é pré-processado para tirar todos os eventos que a modelagem de Born não

reproduz, como a onda direta, as refrações e as múltiplas. Diferentemente da inver-

são não linear, a função de Green do campo incidente permanece invariável durante

todas as iterações porque s0(x) não é atualizado. Apenas é atualizada a distribuição

de refletividade a cada iteração. Isto implica, ademais, que o operador da migração

RTM, LT, definido como o adjunto da modelagem de Born, permanece igual a cada

iteração (SCHUSTER, 2017).

Generalizando a Equação 4.29 para qualquer método de otimização local que

aproxime a curvatura da função objetivo, e expressando o problema de forma ma-

tricial, tem-se a relação

∆mref = H−1∆mmig (4.30)

∆mref =
[
LTL

]−1
LT∆d, (4.31)

que descreve o processo de migração como problema inverso de mı́nimos quadrados.

Observa-se que o resultado obtido na migração RTM está relacionado à imagem

da LSRTM através do inverso da matriz Hessiana
[
LTL

]−1
. Uma outra forma de

interpretar a inversa da matriz Hessiana, é como um filtro de deconvolução que

focaliza e pondera as amplitudes da imagem migrada ∆mmig para aproximá-la do

modelo verdadeiro ∆mref.

Neste trabalho, a matriz
[
LTL

]−1
é aproximada de forma iterativa, e o modelo

de refletividade verdadeiro ∆mref é invertido iterativamente pelo método LBFGS,

de acordo com o algoritmo descrito na seção seguinte.
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4.3 Algoritmo de inversão LSRTM

O algoritmo de inversão LSRTM desenvolvido neste trabalho pode ser resumido nos

7 passos seguintes:

1. Para cada fonte f e conjunto de receptores r, é calculado o reśıduo inicial ∆d,

subtraindo o campo incidente registrado na superf́ıcie, u0, do dado observado1

Calcula-se também a função objetivo para o reśıduo inicial, segundo a Equação

4.18.

2. Gera-se o gradiente δmmig através da migração do reśıduo ∆d. Este passo é

equivalente ao processo de migração RTM convencional.

3. Calcula-se o passo α que minimiza a função objetivo, por meio de um algoritmo

de busca em linha, e a direção de atualização do modelo de vagarosidade,

determinada pelo algoritmo LBFGS.

4. Estima-se o modelo de vagarosidade atualizado, s1(x). Posteriormente, o mo-

delo s1(x) é subtráıdo do modelo de fundo s0(x) para se obter o modelo de

refletividade atualizado, δmref1 (Equação 4.27).

5. Para cada fonte f e conjunto de receptores r, modela-se o dado calculado δu

através da modelagem de Born, resolvendo as Equações 4.6 e 4.11, onde o

termo da fonte do campo espalhado é o produto entre o campo incidente u0 e

o termo da refletividade, δmref1 , calculada no passo anterior.

6. Para o novo dado calculado δu, calcula-se o novo reśıduo ∆d e a nova função

objetivo.

7. Se atingido o critério de parada, finaliza-se a inversão. Caso contrário, volta-se

para o passo 2, onde o novo reśıduo é migrado.

1Isto equivale a remover a onda direta e as refrações dos dados observados, uma vez que o modelo
de fundo, s0(x), onde o campo incidente se propaga, é uma versão suave do modelo verdadeiro.
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Nota-se que o processo de LSRTM demanda a solução de três modelagens da

equação da onda para três tipos diferentes de fontes. A primeira fonte é a fonte śıs-

mica que origina o campo de ondas incidente. A segunda modelagem cria o campo

de ondas ascendente pela aproximação de Born. O terceiro tipo de propagação está

relacionado à extrapolação dos reśıduos em tempo reverso para gerar o gradiente.

Isto representa um aumento do tempo computacional na ordem de O(3k) em relação

à migração RTM, onde k é o número de iterações da LSRTM (SCHUSTER, 2017).

Junto à sensibilidade aos erros do modelo de fundo, o alto custo computacional

representa a outra grande limitação do método e geralmente são implementadas di-

ferentes técnicas de codificação de fase das fontes para combinar vários subconjuntos

de famı́lias de tiro comum (CSG - common-shot gathers) em um ou vários super-

gathers, a cada iteração. Para isso, um termo de regularização deve ser acrescentado

na função objetivo, a fim de estabilizar os artefatos produzidos na inversão simultâ-

nea dos tiros. Como nenhum termo de regularização ou técnica de supergather foi

levada em consideração, neste trabalho foi empregada a abordagem convencional,

em que o número total de fontes é modelado ao longo de todas as iterações.

4.4 Experimentos numéricos

Nesta seção são apresentados os resultados da inversão LSRTM aplicada em três

modelos sintéticos 2D. As imagens obtidas na inversão, são comparadas com os

resultados da migração RTM. Os primeiros dois testes consistem em imagear um

modelo de camadas plano-paralelas e um modelo de pontos difratores incorporados

numa região perto de um corpo de sal. Avaliou-se o desempenho da LSRTM sobre

tais configurações simples com a finalidade de ter um entendimento sobre como este

algoritmo opera no que diz respeito à redução de artefatos de migração, deconvolução

da fonte e a ampliação do espectro de amplitude das imagens. O terceiro modelo,

significativamente mais complexo e de maiores proporções, consiste em uma versão

reamostrada do modelo Sigsbee2a (PAFFENHOLZ et al., 2002).

Como já foi mencionado, no que se refere ao pré-processamento dos dados, é
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comum remover a energia das múltiplas porque estas não podem ser preditas pela

modelagem linear e são tratadas como rúıdo coerente nos dados. No entanto, para

evitar o crime inverso, as múltiplas internas foram mantidas nos dados observados.

Em outras palavras, os dados observados foram modelados com a equação da onda

completa, e os dados sintéticos com a modelagem de Born. As condições de borda

absorvente foram aplicadas em todas as bordas do modelo, e, portanto, os dados

não contém nenhuma múltipla associada à superf́ıcie.

A fonte śısmica é assumida como conhecida durante a inversão. As ondas direta

e refratadas, que não contribuem ao imageamento dos refletores, foram subtráıdas

dos dados observados, através da modelagem no meio de fundo.

A cada iteração, o gradiente é pré-condicionado pela inversa da diagonal da

pesudo-Hessiana, como apresentado na seção 3.4. Um detalhe a ressaltar é que,

como o modelo de fundo não varia, o pré-condicionador apenas precisa ser calculado

uma vez durante todo o processo iterativo.

4.4.1 Modelo de camadas plano-paralelas

O modelo de camadas plano-paralelas, apresentado na Figura 4.7.a, é representado

por uma malha regular de 500 × 226 pontos com espaçamento de 5 m entre os

nós. O modelo é constitúıdo pela camada da lâmina de água de 80 m de espessura,

localizada no topo do modelo com velocidade vp = 1500 m/s, seguida de duas

camadas homogêneas de velocidade vp = 2000 m/s, separadas por uma camada de

velocidade vp = 2500 m/s localizada a 600 m de profundidade, com espessura de 200

m. O modelo de fundo empregado na migração (Figura 4.7.b), é o meio verdadeiro

sem a camada de alta velocidade. Assim, o objetivo do experimento é imagear o

topo e a base da camada de alta velocidade.

Uma das razões pelas quais a migração por mı́nimos quadrados é atrativa, é

a sua eficiência na reconstrução de modelos quando aplicada a dados incompletos

e aquisições com amostragem pobre em tiros, já que ajuda a reduzir os artefatos

de aquisição de maneira natural. Neste teste, o número de receptores é mantido
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fixo e igual ao número de pontos do modelo na direção horizontal, mas apenas são

modelados 11 tiros para simular uma aquisição śısmica com pouca cobertura de

fontes. Os parâmetros da modelagem e inversão implementados são apresentados

na Tabela 4.1.

Figura 4.7: Modelo de quatro camadas plano-paralelas. a) Modelo verdadeiro. b)
Modelo de fundo.

A Figura 4.8 mostra o resultado da migração RTM. As cores branca e preta

representam valores de refletividade positiva e negativa, respectivamente. Na seção

migrada é posśıvel observar que tanto o topo quanto a base da camada de alta

velocidade são parcialmente iluminados. As amplitudes de ambos os refletores são

maiores na parte central do modelo devido ao fato de que um maior número de fontes

contribuem na iluminação desta zona, se comparado com as regiões laterais. Além

do mais, nota-se que a amplitude do refletor superior é maior do que a do inferior.

Isto se deve ao o operador adjunto, LT, que não preserva as amplitudes. Por último,

percebe-se a presença de artefatos com forma eĺıptica acima do refletor superior,

provenientes do operador de migração em meios homogêneos. A manifestação de tais
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Tabela 4.1: Parâmetros utilizados na modelagem e inversão do modelo de camadas
plano-paralelas

Parâmetros Valor

Número de nós 500× 226
Espaçamento da malha 5 m
Amostragem temporal 0.0005 segundos

Tempo de gravação 2.5 segundos
Número de tiros 11

Espaçamento entre tiros 250 m
Profundidade dos tiros 10 m
Número de receptores 500

Espaçamento entre receptores 5 m
Profundidade dos receptores 10 m

Frequência de corte da fonte (Ricker) 60 Hz
Número de gradientes armazenados (LBFGS) 5

Número máximo de iterações 100

Critério de parada adicional E(mk)
E(m0)

< 1%

artefatos é consequência da pobre cobertura de fontes consideradas no experimento,

que evita que as elipses de migração sejam colapsadas eficientemente.

Figura 4.8: Resultado da RTM para o modelo de camadas planas paralelas

Por outro lado, a Figura 4.9 mostra o resultado da LSRTM depois de 10 itera-

ções. Em comparação com a migração RTM, a imagem invertida apresenta refletores

mais uniformes e significativamente melhor resolvidos em toda a extensão horizon-

tal do modelo, incluindo as regiões perto das bordas. As amplitudes dos refletores

também são melhor conservadas em profundidade, especialmente no caso do refletor

inferior. Adicionalmente, os lóbulos que conformam os refletores, associados à assi-

natura da fonte, são mais finos, o que evidencia o efeito deconvolutivo da LSRTM.
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Isto é traduzido em imagens com melhor resolução espacial, tal como indica o es-

pectro de amplitude da Figura 4.10, onde é posśıvel observar que o resultado obtido

por LSRTM abarca um espectro mais amplo, tanto nas baixas quanto nas altas

frequências.

Figura 4.9: Resultado da LSRTM para o modelo de camadas planas paralelas depois
de 10 iterações.

Figura 4.10: Comparação dos espectros de frequência espacial para os resultados da
migração RTM (Figura 4.8) e LSRTM (Figura 4.9)

Mesmo que exista uma redução das elipses de migração mencionadas, ainda

são preservados alguns destes artefatos nas partes laterais da imagem. Além do

mais, existem reverberações de alta frequência com a mesma inclinação dos refletores

horizontais. Estes artefatos estão associados às múltiplas remanentes nos reśıduos

que são retropropagadas e migradas ao longo das iterações, causando um efeito de

ajuste excessivo dos dados na imagem final. Para remover este tipo de artefatos, é

posśıvel empregar, por exemplo, técnicas de regularização que levem em consideração
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a orientação dos refletores (e.g. DE SOUZA et al., 2019) e façam a inversão mais

estável, ou empregar aproximações de Born de mais alta ordem.

Ainda por cima, a evolução da função objetivo apresentada na Figura 4.11, indica

que o erro é reduzido drasticamente nas primeiras iterações. Aproximadamente

depois das primeiras 10 iterações, não há redução no erro que justifique a continuação

do processo iterativo. De fato, o rúıdo de alta frequência é acentuado em iterações

posteriores, como mostra a Figura 4.12, para a iteração número 38, e os perfis

verticais no meio da seção migrada da Figura 4.13. A iteração 38 corresponde

à ultima iteração da inversão, parada por falha no algoritmo de busca em linha.

Isto pode ser devido ao fato de que o modelo de fundo não representa uma versão

suavizada do modelo verdadeiro, e que os dados calculados e os dados observados

não foram modelados com a mesma equação. Como a modelagem não contempla

todos os eventos do dado observado, o valor da função objetivo jamais chegará a

zero.

Figura 4.11: Evolução da função objetivo para o modelo de camadas plano-paralelas.
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Figura 4.12: Resultado da LSRTM para o modelo de camadas planas paralelas
depois de 38 iterações. A inversão ajusta excessivamente o dado, aumentando o
rúıdo de alta frequência.

Figura 4.13: Perfis verticais da seção migrada na posição x = 1.25 km. a) Iteração
10. b) Iteração 38.

4.4.2 Modelo de pontos difratores com corpo de sal

O segundo teste consistiu em imagear 9 pontos difratores localizados na parte in-

ferior (aproximadamente a 900 metros de profundidade) de uma região com uma

distribuição de velocidade que varia suavemente até o embasamento de alta velo-

cidade no fundo do modelo, e contém um corpo de sal de velocidade vp = 4500

m/s, como ilustra a Figura 4.14. As dimensões do modelo são iguais às descritas no

teste da seção anterior, assim como os parâmetros de modelagem e inversão (Tabela

4.1). O corpo de sal é assumido como interpretado corretamente, conhecendo sua

73



posição e dimensções exatas. Somente os pontos difratores são considerados como

as perturbações a serem imageadas. Em outras palavras, o modelo de fundo é igual

ao modelo verdadeiro sem a presença dos pontos difratores. Esta configuração foi

escolhida para avaliar o desempenho da LSRTM no imageamento de objetivos de

interesse perto e embaixo de estruturas saĺıferas com geometrias complexas, onde a

iluminação é limitada. Ademais, os pontos difratores são elementos fundamentais

na geração de imagens posto que podem ser empregados para construir qualquer

refletor complexo. Em segundo lugar, eles dão uma medida direta da qualidade da

imagem, particularmente da resolução.

modelo

Figura 4.14: Modelo de pontos difratores com corpo de sal.

A Figura 4.15 mostra o resultado da migração RTM convencional, equivalente

à primeira iteração do algoritmo LSRTM. O dado empregado para o imageamento

contém apenas o campo ascendente produzido pelos pontos difratores, uma vez que

os demais eventos registrados nos sismogramas são cancelados pela diferença entre

o campo de fundo e o dado observado, como indica a Figura 4.19.c. Os pontos di-

fratores são fracamente imageados, sendo os mais afetados aqueles posicionados na

parte inferior direita do modelo, onde a iluminação é mais deficiente. As imagens

dos pontos da parte esquerda do modelo apresentam inclinações, devido ao corpo de

sal que desvia as ondas propagadas do lado direito do levantamento e portanto, a
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Figura 4.15: Resultado da RTM para o modelo de pontos difratores.

iluminação de tais pontos é assimétrica. Os pontos centrais são os melhores image-

ados e mais focalizados já que a camada de alta velocidade do embasamento produz

o efeito de reflexão total interna para as fontes propagadas do lado esquerdo do

levantamento. Uma evidência deste fenômeno é a presença do artefato de baixa

frequência em forma de “V” no meio do modelo, correspondente ao operador de

migração associado às ondas refletidas.

Por outro lado, percebe-se que a imagem está contaminada de rúıdo de baixa

frequência e alta amplitude, produzido pelo grande contraste de velocidade no mo-

delo. Um filtro laplaciano é implementado para tirar o rúıdo de baixa frequência e o

resultado é apresentado na Figura 4.16. Pode-se notar que o rúıdo de baixa frequên-

cia é reduzido quase por completo, mas ainda permanecem na imagem artefatos de

alta frequência, e os pontos difratores continuam tendo uma aparência desfocada e

amplitudes desbalanceadas e assimétricas.

Em contrapartida, o resultado obtido pela inversão LSRTM é mostrado na Figura

4.17.a e 4.17.b, para as iterações número 20 (resultado preliminar) e 100 (resultado

final), respectivamente. Adicionalmente, a Figura 4.18 mostra a evolução da função

objetivo em relação ao número de iterações, onde verifica-se que o algoritmo converge

até atingir o critério de parada de número máximo de iterações. De forma similar

ao teste da seção anterior, a diminuição mais pronunciada do funcional é produzida

nas primeiras iterações.
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Figura 4.16: Seção RTM para o modelo de pontos difratores, depois de aplicado um
filtro laplaciano.

Figura 4.17: Resultado da LSRTM para o modelo de pontos difratores. a) 20 itera-
ções. b) 100 iterações.

Em ambas as imagens da Figura 4.17, a melhora na resolução em relação ao

foco dos pontos difratores é clara, além do realce das amplitudes, especialmente

para os pontos menos iluminados e aqueles com iluminação assimétrica. O efeito
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Figura 4.18: Evolução da função objetivo para o modelo de pontos difratores.

deconvolutivo é evidente no sentido de que a influência da assinatura da fonte na

imagem é mı́nima, se comparado ao resultado da migração RTM (Figura 4.16).

Comparando ambos os resultados da Figura 4.17, comprova-se que a contribuição

das iterações posteriores é a de melhorar o foco dos pontos difratores e reduzir a

presença dos elementos que não fazem parte da refletividade verdadeira, como por

exemplo, o corpo de sal. Os artefatos que poluem a imagem migrada também são

diminúıdos quase na sua totalidade, segundo o observado na Figura 4.17.b.

Finalmente, a Figura 4.19 demonstra como o operador L aplicado ao modelo

∆m obtido como resultado do processo de inversão, produz um dado sintético que

se aproxima muito mais do observado, se comparado ao dado sintético obtido a

partir da seção migrada com a RTM.
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Figura 4.19: Comparação entre sismogramas sintéticos calculados com a modelagem
de Born para um tiro posicionado em x = 625 m. a) Dado demigrado a partir da
seção RTM inicial. b) Dado demigrado na iteração 100. c) Sismograma observado.

4.4.3 Modelo Sibgsbee2a

O teste final da inversão LSRTM foi realizado sobre uma versão adaptada do modelo

Sigsbee2a, reamostrado em uma malha de diferenças finitas de dimensão 1200 ×

400 pontos, com espaçamento de 5 metros entre os nós. Os dados observados são

gerados usando o modelo de velocidade apresentado na Figura 4.20. Por sua vez, o

modelo de fundo empregado na migração é apresentado na Figura 4.21. O modelo de

refletividade verdadeiro é obtido através da diferença entre a vagarosidade verdadeira

e a vagarosidade de fundo. O resultado é mostrado na Figura 4.22, depois de ser

aplicado um filtro laplaciano.
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Figura 4.20: Modelo de velocidade verdadeiro.

Figura 4.21: Modelo de fundo empregado na migração/inversão.
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Figura 4.22: Modelo de refletividade verdadeiro.

Inicialmente, realizou-se a migração RTM convencional, simulando uma aquisição

com 601 tiros, separados em intervalos de 10 metros. O resultado é apresentado na

Figura 4.23, onde observa-se que os refletores estão contaminados por artefatos de

baixa frequência, especialmente perto do corpo de sal. A Figura 4.24 ilustra a seção

migrada depois de ter aplicado um filtro laplaciano. Nota-se que parte dos artefatos

ainda persistem após a filtragem. Ademais, a interpretação dos horizontes tanto na

parte esquerda, correspondente à sequência sedimentar, quanto na região perto do

corpo de sal e em regiões profundas do modelo, está comprometida devido à baixa

resolução da seção. Verifica-se que a presença do corpo de alta velocidade impede

que o algoritmo convencional de migração RTM produza imagens confiáveis.

Figura 4.23: Seção RTM obtida com a migração de 601 tiros.
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Figura 4.24: Seção RTM filtrada.

Como já foi mencionado, o custo computacional envolvido em múltiplas iterações

da LSRTM é significativamente superior ao da RTM. Portanto, durante o processo

iterativo foi considerado um subconjunto dos 601 tiros do levantamento original. A

Figura 4.25 mostra o erro entre a seção RTM original e três subconjuntos com 301,

120 e 61 tiros. Os resultados apresentados a seguir, correspondem ao subconjunto

de 61 tiros, distribúıdos a cada 100 m na superf́ıcie.

-0.04 -0.02 0 0.02 0.04

Figura 4.25: a) Seção RTM da Figura 4.24, obtida com 601 tiros. b), c) e d)
mostram a diferença entre a seção em a) e as seções obtidas com 301, 120 e 61 tiros,
respectivamente. A barra de erro indica a diferença em relação à seção em a).
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Os parâmetros referentes à geometria de aquisição e à inversão LSRTM estão

apresentados na Tabela 4.2

Tabela 4.2: Parâmetros utilizados na modelagem e inversão do modelo Sigsbee2a

Parâmetros Valor

Número de pontos 1200× 400
Espaçamento da malha 5 m
Amostragem temporal 0.0005 segundos

Tempo de gravação 10 segundos
Número de tiros 61

Espaçamento entre tiros 100 m
Profundidade dos tiros 10 m
Número de receptores 1200

Espaçamento entre receptores 5 m
Profundidade dos receptores 10 m

Frequência de corte da fonte (Ricker) 55 Hz
Número de gradientes armazenados (LBFGS) 5

Número máximo de iterações 25

Critério de parada adicional E(mk)
E(m0)

< 1%

A imagem obtida como resultado do processo iterativo é apresentada na Figura

4.26. Se comparado à seção RTM convencional, as caracteŕısticas do operador de

inversão descritas nos dois testes anteriores podem ser identificadas. Em primeiro

lugar, o resultado apresenta menos artefatos. Por exemplo, as grandes amplitudes

no topo do sal são dramaticamente diminúıdas. Ademais, as bordas do modelo são

melhor reconstrúıdas, o que indica que a inversão consegue compensar regiões do mo-

delo com baixa multiplicidade do sinal. Isto também é deixado em evidência na área

do pré-sal, do lado direito inferior do modelo, onde refletores que não tinham sido

imageados pelo operador de RTM, são recuperados apesar da falta de iluminação.

A Figura 4.27 apresenta uma amplificação desta região, onde é posśıvel observar

como os refletores pobremente iluminados tem melhor continuidade e amplitudes

mais balanceadas. Os difratores igualmente espaçados inseridos propositalmente no

modelo de velocidade verdadeiro também fornecem ind́ıcios de que a focalização da

imagem invertida é aprimorada. Adicionalmente, pode-se concluir que foi posśıvel

obter uma seção migrada com maior resolução, usando apenas um subconjunto do

total de fontes empregadas na geração da seção RTM inicial (aproximadamente um
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décimo do total de tiros).

Figura 4.26: Seção LSRTM filtrada, na iteração 25. Este resultado deve ser compa-
rado com a seção RTM da Figura 4.24

Figura 4.27: Amplificação da área do pré-sal. a) Modelo de refletividade verdadeiro.
b) Seção RTM. c) Seção LSRTM. A inversão produz uma melhoria na continui-
dade dos refletores (seta esquerda) e preserva as amplitudes de refletores com pouca
iluminação (seta direita).
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Finalmente, para quantificar a acurácia da inversão em diferentes partes do mo-

delo, foi calculado o fator de qualidade proposto por (WU e ALKHALIFAH, 2015):

Correlaçãof =
∑
r

∑
t δu(xr, t)δd(xr, t)

Nr

√∑
t δu(xr, t)δu(xr, t)

∑
t δd(xr, t)δd(xr, t)

(4.32)

onde δu(xr, t) e δd(xr, t) são os dados calculado e observado para a fonte f , xr é a

posição de cada traço r relativa a cada fonte, e Nr é o número total de receptores por

fonte. Se o modelo invertido consegue reproduzir exatamente os dados observados,

então o valor da correlação é igual a 1 para todas as fontes. Este teste é particular-

mente útil no caso de dados reais onde não é posśıvel comparar o modelo invertido

com o modelo verdadeiro, uma vez que este último é desconhecido. A Figura 4.28

mostra a correlação entre os dados calculados e os dados observados para os 61 tiros

modelados. Percebe-se que a distribuição de refletividade obtida pelo algoritmo de

LSRTM consegue reproduzir com razoável precisão os dados observados.

Figura 4.28: Correlação entre dados calculados e dados observados, segundo a po-
sição dos tiros. Em azul, correlação para os dados calculados na primeira iteração.
Em vermelho, correlação para os dados calculados na iteração 25.
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Caṕıtulo 5

Conclusões e trabalhos futuros

No presente trabalho foram abordadas as técnicas de inversão FWI e LSRTM, basea-

das na modelagem da equação de onda, com a finalidade de reconstruir propriedades

acústicas do subsolo a partir de medições śısmicas registradas em superf́ıcie. A estru-

tura de ambos os algoritmos é similar, porém, os objetivos da FWI e da LSRTM são

diferentes em essência: a primeira busca recuperar o campo de velocidade completo,

enquanto a segunda estima a refletividade verdadeira em função das perturbações

do meio. Em segundo lugar, a FWI consegue inverter tanto os eventos refletidos

quanto as ondas diretas e refratadas, atualizando o modelo de velocidade a cada

iteração. Por outro lado, a LSRTM aprimora a resolução da seção migrada usando

apenas as reflexões de primeira ordem, mantendo o modelo de fundo fixo durante

todo o processo.

Os experimentos numéricos realizados com a inversão FWI mostraram que o

emprego do gradiente pré-condicionado por um operador que aproxima o efeito da

diagonal da Hessiana, acelera a convergência do processo iterativo e favorece a atu-

alização das partes mais profundas do modelo. O operador adotado neste trabalho

levou em consideração apenas a componente do lado das fontes na Hessiana aproxi-

mada, que equivale a compensar o gradiente por perdas de iluminação. O emprego

de outros tipos de pré-condicionadores, como por exemplo, um que considere a com-

ponente do lado dos receptores, assim como a análise da influência destes operadores

na direção de busca no decorrer do processo iterativo, é uma das propostas a serem
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estudadas no futuro.

Também, foi demonstrado que o emprego de estratégias multiescala permitiu

obter modelos de velocidade mais detalhados e próximos dos verdadeiros, uma vez

que ajudam a reduzir a não linearidade do problema. As duas estratégias implemen-

tadas recuperaram satisfatoriamente a parte rasa do modelo Marmousi. Porém, a

análise do erro relativo indicou que a estratégia de filtragem de frequências atingiu

um resultado mais preciso nas regiões de alto contraste de velocidade, especialmente

na parte inferior do modelo. Em relação ao custo computacional, uma alternativa

interessante em relação à estratégia de janelamento de offsets, consiste em simular

uma menor quantidade de disparos nas primeiras iterações, onde o tamanho da ja-

nela é maior e a influência das fontes localizadas na parte central do levantamento é

praticamente nula. Uma vez que o tamanho da janela é reduzido, é posśıvel conside-

rar um número de fontes maior. Outra alternativa de inversão multiescala, consiste

em combinar as duas estrategias apresentadas de forma simultânea.

Por outro lado, a inversão LSRTM é resolvida frequentemente com algoritmos de

inversão linear tipo gradiente e um passo calculado de forma anaĺıtica, requerendo

que os operadores de migração e modelagem linear sejam exatamente adjuntos para

garantir a convergência. No entanto, neste trabalho foi demonstrado que é posśıvel

obter distribuições de refletividade com resolução melhorada através do algoritmo

LBFGS, que emprega a busca em linha para calcular o passo a cada iteração, evi-

tando assim problemas de convergência associados a operadores pseudo-adjuntos.

Em relação aos experimentos numéricos realizados na inversão LSRTM, foi pos-

śıvel obter seções com melhoras significativas no imageamento dos horizontes, es-

pecialmente em regiões perto do corpo de sal do modelo Sigsbee2a. A redução de

artefatos presentes nas seções RTM convencionais também foi atingida através da

inversão. Tais artefatos produzem sinal na modelagem por demigração, que é supri-

mido na diminuição dos reśıduos em iterações posteriores. Mesmo tendo um ganho

considerável no balanceamento das amplitudes, focalização e na redução de rúıdo

de baixa frequência, conclui-se que é necessário incorporar técnicas de regularização
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para diminuir os artefatos de alta frequência produzidos pelo excessivo ajuste dos

dados.

Os resultados obtidos no caṕıtulo 4 assumem que os modelos de fundo empre-

gados na migração são suficientemente próximos do modelo real. Porém, tanto o

modelo de fundo quanto a refletividade deveriam ser invertidos de forma conjunta.

Abordagens que combinem o uso da FWI com a LSRTM são outro ponto a levar em

consideração em estudos posteriores.

As conclusões deste trabalho se aplicam unicamente a modelos acústicos e iso-

trópicos da Terra, e não se estendem a cenários mais complexos que consideram,

entre outros fatores, fenômenos de anisotropia, atenuação, elasticidade e rúıdo nos

dados. Portanto, a adaptação dos métodos empregados para aplicações em modelos

mais realistas, é uma das direções a serem consideradas no futuro.
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