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RE.SUmE..n 

U .t.e.m.a de,l pA.e4en,te .tJwJJa.i,o M e,l M.tu.cUo lJ- .la p11,atpw.ma,c,i.Ón. 

de ,leu /.l~ fJf1IUL e,l cálcul...a de -lM pll,a ph?,da.dv.. e-.i.t/w.c..tuJul,­

,lv., de da✓-J m.ade,la✓-J cam,pa.t,i);.lM fJf1IUL e,l a.n.á..L.lA-i.A de pA.a.ca4 p,all e,l 
, 

m.e;tada de -lo✓-J ele.m.en.ta✓-J µ.nLta✓-J. U pJIÁJl1R./l. eleJn.en,t,o v., dê, {-alUna 

~ can. 16 <JIUUÍ-0✓-l de LweM.a.d (R-16) IJ- e,l ✓-Jeq,wuia de {-a~ 

ma .t/úa.n.cp.l,la con 18 q/W-da✓-J de LweM.a.d (T-18). 

Se ✓-JeÍÍalo..n. -lM <Ll/-e,tenÁ:.l¼ a,,U:,e;uuz.;Uu04 fJf1IUL .la dedu.c..c.,i,Ón. de 

,leu pll,O ph?,da.de.4. v.,~ de e,lem.en,to/.l cam.p.a..t,,w.lM • 

En. e,l CMa de,l ele.m.en.ta R-16, ✓-Je p11,v..enA:.an. ,leu p11,aph?,da.dv., 

v.,~v., fJf1IUL erilt:Lt.e,lua, can. OIL-ta-tJi.apÁ,a., ✓-Je am.p,Úa de e-o.ta. 

.f-oJUna e,l :tluilJaja a~ en e,l q,ue .fJi.é, p11,e-oenA:.t:uia d,lcJw e,le -

m.en.,t.a. 

Se =tlw.n. llMuLtada✓-J ~/.J lf ✓-Je ✓-JeÍÍalo..n. -lo✓-J /l..e.fµU!M, -

tnA.en,to✓-J de p11,ec-i.A-lÓn. n.ec.e,,.,a,üa✓-J fJf1IUL .la a.&~n. de ,te-oU,U,a, -

da✓-J ✓-laÂ:Á./.J{-o,c.to1U1J/.l. 



RESUMO 

O tema do p1t.uenxe :tlt.a.balho é. o utudo e a p1t.Og1t.amação deu, 

l>ub1t.aün.a& p(tlt.(t o c.âlc.ulo deu, p!t.Op!Úedttdu u-tlt.u-tUJtiLÚi de do,Í,ó modê-e.oõ 

c.ompmvw p(tlt.(t a aniie.we de pla.c.cu, pel.o método dal> el.emenxol> 6-lnd:M. 

O p!t..lmÚ!t.o el.emenxo é de 601t.ma 1t.e-tanguf.M c.om 16 gJc.alUi de .Ube1t.dttde 

( R-16) e o l>egu.ndo é. de (ÍOlt.ma WangulM c.om 18 gJc.alUi de .Ube1t.dade 

(T-18). 

Mõ.lnalttm-l>e cu, d.lóe1t.en,tu al-te1t.naüva1, pMlt a dedução deu, 

p!t.Op!t..ledttdu utlt.U-tU!t.Ml> de e1.emenxo6 c.ompaúvw. 

No c.cu,o do el.emen,to R-16, ap1t.uenxam-6e M plt.op!t..ledadu ~ 

tlt.U-tU!t.Ml> p= ma-te!t..lal c.om olt.-to-tlt.Op.la, ampUa.-6e duta óo1t.ma o -tlt.aba­

lho o!Úg.lnal no qual 60.l ap!t.Uenxado o dao el.emen,to. 

Mo6-tlt.am-6e 1t.uul-tadoõ numé.!Úc.06 e M6.lnala.m-6e Oh 1t.equ,Í,ó.l­

toõ de p1t.ewão nec.u6áJu,oó pMlt a obtenção de 1t.uuUadoõ õa-t.lóóa;CÕ -

JU.06. 



SUMMARY 

The pJtUent woJtk deal6 wUh the p!WgJulJrnl,{,ng 06 .t,ubMu.üneA 

to c.alc.ul.a.te the .1,:tJw.ctWLO.l pMpVLtieA o 6 CDmpa.:üb.te e.tement.6 to the 

ana.ty.1,e.1, o 6 p.e.a.te.1, by the FinUe E.tement Method. The 6-iMt 06 theAe 

e.tement.6 - R16 - ha,1, a. 1t.ectangulo.Jt .1,ha.pe and 16 deg1t.ee.1, oó 61t.eedom, and 

the ./ie.CDnd, wUh a. tlt.,i,a.ngulalz. .1,ha.pe - T18 -, ha,1, 18 deg1t.ee.1, oó 61t.eedom. 

U.6 6e1t.ent a.Ue.1tna.:üve.1, to obta.,i,n the .t,t/t.u.ctWLO.l pMpe.Jttie.1, 

o 6 the.1, e c.ompa.:üb.te e.tement.6 Me .1,hown. 

1 n the c.a,1, e o 6 the R 16 e.tement; a.1t.e plt.eA ente.d the .1,:tJw.ctWLO.l 

pMpVLÜeA 601t. olt.thotl!.Op,i,c. ma.;te,/f.,(,al!,, ex.tend,i,ng ,i,n th,i,.t, manne1t. the 

O/f.,(,gbta.l wo1t.k., ,i,n wh,i,c.h .1,u.c.h e.tement wa,1, pJtUented. 

NU1Y1(',/f.,(,c.al /f.eA uU.6 Me .1,hown, be.1,,i,de.1, the nec.eA& My /f.eq(J_,(,/f.~ 

me.nt.6 06 a.c.u.1t.a.c.y to ob;ta.,i,n .t,a.:tl.t, 6a.c.to1t.y JtUu.lú a./f.e ,i,ncü.c.a.ted. 
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C A P J 7 U L O J 

~J)fü)f.S 

' 1.1.-Ré.SéÍÍA /l:JSTORJCA 

Lo-õ pll,,i,me/uJ-õ -'leAuli.ada-õ de. ,la a.p,U..cac,i..Ón de,L m.ét.ad.a de. .la-õ eA..e.­

m.en,UJ,õ {.,ln,U.a-õ a,l cz.ru:Í.U.,.,,iA de. p,la.r::.aA e.n. ~n, /.=A,an puJ,u..ca.cta-õ 

p.alL Pa.p.e.r,,f.iJA-õ 1 e.n. 1959 1J- po-õ;te/1,.,uJILmenM. p.alL tneA .. cMh
1 

1J- 11.dA.n,i..-Clauqh.J 

e)i 1961. E,n, dÃ..dl.a-õ J:JwJ.,a.,ja-õ -õe. u;UU;;.cvz,.an e.lem.en,t.a-õ ~v., , 

n.ÁJU/,WW d..e .lc,4 cnal v., 40ÁÂA.f-<u:).a -õ~ )..a4 lZ.eq.U,iA-U:.a4 de. 

camp,le.Udad IJ- carn,po,.t.w,i.,U,da,d. p.all. en,ta= a.ÚJi na v.,.ta,bA.,ec,lc/.a-õ p.e/1.,­

~. tu.é. e.n. 1965,e.n. .la. 1,! Can,f..M,encia de,L AtJT (!UA. tall.ce. 2M 

,U.,tu,te. af.. Te.chna.lar:pJ,)4-7 q.u,e. 4e. pll.e<Jen,t.a//..an .la.i pllÂJIUVl,04 e.,lem.e.n,ta.i 

can adeomda4 f..un,clanM de. de/.Jp,la'JfUTl,len.,to IJ- d..e f..a11.11uu nuM ueliJcÍ,U,l.e,o 

q.u,e. e.A., eJ..em,en,ta ~ OllÁ.1JÁ,IUIÂ-, ÚLt/l.e. .la-õ m.ade..la4 de. de/.Jp,la5-0-­

nu.e.n.ta, .la<! de. C.laug,h, 4 IJ- Baj.e..w;,5 /.=A,an de. f..aJuna ~. .la.i de. 

Ba(Jil2/l, G ll.e.ctaruµúalL 1J- e.A.. de. "f~ de. llwhe.k.e.? q.u.a.dtúlcú.el. Da.da 

e.A.. 4uc.e,oa d..eA.. eA..enze.nA:.o /l.e.Cta.ruµLla de. Ba(Jil2/l,, a. ptVlÂÁA de. en.tocv., , 

e.A.. de/.Jall.lLOV...o de. e,Le;n.enhM má,,, //..e,l,ÁJW-da4 4e. 11.ealÃ.j.-Ó CG4-i.. exc..luA-i..ua.­

m.en,te. e.n. .lc,4 de. f..aJunLL ~ IJ- q.u.a.dtúlcú.el. ÚL 1968 Calllp.vz. 
8

' 

Be.U 9' ll/upJlt.,i.4 1 O IJ- !3u,t,,U.n puJ,,l,u;a.n. can ~ f..alt.l!W.1.tu:,lonM un. 

e.,lem.e.n,ta ~ qu.e. e/.J Cf!T'1A.u.wuulo e.A.. l1UM ~ e.ri e.A.. a.n.á..u 
4,ÜJ de. f..J-=:-i..Ón de. p,la.r::.aA. ú.i.te. lllÃAm.a : a.iia, 4.i..q,J.u.e.ruia una ~a. 

~. C.lauqh.11 IJ- t~ de. llwhe.k.e..13 pll.e/.Jen,t.a//..an d.a.i e.A..el!l.e.n. -

,t;u, ~ • 

AdemM de. .lc,4 m.ade..la4 de. de/.J p,la~ .ind-i..ca.d.a4 , ha.n -õ-i..d.a plU!/.J e.n.­

.ta.cf.o4 m.ade..la4 de. eq.u,i.J.,i.hJu , m.ade.A..a4 mÃ..X.t.a4 IJ- m.ade..la4 hÁ.,/;Jz..i,da4 ; 4-i..e.n,da 
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lo4 p,wn.e,11,04 de é✓-J.taA /.alUTU.1,/_,a,e,ln.e.C,, 7M-ujA de /Jeu!Jek.e 7, 
14 , 

/ie)VUIUUUL 15, 16 , 1J- }'-ÜJJL 17, 18 MA p,ec.,Uuam.en;te. 

1. 2. -C<JOCJDDMC:JOflES ç,E.flV.fUE.S 

U de./laM,aUo de ,l.c,4 m.adelo4 de de✓-Jpl,a.~ q.u.e. :t/uz.,tam.o✓-J en. 

,l.c,4 c.ap,U:.u,lo 3 y. 4 , M /1.ea.U~ d.en»t,a de -la.6 a.p11..ax-i.ow.,c,laruu, q.u.e 

✓-Je -i.n,t:Jwc/.u.c.en. en. ,la t.ealtÁLL c:,LcÍA,i.c.a, de "p,laca✓-J cJ.elgaci.aA can pe,q.u.e,ÍÍ,aA 

def,olz,mác,laruu, "? 9 De a.cuellda a. eLla, el M.tada de M/,J.Lelz.f04 IJ- de/.alt.­

/lULCÁ..0/'UUJ en. wui pl,a.c.c., puedP 4elt. ex(JIU¼a.da cam.p,le;tair...en..te en -f-ur,.ci..Ón 

del de✓-l pA-a-~ ,la.,te;uu.. IJJ de ,la ✓-Ju.p.rvz,/.,lc., m.ecUa. de ,la p,laca. í.a. 

ex(JIU¼-lÓn de é-4-te. de✓-Jpl,a.~, q.u,e en .la. 40,luc,l.Ón. "exa.c,ta." 4a,t,v,, 

.f.ace: a) uno ect•acJ...Ón. cUf.e)z,enc,w..l pa.llC,la.,i, .-U.n.e.a.l, IJ- .V). ,la,<) cant:Üc.Â.IJ 

ruu, de .Volt.de; en. el m.éA:.ada de ,lo4 elem.e.n.t.o✓-J /.A-n,U,o✓-J na 4a,t,v,,.fac-e 

exa.c-ta.m.en;te rv..rup.uta- de -la.6 da✓-J cand,i..c,laruu, OJ1À:.JVIÁ..Olt.M, 'f M catv.>VWÁ.. 

da tje.n.elu:Llm,e p.alt. p.a.ü..n.am,i,a✓-J CJ.U.j,04 pa;w.m.e.t/UJ4 a caoll.de.n.aiJ,a,, g,e.n.e-

-~ ✓-Je. d.e.,te/un,i.nc p.olt. ✓-Jo-lu.cA.an. de un.. 4-UJ-tem.a, de ecuac~oruu, 

q.u.e. lt.MUÁÁ.a de .la. ~n. de .la. ~ p.o,l;e.n,c,,la.,L .total del 4M 

-.tema.. Í.04 ;z,eq.u,v.,,U...04 q.u,e de/.Je cum.pÂÁ)l- ,la -f-.wu:Á.-0/l de dMpl,a.~,· 

✓-Jan. --úuUca.da✓-J en. ,la ✓-Jecc-lÓn 1.3. 

De..lJ-ldo a. q.u.e. .la. de✓-Jc,u,pci.Ón. IJ- l,un.daJr..en,tac.lÓn del mitada de lo✓-J ele 

IILefLta✓-J f.,in,Ua4 M.ta. a.m.p,U.aci,en, ma✓-J-tllad.a en. ,la ~ 20, 21 , en 

.la q.u.e. 4-úµLe. /l04 ,l,i.m,UaJ;w4 ale cp/uj~ e4.tcz,W..e.c,i.da en ,la ta;z,­

m.u,.la.c,i..Ón. de ,lo4 m.adelo✓-J de de✓-J pl,a.~...en,to,s paM.vfh.x-lÓn de p,la.c.a,4. 

t .3.- REilll.:1s:11os DE.. m runc:16n DE.. DE.SJ'ifi2Affl.:1E..n1O 

. 22 . 
fia 4-i.d.a dem.a✓-J-tllad.a q.u.e. M CO/WenÃ.en,re ,la 4a,t,v,,.f-a.cc,lÓn. de. ,lo4 
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~"' d.e. cooip,le,i;,i.da. 'f com.p.a,U/J,U,i.dad d.e. la .f,un,c,lÓn d.e. d.e.4p,la,­

~ de. un. e,lem.en,t.o {ÁJU,tO. J:a <la.tM,f.o..=,lÓn dd pM.GW1- CllU.e/'.J..o 

M ne.ce.4a/UO ptVUL -la. COfWe/UJ-en.cÂ.a a. ,la 40,luc.,lÓn e.x:cz.cta. a. me.cU.da, 

, 
q.ae. 4e. Jt.e{.Ã.Jw. .la. IIILLlla., mÃ..eNtJUl4 q.u,e. ,la, <la.UA-f.,cu:;,c,lon d.e. .la. com.pa.U 

J;,U/4d,ad M ne.ce.4CVUO 4-l <li!.. de.4ea o,/;.ten.e)z. UIL -Ú.m,Ue ~//.. de. .la. 
, , , 

en.e.//..tJÂ-<. de. d.e.f,o,'UIUl.CÁ..On. ú,.u,4 lteq.UÁA-l-úJ<l ptVUL .la. .f-u.n,c.lon dú d.e.4 -

p,la.~ w( x, 11-) q.u.e. <Je. cv.ium.a. en. U1L e..l.e.m.e.n,tc de p,laca <lon: 

1),-CO!íll'IL1:Jl)/W,-1odo<l ,l.04 l!..4ta.da<l de. d.e.4p,la.~ com.o cuell.p-0 

~ 'f e-ota.da<l de. de,f.o//..flJflClÓn W1Á.Â:.lVIÁ.lL ( cwwa.t.uM.) co=-tant.e. 
, , 

de.hen. e.4ta;z_ ~º"' en. la .f-u.n,c.lon. v.i dec,Uz. ,/..o✓-) ;teJun,i.n,o4 1 , 

x,11-,,=2,x11-,i/2 
(o 41.1. e.q.u,lua,len;te. en. o.tll.o 4-l4.t.ema. de. cooJUkru:LdaA 

de.,/;en, <le,?. ~o✓-J e.n -la. .f,un,c,lÓn de,l dM~ w(x,11-),i 

dú e,lem.en.;t.c. 

2) CO!/IJ'f/.7:JB:JL:Jl)flJ), -J:a .f,un,c,lÓn a.4u.m,i.d.a. 'f 41.1.4 p1W1'.e.lU14 deJU.nadaA 

dwen. 4e,?. con-Utu.!.a✓-J de.n.tll.o dú e,lem.en;t.o; 'f a ,lo .J.a//..g,o d.e. un. ,la, 

do com.Ún. a do4 e-l.em.ento4 la .f,un,c,lÓn w 'f 41.1. deJUuada noll.ma,/. w, n 
delJe.n ✓-Je/l. -lg.u.a,/..e✓-J ptVUL ,l.04 do<l e,lem.en,t;.o4, 

li. e,lem.en,t.o4 q.ue. no 4a.tM-f.a-c=- -la. com.pa,U.,,/;,U/4d,ad d.e. ,la deM.ua.da n.oJt..­

ma,L 41!.. leA conoce. CO//LO ~4 no-conf,o1Url.e4, 'f enA:ll.e. ,lcv., d.e.4ue.n­

~ q.u,e. p.o✓-Je.e.n M q.u,e., -la. corw~ de.p.en.de. d.e -la. to= de. -la. 

IIILLlla. v- q,u,e. cwn. piu!Aewtan.do corw~ de. .la. e.nelUyla. d.e. de,f.o//..m.a -
. , 

c,wn, ,lo✓-) m.om.e.n.u,4 pu,eden. no :ten.elz. corwe.lUJ-en-C,i.a,, l:.n. COTL4e.c.JJ.l!.l'LC., e.4 

conven.J..ente. <la-UAf.a-eeJt, ,lo4 do<J ~-l-úJ<l • 4~, e.4 e.n 

M.t.e. 4en;Ud.o q.ue. a. ptV1,,t,Ut. de. 1965 <le. {,olUr'dJÂ..a/t.on ,lo4 lJJ.OdúO<l de. d.e.4-

p,la.~. lo,0 p,'1-ocecUm.-len,to✓-J ~,0 en. -la. cofL4-tll.u.c..c,lÓn de. .la.4 

~ne.-e dú de.4p,la.~ w,<le. .úuücan, e,l la 4~n 1.4. 
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1. 4. -COfl.STRUCCJôn DE. LI:/. tUOCJÓn DE. DE.SPlA2fllil1UITO 1i1( x, y,) 

f.a .la. COM.tJw.c.ci.Ón. de. ~/"UM de. <Í.eA p)..a.-µzmi..en,to pa.lUL 111.0d.eA..a,(J 

com.pa.U/J,le<, de. to= p.o.UÇ,,Onal, 4e ;Uen.en. do4 aLt..eluuz,U.uCIA: 

1) o.ú.t.en.ell. ~ruM q.u,e ;t..en.gari, p.oh.. ptVtmn,etA,o4 40./.ani.enA:.e. ,lo4 3 

g/W,do4 de ).,U;eJl..t.ad ( /J1, li1 , li1 ) p.oh.. rwdo , Ó 
X 'f 

2) o.ú.t.en.ell. ~/"UM q.u,e adeir,M -t.en.go.n. p.oh.. pIJ.ll,Ó.m,e,t:4 , .la.4 4<UJ.u.l]:_ 

dCIA deluuadCIA de. 111 en. ,Lo✓., pl.Ul,to4 rwda-1..eA. 
2s 

E.a .la. p/l,UlLe/UL a.J...t.e/uuLUua., delJ-ldo a. q.u,e e-0 -ú;ip.<Mlille. q.u,e con una. 

-0Ó.la. ~n. p.o,Unooú.a,/.. 4e o_.úW!1J,O-: compo.U.l,,U.,i.d,ad, de. .la. dell-luo.da. 

rwlllllrÚ. en.tlie. e,lem.en,to4 p,oh.. c.ua.nA:.o, eA.ta. ÚJu.c.a. ~n de.úe/lÂ.a da//.. . . . - ~ . -

en. g.elWULl 111.M de un. cÚúco va,lo//.. pa.lUL .la. d..tvt-wada UI · en. ,lo4 véh.. -
. Xlj, 

-Uc.eA del e,lem.en,to ; eA n.e.ce4aJúo MUJl'Á,'l. VOÁÂ.11,,j exptUl,CÁ.O/l.e-0 p.oww -

oú.a,/..€,ô <Úu!A:,'Z.o del elemen.tn o cu:l.,lc;,,i_oruvi adec uadamen,te. a. .la. .f,wu:,LÓn. 

de. deapJA,-µzmi..en,to o,t.lg,ln.a,l vá.uda. pa.lUL .todo el elem.en,to ~M4 

COJVZ.e.dÃ.UO.-iJ q.ue_ .ln,t;z,odu/.Jc.aJl, ,la ,(J; "nu ln h ; AnA pa.lUL UI • E..jem,p.lo de W ~..........-~ xy, -

m.en;to4 dv.JO/Vl.Olla.d04 C1/.JtlliWUldO 4u»exptUl,CÁ.OneA p.oWW~ 40.úJz.e. 

h..eq,lorn¼ ~ en. q.u.e 4e. cUu-lde. el eJ..em.en,t.o, 4on ,lo4 e,lem.ea 

.to-0 ,t,~4 IJ, ~12 pMfJlJ,=.t0-0 p.oh.. Clough. !!- el 11.ec -

.ta..ruµJ.,lo./ pMfJll.=.to p.oh.. De.Õ.k.2.3. Lo4 elemen.tn4 pMfJll.=.to4 p.oh.. Baã-'ÚJZJI-S 

de. lJe.uhek.e?' 13 v- J//..oM 24 
4011. ef-em-P,lo-0 de. .la. ~n de {:.un.c,ion.eA 

Pa.h..a. o.ú-t-eruvz. m.odelo-0 com.p.aA,,U;le-0 p.oh.. .la. 4e.gmui,:z. a.UeJuia..Uua., un. 

m1.nA.m.o de. 4 tpu:uio-0 de UJ.reJ/..t.ad ( li1, 1i1 , 111 , 111 ) eA n.e.c.e/.JaJúo en. cada 
X IJ- XIJ-

VéM.lc.e. en. ~"n,,ln //.ec.to,y,,6 nhnrln,(J de. UJ.reJ/..t.ad 'IJ1 /J] /J1 111 /J1 lú )) 
-..._..,., - \I"- 1'.' x' y,' xx' xv-' y;f;. 

iJi. 6.iilii':liil~e en. áruµw, n.o-//.ec.to. 
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t 

C li.PJ 7 U LO_ JJ 

RUACJOllf-S tUuaA - D[lO'R.17ifl.CJÓll 

é.n. e,l ~M de una M.tlw.ctu/ta. p.olt. e,l mi.todo de lo.<J elem.en;t_o4 

µ.ru,,tJJ.<J , ex-i4wi. do.<J e.ta.paA : 

19, - 11.nltí.JSJS DU UilTIEJl.70, en. é✓.i.ta. p)1ÂllLe1UL e.ta.pa.,<le deÁ:h"l./;U.JUL/l. 

lM plw pÃ-edadeA M~ ( ~ de 1/Á..<jÁ.de'§-, m.a;t;,.Â,f de mMa 

c.arw.i4,ten,te. lJ- ue.ctolt. de calUJO- coM-i4-t.en,te) de cada. un.o de lo.<J 

e..lem.e.n,to4 en. q.u.e. .<Je ha dMCll.eU.'§-<UW ,la. M:tlw.c:-t.uluz, 

29,-11.M.LJSJS DU SJS7E1M., en. é✓.i.ta. .<Jeg,un,da e.tapa., lM pilo~ 

de ,la. M.tJw.c:..t.wuz. .<JOIL d~. p.olt. eMCU!W-le. de lM pllop,leda.-
.. ~.,_: _, __ . . . . ' ' 

de. -1..o.<J elem.en;to.<J , IJ- w..eq.o .<J e. o.J;.t;Uae. ,la. IUU> p,u,?4:ta de-l .<JM.te.la 

E.x-i4wi. u<VUO.<J /MÁ.Odo.<J p.alUL i.a. d~n. de lM pllOp,leda.dM M-

, , 
~ de lo.<J elem.en;t_o4, LJ- ,la. e,lc.cc,i,.on de un. mci.odo en. pa!U,lc.u-

-lcvz., dep,ende plW!.CÁ-p,aJ.m.en.t.e. de,l Up.o de elem.en;to, E.n. g,en.vw.,L- • .<JÓ-1..o 

en. /,cJUna apllÓJWll,(],(W. pueden de.:telLnun.OA,ce d.,lcJuu, pilo p,ledade,:J. E,f.ee-tu.a.­

do e,L a.n.cÍ.UA-i4 a ru.ue-l de elem.en;to , e-l ~M de. .l.a. e.<J./:lu.l.cÂ:,J.V no 

o/A,ece ~. -<,a-/..uo lM ,l,ún,Ua.c..lon.e.<J de,l .<JM.t.em.a. ccm.pwt.a.ci.on.cLl. 

2,1.- 11.flllLJSJS DU UilTIEJl.70 - '. -

De-wzoúnaJz.eJIUM lM pllOp,,i.e.d.a.d.e. M~ de,l elem.en;to, u.;U.,U.~ 

do e,L pll,in,c,i.fu.o de -1..o.<J dM~.() u~. uuuu:í.o .<Je ~ 

~-te. pll.,i..n,c,lp,, e,l fU.ULW de pw,,t,,i.da. M explt.Ma.ll. ú c.am{U! de deAfJ,la.­

~<l en. ,f,=.c,lÓn. de lo.<J 11dMp)Aã-fllllÃ.en,t.,M" noci.aA.<v.J. E.n. -Lo q.u.e. .<J.l­

g.ue., paJLa .<J-i.m,p.l,i..c,i de lM exp11.M.lo1LM no .<Je. A:.e.rui.luuL en. cu.en.ta. 
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e,l e,f.ec.to de. M/,J.uvt.ã,O✓-J n,l de,faJ/,t//JJ,C,Í..(ruu, ~. 

Se.a. a. e,l ue.cta;z, de. dM p,la~✓-J -int.eluta✓-J 

a =!d 

dan.de: 

(2.1) 

a={uuM) 
+ =l~<x,v-,~J] 
d ={ d1 d2 ••• dn, \ = ue.cta;z, de. dl¼p,la~ 

Md.aÂ..e4 • 

la expll.eA-lan, de. -lM ~ruu, wu.taJu.M, ✓-Je o.ú-U.en.e dvu.ucuula 

a.pll..O p,la.d.aJn,en,t ( 2, 1) 

E.=4>'d 

donde: 

La✓-J e✓-J/.u,e,//,ã,O✓-J en. e,l e,/.em.en,ta e✓-J.tan. dada✓-J p.oll-: 

dan.de 
q- = {ir a- • • • -} 

X IJ- -

(2.2) 

(2,3) 

E = IIULtlu'J- q.u,e e✓-J p,e,::,l,µ.ca. -lM ~.:Uc.a,ei de,l 

~-
Can, e,l a.ú,µ,t.a de. ~ e,l :t/ta,Úai,a u,Ui.,:w_a,l, ✓-Je da,n, dl¼p,la'J,Q. -

., 
m,l.en;ta✓-J u~ d en. -lo✓-J rwda✓-J de,l e,leJn,en,ta de. t.a,l ta= q.u,e 

-lo✓-J dl¼p,la~✓-J -ln,te;uw,:J ✓-Jea.n. 

(2.4) 

d.onde, ! e✓-J CUIÚ<µl,le/l. -f-u,n,c,i_.Ón, ~ cz.cim,w,U;,le, í.l.LeIJ-0 -lM 

' de,tall.m.a.C-laruu, u~ de a.cueA.da a. (2. 2) ✓-JeAan. 

.. .i;, ' .. 
E. = "!' .; d (2,5) 

S.l en. e,l eÁ.em.en-ta a.c-úum /,J.uvt.~ de. ua,lwn.en, f u , f-u.eJz,~ de 41.L(J.(Vl-

µcJ_.e -f' .., v- /,J.uvt.~ rwr:l.a-leA r 
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ru = /fur fu 
lJ-

r.., = l -f.~r t'.., 
lJ-r = l t 1 \ 
2 

U ~ u,i,t,w.a,l ,ln,t;eJuw e;, 

jü Ê.t. (I" du 

el ,f;/l,a,ÚaÁ,-O u,i,t,w.a,l e.xt.eJuw 

fu \ 
} 

r.., l 
} 

•. • • • f n \ 

,t-t f +[ a•.t. f u du + ~ ,it.t. f.., d4 

• 

(2.6) 

(2.7) 

(2.8) 

-i..g,r.uz,la.ro (2.7) lJ- (2.8) lJ- ,t,en,,len,do en. c.u.en..ta. (2.3),(2.4) lJ- (2.5) 

d~.t. [ ( j :;•-t.E~'du)d. -f -1 ~ .t. Pvctu -1 ;,.t. f.., M ] = o (2.9) 
I.J .· "' '!i . 

., 
cor.w (2.9) dehe u~ pD.lU1, cu.a,l.,q.u.,le ua,loJz. de d ,.la. e:x:pM.-

<1-úÍn en.tlle. co~ dehe a.rw.,lcvu:.e, , de donde 

J:.d=f+q. 

J:. = f !'-t.1:.4>' du 

q. = Í 'f-t. tu du + J; .t. ~ ..,, d4 
' . 

(2.10) 

(2.11) 

(2. 12) 

J:a ~ 1:. e.d .la. nzat/z,,L} de Jug,i.de} del e,lem.en,t;o, pD.lU1, <IIL de,;/;e,t/,­

ll'Â.11.l2.CÂ.Ón /UJI/, .la. erpll,e.6-úÍn ( 2. 11) e., n.e.c:.e<1evúo COntJce/t .la. .f.un-c,,lÓn • 

de'- -!.M cle{.t;ILlriaC-lone., exac.taA en. el eúan.en,to ; .la. ~n de 

<v.1-ta. .f.un-c,,lÓn, q.u.e en. el ~-w e,o.t,Í;U..co de e.<1~ de .úalvuz,o no 

p/l,e.<len-ta cUµ.cu,U.ad, en. g,en.eJULl e6 ,un,p.o-ó-w,le. <lei/, de.t.eJun,i.n,a. pD.lU1, 

elem,cui;t,o.., t,ln,Uo<1 de e.,~ conA:Ã..n.U.a,ô. Una. fUl-ó-WÜ a.pll,ox-iJnac,i,Ón 

M MUIIIÁ.IL ip de ;/;J:JÂ, rn.a.neJUI. que -doLamen;te, <1a.tMf.iuJ-a. .leu ecuac-lone., de 

compa,Ub,l,Ud,ad, M decuz. ♦:::f, oh:t.en,le,n.doce una. a.pJUJx-úrul:c-úÍn de .la. 
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m.a.vu5- d.e. ~ de e-lem.en,to , .lu.eg.a 

• 
l:. "' f ~· X, 1:. ,. du 

' 
(2. 13) 

[o,(, ~,(, pa;w. un.a adecuada c.oM,t/w,:;c,i..Ón de ,la /mÚ:,lán de dM -

p,úJ,5-0.m,ienÁ'.IM en el CM a d.e. µex.lán de p)..a..c.aA ( u.= w . = w) f.u.elt.an 
' , 

caM-ideJULda,(, en ,la ,(,ecc,lan 1.3. 

2.2.- Rl7fl.LJS1S DU S1S7Ui'tll 

U an.Ó-U,,M de ,la M.t/z.u.c..tuluz ,(,e,ta e,f,ed.u,a.da ~a el pl'.Â.nCÁ.fWJ 

de mhuma. e.neJUJ,i.a- p.o~. 
, , 

ÚL ene/UJÁ.G, p.o:t..encÂ,a,/.. palUL U/1. elemen,to q..ene/lÁ.CO ,l del ,(,,i,o.t,en,,o, .u -
ne.cúm.e.n;te. <WÍ-ó-Uco M 

1T-i..= ½ d.;_,t 1:.-l d-l - d-l.t. f-l - ct,1 q.-l 

f.a e.neJUJ,i.a- p.owu:,.i.a,,L de ,la M-tlw.c-tuJw.. M ,la. ,(, UJlUL d.e. ,la. e.neJUJ,i.a­
p.o:t.enc,i.a,L de ,UM m. elemtur,tci,(, 

a en µvun.a, ~ 
t t J n " ~ d, \<.i d - d \ -

'"· (2.16) 

donde: dT = \ d7 d2 dm ( .... 
'X.d= l ~ l:.:J. •••• 1:.mJ 
rT = l f 1 f •••• {'/ll t 2 

'T = l q.1 q.2 ..... ,/ll) 
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Lo4 deAp,la~4 n.ad.a,/.,e,6 de ,/..o4 e,lem.en,to4 d,. p,u..e.clen. 4e/l. ex­

pl"<ÃV!ada-6 en. ~4 de .J.o4_ deAp,laFvlen,to4 de .la4 n.ada4 de ,la. M -

-.vz.u.ctuh.a. D p,all, ,la. e.cua..cÁ.CJn. 

JZ,em,p,la-µ:uula (2. 17) en. (2. 16) 

donde 

ÍÍ = ~ D;t Jt- 'X.d li. D - D.t. (Jt- fT + Jt- 'J 

'X. = 

p = 

e!- i_ d li. 

R!-r r T1 .... 

e!-~ ... 
- -J'r:;Ji, e.l pl'.,i,,n,c,.i..p, de l!IÀ.nÁma en.eNJ,ú:L p,a-ten,c,la,,l 

cl'iT=O 

J..J.t.eg_a 
'X. D - (P+Q) = O 

'X.D= P+Q 

(2.17) 

(2.18) 

(2.19) 

(2.20) 

(2.21) 

(') 12) '-· 

(2.23) 

u CÓ.,Lc.u.lc, de ,la. ~ de ,la. e4.tll.uctuluz. 'X. qu.e e4 pJZ,e4en.t.a.do en. ,la. 

-teallA.a. g,en.eMLl de acUell.da a ,la. exp11,e4,;;n. (2.20) en. ,la. pllá,c:uca M 

~a u.b-lcanda en. .f-a,'l.ma cU.Jt.ec.J:a ,la. can;t;u.bu.clEn. de ,la. ll-lq,lde.~ 

de u.n eJ..em.en,t,a en. ,la. ~ de ll-lq,lde~ de ,la. e-.i-tw.c.t.uM.. U uec✓toJZ, 

1' ( 2. 21) e-6.tá. COM.t-Uu-lda p,all, ,la.,6 a.cc,lan.e-., ex~ can.c.en.tll.czda en. 

.J.a4 n.ada4 de ,la. e-.i.t-w.c.twta.. U ue.c✓t;.a;i de CLVt..<J-0- COM-ÜJ.t.e.n✓te Q , J:.arrw,lni, 

-e4 c.aÂ.C:.J.JÂ.LJcr p,all, can-tll-U,u.c,i,an d.üz.ecta de ,la.,6 COA.<Ja<I COM-ÜJ.t.e.n..te,,J en. 

cada eJ..em.en,t,a IJ, n.a poJZ, ,la. expJZ,M,;;n (2.22). 
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, 
La ,in,t;z.aducclon de ~ canr:Uc,lon.v., de ap,aiµ; en e,l 4-ú.,.tem.a, de e.cu.a.-

clon.v., ( 2. 23), hace p,a4,w,/,e ,/,a 40.lu,c,LÓn de cüclw 4-ú.,;tE.roa IJ en ca=e -

cuen.c-la ,/,a d~n de MfueJz,-µ,:p \1- dej:,a/UrULC,{__an.v., en .l_n4 e-lem.en -

-t.a4 de ,/,a M.t/l.u.c.:t.ulw. 
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' C fl P 9 1 U LO 999 

UElilfJl:TO R.U:.1/lllr;;Jl.lllR COffú'f/.198IE. R-16 

úu, pll.Op,ledadeA eA~ de. U/l. elem.en,w ~ com,pa,U-
, , 

.ú-le. pJVUL ~-i4 de. f,le:don de. p,la,:.cv., 40n ~ e.n l,ol/Jlla ex-

p).,lc,Ua e.n e.l pll-eAen,le. c.ap,U:,iúo. 

3, 1, - 'FUtr.9Ón DE. DE.Sl'Ut2Jllil9E.n10S : 

[a .fnn,c,i.f;n de. deAp,la,~4 -c1elUÍ. cle.wurvlruula de. a.cuelUf.a a. ,la. 

. -óe.q,un.da. a.ltell.n.a,Uua. .uuUc.ad.a. e.n ,la. 4e.c.c,i,Ón, 1.4' e.o de.c,i;z,, COM-lde.-

1/.an.cla -lcv., 4~ cuaA:lz.a gJt.,a.da-6 de. .l.weJZ,,t,a.d e.n e.ada. nada 

,_ w 
A ' 

! 

{-,lq,. 3. 1 

e = w 
Xlf Xlf 

, , 
e.n caMe.c.uen.c,la.,e.l ru.unelLa .ta-uu. de piVI.ClJl1,eM.04 nada,l..e,o n eA 16, 
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,lu,e,g,a : 

d = [ 1117 /J1 -lllx /J1 IJ12 ••• 111 xv,4 l (3,2) 
'ft 1 XIJ-7 

Da.do e.l fW.J/1,e)/,O de deAp,la~-c, n.oda.led q.u,e. M-tcun.04 c.orw-i.delt.an.-

do, ,la, 4CIÁÁA/.a.cc,ltm. de ,lo-e, /Leq-UÃA-Uo4 de .la. 4~n. 1. 3 ex,i_,µ. ': 

7) paJUL ,la, CíJ!!i?li..TJlJRJJ, q.ue. ,la, expan.c-lÓn. p.oUn.aoú.a.l conA:.en.g.a. t.odo-c, 

,lo-e, w.cwi_o4 de U/l. p.o.lln,am,Lo c.om.p)..e,to de .(Jeg.u.n.d.0 rpw.do 1 M d.e.ci.lt. 

q.ue. ,la, l,un.ci.Ón. , pttecla J:..eneA.. ,la, l,oll.ma 

2 .. 2 
W'= d.7. + <f.2X + d.3 1/- + ~ X + Ô..5 Xlf + d,6 'f + .,.,. 

( M-te ll-eq.UM-Uo eA g.en.vuú. .JXIIU1. t.odo.(J ,lo.(). e-lem.en.t.c,.(J de p,la.c,a4 

en. t,Lex~n., ,wdepen.cU.en,te de.l fW.J/1,e)/,O de ~0.(J n.oci.oÁÁA) 

2) palUL ,la, f.(JfJIJ'fl.7:JBJLJJ)llJJ, q.ue. ,la, expan.c-lÓn. p.oUn.aoú.a.l de u, , de 

u~n. c.Úh-lc.a. a. -lo -laJt.g.o de ,lo.() -la.do.() de.l e.lemen.,to ;t.an,to paJUL 

e-l de4p,la~ (111) com.o palUL ,la, deJu.ua.da. n.olUTu1..l a.-l -la.do (W'x 

ó W' ). . . !/-

De a.cu.e.li.do a. (2.4), M n.e.ce.óCVUO q.ue. e-l d.e,e,p)..a.~ IJJ , puecla. 

4e4 ex/Jll,Ma.do en, w.cwi.o.(J de -lc-0 "de4p,la,~4" n.oda.led; MW p.o­

dM.a. ohtenell..ce corw~o en. pMm.ell.. -lwj,all.. una. expa,,LCÃ..Ón q.ue. .(Ja.t.½_ 

ta.g.a ,lo.() de.() /Leq-UM-Uo4 a.n,tell,.,loll.e/.J en. l,un.ci.Ón. de cleJz..to.(J ptVlC111l.e;t/Zo-0 

G\ ,l , M d.e.ci.lt. 

/J1 = e. o( (3,3) 

donde: e = / e( x, y.) 

°'=lc(1, o(2 ..... 

€Ata f,u.nciÓn. dehe dall.. ,lo-e, de-c,p,la_~.(J d a.-l ll.em.p,la~ en. e 

,la..() CO cvul.etuu:/.crA de ,lo.() pun,#;.o.(J n.oda.-LM , o 4 ea. 

(3.4) 
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de donde 

,,,-•·' 

d = C' « o 

;z,em,p,la~o (3.5) en. (3~3) 

lf com.o 
111 = ~ d 

'P=c.C-1 
- o 

(3.4) 

(3.5) 

(3.6) 

la d,.lf.,lcuLtad q.u.e. puede p;z,e<>e.n,ta;z.ce cú. ,6 eg.u,Ut. e<>-te. p;z,o ~ V'A 

q.u.e., ,la. -ln.ueMa. de C M er.u,;ta I o./J,Uq,an,clo e,Uo a. Q.,ôlJEIÂ/I, o.tluz. ,/!.o4-
·-· o 

ma pall.O.C e ,tôJt.nand.oce e,L p;z,oce.d,,i.m,len,t demaclado .tecUo,ôo. úv., .f.-Ó;z, -
, , 

mu,/.tu, de ,in,te;z.,oo,la.uon. M,6 peA.m,U,R.n. ,ôa.lt,a,t Mta ~. ÚJ/.J 

{-ÓltlT1.I.JÁ.tv.J de -i.n,teJ;.po.l..a.ciÓn. de Lcuyr.an.,;,e pu.e.den. ,ôeA, u:UU~ cumulo 

.(Je de<>ea. o./J.t:.R.n.e.JL u.n. p.o-U.n.om-lo en. ~'UIIÀJUJ/.J d.e,l vcú.o4 de ,la. ,f.u,n;:.,lEn. 

en. det.eJun,,i.n,ado,6 fll.LM.O<J , /11À..e.tWUUJ q.u.e -la.<J .f.,ÓltlT1.I.JÁ.tv.J de lleJ/.IIIM:.e de­

./Jen. .(JE!A. ~ cumulo a.d,enuÚ, de ,la. ,f.u,n;:.,lEn. .(Je CO(l./.)-i.deluui. -la.<J d!; 

IUlJa,dQ.,6. f.j,em,p)..o de eÂ.e.lMJl.W,(j _,/!.o,'UJULla.do,6 côn. é,,i;ta .té.uu.ca ,ôOn MM 

de -la. /mnA.,U,,a. Lll.lll:J M.24 ( La.'J/1,(Ul,lje) .IJ- llE.R.mf..524 ( llell.i71.U.e..). 

Da.do e,L n.Úm.elz.o de palWl!Le,Vl,0,6 Mdcú.e<> q.u.e e<>tam.o,6 co(l./.)-ld.e/i.aJl.do de­

./Jem,o,6 u:UU.5-(VL ,Ú,<J pa,U,n.om-lo,6 de -i.nt.eJz.p.ola.c,i.Ón de flVLm,U:,e de pllÂJ1l,M, 

o;z,den, q.u.e pall.O. ,la,ô pun,to,6 de,L elem,en;to de ,la µ..g_. 3, 1 ,ôOn: 

En. -la. dAA,ecc,LÓn. 1 - 4 

1i.1<V = (1+2~J (1-!)
2 

h.4<s> = (3-2SJ~2 

En. ,la dAA,ecc,LÓn, 7 - 2 

h.7()) = (1+.21) (1-,>2 

h.2(~) = (3-2 ,> \2 
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h.7(~) = h'1(1-))2 
(3, 7) 

- 2 
h.2(j) = - .ú (1-~) ~ 

-ÚL a.p.M p,i.ada ou.,,,U,lp,llcan. de e-o:to<1 pnü.rwmÃ.lM, n.o<1 p.eJl.mÃ.,t.en. de-

.t,,e;z.mÃ.n.al .la. l,wic,lÓn. c/.e. 1, de<1p,la,~ '.\: que. ru.e.g.wut cam.pa;Ub,lUdad 

.t,o,ta,l, 

(1+2f) (1- ~)
2 

(1+2~) (1-..,_)
2 

__ 

_ (1+f) (1-l)
2

'j(1-'l)
2 

h 

. s-(1- f )2 (1+2~) ( 1-11)2 a, 

5(1-5)2 ~(1-lT,)
2 

ah 

(1+2)) (1-5)2 (3-2~)"\.
2 

-(V-2 ! ) (1- .s )2 
(1- 'l) "I.. 2 

.ú 

- ~ (1- ))2 (3-2"\), 2 a, 

f..t= -~(1-5)
2 

(1-~)'1.
2 

ah 

(3-2 ! ) ! 2 
(3-2 't ) ~ 2 

- (3-2 !_)- f 2 
(1..: 'j) . ->t2 

.ú 

( 1- ~ ) s 2 (3-21i ) 1t 2 a, 

(1-!) J2 ( 1-"1,) ,
2 

ah 

<3-2s) s
2

_c1+2~J c1--,_>2 

(3-2 ! ) f 2 1i (1- "4.)2 
h 

( 2 2 
1- $) 5 (1+2'1,) (1- ~) a, 

. (1-!) t2~(1-1)2 a..ú 

(3,8) 
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3. 2. - J?.Ufl.CJ6n Ll1Uf..R.2.0-JJE.1aR.lllflCJón 

ÚM de/.l p,la.~4 en. e.l ,i,n,,te/úo11, dele,, eleJ;,..en,t.o en. e.l c.a4 o de 

{-1.R.x,lÓn. de p,la.c.a4 ~ con. p,e,q.u..eÍÍoA de,f.o/UJl.a,CÁ,(;MA 19 • e/.l-tan. //,e.­

,La.cionado4 p.o11,: 

u=-~lil 
X 

de donde .úv., · de.f-oll.JlU].C,UJtJ.e4 ~ 11,e✓., u,Uan. 4~ 

E. =-5-lil X XX 

E. =--w 
lf :r \JJf 

E. = -2~ w 
XIJ- Xlj, 

en,tonc.e✓.J, 

-UI 
\JJf 

(3.9) 

(3. 10) 
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dwe. n.o.taJu:.e. q.wz, n.o <>e. e.<>.tá. c.on,,.lde.lw.n.do eJ.. e,,f.e.c,ta de. .u,<> e.<>.f.,u/1,ia<> 

(J" , / , r . . í.tv., ll.e.laclan.eA en,t,u, CAµ.t.eJt.."§-0<> 1J- de,{'..alUllacÀ.OMA 
"5- X} 'l-"5-

p.a;w.. eJ.. ca4a de. <J/ÚD,t)z,a p,la e.<>.tán. dada-.:> p,all. 

Ci" = E' é. + t" é. 
X X X \J-

\l = E:' é. + E" 
[X 

\J- 'f 'l 
(J. 11) 

,. = 
Xlf G é,XIJ-

,W,e,(JO,de. a.ctLe/l.da a (2.3) 

l:c' 
> 

E." o 

E::: E'' E' o ~ 
(3. 12) 

o o 6 

3. 3. - (I//J.TR.1Z Dé. R1c,;:JDE2 DU Uilf'iE.rrTO 

la ~ de. -'U'JÃÀe.i deJ.. ~ de. acuelUla a ,la v.v.,-ta en eJ.. 

ca.p,U;.l,lo 11 , e.<>.tá. dada p.all. 

donde. 

(3.13) 

(2.2) 

.lu.e.tµJ,deli.wanda <j> (3.8) de. acuelUla a (3.10) IJ- (2.2) ah-t.en.er.uJ-.:> ,la 

11lL1AYúJ. cp ' q.wz, <>e. /11.U.M,t;z,a en .( ·J..14 ) • 
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~ (1->-~)\1-n"\)\1-1\2 

~~•-Z~) 7 l•-1)1. 
"' 

-~ (2-i3) (1u1) (1•'1) 2 

a.. 

<\>•=-d -~l•-i.3)C1•"\l1' 

- ..S..(1-t!\ ('--"''l) °'\' "~ 

3.. (1- ô 1) (l.z,íl 1 t .,_ 

_ ~ l1-• s'\ (1 ... ,1)(1•'\)' 

"' 
-~: \1-•Ç1'\ (1•'1)' 

- :. \1- b \l \1"c2í) \1•'1\'-

~ ~'-·$) °'\ (1-"\)' 
.__ 

~. l1-,.1.5) (1- ~)' (,-2 1) 

' ~,1-,.1.5')(1-5\ (•·"!.\) 
b 

-~ \(1-s/(1,-2'1) 
b' 

~ s (1-5 \2 (,-~,) 
b 

% s (1-~)
1 

\1-21) 

~ s \1-~\' (1-"!,1.) 
b 

-.óe.. \>"'-)) ~·(1·'-'1) 
1:,. \ 

: L;-•S) ~•(,-,Í) 

-\';_ (1-\) ~i' (1•"1) 

->-~(1-~) 'S ... (l·"!.1) 

~ (,_"!,-2.~):,'-(1-21) 
1,• J 

: (},-2~)·1/('-·l.~) 

~ (1-s) ~· (1-•\) 
b• 

-~ ~ (,-5\ 11 \•-1) 
o.\, ) 

l!. S ,1-5)(1-1) l1-~1) 
o. 

1~ ,1- ~l (1-:.il'l (1--i) 

'<-l1-~)(1·,)l ') l•--i.1) 

-~ sl1·s)"' l 1-'1) 
<>-b 1 

- •~ 5 \•--i.:s) '1 l1·')) 

-"2. s (>--"!, :s) 1 (1.·"!.')) 

:: H 1·f1 "\ (1-'1) 

• ~ ~ (1-~) (1·')) (1-"!.1) 
o.. 
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:1 '5 
S _.. 2.-1, .., ~ 1> 0 'b 
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(]) 

Tfl.BLII. 2 

(i) ,_ __ 
"- ,, 

-® -

"·· 
'I:::,, 

1:::., ® 

'(H k..,; G)_ 
1 

:~ ::x::. '" l 
l:'.cz \::._ _ "•, -1::,, : l::,,l---, 
1::7_~ _ \,i _ "-,,_ 1:,1 _ ·"s.:b~•_.___. 

1 

\(H l<i~ \::.g, -1::,, , 1::,2 -1::_, 1::,, 
. + . - - - + 

1:°', _ 1<~ S_1"_1:::°''- t,,.,~-1:,,,.__ \(.,.,-~, .• \(" __ _ 

-::::·· ::~,z': ::~·~;::.··,'·-:::·::.:::·::-~::·:·_:,:·:i :::: -:::·! 1:::,J 
, t .,, ' . 1 ' ' , '1 . "1 1 

"••., 1(,,' I::,.,,_ I:'.,, -\:'." ,:l::"z -lc:,c, 1:::,.,, \(,, -"-,z -1:,i, k,~• 
--'---· ----•- -- -·'- , .. -·- -r- _1 _____ T_, __ - - . --r- -·-----'-t" ··7 

l:,.,, 1<,,,, k,,,,;\c:,,:, l:'."11 -1::~, \:'..,3-l:"l,.'<'.s1-'<-st-'<n 11::s:/ i::.,,· 
-----+--~--'--...- -- - . _,_ :· -- t" . + . ~ ,.. -~ ~-

' ' ' 1 • 1 

-~"-' l:.s,, k,,,3_ \(,s,s_;"••,1. l::,o,z.;-1::,0,,, \::.,•.,(-1:•,1_ \::,.,,: l::'.c.~' ·"•.s)_ l::::i,,+ 1(.-,, 
1 i ~ 

_K1s,, l<,.,,i l<,s,; \::,$,, ik.,, 1 -t:,.,2 l::',,, 3 ;-1:'.,,.~, -l:1,,, l::1,1.1 i:'.1,,;-1:,,, -'(\\, -1::,.,_ l:::~L-
(G) k,.,,:K,.,,[l:',.,,i\::,~,,l-1:,,.,--1<.,,,,_-1:,.,:K,,.~, l:'..'111 -t.u!-~%.~IKy., -1::-, -l<s, '('-1~1'(" 

/1/twúf d.e 'J?.~'5- d.eL e,lem,en.,ta R-16 
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JLem.p,la.~o (3. 12) 1f (3. 14) en. (3. 13) 1f e,f..ectn,an.do ,la ~n , 

4e. ob,t.len,e. -la ~ de. IUgÃ,de.5- dú eA.em.en.t.o. E.n. -la ,wl;,la, 1 4e. ~ 

J:Juzn.. -la4 pllÁJll,e/W4 c.uaM.o co-lumn.a,,o de. ,la (Jl1,'l,t,e.. ~ ~11, 

de. -la ma-tJú5-, 1J- en. -la ,wJ;,la, 2, -la -f-oJUna. de. ob.ten.e/l -la ma..tM:f en. 

/.J.Ln-c,lÓn de. 4Uô pJlÁ.Jll.elU14 cuatM co.ll..un.ruv.,. í.rL notac-i.Ón ado p;ta.da en. ,la 

,wl;,la, 1 

1) - E'~,..} 
X - 72 1) = 

IJ, 

que. pa!l.a. e.l cw.,o de. Lôo-tlz.op,i..a. 4e. ,t.len,e. 

3.4.- /JEJ:..TO'R. DE. Cll'R.~ consJSTE.llTE. 

e" h.3 
12 

G ::. 

E> h"J. 
1) XIJ,= 12 

(3.1 s) 

1:. 

JJe. a.c.ue/U1o a -la e.xpll,M-l6n (2. 12), e.l 11ed.c11, de. ccvu;a con4Lô.ten,te, 

en. e.l e.leme.n,to 4e. de.:te/uJún,a p.o11, ,la e.xpll,M-l6n 

que. prvt.a e.,l cw., o de. CCVUJl1. dLô,tJz,.ll;u,ld,a IJJlÁ+OMl.e. q. a 4 e. ;U.e.ne. 

q. = q.0 ab J.' f.' ~ .t d~ d 1 (3. 16) 

11.,em,p,la.~o (J.8) en. (3, 16) e. .lnt.e.gM.n,da 

'e~.{¼ o.L, -'-- "- "'' - ..!... \:, t. e\. ..!... 6..1. '°'l ~o..l.a. -!.. o..b1. - ~ G."Lb ---'- o_L 6' 2~ '2.'\ 

'"" ~ '2.'\ '2.'\ "~ 

L o. lo -.!... o...1<o1. ..!.. o,,'f. '° 1._ c..'l.bl ~ o..½:. .!.. o..~' .:.. o.. .... ~ -~~'b'} 
'I '2. '\ 2 '\ '"" 'I '2.'\ z. '\ 1~ '\ 
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3.5. - ff',JJ,TRJZ DE. Ll'"fUERZOS 

[,o4 eA/!,uelt-'5-04 en. t.UL pmi,to l'( X:, IJ,, i), cle.,L ~, pl.l,€Jien. 4e)t. 

caA.c.u,la.do4 pOll.. ,la explle,,-lrJn. 

(2.3) 

4-i.n.etrwaA.q,O, en. e,l ar.cÍ.l-l,,-iA de f,,ú=lÓn. de p).,accM M de -ln-teA.eA ,la 

/l.Mu,Uan,te de rv.,{.u.eJl.'5-04 p.olL uruc/.a.d. de J..oru;,L-t.ud • ÚL .lM d,U,,e,c.c,lon.eA 

X e !J , la:-1 1Le4~ 4on.: 

1 

mx: = J;ã- q-x: dã, 

- ! 
t 

íJ 77 ', IJ- qire con. , • ,1, 

-

m 
X: 

m 
IJ-

ffl 
XIJ-

J) »1 X: 

= »1 D 
IJ-

o o 

.o, ;len,,,len,do en. cu.enA:a. (3. 18) 

IJ- 1/..eJrlp,la.ã-"-Mo (2.2) 

hac,len,do 

4e ü.en.e 

m = li. .!.. E. 
à-

ffl= 1 

à-
ll fd 

M= 1 ll<f ã-
m = M d 

o --111 
XX 

o --IJJ 
IJ-IJ-

D -2.w 
XIJ- XIJ-

(3, 17) 

(3. 78) 

(3. 19) 

(3.20) 

eA de.c,Ur,, coMcUo J..o4 de-óp,la,~4 Md.alM d, J..o4 m.om.e.n-ta4 en. 

CJLCÚq.UÁ.e/1, pmi,to de-l e-lem.en.to ,/JO(I. ca-lcu.lado4 p.olL (.;l .• 20). 
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3,6.- CfJ{IJ)JCJOflE.S DE BORJJE 

ÚLaJ!áa <1e u.,UU..pzn. m.ode-la4 c.cm.pa;Ub.LM en. e,l ~,v., de una. 

e<1.t/uLc.tu.ll.a., e<1 n.ece<JMÁ..o <1a,,i:,,Uf.ace/t- <10-ÚL/Jl.enÂ:,e ,leu, con.tUclon..e<1 g.eo­

~ de .baJUie. é:4.ta M un.a. c.cn.aecu.e.n.cia CÜJ/.ed.a. de,l pll.,ln.vlp,lo 

de mkA.ma. e1WZ.gla fW:wic,i.al. 

E.n. ,lo4 eef.em,p,w4 de,l cap,Ún,lo í}J <1e ha -0cg,c.wla eA~ ~.te. 

pll.,ln.vlp,lo • 

PalUL e,l e,leJn.e.n,ta l<.-16 ,leu, can,d,,,u:,.,w n.,e,,i de .boll.d.e 4 an: 

a.) .boll.d.e 4,L11.p,lem.en,,te. ap.olJA,da 

i'oll- ej-em.p,la, 4-l e,l .ball.d.e_ 1 - 4 de,l ~ de la /Ã-rJ-• 3. 1 e4,tá_ 

4,un,p,le,m,en,t afWIJA-da, la caruU.c,i,Ón g,eom.cll-<Á.Ca en. cüdw .ball.d.e M : 

( 111 ) = 0 
~'=-º 

COIIW 111(1>,"1 ) = <j:, d 

3,21 

(3.22) 

-0 e o.b,Uen,e de (3 • 8) 'f -ten,len,do en. cuen-ta ,leu, p11,.a p,leda,dRA de ,la4 

p,a.l-lnam.-la<1 de /le/U/1,l,te (3. 7) q,u,e (3. 22) pall-G. i =0 <1e -'leduce a 

111<~," J = h1<3J1111 - h/'5JBl/;1 + h4<3J1114 - h4C..5)t11J-4 

(3.23) 

l'alUL q,u,c (3. 23) <1ea <1ea ceM pall-G. CILCLÚ/-I.J,ÜVl va.laJz. de 5 , eA ne -

cv.,a,Jz,,lo qu,e: 

1117 = Ot/-7 = 111;;_ = 9Y-_a = o 
o, de acuell-do a (3. 1) 

(3.24) 
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e.., de.c-Uz,, .la,o c.u.a.-tll.o coniüclcn.tM expll.e4adaA en (3. 24) eq.u,iua,len, 

a .La con.d,ú:.,lÓn. ( 3 • 21). 

E.n. g.eJ'l,el/../Z.l, fXWL u.n. hoh..de -o-ün.p,lem,e,n,te. ap,o IJO,do de,l elem.e.n,t.o en,tM. 

do-o /JLLIÚ-0-0 nocla,l,,u, ~ i:. , 1J- c.ucuu:Lo cücha hoh..de e.o fXVUÚelo a.l ei-,e. x, 

.La cond.,lc.,LÓn. g.eo~ (3.21) fXWL el hah..de,eq.u,luale a .la-o ,o.,l -

~ con.cUc,i,.on.e4 en ,lo-, nodo-o 

nodo .,l nodo i-
. 

ltl • =0 ltl • =0 
,(. 1- (3.26) 

lflx,;_=0 lilxef.=º 

l;) 8011..de em,po,tlw.do 

,o.,i. e,l hoh..de 1 - 4 e.o.tá. em,povw..do, .la-o cond.,lc.,lon.v., g.eo~ de 

(3.27) 

í.a pll-i.JlwuL concü.c.,i,Ón. e.., -lden,U.c.a a.l ca,,io de hoh..de -o-ün.p,l.,em.eJi,t.e 

ap.olJO,do. Pcvui .La -oe.g,und.a con.d,ú:.,lÓn. poli. ww. t,olt.JJla. ,o,ÍJ;JÁ.,/.a)z. a,L ca,,io 

a.tU.e//Â.Oll. <1e ol;Ue.n.e 

- -
h.7('5) ex1 + h.7(\) 0xlf1 + h.4(5) ex4 + h.4(5) 0x1J.4 =0 

fXWL q.u.e (3.28) -oea c.ellO en :t..odo el hoh..de e.o n.ecv.,MÁ.lJ q.ue.: 

0x1 = 0x1J-J = 0x4 = 0X1J-4 = 0 

o, de acu.eh..do a (3. 1) 

(3.28) 
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E.n. g,eae;w,L, p.cVUL un. .balUÍ.e. em.p.a,t;uui,a ckl e,lem.en,ta e.n,t1z.e da.() pu.n,w,ô 

rwdcú.eA :f , 1:. , 'f CIJ,{JJllÍ,a cüch.a .balULe e.<1 p<VU2le,lo cú ~ x, .l= da.() 

can.d,i.cianv.i (3, 27) p.cVUL e,L .balULe. , e.q.u,ú.Ta,len, a. .l= .()~ can.­

d,lc,lcnv., ea ÚJ.(J n.ada.() 

rwda ,l rwda ,j 

111 ,l =O 111 • =O 
1-

111 =0 =0 x,l 111 x,j 
(3,29) 

111 
lf-l =0 111 

IJ4-
=0 

111 xlf-l =0 111xlfi- =O 

e) BalULe. WJ/le. 

, , 
na e,x.i.(),te. can.cV..ci.an. g,eam.et.Juc.a.. 

úuznda e,L .balULe. .() ea. pa)W.,le-La cú ~ !J , .b=.t.a .iJvt..eJt.c.am-i..all. X e. !J 

e.n (3.26) 'f (3.28) 
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C ll l' J 7 U LO JU 

E.lE.lT/.EJlTO 77/.JllnÇIJLl[R comPllTJBíL 7-18 

E.n. ~-te. ca.p,i;!,..u,la -.,e a.ir:Uen.en. ,la,d explUUJ-i.aneA ptVUL e,l cá.leu.lo de. 

,la,d p11,a p,leda.de,o e-.,.t,zu.c-t.uluLle,o de. u.n. e.lenuun,t.a ~ cam.pa:i:,w,le. 

-.,,úp.ú.enda ,la. -.,e,p.uu1,a. aU.e;uia,Uua. de ,la. -.,e.c..c,i.Ón, 1. 4, M d.ec.,l.>,. can,o-i.­

de/UUUÍ,a -.,e,i.,., IJllLUÍ-ª"' de U,i;e,uad ( tlT w x u; li- w xx w Xlf w ip/ en. cada. ww de 

,la-., ti~ de,l e,lem.e.n,;t.a. 

4, 1, - 'fUf/L.JÔll DE. Df..Sl'íA2JIJ/IJE.n70S 

Da.da e,l fWJIUVl,a de de,,.,p,La,~"' n.ada.,le.-., en. ,la-., 11~ de,l 

e,lem.en,ta , ptVUL -.,a.t.,iA.f-a.c.e/l ,la. CO/lll'll.7 J BJLJDRD enA:JJ..e e,lem.en,tcM -.,e 11.e­

q.u/4eJz,e,: 

a.) q.ue. ,la. tf~/!, de,l de,,.,p,la,~ líT a. ,la ./..aJuµJ de u.n. ,la.da 

c.J.U:Llq.u,le/ de-l e.l.em.en,t.o , e-.,,té. da.da p.all.. u.n. p.oU.rwm,la de 5 9 CJ)UL­

da, E.-.,,to, en. e,l CMa de ctu.e. n.a ex,i.,.,.tan. p.un,ta-., n.oda.,le.-., en. ,la-., ,½; 

da-., de,l ele,m,en.,to q.ue. , , .t.en.gan. de-.,p,la,µr,,,len,t,,-., <µUi! puedan. -i.n.-

1,w,Uz. en. ,la. 11~1!. de ttT • 

.ir) ctue ,la. ucvua.c,lc, n. de ,la. de.ll..-i.ua.da. n.a/UJ7J2l /J1 n. a. ,la ./..aJuµJ de un. 

-la.da c.u.a,lq.u,leJu de,l ele,m,en.,to, e-.,,té. da.da p.oll.. un. páUlwm.-i.a de 39 

qJULda. [,j,to ,t,acw-lé.n,, "'º,lam,en,te en. e,l CMO de n.o ex,i.,.,,UA, fUUl,W'-' 

n,oda.,le.-., con. de-.,p,la,-µu,u.en,tcu; de n.odo q.ue. puedan ,i.n,l,w,Uz. en. ,la. 

u~n. de wn. • 

J'aJz; ,la,d con,,.,-lc/.elw.c,loneA a.n,te/u.o/l..M , ,la. /wi,c,i-Ón. de,l de,,., p,la.~ 1J1 

a. a,,.,u,n,Uz., de.ire '-'M u.n. p.o./..ln.om,lo de 59 IJIW,d.o. .. · 
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lJelJ-i.d.o a. q.u.e un. po-U.n.ol!'Á-0 com.p)..,e,to de 59 gJIA..d.o con,Uen,e. 21 ,t,é,;u,,,.,uw-<, 

'f da u~n. de 4 !l tpu:ulo pa!UL ,la. d.eJi.,i,ua.d.a. noJUna.l IJ1 n. , e.x:-U.t.en. do-<, 

a.l,t.e,uw.,Uua4 pa!UL oJJ-t..erwi. el m.odelo com.pn.;UIJ,le. La pll,UlU!llLL M a.d,,ici,o 

/1.CV/. .tA.eA dMpl,a.J,O,-;ú,en,to.() noda,l.e-<, (18+3~21) q.u.e. n,o-<, p,vun,Uan. deA:.ell.­

nuna/1.. .la-<, 21 CDM~ del po-UJwl:WJ lf q.u.e a,<Í,em,M de,f1.nan_ una. Úruca. 

u~n. de 49 tpu:ulo de ,la. d.eJi.,i,uada, IUJJIJIULl en el -la.do camÚ.n. a. do<1 
, , 

e..lemn,.;to-<, ; M-tn. ~a /,n.é ado p,;ta.d.a. po4 uCV!Â.JJ-<, a.u,wJt,e-<, , en»z.e. 

e,U.o-<, ~ (TllBfl 6) y. &ll ( 1-21) q.u.e. a.d,,ici,o/1.CV/.On. pun,to-<, noc½; 

,le.() en el cen»w de ,lo-<, ,la.do-<, del e1..em.en,to can. ,la. de/-vluada IUJJIJIULl 

com.o Úru.co dMpl,a.~ de nodo. La -<,eg,un.da. a.U.e.Juw.,Uua. M ,lm_p.aneJl, 
, 

can.d.,l.c,ion,e-<, pa!UL q.u.e. ,la. d.eJi.,i,ua.d.a. n.olliILal ua/U.e de a.cuell.do a. un. po-Ur 

nom,la de 3!1 tJIW.d.o, de v.>.t.a /!I.G.IUVUl., con. -<,o-'.ao,.en,te. ,lo-, .tA.eA p.un,to-o fl!!_ 

da,l.e-<, de ,lo-, ué-'UA.c.eA del ~ -oe ob-U.en,e un. mede.lo CD(!),pt:J,t,w.le. 

c.an. 18 tpz.ado-<, de ,Uúvúad, ual/Á.a.C,{.Ón. de 59 g;uuio fJfVUL el dMpl,a.-µt- -

m.len,to w lf de 3 g tJIW.d.o pa!UL ,la. dvuuada nolliILal w • &,-te e.,lem,en,to n. 

M CDM.ltl..ellado el r,,n-<, ~ en el aná.lM de ,{)..ex,i.i;n. de p,la.caA 

de-<,~ de hahe11, ,o,l.d.o cam,pa;uulo con. ~-<, 111.M ll.e{Ân.CI.d.o-<, ( 1-21 , 

1l1Bf! 6, T/JBH. 13, T/JBR 15) delJ,l.d.o a q.u.e. en Mfu-<, ~,.,, e,l m.a.lJ,04 

~enA:.IJ en ,la. µui.clÓn. de dMpl,a.~ no com.pen,oa. e,l -ln.con.­

ueru.en,t.e cal1lfllLÚLCÁ-Ona.l q.u.e. pll.e-<,enA:.an. ,lo-o nodo-<, a.d,,ici,ona.le,o. 



4.1.1 rU/1.CJÔn DE DE.SPll/211J//.JUl10S DU EJ:LinEn10 1-18 

S ea e,l ~ m.o<1;t//.ad.o en. ,la. {.,ú;. 4. 1 

'/ 

. ,.,, 
..... 

0 b.------------~X 

[,a, ,/.JJ.n.c.,lÓn. de dv.ipJ.a.~<1 q.u.e <1e cv.,um,e e-0 

e,l ~ Ç ~ h.a. <1.ldo eÁ.Â.IIWW.do de ,la. expM,1.J,;,ón. ( 4. 1) poll. ,la. 

con.cUc.,i.Ón. (1 sz) de q.ae ,la. dell-luada. rwlU!ULl a ,Lo ,w,uµ, de,L .la.do 1-2 

(''l =0) dwe <1eA. un.a. ,/.JJ.n.c.,lÓn. de .f:.e;u:,e/z, tpw.do en. 5 • í,a,,d o.tJu1.<l d.o-0 

con.tÍÁ.CÁ..JJn.e<1 de u~n. c.Úh-lca. de ,la. dell-luada. rwlU!ULl a ,Lo .lr:vuµJ de 

-Lo<1 ,la.do<1 1-3 lf 2-3 <1on. d.e.du.eld.CU> a cotvU.rw.ac..lÓn., [,a, dell-luada. rwll. 

mal a un.a. JZ.ecta. O ' P q.u.e h.a.ce U/l CÚi.gu,lo f con. e,l. e,j,e ) v.i ( ?ú; 4. 2) 
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(4.2) 

de (4. 1) en. (4. 2) 

(4.3) 
.. !, «,& s' 'l~ .. '-1 o(,~~"' .. s ~.ª 'l') .e.o-. r-,-+ __ - - -

, 
,lo,tJ pun,to,tJ ,/JLUl~i..uo,tJ ,in,;U,.ca.n, ;/;.eJun,ln,o,tJ de <Jll-ado m.en.o,t cu. cu.cvz,..ta. 

J'(VUL q.ue. w n, ,/J ea. un p.o.l-inom,i,c de .t..elz.Gell.. <Jll-ado a ,lo .laA..g,o de ,lo,tJ -la­

do,/) 1-3 IJ- 2-3 = n.e.ce,ôa/UO q.u,e ,lo,tJ ~,/J de cu.aM.c rpwdo en (4.3) 

,tJe a.n.uÂ...en. palU1, va-lo,te,,tJ de ~ lJ- ~ en cU.ch.o,/J ,la,do,tJ, ÚL ,lo,tJ ,la,do,tJ ,tJe 

, 
( con., .l=a o .l=h) 

(4.4) 

5= ,/JCO,/J{3:f:. ,l 

~ = ,/J ,/Je/1. r, 
1uun.pA..a:p:uuio (4. 4) en. ( 4, 3) 1J, p.o//,. -la coM,i.de/1..a.Ci.Ón, de q.ue. ,ÚJ,tJ .t»z.-
OÚNJ,tJ de cu.aJUa • glliui.o de»en. cuw}JVI.Ce , ,/J e o.b,U.en.e. 

':," [s q,_ e..;: f' -~ r, + e<,, ( :, ~ r ~ r-, - 2. (!,,; r ~ r) ... 

o{,e. (2.e..,, r ......:. r - ~ t..,-; r ~· r) --~,q ~ ~ r-'I «,,:·r ~ f) -

E.n. e.l -lado 1-3 

//,.em.p.la:p:uuio (4.6) en. (4,5) 

.ien. r., º=e= 
1 v.v'+ e' 

(4.5) 

(4.6) 

51,,'c cl. +(;,i,,•c'-2.S'c)c( ... p.1o·c'.'-:.l,,'c')o1,~-+\<•-'ll,'c.')o!,o, _'5b."O/,.~o 
'"' \'\ 
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E.n. e.l .lado 2-3 ,ie. U,,en,e. 

a. 
,()eJl. f., = 

1 t/ a.'-+ e' 

e (4.8) 

IU!Jn,p)_,a.~o (4.8) en. (4.5) 

[a .f.un-c.,i.Ón. de. de/.Jp,la:µU11,l.enA:o<l ( 4. 1) pue.de. ,ie,,t pu.eA.to en. J..a. .f-aJUna, 

14= ( 1 

, 
o (4. 10) 

e.l ue.c.toJz. de. de/.Jp,la.J,(Uf'.A..e.nA:.o<l n.od.a,le/.J e--:1 
. , 

d = { 141 14t, w'\, 14{1, 14~'1. w~'\ 142 ''' w3 

de. (4.10) 1J (4.11) 
(4. 12) 

,la.,() 18 ec1wc,i,oll2,ô de (4.12) má-a ,la.,() ec.ua.c.-lon.e<1 (4. 7) 'J (4.9) da.n. 

tu1. <!,(,ô-t:..ema. de. 20 PCI/OCM/12,ô qJJA . , :~ de,t,vz.m,l.n,al ,/.,o<) 20 CJJe,/:Á-­

e,len;t.e.,o d..l. &ó.te. <l,(,<}.t.em.a. de. ecua.c-lon.e/.J pu,ede. <1e.-t e,,icu,to e.n. J..a. /-ai 

ma 

(4.13) 

-· '.· • J 

donde ,la. mat/1..i:5- 1 e.<1;t.LÍ. da.da. e.n. ,la, .ta&J..a. 4. 1 



-b \,' -6' 1,• • -bº 

1 • -2b 3 \} -'16' "b' 

1 -b b~ -b' • 

2. -~b lib' -zob~ 

1 -zb ~ b' • 

_ 2 b" 
-; 

2. -d, 2b' p 

1 o.. ~ o: O' 
&- ~ r 

p 
~ ?.u. ~~ 4o.' 5~ • • • 1 . 

'J: 
I• -1 C>. o.' e.' • 

T-=- 2. "ª \2.d' 'ao~ 

~ 2. o. ô~· • 

• 2 2.o. ; 2. o!- 2.~ 

1 e • e.' e_~ e.• e. s 

1 e e. .e e.> • e_" 
~ 2c • õc.' '-\e~, 5 º' 

2. 2. e. . 2..ct. 2C.' 

1 ?. e. ~e• 1.\ e' 

• • 2. "e: ? Q e.'!. • • \ <. <.l. 

1 

1 

Sb•c, ~1,'c.'.>-b'c. 2.~c.u.~~i..:."1;.c."I. c.S_4b1. c3 _ s 1..:il 
' 
1 ' ; ~2.o.~"'bo,.~c.'- c.s .. l.\o."l.c:.~ S.o.,. e.' 

------ ··--~ ~·---'·- -1 J 'S_ .:< e l_" o. e. - ,~ e 

w 
a 
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de. (4.13) 

, 
o 

ci. = 71 d (4.14) 

donde. 71 e4 4u1nna,t;i.,i.} COM~ po;z, .l= 18 pllÁJll,e/l.C1, co-lu.niri.M de. 

7-7 • ú1eg.o ,la. tmz,c,lÓn de. d.e/.lp,la.~ <1e. de;te;un,lna. ;z,em,p,la.~o 

(4.14) e.n (4.10) 
(4.1$) 

de. donde. (4.16) 

4. 2. - ITIIJ.TRJZ íJE. x.Jr;;JíJU íJU UililUUO 

1Je. CLC.U.elLdo a ,la <1e.cvlÓn 2. 1 , ,la ~ de. .l!Â..ljÁ,tÍR-} de,l eA...em.e.n,to 

e4,ta. dada pD4 ,la. e.c.ua.ciÓn 

E. = 1' d 

de (2.1) 'f (4. 16) 

1' = C' 11. 

(4.17) 

(1.1) 

(4. 18) 

donde. C' M una 111.a,tll..-i.J- de. 3x10 oh-ter,,,i,da fJD4 de.Ju.uaclÓn ap11,o p,la,da de-l 

ve.cto;z, e. de. acu.eJUlo a (3. 1 O) , 

(4. 78) e.n (4 •. , ) 

donde. 

J:. = r:;- l:.,1, 11 

l:.,._= f C'.tE. C' dv 
" 

(4.19) 

(4.20) 



,la expll.e/.>-i.Ón ( 4. 19) da. ,la matJz.-l.J, de IWJA.de.i del elemen.to palW, el 

ue.ctoll. de deAp,la:µun,i.el1Á.D4 Mci.a.,{,e,() ll.e,f,,eludo a,l 4M-tema. ,loca,l, de coai 

denJUÚUJ ~ - ~ • Con el alJef-e,t.a de a.lJ.teruvz. wta. expll.e/.>-i.Ón q.u,e pe//Ji!,Ü;a 

c.aA..c.u.,l.a/ en el cam.p,u;ta,dall. ,la matJz.-l.J, to\ caMc.lda COl!l.O llllLtJu.J, de ½: 

g,ldeJ- en ç.oa,uienadcw ~, en -lo q,u.e 44=, /.Je deduce ,la 

- . ma,i://,,lJ- de ~à- del elemen.to a. paMÃll. de ,la expll.e/.>-i..an de ,la en.ell-

rj)..a.. de de?ol/Jna<:Â.<Jn fJiVU1- • e.lem.en,ta4 de p,laca. en /,le.x-i.Ón. Pa.ll.a. el ca./.JO 

el ca.40 de un. e.lem.en,ta -ú:,J,t1u1p.a 1J- de M(JR404 u.n,lf,al/Jne, ,la expll.e/.>-i.Ón 

< -de ,la en.e;uµ.a. de detoll.Glac,lan e/.> 

donde 

-
í) = _E._.,,_ ... _ 

\'l.(1-•') 
, 

t:. e/.> m.adu-lo de e,la,4U,c,,i.dad del l1UJÀ:.e/lÂ.aÂ., h el e/.>/J.f!AOII. del elemen.to 

y. v el ca~ de PaM4an. 

Se. 4a.1Je , q.u,e ,la ~1.d,,_ dA. de?o1ZJ11.a.c-i.Ón en WJrwu,4 de la ma­

~ de IWJA.de.J- t y. de. ,lo4 de/.> p,la-5ain,len,tcM noda.le.4 M.ta. da.da p.all. 

U=idftd (4.22) 

ÚL expll.e/.>-i.Ón (4.1) puede. 4e4 e4cJl.-Ua en la -f-o= 

(4.23) 

e.11Á.DCe4,p.a4 e:j.em.p)..o 

mi. -z "'. 
w1~ =L °': r«l;~'"'\- 1)s · 1' 

2 ... "'> -i.•"'1.-~ ,,,, .. .,j 
WS\ = t- j-- ~; '\ f\'Yl; l'Mi; l''V1\-1)(""",·•1))' ' '1' 

1J- -la. -i.n,t;.eqJz,al del pllÂ.lrUVl. -t.i,.'U1WW de. 4 ( 4 • 21) M 
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\ 

f f ¼);\ d\ª·r=-~ ~~; ~j ~·\ lh\j (•,\-•H""i·') f f r.-·•,'i-~7"'i~"'i cl.~ c).1 
n.o-tanrloc.e.. .la n.e.c.v.,-i.dad, de wia l,ÓIUILU,/..a. prvw, .la ~ 

(4.24) 

~o ,Lo-,, c.anw.lo-,, de uaJúa1Jle apll.o p,lad.o-,, '1- uru.erulo pll.M ent.e. 

q.u.e 1· J'l. (1-u.)'i.+1 du. :: 
o 

, 
"'e ohü..en.e .la 4-i..g.a,l.en,te 1-ol/.m.lJ.Á.a. 

l1t \ (n.+1) ( 

(ni+n.+2) ! 

1(ra.,n.) = cn.+l [ i11,+l - (-h)n.+J] 

-lu.eg.o,(4.2.,5) en. (4.24) 

ni!+n! 
(ni+n+2)\ 

f f W'~~ d5 d1 :j_'i::,;''-jm..;_ni1<ni.;_-1)<m.1-1) ,<ni.;_+m.1-4,n..;_+n
1 

). 

(4.25) 

de u.n. i;;,do <l-i.mÁÂ.tVI. 4 e oh-Uen.en. ,lo4 o.f:,UJ4 ~"' de ( 4 • 21) • dehe 

n.o.tM.c.e.. q.u.e .la ex:pllM-i..Ón. lt.v.ll.JÁ.t.anÁ:.e. de .la e/!JV/.(JÂ11- de de,f-olUTu:J.c-i..Ón. e.d 

u.n. /-o//.JIUL c.u.a.dJuÍ,Uca, en. d..;_ 'f p,o4 Lo .ta.nA;,o, p,u.ede <IM ex:pll.e.do.da. ma.­

~ p.ol!.;.< 

(4.27) 

donde, u.n. ~ g~ de .la maA:lu.J- k.,.,_ uru.erulo en. c.u.en.ta. 
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e,/,. Jz.e.q.u,iA-Uo de ,(J,in,.,eA:/ua 'f .la. explle,0-lÓn. ( 4. 26) 'f -ó~ Jz.e-óuLta. 

k.d. .• = D { m.m..(ni.-1)(m. .-1) 11 + n..n .. (n..-il)(n..-1) 12 + 
-0- "'-1- ,,,_ -:- "'-1- ,,,_ 1-

[--im..n..(ni.-1)(n..-1) +~m.n..(m.-1)(n.,l-1) + 2(1-")ni.m.n..n..]1~} ,,,_ -:- ,,,_ -:- 1- ,,,_ 1- ,,,_ 1 ,,,_ 1- ·.) 

-d.lendo: 
11 = 1(m.,l+m.-i-4,n.,l+n.; 

12 = 1(m..+ni.,n..+n..-4) ,(,. 1· ,,,_ 1-

13 = 1(m..+ni.-2,n..+n..-2) ,,,_ 1 ,,,_ 1-

Jz.em,p,,la.'5flJW,O (4.14) en. (4.27) 

ll = :._ rJ!- r.:1 k. T1 d 
2. / "' 

'f de a.cu.elULo a ( 4. 22) , .la. ~ d.e. ~} de,/,. e,lem.en,to e-ó 

(4.28) 

(4.29) 

Debe O.Ú-óe/Wa.1/.c.e. q.u.e d.e. cu:.u.eJl.do a ( 4. 28), .la. rna.-tlu'f k. puede 4e.l/. 

g.enR./UUÍ,a, d,l;z.e,e..ta.me.n.,t en. e,/,. computadn;z. 'f en. COMec.u.e.n.cÁa. n.o -óe ,U.e.n.e 

.la. f1.J!!.CeA-lda.d de ~ .la. expJz.e-ó-lÓn ( 4. 20). 

Lo q.u.e Jz.p,óJ:a. e,, .tJuuw{-o;z.m,a,;z. .la. m.a.tJu.'f de ~'5- k. pa,;z.a. e,/,. <>M.:tem.a. 

g,Lo.ácLL d.e. cool/.den.cufa.o x-l,J- con. e,/,. o.új,e.-to d.e. fUJde.l/. e,f,ecw..aA- e,/,. en.-

4<1./11,{_e, d.e. .la. ~ d:e. ~'5- d.e. la e,,.tJz.u.c.;tWz.a en. to= d-l4ecta. de 

o.c.u.PIUlo à. .Lo .út<Llc.ado en. .la. -ó ecc,l..Ón. 2. 2. 

U uec.,to/t. de de,, p,ln,~-ó n.odoÂ..C-ó en. e,/,. -óM.:tem.a. g,Lo.úaÂ.. e-ó 

d = [ w1 w 1 w 1 w 1 w 1 l;J 1 w2 • • • · • 1113 • • • • 111 - \ X lJ- XX X'f tpf ui lJ-'fJ ) 
(4.31) 
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, 
lf .ou 1/..e,ÚJ,c,,l.on, c.on. -lo.o dMp,la~.o n.ocúú.e-li ll.ef-e/udo.o a,l .o-i.4.tema 

-local M.tá. dado pr,ll 

IJ1 = IJ1 

IJ11 = 1J1xcc<J a +tJJIJ-.oen. e 

IJI'l = -w x.oen. e 

2 
"\( IJIXXCC,6 e 

+tJJ lf o.e.o e 

+1J1 2.oen. e cc.o e +tJJ .oen.2 e 
Xlf lflf 

(4.32) 

~ 2 w; = - w .oen. g co<Js +tJJ (cc<J~e -.oen. e)+W' .oen.ecc<, e 
~ ~ XX XIJ- IJ-IJ-

2 2 
1J1 = 1J1 .oen. a -W' 2.oen. a co.o a +1J1 cc<J e 
')' XX Xlf !/1J 

en. C.OT!,4ecu..en.c.,ia, f1LVlA- ,lo<, .tll,e. pun,tc.o n.ocúú.e-li -tendlz.em,o.o 

d = R. d (4.33) 

donde 

[ ,, o 

.~] R. = o R1 
o o 

(4.34) 

1 o o o o o 

o e ,6 o o o 

o -4 e o o o 

R. = 1 o o o 2 2.oc 2 e ,(J 

o o o -<JC 2 2 e -.o· 4C 

2 -2.oc 2 o o o ,6 e 

.o=.oen. a C=C0-6 S 

1/..e/11,p,la,;;,an.do (4.33) ea,(4.29) 



J:. = r- Ti' J:..,_ 17 R. (4.35) 

M ,la m.cr;Uã- d.e. IWJ,lde.ã, dú eÂ.ell'.enA:.o ~ a.l 4-v.l:t.ema d.e. c.ooll.c½: 

rw.dcu, d.e. ,la e.4VULCtuJw., 

4. 3, - /JfLTOR 1)[ CAJ?.Ç/1. cons :JSTUU[ 

De. acwvulo a. ,la 4ec.c.-i.Ón. 2. 1, e,l uecA:.D11, d.e. c.LVUJ,a. c.on<>-v.l.tenA:.t!, de,L 

e,lem.en;t.o e,:i,ttÍ. da.do p,al/.. 

q. = ( i>.t ru,du + L f,t f.o d.o 

q.ue pall.a e,l CG4o de c.LVUJ,a. d-v.l.tu/.;U,lda. p,o11, wuda.d de á.Jt..ea. y. .t.eru.end.o 

en. c.u.en;ta. ( 4 • 16) 1f ( 4. 23) l/..e.4u.,Ua_ 

q.oo = Ti' p. 

donde. 

q.ue pall.a C.O.IUJLL d-v.lbzMJU,lda. un,i,f.oll.lP.e. q. 4e, o.ú-Ue.n.e. . o 

p.. = q. t(m,. I fl.; ) 
~ o ~ ~ (l=1,2.0 ) 

U ue.ct.a11, de CCVUJLL C.OM-v.l-tenA:.e. de,L e,lem.en;t.o ~o cú. 4-v.,.teJna. 

g,lo.úa.l l/..e.4ul.t.a. .oeh. pa11.a e,l ca40 d.e. c.LVUJ,a. d-v.l.t,,z,U.;U,lda. un,i,f.o= 
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4,4.- C1JfW2C20nLS D[ BORD[ 

a.) Boll.de -0,lm,p,Lern,en,;te a.pmµu:lo 

Su.pnn.g.am.o-0 q.u.e e,l ./Joll.de 1 - 2 de,l elem,en;to de ./..a. /.,1-tj. 4. 1 !¼.tá 

-0,lm.pl..em,en,t a.po IJ-G-do IJ M JJIVUl,le.lo a,l e,j,e X ( M.te. ca<, o p,aA,t,ú:,u,laJ n.o 

a.f-ecta. ./..a. ~ de ./..a. concí.,i,c.,LÓIL de ./Joll.de). í.a concí.,i,c.,LÓtL g,eo -

m.é.tluc.a. pM.a, e,l holl.de M 

(4.37) 

Po11, e,l n.Únuvt.o de prvw.m,e,t/l-0-0 tLOda,le,ó q.u.e. -0e -tlelie etL e,l ~ 

T- 18, ./..a. de,µ,e.x.f.ÓIL IJ1 etL e,l ,lado 1-2 dep,e;ule. de.l vcú.a4 de IJ1, IJ1 r IJ­

w rx etL ,lo<, n.oda-0 1 1J- 2. Poli, un. IUL~n.a.tnÃ..e.n,t, <,,i.m,U.a/i a. ,Lo v,v.i;/;D etL 

,la. -0ecc.f.Ó1t 3. 6 , pM.a, q.u.e -0e cwn.p./..a. ( 4, 37) , M decÂA. pM.a, q.u.e IJ1 

-0 ea. cel/,0 etL t.Ddo e,l holl.de 1-2 , ea. tLeCMaM.o q.u.e etL ,lo<, tLOda-0 <1e 

,lm,pon.ga. .la.<! ,ó~ co ruUc.-i.otLe-O 

n.oda 1 n.oda 2 

ID7 = o IJ12 = o 

1Dx1 = o wr2 = o (4.38) 

111xx1 = o wrr2 = o 

í.a<I con,:J,,i.c,i..otLe-O (4.38) ha.n. -0,ldo IIMÂÁ.~ etL ./..a. <10-1..u.clÓtL de -lo-0 

ej,e.mpÁ..ll-0 de.l ca.p,Úu,Lo IJ 2. fllq.ww-0 au,to//,e<, COM-id.elz.an. a.dem.cÍ4 de ( 4. 3 8) 

q.ue 111 W = O etL ,lo-0 pun;t;o-0 tLOda,le,ó de ti.n. halld.e <1,lm,p,l..em,en, a.po IJ-(i-da. 

JJehe tLO,W/l,c.e q.u.e. M.t.cl. cond,lc,i,,ÓtL q.u.e ha.c.e q.u.e e,l m.om.ewt.o -0ea. /'Ul,UJ 

etL ,lo-0 pun;t;o-0 tLOda,le<,, n.o ~ m.om.ewt.o-0 nu,lo-0 a. -lo -úug.o de,l.todo 

e-l hall.de. 
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4,l e,L .bo.!Uie. 1-2 e✓.1.ta. em.p.o.tJuulo, J..cui coruU.c.,i.on.e,, g.,u,~ en. 

e,/. .boJt.de 4012.: 
(4.39) 

q.u.e. & ac.ueJulo a. ( 4. 38) IJ ,lo u-iA.to en. (3. 6), J..cui coruU.c.,i.oneA 

e,q.u,lua.lenA:.eA en. ,lo4 n.od.o4 MAu..ltan. 4e.-t 

. 

n.od.o 1 n.odo 2 

1111 = o 1112 = o 

111x1 = o 111 x2 = o 

111g:_1 = o 111 ,p_ = o 
(4.40) 

wxx1 = o wxx2 = o 

lJJXIJ-1 :O ,.,, x,;2 = o 

Cu.ando e,L ./Joll.d.e h.a.ce. un. tÍruµúo o< con. e1.. e1,e. x, una a.Lt..e/uuz-Uua 

paJUL -i.nA:/wdw;,Uz. «1,6 coru:Uc-lo TvZ4 de ./Jo,ule. e.4 ~.,_ una .tltan4f.o//.­

~n. a. ruue,l de e.lemen,t.,:J ,. de to= .t.cLl. q.u.e. -lo4 deAp,/A.~4 n.o­

eúLle4 e.n. ,lo4 n.odo4 de .bo.!Uie. e✓.1-t.én. //.e,f.elud,04 a. un. 4-v.,.tema, <Ú!. e,j..e<l q.u.e. 

pvun,i,ta. ,la. ,UÚ//,odu.c.c,lÓn.. IÍÂ/l.e.C.t.a · <Ú!. J..cui coruU.c.,i.on.eA de ./Joll.d.e. &-l, fJfVW-
-- ' . ' . . . . '. - -

un. ./Jo.!Uie. <1~ a.p.oi.µuio, .t.o~o un. <1-lA.t.ema. & <0,.M S-n , d.onde 

S M palU1,le,l.o cLl ./Jo.!Uie. IJ n p<!.1/.~, de a,,:,ue;uio a. ( 4. 38) «1,6 

coruU.c.,i.on.eA <Ú!. ./Jo.!Uie. en. ca,:1,a:·n.odo 4e/l.17./l. 

111 = lJ1 = 111 = 0 
4 44 

fJfVW- e1.. ./Jo.!Uie. 4~ a.pmJLI.do 40.bJie. e1.. e.,j,e. S. 
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• 
Cll7':J7ULO lJ 

J>RO<;,Rllfllfl.C:JÓll 

5. 1 • - 1'RCY;JWTl/l. J>R :J llLJ 1'/lL 

U pMg/WJIW- pll,i.nc,,,lpa. q,u.<!- pll.Mentam.o4 , ~ l!Ale/l..Uo con. -la µn.a,­

u.da.d. de cl,v., f201]-'VI- de. un. pM<J}U1,lll,a <µL(!- pell.J1l,Ua ~ de /11.GJWl.a. IUÍ.­

p,lda, 1f e,f,i,c,len,te. -la u~n. de h:JA 4u);JULtÁ./I.M de -lo4 e,l.em.en;to4 

(Í,e,(Ja.lVi-OLlado4 en. co.p,Úu)_.o4 an,te,uo)U¼ , l!Al cie.cUl., l!Alfu ol/,,len;t,a,do pcvu:z, 

e,/., CLfliJÂÁ,(J-v., de ~ l!Al.tll.u.c:t.uluu. í)en.vu:, d-e-l <1-v..tem.a. conipu;tac,i.o­

lU1Â- q.ue. <1e dMip.orúa., cücho<1 o.&,j.e,t,iuo<J /;.LeJl.on. cu.c.an.~o<J a.p11-ouechando 

,la, ~-Uca. de .&a.nde de -la rna,t;z,i.5- de ~ de -la l!Al.tlz.u.c..tuAa. 

IJ- u.t,,U.l~ ~ -la m.enÚJlU.a. rv.A.ecta. de,/., comprr.tadoll,, 

[.a. ca.pa.cida.d a.-lca.n.~ d,en..tll,o de v.i.uv., -U..m,,Uac,i,on,e,(J, ~ <JIL{,i.c,len. 
. -

-te pcvz.a, ,la, 40,lu.c.,i.Ón. de .l.c,4 p11-o,b-lenuu, d-e-l co.p,Úu,lo fj:J. 

u en.<Jaow,le. de ,la, ma-f:Juf de IUl:J,ide} lJ d-e-l uec-t.oll. de COIUJIU de ,la, 

e<J.tiz.u.c.tu..ta e<J Jz.eaU.~o p.oll. <Jum.a.vlÓn. d-Ui.ec.ta. de ,la, con..tlvwu.c.lÓn. de 

cada. uno de .lod e-leci,en,t,o<J en. q,u.<!- 4e ha cl,v.,c,te-UJ.ado ,la, e<J-t/w.c..tu.lw. , 

IJ- de /l/.0.NVUL .ta.-l ; q.ue. <Jo,lam,en.,te. 4e aA..ma.c.ena. -la metüa .&anda. <lUpe}IÂ.0/l, 

de -la ~ de ~. 

U d,i,a.tpuJJna. de ,b,loco<J del p.llog/L(LtlUL p!Un..ClpnÂ.. 4e =.til.a. en. .la. 

f-4. 5, 1. Lo<1 MllWll.e<l de ,la,,() u~ 'J- 4U "'~º 4e -i.ndÃ.ca.n. 
, 

a. con..U.Ju.uLclon.. 
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le.c:.t ... ,..o. 

1lc..'l'Y"\o.d.o, o,, ':.u"=-.'f"'v-\\\"\O,. 

dQ. c.Q.lc:....,\o dq_ 

Mo."'c..-,2.. OE....,., 10'2:t. àq. q\q,,....._, 

\J bic..o.. <:.oV\1-r,\:,yc:.\_;-n 01. 

'n--\0,.-\"T"i'l 0.ct ..,..,C\1ch.'Z. d~ 
\6.. Q.•~:,.","r"uc:.-\u"'f""'O.. 

lca.c:."i. ......... ~ c!Q. c...o..-r-\ a..::. , 

\\o."""o.do O.. '1:.-.:.~'ru-\,V'lo,. d.~ 
t.Ô..\c:....,\~ 6-q, c.o...,.,o. c.'"'"''";,',:,·h1:...,.1:12.. 

No 

..:,,.~~ ,,.,.,_ 
"""-cd,...,, 

Y-O. ,c:...;..\c...,\o ------r-

ll~......_o..ôo \).. 'b1..1l,,..,..1.;\1V\o.. dQ. 

'?o\uc_,o ..... Ô.e_ ~ .. ,iq. Qcvo.c..,o....,C!._ 

\\o..,.,,._o..do O... ~u\ov-,./'\,V\o._ 

l.ica. c.;..\c\l\c, J.~ Q.'l:>\-..>Q~i,..o,s. 

'!""'"' q ,;._ 
d_Q. 'f"'-l\1,h.a 

dQ. 'f'Q..a.c.c, º"'"ª ';> 

·"'·----------:-----------------lcc',,,\t.,.,\o ca. , ...... ~..,.~~'ªV\ 
d., ~~o..c.c.,~"'-Q.."l;;. 



nn 
llf.. 

n.rwP 

nc;m 
nnYE­

JTD 

nnflJ) 

X(-i.),!J,(i) 

flli.(i..,i-) 

llll(l) 

.'lfl(l, i,) 

JWJ11.,eJZ,o d.e. M do4 d.e. ./.a. e,,,.tw,c..tu;z.a 

n.Úm.eM d.e. e-leJR.en.,;.1;4 d.e. ,la. e.4.t..wctuJw. 

n.Úm.e;z.o d.e. Mdo4 con de,:,p,la.~4 nu)_c,4 ( ap,otJ,04) 

nÚm.eJz.o d.e. q,tad.04 de. .l,U;elúad poll.. Mdo 

nÚ.m.ell.o d.e. Md04 p,oll.. e.lem,e.n,to 

llCv'IÁ.lWÚ q.u,e. -i..ru1,i,,ca : 4,i_ 

JTD? O -lcv.i coolUle.n,a,d,,cv. 'I de{,úuclÓn de. e.-leP.ie.n,ta4 

40n <j,en.e/l..ad04 p,oll.. una., 4ubw,Un_a, ( ÇjJ)ll.10) 

JTD < O e.l vaÂ.oll.. d.e. -lcv.i cooll..den.ada,,i IJ- la ~n 

d.e. L<,4 e.lem.en;t,o4 -.ion .leldo4 d-Uie.dair..enA:.e 

JTD =O ;t.elll1'.-ina ,la. e.f-e.c.w:.,l-Ón de.l pM rpwm.a. 

nÚm.eJz.o d.e. Mdo-.i co n ap,o V-º clü., clU?Â.O 

cooll..den.ada,,i de.l Mdo -i. d.e. ./.a. e.4;t;w.c..:tu;ia. (-i.= 1, nn) 

aM-e.g,l.o q.u,e. con.Uen.e. Lo-.i JWJ11.,eJZ,o-.i de. L<J4 n,ód,o4 q.u,e. 

de,f.,úien e.l e.le.men,to :!:. , (i..= 1, nf.). U oll..de.n dehe. -.iell. 

con4v.,i:e.n,t.e. con ./.a. de.du.c.c:.i.En de. la ma.A:Ju.J, de. IUtJÃ-de.J­

de.l e.lem,e.n,to • 

nÚ.m.eJUJ de. Mdo COIZ.IZ.e4poruüe.n,te. a-l apov-o -i. 

vC1llÁ.fLÚ.le q.u,e. ,ln,dlca, e.l -Upa de. ªP-OIJ-0' -.i-i.: 

Jfl(-i., i-J > O , M exv.,.te. IZ.e,d.tJz,lc.c,i.Ón e.n e.l deApl.a,'5-fl,-

nu.en,to i- de.l <ip,o,µ, :!:. 
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Jfl.(-l,j) = 0 ,e,L d.eAp,la.~ d.e,l ªflDIJ-0 ,l en. la 

"CÜl/.ec,:;.,i_Ón." ,j. M n.u,lo 

Jfl.(-l,ef) ,< 0 ,ú dMp,la.~ d.e,l O.pDIJ-0 ,l en. la d-l­

Jz.ec.c,i.Ón. i M n.u,lo IJ- a.d.emtÚ, CO-'l,'/.,eA p.ande a UIL ª/JDIJ-0 

dd.ÃAC;'l.do { ( 4e ca),=-ltvuÍ, la Jt..e.a.cclÓn. en. cUduJ apnlJ-0) 

DX,Dfj,D1 ,DXIJ cofl/.J~. ( eciiac-lÓn. J.15) 

7' 

SE. 

s 
LB 

')BI/IIIX 

co~ de l'o-v.,4on. 

11ectol/.. de CCVUJ,(1-4 de la <!Atlw.cl.u/uJ.. 

111,(],;/:,,'l.-i.-5. de IWJ,i.def d.e,l e,lecz.en,t,o 

ITlOÂ'.//Á,f de IWJ,i.de} de la M:tJ/..u.c.tului. 

nÚ.m.eJ/..o nwx,im,o de co,wJTU).(UJ que, puede :ten.ell la m.ed.-i..a -

1Ja.nda de la /11.lU/Úf de /UgÁde.f de la <!A:tJ/..u.c.tului. 

fWJlle/l.O de colu.m,n,a,,., q.u,e J:,len.e. la med,la-1Ja.nda de la ma­

-tJi-lf de IWJ,i.def de la M:tJ/..u.c.tului. 

XE.(-l), tJE..(-l) cool/..deruuú:v., d.e,l nodo f d.e,l e.lemen.to (-l = 1, fl(IJ>f.) 

11[/fj 

(/J//C 

7'1 (l) 

Q 

SI/. 

R 

D 

fWJlle/l.O de n.odo4 con. acc-lofl.<!A con.cen;t,Jz,a,di en. la M.tll.uc 

hlluz.. 

fWJlle/l.o de elem.en.t.<,4 ca/UJLUÍ-04 • 

acc-lon.,v.i con..cetLtlla.cla en. e,l nodo k. de -la M.tlwctuluz. 

( k. =1,f117C; l =1,flÇLR.) 

CCVUJCL d.ÃAVt,,ÜJu,lda. UIIÁ-f-0/Un.e en. la M:tJ/..u.c.tului. 

paM:.e de la /11.lU/Úf de IUg,ldef paAa e,l ciÍ-lcu.lo de ~ 

c-lon.M en. -lo4 ap.al.J-04 d.ÃACJ/..e.tc4. 

11ect.ol/.. de 1/..ea.cc-lon.M 

llect.ol/.. de de/.Jp-la.~4 noda.LM d.e,l e,lem,e,n,to
0 
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5. 2. - SO.LIJ.CJÔll DU S 1S1€JTIA. DE. EJ::lJACJOnE.S 

la <10.lu.clÓn. de.l <1-iA-t..ema. de ecuac-i.oMA e-o ef,e.c.,tu,a.do pol/. m.éA:.odo 

d,iJz.e.c;to ( <,;11.US S) , .tenÂ.e/UÍ.o en. c.u.en;ta. Lcv., ~-U..c:.aA de .úaruia IJ-

4~ de. ia. /lllWl4 de. co~ ( ~ de Jt,,lg,Ue.5-). E.n. ~,t- e.l 

UA-tado de.l pll,og}l,OJ1la -la 4U.ÚI/.U,Ün.O. de. <10.lu.clÓn. de.l <1Mt.ema. de ecua. -

e,u,MA afUVL=-e. con. e.l n.oml.rl/.e. 

~4: 

SUBROU11/lf.. (ll.,B,n,m) 

A • • ma,t;ú} de. co~ a.l.ma.ce.n.a.do en. {-o/UIJ.a 11.e.ctan.-

~. . (ma.tluf de //Â..gÂ-de.} de ,la e,o;tJw..c.);.uJza) 

B • • vectol/. coM-t.a;i;te. ( 11e.e,wl/. de. c:.alUp1.,ó de. -la e-o-tJw.ct.uluL) 

en. é-o.te. IIIÁ/.l//UJ 11e.e,wl/. <1 e o.b.üen.en, .lcv., -in.co g,n,U:a4 

(de.4 p,la:µun,len,to.(J) 

ll . • nÚ.nuvio de ecuaci on.e4 

m • • nÚ.nuvio de. colwnn.a,,., de. -la ma»u:J- ll.. 

5:3:= E.LElflf.Jl10 R-16 

i)e.,b,ldo a (/1.Le. .lcv., ma..tJrÁ..CeA de //Â..gÂ-de.}, M/,ue.1/.fO.(J IJ- ccvuµi, COM½_ 

-t.e.n,te. 1,ue.1/.on. e.xp,Uc.,U,ada.4 en. e.l cap,ÚJJ,lo 111 , <1u p11,o~n. n.o 

p11,e4en;tÓ n.ln.g.u.na dA.µ.,cu,U.ad. Lo.() n.omÂJJle,ô con. q.u.e afUVL=-e.n. .lcv., .(Ju./J -

/LUtA.JuM en. e,l Ll<l.tJZdo 1J- .(JU.(J a/UJl.lllUUl,W<I C0//.1/.e-õfUJn.cLle,n.t,e,o <1e. -lruUcan. 

a con.tÁ.IUULc-lÓ n.. · 

5.3.1.- SUBROU71nE. R16 (X,Y,DX,DY,D1,DXy,u,s) 

Ob,je-Uuo • - Ct1Â-C.tJÁA,IL -la ma,t;ú} de. 1/Á.íJÁ.Ó-e} de.l e,le,m,e,n,;to R-16 
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fvi.,g.u;n,en,t<l : 

..... : -- 'j _... -:' ...... 

X, !J • • uec-to//.M con. ,la.,., cool/..Cle.n.ada/., de -ÚJ<J 4 n.odo<J d.e,l 

e.lenuuwi. ( en. ol/..Clen. de a.c.uelld.o a .la {.,Lq,. 3. 1) 
- , ' . . . 

DX,D!J-,D1 ,DX!J- •• co=~ de a.c.uelld.o a (3.15) 

ll •• ca~ de l'o-i.A<Jon. 

S • • • ~ de llÁ..gÁiÍ.e'} d.e,l e.,lem.e.n,to 

SUBROUTJ/7.E. a::R.16 (X,!J,11LC,l',m,a) 

0&1,e,U.uo. - Ca.lc.u,la;z. e,l. uec-to;z, de calUJLL co n.<J-i.A-t.en,te d.e,l e,lem.en,to IJ­

<l~ u);-i.ca)z. <JU conM.-wu.c..i.Ón. en. e,l. ue.cto;z, de 

CIVUJO.A de .la e<JVlllctulz.a. 

~,d,; : 

5,3.J.-

X, !J • • uec-to;z,e<J con. ,la.,., co o/Uien.tuúui de ,lo<J 4 n.odo<J d.e,l 

~ ( en. ol/..Clen. de acwvulo a {.,Lq,. ]. 1) 

11LC(l,-i,) ~ q.u,e con-Uen.e. ,lo<J /WJll,eJ/..O<J de -ÚJ<J 4 n.odo<J 

q.u,e de{,ln,,ui, e,l. e-1..em.en,t.o :i: ( i, = 1 , 4) 

7' ue.cto;z, de caJUµL con.<J-i.A.ten..te. de .la e<J-tll.u.c.tuJta, 

li1 /WJll,eJ/..O de,l. e,lem.en,to 

Q ,i.n,ww-i.cJ.ad de .la =g,a d,l,o-tMJ,u,ú;J,a_ uru,f.o//.1/1.e q.u,e 

a.oam <Jo./m.e e,l. e-1..em.en,t.o /TI. 

S llBROüTJ 17.E. (X, !J., DX, JJ!f-, JJ1, JJX!J-, ll, JJ, Ili, 17.E.L) 

ohi,e,U.uo. - úúc.u,1.a,;z, ,lo<J e<J/-u-&'5,0<l (lll.x, 17/y,, 111.xlJ-) en. -ÚJ<J 4 p.un,to<J n.oda,le<J 

de,l e,lem,enA:,o lil. 

44 



flluµun,enA:.JJ-0 : 

X' !J- uectol/.,v.i q.ue con.ü..en,en, ,la,,J cooJUieaada,o de -lo-0 

4 pun,tc,4 no~ de.l e.lemen,to. 

DX,D!J-,D1,DX!J- cotv.!.tanA:.eA de.l e,.lem.en,t,o (3,15) 

/J co~ de. l'o-iA-0on 

D uectoll. de. de.-0 p),,a.~-0 de.l elem.enA:.o (3. 2) 

nEJ:, aJVt.erJ,lo q.ue con,Ue,n,e, ,lo-0 nwne/UJ-0 de ,lo-0 4 nodo-0 

q.ue de+,in,en.e e.l e,.lem.en,t,o • 

5.4.- UEJTIU[fO .t.T-18 

De CLCU-elt.do a -la. ,f.,ol/.m.l.L.la,c,in, de.l cap,Ún,l,, 2 /J, -la. 11'.a,t;u,f de. 

llÁ.(JÁi:Í.ei tJ, e.l uec-toll. de. c.a11,g.a, cotv.,v.,.t.en,f;e, de.l e.lemen,to pue.den. -0e,,t IJ!:. 

ne.l/.ado-0 CÜ/1,ec.t:am,eni;e, de.n.:tJl.o de.l cof11f111,la.doll. l'ol/. -ten,e,,z, a J..a.-0 -0e.qiin.­

da-O deJUUcuuv., de IJ1 como de.-Op),,a.~-0 noda,lv.J, -lo-0 ,v.if.,.uvz.~-0 en, 

,lo-0 u~ de.l e.lemen,to pue.den. -0eA. caA.,cu,la,do-0 CÜ/1,ec.t:am,en en, e.l 

plUJ g/Ull1UL p;u.n..clp,a,l tf p,oll ,lo .tan,to a cü,f,eJz,enc,i.a de. ,lo q,ue. -0e pJU!AenA:a 

e.n e.l elem,enA;o R-16, no ,v.i ne.c,v.ia/lÁ,(J una. -0 u);JUL-Una. pa;w, e.l ccÍ.l.cu,Lo 
, 

de e.-Of.,.uvz.f0-0. l'al/.a no t.eneJl. q.ue dup,U.ctvz, calcu-lo-0, -la. ~ de. 1/.-lg,i 

def '1- e.l uectol/. de. caJUµL cotv.,v.,.t.en,f;e, -0on ohwudo-0 e.n una, -0Ó-la. -0ub­

J/.U:Una q,ue. a.pa/l,e.ce en, el ,lv.,.tado con el nom.lJl/.e 718. J:.a 4~ t1 

q.ue M .llamad.a p,ol/. 718 ef-ec,t,,J.a el ~ de. -la. {-unl:Á,Ón exp11,,v.iada e.n 

( 4. 25). Lo Úrúco de ,v.ip.ec,la,,l. q.ue -0e pJU!AenA:.o en, -la. pJUJtpuunn.,c,i,Ón de. 

,la, -0~ 77 8 ~ ,la. nece-0-u:lad de. ,l;,en,e,,t e.n COM,lti~n, q,ue ,la. 

r.uvtlúf T M ma-L cond,i,c,i,on.ada, &., f20ll. ~-ta. pa,ll,UculaJúda q,ue. pile -

-0enA:amo-0 el ,lv.,-ta.do de -la. -0UÁJ-'ll.lÁÁ./la TI fiJJ2 q,ue. -0e U-UUµÍ pa)UL ,uwel/..i._ 

-Ull. T. 
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5.4.1.- SUBROU72n[ 718 (X,fj,[,IJ,ll,S,Q,XJ,f/f.L,P) 

Ob,j.e,Uua<> : 
a.) Calcultvz, .la. ~ de ,t,lq,i.de"5- de,l.. e.le.m.enA:.o 

JJ) Calcultvz. e,l vec,taJz. de c.alUJ-0- ca,w-Uwú.e. 

e) UJJ.i..caJI.. .la. ca~n. en. e,l vec;taJz. de ccVUJa. de .la. 

e<>.tlu.Lc.,t.ulia. 

Rlu;µJm.en.ta<> : 

5,4.2.-

X,fj ca aJz.d~ de .la<> 3 pu.nA:.a<> M~ de,L e.le.m.enA:.o 

( en. <1e;i,Uda an,t,l-halUL'l..-i..a de a.c..u.ellda a. .la. t,lg.4. 1) 

[ nuidu.la de eÂDA,Uc,lda,d de,l.. e.le.m.enA:.o 

/J ca~ de l'aÃA<>an 

1-1 e<> fJ-'¼ a4 de,l.. e.le.m.enA:.o 

S m.a.tll,,l,"5- de ,t,lq,i.de~ de,l e.leJnent.a 

Q ,i,n,;/;,en,<l-idad de .la. caJUJ0- dM.tJulJtuda. llJl,/,f,a= en. 

e,l e-lem.en,to. 

nÚ.m.eA.a de,l eÁ.em.ell,t,(J 

l' vec.A:.aJz. de c.alUJ-0-<l de .la. e.<>.tJuu:;tu./!.a.. 

SUBROU72n[ Tf (fl,B,C,m,n,r) 

Obj,eüf/a. - Ca.lcu,la;z, .la. ~n da,da. en. ( 4. 25) 

/1.Jup.urLeru:, <l : 

fl, B, C 

m,n 
;1 

<ÍÁlllRJL<l-lane4 de,l.. e,lemen,ta ( de a,eu,Md,a a. /,lrf. 4. 1) 

e:iqia~ de acue.lt..da a ( 4, 25) 

~ n. c.,:1.i,µLe <>e c.a,lc.u,l,a. 
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5.4.J.- S/1BROU1Jn[ J{l/}2 (fl.,n) 

Ob,j.dwo. - ca.,lc.u.,la,t ,La -i..rweMJa. de. ,La /llOÁ/U} R. (1) 

~4 : 

li. IIIJUJU} (j-<U!- 4e, drv.,e.a. ,iJwe/lÂÁ/l,. ÚJ /Le.m,p,la,}CUia p,l]IL 4U. 

-uweMJa. 

n OILden, de. ,La IIIJUJUJ,: 

m.é.t.odo. - l'll.oc.e.d,im,len,to de. <;;il/lSS , l.LA;,L,U}'LIUÍ,o ,la ~CJUC(l, de. p,i.uoA:. 

, . 
fl1.lLJC.Uü,O • 

5.5.- S/JBRU1Jnfl.S flJJJCJOnJU.E.S 

Con. e,l obj.e.t..o de. 4-lmp,U.,µ.ca;z. ,la en»w.da de. cf.a.;i-...04, rv., corwen,i.en. 

.te. cUAp.on.e.lL de. 4t.lÁJJ1..U.Utla fXVU1. q,e.n.elULIL a.u.A:.oma.U..c.am.e.n. de.nA:M de,L 

com,pt.Lt.adolL ,l.a4 coordlen.a.tl.a.4 e .ln.c,i.d.en.vM de. -ú,4 ,úe,71R..r1A;,o4 fXVU1._,de. -

.teJunÃ.n.a.do4 ,Up.o4 de. =-ULv.,. Un. ~ bM-tan,te, 4.üip,le. rv., ,la 4u.blLU.­

-U..na 9)11.10 (1-<U!- ~ MC'L-Ua. palla, e,l CMO de m.a,l.,,lcv., con. eÂ..elr..enA:.o4 ,tec 

~ de J.,04 e.j.e.m,flÁ.-04 dei., ca.pl..tu,lo IJJ. 

SUBROU1Jn[ 9)11.70 (nil,,'IL,X,!J.,11.EL) 

Obj.eUuo. -~ ,l.a4 co olLdent:UÍ.M e ~ de un.a. p,La,ca. ~ 

g,u,lcvi cUAcM,,U}CUia e.n. nxm ele.,nen,to4 ~de.a~ 

do a ,la 1-4-. 5. 2 

il.lup.un,eM.o4 : 
nn 

n.E. 

X, !J. 

11.EL 

, 
r>..llllU¾o de. n.odo4 de. ,la rv.,.tll.u.c.,tu;i. 

, 
nn.umJVz.o de. e.l.em.en,t.o4 de. ,la M.tlw.ct.Wl.a. 

coolLde.n.adM de. ,l.04 n.odo4 de. ,la e.4;t.lw.c,tu,)w. 

a/Vl-e.gÂ-o (1-<U!- con,Uen.e. ,lo4 ruÍ.me/l.04 de -ú,4 n.odo4 

cµ.,.e de,f.,ú,.e.n. -úJ4 e.lem.e.n;t;.o4 de. J.a e.4;t.lw.c,tu,)w., 
~ 
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JJa.-tcUJ. - w-ta.. ,;;u);Juu,iJui ,le,;_ e.-l 11a..lo1L de. -la4 11cvualJ-lv.i n, Ili, li., B 

q.u.e. ,;;e. de.f..-i.n-en- en. .la. 1--úJ. . ' \ ' 

1------,-

(D © e 

A .. 1 1 -
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// JOB T OOFF lOFF OEC3 JACK (liB004,71170r; 
// FOR 
*LIST SOURCE PROGRAM 
*DNE WORD INTEGERS 
c 
C ••••• SUBRUTINA PARA CALCULO DE MATRIZ DE RIGIDEZ DEL ELEMENTO R-16 
c 
e ...... JACK LOPEZ A. COPPE/UFRJ 
c 
c 

c 
SUBROUTINE Rl61X,Y,DX,DY,Dl,DXY,V,Sl 

DIMENSION S(l6,16l,X(4l,Y(4l 
A=Xl4)-X(ll 
B=Yl2)-Y(ll 
AB=A*B 
P=DX*IB/A)**Z 
Q=DY*IA/B)**Z 
S11,1)=(156.*(P+Ql/35.+72.*Dl/25.+144.*DXY/25.)/AB 
SIZ,1)=(22.*P/35.+78.*0/35.+36.*Dl/25.+12.*DXY/25.)/A 
S12,2)=(4.*P/35.+52.*Q/35.+8.*Dl/25.+16.*DXY/25.)*8/A 
S13,l)=l-78.*P/35.-22.*0/35.-36.*Dl/25.-12.*DXY/25.)/B 
S13,2)=1-ll.*P/35.-ll.•Q/35.-61.*Dl/50.-DXY/25.) 
S14,1)= ll.*P/35.+ll.*Q/35.+ll.*Dl/50.+DXY/25. 

· - -s··(·tr, 2·) ·=·(-2,.-cC<Pf-35-.-+.Z-Z .-•(;) / l:05+ 12 •* IH /'75. +4c. ·•DX·Y·i-'7-5-.-)·*B· - - - ·· 
S15,1)=154.*P/35.-156.*Q/35.-72.*Dl/25.-144.*DXY/25.l/AB 
S15,2)=(13.*P/35.-78.*0/35.-6.*Dl/25.-12.*DXY/25.)/A 
S16,l)=(-13.*P/35.+78.*Q/35.+6.*Dl/25.+12.*DXY/25.l/A 
S16,2)=(-3.*P/35.+26.*Q/35.-2.*Dl/25.-4.*DXY/25.l*B/A 
S ( 7, U = 1 -27. •P / 35. +22. *Q/35. +36. *D l /25. + 12. *DXY /25. l /8 
S17,2)=1-13.*P/70.+ll.*Q/35.+6.*Dl/50.+DXY/25.J 
S18,ll=l-13.*P/70.+ll.*Q/35.+6.*Dl/50.+DXY/25.) 
S18,2)=(-3.*P/70.+ll.*0/105-2.*Dl/50.-DXY/75.)*B 
S19,l)=l-54.*P/35.-54.*0/35.+72.*Dl/25.+144.*DXY/25.)/AB 
S19 1 2)=(-13.*P/35.-27.*0/35.+6.*Dl/25.+12.*DXY/25.)/A 
S110,1)=113.*P/35.+27.*0/35.-6.*01/25.-12.*DXY/25.)/A 
S110,21=(3.*P/35.+9.*Q/35.+2.*Dl/25.+4.*DXY/25.)*B/A 
S(ll,ll=J-27.*P/35.-13.*Q/35.+6.*Dl/25.+12.*DXY/25.l/B 
S(ll,2)=(-13.*P/70.-13.*0/70.+Dl/50.+DXY/25.) 
S(l2,1)=(-13.*P/70.-13.•Q/70.+Dl/50.+DXY/25.) 
$(12,2)=1-3.*P/70.-13.*0/210.-Dl/150.-DXY/75.)*B 
$(13,1)=(-156.*P/35.+54.*Q/35.-72.*Dl/25.-144.*DXY/25.J/AB 
S113,2)=(-22.*P/35.+27.*0/35.-36.*01/25.-12.*DXY/25.)/A 
$(14,1)=1-22.*P/35.+27.*0/35.-36.*Dl/25.-12.*DXY/25.)/A 
S114,2)=(-4.*P/35.+18.*Q/35.-8.*D1/25.-16.*DXY/25.)*B/A 
S115,1)=(-78.*P/35.+13.*Q/35.-6.*Dl/25.-12.*DXY/25.)/B 
S115,2)= -ll.*P/35.+13.*0/70.-6.•Dl/50.-DXY/25. 
S116,1)= ll.*P/35.-13.*0/70.+6.*Dl/50.+DXY/25. 
S(l6,2)=(2.*P/35.-13.*0/105+2.*Dl/75.+4.*DXY/75.J*B 
S13,3)=152.*P/35.+4.*0/35.+8.*Dl/25.+16.*DXY/25.)*A/B 



5(4,3)=(-22.*P/105.-2.*Q/35.-12.*Dl/75.-4.*DXY/75.)*A 
514,41=(4.*P/105.+4.*0/105.+8.*Dl/225.+16.*DXY/225.)*AB 
5(5,3)=(-27.0P/35.+22.*0/35.+36.*Dl/25.+12.*DXY/25.J/B 
5 ( 5 , 4 l = ( 1 3 • *P / 7 O • - l'l .• * Q / 3 5. - 6. * O l / 5 O. - O X Y / 2 5. ) 
5(6,3)=13.*P/70.-11.*Q/35.-6.*Dl/50.-DXY/25. 
5(6 1 4)=(-3.*P/70.+ll.*Q/105.-2.*Dl/SO.-OXY/75.l*B 
5(7,31=(18.*P/35.-4.*0/35.-8.*Dl/25.-16.*DXY/25.l*A/B 
5(7,41=1-13.*P/105.+2.*0/35.+2.*Dl/75.+4.*DXY/75.l*A 
S(B,31=(13.*P/105.-2.*0/35.-2.*Dl/75.-4.*0XY/75.)*A 
5(8 1 4)=(-P/35.+2.*Q/105.-2.•Dl/225.-4.•DXY/225.)*AB 
$(9 1 3)=(27.*P/35.+13.*Q/35.-6.*Dl/25.-12.*DXY/25.J/8 
5(9 1 4)=(-13.*P/70.-13.*0/70.+Dl/50.+0XY/25.) 
$(10,3)=-13.0P/70.-13.*Q/70.+Dl/50.+0XY/25. 
5(10,4)=(3.*P/70.+13.*0/210.+Dl/150.+0XY/75.l*B 
S(ll,31=(9.*P/35.+3.*0/35.+2.*Dl/25.+4.*DXY/25.l*A/8 
S(ll,41=(-13.*P/210.-3.*0/70.-01/150.-DXY/75.l*A 
S(12,3l=(l3.*P/210.+3.*0/70.+Dl/150.+DXY/75.l*A 
S(12,4l=l-P/70.-Q/70.+Dl/450.+DXY/225.l*AB 
5(13,31=178.*P/35.-13.*0/35.+6.*Dl/25.+12.*DXY/25.)/B 
5(13,4)=(-ll.*P/35.+13.•Q/70.-6.*Dl/50.-0XY/25.) 
S(l4,3l=(ll.*P/35.-13.*Q/70.+6.*Dl/50.+DXY/25.) 
5(14,4)=(-2.*P/35.+13.*Q/105.-2.*Dl/75.-4.*DXY/7i.l•B 
5(15,3)=(26.*P/35.-3.*Q/35.-2.*Dl/25.-4.*DXY/25.l*A/B 
5(15,4l=(-ll.*P/105.+3.•Q/70.+2.*Dl/50.+DXY/75.l*A 
5(16,3l=(-ll.*P/105.+3.*0/70.+2.*0l/50.+0XY/75.l*A 
5(16 1 4)=(2.*P/105.-Q/35.-2.*Dl/225.-4.*DXY/225.)*AB 
SC5,5l=5ll,ll 
5(6,5l=-5(2,ll 
5(6,6l=512,2l 
5(7,5 )=513, ll 
5l7,6l=-5( 3,2l 
5(7,7)=5(3,3) 
5 ( 8 ., 5 l =-5 ( 4, l l 
S(B,6)=514,2) 
518,7l=-5(4,3l 
S(B,8)=5(4,4) 
5(9,5)=5( 13, li 
5f9,6l=-5(13,2l 
5(9,7l=5<13,3l 
5(9 1 8)=-S( 13,4) 
5(9,9)=5(1,ll 
5(10,Sl=-5114,ll 
5( 10,61=5( 14,2) 
5( 10,7)=-5( 14,3) 
5( 10,8)=5( 14,4) 
5 ( l O, 9 l =-5 ( 2, l l 
5( 10,10)=512,2) 
5( 11,5)=5( 15, 1 l 
5(11,61=-5115,21 
5(11,7l=5(15,3l 
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SI 11,Bl=-S( 15,4) 
S!11,9l=-S(3,ll 
S(ll,10l=S13,2l 
S( 11,lll=S(3,3l 
S ( 12, 5 l =-S 1 16, l ) 
S(12,6l=S( 16,2) 
S( 12,71=-S( 16,3) 
S(12,8l=S(l6,4l 
S( 12,9l=S( 4, ll 
S(12,10l=-S14,2l 
S(12,lll=-S14,3l 
S( 12, 12 l=S( 4,4) 
S113,5)=S(9,ll 
S(13,6l=-S19,2l 
Sll3,7l=S19,3J 
SI 13,8l=-S(9,4l 
S113,9)=S15,ll 
S113,10l=-S(5,2l 
S( 13, 11 )=-S( 5,3) 
S(13,12)=S(5,4l 
5(13,13)=S11,ll 
S(14,5J=-S110,ll 
S( 14,61=5110,2) 
S114,7)=-SI 10,3) 
s+ 14, a 1-= s < 1-0, 4-> -- - - - - -- - -- -
5(14,9l=-S16,ll 
S(l4,10)=S16,2l 
S(14,lll=S16,3l 
$(14,12)=-5(6,4) 
S(l4,13l=5(2,ll 

- 5(14,14l=S(2,2l 
S(l5,5l=S( 11,ll 
5( 15,6)=-S( 11,2! 
S( 15-,71=S( 11,31 
S 1 15, 8 l =-S ( 11, 4 l 
SI 15,9l=-S(7, li 
SI 15,10!=5!7,2! 
5!15,lll=S(7,3l 
S( 15,12l=-S(7,4l 
S115,13l=-S(3,ll 
S ( 15, 14 ) = -S ( 3, 2 l 
S(l5,15l=S13,3l 
S(l6,5)=-S(12,ll 
S( 16-,6l=S 112,2) 
SI 16,7!=-S( 12,3) 
5( 16,8l=SI 12,41 
S( 16,9l=S18, 1 l 
S(l6,10l=-S(B,2) 
S(16,lll=-S18,3l 
5< 16, 12l=S!8,4l 
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5(16, 13l=-5(4,ll 
5(16,14l=-5(4,2l 
5(16,151=5(4,3'1 
5( 16,16J=5(4,4l 
DO 1 I=l, 16 
DO 1 J=I,16 

1 SII,JJ=S(J,Il 
RETURN 
END 

// DUP 
*5TORE W5 UA Rl6 
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// FOR 
*LIST SOURCE PROGRAM 
*ONE WORO INTEGERS 
e 
C ••••• SUBRUTINA PARA CALCULO OE VECTOR DE CARGA CONSISTENTE R-16 
c 

c 

c 

JACK LOPEZ A. 

SUBROUTINE CCR16(X,Y,NEL,P,M,QJ 

DIMENSION Xl4l,Yl41,P1200J,NEL(l00,4) 
A= X ( 4 1 - X 1 1 l 
B=Y ( 2 )-Y( 1) 

Nl=4*NEL! M, 1) 

N2=4*NELCM,2) 
N3=4*NE li M, 3 1 
N4=4*NEL(M,4l 
QAB=Q*A*B 
P(Nl-3l=P(Nl-31+.25*QAB 
P!Nl-2l=P(Nl-2l+QAB*B/24. 
P(Nl-l)=P(Nl-ll-QAB*A/24. 
P(Nl)=P(Nl)+QAB*A*B/144. 
P(N2-3)=P(N2-3)+.25*QAB 
P(N2-2l=P(N2-2)-QAB*B/24. 

- - -P-(-N-2--1-J=P-C-N-2-l-J--QAB-*A-/24 .- ~ - - - - - - - - - - - - - - - " - -­
P ( N2 l =PI N2 )-QAB*A*B / 144. 
P(N3-3l=P(N3-3)+.25*QAB 
P(N3-2l=P(N3-2l-QAB*B/24. 
P(N3-l)=P!N3-l}+QAB*A/24. 
P(N3l=P(N3l+QAB*A*B/144. 
P(N4-3l=P(N4-3)+.25*QAB 
P(N4-2)=PIN4-2}+QAB*B/24. 
P(N4-ll=P(N4-ll+QAB*A/24. 
P(N4l=P(N4J-QAB*A*B/144. 
RETURN 
ENO 

// DUP 
*STORE WS UA CCR16 

COPPE/UFRJ 
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II FOR • 
*LIST SOURCE PROGRAM 
*ONE WORO INTEGERS 
c 
e 
C ••••• SUBRUTINA PARA RESOLVER UN SISTEMA DE N ECUACIONES 
C ••••• MATRIZ DE COEFICIENTES EN FORMA DE BANDA NXM 
c 
e •••.• ·• JACK_LOPEZ A. 
c 

c 
SUBROUTINE SSEB2 (A,B,N,MJ 

OIMENSION Al200,36l,B(200l 
NMl=N-1 
DO 3 I=l,NMl 
DO 3 J=2,M 
II=I+J-1 
IFIII-Nll,1,3 

1 F=-A(I,Jl/AII,l> 
B( II )=B( II )+F*B( I) 

MJl=M-J+l 
DO 2 K=l,MJl 
L=K+J-1 

2 A(II,K)=A(II,Kl+F*AII,LI 
3 GONTINUE ------­

B(Nl=BIN)/A(N,ll 
DO 5 L=2,N 
I=N-L+l 
C=B(I) 
DO 4 K=2,M 
!Kl=l+K-1 
IF ( IK1-Nl4,4,5 

4 C=C-AII,Kl*BIIKll 
5 BIIJ=C/A(I,1) 

RETURN 
END 

// DUP 
*STORE WS UA SSEB2 

' 

COPPE/UFRJ 
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// FOR 
*LIST SOURCE PROGRAM 
*ONE WORD INTEGERS 
c 
C ••••• SU8RUTINA PARA CALCULO DE ESFUERZOS EN ELEMENTO R-16 
c 
C ••••• JACK LOPEZ A.. COPPE/UFRJ 
c 

c 
SUBROUTINE ESR161X,Y,DX,DY,Dl,DXY,V,D,M,NELJ 

REAL N,Nl 
DIMENSION X(4),Y(41,D(l6),S13,16l,ES(3),G(3,3l,GS{3,161 
OIMENSION NEL(l00,41 
A=X{4)-X{ll 
B=Y(2)-Ylll 
AB=A*B 
A2=A*A 
82=8*8 
WRITE15,l9lM 

19 FORMAT(//' ELEMENT0',13/,' N000',6X,'MX',8X, 1 MY',8X,'MXY'//J 
Gil, 1 l=DX 
G(2,ll=Dl 
GI 1,2l=Dl 
G(2,2l=DY 

- - - - - -G ·(-3 , ·3 -J= oxv- - - - - - - - - - -- - - - - - - - -- - - -- - - - - - - - - - - - - -- - - - - -- - -- - · -
G13,ll=O. 
G(3,2l=O. 
G( 1,3l=O. 
G(2.,3J=O. 
DO 4 IN=l,4-
F=IXI !Nl-X( ll )/A 
N= 1 Y I I N l -Y ( 1l l / 8 
Nl=l.-N 
Fl=l.-F 
S11,ll=6.*(l.-2.*Fl*ll.+2.*Nl*Nl*Nl/A2 
Sll,2)=6.*11.-2.•Fl*N* Nl*Nl*8/A2 
S(l,3)=-2.•12.-3.*Fl*ll.+2.*Nl*Nl*Nl/A 
S(l,4)=2.*(2.-3.*Fl*N*Nl*Nl*8/A 
Sll,5)=6.*(l.-2.*Fl*(3.-2.*Nl*N*N/A2 
5(1,6l=-6.*(l.-2.*Fl*Nl*N*N*8/A2 
S11,7)=-2.*(2.-3.*Fl*l3.-2.*Nl*N*N/A 
S(l,~l=-2.*(2.-3.*Fl*Nl*N*N*8/A 
S(l,9l=-6.*(l.-2.*Fl*l3.-2.*Nl*N*N/A2 
S(l,10l=6.*(l.-2.*Fl*Nl*N*N*8/A2 
S(l,11)=-2.*(l.-3.*Fl*(3.-2.*Nl*N*N/A 
Sll,121=-2.*ll.-3.*Fl*Nl*N*N*B/A 
S(l,13l=-6.*(l.-2.*Fl*(l.+2.*Nl*Nl*Nl/A2 
S(l,14J=-6.*ll.-2.*Fl*N*Nl*Nl*B/A2 
Sll,15)=-2.*(1.-3.*Fl*ll.+2.*Nl*Nl*Nl/A 
S(l,16)=2.*(l.-3.*Fl*N*Nl*Nl*8/A 
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S(2,ll=6.*(l.+2.*Fl*Fl*Fl*(l.-2•*Nl/82 
S12,2l=2.*(l.+2.*Fl*Fl*Fl*(2.-3.*Nl/B 
S(2,3l=-6.*F*Fl*fl*(l.-2.*Nl*A/B2 
S(2,4l=2.*F*Fl*Fl*l2.-3.*Nl*A/B 
S(2,5l=-6.*(l.+2.*Fl*Fl*Fl*(l.-2.*Nl/82 
S(2,6l=2.*(l.+2.*Fl*Fl*Fl*(l.-3.*Nl/B 
S(2,7l=6.*F*Fl*Fl*{l.-2.*Nl*A/B2 
S(2,8l=2.*F*Fl*Fl*(l.-3.*Nl*A/B 
S(2,9l=-6.*(3.-2.*Fl*F*F*(l.-2.*Nl/82 
S(Z,10)=2.*(3.-2.*Fl*F*F*(l.-3.*Nl/B 
$(2,lll=-6.*Fl*F*F*(l.-2.•Nl*A/82 
$(2,121=-2.*Fl*F*F*ll.-3.*Nl*A/B 
$(2,131=6.*(3.-2.*Fl~F*F*(l.-2.*Nl/82 
S(2,14l=2.*(3.-2.*Fl*F*F*(2.-3.*Nl/B 
5(2,15)=6.*Fl*F*F*(l.-2.•Nl*A/82 
S12,16l=-2.*fl*F*F*(2.-3.*Nl*A/B 
S13,ll=-72.*F*Fl*N*Nl/AB 
SC3,21=12.*F*Fl*Nl*ll.-3.*Nl/A 
S(3,3l=-12.*Fl*(l.-3.*Fl*N*Nl/B 
S13,4l=-2.*Fl*(l.-3.*Fl*Nl*(l.-3.*Nl 
SC3,5l=72.*F*Fl*N*Nl/AB 
S(3,6l=-12.*F*Fl*N*l2.-3.*Nl/A 
S(3,7l=l2.*Fl*(l.-3.*Fl*N*Nl/B 
S C 3, 8 l = 2. * F 1 * ( 1 • -3. * F l *N ~' ( 2. - 3. *N l 
S(3,9)=-72a*F*Fi*N*Nl/AB 
S13,101=12.*F*Fl*N*CZ.-3.*Nl/A 
S(3,11J=-12.*F*(2.-3.*Fl*N*Nl/B 
S(3,12J=-2.*F*(2.-3.*Fl*N*(2.-3.*Nl 
5(3,131=72.*F*Fl*N*Nl/AB 
S13,141=-12.*F*Fl*Nl*(l.-3.*Nl/A 
SC3,15J=l2.*F*(2.-3.*Fl*N*Nl/B 
S(3,16l=2.*F*l2.-3.*Fl*Nl*(l.-3.*Nl 
DO 2 I = 1, 3 
DO 2 J=l,16 
GS I I,Jl=O. 
DO 1 K=l,3 

l GS ( I , J l = G S II , J l +G ( I , K l * S ( K, J l 
2 CONTINUE 

DO 3 I = 1, 3 
ESIIJ=O. 
00 3 K=l,16 

3 ESII)=ESCll+GSII,Kl*DIKl 
L=NELI M, IN l 

4 WRITE15,20ll,ES{ll,ESl2l,ES(31 
20 FORMAT CI5,3Fl0.3) 

RETURN 
END 

// OUP 
*STORE WS UA ESR16 

\ 
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// FOR 
*LIST SOURCE PROGRAM 
*ONE WORD INTEGERS 
e 
C ••••• SUBRUTINA PARA GENERACION DE DATOS •• MALLA RECTANGULAR ••••• 
e 
e ••••• JACK LOPEZ _A. COPPE/UFRJ 
e 

e 
SUBROUTINE GDATO(NN,NE,X,Y,NELl 

OIMENSION X(lOOl,Y(lOOl,NELll00,4) 
READl8,100l N,M,A,B 
EN=N 
EM=M 
OX=A/EM 
OY=B/EN 
Nl=N+l 
Ml=M+ 1 
K=O 
NN=Nl*Ml 
WRITE(5,10ll 
DO 1 I=l,Nl 
FY= I-1 • 
H=B-FY*DY 
-00- -1- -J-=-1-,-M l- - - - - - - --- - - -- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -- - - -
K=K+l 
FX=J-1 
X(K)=FX*DX 

l Y(Kl=H 
WRITE(5,102l (I,X(Jl,Y(Il,I=l,NNl 
K=O 
DO 2 I=l,N 
DO 2 J= 1, M 
K=K+l 
NEL!K,ll=I*Ml+J 
NEL(K,2J=(I-ll*Ml+J 
NEL(K,3J=NEL(K,2)+1 

2 NELIK,4l=NELIK,ll+l 
NE=N*M 
WR IT E ( 5, 1 O 3 l 
WRITE(5,104J. U, (NEL(I,Jl,J=l,4l,I=l,NE} 

100 FORMAT(2!5,2F10.2} 
101 FORMAT(//' COORDENA D AS D E NO D O S 1 // 

l' NOD0',6X,'X',9X,'Y'//) 
102 FORMAT(I5,2Fl0.2} 
103 FORMAT(//' D E F I N I C I O N 

l' M',' 1',' 
104 FORMAT(515J 

RETURN 
END 

2 • , ' 
D E E l EMENTO S'//, 

4, / /l 
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II OUP 
*STORE WS UA GDATO 



// FOR 
*LIST SOURCE PROGRAM 
*ONE WORO INTEGERS 
*IOCSl2501READER,1403PRINTERl 
e 
C ••• ,.PROGRAMA PRINCIPAL •• METODO OE LOS ELEMENTOS 
C..... ANALISIS DE PLACAS SOMETIOAS A FLEXION 
C..... ELEMENTO RECTANGULAR COMPATIBLE .R-16. 
e 

FINITOS ••••• ..... . .... 
C ••••• JACK LOPEZ A. 
e 

COPPE/UFRJ ••••• 

e 

DIMENSION XllOOl,Y( 100l,NELl100,4l,S(200,36l,Pl200l,XE(4l ,YE(4l, 
l NA(30l,R(l2l,SE(l6,16l,0(16l,IA(30,41,Pll4l,SA(l2,72l 

LB=36 
Ll=S 
L2=5 
WRITEIL2,130l 
WRITE(L2,131) 

3 WRITEILZ,130) 
READ(Ll,132) 
WRITEIL2,132l 
WRITEIL2,130l 
READ(Ll,100) NN,NE,NNDP,NGLN,NNPE,ITD,NNAD 
WRITEILZ,100) NN,NE,NNDP,NGLN,NNPE,ITD,NNAD 

-~1-F·11-T-o-J-4-,-361-1-,-5------- · -- · -- --------------------
5 CALL GDATOINN,NE,X,Y,NELl 

GO T0.8 
4 WR lT E ( L 2, l O 1 l 

R E A D ( L l, l O 21 ( I, X ( I l , Y ( I ) , I = l, NN) 
WRITE(L2,103) 
WRITE(L2,102) (I,X(Il,YII); l=l,NN) 
WRITEIL2,104l 
DO 9 K=l,NE 
READ(Ll,105) I,INELlI,Jl,J=l,4) 

9 WRITE(LZ,1051 I,INELII,Jl,J=l,4) 
8 ~JRITEILZ,106) 

NCC=l 
DO 10 l=l,NNDP 
READILl,107) NA(Il,IIA(I,Jl,J=l,4l 

10 WRITE(l2,107l NAIIl,IIAII,Jl,J=l,4l 
WRJTE(L2,110l 
READ (Ll,121) DX,DY,Dl,DXY,V 
WRITEILZ,1211 DX,DY,01,DXY,V 
NN2=NN*NGLN 
DO 16 I = 1, NN2 
P(Il=O. 
DO 16 J=l,LB 

16 S(I,Jl=O. 
JSMAX=O 
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C ••••• MATRIZ DE RIGIDEZ OE LA ESTRUCTURA 
c 

c 

DO 27 KJ=l,NE 
DO 18 1=1,NNPE 
J=NELIKJ,IJ 
XE( I l=X(Jl 

18 YE(I)=Y(Jl 
CALL Rl61XE,YE,DX,DY,Dl,DXY,V,SEJ 
DO 27 L=l,NNPE 
DO 27 K=l,NNPE 
DO 26 J=l,NGLN 
Jl=NGLN*INEL(KJ,LJ-ll+J 
JE=NGLN*(L-l)+J 
DO 26 1=1,NGLN 
IB=NGLN*INEL(KJ,Kl-ll+I 
IE=NGLN*(K-ll+I 
JB=Jl-18+1 
IFIJBl26,26,23 

23 IF(JB-JBMAX125,25,24 
24 JBMAX=JB 

IFIJ8MAX-LBJ25,25,60 
25 S( IB,JBJ=S( IB,JB)+SE( IE,JE) 
26 CONTINUE 
27 CONTINUE 

C ••••• CARGAS 
c 

REAO (ll,100) NNC,NMC 
c 
C ••••• CARGAS CONCENTRADAS EN LA ESTRUCTURA 
c 

e 

IF(NNCl41,41,40 
40 WRITE(L2,113l 

00 17 I=l,NNC 
READ(Ll,116) K,(PllLl,L=l,NGLNl 
WR1TE(L2,116) K,!Pl(LJ,L=l,NGLNJ 
DO 15 L=l,NGLN 
IB=NGLN*(K-1 )+L 

15 P( IBl=PllL l 
17 CONTINUE 

C ••••• CARGA EN LOS ELEMENTOS 
c 

41 IFINMCl43,43,44 
44 WRJTE(L2,114) 

READ (Ll, 117) Q 
DO 45 M=l,NE 
WRITE(L2,102l M,Q 
00 7 I=l,NNPE 
J=NEL(M,Il 
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XE( I l=X'(Jl 
7 YE(Il=Y,IJ) 

CALL CCR161XE,YE,NEL,P,M,Ql 
45 CONTINUE 

c 
C ••••• MATRIZ PARA CALCULO OE REACCIONES 
c 

43 IF(NNA0l47,47,39 
39 I R=O 

00 30 I=l, 12 
30 R(Il=O. 

00 28 I=l ,NNOP 
00 28 J=l,NGLN 
I F I IA ( I , J l l 31, 28, 2 8 

31 IB=NGLN*(NAIIl-ll+J 
IR=IR+l 
R( IR)=-P( IB) 
00 46 KJ=2,JBMAX 
JK=JBMAX+KJ 
SA(IR,JK-ll=S(IB,KJ) 
JL=IB-KJ+l 
IFIJLl46,46,33 

33 JMK=JBMAX-KJ+l 
SA(IR,JMKl=S(JL,KJl 

46 TONTINUE - - - - ·· - - - ·· - -
SA ( IR,JBMAX l=S I IB, 1 l 

28 CONTINUE 
c 
C ••••• INTROOUCCION OE OESPLAZAMIENTOS NULOS 
c 

47 00 38 1=1,NNOP 
00 38 J=l,NGLN 
IF(IA( I,Jl )32,32,38 

32 IB=NGLN*(NA(Il-ll+J 
00 34 KJ=2,JBMAX 
S ( I B, K J l =O. 
JL=IB-KJ+l 
IF(Jll34,,34,37 

37 S(JL,KJ)=O. 
34 CONTINUE 

S(IB,ll=l. 
P(IBl=O. 

38 CONTINUE 
e 
C ••••• SOLUCION OEL SISTEMA DE ECUACIONES 
e 

CALL SSEB2(S,P,NN2,JBMAXl 
e 
C ••••• IMPRESION OE OESPLAZAMIENTOS 
e 
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1-JRITE ( L2, 130) 
WRITEIL2,118l 
WRITE(L2,119l IN,P(4*N-3), P(4*N-2),P(4*N-ll,P(4*Nl,N=l,NN) 

e 
C ••••• CALCULO DE ESFUERZOS 
e 

WRITE(L2, 133) 
DO 48 M=l,NE 
DO 42 1=1,NNPE 
J=NEL(M,1) 
XE( ll=X(J) 
YE(l)=Y(Jl 
0(4*1-3)=Pl4*J-3) 
0(4*1-2l=P(4*J-2) 
0(4*l-l)=P(4*J-l) 

42 0(4*I)=P(4*Jl 
CALL ESR16(XE,YE,DX,OY,Dl,DXY,V,D,M,NEL) 

48 CONTINUE 
e 
( ••••• CALCULO DE REACC!ON EN APOYOS DISCRETOS 
e 

IF(NNADl3,3,49 
49 WRITEIL2,134l 

!Rl=l 
J-R=O - - - -
DO 55 1=1,NNDP 
IF(IA(I,1))58 1 55,55 

58 DO 53 J=l,NGLN 
I F ( IA ( I , J ) J 50, 5 7, 5 7 

50 IR=IR+l 
IB=NGLN*(NA(Il-ll+J 
JB2=2*JBMAX-l 
DO 52 L=l,JB2 
!O= I B-JBMAX+L 
IF( 10)52,52,51 

51 IF(IO-NN2)54,54,53 
54 R( IR)=R( !Rl+SA(IR,Ll*P( !D) 

52 CONTINUE 
57 IF(J-NGLN)53,56,56 
5 6 WR 1T E ( L 2, 116 l NA ( I l , ( R ( K) , K= IR 1, IR ) 
53 CONTINUE 

IRl=IR+l 
55 CONTINUE 

GOTO 3 
100 FORMAT(8I5) 
101 FORMATl8I5) 
102 FORMATII5,2Fl0.2l 
103 FORMAT(//' COORDENA D AS D ELOS NO D O S 1 //, 

l' NOD0',6X,'X',9X,'Y'//) 
104 FORMAT(// 1 D E F INICIO N D E ELEMENTO S 1 //, 



1' M',' 
105 FORMAT(6I5l 
106 FORMATI//' D 

l',' 2',' 3' ' ' 

E F I 'N I C I O N D E 
02 • , • D3' , ' 

4' / /) 

A P O Y O S'//, 
04 1 //) 
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1 'NODO',' 01',' 
107 FORMAT(515,4Fl0.2) 
110 FORMAT(//' PR O P 1 E D A D E S D E LOS E l EMENTO S'// 

1 , 6 X , ' O X ' , 1 O X , 1 OY ' , 1 O X, 1 D 1 ' , 9 X 1 • D X Y ' 1 8 X 1 • V • / / l 
113 FORMATI//' CARGAS EN LOS NO D OS'//, 

1 ' NODO• , 6X , • D 1 ' , 8X, • 02 ' , 8 X, 'D 3 • , 8 X, • 04 • / / l 
114 FORMAT(//' t AR G AS EN L D S ELE ME N T D S'II, 

116 
· 117 

118 

1' M',6X, 1 Q 1 //l 
FORMAT (15,4Fl0.2) 

FORMAT(Fl0.2l 
FORMAT(//' D E S P LA Z A MI EN TO S 1 //, 

1' ND00',8X,'01',9X,'02',9X,'03',9X,,'04'//) 
119 FORMATII5,4F12.6l 
121 FORMAT(6El2.5) -
130 FORMAT{// 1

-----------------------------------------------------'/) 

131 FORMAT(//' ••• ANALISIS DE ESTRUCTURAS POR ELEMENTOS FINITOS ••• •;, 
1 1 ••• JACK LOPEZ A. COPPE/UFRJ ••• '/) 

132 
133 
134 
135 

.. 60 

3671 

FORMAT(' 
FORMAT( li' E S F UE 
FORMAT(// 1 R E AC ( 
FORMAT(//' AUMENTAR 
WR-I TE +-L-2-, 135 l- - - - - · 
CALL EXIT 
ENO 

// DUP 
*STORE WS UA JACK 
// XEQ JACK L 

R Z O S 
I O N E 
LARGURA 

'/ /) 
s '/ /) 
DE BANDA EN EL DIMENSION'//l 

. - --------------------------------

' ) 



: ••••• SUBRUTINA PARA CALCULO DE MATRIZ DE RIGIDEZ+ 
: ••••• VECTOR DE CARGA CONSISTENTE DEL ELEMENTO T-18 

' ..... JACK LOPEZ A. COPPE/UFRJ 

SUBROUTINE Tl81X,Y,E,V,H,S ,Q,KJ,NEL,Pl 

IMPLICIT REAL*B IA-H,0-Zl 
REAL*8 MI,MJ,NI,NJ 
DIMENSION X{3l,Y(3),M(20l,N(20),S(20,20),T(20,20),R(20,201 
DIMENSION NELI 100,3),P(l26l,Pl(20),TPI(l8) 
DATA M/0,1,0,2,1,0,3,2,1,0,4,3,2,1,0,5,3,2,l,O/,N/0,0,1,0,1,2,0,1, 

l 2,3,0,1,2,3,4,0,2,3,4,5/ 
AB=I ( X( 2)-X( 1) )**2+( Y( 21-Y( ll l**2l**0.5 
A= { ( X 1 2 ) - X ( 3 l l * ( X ( 2 l - X ( 1l l + ( Y ( 2 l -Y ( 3 I l * { Y { 2 ) -Y ( 1 I l 1 / AB 
B= ( ( X ( 3 ) -X ( ll ) * ( X ( 2 ) - X ( l l J + ( Y ( 3 1 -Y ( ll 1 * ( Y ( 2 )-Y ( 1 ) ) l / AB 
C = ( ( X ( 2 ) -X ( l l l * ( Y ( 3 l -Y ( ll l - ( X ( 3 )-X ( ll l * ( Y ( 2 l -Y ( 1l I l / A B 
D=E*H**3/(12.*(l,-V*Vl) 
L2=5 
DO 1 I=l,20 
IF(Qll8,19,18 

18 Ml=M(I) 
Nl=Nlll 

- CAL-L FF(-A-,-B·,c-,-M-1-,-Nl-,-Fl -- --------- -----------------------
PI ( I l=Q*F 

19 DO 1 J=l,I 
Ml=M( I l+M(J )-4 
Nl=NII)+N(J) 
CALL FF{A,B,C,Ml,Nl,Fl) 
M l = M ( I l +M ( J ) 
Nl=N(l)+N(J)-4 
CALL FFIA,B,C,Ml,Nl,F2l 
Ml=MI I J+M(JJ-2 
Nl=N(Il+N(J)-2 
CALL FFIA,B,C,Ml,Nl,F3) 
MI=M(IJ 
NI=N{I) 
MJ=M(JJ 
NJ=N{Jl 
Sll,J)=D*Ml*MJ*(MI-l.l*(MJ-l.l*Fl+D*NI*NJ*INI-1.)*(NJ-l.)*FZ+ 

1 2.*D*ll.-V)*MI*MJ*NI*NJ*F3+V*D*MI*NJ*IMI-l.)*INJ-l.l*F3+ 
2 V*D*MJ*NI* (MJ-l.)*INI-l,l*F3 

1 S(J,I l=S( I,Jl 
DO 2 J=l,20 
00 2 I=l, 20 

2 T( 1,J)=O. 
T( 1, ll=l. 
T(l,2)=-B 
T( 1,4l=B*B 
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T(l,7)=-B*B*B 
T(l,111=8**4 
T(l,16J=-T(l,lll*B 
T(2,2l=l. 
T(Z,4)=-2.*B 
T(2,7l=3.*B*B 
T(Z,lll=-4.*B*B*B 
T(2,16)=5.*B**4 
T(3,3l=l. 
Tl3,5)=-B 
Tl3,8)=B*B 
T(3,12J=-B**3 
T(4,4)=2. 
T(4,71=-6.*B 
Tl4,lll=l2.*B*B 
T(4,16l=-20,*B**3 
T(5,51=1. 
TIS,8)=-2.*B 
T(S,12)= 3.*B*B 
T(6,6)=2. 
Tl6,9l=-2.*B 
Tl6,13)=2,*B*8 
T(6,171=-2.*B**3 
T(7,1>=1.' 
T-(7,Z)=A---- -
T(7,4)=A*A 
T(7,71=A**3 
T17,lll=A**4 
T(7,16l=T(7,lll*A 
T(B,2)=1. 
T(B,4)=2.*A 
T(B,7)=3.*A*A 
T(8,1ll=4.*A**3 
T(8,l6)=5.*A**4 
T(9,3l=l. 
T(9,5l=A 
T(9,8l=A*A 
T(9,12l=A*A*A 
T ( 10,4)=2. 
T(l0,7l=6.*A 
T{ 10, 11 )=12,.*A*A 
T(10,16l=20.*A*A*A 
T( 11,51=1 .• 
T(ll,8)=2.*A 
Tlll,12)=3.*A*A 
Tl12,6)=2. 
Tt12,9l=2.*A 
T(12,13J=T(12,9l*A 
Tll2,17J=T(12,13l*A 
T( 13, l>=l. 
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T( 13,3l=C 
T(l3,6)=C*C 
T ( 13, l O ) = T 1 13, 6 l *C 
T(13,15l=T(13,10l*C 
T 113, 20 )=T ( 13, 15 l*C 
TI 14, 21=1. 
T(14,5)=C 
T(14,9l=C*C 
T( 14,14)=T<l3,10) 
T(14,19)=T(13,15l 
T(15,3l=l. 
Tl15,6l=2.*C 
Tl15,10J=3.*C*C 
Tl15,15J=4.*C**3 
T(15,20)=5.*C**4 
T(l6,4)=2. 
Tll6,8)=2.*C 
Tl16,13)=Tl16,Bl*C 
T(l6,18J=T(l6,13)*C 
Tl17,5l=l. 
T(l7,9l=2.*C 
T(17,14)=3.*C*C 
Tll7,19)=4.*C**3 
Tl18,6l=2. 

• 

T-1-18, 10) =6.-*C- - - - - -
TllB,151=12.*C*C 
T(18,20l=20.*C**3 
Tll9,16l=5.*C*B**4 
Tll9,17)=3.*B*B*C**3-2.*C*B**4 
T(19,18)=2.*B*C**4-3.*B**3*C*C 
Tll9,19l=C**5-4.*B*B*C*C*C 
Tl19,20l=-5.*B*C**4 
Tl20,16)=5.*C*A**4 
Tl20,17)=3.*A*A*C**3-2.*C*A**4 
T(20,18)=-2.*A*C**4+3.*A**3*C*C 
Tl20,19)=C**5-4.*A*A*C**3 
T(20,20)=5.*A*C**4 
CALL INV2(T,20l 
IF(Ql22,21,22 

22 DO 20 1=1,18 
TPI(I)=O. 
DO 20 K=l,20 

20 TPl(Il=TP!(ll+TIK,Il*Pl(Kl 
21 DO 4 I=l,18 

DO 4 J=l,20 
R(I,Jl=O. 
DO 3 K=l,20 

3 RII,Jl=R(I,Jl+T!K,I)*SIK,JJ 
4 CONTINUE 

DO 6 I=l,18 
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DO 6 J=l ,18 
S(I,Jl=O. 
DO 5 K=l,20 

5 S( I,J)=SC I,Jl+R(I,Kl*T(K,J) 
6 CONTINUE 

C DEFINICION DE LA MATRIZ DE ROTACION R 
C=(X(2)-X(lll/AB 
Z=(Y(2)-Y(ll )/AB 
DO 7 I=l,18 
DO 7 J=l,18 

7 RCI,Jl=O. 
R( 1, ll=l. 
RC2,2l=C 
R12,3)=Z 
RC3,2l=-Z 
R(3,3)=C 
R(4,4)=C*C 
R(4,5)=2.*Z*C 
R(4,6l=Z*Z 
R(S,41=-Z*C 
R(5 ,5 )=C~'C-Z*Z 
RC5,6)=Z*C 
RC6,4)=Z*Z 
RC6,5)=-2.*Z*C 
R(6,6)=C*C: -­
DO B 1=7,12 
00 8 J.=7,12 

8 R( I ,J )=R( I-6,J-6) 
00 9 1=13,18 
00 9 J=13,18 

9 R( I,J)=R( I-12,J-121 
00 10 I=l,'18 
DO 10 J=l,18 
T(I,Jl=O. 
DO 10 K=l,18 

10 T(I,Jl=TCI,J)+R(K,Il*SIK,J) 
00 11 I=l,18 
00 11 J=l, 18 
S ( I, J J =O. 
00 11 K=l,18 

11 S ( I , J ) = S ( I , J ) + T ( I , K ) *R ( K, J ) 
IFCQl32,34,32 

32 00 30 I=l,18 
PICil=O. 
DO 30 K=l,18 

30 Pl(I)=PICI)+R(K,Il*TPICK) 
00 33 K=l,3 
ºº 33 1=1,6 
I8=6*(NEL(KJ,K)-l)+I 
IE=6*(K-ll+I 

r • 
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33 PIIBl=P(IBl+PIIIEl 
34 RETURN 

ENO 



e 
C ••••• SUBRUTINA FF 
e 
C ••••• JACK LOPEZ A. 
e 

COPPE/UFRJ 

e 

e 
SUBROUTINE FF!A,B,C,M,N,FJ 

IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Zl 
F=O. 
FM= 1. 
FN=l. 
FNM2=1. 
NM2=N+M+2 
IF(Ml8,2,1 

1 DO 5 I=l,M 
R= I 

5 FM=FM*R · 
2 IF!NIB,4,3 
3 DO 6 I=l,N 

R=l 
6 FN=FN*R 
4 DO 7 I=l,NM2 

R=I 
7 PNM2=R*FNM2 -------

Rl=!M+ll/2 
EM=M 
R2=(EM+l.)/2. 
IF(Rl-R2l1O,9,1O 

9 D=-B**(M+l) 
GOTO 11 

10 D=B**!M+l) 
11 F=C**!N+ll*(A**IM+l)+Dl*FM*FN/FNM2 

8 RETURN 
END 

• 
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c 
C ••••• SUBRUTINA PARA INVERSION DE MATRICES 
c 
C ••••• JACK LOPEZ A. COPPE/UFRJ 
e 

c 
SUBROUTINE INV21A,N) 

IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z) 
OIMENSION A(20,20l,IN{20,2) 
DO 1 1=1,N 

1 IN(I,ll=O 
II=O 

2 AMAX=-1. 
00 7 I=l,N 
IF(INCI,ll )7,3,7 

3 DO 6 J=l,N 
IF(IN(J,1)16,4,6 

4 TEMP=DABS(A(I,J)J 
IF(TEMP-AMAX)6,6,5 

5 I F= I 
IC=J 
AMAX=TEMP 

6 CONTINUE 
7 CONTINUE 

-r-F-(-A~-/\-X )-1-a ,-zo-,--a- - - - - -- - - - -- - - --
8 IN(IC,ll=IF 

IF( IF-ICl9,11,9 
9 00 10 J=l,N 

TEMP=A(IF,J) 
A( IF,J )=4{ IC,JJ 

10 A( IC,J )=TEMP 
II=II+l 
IN(II,2l=IC 

11 PIVOT=AIIC,ICJ 
A( IC,!Cl=l •. 
P IVOT= l. /P IVOT 
00 12 J=l,N 

12 A(IC,J)=A(IC,Jl*PIVOT 
DO 15 I=l,N 
IF(I-IC113,15,13 

13 TEMP=A(I,IC) 
A(I,!Cl=O. 
00 14 J=l,N 

14 A ( I , J ) = A ( I , J ) -A ( I C, J l *T EMP 
15 CONTINUE 

GOTO 2 
16 IC=INIII,2) 

IF=IN(IC,1) 
DO 17 I=l,N 
TEMP=A(I,IF) 
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A(I,IF)=A( I,ICJ 
17 AII,IC)=TEMP 

II=II-1 
18 IF(II)l6.,19,16 
19 RETURN 
20 WRITE(5,2ll 
21 FORMAT(' LA MATRIZES SINGULAR') 

RETURN 
END 
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' Cli.7':JTUL0 /J:J 

E.'JE.mPL0S J)[. R.l'l:JCR.C:Jôn 

Se 111.lU¼:t:Jw.n. en. -la4 ptUJ,iruv., -ô~ ,UM JUMi.LUada-ô a./J,ien,l.da-ô 

c.on. e,l p11,atpu:un.a. IJ- ,:1u../JILU,Ün.a,ô pll,e-ôenJta.da-ô en. e,l capÁ,,tu,lc 11. 

leu, c.a/LO.c,Wl.M:U..caA ptVUL -la4 p).o..caA a.n,a,U.-µu:i.a4 ad€1111Ú, de ,la 

-ln.cLLcado en. -lcJ-ô ~,., -<1on.: 

E= 2 x1c? Ki./cm.. 2 

-.J = 0.30 

\oi = 10. cm.. 

lo-ô JUM1LUado-ô 0./J.terwia-<1 con,f,,Uurwiz ,la -<1up.e/ÚCIU.dad de ,la,:1 e..le 

m.en,to,:1 'R.-16 IJ- T-18 c.on. 1uu.aciÓn. a otlw-ô m.ode..la-ô de /,alUll.a 4-i.m,UaJz,. 

E.-ô,t.,:, p.ue.de IJ'~e en. ,la-,; VZ.e-ô pll,,i.m.elz.a-,; e.4-em.p,La-ô com.pa,IIAn.da -la-ô 

/le,óu.A.-ta.d.o-ô que -ôe pll,e.<JenA:an. c.on. -lo-ô l!W-<1.tlz.ado-,; en. e..l ,l,U;Jz_o de O. C. 

? , __ ,. , _ .• • 20 e , · ~ 1 - 5 d 1 - • .,_,,__.,, ="-C.J- • <A, ~12.l!l.,-,,...v , e-ô un.o e -<-0-ô CC/,,ô 0-<1 q.ue M-<1 p.e;un,;.,,te. ,:1 e-

n.aÂ..aA, -la n.ec.v.i-ld.ad de un. e.<J-t.w:i.lo c.om.p.aA.a:t,luo. de;t.a,,Uado de -la4 con. -

cUc..i..on.e-ô en. -la4 c.u.aÁ,e-ô un. e,lem.en.,t.,:, m.ew-<1 ~o (R-16) p.ue.de com.­

pe,tÃ.ll. -f-auoJz.ah-lem.en,;te con. un. e..Lem.en.,t.,: de fTll1.J.J-Oll. oll.den. (T -18). 
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1). - 7' J..aca. -ô,Ür/,p,le,m,e.n,te, apmµuia en. ,UM cua;t;ia ha/Ul.M 

' -• 

400, 

-•-

P..-16 

T-18 

14~ 

. --

' • 

1x1 

2x2 

3x3 

1x1 

2x2 

·~ 

4·ao. 

e. u. . ... 

W'a 

cm,. 

0.57625 

0.56823 

0.56791 · 

0,56762 

0.56782 

0.567819 

' • ; ' .---.- r~ l 0 I,@ ® 
"j@j © 

<o 

-, " '\ õ 

_J 
maUa. P.-16 maUa. T-18 -, 

2x2 1x1 

2 
7' a = 8000 'Kg.. q.= o. 1 'Kg./= e.e. • ••• 

!Rxa Ida lllx 
a 

~, I A'J,-Clft cm. cm.. k.g,-=/c.m,, 

915.23 0.77421 1585.15 

787.46 0.80171 2180.89 

774.43 0.80678 2526.76 

752.42 0.80321 2352.30 

765.22 0.80890 2927,68 

Y66.17 0.81070 ------. 
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2). - N.aca. em,p13:tJuuia en. ,ÚM cu.a.:tM bolUi.v., 

400., -· o.. .ir ·-· - -· - - ----·- --·--· 
1 1 
1 1 
1 

1 l i < 

1 

-- 1- l1ULl.,la R-16 mal.la. 1-18 
7-

400. .2r2 1x1 
·1 

·, 

c.u. • • • • q.= o. 1 'K.q/C/11,2 e.e. . ... 7' a. = 8000. Xq.. 

1D a. /lixa. fllx J; wa. /lixa. fllx.1, 

1 

1x1 0.18517 667 .33 -5o8.72 0.37034 1322.67 -1017'.44 

R-16 .2r2 0.17679 401.62 -695.50 0.38328 1765.07 - 920.15 . 
3x3 0.17682 379,76 -756.99 0.38819 2101.16 - 949.40 

1x1 O. 1;J630 454,22 -799.20 0,38680 2083.13 -969.88 
1-18 . 

.2r2 0,17672 354,97 -819.99 0.39014 2479,86 - 999.82 

4MÁ.v.J 0,17612 369,60 -820.80 0.39172 ----- -1005.60 



3) • - l' .l.m:.a ap.o ,µu1a. en. c.ua..tll.o p.un;t.o4 ( en. ,lo,, CUtUll.o u~) 

4ool 
i 

--Q- --
1 

R-16 

T-18 

4eJl,.le4 

1,:1 

2:c2 

3x3 

1x1 

2x2 

17 = 0.25 

1 -e,- ... 
1 

400. 

1 

1 

IIULlJ..a R-16 

2:c2 

c.u.. . . . . q.= º· 1 7:.g,/CJIL2 e.e. 

li/ mat ffl.lJ-b li/ a a a 

3. 6861· 2186.22 2936.25 2.8152 

3,6957 1887. 14 2536.32 2.8424 

3. 6971 7824.25 2477-31 2.8481 

3.6960 1768.67 2431.69 2.8448 

3.6964 1774.68 2429.45 2.8497 

3,7oo8 1774.40 2443.20 ----

IIULlJ..a T -18 

1x1 

• ••• l'a= 8000. 'Kr}. 

lllx flly.b a 

2381.51 1866.41 

2833. 73 1728.88 

1111.00 1600 80 

",Qll_,_8_7_ ~7_6B3~32-

3489.68 1651.56 

----- -------
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4). - ?.la.e.a 4~ ap.oiµuia, en. ,leu, cu.cúJw bo;z,du., con olvlf,u;.lo 

en. e,l cen..tlio d.e. .la p.laca. 

-o-

400. 

,, 

1--- 200. ? ·200; t 
s 
' 
1 

L 

s. L j_ L_ ---

L 

s 

-• 1 
o 

100~ ~ ' . 

200. 100, 

a. 1 

-o-- . 
1 
' 

L _ 200. 

1 
-o-

100. 

r 

1, 

ma-lla' R-16 m.aU.a. 7-18 

l)~wv., (cm..) 

-
-

Pwú.o R-16 7-18 
-

11 0.44597 0.44350 

13 0.32027 0.31610 
1 

7l1Bíl 

· 0.44 

0.31 

6 

00 

49 

6 2 E.= 2r10 Xa/cm. • 

u= 0.30 

h= 10. 

2 q.= O. 1 Xg/CJII, 
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5), - l'-la.ca. 4,im,p)..em,enA:,e. ap.alJ(Lda. en .la✓-1 cu.a:tM .úal/.d<v.J lJ- ad.eJll.M em,pa­

,t;w.da en e.l t.M.m.a ce.ntM,,,l de cada .úal/.de de a.cu.eJLd.a a .la t,Lg.. 

300. 

r 600, ' 
e 4 1 

1 -?-

4 1/.) : 200. 

/.) L /.) -r 200. 
4<!.4. 

1 
o 

4 = 4,im,p)..em,enA:,e. apmµula 

e = em,p.a;t;uuJ.a 

\ 

e. u... . ... -

liJ a 

2x2 ~-910738 
R-16 

3x3 0.932725 
. -

T-18 2x2 0.90027 

'2.<o 
1.00487. /.le/lÂ.e./.1 

m,a,U R-16 
2x2. 

r-1 -1 __ 
m,a,Ua T -18 

2 x2 

. 1 'X. ' 2 q. = o. g.,/cm,. 
. 

' 1 

1 

lllx 
1 

lllx ,Ú a 

848.37 -1447.12 

864.31 -1829,90 

728.65 -1788.37 

864.00 -2135.16 
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COflCLUSJÓflE.S 

ÚJ4 IU¼uLtado4 o.á-t.enÂ1Ío4 cor,,f.,Uuru:in J.a 4u.pelUOlvidad de ,lo4 m.ode.­

)..04 co//1,p,a,t:,lúLe-6 R-16 IJ- T-18 con ~n a m.ode.lo4 de. to= 4,lnú,­

.uvz.. U ~ R-16 con una m.a,l,la 4~, da. ILe4u.Lt.a.do4 4a,,t,,i.,6 -

f,adolU04 ptVUL de.4p).a,~4 IJ- con l1lf1Â.Â.lUJ lULJon.a.lJ,lein,en,te, lLefÁ- -

ruuicuJ ,lo4 u,/!,ll,e)z,~4 o.á-t.enÂ1Ío4 .t.anw~ 40n 4aA:ÃAf,adol/Á.04. U e-le.­

m,en,tc T -18 p.ellll1,U.e o.á.un.RA.. con m.a-U.a4 .ácu.ta.n,t,e, 4-i.m,p)..eA 1LUJuLtado4 

4a-l:ÁA{-acA:.olU04 :t.an,to ptVUL de4 pÁ.0,~4 com.o ptVUL eA/!,ll,e)z,J04 • 

E.n. d cu,pect.o C0//1,pu,ta.e,lona).. , con e).. e,1..em.e.n,to R-16 4e. o.á:tuÂJ-le­

lLon 11,UJuLtad,04 4a.:t,,v.,f,ado1U04 ptVUL l1U1ÂÁLv.J de hcui.ta. 10x10 ( M 4e. 

e,f.e.u,u,a,ton p;,..u.e.va,ô ptVUL l1lf1Â.Â.lUJ maA ll..e.{,,úuu:l.a4). ~o p11,e.4,lc,.lÓn 

4,i,m_p,le., ~ q.u.e. con d e,/..em.e.n,to T- 18 .f.n,é. ne.cu,al/Á.O ;t;w,ba,j.aJL 

e.n p11,e.4,lc,.lÓn do.áLe. aÚn. ptVUL m.a..Utu, de. 2x2. ú.>:to M4 Ue.ua a 4e.na­

.uvz, J.a ne.cu,-i.da.d de. un. eA-tud.lo com,p.a;'W.A:.,ú;o de,ta,Ua.do q.u.e. p.otitz..1..a. 

//1,04.tluV/. q.u.e ptVUL {-,i.Juv.i pllÓ,c,,Uco4 ú eÁ..e.!JLen.hJ R-16 4 eMa. d -i.rullca.­

do e.n d CUJ.CLÜAMJ de. p,la..c:.aA de toMuL ~( q.u.e. puedan 4e.ll.. 

d-v.JC/l.e-i:,i.~ e.n dem.e.nw4 ~), nwuu:JUIA q.u.e ú e,le.lTl,e.n­

T-18 4el/Â.a. d -iru:Ucado en. d CUJ.CLÜAM de. pl.aca4 de. to= ~. 
f.ru 4~ ptVUL d cáA..c.u.lo de. )..cu, p11.,op-leda.de4 M~ 

de. J..o4 eJ..em,en,w4 R-16 1J- T-18 q.u.e. • : ;.<1e p11,e.4en.ta.n. en. ~.t.e. ;t;uwa.ef,o, 

p.e//.lll,U.e. e,f.e.u,u,a,t cU.cJw =-tut:Uo e.n /.olU!!a -ltur,.ed,,la,,. 
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RE.'fE.RE..llCJA.S 

1 • - l'fl.PE..n'f 11.SS , S. liJ. , í.a:t.eA.a,l p,la,te de,f,le.c,Uon. .úrJ- 4~4 rn.e-t.hod/.J 

w-Uh a.p,llc.a:Uon. :to /lUJ/Uµ.l,e.. m. Se. .tluv.,,l,á, JJe~ o.f- CÂQ,/..l 

~,lln,w. o.f-@a.,.;lvln.tµ.an.,S=U.le,liJa.,.;h., 1959. 

2. - ffl.E.LOSH.,R. 'j.. ,fl 4~ 1/ULVIÂ.X .f-011, CUULllµJ-i4 o.f- ,tMn. p,la.:te4 .ln. 

.be.n.cUJu;., 'j.. A.e11,o. S e,l. , 28, 196 7. 

3. - li)) J nJ, li. an.d. CI.DU9l, "R. liJ. , ~-i4 o.f- p,la,te .be.nd..üuj. .blJ- .f.,i..n,U:.e 

J..em.enA:.. m.e.A:h.od. Rep.oll-t. :to th.e llac. Sc-l. lounda,Uon., 1961. 
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4. -C.í.OU9l,R.liJ.an.d. TOCH.U, 'j..l., l-i.n,Ue e-l.emen.t. 4~4 ~ .f-o11, 

th.e a..n.aÂ.ljA-iA of- p,la,te .benq,uu;. • P11,oc. Con,t.. on. /Ra,;tM.x me,th.od/.J 

.ln. S~ lile.cJuut,.i.v.,,liJIL,/.g.h,t Pa.U.elzAon. ,ilB, 0/úo 1965. 

( fl.lJT-1965) 

5.- BKZE.lf..g,r;;.P.,CH.Wnç,y.x.,JROns,B.m.,2JEJV:.JEJjJJC2,0.C.,Tlvi.a.n.q.u,ltv 

~ .ln. p,la,te heMÍÂJuj-con,f.ollm-i.ruJ. an.d. n.on.-con,t.ollri'.Á..fU/- <Jolu.­

U.O=. fl.'fJT-1965. 

6.- BO~,l.X.,'fOX,R.l.,and SCH.mJT,l.11..,The ~n. o.f- -ln.telz.eA­

e.J..em.enA:.. com.pa,Uh,le 4~4 a.rui mLL<l4 /ll.G.VlÁ..Ce4 . .blJ- w.ie o.f-~ 

p.o-la.u.on. .f-ol/.tll.uÂ..Mi., fllJT-1965. 

7.- lRA.E..J')S JJE. VE..UBU<E., BeJUJÃ.IUJ a.nd 4~ o/. p,la;u!A,A.lJT-1965 

8. - CO/iJPE..J?.)"Ç. R. , xosxo, E... , lJIIWBfY.fj,, r;;. m. and OlSOn, m. D. ,li. h,lq,h. p.ll,ec-l-

4,lon. .t/uaruµJ,la)L p,la,te-heMÍÂJuj e-lem.enA:.. ria.e. /1.e,t. EA.t.. , 0.t..t.a.wa., 

í).i..clJ, 1968. 

9. - BUl, X. ~-i.A o.f- ,tMn. p,la.t.eA .ln. .be.MÍÁJuJ w.i-ln.g. ~ f.,l­

n,Ue. eJ..em.en;tL, , D.w-iA-lo n. o{.. 4-tll.u.ct.u)za. m.ec.hanÃ..C/.; , 7/ie 7 ec1uL,i..ca.l 

llnA.ue44-i.A:.if ot no=a.v-, 711,on.dh.e,lm,, 1968. 



10.- IU:.Çlj]?.JS,'j,.H..,TRJEJJ,J.,SHIU<.Pt,D.lii. Th.e TllBil. {-am,U.lf of- eÁ..em.e.J'lM 

tal/, :th.e IIWÂ:I/ÁX cl.,v.,p,lace.m.enA:. m.eth.od. Th.e R.e/l.onau.;Uc.a,l 'j,oUIUl.CLl, 

R. R.e. S. , T echrúc.a,l no.te, ftl.UJ.lUl-l 7 968. 

71. -BUTL:Jll Ç. il.., Y:ORJJ,J!.., ,q co~ ~ p,Lo.-te lJen,d,i,n_g, ,{.,ln-!:_ 

-te e.lem.en,,t. /.J.n,weMwJ- of- LeÂ.C.€/.,-le.1/,, 19 6 8. 

12. -U.OUÇH.,R.lii., Y:U-27'11,C.ll., ll //,ef,i.n.ed q.~ e.lem.en,t ta4 a.na 

h~-iA of- p,La-te. lJen,d,i,n_g,. frf JT -1968. 

13.- TR!l.E.2JS JJE.. /JWBD<.E..,B., ll cor,,f.t:vur,,,lr {ÁJ1,Ue e-le.me.n,;,t ta4 p,La.te. 

hend-lruJ-. JnA:.. 'j,. of- So.l-ldA a.rui <).vw.c..:tJ.ill.<2/.l, 7 968. 

14. - 1RII.E..2JS DE.. /JWBUL,B. ,fln e.q.u,,U.,lfIJU llWdel ta4 p,La.te. hend-lruJ-. 

J nA... 'j,. of- <) o.l-ldA a.rui <).tlw.c.A:t.vz.e , 1 968. 

15.- H.E..RlllAfl,L.R. il. hend-lruJ- ana,/.,J;A-iA j.o4 ~- il.'TJT-1965. 

16,- H.EJUJ/illl,L.R. Y:,in,Ue. e.lem,en.,t lJend-lruJ- (Ul,(L.LJJA-iA of- ~' PMc. 

11.S CE.., Elli-5 , 1 968. 
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