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SYNOPSIS

Tomando como base el conocido modelo mixto para fle
xi6n de placas con desplazamiento transversal y momentos con
tinuos, se desarrollan elementos isoparamétricos para placas

homogéneas, seglin la teoria de Reissner.

Son analizados casos particulares de carga variable
de superficle, carga linealmente distribulda y cargas concen
tradas; placas de contornos curvos, moderadamente gruesas y

espesor variable.

Un tratamiento especial se reserva para placas
"sandwich" y también son presentados, - sobre dicha | teoria

dos nuevos modelos y sus respectivas matrices elementales.
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ABSTRACT

Isoparametric finite elements are developped from
the well known mixed model for plate bending with continuous
transversal displacements and moments, according to the the-

ory of Reissner.

Special cases of variable surface load, linear dis-
tributed load and concentrated loads are analysed. Studies
are performed for plates of curved boundaries and for plates

with moderately wvariable finite thickness.

A special procedure is reserved for the sandwich
plate. Two new models and respective element matrices are
presented concerning this problem and the general plate bend-

ing problem.
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CAPITULO I

INTRODUCCION

1.1 - EL METODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS

Los problemas de Mecanica Aplicada gue se encuentran
con mayor frecuencia en Ingenieria pueden, generalmente, ser
especificados segiin dos caminos. En el primero, se estable
ce un sistema de ecuaciones diferenciales que gobierna el
comportamiento en una region tipica infinitesimal, juntémeg
te con ciertas condiciones de contorno que aseguran la unici
dad de la sclucidn. En el sequndo, se postula un principio
variacional valido sobre toda la regidn y la correcta  solu
cidn se obtiene hallando un valor estacionario a un cierto
funcional, definido por integracidn adecuada, de funciones
de las variables incognitas efectuada sobre todo el dominio.
Si las ecuaciones de Euler y las condiciones de contornc aso
ciadas al funcional son idénticas a las del primer caso, am
bos caminos son matematicamente egquivalentes y la solucidn

exacta de uno es también la del otro.



Las diferencias aparecen cuando se adoptan técnicas
aproximadas de solucion, tales como el método de diferencias
finitas, donde las ecuaciones diferenciales son aproximadas
en forma discreta, o bien en el método de Rayleigh-Ritz o su
variante, el método de los elementos finitos, que prefieren
hallar un valor estacionario del funcional evaluado a través

de una aproximacidn.

Un principio variacional suele ser acompanado por
dos clases de condiciones de contorno: las llamadas esencia
les, que deben ser satisfechas por las funciones de compara
cidn entre las cuales se busca la extremal y las denominadas
naturales, que surgen como consecuencia del proceso de la

bisqueda del extremo.

Para describir el procedimiento de elementos  fini
tos, supongamos que la formulacion fisica de un problema re
quiere el valor estacionario de un funcional x bajo prescrip
tas condiciones esenciales de contorno. Sea que X. esta defi
nido por la adicidn de una integral sobre el dominio V con
otra efectuada sobre parte de su contorno, en las cuales apa
rece una funcidn incdgnita Z(xl, xz, xs) Yy sus derivadas

con respecto a las coordenadas dellespacio.



x =’. f(Z; air ..o) dv +I g‘(z,?—g—‘, o.-)dA
v ax A X

Sequidamente, dividimos la regidn en peguenas subre
giones denominadas elementos y representamos la funcidn in
cognita Z, en el interior de cada elemento, con adecuadas
funciones de interpolacidn E, continuas y derivables en la

forma:

en la cual gn es el vector de los valores de la incognita en
puntos particulares del contorno del elemento, denominados

nedoes.

Para hallar el valor estacionario del funcional X
respecto al nimero total de parametros E*'asociados con todo
el dominio, debemos introducir las condicicnes esenciales por
valores nodales y efectuar la variacién. Si es 1licito ad
mitir que el funcional sobre toda la region se puede obtener

como suma de las contribuciones elementales, escribimos:

X .= -Z & (1.1)



y por lo tanto:

§x = J&6x° = 0 (1.2)

En el caso especial que X es un funcional cuadrd
tico en 2 y sus derivadas, es siempre posible establecer,

para un elemento:
sxe = agn,T(E gn + E)

en donde E Y P contienen constantes que dependen del pro

blema. Aplicando (1.2}:

La matriz H y el vector P se obtienen por sumatoria,
sobre todos los elementos, de las matrices g y de los vecto

res p respectivamente. Como Qé*es arbitrario:

(1.3)

< )
i
+
it
i
(=]

Resolviendo el sistema de ecuaciones lineales (1.3)
*
se despejan los valores nodales Z que definen, juntamente

con las funciones de interpolacion, el valor de la funcion



incdgnita en todo el dominio en cuestidn.’

Para garantizar la validez de la ecuacion fundamen
tal (1.1) es necesario que las funciones de interpolacidn es
tablezcan un cierto grado de continuidad en las variables in
cognitas, de modo que al evaluar X por una integral definida
en sentido generalizado, no aparezcan teérminos adicionales en
correspondencia con las fronteras interelemento. Aun puede
emplearse el método en los casos en que dichos términos sean
finitos, pues el funcional se mantendra definido. Si sur
gieran cantidades gue tienden a infinito asociadas a la zona
interelemento, la integral no tiene sentido y el broceso es

impracticable (ref. 5).

Las primeras aplicaciones de esta técnica en el cam
po de la Mecanica Estructural, se efectuaron sobre la base
del principic de la Minina Energia Potencial, gue da origen
a los modelos de desplazamientos y alin constituye la base de
la mayoria de los trabajos scbre el tema. Mucho menos fre
cuentes son las investigaciones con modelos de equilibrio,
sobre el principio de la Minima Energia Complementaria y uti

lizando tensiones como variables incdgnitas.

En forma reciente, se han intengificado los  traba



jos con- funcionales mixtos que operan con desplazamientos vy
resultantes de tensiones como incdgnitas. Sobre esta linea,
han sido implementados elementos finitos para el andlisis de
flexidn de placas (refs. 5-9}, estudio de cadscaras rebajadas
(ref. 14), andlisis lineal y no lineal de flexidn de barras
(ref. 12), inestabilidad de columnas {(ref. 11) y otros nume

rosos ejemplos.

Entre las diversas clases de elementos utilizados
desde el advenimiento del método, ocupan un lugar destacadc
los denominados elementos isoparamétricos (ref.4), empleados
principalmente en modelos de desplazamientos para problemas
de elasticidad plana y espacial, sblidos de revolucion y o
tros similares, donde el funcional contiene derivadas prime
ras de las variables incOgnitas. Dificultades en el cumpli
miento de las condiciones de convergencia han limitado su
aplicacion; en modelos de desplazamientos, cuando se ha tra
tado de problemas basados en las teorias de flexidn de bar

ras, placas y cascaras.

En los prdximos capltulos se desarrollaran  elemen
tos isoparametricos sobre modelos mixtog derivados de la teo

ria de Reissner para flexidn de placas.
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TEORIA DE LA ELASTICIDAD CON DEFORMACIONES INFINITESIMALES

2.1 - ECUACIONES FUNDAMENTALES

En el comienzo de este capitulo, vamos a presentar
una breve resefia de las ecuaciones fundamentales de la Teoria
de la Elasticidad aplicada a los casos de deformaciones infi

nitesimales.

Como sistema de referencia utilizaremos una terna de

coordenadas cartesianas ortogonales 0 - X e X X, dandose

zl’
por entendido que, salvo indicacidn particular, las expresio
nes analiticas seran escritas en notacién indicial y conside
randose valido el convenio de la sumatoria sobre los subindi

ces repetidos.

Supongamos tener ahora, referido a dicho sistema,
un cuerpo elastico vinculado sobre una parte de su contorno
externo y en equilibric bajo la accidn de un conjunto de car

gas de superficle y de volumen. Como es habitual en elasti



cidad infinitesimal, asumiremos que los desplazamientos u,
de un punto del cuerpo son suficientemente peguenos como para
sﬁponer al problema gobernade por el siguiente sistema de

ecuaciones lineales:

a) Tensiones. El estado de solicitacidn interna en

un punto del cuerpo esta definido por las nueve componentes

de tensiones

Tij irj=lr 2, 3

las cuales satisfacen las ecuaciones de equilibrio

T .+ P, =10 (2.1)

T.. = T., (2.2)

en donde Fi son las componentes de las fuerzas de  volumen.

Reemplazando (2.2} en {(2.l) se cobtiene

T, +F, =20 {2.3)

b) Deformaciones. ELl estado de deformacidon en un punto

del cuerpo queda caracterizado por las nueve cantidades:



Y i, j=1, 2, 3

de las c¢cuwales las componentes e , e representan los

r
11 22
alargamientos especificos en lag direcciones de los ejes xl,

x . x y los terminos e, e  valen un medio del angu

r
23
lo de distorsidn correspondiente al plano normal a los ejes
X oo X 0 %, respectivamente. Por otro lado, a partir de con
sideraciones geométricas, se verifica gque el conjunte de las

deformaciones es simétrico o sea

(2.4)

c) Relaciones deformacion-desplazamiento, En la teo
ria de las pequehas deformaciones, las relaciones defamacibn-

-desplazamiento estan dadas por las expresiones siguientes

) (2.5)

De estas relaciones lineales se desprende gue vale
el principio de superposicidn para deformaciones y desplaza

mientos.

d} Relfaciones tension-deformacion. Asumiremos  para
nuestra teoria un comportamiento elastico de los materiales

en cuestidn y a menos que se aclare lo contrario, las relacio



10

nes tensidn-deformacibn estaran dadas por la forma lineal ho

mogenea

t., =C e {(2.6)

Los coeficientes de las ecuaciones (2.6} son denomi
nados constantes elisticas y consideraciones fisicas permiten

afirmar que el conjunte C es simé@trico, como asi tam

ijkl
bién que existe una transformacién inversa de la forma

e = B T {2.7)

donde Bijkl es también un conjunto simétrico. El nlmeroc
de constantes elasticas independientes en el caso de un mate
rial localmente isdtropo es dos. En tales condiciones se

puede escribir

- 1
T = Qlﬁij o u e (2.8)

en la cual

) = e = e +t+e +te

kk 11 22 33
§;; = delta de Kronecker i, j =1, 2, 3
A, n = constantes de Lamd

La constante p es conocida también como modulo de
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elasticidad transversal y designada con G. Para escribir
la transformacidn inversa de (2.8) es mas comodo  sustituir
las constantes A, p por el mddulo de elasticidad longitudi
nal E y el coeficiente de Poisson v. Estas Ultimas estan

relacionadas con las primeras a través de las expresiones

A _ _(3x + 2m)
2(x + w) A+

La transformacion inversa de (2.8) se expresa de la

siguiente manera:

8 d.. | (2.9)

en donde Tss = 0. §i1 congideramos validas para nuestro pro
blema las formas lineales homogéneas (2.8) y (2.9) puede ob
servarse que en tal casc también serd valido el principio de

superposicidn para fuerzas y tensiones.

e} Condiciones de contoine. Para analizar las condi
ciones de contorno, la superficie exterior A del cuerpo sera
dividida en dos partes: por una lado la superficie A, -en don
de las condiciones estdn establecidas en funcidn de fuerzas

aplicadas y por otro lado la superficie Au sobre la ¢ual las
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mismas estan fijadas en términos de desplazamientos. Aten
diendo a su naturaleza, generalmente se las designa como con
diciones mecanicas y cinematicas de contorno respectivamente.

Desde luego

A = A # A (2.10)

Degignando con Ei las fuerzas externas prescriptas
por unidad de superficie, las condiciones mecinicas estédn da

das por

T, = P, sobre A (2.11)

| i
| o

siendo, por conocida propiedad de las componentes de tensio

nes

T = T,, U (2.12)

ij )

[ ]

- ->
con uj = cosu, xj), donde es v el vector normal unitario

extericr a la superficie.
Independientemente, llamando ﬁi a las componentes
de los desplazamientos prescriptos sobre Au, las condiciones

cinematicas o geométricas estdn dadas por

u, = u,. sobre A_ (2.13)

[*N
-
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De esta manera hemos establecide todas las ecuacio
nes que goblernan un problema de elasticidad en la teoria de
pequenas deformaciones: las ecuaciones de equilibrio (2.3),
las relaciones deformacidn-desplazamiento (2.5) y las rela
ciones tensidn-deformacion (2.8}, junto con las condiciones
cinemiticas (2.13} y mecanicas (2.11) de contorno sobre la
superficie A del cuerpo. Este sistema tiene 15 incOgnitas:
'~ 6 tensiones, 6 deformaciones y 3 desplazamientos con 15 ecua
ciones (2.3), (2.5) y (2.8}). Nuestro problema es resolver
esas 15 ecuaciones bajo las condiciones de contorno (2.11) y

(2.13).

Surge de inmediato como consecuencia de la forma 1li
neal de las relaciones en consideracidon, que para nuestros
problemas sera valido el principio de superposicidn tanto pa
ra deformaciones y desplazamientos, como para fuerzas y ten
siones. En el caso en que lag relaciones tension-deforma
cidn se asumieran no lineales, la superposicidn solo valdria

para deformaciones y desplazamientos.

2.2 - EL PRINCIPIC DE LOS TRABAJOS VIRTUALES

vamos a desarrollar aqui una expresion del principio

de los trabajos virtuales que permita tratar, entre otros ca
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sos, al problema definido en la seccidn anterior. Considere
mos un cuerpo en equilibrio con deformaciones infinitesimales
bajo prescriptas condiciones cinematicas y mecanicas de con

torno. Obviamente:

{2.14)
en A

S
c

Supongamos ahora que las fuerzas exteriores experil
mentan un incremento infinitesimal 6F,, 8T;. Consecuentemen

te, se produciran cambics infinitesimales en e; Tiee WU

SERNAES L

gue denotaremcs con 8e,., 8t,.., Su,.
ij ij i

El trabajo ejecutado por las fuerzas exterlores a

lo largo del cambio infinitesimal de configuracidn es:

(e)
W =[ F, fu; 4av + / T, Su, dA + términos de orden

v A superior

Los términos de orden superior incluyen -15}65'1 Gui dA

b4 %.f GTi Su, dA que pueden ser despreciados, ya gue conside

i
raremos s6lo infinitésimos de primer orden. Por lo tanto:

(e)
éW .=j;riauid,v+£-r

du

" aa (2.15)

i
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Notemos gue la expresidn anterior no considera esta
blecida ninguna ley especifica de fuerza—desplazamiento. E1
trabajo interno realizado por las tensiones a lo largo del

cambio de configuracidn se puede expresar:

sw = [ t,, &, dV+ términos de orden superior
y ii o 1ii

Los términos de orden superior como % fa;rij Geij da

gerdn despreciados por s8lo tomar en cuenta infinitésimos de

primer orden. Entonces escribimos
W = [ T, Se, . 4v (2.16)

Vamos a demostrar la equivalencia formal de (2.19%)
y {2.16}). Para ello, tomamos las condiciones de equilibrio
{2.3), las multiplicamos por sui‘jy sumamos sobre el Indice

[
comun:

Integrando sobre todc el volumen
. du, + P, du,}dv = ¢
3 i 1 1

Pero:
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Tij’j Gui = (Tij Gui),j - Tij(ﬁui},j

Reemplazando:

!v“ii GuiJ’j av - };Tijfﬁui)’j av + {' F, 8u, dV = 0

Aplicando el tecrema de la divergencia en la primera integral

| B, su, av + | Ti; vy Suy dA S [ 7

4 - - dv
v A 1 ] v J(Gul):l

(2.17)

donde » es el vector normal unitario exterior a la superfi
cie y cos(ﬁ, xj) = uj.'

Ahora bien, ya que suponemos la configuracidén  ini
cial como de equilibrio compatible, se verifican las relacio
nes (2.5) y al pasar a una posicion compatible infinitamente

proxima tendremos

ge.. = L (su, . + 6u. .) (2.18)
ij 2 i,] i.i

mientras gue en el contorno donde estan especificadas las con

diciones cinem@ticas se mantendra

éu, = 0 sobre A . {2.19)
i u
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El segundo miembro de (2.17) se transforma como si

gue:

=1 =
| Ty5(8a;) o Qv =3 fv{tijtdui),j + T (6up) cdav

1 .
= — - Y - + . - - - dv =
2 Iv{TlJtﬁu]-)sJ TlJ(GuJ)sl}

]
-
L= ]
s
(o7
<

en la cual ge ha tenido en cuenta {2,18), aprovechando tam
bién la simetria de las componentes de tensiones. Finalmen

te, reemplazando en (2.17) y teniendo presentes {2.12) y (2.
.19):

j’v F, &u; av # f&a T, Su; A = Ivtii de;; AV (2.20)
La ecuacidn (2.20) es la expresidn analitica del
principio de los trabajos virtuales para €l problema de un
s0lido en equilibrio compatible con pequenas deformaciones.
Es importante observar gue el incremento de primer orden del
trabajo externo e interno puede ser calculado como si las
fuerzas y tensiones hubieden permanecido constantes durante

un desplazamlento infinitesimal compatible. Esto es una oon

secuencia de haber despreciado, licitamente, los términos de
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orden superior gque conteniin los incrementos de cargas y ten

siones.

Consideraremos como desplazamientos virtuales admi
sibles aquellos desplazamientos infinitesimales compatibles
gue tienen un contacto de primer orden con la configuracidn
de equilibrio y satisfacen las condiciones cinematicas de
contorno. Denominaremes trabajo virtual al realizado a lo
largo de un desplazamiento virtual admisible y calculado con

las expresiones (2.15), {2.16). Podemos entonces decir:

"El trabajo virtual realizado por las fuerzas externas
que actilan sobre un cuerpo en estado de equilibrio com
.patible es igual al trabajo virtual interno realizado
por las tensiones a lo large de un desplazamiento vir

tual admisible".

Pasamos ahora a analizar gqué clase de relaciones ob
tenemos si exigimos el cumplimientc del principio de los tra
bajos virtuales (2.20) para cualquiera de todos Los desplaza
mientos virtuales admisibles. Recorriendo la demostracion
anterior en sentido inverso, observamos gue, si las funciones
desplazamiento cumplen con las condiciones (2.5) y {2.13),
la finica forma en que se puede satisfacer la ecuacion (2.20)

para Gui arbitrario, es a traves de la condicion:



19

] {t,, . +F.)6u, av = 0
13,] i 1
v
lo cual requiere que

en el contorno

v Fi = 0 en el interior.

Tenemos ahora otro enunciado:

"De la introduccidn de las relaciones desplazamiento-de
formacidn y de las condiciones geométricas de contorno
en el principio de los trabajos virtuales se obtienen
las ecuaciones de equilibrio y las condiciones mecd

nicas de contorno”.

Consecuentemente puede verse gue, una vez estableci
das las relaciones deformacidn-desplazamiento para un proble
ma dado, es posible obtener las condiciones de eguilibrio cor
respondientes solamente por aplicacidn del principio de los
trabajos virtuales. Es importante notar que este principio
es independiente de la forma de las relaciones tensidn-defor

maciodn.
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2.3 - EL PRINCIPIO DE LA MINIMA ENERGIA POTENCIAL

La aplicacién del principic de los trabajos virtua
les a problemas en donde son conocidas las propiedades  meca
nicas del materizl conduce a numerosos teoremas variacionales,
entre los cuales, uno de los mas utilizados es el denominado
principio de la minima energia potencial. Para comprender
su significhdo, retornamos a las consideraciones del parrafo
anterior y recordemos que, para un pequeno desplazamiento vir

tual se tiene, a menos de términos de orden superior

fe., AV (2.21)
ij

Supondremos ahora que el cuerpo llega, desde su es
tado matural descargado (0) hasta un estado final bajo carga
total (I), a traves de una serie de desplazamientos infinite
simales sucesivos gque mueven al sistema sobre configuracio
nes de equilibrio, a medlida que se van produciendo incremen
tos infinitesimales de carga. El trabajo interno total,
desde el estado inicial (0) hasta el final (I) sera (ref. 1):

(i)

I.
W =,L{j;' i

~
On
M
=]
<
g
]
By,
|
o
-
| ]

L 51
O
®

[ ]

Llo
[a—
[» N
<

1]

1 - .
J'{J &wlav = | wav
vV o
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en donde

W = g S W =.tI) Ty 6eij (2.22)

Definimos W como trabajo interno por unidad de vo
lumen y notamos gque, en general, el trabajo ejecutado para
alcanzar el estado (I) desde un estado (0) depende ded camine

efegido a lo largo de la deformacidn.

En adelante supondremos al cuerpo totalmente efas
tico y localmente iso0tropo.  Ademds, asumiremos gue las pro
piedades elisticas son independientes de la "historia” previa
de la deformacion, ya gque el error que esto presupone es real

nmente despreciable. De este modo, (2.22) se convierte en
(2.23)

La cantidad U es una funcidn uniforme de los estados
instant@neos de deformacidn eldstica. En un ciclo cerrado
es U =0 y en general &U = dU es un diferencial total
de los estados instantidneos de deformaciédn. La funcidn U
es comunmente llamada eneagia de deforamacdon porn unided de

vaolumen. Entonces:
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:]¢]
Geij (2.24)
aeij

U0 =

Comparando {2.24) c¢on (2.23) se obtiene:

au

T.l
1 de.,
1)

(2,25)

Esta expresién es valida para una ley de elasticidad
definida Gnicamente por 1a forma de la funcion U y consti
tuye una generalizacidn del teorema de Castigliano para elas

ticidad no lineal.

La ley tensidn-deformacidn es univocamente determi
nada por la funcidn energla de deformacidn y viceversa. 1In
tegrando sobre todo el volumen, obtenemos la energia de de

formacion total U(i):

u = vdav = | .. de. .} 2.26)
/ !,{{, Ty 0oy Yav (

En elasticidad lineal, para cuerpos isOtropos tene

mos:

Ule,. ) = (e + e + e ) +Gle” + e +
1] 2(l+u][l-2v) 11 ‘22 33 11 22
+ e ) +2c6(e® + e’ +e%) (2.27)
33 12 23 31
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En caso de ser necesario, a traves de las relacio
nes {2.5), podemos expresar U solamente en términos de des

plazamientos. Por ejemplo, a partir de (2.27) es

2
EV [aul au2 aus] .

+ +
2{1+v) (1=2v)

U(ui) =
ox ax Ix
1 2 3

ISk au,)? u, )2
+ G [-—l] +-[~—3] + [——fJ +
.3 4 . 9X ax
N 1 2 3

gl r3u du_+? Ju du 3?2
+ —[—-—3—+-—°] +-[--—-’-+—’] +
2] Lax 2% ax 3x
3 2 1 3

Ju du
. [_1 . _i] (2.28)

Cuando la existencia de la funcidn energia de defor
macidn esta asequrada, el principio de los trabajos  virtua

les se puede transformar en

J uu) av - [ F; su, av —.i T; Su, dr = 0

v
v o (2.29}

Seguidamente asumimos que las fuerzas de superficie
v de volumen se pueden derivar de potenciales ¢ vy ] en

la forma:
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3 aP
Fo. = - ee—— T LR er—
i i
aui aui
Por lo tanto:
. 3¢
6 = aT Gui = - Fi Gui
i
oy -
¢ = — Su, = - T. bu,
a. i i i
1
La expresion (2.29) se convierte en:
I = 0 (2.30)}
donde
E = [ U(ulav + [ewiav + [ p(u;)aa (2.31)

v v Aa

es la energfa potenciaf total del cuerpo. El principio (2.

+30) establece (ref. 2):

"Entre todos los desplazamientos admisibles u, que sa
tisfacen las condiciones geométricas de contorno, los
desplazamientos reales del cuerpoc en equilibrio hacen

tomar a la energia potencial total un valor estaciona

rio".
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Consideraciones fisicas permitem asumir que la ener
gia de deformacidn eg una funcion definida positiva de las
componentes instantaneas de deformacidn. Adem3s, si  sblo
consideramos los casos en que las fuerzas de superficie y de

volumen pueden derivarse de funciones potenciales
- ¢(ui) =F; u, 3 - W(ui] =T

con las propiedades establecidas para la formulacidn de (2.

.31), puede demostrarse que:
"Entre todas las funciones desplazamiento  admisibles,

los desplazamientos de equilibrio son los que hacen to

mar a la energia potencial total un minimo absoluto”.

2.4 - GENERALIZACION DEL PRINCIPIO DE LA MINIMA ENERGIA

POTENCIAL

A fin de generalizar el principio de la minima ener
gia potencial comenzaremos por resumir las principales eta

pas que nos condujeron al mismo. Hemos supuesto:

a) Existe una funcidn de estado definida positiva U(eij)
en términos de las componentes instantineas de deforma

cién,
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b} Los desplazamientos wu. cumplen con las condiciones geo

métricas de contorno u, = ﬁi sobre A _.

1
d i t.Sf ] -— '] . -
c) Las deformaciones satisfacen €5 % 3 (1.11,J i,
d) Las fuerzas de superficie y de volumen pueden derivarse

de un potencial.

En principio de la minima energia potencial asegura
que en tales condiciones los verdaderos desplazamientos de
equilibric hacen tomar a la energia potencial un minimo abso
luto. Vamos ahora a demostrar que las condiciones subsidia
rias b) y c¢c) pueden incluirse en la estructura de una ex
presidn variacional por la introducecion de multiplicadores
de Lagrange y de esta forma el principio puede ser éenerall
zado. Incorporando, por lo tanto, las condicicnes b) y ¢)
por medio de los multiplicadores vlij’-ii’ el problema ante

rior se reduce a hallar las funciones ui, Ai" Ai' - tales
]

gue hagan tomar al funcional

g =f{U(eij)—F.u}dV-—f T, u da - [ A (u -
v Ag A,
-0 - -1 '
u, )da Li..{eij 5 (ui’] + u.’iJ}dV

un valor estacionario, sin condicdicones adicionafes. Efectuan



do la variaciodn:

BU(eij)

= [ —= Geij av - [ F, Su;

Suponemos que el conjunto -Aij

ji

En tal caso se tiene:

1] 1,) 1,

Aps(Bu; o+ su, .)avV = g'{{xij

27

es simétrico o sea:

u. - - Avc x Guc dv-
¢ 1) 3 B 1JrJ} 1

Reemplazando en la expresidn anterior:
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(e, .)
_ : 1

+ uj,il}ﬁlideV - £ F, Gui av + £ (Aij Gui) i av -

Integrando por partes y reagrupando:

3U(ei.) _ _ 1
&1 =J’[—3—- Ajgfdeys AV = fleg. -3 (up L4

+u, .)8x,, dv - .. *F.}8u, dV + A, U, -
Jsl) 1] j;, Utl-]sJ ’ 1-) 1 IA. ( 1) 1]
a

-T)éu, dA+ [ (A,., v, - A,)éu, da -
i 1 A 1] ] i 1

Ya que las variaciones 6&e,,, 68X, , $u,, §1., son
137 1] i° 1

arbitrarias, se obtiene el sigquiente sistema de ecuaciones

diferenciales:
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aU(Ei.j)
Ay, = =
. ij ij
aeij
1
. o= = . .+ u
eiJ 2 (ultJ J’lj
L3 + Fl = 0
T13,3 i

en ¢l interior del cuerpo, mientras que sobre la superficie

externa:
.. v, .= T, en A
A:] uJ i . g
. s . = en A
11] UJ li a
u, = u. en A
i i w

Teniendo en cuenta (2.11), (2.12) y (2.25) los mul
tiplicadores de Lagrange toman un sencillo significado fisi

coz:

s

| 3TN
[ el

Al n
[
[

Reemplazande en el funcicnal I, tenemos finalmen

te:
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- - - -1
IIG = {U{U(eij) u, F, Tij{e:.j 3 (ui,j +
+ u, ) Rav - J T, u, aa- (u, - u,)7, dA
Aa A
a
(2.34)

Las cantidades sujetas a variacidon en el funcional
(2.34) son eij’ u, ., Tij' Ti sin condiciones subsidiarias.
Oueda probado que el problema establecido por (2.30) y (2.31)
con las condiciones (2.5) y (2.13) puede sustituirse por uno

en €l cual se busca un valor estacionario al funcicnal (2.34).

Este es el punto de partida para desarrollar numero
s0s teoremas variacionales con aplicacidon en mecanica estruc
tural, entre los cuales se cuenta el funcional de Hellinger-

-Reissner (ref.2).

2.5 = EL FUNCIONAL DE HELLINGER-REISSNER

Derivaremos este funcional como caso particular del
funcional generalizado (2.34). En la expresidén (2.33) de
la variacion GHG, ahora requerimos que se anulen los coefi
cientes de las variaciones Geij' 0 sea aceptamos qgue se

cumplen en forma idéntica las relaciones:
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Ufe. .
? ‘9;;’ - 1
de i]

ij
Esto significa que las componentes de deformacion
e;; 0o serdn ya cantidades independientes, sino que podran
calcularse a través de relaciones tensidn-deformacidn, cong
cidas por separado del principio varjacional. En elastici
dad lineal, con peguenas deformaciones, se acepta la validez

de la ley de Hooke generalizada (2.6}, o bien, para materia

les isdtropos, la relaciones (2.8) y (2.9).

A fin de simplificar las deducciones siguientes, in
troducimos aquil la energia complementaria por unidad de volu

men f, a traves de la definicidn

2 = tij eij - U[eij) (2.35)
Fig.1
T}
Energia——_ Energfa de
complaementaria e deformacion
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Con las relaciones tensidon-deformacidn es  posible

expresar la energia complementaria por unidad de volumen ex

clusivamente en términos de tensiones. En cuerpos 1isdtro

pos, aplicando (2.8) en (2.35) se tiene:

1. 2
Qlr..) = —{(1 +71 +71 ) + 201 +1  +
it 2E 11 22 33 . 12 23
2
+ T -1 T -1 T -1 v )} (2.36)
31 11 22 22 33 358 11
Teniendo en cuenta (2.2}, (2.35) y (2.36), las com

ponentes de deformacidn se eliminan del funcional {2.34), pa

ra dar el funcional de Hellinger-Reissner en la forma siquien
te:

La energia complementaria por unidad de volumen Alr,.)
esti expresada en términos de tensiones y las cantidades 1i
bres de variar en el funcional (2.37} son Tij' ui, Ti sin
condiciones subsidiarias.

Segun el caso, a veces interesa dar a (2.37) una for
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ma diferente, Para ello, observamos gque

I“Tij ug g av = [ Tij Uj u, da - ) Tij,j u. da
v A ’ v
{2.38)
Sustituyendo {2.38) en (2.37) tenemos:
I, = [ (- Q('tij) - (tij,j +Fi)ui}dv - j; (T, -
v o
- T)u, dA 4 jA u, T, da (2.39)

u

donde las cantidades libres de variar son las mismas que en

{2.37).

En el proximo capitulo particularizaremos el funcio
nal de Hellinger-Reissner para el problema de flexidn de pla
cas, obteniéndose algunos modelos que serviran de base para
la implementacidn de elementos finitos isoparamétricos mix

tos.
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carfturo 11z

ELEMENTOS ISOPARAMETRICOS PARA FLEXION DE PLACAS

3.1 - TEORIA DE REISSNER

Es sabido gque la teoria elemental de flexion de pla
cas delgadas con deformaciones pequenas conduce a una ecua
cién diferencial de cuarto orden, sobre un dominib bidimensioc
nal, en la cual la funcidn incdgnita es el desplazamiento
transversal de los puntos del plano medic de la placa (ref.

)

De acuerdc con esto, ocho condiciones de contorno
pueden ser satisfechas en total, o bien, sobre placas rectan
gﬁlares, dos por cada lado. La razon formal de no poder sa
tisfacer mas condiciones es el orden de la ecuacidn biasica,
y desde el punto de vista fisico, ellc se debe al hecho de
haber despreciade las deformaciones debidas al esfuerzo de
corte, lo cual equivale a sustituir el material real por otro
cuyo médulo de elasticidad transversal en correspondencia con

la direccidn normal a la placa sea infinito.
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Sin embargo, atribuyendo propiedades hipoteticas al
material, no puede esperarse una concordancia completa entre
la distribucidn tedrica de tensiones y al comportamiento real
del sistema. Ademas de estar restringida a espesores delga
dos, la inexactitud de la teoria elemental se hace notar s0

bre los bordes de la placa y en torno a orificios pequenas.

Para una placa de espesor finito, aparece mas natu
ral el requerimiento de cumplir tres condiciones de contorno
por lado, en lugar de dos y la generalizacion de la teoria
elemental, que contempla este aspecto por inclusidn del efec
to de las deformaciones por corte, es debida sustancialmente

a E, Reissner (ref. 7).

En forma similar a la teorfa elemental y restringi€n

donos a pequenas deformaciones en la ,placa, comenzamos de

finiendo las siguientes resultantes de tensiones:

M., = . d H . =

1} I Tl] xs xa QJ j Tjs dx:
i, 3=1, 2 (3.1)
Mhn = I Tnn x: dxs ; Mns = I Tns X, ax

o, = [+ ax (3.2)
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Fig.2
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Designando con p la carga transversal por unidad de superfi
cie, para materiales isétropos es posible elegir la siguiente

distribucion de tensiones (refs. 2-7):

Tia = Ty = 0 T3 =P en X, = %
Tya T Ty = Ty =0 en  x, n“%
Ty S M2 —) i, j=1, 2
1j3=Qj'{1- t%}z}/(Z—hJ =1, 2
.= (3)pl s L )%/3 + 2 (3.3)
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Puede observarse gue esa distribucidn cumple con las
condiciones de equilibrio (2.3) en el interior y con la con
dicidn (2.11) sobre la superficie superior e inferior de la

placa. Ademas, se suponen nulas las fuerzas de volumen.

Sustituyendo (3.3) en el funcional generalizado (2.
.38) e introcduciendo las siguientes deformaciones generaliza

das:

©-
[
I
()
]
'—l
-
8]

12
(;?) f uj xa dxs
2

. x_ 2
w = () fu {1- (29 }ax
2h 3 h/2 s

¢, = unj ¢j unj = costxjygl
€
¢s = Usj ¢j usj = cos(leg)

{3.4)

se obtiene (refs. 2-6}:

My = [ 10-0; ; ~phw = ;. =04, - a)an+

¥

* IS (Mnﬂ ¢ + Mns 4’5 tow Qn)ds - I ‘{(Mnn -
u : Sd

- Mnn)¢n + (Mns - Mns)¢s + (Qn - Qn)w]-ds (3.5)



38

en la cual las magnitudes con trazo son valores prescriptos
y la energia complementaria Q = Qp + Qg tiene en cuenta
las contribuciones debidas a flexidn .y esfuerzo de corte en

la siguiente manera:

a} Momentos flectores y torsores con influencia del esfuer

Z0o normal:

Q. = 1 ___l___.{Mz + M+ 2(l+v)Mz -2v M M } -
B 2 | p{1=-y?) 11 22 12 11 22
- h'pm +M J] (3.6)
50{1_\)2) 11. 22

b} Esfuerzo de corte:

1]
K |2

i 2 2
a —_

ST Gkh (Ql + Qz)
en las cuales es

E h’/12(i-v?) X =

o
0
= L

G = modulo de elasticidad transversal

p = carga transversal por unidad de superficie.
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Puede observarse que las magnitudes ¢1, ¢2 son las
rotaciones promedio de las secciones x1 = cte y. xz = cte,
mientras que w es el desplazamlento vertical promedio de
un segmento normal a la placa. Las cantidades libres de va

riar en el funcional (3.5) son Mi.

i w, Qj, ¢j sin condicio

nes subsidiarias.

Efectuando la variacidn se tiene:

GHR I{' (Qj,j + pléw - (Mi - Qj)6¢j ".{d’l +

A ]ll ’1
+ -t M -uwM - Y n? prrém, - {¢ +
D(l-uv?) M 2 10 1 2,2

R S T
D(l_uz) 22 11 10 22

_{___i_,_'{2{1+ UM 1 + ¢ + ¢ T oM +
D{l-u?) | 12 1,2 2,1 12

. 1 . - i
+{w,j + 4’5 - E}:}:leaoj }aa + !S {v:d»n_— ¢n36M“ +
u

+ (0 -6 )M+ (w- w)éQ_lds - ‘fs {im, -
ag

- Mnn’“’n + (Mns - Mns)&bs + (Qn - inaw ds = 0.
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Ya gue las cantidades Mij' Qj' W, ¢j son libres
de variar, en donde no estan prescriptas, luego de efectuar
alguna elaboracion para despejar los momentos en términos de
las derivadas de las rotaciones promedio, se llega al sn;uég

te sistema de ecuaciones para gobernar al problema de flexidn

de placas con deformaciones pequenas:

Condicicones de equilibrioc en el interior:

Q +p = 0 (a)

M = Q (b}

Relaciones fuerza-desplazamiento:

vh?p
M = D(¢ + v ) + ————
11 l,_l . 2,2 10(1_\,)
Uh?p
M = D{¢ + v¢ ) _— (c)
. 22 ] z"z l,l 10 (l-v)
moo= Sl e
12 12 1_’2 2,1
Q1 = @Gkhi(w | + ¢1)

0 = Gkhiw + ¢2) (d)
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En el contorno Su (3.7)
w = w (e)
6. = b,
6, = o, (£)

Mnn = Mnn
Mns = Mns (g)
o = @, (h)

El sistema de ocho ecuaciones difefendiales linea
les de primer orden constituido por las ecuaciones de eguili
brio (a)}, (b) y las relaciones fuerza-desplazamiento (c),(d)
admite doce condiciones de contorno en total, distribuidas
de la siguiente forma: seis condiciones asociadas al siste
ma (a), (b), cuatro condiciones para el sistema (c) y dos con

diciones en correspondencia al sistema (d).

Eliminando variables por sustitucidn es posible dis

minuir el niimero de incdgnitas, pero aumentando el orden del
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sistema remanente, de tal forma ¢gue el nimero de condiciones

de contorno permanece inalterado.

Con esta teorla, se presenta entonces la posibilidad
de cumplir en forma mas ajustada los requerimientos de con
torno gue surgen-en los casos habitualmente comunes de la prac
tica. Para placas cuadrangulares, en los casos mas frecuen

tes es valido tomar:

Borde libre:

Mnn = 0 M. = 0 Q = 0

Borde simplemente apoyado:

a) w = 0 Moy = 0 by = 0
b) W = 0 Mo = 0 M., = 0
Borde empotrado:

W = 0 ¢n = 0 ¢s = 0
Eje de simetria:

Q = 0 M = 0 ¢ = 0

n ns n
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El funcional mixto (3.5) dard origen a los tres mode
los de base cuyos resultados se describen a lo largo de los

desarrollos siguientes.

3.2 - MODELO MIXTO CON w, Mij COMO VARIABLES INDEPENDIENTES

Una forma de obtener la reduccidn del nimero de va
riables independientes en el funcional (3.5) es asumiendo gue
algunas de las ecuaciones diferenciales del sgistema (3.7) se

cumplen idénticamente.

Por ejemplo, si admitimos que se satisfacen idéntica

mente las ecuaciones de equilibrio

nn nn as ns

(3.8)

luego de integrar por partes, el funcional queda:
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11l = f;{"‘ij,i wiTPW- Q(Mij}}dﬁ +
+ ;s M F +M 9§ )ds - ,rs Q wds (3.9)
u Q

habiéndose expresado Q(Mij) exclusivamente en funcidn de
los momentos al reemplazar (3.7) (b) en (3.8} (b). Las can
tidades libres de variar en (3.9} son ahora Mij' w con las

condiciones subsidiarias (3.8).

Este modelo ya ha sido utilizado para elementos f£i
nitos mixtos: fue propuesto primitivamente por L.R.Herrmann
(ref. 9) y también se cuenta entre los ejemplos ofrecidos por

J. Connor (ref. 5}.

3.3 - FORMA DISCRETIZADA DEL PRINCIPIO VARIACIONAL. ELE

MENTOS FINITOS ISOPARAMETRICOS.

En lineas generales, la aplicacitn del método de los
elementos finitos utilizando funcionales mixtos tales COmMo

el que nos ocupa, consta de las siguientes etapas:

a) Discretizacion éel medio continuo por subregiones ele



b)

c)

d)
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mentales interconectadas por fronteras, sobre las cua
les estin definidos un nimero preestablecido de nodos ©

puntos particulares.

Definicidn de las funciones incOgnitas en términos de
los valores nodales de las mismas en todo el dominio del
elemento, a través de adecuadas funciones de interpola
¢idn, En el caso gue tratamos, las incdgnitas nodales
que operan como parametros son el desplazamiento trans

versal medio w y los momentos M, M

1 ' Mzz' Por

12
otro ladc, las funciones de interpolacidn deberan  cum
plir ciertas condiciones, a fin de asegurar la conver
gencia a la solucidn exacta del sistema de ecuaciones

diferenciales cuando el nimero de elementos crece  pro

gresivamente y su tamano disminuye.

Evaluacidn del funcional en cada elemento en  términos
de los valores nodales, y sobre el recinto total por su
ma de las contribuciones elementales. Hay gque tener
presente que debideo a las discontinuidades en la repre
sentacidn de las funcicnes buscadas, en ciertos casos
apareceran términos adicionales asociados a las fronte

ras interelemento.

Aplicacidn de las condiciones de contorno viables de ser
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satisfechas a traves de adecuados valores nodales.

e) Imposicion de la condicidn de valor estacionario sobre
el funcional asi evaluado y obtencidn, como consecuen
cia, de un sistema de ecuaciones algebraicas lineales

en términos de los parametros incOgnitas.

f) Solucidn del sistema de ecuaciones resultante y obten
cidén de las funciones incdgnitas con los parametros cal

culados y las funciones de interpolacién.

Para facilitar la presentacidn de esta  secuencia
adoptamos, de aqul en mis, la notacidn matricial y efectua

mos las siquientes definiciones:

ﬁn = vector de los desplazamientos nodales del ele
mentoc.
gn = matriz de los momentos nodales del elemento.

P = vector de las ordenadas nodales de la carga de

superficie.

H = vector de las inversas de los espesores nodales.

Explicitamente:
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woo={w , w , ...}
- nl n2
Mn ‘“{Mn r Mn r Mn }T
- =11 ~12 ~22
n ) T
L = M M.. - »
=1ij t ij(n;)’ ij(n2)’ }
n 1 1 T
Ij - { r Fi II.} (3.10}
) h h
ni nz

A continuacidn representamos las funciones incdgni

tas en el interior del elemento

w o= ¢ W Mij o, gij (3.11)
en donde ¢ ., ¢ . son lag funciones de interpolacion para

desplazamientos y momentos respectivamente.

Observando gque el funcional (3.9) contiene solo de
rivadas primeras de las funciones incdgnitas y por  razones
gque surgiran de inmediato, se presentan condiciones ventajo
sas para la implementacion de elementos isoparamétricos, los
cuales describen la gecmetria del elemento en funcidn de las
coordenadas nodales con las mismas funciones de interpolacidn

con que se representan la funciones incognitas en términos
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de los valores nodales, Por io tanto hacemos:

A RPN
y ademas
_ n
SRR A
- o
x o= ¢ X | _ (3.12)

en las cuales E?, 5: son los vectores de las  coordenadas
nodales del elementoc. También es favorable la  representa
cidn de la carga distribuilda sobre la superficie y de las in

versas de los espesores con las mismas funciones de interpo

lacion:
p = ¢p"
1 - 4om® (3.13)
h — -

Sclamente nos limitaremos a presentar las propieda
des particulares de los elementos isoparametricos que nos re
sultaran atiles en la discusidn de la convergencia, ya  que
las caracteristicas generales de los mismos, estan ampliamen

te detalladas en (fef. 413,
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Para el método de elementos finitos, con - funcio
nales generalizados, consideraremos como validos los siguien

tes criterios de convergencia (ref. 4):

Caitegio 1:

Las funciones de interpolacidn deben establecer con
tinuidad de las funciocnes incdgnitas y sus derivadas hasta
de un orden inferior a las presentes en el funcional, a lo

largo de todas las fronteras interelemento.

Critendio 11s

Las funciones de interpolacidn deben ser tales gque,
en el 1limite, cuando el tamaho de los elementos se hace muy
pegqueno, puedan representar los estados constantes de todas
las funciones incognitas y sus derivadas hasta las de mayor

orden presentes en el funcional.

Aplicadas estas condiciones al funcional (3.9) obte

nemos:

I) w, M.. deben ser continuos en las fronteras interele

mento.
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I1) Tienen que poderse representar los estados constantes

de w,_Hij y sus . derivadas primeras.

Veamos como los elementos isoparamétricos mantienen
las condiciones de continuidad interelemento, © sea cumplen
el criterio I de convergencia, para lo cual enmunciamos el si

quiente.

Teorema 1:
"Si dos elementos adyacentes se obtienen a partir de ele
mentos generadores en los cuales las funciones de inter

polacidon establecen continuidad interelemento, entonces

los elementos distorsionados seran contiguos”.

Fig.3

1

al Elementos generadoras bb] Elementos distorsionados



51

Consideremos las dos configquraciones de Fig. 3. Su
ponemos que las funciones f estan definidas en c¢oordenadas
locales £, n a partir de los valores nodales de las mismas.
Si en ambos casos obtenemos las coordenadas globales a  tra
vés de la transformacidn xi3= ¢ X? y las funciones x. tie
nen valores uniceos sobre las fronteras interelemento de (a},
al poseer (b) el mismo conjunto de coordenadas nodales, evi

dentemente la continuidad en (b) esta implicita y en la geo

metria no se produciran grietas ni penetraciones.

Veamos ahora gue acontece en los elementos distor
sionados cuando tenemos una funcidn interpolada en forma con
tinua en la configuracidén original. Sea V una variable

cualquiera que se representa en (a) con

vV = ¢V"

en donde Yn son los valores nodales de la funcidn y ¢ son
las funciones de interpolacién que establecen continuidad in

terelemento. Entonces podemos enunciar el:
Tao&ema 2;:

*Si se representa V sobre los elementos distorsionados

con V = ¢ gn, dicha funcion sera continua en (b)."
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La prueba de este teorema se efectlla siguiendo 1la
misma linea que en el teorema anterior. Obsérvese que las
funciones de interpolacidon ¢ para la transformacidn de coor
denadas pueden ser distintas que las que se emplean para re
presentar las funciones incdgnitas. Denominaremos elementos
subparamétricos aguellos en los cuales estas ultimas son de
mayor orden que las primeras y de superparamétricos en caso
contrario. En los elementos isoparamétricos son idénticas,
lo cual simplifica la satisfaccidn del criterio II de conver

gencia comc se ve con el sigquiente:

Tearema 3:

"En funcionales gque contienen sélo derivadas primeras de
las funciones incdgnitas, el criterio II de convergencia

para elementos isoparamétricos se cumple si 2¢i==?."

Para demostrar este teorema recordemos que, con este
tipo de funcionales, dicho criterio requiere gue se puedan
representar los estados constantes de las variables y sus de
rivadas primeras. Por ejemplo, en un domini¢ bidimensional
esto se obtiene si es valido:

V= ¢ =3 o; V; = a + Fz x +ta *z (3.14)



53

para cualquier valor que tomen las constantes al, cz, 03; Yy

adecuados ¢. En un nodo genérico (i) se verifica:

V. =a +a X +a X
1 2 3

Esto se satisface para valores arbitrarios de a ,

a , Q si:

1
<
[
I
[
»
]
16
L]
=}
™~
N
1
1os
0 B

Observamos gque las dos Gltimas condiciones se cum
plen por definicién de elemento isoparamétrico y solo nos res
ta la primera de las relaciones como condicién adicional,

guedando demostrado el teorema.

Al inspeccionar la definicidn:
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i n—
V= iéf:h ¢1 Vl * ?z Vz Tt

observamos que, en un ncdo particular (i) la correspondiente
¢i tebe tomar alll un valor unitario, mientras gue todas las
otras funciones ¢ se anulan en dicheo nodo. Esta propiedad
fundamental, junto con lo requerido por el teorema 3, son las
condiciones que gobiernan la eleccidn de las funciones de in

terpolacidén para elementos isoparamétricos.

Varias son las familias de funciones admisibles pa
ra nuestro propdsito y que originan secuencias de elementos
isoparamétricos. Para todos los modelos desarrollados mas
adelante se ha adoptado la designada "Serendipity" por 0. Zien
kiewicz pues son ¢onocidos los excelentes resultados de su

aplicacidn a otros tipos de problemas.

Los elementos bidimensionales generadores de dicha

familia se presentan en la Fig. 4.

Resulta Util expresar las funciones de interpolacién
empleando las coordenadas normalizadas £, n y seglin el ox
den de aquellas son necesarios cuatro, ocho o doce nodos pe
riféricos para los elementos que designaremos lineal, cuadré

tico y clibico, respectivamente, como se ve en Fig. 5.
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Fig.4
S —
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| b £ = [ x1;x: 1 7/ a
N c 3
b c
xc/ Y \ no=(xy7xy ) /b
=-1
2, & ] n=-1 E=1
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Introduciendo las nuevas variables:

E = £ & n n,

] p 8 [} 1

n
s

las funciones de interpolacidon para los tres elementos men

cionados son:
Lineal:

¢.=—(1+£-°)(1+n)

Cuadnﬁtico:

Nodos de esquina: . = i (1 + Eo) (1 + Tlo) (Eo +Mn, - 1)

Nodos intermedios: gi =0 ¢i = % {1 - Ez)(l + no)
ng=0 s ¢; =2 (L+ E)( -0’
Cabico:
. 1 2 2z
Nodos de esquina: $; = 3z (L + En)(l + no)(—10+9(E +n))
Nodos intermedios: gl = %] n; = 1.%

-8 .
$p = W+ ENM - )+ o)
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y los restantes se obtienen en forma similar.

Puede verificarse que las funciones cumplen con los
requerimientos para satisfacer el criterio II de convergen
cia. Los elementos superiores al clbico no presentan venta
jas que contrabalanceen la creciente complicacion de las fun
ciones y la aparicion de nodos internos. En el uso de estos
elementos hemos podido comprobar que el cuadrdtico suele apa
recer como el mas equilibrado, cosa que también acontece en
el problema de flexidn de placas y que podra constatarse a

.través de los resultados ofrecidos en el capitulo siguiente.

Una vez efectuada la transformacidn de coordenadas
X, = np§g, los tres elementos en estudio para flexidon de pla

cas c¢on espesor variable, asumen la forma de Fig. 6.

Obsérvege que la carga de superficie, gue no ha si
do representada en los dibujos, puede tomar también variacidn
lineal, cuadritica o cibica segin sea el elemento. surge
de inmediato en evidencia que la flexibilidad de las funcio
nes de interpolacidn de orden superior (cuadritico y ciibico)
permiten atacar problemas de gran generalidad en cuanto a car

ga y geometria.



Fig. g
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Quedan aldn por aclarar dos aspectos importantes en
el mecanismo de aplicacidn de los elementos isoparamétricos.
El primero de ellos, se reflere a la obtencion de las deriva
das con respecto a las coordenadas globales de las funcicnes
de interpolacidon. Aplicando la regla de derivacidén en ca

dena, se demuestra que:

r’a¢"-\ "a¢."
1 1
3x of
1
-1
= d
99 ad
i i
ax ' an
Y 2.- - "J

siendo $; la funcidn en correspondencia con el nodo (i) ¥y

g-l la inversa de la matriz jacobiana:

ax Ix
_ ! _2
3E ak
‘.J_' -
' ax ax
1 2
L an an y
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Con miras a una mejor sistematizacidn computacional

conviene hacex:

) 3
(— ¢)X" (— ¢)X

3k ~ T~ 3F ~ 72

J = =

) 3
(— $)X (— 9IX.

an -~ 1 an ~ 2

- — " -
3¢ 39
_1. ’ _"'_2 ’ ) X x
ag ag 11 21
= X X

a¢1 a¢z 12 22
an an H »ae E E

En las expresiones anteriores XT, x: son las coor

denadas de los puntos nodales del elemento (h).

El otro aspecto que merece ser puesto en evidencia
es gue, a fin de poder efectuar la integracidén entre los ex
tremos £ =+ 1; n =% 1 debe hacerse la siguiente susti

tucion:

dx dx = [T| @€ dn
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donde |J| es el determinante jacobiano de la transformacidn.

El calculo de una integral de la forma

1 1
fl fl G(g,n) || ag @n = [ [ E£(E,m)}dE dn

-1 =1 -1 =1

-
i

ha sido realizado numéricamente, en todos los ejemplos, por

la formula de la cuadratura de Gauss-Legendre:

Con esta técnica se efectila una doble sumatoria de
la funcidn integrando evaluada en n xn puntos de integra
cion, cuyas coordenadas estan prefijadas y multiplicadas por
los factores de peso Hi' Hj' igualmente conocidas. Este pro
cedimiento integra exactamente un polinomio de grade (2n-1)

¥, en forma aproximada, funcicnes de grado superior.

3.4 -~ EVALUACION DE LA MATRIZ DEL ELEMENTO Y MONTAJE DEL

SISTEMA GLOBAL.

Ya que el funcional {3.9) contiene solo derivadas

primeras de las funciones interpoladas w, M,.,, que a la vez

ij
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seran continuas en las fronteras interelemento, no aparecen
términos adicionales asociados a las lineas internas de con

tacto y es licito escribir:

- a
noo= 1}_1' n
e
Entonces:
1. = &(] 1% =.] &1° = 0 (3.15)
1 n 1 n i
e e

siendo Hf el funcional evaluado a nivel de elemento. Ahora
vamos a expresar en forma matricial la contribucidn de cada
término al funcional calculado sobre el area A de un ele

mento genérico (n). Comenzamos por

] Qj w . dx dx2 = M7 2w+ ™7 b+ bY) w2 +
A 1

>] ~11 - ~12 - - -~
n
2
~22 -~ =1l ~12 ~22 bt -
n,T n
=M gW (3.16)

en la cual:



T
a = | & = 9lol a an
A Ix !
n 1 b |
3 T 3
b = [ (— ¢ (— ¢)[3] 4 dn
‘ A ox - 9xX
o 1
T
¢ = | ¢ (= i3 a an
An 312 - ax -

. s T T n,T
M™ T o= ™t oM™, MM
~ -~11 -12 22
a
g = |b+p"
¢

Veamos seguidamente el término de carga

[ pwdx dx = Wl a En = woT
A 1 a2 ~ ~

thh

e = [ ¢$¢|3]| ag an ; "=

1
[ ]
iHh

(3.17)

{3.18)

(3.19)

63
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Pasamos a continuacion a representar la energia com

plementaria. Por simplicidad hacemos:

1l 12
1 D(1=v?) Eh

Para materiales isétropos, homogeneos y de espesor

constante en el elemento se tiene:

' 1 ,T , T
[ adx ax = —u" su -u"" a (3.20)
A 1 2 2 - ~ o~ ~ ~
n
siendo:
i 1 1
D e+ —a —— b -VvVD e
1 =  g@kh Gkh b=
1
g = 2(1+v)D_ e + — (a+c) — b
- 1" Gkh ~ 7 ¢kh ~
; 1
simetrica D e + —— ¢
T @kh T
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o’ 2 b
e
10
a = 0| p"
Dlvliz
e
10 .

Un parrafo especial merece la ejecucion de las inte

grales de linea y empezaremos por

Los elementos en cuestidn son cuadrilateros curvili
neos y primeramente consideraremos gque sdlo un lado pertene

ce al contorno en la forma gue se ve en la Fig. 7.

Fig.7
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Supongamos trabajar con el elemento cuadratico vy
queremos entonces calcular la integral de linea sobre el la
do 1 -5 - 2. Observamos gue la funcidon bidimensional de
interpolacion sobre el lado £ = cte = 1 se convierte en una
funcidn de interpolacion unidimensional en n, del mismo or

den que la primitiva.

En dicho lado, el desplazamiento w estd dado por:

1

I = ’ = — n =
wig =1 = 16,06 E=1 | W, g WE = 1)
W%‘
con
: 1 1
¥ = {-Za-mn (1-n%) , = (emn}

Asumimos que la carga de borde se interpcla con la

misma ley

Ahora se puede efectuar una integracién unidimensio

nal, pero tomando cuidado de determinar la longitud de  arco
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4S8 en el espacio transformado. A partir de la teoria gene
ral de las transformaciones de coordenadas (ref. 15) tomamos

la expresion

@s)’ = gq.. de® ael

en la cual ©' son las coordenadas curvilineas en el nuevo

sistema y

son las componentes covariantes del tensor métrico.

Para el problema que nos ocupa necesitamos solamen
te la longitud de arco en los casos de E = cte y n = cte.

Efectuando la sustitucidn 91= &, 6'= n se ve gue:

£ = cte =+ 4S8 . = yYg dp
22

n = cte + d§ = /g11 ag

Por lo tanto:
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LR ox 2
f . = cte .+ g .= (—) + (—) =
22 an mn
. . 2
= & ax™ a1 o™
an - 3 an - 2
Bxl 2 3x, 2
n = cte + q s (=]} + (—) =
11 ag aE

2 . 2
'{(a— X"} o+ {ci— X"}
3g ~ ! 3g = 2

Retornando al casc particular, se tiene

: _ n,T . ! T n
[ Q was =W "(£=0L{f ¢ipYg IE=1dn}Q(f = 1) =
1 o |

n

n,T

= W (E = 1)f (3.21)

En caso de ser necesaria la integral sobre todo el
contorno del elemento simplemente se repite cuatro veces es
ta operacidn, manteniendo la funcidn de interpolacidn unidi
mensional que ser& la misma, pero mudando el factor  adicig
-nal que depende de las componentes del tensor métrico segin

se trate de lados con § = cte © n = cte.
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Operaciones similares se realizan para calcular la

integral
[ e M +¢ M )ds = M’ 4 (3.22)
n,u

El funcional (3.9) discretizado y evaluado a nivel

de elemento, queda finalmente:

n,T n n,T 1 =a,T n
BT = M gW mWOUEHE) oM s M+
a,T
+ M (g + gl) (3.23)
Efectuando la variacidn
s T LI T T
M® =oM T gW +eW g M -8 (£+E) -
DU T RN
En forma matricial:
. T ,T 10 .7 [ “‘
sIC ="{ew ", M || o gt W o+ [+ £ )
g -5 || @ +a)
", - . - L, . _.-J
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Aplicando ahora {3.15), o sea, ensamblando sobre to

da la estructura

N
=
u::._,
=
+
[
o)
]
o

T 4]
1
t

=2

o

donde ﬁ*; g*'son los vectores de incognitas nodales totales
Y G, S, F, D son las matrices y vectores obtenidas por su
perpesicidn, para toda la estruttura, de las matrices elemen
tales g, s y de los vectores (f + gl), (d +‘g1) respectiva

mente.

w* *
Ya que las variaciones &W , &M son arbitrarias,
se tiene el siguiente sistema de ecuaciones algebraicas 1i

neales:

GW -SM = -D (3.24)

La matriz S proveniente de la energia complementa

ria, es positiva definida. ademis, gT contiene los tég
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minos de movimiento como cuerpo rigido que seran suprimidos
cuando se introduzcan las condiciones geometricas de contor

no (ref. 5).
En lugar de listar desplazamientos y momentos sepa
radamente, es mejor combinarlos, agrupdndolos por incognitas

nodales.

5i hacemos:

q; = {w;. gi}T = vector que contiene las variables
| del nodo (i).

g“ = vyector de todas las variables del elemento.

g = {q', g’ ... g 1T vector total de incdgnitas.

gn = vector de términos independientes a nivel de ele

mento.

o]
i

ensamhle de los vectores gn.

h" = matriz del elemento con incégnitas ordenadas por

nodo.

i
i

ensamble de las matrices h".

se tiene:



72

om, =-Jea gt -eM = sgfw@wa-B) = 0
y como ﬁqT es arbitrario:

(3.25)

=]
[Ne!

]
] =]

La matriz H de este sistema conserva muchas carac
teristicas de la matriz global de los modelos de desplaza

mientos, principalmente que es simétrica y en banda.

La principal diferencia, desde el punto de vista com
putacional, es que la matriz global H no es positiva defi
nida y los ceros presentes en la diagonal principal pueden
obligar a una permutacidn de filas, a fin de posibilitar la

resolucion del sistema de ecuaciones lineales.

Gran parte de los ejemplos que se presentan en el
siguiente capitulo, han sidos calculados empleando un progra
ma de particidn tridiagonal con una técnica de inversidn de
matrices que prevee la posibilidadi.de términos nulos en la
diagonal principal. Sin embargo, el uso de ese programa no
resultd efectivo para la mayoria de los casos de utilidad
practica y finalmente optamos por emplear el método de elimi

nacidén directa de Gauss para matrices simetricas en banda.
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Con programas de este tipo, caracterizados por la
velocidad en resoclver los casos de un sole estado de carga,
la precaucidn que se debe tomar al usarlos con modelos mix
tos, es la de no permitir que la primera fila tenga término
diagonal nulo. El algoritmo gque opera sobre las filas sub
siguientes hace desaparecer los ceros en la diagonal princi
pal y el proceso global puede efectuarse sin inconvenientes.
Por ejemplo, en este primer caso, se puede trabajar sin difi
cultades con sOleo ordenar las incOgnitas de nodo en la forma
M r M, sz' W

La matriz elemental de este modelo para material ho
mogéneo e isOtropo, de espesor constante, en ausencia de car
gas de borde y de rotaciones prescriptas, estd detallada en

el Apéndice I, como asi también el respectivo vector de car

ga.

En el Apéndice II, esta la matriz para el mismo mo
delo, pero para el caso de espesor variable. Aqui deben ser
datos los espesores nodales o sus inversas, que se interpola
ran en el interior del elemento con las mismas funciones de

aproximacién que las usadas para incdgnitas y geometria.
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CAPITULO IV

EJEMPLOS DE APLICACICN DEL MODELO CON w, Mij CONTINUOS

4.1 - PLACA RECTANGULAR CON CARGA UNIFQRME

Este primer ejemplo esta definido en Fig. 8 y  ha
sido utilizado en varias oportunidades para verificar resul
tados de elementos finitos mixtos (refs. 5, 9, 14}. La pla
ca es delgada y la influencia de la deformacidn por corte se
rad despreciable, salvo en una zona del orden del espésor . de:

la misma, cercana a los bordes libre y apoyado.

A fin de colocarnos en iqualdad de condiciones con

las referencias mencionadas, sobre el contorno se ha asumido

M =M =0 ; M =M =20
22 an 12 ns
Borde libre o ’ '
w # 0 - Qn = 0 {natural)
M = M =0 ; w =
11 nn
Borde apoyado
M12 = Mns #F 0 » ¢s = ( (natural)
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w =290
Borde empotradé 'Mzz =M #0 ¢n = 0 (natural)
{ Mlz = Mns-# 0. » ¢E =0 (natural)
M =M =20
12 ns -
Eie de simetria Mgz =M _#0 > ¢ =0 (natural
W #£ 0 -+ Qn =0 {natural)
En la proximidad del borde libre, se produce una

brusca caida del momento tordente en una zona del orden del
espesor de la placa. A ello se debe la perturbacidén que se
observa en los resultados y gue podria atenuarse densifican
do la malla, tal como hemos eféctuado en el ejemplo (4.10ﬁ.
Sin embargo, la condicidn exacta M o=M = 0 es alll obli

gatoria para evitar la aparicion de ¢s = 0 como condicidn

natural.

Una situacion similar acontece en el borde apoyado,
La diferencia estriba en que, al omitir Mlz = Mns = 0, la
condicidn ¢s = { puede aceptarse como aproximada para di
cho borde. En estas circunstancias, la variacion del momen

to tordente coincide con la que resulta de la teoria elemen

tal.,
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Los valores obtenidos con el elemento isoparamétri
co lineal son similares a los presentados por Conneor (ref.5)
para un triangulc lineal sobre el mismo modelo mixto. En
Fig. 9 se ofrecen los resultados del isoparamétrico cuadra
tico con una malla de 3 x 3 elementes sobre la mitad de

la placa.

Fig.8
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4.2 - ESTUDIO COMPARATIVO DE CONVERGENCIA

En la Fig. 10 se muestran los resultados de los ele
mentos isoparamétricos para la deflexidn central de una pla
ca cuadrada empotrada, de pequeno espesor y bajo carga uni
forme. La solucidn analitica de la teoria elemental se ha
tomado de ref. 13 y los valores de los otros elementos, se

gin ref. S.

Fig.10 e = wlapr.)/wlt.elem,)
T T T
o
1.1
Isoparamétrico
- . lineal
Isoparametrico o
cuadratico
T~
T,
e
—r
Hibride .
rectangula
1-0 - - ‘ 7_£ﬁ _.-—'-'K_“——"_—x
N~/ ~_ . °
Isoparametrico ~ o
cabifo g"
! Triangule com 4
Equilibrig I (Bagalgy] ﬁ ,’
(Morlaey.
“/ ﬂ\)
| -7 N
' * o / {’ / Triangulo comp.
/ / NSy /  (Clough-Tocher)
. / \AG/ i
/ ' A/
) ! j““Equilibriu IT (Morley)

1/2 N? de elementos por lado
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4.3 - PLACA CIRCULAR EMPOTRADA CON CARGA UNIFORME

Una de las caracteristicas mas importantes de los
elementos isoparametricos, es su capacidad para aproximar
geometrias curvas. A fin de valorar este aspecto, se anali
za a continuacidn una placa circular empotrada, cuyos datos

sS0n:

-+
il
H
]
=1
[
o]
]
()}
o]
|
L=
%]
x
ot
[=]
o
b=
n
o
[ 8]
-

En Fig. 11 y Tabla 1 se muestran las mallas utiliza

das y los resultados obtenidos:

TABLA 1

Elemento Malla w{centro Mr(centro) Mr{borde]
I. Cuadratico 1 0.1396 5.006 - 2.432
I. Cuadratico 2 0.1459 2.633 - 4,613
I. Cuadratico 3 D0.1463 2.583 - 4,543
I. Cabico 1 0.1430 3.339 - 5.794
I. Cuobico 2 0.1421 2.490 - 4,293

Teoria elemental
(Ref. 3) 0.1469 2.655 - 4.500
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Fig.11

Malla 1 Malla 2 Malla 3

4.4 - INFLUENCIA DEL NOMERO DE PUNTOS DE IﬁTEGRACION

La técnica numérica utilizada para evaluar aproxima
damente las integrales que correéponden a la matriz del ele
mento y vector de términos independientes, ofrece la posibi
lidad de aumentar la exactitud a medida que se toma un mayor
nimero de puntos de Gauss de--integracion. Sin embargo, es
conveniente establecer algunos criterios generales, a fin de
no perjudicar la aproximacidn de la solucidn ni recargar ex

cesivamente el trabajo computacional.

El analisis efectuado sobre los resultados del ele
mento lineal indica gque bastan para €1 2 x 2 puntos de in
tegracidn, ya que no se observa diferencia sensible al tomar

un mayor niimero.
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Para el elemento cuadritico es necesario, al minimo,
3 x 3 puntos de integracidn y para los casos complicados

4 x 4,

El elemento c¢ibice también da buenos resultados con
3 x 3 puntos en ejemplos sencillos, aungue es recomendable

elevar ese numero en la mayoria de las aplicaciones.

En Tabla 2 se presenta una de las pruebas efectuadas,
tomando como base el ejemplo del articulo (4.3), con el ele

mento cuadratico y la Malla 2.

TABLA 2
Elemento Malla NQ p.i. wicentro) Mr(borde)
I. Cuadratico 2 2 x 2 0.1345 - 7.718
I. Cuadratico 2 3 x 3 0.1459 - 4.607
I. Cuadritico 2 4 x 4 0.1459 - 2,613
I. Cuadratico 2 5 x 5 0.1459 -~ 4.613
Teor{a elemental (Ref. 3) 0.1469 -~ 4,500
4,5 - CARGA LINEALMENTE DISTRIBUIDA

Otra de las capacidades interesantes que ofrece el
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presente método, es la posibilidad de tener en cuenta en for
ma consistente, las cargas linealmente distribuldas, sea so
bre el contorno exterior o en el interior de la placa. La
integral [ Q w dS es evaluada con la técnica expuesta en
(3.4), obtzniéndose un vector de cargas de nodos equivalente
que debe ensamblarse al vector global de términos indepen

dientes con el procedimento habitual.

El problema elegido es el de una placa circular em
potrada de radic R con carga anular uniformemente distri
buida scbre una circunferencia interna de radic a. Los de
mas datos se adjuntan con Fig. 12 y los resultados de la Ta
bla 3 corresponden al elemento cuadratico con la Malla 3 del

articulo (4.3).

TABLA 3
Elemento Malla w{centro) Mr[centro)
I. Cuadratico 3 0.0263 0.245
Teoria elemental
(Ref. 13) . 0.0264 0,254
R =6, a=4,
q=1. h = 0.2,

6
v =0, E=20.2 10 .
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4,6 - ESPESOR VARIABLE

A fin de verificar las posibilidades de los elemen
tos isoparamétricos en los problemas de espesor variable, he
mos tomado una placa c¢ircular empotrada, acartelada, con car
ga uniforme, cuyos datos acompanan a la Fig. 13. Los vale
res numéricos de Tabla 4 corresponden al elemente cuadriatico
con Malla 2 y Malla 3 del articulo (4.3) y la solucidn anali

tica es segin la teoyia elemental (Ref. 3).

TABLA 4

- Cuadratico | Cuadratico
Incognita Malla 2 Malla 3 Sol. Anal.
- 3 .
a = Wmax Eho/pa 0.0935 0.0932 0.094
r=20 0.0520: 0.0528 0.0543
B = EE— r=>D5 - 0.0197 - 0.0200 - 0.0188
pa®
r=a - 0,122 - 0.144 - 0.149
r=20 0.0520 0.0528 0.0543
M
t
Y= — r=>» 0.0135 0.0147 0.0149
pa?
I = a - 0.0405 ~ 0.0329 - 0.037
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Fig.13 | e a = 6.6667
1 /_ ; b = 4.
| TR

h,l’ P : h=0.1

r%/ o I h = 0.06
b | 2 s
' ! E = 0.2 x 10

v = 0,25

4.7 - CARGA HIDROSTATICA

En este caso, la carga de superficie es variable so
bre el elemento y el ejemplc gue se analiza es una placa rec
tangular sometida a empuje hidrostatico y cuyos demas datos
estin en la Fig. 14. En Tabla 5 se comparan los resultados
del iscparamétrico cuadratico con el triangulo de 18 grados
"de libertad, modelo de desplazamientos (Ref. 16). Debe no
tarse gque, en los puntos del contorno, es de esperar alguna
discrepancia de la teorla elemental con respecto a la que-

sirve de base al presente trabajo.

Fig.14  _ -
X, 0.8 o.8 | _ 6
0.8 | tibre. § h = 0.01
empotrafo - : -
1z  d X ] v 0.2
N g=1.

simplemente apoyado
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TABLA 5
Malla w M, M,

Elemento 1l/2 de placa (punto c} (punto c¢) (punto b}
T-18 1 x1 753.5 110.4 191.0
T-18 2 x 2 761.1 116.2 251.5
T-18 4 x 4 760.7 115.3 240.5
I.Cuadrat. 2 %X 2 780. 137. 228.
I.Cuadrat. 3x3 771. 115. 221.
Teoria elemental (Ref.16) | 761l. 115, 229,
Multiplicador 10 °pt*/D 10" *pe? -10" *pt?
4.8 - CARGAS CONCENTRADAS

3i bien no se ha establecido explicitamente, en 1la
teorla del capitule 3, la forma en que se tomardn en cuenta
estas cargas, no cobstante ellas pueden ser incorporadas al
conjunto de capacidades en la hipOtesis gue dependen de un

potencial de la forma

en donde P es una carga concentrada y vy el desplazamiento

promedio correspondiente a su punto de aplicacidn, Esta con
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tribucidn debe ser anadida al funcional del conjunto y por
simplicidad asumimos que las cargas esté@n aplicadas directa
mente sobre los nodos. Se obtiene entonces

* _ e, _
¥ = (JU) - QP v

Al efectuar la variacion

* o € - = .
SHY = ] (eT)) (I P, §w i) =0 (4.1)

lo cual significa que bastara adicionar el valor de la carga,
con su signo, al vector global de los teérminos independien
tes en la posicidn gue corresponde al desplazamiento w del

nodo en el cual estd aplicada.

Los resultados de Tabla 6 corresponden a una placa
empotrada clrcular con una carga central unitaria, cuyos ©

tros datos son: E = 0.2 x 10°; h=0.2; v =0.18; R = 6.

TABLA 6
Elemento Malla w({centro) M, (borde) ’
I. Cuadrdtico 2 | o0.0213 - 0.326
I. Cuadratico 3 0.0209 - 0.324
I. Cibico 2 0.0201 - (.282
Teorfa elemental (Ref.3) 0.0208 - 0,318
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4,9 - PLACA EMPOTRADA ELIPTICA

El problema se muestra en Fig. 15 y los valores nu
méricos figuran en Tabla 7. La solucidn analitica es de la

teoria elemental (Ref. 13).

Fig.15% .
E=0.8 » 10
h = 0.01
2.7 v = 0.3
1.585
p=1. = cte.
Elemento w({centro) Mzztcentro) Mzz(x1= O,xz= b}
T. Elemental - 0.947 1.04 - 1.9]1
4,10 - CONDICIONES DE CONTORNQO EXACTAS SOBRE UN BORDE SIM

PLEMENTE APOYADO

Tal como ha sido mencionado, el presente modelo ofre
ce la posibilidad de aplicar la condicidn exacta Ms = 0 so
bre un borde simplemente apoyado. 8in embargo, la calda

brusca del momento tordente, en la proximidad del borde,obli
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ga a modificaf la malla de modo que esa variacidn localizada
sea representada adecuadamente. El1 ejemplo que sigue es una
placa cuadrada, simplemente apoyada y con carga uniformemen
te distribuida. Las condiciones de contornec establecidas
por valores nodales son: w =0, M =0, M = 0 sobre el

nn ns

contorno apoyado y Mns = 0 en el eje de simetria.

En Fig. 16 se muestran los restantes datos, la malla
y un grafico donde también constan los resultados de un ele
mento rectangular de 20 grados de libertad, modelo de despla
zamientos, implementado por C. Pryor y ad. seqgin la  teoria

de Reissner (ref. 8).

Fig.16 Valores de N12 sobre x2=b!2
X a = b =100, l[\"12 T.elemental
- h = » ,
i b — 10 6 T.Reissner \ borde
T E = 23x10 1600 ﬁ\ Q-1
! x1 [] 3 B . "
v = D. 3
| . 1 _Rectaqgulo
o = .
1){2 p _(ref.ﬁi; \ 4

cuadratico | 4 /5
D. 1.‘
X
\_ a/2D——|"—* !
a
4,11 - ANALISIS DE LA INFLUENCIA DEL ESFUERZO DE CORTE

Uno de los aspectos salientes del método en estudio,
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es la capacidad de resolver problemas en los cuales el espe
sor deja de ser pequeho en comparacidén con las dimensiones
restantes, tomando, por consiguiente, un papel importante las
deformaciones por corte gue son despreciadas por la teoria

elemental.

Para verificar ¢l grado de aproximacidn de los ele
mentos isoparamétricos mixtos al tratar estas situaciones, he
mos elegido una placa cuadrada, simplemente apoyada y  <on .
carga uniforme. Las condiciones de contorno utilizadas seon
las mismas que las asumidas en la solucidn analitica: w=0,
M_ =0, (¢ =0). EnTablaBes v=0.3, a= lado del
cuadrado, la malla indicada corresponde a un cuarto de placa

y se comparan los resultados con el rectangulo de 20 grados

de libertad (ref. 8}.

TABLA 8
3
Relacidn a = EEEE—E;E—
pa
E T.Eiemental T.Reissner Isop._m%xto Rectangulo
(ref. 8) | (ref. 8y |Suadratico | fref. 8)
0.01 0.04437 0.04439 0.04435 0.04423
0.05 0.04437 0.04486 0.04482 0.04469
0.15 0.04437 0.04876 0.04874 0.04852
0.25 0.04437 0.05656 0.05656 0.05617
N@ total de grados de liberdad 160 245
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4.12 - OTROS EJEMPLOS

a) Placa semicircular con carga uniforme.

Los datos se adjuntan con Fig, 17 y algunos resulta

dos del elemento isoparamétrico cubico constan en Tabla 9.

Fig- 17 ) s.apoyado Radic = a = 6,
a
c empotrado vV =10.3
IR EIZ: E=0.2%10
h =0.01
p =1.
Borde curvo: empotrado
Borde recto: simplemente apoyado.
TABLA 9
Dw M_ ()
Elemento | (;,¢30%, 5 | a = Pauc B = ;az
I.Cubico 2 0.0321 0.0446
Teoria elemental (Ref. 3) 0.0327 0.0447

b} Placa con forma de un cuarto de clrculo.

El problema se indica en Fig. 18 y los resultados
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del elemento cuadrdtico estan en Tabla 10. Los datos res

tantes son iguales a los del caso a), Fig. 17.

Fig.18 Borde curvo: empotrado
Bordes rectos: simplemente apoyados.
TABLA 10
Elemento Malla a = D Ve B = e ()
{inciso 4.3) p a* P a?
I.Cuadratico 3 0.00133 0.0260
Teoria elemental (Ref. 3) 0.00132 0.0272
4.13 - PLACAS "SANDWICH"

Un caso importante de flexidn de placas, en donde
las deformaciones por corte toman caricter decisivo, es el
de las llamadas placas "sandwich", constituidas por un niicleo
de aglutinante gque no absorbe solicitaciones axiales y cuya
mision es la de unir dos chapas, comparativamente delgadas,
que estan destinadas a transmitir los momentos de flexidn

(Fig. 19)}.
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Fig.19 77777 77 7747 i 2 e s 717 77 L
~ D @ o ~>-5 ] 1
- h

(D D> —| |

\ T Il i

Tf

H

4

Asumiéndose una variacidn lineal con la altura, de
los desplazamientos en el plano de la placa y el esfuerzo de
corte absorbido, con tension constante, solamente por el
relleno interior, el funcional (3.9) s0lo es modificado en
lo que respecta a la energia complementaria, la cual para es

te caso vale (ref. 10}:

a = % ;;-2? (o + m“}z 20+ 00 - M+
2
. :TE:_f @ + 02 (4.2)
n
en donde: E = mddulo de elasticidad longitudinal de las
chapas.

G, = modulo de elasticidad transversal del relleno.
h = altura del relleno.
tf = espesor de una chapa.
v = coeficiente de Poisson de las chapas.
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Observando la expresidn (4.2} se constata la ausen
cia de los términos correspondientes a la influencia del eg
fuerzo normal en la flexion, la cual se supone despreciable,
y la matriz compieta del elemento, junte con el vector de

términos independientes, se detallan en el Apéndice III.

En Tabla 11 y Fig. 20 se analiza la convergencia del
elemento isoparamétrico cuadratico, para una placa cuadrada,

simplemente apoyada y con carga uniforme, cuyos datos son:

a = lado = 4 tf = 0,02 E = 2100000
h = 0.2 v = 0.3 G, = 4 n® o/(h a?)
TABLA 11
Elemento Malla Ve
(1/4 de placa) (centro de placa)
I. mixto cuadratico 1 x1 0.001566
I. mixto cuadratico 2 x 2 0.001642
I. mixto cuadratico 3 x 3 0.001644
Solucidn analitica (Ref. 10) 0.001644

(efecto por corte incluido)

En el proximo capitulo se presentarin otros modelos

mixtos, como base de elementos finitos iSOparamétricos.



Fig.20

.007

.00E

.005

4

w_ 0O/ p a

Modelo hibrido
tensiones cuadraticas
Pian (ref.10

e

Solucion analitics
(efecto por corte inclufdo)

Isoparametricd mixto
gcuadratido

1 2 3 4

N= NY de elesmentos en 1/2 del lado
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CAPITULO V

OTROS MODELOS MIXTOS SOBRE 1A TEORTA DE REISSNER

5.1 - MODELO MIXTO CON w, Hijg Qj, CONTINUOS

Conocidas las ecuaciones diferenciales que gobier
nan el problema, se ofrecen numerosas posibilidades para mo
dificar el funcicnal (3.5) y de esta manera obtener diversos

modelos mixtos para base de elementos finitos.

Tomando como punto de partida (3.5), asumimos ahora
cumplirse idénticamente en el interior, las ecuaciones (3.7)

(d):

= Gkh .
9 Gkh(w ; + &5)
y sobre el contorno:

{5.1)

=
]
=
i
O
"
Q

M .
un nn ns ns n

i

Considerando como variables independientes w, Mi]
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Qj' eliminando ¢j a partir de (3.7]{&) y teniendo en cuenta

(5.1), se obtiene un nuevo modelo con el funcional:

= [0, . - pIw- Ce g - o -
o= [0y - v My - 0 (e 95~ %5

-QYan+ f M 6 4+ M ¢, + 0 WIas  (5.2)
S

u

en la cual @ es la energla complementaria por flexidn y cor

te expresada en terminos de Mij' Qj‘

El problema de flexidn de placas también es resuel
to por la variacidn del funcional (5.2) con respecto a las

variables w, Mij' Qj' con las condiciones subsidiarias (5.1).

Considerando que en el funcional ]I2 solamente estan
presentes las derivadas primeras de las funciones incoégnitas,
resulta inmediata la implementacidn de elementos isoparamé

tricos con funciocnes de interpolacién que cumplen Z¢i = 1.

A tal efecto, representamos las incognitas, la car

ga de superficie y la geometria con las mismas funciones de

interpolacidn
n n n
w = W H Mt " = M- * H * = *
2 - 1] 2 fl] 0 E QJ
- a ] = n = n
P 2 P ! Il 9 §1 ! xz 2 §z
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Reemplazando en (5.2) se tiene:

n,T (5.3)

(=7
.l.

o

10

En la expresion (5.3) las matrices a, b, ¢, g, e,
- g, g . tlienen el significado establecido en (3.17), (3.18),

(3.19), (3.20) y (3.22), agregdndose ahora las siguientes de

finiciones:

y T

t = [ 2" ¢ |7lag an
A ax T T

n 1

p T

v = [ (¢ ¢ |7]dg an
A dx -
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D e (4] -D e
1~ - 1 =
8, = 0 2|(].+\.n)l:)l e 0
-D e 0 D e
1 - -~ 1 -
- J
E .h®
D = (5.4)
1 12
Ql:l.
=1
Q" =
n
Q,
Q q / Q, wds
n,u
Efectuando la variacidén se obtiene:
[ e L
e i '
om, = tay™%, o™, sw™Ty 2% | 0" | + B}
wo J
| L=
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en la cual 5:, §: son las contribuciones elementales al

sistema globél} gue se detallan en el Apéndice IV.

En este modelo, sobre los bordes apoyados y empotra
dos, la condicidn w =w = 0 se aproxima como condicidén na
tural, con s$0lo dejar variar libremente Qn en el contorno.
Sin embargo, también es posible forzar w = 0 a través de
valores nodales, consiguiéndose resultados muy similares con

ambos procedimientos.

En la Tabla 12, se transcriben los valores  corres
pondientes a una placa cuadrada empotrada, con carga unifor

me, cuyos datos son:

8
E = 0.3 x 10 v = 0.3
h = 0.01 a = lado = 1.6
La verificacidon fue efectuada sobre una malla de
3 x 3 elementos isoparamétricos lineales en un cuarto de
placa y en el primer caso se ha dejado libre de variar el

desplazamiento W sobre el contorno, mientras que en el se

gundo, se impuso: w = 0 por valores nodales.
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TABLA 12

Scbre borde empotrado
Variable

~w(libre) w=290

v — —z
Wlcentro de placa) | 0.3322913 x10 ° | 0.3322912x 10

5

W (centro de lado) - 0.87 x10 0.

M =M {c.placa) 0.0668290 0.0668288
11 232

Mn(centro de lado) -0.128533 1 =0.128532

Otros resultados de este modelo se encuentran en la
Tabla 13 y las subrutinas para la generacidn de la matriz vy

vector del elemento lineal se listan en el Apéndice VI.

5.2 -~ MODELO MIXTO CON w, Mij' Tj' CONTINUOS

Para este modelo también asumimos gue se cumplen

idénticamente, en el interior, las relaciones

Qj = Gkh(w’j + ¢j) (5.6)
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Denominamos distorsion asociada al esfuerzo de cor

te Qj’ a la magnitud Yj definida por

y., = .+ W, 5.7
YJ ¢.] 5] ( )

A partir del funcional (3.5} y suponiendo cumplirse,

sobre el contornc¢, las condiciones

w. o= W : M = M : M = M {5.8)
nn nn ns ns
luego de eliminar Qj ¥y ¢j por medio de (5.6) y (5.7), inte

grando se tiene:

1
= -G . - - M.. . . = . -
n,o= [2 Kho¥s Y5 TR WS My a0y W)

- nB] aa +'£ (Mnn d'l:l. * Mns ¢s)d$ - £ Qn w dS
u ag

(5.9)

en donde Q, es la energia complementaria por flexidn en tér
minos de los momentos Mij'

Una solucion del problema de flexidn de placas se
consique por la variacidn del funcional (5.9) con respecto a
las variables independientes w, M.., Yj' con las condicio

1]
nes subsidiarias (5.8).
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Al igual que en los modelos anteriores, encontramos
solamente en II3 derivadas primeras de las funciones. incégni
tas, lo gque permite de inmediato el empleo de elenentos iso

paramétricos mixtos.

Efectuando la representacidon de las variables y 1la

geometrIa en la forma

_ n . _ n . - n
w = ¢W ; M,; = oMy, ; Y; ? Y3
p = E En ; xl = 2 ?El: : xz = fE )5:

s0lo resta reemplazar en el funcional (5.9) y hacer la varia

cidn:

Gﬂj _,{62’1:1,'1" G?n,'r' 6En’T} A | %0 Y g®

~ ~3 - ~ 3

n
L g?! - J(S.lO)

- e e
En la expresidn (5.10}, A, y B, son las contxibu
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ciones elementales al sistema global que se detallan en el

Apéndice V.

5.3 - ESTUDIO COMPARATIVO DE LOS TRES MODELOS MIXTQOS -

El analisis ha sido realizado sobre una placa cua
drada empotrada, con carga uniforme, cuyas caracteristicas

son idénticas a las del ejemplo que figura en (5.1).

La malla indicada en la Tabla 13 corresponde a un
cuarto de placa y para distinguir los tres casos, adoptames

la siguiente denominacidn:

Modelo 1l: W, Mij continuos
Modelo 2: w, Mij' Qj continuos

Modelo 3: W, Mij' Yj continuos

TABLA 13
w % 102

Malla {centro de placa)

Modelo 1 Modelo 2 Modelo 3
1 x1 | .0.39730. |  0.39733 .. 0.39730
2 x 2 0.36483 . | = 0.36483 .| = 0.36484
3 x 3 0.33229 . . |. . 0.33228 . .. 0.33229
4 x 4 0.31971 0.31971 0.31971




1 M;z
Malla {centro de placa}
Modelo 1 Modelo 2 Modelo 3
1 1 -0.13294 0.13296 0.13294
2 2 0.08L038 0.081038 0.081038
3 3 0.06682% 0.066827 0.066827
4 4 0.063448 0.063445 0.063448

De los resultados gque se observan en la
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Tabla 13,

se desprende gque los tres modelos presentan la misma conver
gencia en funcion del numero de elementos. Si tenemos en
cuenta el niimero total de grados de libertad, no sucede lo
mismo, ya que los modelos 2 y 3 tienen sels grados de Lliber
tad por nodo, en cuanto el modelo 1 posee sdGlo cuatro por
nodo.

Finalmente podemos asegurar que no han sido  agot§
das las posibilidades en cuanto a nuevos modelos, a  partir
del funcional generalizado (3.5) sino, por el contrario, un

amplio campo de investigacidn se abre con interesantes pers

pectivas.
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CONCLUSIONES

Los funciocnales mixtos para flexién de placas son
un adecuado punto de partida para el desarrollo de elementos
finitos isoparamétricos. Estos elementos muestran sus exce
lentes propledades para atacar problemas con condiciones muy

generales de carga y geometria.

A través de la evaluacion global de los resultados
del presente trabajo, surge en evidencia que el elemento iso
paramétrico cuadratico del modelc con w, Mij continuos, es
el mas apto entre los que han sido estudiados, para una apli
cacidn sistemdtica y se revela como una herramienta poderosa
para el anadlisis de flexidn de placas delgadas y moderadamen

te gruesas.

Dentro del mismo esguema, es posible adelantar que
las capacidades expuestas pueden ser incrementadas con el
analisis no lineal e inestabilidad del equilibrio, comc asi

tambien con el estudioc de vibraciones.
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Concluimos entonces gue, a mas de ofrecer la posi
bilidad de abordar una gama amplia de problemas de estatica
de placas en flexidn, los modelos analizados ofrecen un pro
misorio panorama para desarrollos mas avanzados sobre el

tema.
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NOTACIONES

Componentes de tensiones.
Componentes de deformaciones.
Desplazamientos.

Energla de deformacidn por unidad de
Energia complementaria por unidad de
MOdulo de elasticidad longitudinal.
Modulo de elasticidad transversal.
Coeficlente de Poisson.

Momentos flectores y torsores.
Desplazamiento transversal medio.
Esfuerzos de corte,

Rotaciones medias.

Distorsiones.

Constante de rigidez de las placas.

volumen.

volumen.

Carga normal por unidad de superficie.
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APENDICE I

CONTRIBUCIONES ELEMENTALES DEL MODELO l.

112

ESPESOR CONSTANTE

Orden de las incognitas: W, M, M* , M°
~ " =’ ~1' ~a2a2
. . T .
9 : a . b+hb X ¢
. : 1 .
+-De+—aj.+s -—5Db . vwD e
: Gkh = Gkh = . -
Ae= ....‘.......: .............. :-I.I.--.I.-I:I. ...........
~1 - L) .
:-{2(1+v)D1§ .
Simetrica . 1 : -1y
. -+ —— (a+¢)}- Gkh ~
. . Gkh -
. . . 1
: : + -{D e + —c}
: . 1 Gkh =

o

I

~

n
| un
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| »]
- ep
‘2
D.vh n
ep
10 -
0
2
Dl'vh n
ep
10 -

Las matrices a, b, ¢, e, estan definidas en el Ca
pitulo III y el vector gf debe cambiarse de signo
para ensamblarlo al vector global de términos inde
pendientes. Este Ultimo recibira aportes adicio
nales en caso de existir cargas de lInea distribui
das, cargas concentradas o rotaciones. prescriptas

no nulas.



CONTRIBUCIONES ELEMENTALES DEL MODELO 1.

APENDICE

II
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ESPESOR VARIABLE

Orden de las incognitas:

(L=

4" B & s Ea s E s s

LRI T R R )

Simétrica

CRC RN I N I R I I R )

LI B N N RN B R B NN N B BN R R R R R R T R RN R R I N R T O R T R N

o
0
o1 |55

h

E R AR B BN RN N R

-(D e +ia)
2~1 Gk ~]

*REE AR AN FR ad AR PR TR R T AR R R R R R A EE AA RS A e

& B 8 4 BEd s

,._1_9
Gk "!

~{2(1+v)D e

- 251

+ -l-(a-+c)}
Gk ~3 ~1

aAfin

L I I R I L I T T T T A R e R I A A A N X

n

& % &4 4 & " AT ENEN

Gk 7!

LI I A R I N )

-{D e +=—c}
2~1 1




1i5

-ep"
Dzv . pn
1 "7
B¢ =
ul’v
0
D,V e ot
10 ~%"
3
e, = [ wu") ¢ ¢ l3lacan
An
T
e, = | (#E8)H ¢ ¢ [s]agan
AI.'I.
T
a, = [ @EVNE—® (= ¢ ]3] agan
A ax ax
n 1 1
T
b, = J @EHE— 9 (= 9]I]agan
An 9x Ix
1 2
T
c. = | EHE 8 (< 93l agan
1 An 9x Ix
2 2
1 n : 1 1 :
- = H = { —_—t -_—t LI
h B hE :
1 2
Para la definicidn de las restantes matrices, ver
Nota de Apéndice I.
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APENDICE III

MATRICES PARA PLACAS "SANDWICH". ESPESOR CONSTANTE

n n n B
, M® , M M

Orden de las incOgnitas: W '
~ ~11 ~1l2 —-22

¢ 2 : p+p c
c-{Ce+C a}. -Ch . vC e
. 1+ 2~ 2~ . 1~
e _ : ; :
~s_ ............:'.'...-......:.............:..'...".....
: : 4{2(1+u}clg :
Simétrica . . -C.b
: L+ C (a+e)} | :
. . it ={Ce+C c}
» - » i~ 2~

Be = {"ep + 0, 0, =0]'T H C = 2 H c = H]:“
T~ T T 1 Etfh2 2 G'h

Para la definicidn de las restantes matrices, ver

Nota de Apéndice I.
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APENDICE IV

CONTRIBUCIONES ELEMENTALES DEL MODELO 2. ESPESOR CONSTANTE

Orden de las incdgnitas: llir:l, M

r - » L ] [ ] . ~
. . . 1 . .
-De ! 0 lvDe -—=—¢t! 0 ! a
o : ' i ekn T :
onoo..oo':l!9....-:.ootnloo:ooco..o-: L I ] * :0. » »
i -pe:. 0 -2 vi-Loe: b4+t
: **: 7 . Gh T : ekh " ; T 7
: i -pe: 0 .-L i ¢
: : 1= * Gkh " :
Ae = ..II.‘.I.:..I.....:.C......:.0 0....: .................
2 : : : : :
imEtr: . -1 - . T
métrica ' Ve 0 . —(t+E }
. . . Gkh 7 . - P
: : : L el (v+yD)
: : : : Gkh T . T 7
: X : : o0

12

D = 2{(1+v)D _— ;
3 1 1 (E ha) &

LY
=
|
~
]
|
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2
Dlvll a
ep
10 o~ M
0
2
DI\!h 0
e - g
B° - 10
-2
0
0
n
L - 4

Las matrices a, b, ¢, e, estan definidas en el Ca
pitulo III y t, v, se especifican en el Capitulo V. El vec
tor g: debe cambiarse de signo al ensamblarlo con el vector
global de términcs independientes, guien recibird nuevos apar
tes en caso de existir cargas concentradas o rotaciones pres

criptas no nulas.
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APENDICE VWV

CONTRIBUCIQNES ELEMENTALES DEL MODELO 3. ESPESOR CONSTANTE

Orden de las incognitas: M-, M, M" ' Tn, I:’ @

(=
t
r

vD e
1-

1§1]

4 8 8 & 88K E S LR B S B R I LI N B B I B ] 20 80 80 B8 LI B I N I ) LR B B N B ]

L]

-t

0 -D e t

3”

o
1
<
o
+
30

o
10

1~

A — LR B BN I N R R L N I A ] ERC I O T B I LN S RE N N N N ] - s & savawyw

8 A & B FE S H RN RS R R e E

simétrica Gkh e

o
1o

BE A E R F NS N F R sy RN RS RN Y

RS R EE PR RS R A g8 RS R RN SR Ry B R E B ARG BA AR SRR A g A A RS A
Wk R+ RS R g A S A S gEF AR FW FW Ry WOk Ea o F A sy %R R RS F g E R kS s

R A R R R RS RS N A S AR A4S EE RSl &R E A4 s BE & ke E A A s RS ka ks aaees

. : Gkh e 0
: : 0
B® = BF ; D = 2(14+v)D
~3 ~2 k| 1

Para la definicion de las matrices de base, ver Apéndice IV.
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APENDICE VI

SUBRUTINAS TIPICAS PARA ELEMENTOS ISOPARAMETRICOS MIXTOS

A continuacidn se presenta el listado de las subru
tinas PENTA y MIXED, escritas en idioma FORTRAN IV para el

computador IMB-1130 (32K) de la U.F.R.J.

La subrutina PENTA genera las coordenadas y los fac
tores de ponderacidn para integracion numérica con 5 % 5 pun
tos sobre un dominio bidimensicnal. Es conveniente que el
programa principal disponga de subrutinas semejantes para
3 x3 y 4 x 4. puntos de integracion, que seran utilizadas

gegin el caso.

La subrutina MIXED monta la matriz é: y el vector
ge del elemento isoparamétrico lineal correspondiente al Mg

delo 2. Su llamado debe ser posterior al de PENTA y la se

cuencia de las operaciones que realiza es la siguiente:

a) Definicidn de constantes y anulacidon previa de

las matrices de base.
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b) Integracion numérica de las matrices de base.

) Montaje de la matriz elemental vy del vector

asociado, segln el esquema del Apéndice IV.

d) Alteracidn de la posicidn de filas y columnas
a fin de obtener una salida ordenada por incdg

nitas de nodo.

Siguiendo un camino similar, es relativamente sen
cillo escribir las subrutinas de los elementos cuadriatico vy
cibico, como asi también todas agquellas necesarias para los

modelos restantes.
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FEXTLNBEY PRECISION
#LIST SOURCE PHLOGCRAM

SUBROUTINE PEMTA{A L)

122

b L 2t e s bl 2 e g R R R T FE T i L e e T S T

(K
C*
C*
(o
Cé
C*
C=
(M 3

ESTA SUBRUTINA LINERA LAS CODRDINADAS EN Al2.285F Y
LUS FACTURES DE FOMUERALION EN W(251 PARA INTEGRACION

NUMERICA COW HX5

*
=
&
]
PIEITIE DE GAUSS SOSRE UN DOMINIO %
BIDIMENSIONAL ]
¥
*
-

Codeppkdrddrddd v ittt ok ok ok A Aok R S ok e s e o e e e e e oAr 3 ek ek fe o
DIHMENSION AlZ25y£5),4l25%1,000)

QL==0.906173844%233c
Q2=-0.53846931. 155
C{l1=0,2369268a50542
Ci21=0.47T80286T735415
Ci31=0.%680B03R35858
Clal=L{2}
Clsy=ClL)

00 1 1I=i,5
El1.1)=0Q1
AlLs149)1=Q2
AlL+1+10)=0.
AlLrI+15)=~0Q2
AlLyT420)=-0]
b 2 I=1:5
It=5%(1-1}+]
Al2,11}1=9]
12=5%{T-1}+2
Al2,T121=@2
13=5%{1-1143
A{2:13)=0.
Fa=5%{ [-1)+4
A2sT4)=-A12,18)
IS=b¥%({1-1)+5

A2, 15)=-A(2,11])
DO 3 T=1,5 |
W{I3=Ci{L1&C{ 1)
Wi{l+5i=C{21%C{])
WIEREQ)=C{3)¥C (1}
WLEFL1S)=0{4)®eCIE} .
WIl+201=C(51&C1 T}
RETURNM

END
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REATENDED PRECISTION
*LIST SOURLE PROGRAM

SUBROUT INE MI

XLEDIEESEETU, THe P A YW HPU, TT, 57

123

A i e L L L T Rt R P o B TP T D PR e

C*
C*
O
¢
Cx
O
Cx

Ce
[
C#*
Cx
o
CH
(or
£
C ¥
L
]
%
ct
C%
:c*
%
%
C*

% .

C*

o T T L g T L e L R P SR Y

ESTA SUBRUTINMA CALCULA LA MATRIZ DFL ELEMENTO Y EL VECTOR

LE TERMIMO

CoLEoRskEm ko kR Ak ok gy

DAT(S

XE{4%,2)=
Plat=
EE=

Tu=

Tti=
Al2,29)=
Wi2t)=
HPU=

SALTIDA

5{25,251=
Ti{24)=

DIMESNSION FTY

Nl=5
LG=EE/12.%11.
CL=12./1EE*(T
CA¥=5./6.
CAP=GGHGAMETH
00 18 [=1.4
BO 18 J=1:4
GE{I:J)=0.
FE{1,J)=0.
E{1l,41=0G.
ﬁﬁ‘ist’O.
B(]’J)=Uo

5 INDFPENDIEMTES CORRESPONDIENTES AL MODELD 2

CUDRGINADAS NODALES DEL CUADRILATERD LIKEAL
VALOWES MNODALES DE LA CTARGA DE SUPERFICIE

MUDULU B ELASTICIDAD LUNGITUDIMAL

COcFICIENTE DE POTSSON

ESPLELSOR

COGRDOENADAS DE LGS PUNTOS DE INTEGRACION
FACTORES DE PONDERACION PaRA INTEGRACION NUKERICAK
HUMERD [E PUNTOS DE IMTEGHRACIOM EN CACA DIMENSION

MATRIZ DEL ELEMENTO ( 2424 )
VELTGR DE FERMINQOS INDEPENDIEMTES

S1sFIAI249),T(2,2)+TLUZ242),812425) sHI25),

CAAT G4 ) yEX S 4)aBlay ) Clh,a) s Si05,29) 4 XE14421,P 147,
CFIx(ZrSi,51{25,251yTT!EQ}.Gﬁiﬁ'Ql-FEI%,Q)

[
+TU1)
F¥E®33)

ELE R b L R e LR S s s et 2 RS ST T 222 2 2 2T

E ]
*
»
*
]
*
*
L]

=
x
*
*
*
*
*
i
*
*
*
*
»
%
»
>
*
x
*
)
*
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22

2%

26
20

Ciisdi=0,

NP=NPLU %HPY

DO 20 K=1,xNf
FI{1i=01.4+All,K} 1 d{lea{24K}) /4
FII21=(le-AtLn)} i1, #212:8]) /4.
FI{3)={la-a{lsKit¥{1e~A{2:K)}/ 0,
FItat={l.+allsRiI¥{lamAl24K}1/4.
FIAllsbI=l e A {2+ KY) s
FIN(LgZ)==81adnt 2,613/ 4.

Flail, 3 =={1.-A{Z2:K)}/ 4.
Fla{lsa)={1la~AlZ2:K)1/4.
FINt2410=01a2Al LK1}/ 4.
FIn{2s21={1u=Al0sK]}/%.
FIN(2,3 ==Y =ALY K} 4.
FIN{2;4)==11.+AL L K}}/4.

DG 22 i=i,2

DG 22 J=1.2

Tti.d)=0.

04 27 M=1l,%

TEE ) =0T JI P IN{ T  MY=XELIM, )
DET=T{ L, 1123T{2,2!~TIL.21%T{2,1}
TI{1:8Y=sTH2.2)/0E7
Ti{142)==T{L:2V/DET
T1(2,1)==-T{2,L}/DET
Tit2:,2¥=T11,1)/7DET

DG 24 J=ls4

DU 24 I=1l:2
FIXl1yd)=0a
DR 24 M=1l:2
FER(T ey =F IR0 4T 10T MI*ETNLM, ]
DET=DETHWIK]}
DO 26 Izl 4
DO 26 J=L1+4%

ElI I 1=E0 T JI+FI{TEFE{31=DET

AT JIZARI T W JI+FIXL Ly TIRFIN{ L, JI5DET
BiF,$i=B{I,JI+FIX(L, TI*FIX{2,J)%0ET
GE{ I D) =GE{ L, I+ FIN{Z, 1 }*FILJISDEY
FE[(I¢J)=FE{ L, JI+FIX{ L TIXFI{IY*DET
Gl sCli s )+FINI2411%FIX{2,J)*DET
CONTINUE

D0 40 I=l.4

DO 43 J=lyv4

SUT,pJYy=—CUYET L4013

S{i+4,0})=0.

SIT48,0)sTVURLDFEL [ J)
SUI+12yJ)=—FE(J, JI/C0AP

S{f+1h;l)i=0.

S(I+204d)=nA1T. )
5{I+&,d+§§=—2-#(1.+TUI*CB*E{IrJI
STI+8,J+41=0Q.
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02
43

66T

L

4}

B&64
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SLI+12; 044 ==000Ud 1) /0P

SEIrIG Jdva)s=Fo( e )s0AD
SUEr20s 345 =301, 34600, 11

SO ed  Jadf==COur{1, 0}
S{I+t2:J%202=0.

SHEF1arJ R=—301)/CaP
S0EF2%rJ+8)=sC0 T, 310

SUT+E2, 032232011, /CAP
SUI+i0,Jd+12)=0.

SUL20: 9012 =~(FEAT,, JI1ELT1Iy1)3
STL+16:J+tal=5{1+12,0+12}
S{i420,J3 ata={GEl T+ J)+0E(J,10}
SEL+20: 0420 =0,

DO 47 1=1.24

S5LE25,T)=0.

DO 43 [=1,%

DO a2 J=1:4

SLU25, D1aST{ 2%, L) -2 L3C0=TUR [ THESZ ) #E (T v 3 ¥ P ()
SL025,142001=80(25, [+200+4E(1, 5)2P(J)

SEC(25, 1 +3)=514258,1!
DI 66T I=21,24

DY so¥ J=l,24
S{l«J=5{Jy 1)

B 43 J=L+2%

Dd 48 I=l,4
S5100%F]=5:0)1=501,J]
Sllok]—4,01=2501+4,.]
SLIG*T-2, 0 =S([+0,.5)
51{o%T-2,J1=S801+12,.0)
SHOuFI-14Jd1=5{{+16,.}
Fliasl,d)=8{1+z3,J}
OO 41 J=1:4

30 41 I=1,25
S(iqﬁ*J_5}=Sl[lyd!
S{1,6%)-41=5111,0+4])
STIa¥1=-3)=511{1,J+3 1
StE+6%8-2)1=5101,0+12)
SMI,6%)-11=51{f,J+16}
S{T.633)=51{1,.0+20]
DO Be4 I=).Z4
TT(R)=5(25,1}
FORMATI//2X:1BE18.A])]
WRITEINL+120)(5{25%,[)1,1=1424%)

WRITE(N], 12000 {541;0),4=1, 24]11—1124}

QETUI\.N
END
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