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Prefácio
Carlile Lavor
Presidente da SBMAC (biênio 2018-2019)

Em nosso mundo digital e cada vez mais interligado, dois concei-
tos matemáticos se destacam por trás desse novo estilo de vida: algorit-
mos e grafos.

A todo instante, problemas em diversos setores da economia são re-
solvidos, maximizando ou minimizando algum critério. Tais problemas
são representados matematicamente por meio de modelos de Otimização,
que necessitam de algoritmos e grafos para a sua resolução computacio-
nal.

Contando com autores de várias gerações, de dezenas de universida-
des brasileiras e centros de pesquisa, incluindo pesquisadores da América
Latina e França, este livro reúne uma combinação ímpar envolvendo três
conceitos que fazem parte da fundamentação tecnológica do século XXI:
algoritmos, grafos e otimização.

Para enfrentar os desafios de uma sociedade que se automatiza de
forma acelerada, vai ganhar destaque o profissional com uma cultura
diversificada, capaz de transitar entre as várias áreas do conhecimento.

Este livro apresenta uma diversidade de tópicos em Otimização, área
estratégica e capaz de conectar vários ramos do conhecimento humano.
Além de resultados clássicos e atuais, a obra enfatiza a Otimização In-
teira e suas conexões com a Teoria dos Grafos, a Complexidade de Algo-
ritmos, a Combinatória Poliédrica e os Algoritmos Aproximativos.

Não posso deixar de destacar o espírito jovem dos organizadores e, de
forma especial, a grande capacidade de agregar talentos, cada vez mais
importante em nossos dias, do professor Nelson Maculan.
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Tópicos em Otimização Linear
Ana Flávia Uzeda Macambira
Nelson Maculan

Para a resolução de problemas de programação linear, os métodos
mais utilizados são o primal e o dual do Simplex. Ver [21, 23, 50, 57, 13,
154, 178, 195, 35, 100, 152, 14].

1.1 Programação Linear
Um problema de programação linear (PL) é definido da seguinte ma-

neira:

(PL) : Minimizar z = c⊤x,

sujeito a: Ax = b,

x≥ 0,

(1.1)
(1.2)
(1.3)

em que são conhecidos c ∈ Rn, A ∈ Rm×n (m ≤ n), b ∈ Rm, e x ∈ Rn é o
vetor das variáveis x1,x2, ...,xn.
Sejam A=(a1,a2, ...,an), a j ∈Rm, a j =(a1 j,a2 j, ...,am j)

⊤, c=(c1,c2, ...,cn)
⊤,

b= (b1,b2, ...,bm)
⊤ e x= (x1,x2, ...,xn)

⊤. O sistema das restrições de igual-

dades em (6.2) pode também conter desigualdades, isto é,
n

∑
j=1

ai jx j ≤ b

que podem ser substituídas por
n

∑
j=1

ai jx j + xn+i = bi e xn+i ≥ 0, em que

xn+i será uma variável de folga. A equação z = c⊤x, z ∈ R, em (6.1), é

1
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a função-objetivo que desejamos minimizar. As restrições (6.2) e (6.3)
formam o conjunto de soluções viáveis do problema.

1.1.1 Método primal do Simplex
Supondo que ρ(A) = m, em que ρ(A) representa o posto da matriz

A, então haverá uma matriz B ∈ Rm×m, formada por m colunas de A, tal
que exista B−1. Particionaremos A e c :

A = (B N) e c =
(

cB
cN

)
, N ∈ Rm×(n−m), cB ∈ Rm e cN ∈ Rm×(n−m).

xB = (xB(1), xB(2), ..., xB(m))
⊤ ∈ Rm

y j = B−1a j, y j = (y1 j, y2 j, ..., ym j)
⊤, j = 1,2, ...n;

(PL) pode ser escrito da seguinte maneira:

(PL) : Minimizar z = c⊤B xB + c⊤N xN ,

sujeito a: BxB +NxN = b,

xB ≥ 0 e xN ≥ 0.

(1.4)
(1.5)
(1.6)

Como existe B−1, podemos reescrever (6.5):

xB = B−1b−B−1NxN ou ainda

(PL) : Minimizar z = c⊤B B−1b+(c⊤N − c⊤B B−1N)xN ,

sujeito a: xB = B−1b−B−1NxN ,

xB ≥ 0 e xN ≥ 0.

(1.7)
(1.8)
(1.9)

Em (6.18), (6.19) e (6.20), fazendo xN = 0, obtemos uma solução

x̄ =
(

B−1b
0

)
denominada solução básica de (6.2) ou (6.5) ou ainda (6.19). Quando
B−1b≥ 0 dizemos que x̄ é uma solução básica de (6.2) e viável do (PL).

Sejam u⊤ = c⊤B B−1, onde u ∈ Rm, e IN o conjunto de índices das colu-
nas da matriz N:

(c⊤N − c⊤B B−1N)xN = ∑
j∈IN

(c j−ua j)x j = ∑
j∈IN

(c j− z j)x j,

onde z j = u⊤a j, j = 1,2, ...,n−m.
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Sejam x̄B =B−1b=(x̄B(1), x̄B(2), ..., x̄B(m))
⊤ e IB = {B(1), B(2), ..., B(m)}

o conjunto de índices das colunas da matriz B, podemos ainda escrever
(PL) da seguinte forma:

(PL) : Minimizar z = u⊤b+ ∑
j∈IN

(c j− z j)x j,

sujeito a: xB(i) = x̄B(i)− ∑
j∈IN

yi jx j, i = 1,2, ...,m,

xB(i) ≥ 0, i = 1,2, ...,m, x j ≥ 0, j ∈ IN .

(1.10)

(1.11)

(1.12)

Supondo que uma solução básica (primal viável) x̄ =

(
x̄B
0

)
≥ 0 e

que (c j − z j) ≥ 0, j ∈ IN , então x̄ é uma solução ótima de (PL), isto é,
val(PL)=u⊤b = c⊤B B−1b = c⊤B x̄B, em que val(·) representa o valor ótimo
da função-objetivo do problema (·).

Demonstração. Como z = u⊤b+ ∑
j∈IN

(c j− z j)x j e (c j− z j)≥ 0, temos que

qualquer z≥ u⊤b = c⊤B x̄B significará x̄ ótimo.

Teorema 1.1.1. Se houver solução ótima finita, então uma será básica.

Demonstração. Suponha que exista x̂ solução viável do (PL), então te-
mos ẑ = c⊤x̂ e podemos, por operações polinomiais, transformar x̂ numa
solução básica x̄ de (PL) tal que c⊤x̄≤ c⊤x̂, ver [154].

Caso haja em (6.21) um (zk−ck)< 0 para k∈ IN , a solução x̄=
(

x̄B
0

)
pode não ser mais ótima.

z = u⊤b+(ck− zk)xk + ∑
j∈IN\{k}

(c j− z j)x j

Se xk > 0 e x j = 0, j ∈ IN \ {k}, o valor de z decrescerá. Podemos
considerar

xB(i) = x̄B(i)− yikxk ≥ 0, i = 1,2, ...,m
e podem ocorrer duas situações:

• yik ≤ 0→ xB(i) = x̄B(i)− (yikxk) = x̄B(i)+α, α ≥ 0;

• yik > 0→ yikxk ≤ x̄B(i)→ xk ≤
x̄B(i)
yik

.
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Sejam L< = {i | yik ≤ 0} e L> = {i | yik > 0}. Se L> = ∅, o ótimo de
(PL) é ilimitado, pois xk→∞, fazendo com que z→−∞. Caso contrário,

tomamos αk =
x̄B(s)
ysk

= min
i∈L>

{
x̄B(i)

yik

}
. Faremos xk = αk → x̄B(s) = 0, o que

significa remover da base B = (aB(1) aB(2) ... aB(s−1) aB(s) aB(s+1) ... aB(m))
a coluna aB(s) e colocar no seu lugar a coluna ak, ficando a base B =
(aB(1) aB(2) ... aB(s−1) ak aB(s+1) ... aB(m)). Para a nova matriz B, temos que
calcular a sua inversa B−1 e atualizar os conjuntos IB e IN . Colocaremos
o (PL) (6.21)-(6.23) sob uma outra forma. Como o número de soluções
básicas é finito, e se não houver ciclagem, o método encontrará uma
solução ótima.

1.1.2 Método dual do Simplex
A cada problema primal de programação linear está associado a um

outro problema, denominado problema dual. Esse par de problemas está
intimamente interligado. Seguem alguns resultados.

Problemas duais

Consideremos o par de problemas primal (PL) e dual (DL) abaixo:

(PL) : Minimizar z = c⊤x,

sujeito a: Ax = b,

x≥ 0.
e

(DL) : Maximizar w = b⊤v,

sujeito a: A⊤v≤ c,

v ∈ Rm.

Observação: O dual do problema dual é o problema primal.
Tomemos uma submatriz B ∈ Rm×m de A, tal que exista B−1. Consi-

deremos u⊤ = cBB−1 tal que A⊤u≤ c, ou seja, u⊤A≤ c⊤→ ua j ≤ c j, j =
1,2, ...,n. Então

c j−ua j ≥ 0, ou seja, c j− z j ≥ 0.
Dizemos que B é uma base dual viável de (PL) quando u tal que

u⊤ = cBB−1 for uma solução viável de (DL).
Uma base B primal e dual viável é ótima.

Teorema 1.1.2 (Teorema Fundamental da Dualidade). Com relação aos
problemas de programação linear dual e primal, exatamente uma das
seguintes cláusulas é verdadeira:
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• Ambos possuem soluções ótimas x∗ e w∗, com cx∗ = w∗b.

• Um dos problemas tem valor de função-objetivo ilimitado. Nesse
caso, o outro problema é inviável.

• Ambos os problemas são inviáveis.

Teorema 1.1.3 (Teorema das Folgas Complementares). Dados os proble-
mas primal e dual abaixo:

(P) : Minimizar z = cx,
sujeito a: Ax≥ b,

x≥ 0

(D) : Maximizar d = wb,
sujeito a: wA≤ c,

w≥ 0

e sejam x∗ e w∗ soluções viáveis para (P) e (D) respectivamente. Essas
soluções serão ótimas para (P) e (D) se, e somente se,

(i) Ax∗ ≥ b, x∗ ≥ 0;

(ii) w∗A≤ c, w∗ ≥ 0;

(iii)

w∗(Ax∗−b) = 0 (1.13)
(w∗A− c)x∗ = 0 (1.14)

Supondo que a matriz A ∈Rm×m, podemos escrever:
w∗(Ax∗−b) = ∑m

i=1 w∗i [(∑
n
j=1 ai jx∗j)−bi] = 0.

Como todos os m termos
w∗i [(∑

n
j=1 ai jx∗j)−bi] desta soma são não negativos, isso implica que

w∗i [(∑
n
j=1 ai jx∗j)−bi] = 0, i = 1,2, ...,m.

Assim, temos: (w∗A− c)x∗ = ∑n
j=1[(∑

m
i=1 w∗i ai j)− c j]x∗j = 0.

Como todos os n termos desta soma são não positivos, temos:
[(∑m

i=1 w∗i ai j)− c j]x∗j = 0, j = 1,2, ...,n.
Este item é denominado Teorema das Folgas Complementares.

A condição (i) exige que a solução x∗ seja viável para o problema primal.
A condição (ii) exige que a solução w∗ seja viável para o problema dual.
A condição (iii) exige que um dos termos seja nulo, ou seja:
em relação à equação 1.13, se Ax∗−b ̸= 0→ w∗ = 0 e, da mesma forma,
se w∗ ̸= 0→ Ax∗−b = 0.
Em relação à equação 1.14, se w∗A− c ̸= 0→ x∗ = 0 e, da mesma forma,
se x∗ ̸= 0→ w∗A− c = 0.
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Uma observação associada ao método Simplex
Suponha o par de problemas abaixo:

(P) : Minimizar z = cx,
sujeito a: Ax = b,

x≥ 0.

(D) : Maximizar D = wb,
sujeito a: wA≤ c,

w livre.

Tomemos qualquer solução básica x̄ de Ax = b, satisfazendo ou não x̄≥ 0,
que será da forma x = (B−1b | 0), 0 ∈Rn−m. Nas condições do teorema
1.1.3, item (iii), acima, só nos interessa a equação 1.14, pois a equação
1.13 (Ax̄ = b) será neste caso sempre verificada. Veremos o que se passa
com a condição 1.14 quando consideramos um w̄ = cBB−1 e z j = w̄a j, j =
1,2, ...,n; assim podemos escrever: ∑n

j=1(z j − c j)x̄ j = 0, pois quando a
variável x̄ j for básica, z j − c j = 0 e, quando não básica, x̄ j = 0, logo
(w̄A−c)x̄ = 0. Observamos que x̄ e w̄ satisfazem 1.14. Isso é exatamente
o que se passa nos métodos primal e dual do Simplex, e o Teorema das
Folgas Complementares sempre é respeitado.
Exemplo (Teorema das Folgas Complementares):
Resolvendo o primal através do dual. Considere os seguintes problemas
primal e dual respectivamente:

Minimizar 2x1 +3x2 +5x3 +2x4 +3x5,

sujeito a: x1 + x2 +2x3 + x4 +3x5 ≥ 4,
2x1−2x2 +3x3 + x4 + x5 ≥ 3,

x1,x2 ≥ 0.

Maximizar 4w1 +3w2,

sujeito a: w1 +2w2 ≤ 2,
w1−2w2 ≤ 3,

2w1 +3w2 ≤ 5,
w1 +w2 ≤ 2,

3w1 +w2 ≤ 3,
w1,w2 ≥ 0.

A solução ótima do problema dual é: w∗1 = 4/5,w∗2 = 3/5. Com essas
soluções dadas, vamos verificar quais restrições têm folga. A primeira
restrição do problema dual é:
w1 +2w2 ≤ 2.
Substituindo os valores da solução ótima obtemos:
4
5 +2 3

5 = 10
5 = 2, portanto, a primeira restrição não tem folga, pois o lado

esquerdo fica igual a 2, resultando numa igualdade, não tendo, desta
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forma, como afirmarmos nada sobre o valor da variável x∗1.
A segunda restrição do dual é: w1−2w2 ≤ 3.
Da mesma forma, substituindo os valores da solução ótima, obtemos:
4
5 −2 3

5 =− 2
5 .

Então, na segunda restrição, temos folga, já que, no lado esquerdo, temos
o valor 2/5 e, no lado direito, temos o valor 3.
Segundo o Teorema das Folgas Complementares, (w∗A− c)x∗ = 0.
Na segunda restrição já vimos que w∗A− c ̸= 0, portanto, a variável do
problema primal relativa a essa restrição dual, a saber, x∗2, tem que ser
igual a zero. Logo, já temos que x∗2 = 0.
Analisando a terceira restrição do problema dual, temos:
2w1 +3w2 ≤ 5,
e substituindo os valores ótimos do dual temos que o lado esquerdo da
restrição vale
2 4

5 +3 3
5 = 8

5 +
9
5 = 17

5 .
Então, na terceira restrição, temos folga também, já que, no lado

esquerdo, temos o valor de 17/5 e, no lado direito, temos o valor 5. De
forma análoga ao que foi feito para a segunda restrição, temos que x∗3 = 0.
Para a quarta restrição dual w1 +w2 ≤ 2, temos:
4
5 +

3
5 = 7

5 , e como essa restrição também tem folga, x∗4 = 0.
Para a quinta e última restrição dual, 3w1 +w2 ≤ 3
3 4

5 +
3
5 = 15

5 = 3, e como essa restrição não tem folga, não temos como
dizer nada sobre o valor da variável x∗5.
Agora, vamos analisar a outra equação do Teorema das Folgas Comple-
mentares, ou seja, a equação w∗(Ax∗−b) = 0.
Como a variável dual w∗1 ̸= 0, temos que a primeira restrição do problema
primal não pode ter folga, ou seja, Ax∗ = b, então temos que
x∗1 + x∗2 +2x∗3 + x∗4 +3x∗5 = 4.
Da mesma forma, como w∗2 ̸= 0, temos que a segunda restrição do pro-
blema primal também não pode ter folga, então,
2x∗1−2x∗2 +3x∗3 + x∗4 + x∗5∂ = 3.
Como já temos que x∗2 = x∗3 = x∗4 = 0, temos duas equações e duas variáveis,
ou seja, um sistema possível determinado

x∗1 +3x∗5 = 4
2x∗1 + x∗5 = 3

que resulta em x∗1 = 1 e x∗5 = 1.
Portanto, através da solução ótima do problema dual e usando o Teo-
rema das Folgas Complementares descobrimos a solução ótima para o
problema primal.
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O problema descrito por (6.21), (6.22) e (6.23) também poderá ser
resolvido por um outro método: o dual do Simplex.

(PL) : Minimizar z = u⊤b+ ∑
j∈IN

(c j− z j)x j,

sujeito a: xB(i) = x̄B(i)− ∑
j∈IN

yi jx j, i ∈ IB,

xB(i) ≥ 0, i = 1,2, ...,m, x j ≥ 0, j ∈ IN ,

em que supomos que c j− z j ≥ 0, j ∈ IN (é fácil verificar que c j− z j =
0, j ∈ IB).

Se x̄B(i) ≥ 0, i = 1,2, ...,m a solução x̄ =
(

x̄B
0

)
∈Rn é primal e dual

viável, então é ótima.
Vamos supor que exista p tal que x̄B(p) < 0, logo x̄B(p) não é primal

viável.
xB(p) = x̄B(p)− ∑

j∈IN

yp jx j

se yp j ≥ 0 para todo j ∈ IN o problema (PL) é vazio e o (DL) é ilimitado.
Seja L< = { j | yp j < 0}. Consideremos∣∣∣∣ck− zk

ypk

∣∣∣∣= min
j∈L<

{∣∣∣∣c j− z j

yp j

∣∣∣∣} (1.15)

A coluna ak substituirá a coluna aB(p) na nova matriz B. O processo
continua até que x̄B ≥ 0.

A equação (6.24) garantirá que os novos (c j− z j)≥ 0, j ∈ IN .
Consideremos (PL):

(PL) : Minimizar z = c⊤x,

sujeito a: Ax = b,

x≥ 0,

(1.16)
(1.17)
(1.18)

e B ótima para (PL).
Suponhamos que quiséssemos introduzir no (PL) já resolvido acima

(6.25)-(1.18) uma restrição do tipo

(i) d⊤x≤ α, onde d ∈ Rm e α ∈ R,

dando origem a (PL).
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(PL) : Minimizar z = c⊤x,

sujeito a: Ax = b,

d⊤x+ xn+1 = α,

x j ≥ 0, j = 1,2, ...,n+1,

Ax = b
d⊤x+ xn+1 = α

x j ≥ 0, j = 1,2, ...,n+1

∣∣∣∣( A 0
d⊤ 1

)(
x

xn+1

)
=

(
b
α

)
, x j ≥ 0 j = 1, ...,n,n+1

e cn+1 = 0. Consideramos B̄ =

(
B 0

d⊤B 1

)
, onde d =

(
dB
dN

)
.

Caso exista B−1, então existirá também B̄−1. Por quê? ?

Logo, B̄−1 =

(
B−1 0
−d⊤B B−1 1

)
.

Fazemos ū = c̄⊤B (B̄
−1) = ( c⊤B 0 )(

B−1 0
−d⊤B B−1 1

) = ( c⊤B B−1 0 ).

z̄ j = ū⊤ā j = u⊤a j = z j, logo, (c̄ j− z̄ j)≥ 0, j = 1,2, ...,n,n+1 e cn+1−
zn+1 = 0, pois xn+1 está na base. Logo, a base B̄ é dual viável e o pro-
cedimento de otimização via o método dual do Simplex pode continuar.
Se B̄ for também primal viável será uma base ótima.

Suponhamos agora que quiséssemos introduzir no (PL) já resolvido
(6.25)-(1.18) uma restrição do tipo

(ii) d⊤x = α, onde d ∈ Rm e α ∈ R, isto é,

d⊤x≤ α e d⊤x≥ α ↔ (−d⊤x≤−α), o que dá origem a: d⊤x+ xn+1 = α
−d⊤x+ xn+2 =−α

xn+1 ≥ 0, xn+2 ≥ 0

E o novo (PL) é:

(PL) : Minimizar z = c⊤x+ cn+1xn+1 + cn+2xn+2

sujeito a: Ax = b,

d⊤x+ xn+1 = α,

−d⊤x+ xn+2 =−α,

x j ≥ 0, j = 1,2, ...,n+2,
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onde cn+1 = cn+2 = 0. A base inicial

¯̄B =

 B 0 0
d⊤ 1 0
−d⊤ 0 1

−1

=

 B−1 0 0
−d⊤B−1 1 0
d⊤B−1 0 1



¯̄B−1

 xB
xn+1
xn+2

=

 b
α
−α

⇒
 xB

xn+1
xn+2

=

 B−1b
−d⊤B−1b+α
d⊤B−1b+α

= ¯̄xB.

¯̄u⊤ = (c⊤B B−1,0,0), que é uma solução viável para o dual de (PL), por-
tanto, caso essa solução seja primal viável também, ela é otima. Caso
contrário, prosseguimos com o algoritmo até que a solução ótima seja
encontrada, caso exista.
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Uma introdução à Teoria dos
Grafos
Jayme Szwarcfiter
Rosiane de Freitas Rodrigues

2.1 Introdução

Neste capítulo são apresentados alguns conceitos básicos de Teoria
dos Grafos, de modo a cobrir o necessário à compreensão dos problemas
e algoritmos em grafos abordados nos capítulos seguintes. A terminolo-
gia e notação utilizadas posteriormente nos problemas são também aqui
introduzidas.

Alguns tópicos de fundamental importância para a modelagem e re-
solução de diversos problemas de diferentes áreas recebem um maior
destaque. Por exemplo, algumas classes especiais de grafos, como árvo-
res, digrafos (grafos direcionados) e grafos planares. Do mesmo modo,
problemas clássicos em grafos, como coloração de vértices e fluxo em
redes, são também abordados. No caso de fluxo em redes, diversos pro-
blemas de Otimização Combinatória podem ser resolvidos mediante sua
transformação em um caso de fluxo máximo em redes. O Teorema do
Fluxo Máximo de Corte Mínimo, fundamental na teoria, bem como al-
guns algoritmos de resolução de tal problema, são discutidos ao final.

Este capítulo está baseado, fortemente, no livro [201].

11
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2.2 Definições básicas

Um grafo G = (V,E) é um conjunto finito não vazio V e um conjunto
E de pares não ordenados de elementos distintos de V . G é dito trivial
quando |V | = 1. Quando necessário, utiliza-se o termo grafo não direci-
onado para designar um grafo simples, como o descrito. Os elementos
de V são os vértices e os de E são as arestas de G, respectivamente.
Cada aresta e ∈ E será denotada pelo par de vértices e = (v,w) que a
forma. Nesse caso, os vértices v,w são os extremos (ou extremidades) da
aresta e, denominados adjacentes. A aresta e é dita incidente a ambos,
v e w. Duas arestas que possuem um extremo comum são chamadas de
adjacentes. Utilizaremos a notação n = |V | e m = |E|.

Podemos visualizar graficamente um grafo através de sua represen-
tação geométrica, na qual seus vértices correspondem a pontos distintos
do plano em posições arbitrárias, enquanto que a cada aresta (v,w) é
associada uma linha arbitrária unindo os pontos correspondentes a v,w.
Para maior facilidade de exposição, no decorrer do texto será utilizado
o termo grafo, significando também a sua representação geométrica. E,
seja G um grafo e R uma representação geométrica de G em um plano,
a representação R é chamada plana quando não houver cruzamento de
linhas em R, a não ser nos extremos (vértices), naturalmente. Um grafo
planar é aquele que admite alguma representação plana.

Um grafo conexo G(V,E) é aquele em que existe caminho entre cada
par de vértices de G, caso contrário G é desconexo. Um caminho em
um grafo é uma sequência finita ou infinita de vértices conectados por
uma sequência de arestas. Observe que a representação geométrica de
um grafo desconexo é necessariamente descontígua. Em especial, o grafo
G será totalmente desconexo quando não possuir arestas.

Na figura 2.1 é apresentado um grafo simples, não direcionado, conexo
e que também é planar.

Figura 2.1: Representação gráfica de um grafo simples, não direcionado
e conexo, com n = 5 vértices e m = 7 arestas. Tal grafo também é planar.
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Um grafo será denominado rotulado em vértices (ou arestas) quando
a cada vértice (ou aresta) estiver associado um conjunto, ou função, de-
nominado rótulo. Um grafo ponderado é um tipo especial de grafo rotu-
lado, no qual os rótulos são números, ou seja, é um grafo no qual cada
aresta (vértice) recebe um valor numérico, geralmente um inteiro posi-
tivo, denominado peso da aresta (ou vértice). Por exemplo, os grafos da
figura 2.2 são todos rotulados, sendo que o grafo 2.2(a) possui rótulos
de identificação nos vértices, o grafo 2.2(b) possui rótulos numéricos nos
vértices (geralmente usados para identificá-los unicamente, mas que po-
dem também ser pesos associados) e, por fim, o grafo 2.2(c) possui pesos
nas arestas.

v1

v3v4

v2

(a) G1

7

52

10

(b) G2

8

5 4

(c) G3

Figura 2.2: Exemplos de grafos rotulados: (a) Grafo G1 com rótulos de
identificação nos vértices; (b) Grafo G2 com rótulos indicando peso nos
vértices; (c) Grafo G3 com rótulos indicando peso nas arestas.

A partir dessas definições iniciais, podemos formular a seguinte ques-
tão: dadas duas representações geométricas, elas correspondem a um
mesmo grafo ou não? Em outras palavras, é possível fazer coincidir, res-
pectivamente, os pontos de duas representações geométricas, de modo
a preservar adjacência (ou seja, de modo a fazer também coincidir as
arestas)? Formalmente, o problema pode ser enunciado da seguinte ma-
neira: dados dois grafos G1(V1,E1), G2(V2,E2), com |V1|= |V2|= n, existe
uma função unívoca f : V1 → V2, tal que (v,w) ∈ E1 se, e somente se,
( f (v), f (w)) ∈ E2, para todo v,w ∈ V 1. Em caso positivo, G1 e G2 são
ditos isomorfos entre si. Por exemplo, as representações geométricas dos
grafos da figura 2.3(a) G1 e figura 2.3(b) G2 podem se tornar coinciden-
tes, mediante a aplicação da função f indicada na figura. Logo, 2.3(a)
G1 e 2.3(b) G2 são isomorfos entre si. Contudo, não existe função f que
faça coincidir as representações 2.3(a) G1 e 2.3(c) G3. Logo, 2.3(c) G3 é
não isomorfo a ambos G1 e G2.

Esse problema, denominado isomorfismo de grafos, pode ser facil-
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1 2

65

3

7 8

4

(a)

f (2) f (3)

f (7)f (6)

f (1) f (4)

f (8)f (5)

(b)

(c)

Figura 2.3: Exemplo de grafos (a) G1 e (b) G2, que são isomorfos; e (c)
G3, que é não isomorfo.

mente resolvido por força bruta, ou seja, por um algoritmo que enumere
todas as possibilidades explicitamente, examinando-se cada uma das n!
permutações de V1 (ou seja, cada função f possível). Esse algoritmo
necessita de pelo menos n!=O(nn) passos, no pior caso. É desconhecido
se existe ou não algum algoritmo eficiente para o problema geral de iso-
morfismo de grafos.

Algumas vezes é útil relaxar a definição de grafos, de modo a permitir
uma aresta do tipo e = (v,v), isto é, formada por um par de vértices
idênticos. Uma aresta dessa natureza é chamada laço (figura 2.4(b)).
Uma outra extensão possível consiste em substituir, na definição de grafo,
o conjunto de arestas E por um multiconjunto. O efeito dessa alteração
é, naturalmente, permitir a existência de mais de uma aresta entre o
mesmo par de vértices, as quais são então denominadas arestas paralelas.
A estrutura (V,E) assim definida é um multigrafo, tal como apresentado
na figura 2.4.

Em um grafo G(V,E), define-se grau de um vértice v ∈ V , denotado
por grau(v), como o número de vértices adjacentes a v. Um grafo é regu-
lar de grau r quando todos os seus vértices possuírem o mesmo grau r.
Por exemplo, cada grafo da figura 2.3 é regular de grau 3. Observe que
cada vértice v é incidente a grau(v) arestas e cada aresta sempre é inci-
dente a dois vértices, logo, ∑v∈V grau(v) = 2|E|. Um vértice que possui
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(a) G1 (b) G2

Figura 2.4: Exemplo de um multigrafo G1 e o grafo G2 com laço.

grau zero é chamado isolado. Agora, mais formalmente, uma sequência
de vértices v1, . . . ,vk tal que (v j,v j+1) ∈ E , 1≤ j < |k−1| é denominado
caminho de v1, . . . ,vk. Diz-se então que v1 alcança ou atinge vk. Um cami-
nho de k vértices é formado por k−1 arestas (v1,v2),(v2,v3), . . . ,(vk−1,vk).
O valor k− 1 é o comprimento do caminho. Se todos os vértices do
caminho v1, . . . ,vk forem distintos, a sequência recebe o nome de cami-
nho simples ou elementar. Se as arestas forem distintas, a sequência
denomina-se trajeto. Por exemplo, no grafo da figura 2.3(a), a sequência
1,2,3,7 é um caminho simples, enquanto 2,3,7,6,2,1,5 é um trajeto. Um
ciclo é um caminho v1, . . . ,vk,vk+1, sendo v1 = vk+1 e k ≥ 3. Se o cami-
nho v1, . . . ,vk for simples, o ciclo v1, . . . ,vk,vk+1 também é denominado
simples ou elementar. Um grafo que não possui ciclos simples é acíclico.
Um triângulo é um ciclo de comprimento 3. Dois ciclos são considerados
idênticos se um deles puder ser obtido do outro, através de uma rota-
ção de seus vértices. A figura 2.5 apresenta exemplos de grafos que são
caminho (2.5.a) e ciclo (2.5.b).

(a) (b)

Figura 2.5: Exemplos de grafos que são (a) caminho e (b) ciclo.

Um caminho que contenha cada vértice do grafo exatamente uma
vez é chamado hamiltoniano. Por outro lado, algum caminho ou ciclo
que contenha cada aresta do grafo, também exatamente uma vez cada,
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é denominado euleriano. Um ciclo v1, . . . ,vk,vk+1 é hamiltoniano quando
o caminho v1, . . . ,vk o for. Se G é um grafo que possui ciclo hamilto-
niano ou euleriano, então G é denominado hamiltoniano ou euleriano,
respectivamente. Por exemplo, no grafo da figura 2.3(a), os ciclos 2, 3,
7, 6, 2 e 7, 6, 2, 3, 7 são idênticos, e o caminho 1, 5, 6, 2, 3, 7, 8, 4
é hamiltoniano. Para maior simplicidade de apresentação, quando não
houver ambiguidade os termos ”caminho”e ”ciclo”serão utilizados com o
significado de ”caminho simples”e ”ciclo simples”, respectivamente.

Denomina-se distância d(v,w) entre dois vértices v,w de um grafo o
comprimento do menor caminho entre v e w. Assim, a distância entre os
vértices 1 e 8, no grafo da figura 2.3(a), é igual a 2, isto é, d(1,8) = 2.

Um grafo G(V,E) é denominado conexo quando existe caminho entre
cada par de vértices de G, caso contrário G é desconexo. Observe que a
representação geométrica de um grafo desconexo é necessariamente des-
contígua. Em especial, o grafo G será totalmente desconexo quando não
possuir arestas. Seja S um conjunto e S′ ⊆ S. Diz-se que S′ é maximal
em relação a uma certa propriedade P quando S′ satisfaz a propriedade
P e não existe subconjunto S′′ → S′ que também satisfaça P. Observe
que a definição acima não implica necessariamente que S′ seja o maior
subconjunto de S satisfazendo P, ela significa apenas que S′ não está
propriamente contido em nenhum subconjunto de S que satisfaça P. De
maneira análoga, define-se, também, conjunto minimal em relação a uma
certa propriedade. A noção de conjunto maximal (ou minimal) é frequen-
temente encontrada em combinatória e pode ser aplicada, por exemplo,
na seguinte definição: denominam-se componentes conexas de um grafo
G os subgrafos maximais de G que sejam conexos. Observe que a pro-
priedade P, nesse caso, é equivalente a “ser conexo”. As componentes
conexas de um grafo G são os subgrafos de G correspondentes às porções
contíguas de sua representação geométrica. Os grafos da figura 2.5 são
ambos conexos, ao contrário do grafo da figura 2.6, que possui cinco
componentes conexas, sendo dois delas com um único vértice (isolados).

Figura 2.6: Grafo desconexo com cinco componentes conexas.
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Seja G(V,E) um grafo, e ∈ E uma aresta. Denota-se por G−e o grafo
obtido de G pela exclusão da aresta e. Se v,w é um par de vértices
não adjacentes em G, a notação G + (v,w) representa o grafo obtido
adicionando-se a G a aresta (v,w). Analogamente, seja v ∈V um vértice
de G. O grafo G− v denota aquele obtido de G pela remoção do vértice
v. Observe que excluir um vértice implica remover de G o vértice em
questão e as arestas nele incidentes. Da mesma forma, G+w representa
o grafo obtido adicionando-se a G o vértice w. Observa-se ainda que
essas operações de inclusão e exclusão de vértices e arestas podem ser
generalizadas. De um modo geral, se G é um grafo e S um conjunto
de arestas ou vértices, G−S e G+S denotam, respectivamente, o grafo
obtido de G pela exclusão e inclusão de S, tal como apresentado na
figura 2.7.

Dado um grafo G, pode-se indagar quais são as condições para que
G possua um ciclo euleriano. A resposta a essa questão culminou no pri-
meiro resultado teórico de Teoria dos Grafos, cujo problema é conhecido
por “Problema das 7 Pontes (de Königsberg)”. Seu teorema é reprodu-
zido a seguir.

v1

v2

v3

v4

v5

v6

(a) G

v1

v2

v3

v4

v5

v6

(b) G− (v5,v3)

v1

v2

v3v5

v6

(c) G− v4

v1

v2

v3

v4

v5

v6

(d) G+(v1,v4)

Figura 2.7: Operações de exclusão e inclusão de arestas e vértices em
um grafo G.

Teorema 2.2.1. Um grafo G conexo possui ciclo euleriano se, e somente
se, todo vértice de G possuir grau par.
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Prova. Seja C um ciclo euleriano de G. Cada ocorrência de um dado
vértice v em C contribui com duas unidades para computar do grau de
v. Como cada aresta de G aparece exatamente uma vez em C, conclui-
se que v possui grau par. Para a prova de suficiência, particionam-se
inicialmente as arestas de G em um conjunto C de ciclos simples, do
seguinte modo: como cada vértice de G possui grau 2, G contém neces-
sariamente algum ciclo simples C1. Se C1 contém todas as arestas de G,
o particionamento C está terminado. Caso contrário, removem-se de G
as arestas do ciclo C1 e os vértices isolados, porventura formados após
essa operação. No novo grafo assim obtido, cada vértice possui ainda
grau par. Determina-se então um novo ciclo simples, e assim por diante.
Ao final, as arestas de G encontram-se particionadas em ciclos simples.
Para determinar o ciclo euleriano, considera-se um ciclo, por exemplo C1
do particionamento C. Se não há mais ciclos de C a serem considerados,
a prova está concluída. Caso contrário, como G é conexo, existe um ciclo
C2 ∈ P tal que C1 e C2 possuam um vértice comum v . Então o ciclo for-
mado pela união das arestas de C1 e C2 contém cada uma dessas arestas
exatamente uma vez. Repete-se o processo, considerando um novo ciclo
C3 ∈C, ainda não considerado, e assim por diante.

Observe que a prova de suficiência do teorema 2.2.1 é construtiva.
De fato, ela corresponde a um algoritmo de complexidade O(n+m) para
encontrar (se existir) um ciclo euleriano num grafo com n vértices e m
arestas. Em contraste, a determinação de um ciclo hamiltoniano apre-
senta dificuldade muito maior. Na realidade, ainda hoje é desconhecido
se existe ou não algum algoritmo eficiente para resolver esse problema,
que é da classe de complexidade computacional NP-completo e é base
para o problema clássico de Otimização Combinatória, Problema do Cai-
xeiro Viajante, a ser abordado em capítulos posteriores.

Denomina-se complemento de um grafo G(V,E) o grafo G que possui
o mesmo conjunto de vértices de G e tal que, para todo par de vértices
distintos v,w ∈V , tem-se que (v,w) é aresta de G se, e somente se, não o
for de G (ver figura 2.8).

Um grafo é completo quando existe uma aresta entre cada par de seus
vértices. Utiliza-se a notação Kn para designar um grafo completo com n
vértices (figura 2.9). O grafo Kn possui, pois, o número máximo possível
de arestas para um dado n, ou seja,

(n
2

)
arestas. Um grafo G(V,E) é

bipartido quando o seu conjunto de vértices V puder ser particionado
em dois subconjuntos V1,V2, tais que toda aresta de G una um vértice
de V1 a outro de V2. É útil denotar-se o grafo bipartido G por (V1 ∪
V2,E). Um grafo bipartido completo possui uma aresta para cada par
de vértices v1,v2, sendo v1 ∈V1 e v2 ∈V2. Sendo n1 = |V1| e n2 = |V2|, um
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v1 v3

v5

v6 v7

v8

(a)

v1 v3

v5

v6 v7

v8

(b)

Figura 2.8: Exemplo de um grafo e seu complemento.

grafo bipartido completo é denotado por Kn1,n2 e obviamente possui n1n2
arestas. A figura 2.10 apresenta dois grafos bipartidos, sendo que em
2.10(b) tem-se o grafo bipartido completo K3,3.

(a) K1 (b) K2 (c) K3 (d) K4

(e) K5

Figura 2.9: Grafos completos.

Teorema 2.2.2. Um grafo G(V,E) é bipartido se, e somente se, todo ciclo
de G possuir comprimento par.

Prova. Seja v1, . . . ,vk,v1 um ciclo de comprimento k do grafo bipartido
G e seja v ∈V1. Logo, v2 ∈V2, v3 ∈V1, v4 ∈V2, e assim por diante. Como
(vk,v1) ∈ E implica vk ∈ V2. Portanto k é par, o que mostra a necessi-
dade. A prova da suficiência consiste em exibir os subconjuntos V1,V2
que biparticionam o conjunto de vértices do grafo G, no qual todos os
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(a) (b)

Figura 2.10: Exemplos de grafos bipartidos em (a) e (b), que neste caso
é também completo (K3,3).

ciclos possuem comprimento par. Selecione arbitrariamente um vértice
v1 ∈ V . Defina V1 como contendo v1 e todos os vértices que se encon-
tram à distância par de v1. Defina V2 =V −V1. Suponha que exista uma
aresta (a,b) entre dois vértices a,b ∈V1. Então os caminhos mais curtos
entre v1 e a e entre v1 e b unidos com a aresta (a,b) formam um ciclo
de comprimento ímpar, uma contradição. As demais possibilidades são
tratadas de forma análoga.

Um subgrafo G2(V2,E2) de um grafo G1(V1,E1) é um grafo tal que
V2 ⊆ V1 e E2 ⊆ E1. Se, além disso, G2 possuir toda aresta (v,w) de G1
tal que ambos v e w estejam em V2, então G2 é o subgrafo induzido
pelo subconjunto de vértices V2. Diz-se então que V2 induz G2. Ou seja,
o subgrafo induzido G2 de G1 satisfaz: para v,w ∈ V 2, se (v,w) ∈ E1,
então (v,w) ∈ E2. Como exemplo, o grafo da figura 2.11(a) tem como
subgrafos os grafos 2.11(b) e 2.11(c), mas somente o último é um subgrafo
induzido. Similarmente, para um dado E2⊆E1, se V2⊆V1 for exatamente
o subconjunto de vértices de V1, incidentes a alguma aresta de E2, então
G2[V2,E2] é o subgrafo induzido pelo subconjunto de arestas E2 ⊆ E1.

Denomina-se clique de um grafo G um subgrafo de G que seja com-
pleto. E denomina-se conjunto independente de vértice um subgrafo
induzido de G, que seja totalmente desconexo. De outro modo, em uma
clique existe uma aresta entre cada par de vértices distintos e em um
conjunto independente de vértices não há aresta entre qualquer par de
vértices. O tamanho de uma clique ou de um conjunto independente é
igual à cardinalidade de seu conjunto de vértices.

Dado um grafo G, o problema de encontrar em G uma clique ou
conjunto independente de vértices com um dado tamanho k pode ser
facilmente resolvido por um processo de força bruta, examinando o sub-
grafo induzido de cada um dos

(n
k

)
subconjuntos de V com k vértices.

Esse método corresponde a um algoritmo de complexidade O(nk), e tam-
bém é desconhecido se existe algum processo eficiente para resolver esse
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(a) (b)

(c)

Figura 2.11: Exemplo de (a) um grafo G, (b) um subgrafo de G em (a)
e (c) um subgrafo induzido de G.

problema. Ambos são da classe de problemas NP-completos.

2.3 Árvores
Um grafo que não possui ciclos é acíclico. Denomina-se árvore um

grafo T (V,E) que seja acíclico e conexo. Se um vértice v da árvore T
possuir grau ≤ 1, então v é uma folha. Caso contrário, se grau(v) > 1,
então v é um vértice interior (ou interno) da árvore. Um conjunto de
árvores é denominado floresta. A figura 2.12 ilustra uma floresta com
dois componentes conexas que são árvores. Os vértices v e w assinalados
na árvore mais à esquerda (2.12(a)) são respectivamente uma folha e um
vértice interior.

Observe que toda árvore T com n vértices possui exatamente n− 1
arestas. O seguinte argumento indutivo justifica a afirmativa: se T possui
1 vértice, então obviamente seu número de arestas é zero. Suponha que
T contenha n− 1 vértices e n− 2 arestas, n > 1. Considere a adição de
uma nova aresta e = (v,w). Como T é conexo, pelo menos um dentre
v,w pertence a T . Mas como T é acíclico, pelo menos um deles não
lhe pertence (caso contrário, a inclusão de uma nova aresta entre dois
vértices de T produziria um ciclo). Logo, exatamente um dentre v,w
pertence a T , o que significa que a árvore passa a possuir n vértices e
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vértice

interior

folha

v

w

(a) (b)

Figura 2.12: Exemplos de árvores, que são grafos conexos e acíclicos.

n− 1 arestas. Através de um raciocínio análogo pode-se mostrar que o
número de folhas de T varia entre um mínimo de 2 e máximo de n− 1,
para n > 2.

A figura 2.13 ilustra todas as possíveis árvores (não isomorfas entre
si) com seis vértices. Observe que toda árvore T com n vértices possui
exatamente n−1 arestas.

(a) (b)

(c)

(d) (e) (f)

Figura 2.13: Todas as árvores com n = 6 vértices.

Árvores constituem uma classe extremamente importante de grafos,
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principalmente devido a sua aplicação nas mais diversas áreas. O teo-
rema 2.3.1 é uma caracterização para as árvores.

Teorema 2.3.1. Um grafo G é uma árvore se, e somente se, existir um
único caminho entre cada par de vértices de G.

Prova. Seja G uma árvore. Então G é conexo e portanto existe pelo
menos um caminho entre cada par v,w de vértices de G. Suponha que
existam dois caminhos distintos vP1w e vP2w, então v e w. Então vP1wP2v
P2v é um ciclo, o que contradiz G ser acíclico. Isso prova que, recipro-
camente, se existe exatamente um caminho entre cada par de vértices
de G, então o grafo é obviamente conexo e, além disso, não pode conter
ciclos. Logo, G é uma árvore.

Além do teorema acima, existem diversas outras possíveis caracteri-
zações para as árvores, como a apresentada no teorema 2.3.2.

Teorema 2.3.2. Seja G(V,E) um grafo. As possíveis afirmativas são equi-
valentes.

1. G é uma árvore.

2. G é conexo e |E| é mínimo.

3. G é conexo e |E|= |V |−1.

4. G é acíclico e |E|= |V |−1.

5. G é acíclico e, para todo v,w ∈V , a adição da aresta (v,w) produz
um grafo contendo exatamente um ciclo.

A prova do teorema acima não apresenta dificuldade e será omitida.
Seja G(V,E) um grafo. Denomina-se excentricidade de um vértice

v∈V o valor da distância máxima entre v e w, para todo w∈V . O centro
de G é o subconjunto dos vértices de excentricidade mínima. O centro
de um grafo pode possuir no mínimo um e no máximo n vértices. O
centro de uma árvore possui não mais do que dois vértices. O lema 2.3.1
é utilizado na justificativa desse fato.

Lema 2.3.1. Seja T uma árvore com pelo menos três vértices. Seja T ′ a
árvore obtida de T pela exclusão de todas as suas folhas. Então T e T ′

possuem o mesmo centro.

Prova. Observe inicialmente que, se um vértice f de T é uma folha, então
f não pertence ao centro de T ′. Isso porque o vértice g adjacente a f
possui necessariamente como excentricidade uma unidade menor do que
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a de f . Seja agora um vértice interior v de T . O vértice w, cuja distância
a v é máxima, é necessariamente uma folha. Logo, a exclusão de todas
as folhas de T faz decrescer de uma unidade a excentricidade de cada
um de seus vértices interiores. Isso completa a prova.

Tem-se então, o teorema 2.3.3 a seguir.

Teorema 2.3.3. O centro de uma árvore T possui um ou dois vértices.

Prova. Se T possui até dois vértices, o teorema é trivial. Caso contrário,
aplicar repetidamente o lema 2.3.1.

Denomina-se subgrafo gerador (ou subgrafo de espalhamento) de um
grafo G1(V1,E1) um subgrafo G2(V2,E2) de G1 tal que V 1 =V 2. Quando
o subgrafo gerador é uma árvore, recebe o nome de árvore geradora (ou
árvore de espalhamento). O grafo da figura 2.14 possui como exemplos
de seus subgrafos geradores os grafos 2.14(b) e 2.14(c), sendo este último
uma árvore geradora dos outros dois.

Todo grafo conexo G possui árvore geradora. O seguinte processo
construtivo de uma árvore geradora T de G justifica essa afirmativa:
considere uma aresta e de G. Remover e de G se G− e for conexo.
Quando todas as arestas que permaneceram já tiverem sido consideradas,
o grafo resultante é uma árvore geradora de G . Observe que, se G não
for conexo, pode-se aplicar essa mesma ideia a cada componente conexo
de G, obtendo-se então uma floresta geradora de G, ou seja, uma árvore
geradora para cada componente conexo do grafo.
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Figura 2.14: Os grafos (b) e (c) são subgrafos geradores de (a), e o grafo
em (c) é uma árvore geradora dos outros dois grafos.

Seja G(V,E) um grafo conexo e T (V,E) uma árvore geradora de G.
Uma aresta e ∈ E−ET é denominada elo de G em relação a T . Sendo
|V | = n, |E| = m, tem-se: |ET | = n− 1 e, portanto, o número total de
elos distintos de G é igual a m−n+1. O valor m−n+1 é denominado
posto do grafo G . Observe que a adição do elo e à árvore T produz
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sempre um único ciclo simples, isto é, o grafo G+ e possui exatamente
um ciclo simples, o qual contém a aresta e. Esse ciclo é denominado ciclo
fundamental de G, em relação a T . Chama-se conjunto fundamental de
ciclos o conjunto de todos os ciclos fundamentais de G, em relação à ár-
vore T . Assim sendo, um conjunto fundamental de ciclos é formado por
m− n+ 1 ciclos simples, correspondentes respectivamente aos m− n+ 1
elos de G em relação a T . Cada ciclo do conjunto fundamental possui
exatamente um elo. Para um certo grafo G um conjunto fundamental
de ciclos depende da árvore geradora considerada. Contudo, a cardinali-
dade desse conjunto é invariante e igual ao posto do grafo. Por exemplo,
o grafo da figura 2.14(a) possui posto igual a 4. Seus elos em relação à
árvore geradora da figura 2.14(c) são respectivamente as arestas (1,3),
(1.4), (3,6) e (4,5). O conjunto fundamental de ciclos do grafo conside-
rado em relação a essa árvore geradora é constituído pelos quatro ciclos
{1,2,3,1;1,2,3,4,1;3,5,6,3;3,4,5,3}.

Uma árvore T (V,E) é denominada enraizada quando algum vértice
v ∈V é escolhido como especial. Esse vértice é então chamado de raiz da
árvore. Uma árvore não enraizada é também denominada árvore livre.
Por exemplo, a árvore livre da figura 2.15(a) torna-se a árvore enraizada
da árvore 2.15(a)(b), quando o vértice c é escolhido como raiz. Sejam
v,w dois vértices de uma árvore enraizada T de raiz r. Suponha que v
pertença ao caminho de r a w em T . Então v é ancestral de w, sendo w
descendente de v. Se ainda v ̸= w , v é ancestral próprio de w, e este é
descendente próprio de v. Além disso, se (v,w) é aresta de T , então v é
pai de w, sendo w filho de v. Dois vértices que possuem o mesmo pai são
irmãos. A raiz de uma árvore naturalmente não possui pai, enquanto
todo vértice v ̸= r possui um único. Uma folha é um vértice que não
possui filhos. Denomina-se nível de um vértice v, denotado por nível(v),
o número de vértices do caminho da raiz r a v. Então nível(r) = 1 e,
se dois vértices v,w são irmãos, nível(v) = nível(w). A altura da árvore
T é igual ao valor máximo de nível(v), para todo vértice v de T . Por
exemplo, o conjunto dos ancestrais do vértice j da árvore enraizada da
figura 2.15(b) é { j,e,c}. O conjunto dos ancestrais próprios de j é {c,e}.
O dos descendentes de j é { j, i,k}, e {i,k} é o conjunto dos descendentes
próprios desse vértice. O pai de j é o vértice e, enquanto seus filhos são
i,k. O nível de j é 2 e a altura da árvore é 3.

Seja T (V,E) uma árvore enraizada e v ∈ V . Uma subárvore Tv de T
é a árvore enraizada cuja raiz é v, definida pelo subgrafo induzido em T
pelos descendentes de v. Isto é, u é pai de w em Tv se, e somente se, o for
em T , para todo u,w descendentes de v em T . Seja S um subconjunto
de vértices de Tv tal que Tv− S seja conexo e v /∈ S. O grafo Tv− S é
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Figura 2.15: Exemplos de (a) árvore livre e (b) árvore enraizada.

então denominado subárvore parcial de raiz v. Obviamente a subárvore
de raiz v é única para cada v ∈V , enquanto a subárvore parcial não o é.
A árvore da figura 2.16(a) é a subárvore de raiz e da árvore enraizada
da figura 2.15(b), enquanto a da figura 2.16(b) é uma subárvore parcial
da raiz e daquela mesma árvore.
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Figura 2.16: Exemplos de (a) subárvore e (b) subárvore parcial (relativas
à árvore enraizada da figura 2.15(b)).

Observe que na definição da árvore enraizada é irrelevante a ordem
em que os filhos de cada vértice v são considerados. Caso essa ordenação
seja relevante, a árvore é denominada enraizada ordenada. Assim sendo,
em uma árvore enraizada ordenada, para cada vértice v que possui filhos,
pode-se identificar o primeiro filho de v (o mais à esquerda), o segundo
(segundo mais à esquerda) e assim por diante. Obviamente, se duas ár-
vores enraizadas são isomorfas, não necessariamente elas o serão como
árvores enraizadas ordenadas. Para tanto, o isomorfismo deve preservar
também a ordenação. Observe, por outro lado, que árvores isomorfas li-
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vres também não serão necessariamente isomorfas se consideradas como
enraizadas. Há diversas aplicações em árvores que requerem a mencio-
nada ordenação. As árvores das figuras 2.17(a) e (b) são isomorfas entre
si, se consideradas como enraizadas. Mas não o são como enraizadas
ordenadas.

(a) (b)

Figura 2.17: Árvores enraizadas isomorfas.

Uma árvore estritamente m-ária T é uma árvore enraizada ordenada
em que cada vértice não folha possui exatamente m filhos, m≥ 1. Quando
m = 2, a árvore é estritamente binária. A cada filho w de todo vértice
não folha v de T atribua agora um rótulo inteiro positivo r(w), 1 ≤
r(w) ≤ m, igual à posição que w ocupa na ordenação dos filhos de v.
Uma subárvore parcial de uma árvore estritamente m-ária que possui
essa rotulação é chamada árvore m-ária. Ou seja, numa árvore m-ária
T dois vértices irmãos w j,w j+1 consecutivos na ordenação dos filhos de
um vértice v podem ter rótulos não consecutivos (não necessariamente
r(w j+1)− r(w j) = 1). Pode-se então considerar que uma árvore m-ária é
obtida a partir de uma estritamente m-ária pela remoção de r(w j+1)−
r(w j)−1 subárvores entre cada par de irmãos w j,w j+1, além de r(w1)−1
subárvores antes do filho w1 de v e r(w f )−1 após o último filho w f de v.

2.4 Conectividade
Seja G(V,E) um grafo conexo. Um corte de vértices de G é um sub-

conjunto minimal de vértices V ′ ⊆V cuja remoção de G o desconecta ou
o transforma no grafo trivial. Assim sendo, o grafo G−V ′ é desconexo ou
trivial e, para todo subconjunto próprio V ′′ ⊂V ′,G−V ′′ é conexo e não
trivial. Analogamente, um corte de arestas de G é um subconjunto mini-
mal de arestas E ⊆ E , cuja remoção de G o desconecta. Isto é, G−E ′ é
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desconexo e, para todo subconjunto próprio E ′′ ⊂ E ′,G−V ′′ é conexo. Se
G é um grafo completo Kn, n> 1, então não existe subconjunto próprio de
vértices V ⊂V cuja remoção desconecte G , mas, removendo-se n−1 vér-
tices, o resultado é o grafo trivial. Denomina-se conectividade de vértices
cV de G a cardinalidade do menor corte de vértices de G. Analogamente,
a conectividade de arestas cE de G é igual à cardinalidade do menor corte
de arestas de G. Ou seja, cV é igual ao menor número de vértices cuja
remoção desconecta G ou o transforma no grafo trivial. Se G é um grafo
desconexo, então cV = cE = 0. Considere agora o grafo da figura 2.18(a).
O subconjunto 3,4 é um corte de vértices, pois sua remoção desconecta
o grafo nas componentes conexas ilustradas na figura 2.18(b). Nesse
mesmo grafo, o subconjunto de arestas {(1,3),(2,3),(4,5)} é um corte
de arestas, porque, removendo-o de G, produz-se o grafo desconexo da
figura 2.18(c). Observe, também, que, removendo de G o subconjunto
de vértices 3,4,7, desconecta-se G. Contudo, {3,4,7} não é um corte
de vértices, pois contém propriamente o corte {3,4}. Por outro lado, os
cortes de vértices e arestas, de cardinalidade mínima de G, são respectiva-
mente os subconjuntos {5} e {(3,5),(4,5)}. Portanto, as conectividades
de vértices e arestas desse grafo são respectivamente iguais a 1 e 2.
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Figura 2.18: Exemplo de (a) um grafo conexo, em que (b) e (c) são
exemplos de seus cortes.

Sendo k um inteiro positivo, diz-se que um grafo G é k-conexo em
vértices quando a sua conectividade de vértices é ≥ k. Analogamente, G
é k-conexo em arestas quando sua conectividade de arestas é ≥ k. Em
outras palavras, se G é k-conexo em vértices (arestas), então não existe
corte de vértices (arestas) de tamanho < k. O grafo da figura 2.18(a),
por exemplo, é 1-conexo em vértices e 2-conexo em arestas.

Sejam G(V,E) um grafo e E ⊆ E um corte de arestas de G. Então é
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sempre possível encontrar um corte de vértices V ′ de tamanho |V ′| ≤ |E ′|.
Basta escolher para V ′ precisamente o subconjunto de vértices v tais que
toda aresta e ∈ E ′ é incidente a algum v ∈ V ′. Consequentemente, para
todo grafo vale cV ≤ cE . Seja w o vértice de grau mínimo no grafo G,
suposto não completo. Então é possível desconectar G, removendo-se
do grafo as |grau(w)| arestas adjacentes a w. Então, grau(w) ≥ cE ≥ cV .
Observe que, se G for o grafo completo Kn, então grau(w) = cE = cV =
n−1.

O estudo de conectividade constitui um tópico básico em grafos. Os
grafos 1-conexos foram denominados conexos na seção 2.2. Grafos 2-
conexos (também denominados biconexos) apresentam propriedades in-
teressantes. Seja G(V,E) um grafo. Um vértice v é denominado articula-
ção quando sua remoção de G o desconecta. Ou seja, G− v é desconexo.
Uma aresta e ∈ E é chamada ponte quando sua remoção de G o desco-
necta. Nesse caso, G−e é desconexo. Assim sendo, um grafo é biconexo
em vértices (arestas) se, e somente se, não possuir articulações (pontes).
Denominam-se componentes biconexos do grafo G os subgrafos maxi-
mais de G que sejam biconexos em vértices, ou isomorfos a K2. Cada
componente biconexo é também chamado bloco do grafo. Assim, se G é
biconexo em vértices, então G possui um único bloco, que coincide com
o próprio G.

Lema 2.4.1. Seja G um grafo. Então:

1. Cada aresta de G pertence a exatamente um bloco do grafo.

2. Um vértice v de G é articulação se, e somente se, v pertencer a
mais de um bloco do grafo.

A prova é simples e será omitida. As articulações e pontes de um
grafo podem ser caracterizadas pelo lema 2.4.2 a seguir.

Lema 2.4.2. Seja G(V,E) um grafo conexo, |V |> 2. Então:

i Um vértice v ∈ V é articulação de G se, e somente se, existirem
vértices w,u ̸= v tais que v está contido em todo caminho entre w e
u em G.

ii Uma aresta (p,q) ∈ E é ponte se, e somente se, p, q for o único
caminho simples entre p e q em G .

Prova. i Se v é articulação de G, então G− v é desconexo. Sejam
w,u dois vértices localizados em componentes conexas distintas de
G− v. Então todo caminho entre w e u contém v.
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ii (p,q)∈E é uma ponte, então o grafo G−(p,q) é desconexo, localizando-
se p e q em componentes conexas distintas de G−(p,q). Logo, (p,q)
é o único caminho simples entre p e q em G.

O lema 2.4.3 a seguir caracteriza um grafo biconexo e pode ser gene-
ralizado como proposto no teorema 2.4.1.

Lema 2.4.3. Um grafo G(V,E),|V |> 2, é biconexo se, e somente se, cada
par de vértices de G está contido em algum ciclo.

Prova. Segue a parte 1 do lema 2.4.2.

Teorema 2.4.1. Seja G um grafo k-conexo. Então existe algum ciclo de
G passando por cada subconjunto de k vértices.

Observe que a recíproca do teorema 2.4.1 anterior não é válida para
k > 2. O grafo definido por exatamente um ciclo de comprimento |V |
explica a razão. Deste modo, o teorema 2.4.2 a seguir caracteriza grafos
k-conexos.

Teorema 2.4.2. Um grafo G(V,E) é k-conexo, se, e somente se, existissem
k caminhos disjuntos (exceto nos extremos) entre cada par de vértices
de G.

As provas dos teoremas 2.4.1 e 2.4.2 são mais elaboradas e não serão
aqui apresentadas.

2.5 Planaridade
Nesta seção, retorna-se à noção de representação geométrica dos gra-

fos. Seja G um grafo e R uma representação geométrica de G em um
plano. A representação R é chamada plana quando não houver cruza-
mento de linhas (arestas) em R, a não ser nos vértices, naturalmente. Um
grafo é dito planar quando admitir alguma representação plana. Esse
conceito pode ser estendido para outras superfícies. Assim, de um modo
geral, diz-se que o grafo G é imersível em uma superfície S se existir uma
representação geométrica R de G, desenhada sobre S, tal que duas linhas
de R não se cruzem, a não ser nos vértices.

Seja G um grafo planar e R uma representação plana de G em um
plano P. Então, as linhas de R dividem P em regiões, as quais são
denominadas faces de R. Observe que existe exatamente uma região não
limitada. Esta é chamada face externa. A representação da figura 2.19,
por exemplo, possui cinco faces. Segue-se que duas representações planas



2.5. PLANARIDADE 31

Figura 2.19: Exemplo de um grafo planar com sete vértices e dez arestas.

de um grafo possuem sempre o mesmo número de faces. Logo, esse
número constitui também um invariante de um grafo, sendo denotado
por f . Os números de vértices, arestas e faces de um grafo planar não
são independentes. O teorema 2.5.1 a seguir os correlaciona.

Teorema 2.5.1. Seja G um grafo planar. Então n+ f = m+2.

Uma conveniente representação plana de G corresponde a um polie-
dro com n vértices, m arestas e f faces. A expressão acima é conhecida
como fórmula de Euler para poliedros e pode ser demonstrada por indu-
ção. Observe que quanto maior for o número de arestas de um grafo G
em relação ao seu número de vértices, mais difícil se torna a obtenção de
uma representação geométrica plana para G. De fato, há um limite má-
ximo para o número de arestas de um grafo planar, dado pelo lema 2.5.1
a seguir.

Lema 2.5.1. Seja G um grafo planar. Então m≤ 3n−6.

Prova. Cada face é delimitada por um mínimo de três arestas e cada
aresta pertence a exatamente duas faces. Logo, 2m ≥ 3 f . Substituindo
na fórmula de Euler, tem-se f =m−n+2, onde (2/3)m≥m−n+2. Assim,
m≤ 3n−6.

Uma outra questão relacionada é: dado um grafo G planar, é admi-
tida uma representação plana em que todas as linhas sejam retas? Todo
grafo planar admite uma representação plana em que todas as linhas
sejam retas. A prova disso é elaborada e não será apresentada neste
texto.

Conforme foi mencionado, toda representação plana de um grafo G
contém uma face externa, não limitada. Para evitar a distinção entre
faces limitadas e não limitadas, pode-se considerar a representação geo-
métrica de G em uma esfera, ao invés de em um plano. Para tal, seja
uma esfera S apoiada em um plano P, sendo b o ponto de contato en-
tre essas superfícies. Seja a o ponto de S diametralmente oposto a b.
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Denote por R uma representação plana do grafo G no plano P. Então,
cada ponto v de R em P possui um correspondente v′ na esfera S, sendo
v′ definido pela interseção de S com a reta av. É imediato verificar que
essa construção define uma representação geométrica de G em S, sem
cruzamento de linhas (a não ser nos vértices). E reciprocamente, ou seja,
um grafo G é planar se, e somente se, G for imersível em uma esfera.
As representações geométricas na esfera apresentam a vantagem de não
possuírem regiões (faces) ilimitadas.

Uma questão básica é naturalmente caracterizar os grafos planares.
Inicialmente tem-se:

Lema 2.5.2. Os grafos K5 e K3,3 são não planares.

Prova. Para K5 tem-se n = 5 e m = 10. Assim, m > 3n− 6. Portanto,
K5 não satisfaz à condição necessária do lema 2.5.1, logo não pode ser
planar. Para K3,3 tem-se n = 6 e m = 9. Assim, suponha que K3,3 seja
planar. Então, deve satisfazer à Fórmula de Euler, ou seja, seu número
de faces é f = m− n+ 2 = 5. Em qualquer representação plana de K3,3,
cada face deve ter pelo menos quatro arestas (pois o menor ciclo em K3,3
tem comprimento 4). Além disso, cada aresta pertence a exatamente
duas faces. Logo, 2m≥ 4 f , o que contradiz m = 9, f = 5.

Observe que K5 e K3,3 são os grafos não planares com menor número
de vértices e arestas, respectivamente. Denomina-se subdivisão de uma
aresta (v,w) de um grafo G uma operação que transforma (v,w) em um
caminho v,z1, ...,zk,w, sendo k ≥ O, em que os zi são vértices de grau
2 adicionados a G. Diz-se que um grafo G2 é uma subdivisão de um
grafo G1 quando G2 puder ser obtido de G1 através de uma sequência de
subdivisões de arestas de G1.

O teorema 2.5.2 seguinte é o fundamental em planaridade, resolvendo
o problema de caracterização dos grafos planares.

Teorema 2.5.2. Um grafo é planar se, e somente se, não contém como
subgrafo uma subdivisão de K5 ou K3,3.

A prova da necessidade é imediata. Os grafos K5 e K3,3 não são pla-
nares (lema 2.5.2). Consequentemente qualquer subdivisão dos mesmos
também não será. Contudo, a prova de suficiência é bastante envolvente
e não será apresentada. O teorema 2.5.2 concede aos grafos K5 e K3,3
um papel todo especial em planaridade. A partir deste teorema 2.5.2,
construíram-se os primeiros algoritmos para o reconhecimento de grafos
planares. Atualmente são conhecidos algoritmos de complexidade O(n)
para essa finalidade.
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2.6 Coloração
Seja G(V,E) um grafo e C = {ci} um conjunto de cores. Uma colora-

ção de G é uma atribuição de alguma cor de C para cada vértice de V ,
de tal modo que a dois vértices adjacentes sejam atribuídas cores dife-
rentes. Assim sendo, uma coloração de G é uma função f : V →C tal que
para cada par de vértices v,w ∈ V tem-se (v,w) ∈ E f (v) ̸= f (w). Uma
k-coloração de G é uma coloração que utiliza um total de k cores. Isto é,
uma k-coloração de G é uma coloração f cuja cardinalidade do conjunto
imagem é igual a k. Diz-se, então, que G é k-colorível. Denomina-se
número cromático χ(G) de um grafo G o menor número de cores k, para
o qual existe uma k-coloração de G. Uma coloração que utiliza o número
mínimo de cores é chamada mínima.

Observe que é muito fácil colorir um grafo (isto é, obter uma colo-
ração). Basta utilizar um total de n cores, uma para cada vértice. Isso
obviamente garante cores diferentes a vértices adjacentes. Contudo, o
problema de encontrar um processo eficiente para encontrar uma colo-
ração mínima é bastante difícil. A exemplo do caso da seção anterior,
não é conhecida caracterização razoável para grafos k-coloríveis. Não é
conhecido, pois, algoritmo eficiente para determinar o número cromático
de um grafo. De fato, há fortes indícios de que não existe algoritmo dessa
natureza. Contudo, o caso especial de bicoloração pode ser resolvido de
forma simples.

Lema 2.6.1. Um grafo G(V,E) é bicolorível se, e somente se, for bipartido.

Prova. Se G é bipartido, sejam V1,V2 ⊆ V os subconjuntos de V que o
biparticionam. Então atribua a cor c1 aos vértices de V1 e a cor c2 aos de
V2. Reciprocamente, se G é bicolorível, considere uma bicoloração de G,
com cores c1 e c2. Sejam V1 e V2 os subconjuntos de vértices que possuem
as cores c1 e c2, respectivamente. Então V1,V2 biparticionam G.

O lema 2.6.1 acima caracteriza grafos bicoloríveis e sugere um algo-
ritmo eficiente para encontrar uma bicoloração, se existir. Entretanto,
se o número cromático for maior do que 2, o processo se torna substan-
cialmente mais difícil.

Os conceitos de coloração, clique e conjunto independente de vértices
estão naturalmente relacionados. Por exemplo, como são necessárias p
cores para colorir os p vértices de uma clique de tamanho k, conclui-
se que o número cromático de um grafo G é maior ou igual do que o
tamanho da maior clique de G. Considere agora uma k-coloração de
G(V,E). Sejam V1,V2, ...,Vk os subconjuntos (disjuntos) de V , induzidos
pela k-coloração. Então, obviamente, ⋃Vi = V e cada Vi é um conjunto
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independente de vértices. Então o problema de determinar uma colora-
ção mínima de G pode ser formulado em termos de particionar V em um
número mínimo de conjuntos independentes de vértices.

Um grafo G é denominado k-crítico quando χ(G) = k e, para todo
subgrafo próprio H de G, χ(H)< k. Naturalmente todo grafo G admite
um subgrafo χ(G)-crítico. Além disso, todo grafo k-crítico é conexo. O
teorema seguinte traz alguma informação sobre essa classe de grafos.

Teorema 2.6.1. Se G(V,E) é k-crítico, então grau(v) ≥ k− 1, para todo
v ∈V .

Prova. Suponha que G seja k-crítico e grau(v) ≥ k−1, para algum v ∈V .
Como G é k-crítico, G−v é (k−1)-colorível. Seja V1, ...,Vk−1 uma (k−1)-
coloração de G−v. Isto é, Vi representa o conjunto de vértices de G com
a cor i, 1≤ i≤ k−1. Como grau(v) < k−1, existe Vj tal que todo w ∈Vj
é não adjacente a v. Então, V1, ...,Vj

⋃
{v}, ...,Vk−1 é uma (k− l)-coloração

de G, uma contradição.

O estudo de coloração foi iniciado com o problema das quatro cores.
Seja M uma região do plano. Um mapa é um particionamento de M
em um número finito de sub-regiões, as quais são delimitadas por linhas.
Duas sub-regiões são adjacentes quando possuírem uma linha em comum.
Uma coloração de M é uma atribuição de alguma cor a cada região
de M, de modo que regiões adjacentes possuam cores diferentes. Um
mapa M é k-colorível quando existir uma coloração de M que utilize
k cores. Observe que existe uma correspondência entre coloração de
grafos G e de mapas M. De fato, defina G de modo a possuir um vértice
para cada região de M, sendo um par de vértices adjacente quando as
respectivas regiões o forem. Então é imediato observar que colorir o
mapa M é equivalente a colorir o grafo G. Por outro lado, observe que G
é necessariamente planar, pela própria definição de M. Então o problema
de coloração de mapas é equivalente ao de coloração de grafos planares.
O problema das quatro cores consiste, então, em provar que todo grafo
planar é 4-colorível.

2.7 Grafos direcionados
Os grafos abordados até então são também denominados não direci-

onados (seção 2.2). Isso porque suas arestas (v,w) não são direcionadas.
Assim, se (v,w) é aresta de G(V,E), então tanto v é adjacente a w, como
w é adjacente a v. Em contrapartida, um grafo direcionado ou digrafo
D(V,E) é um conjunto finito não vazio V (os vértices) e um conjunto
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E (as arestas) de pares ordenados de vértices distintos. Portanto, em
um digrafo cada aresta (v,w) possui uma única direção de v para w, ou
seja, tem-se uma aresta direcionada ou arco. Diz-se também que (v,w)
é divergente de v e convergente a w. Grande parte da nomenclatura e
dos conceitos é análoga nos dois casos. Assim sendo, definem-se, por
exemplo, caminho simples, trajeto, ciclo e ciclo simples de forma aná-
loga às definições de grafos. Em todo caso, um caminho em digrafos é
também chamado de cadeia, tal como um ciclo direcionado é chamado
de circuito.

Ao contrário dos grafos simples, os digrafos podem possuir ciclos de
comprimento 2, no caso em que ambos (v,w) e (w,v) são arestas do digrafo.
Os caminhos e ciclos em um digrafo devem obedecer ao direcionamento
das arestas.

Seja D(V,E) um digrafo e um vértice v ∈V . O grau de entrada de v é
o número de arestas convergentes a v. O grau de saída de v é o número
de arestas divergentes de v. Uma fonte é um vértice com grau de entrada
nulo, enquanto um sumidouro (ou poço) é um com grau de saída nulo.

Se forem retiradas as direções das arestas de um digrafo D, obtém-se
um multigrafo não direcionado, chamado grafo subjacente a D.

Um digrafo D(V,E) é fortemente conexo quando para todo par de
vértices v,w ∈ V existir um caminho em D de v para w e também de
w para v. Se ao menos um desses caminhos existir para todo v,w ∈ V ,
então D é unilateralmente conexo. D é chamado fracamente conexo ou
desconexo, conforme seu grafo subjacente seja conexo ou desconexo, res-
pectivamente. Observe que se um digrafo é fortemente conexo, então,
também é unilateralmente e fracamente conexo. Se existir algum cami-
nho em D de um vértice v para um vértice w, então diz-se que v alcança
ou atinge w, sendo este alcançável ou atingível de v. Se v alcançar to-
dos os vértices de D, então v é chamado raiz do digrafo. Um digrafo é
acíclico quando não possui ciclos. Observe que o grafo subjacente a um
digrafo acíclico não é necessariamente acíclico, entretanto, um digrafo
de um grafo subjacente acíclico também o será.
Lema 2.7.1. Todo digrafo acíclico possui (pelo menos) uma fonte e um
sumidouro.

Seja D(V,E) um digrafo acíclico. Denomina-se fechamento transitivo
de D o maior digrafo D f (V,E f ) que preserva a alcançabilidade de D. Isto
é, para todo v,w ∈ V , se v alcança w em D, então (v,w) ∈ E f . Analoga-
mente, a redução transitiva de D é o menor digrafo Dr(V,Er) que preserva
a alcançabilidade de D. Isto é, se (v,w) ∈ Er, então v não alcança w em
D− (v,w). A redução transitiva é também conhecida como diagrama de
Hasse.
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Um conjunto parcialmente ordenado ou ordenação parcial (S,≤) é
um conjunto não vazio S e uma relação binária ≤ em S, satisfazendo às
seguintes propriedades:

(i) s1 ≤ s1 para s1 ∈ S (≤ é reflexiva).

(ii) s1 ≤ s2 e s2 ≤ s1 => s1 = s2, para s1,s2 ∈ S (≤ é antissimétrica).

(iii) s1 ≤ s2 e s2 ≤ s3 => s1 ≤ s3, para s1,s2,s3 ∈ S (≤ é transitiva).

Um conjunto parcialmente ordenado (S,≤) pode ser também carac-
terizado pelo par (S,<), em que < é uma relação binária em S definida
por s1 < s2 <=> s1 ≤ s2 e s1 ̸= s2. A relação < satisfaz:

(i) s1 ≮ s1 para s1 ∈ S (< é irreflexiva).

(ii) s1 < s2 => s2 ≮ s1, para s1,s2 ∈ S (< é assimétrica).

(iii) s1 < s2 e s2 < s3 => s1 < s3, para s1,s2,s3 ∈ S (< é transitiva).

Sej D f (V,E f ) o fechamento transitivo de um digrafo acíclico D(V,E).
Pode-se constatar que E f é uma relação irreflexiva, assimétrica e tran-
sitiva. Consequentemente, fechamentos transitivos de digrafos acíclicos
e conjuntos parcialmente ordenados são conceitos equivalentes. Isto é,
P(S,<) caracteriza um conjunto parcialmente ordenado se, e somente se,
o digrafo D f (S,<) for o fechamento transitivo de algum digrafo acíclico
D. Diz-se então que D induz o conjunto parcialmente ordenado P(S,<).
Observe que s1 < s2 em P se, e somente se, existir um caminho em D de
s1 para s2. Utiliza-se então a notação v < w para indicar que v alcança
w no digrafo acíclico D(V,E), sendo v,w ∈V .

Finalmente, uma árvore direcionada enraizada é um digrafo D tal
que exatamente um vértice r possui grau de entrada nulo, enquanto
para todos os demais vértices o grau de entrada é igual a um. É imediato
observar que D é acíclico com exatamente uma raiz r. Além disso, o grafo
subjacente T de D é uma árvore. Por isso é usual aplicar a nomenclatura
de árvores, ou também arborescências, a essa classe de digrafos.

2.8 Fluxo máximo em redes
O conteúdo a seguir é dedicado ao estudo do fluxo máximo em re-

des, que é um tópico fundamental para a solução de diversos problemas
de áreas diferentes, principalmente em Otimização Combinatória. Uma
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grande variedade de problemas podem ser resolvidos mediante sua trans-
formação em um caso de fluxo máximo em redes. Além disso, os algorit-
mos de fluxo máximo constituem exemplos didáticos em complexidade
computacional. Serão apresentadas as definições e propriedades básicas,
seguidas da apresentação do Teorema do Fluxo Máximo-Corte Mínimo,
fundamental na teoria. Em seguida são descritos os principais algoritmos
para a resolução do Problema do Fluxo Máximo, sendo o primeiro de-
les com complexidade exponencial, enquanto os demais são polinomiais
com complexidades respectivamente decrescentes, segundo a sequência
de apresentação.

2.9 O Problema do Fluxo Máximo
Uma rede é um digrafo D(V,E) em que a cada aresta e ∈ E está asso-

ciado um número real positivo c(e) denominado capacidade da aresta e.
Suponha que D possua dois vértices especiais e distintos s, t ∈V chama-
dos origem e destino, respectivamente, com as seguintes propriedades: o
primeiro é uma fonte que alcança todos os vértices, enquanto o destino
é um sumidouro alcançado também por todos. Um fluxo f de s a t em
D é uma função que a cada aresta e ∈ E associa um número real não
negativo f (e) satisfazendo às seguintes condições:

(i) 0≤ f (e)≤ c(e), para toda aresta e ∈ E.

(ii) ∑w1
f (w1,v) = ∑w2

f (v,w2), para todo vértice v ̸= s, t.

A primeira condição acima simplesmente indica que o fluxo em cada
aresta não ultrapassa o valor de sua capacidade. A segunda significa
que o fluxo se conserva em cada vértice v ̸= s, t. Isto é, o somatório dos
fluxos das arestas convergentes a v é igual ao das divergentes de v. Esse
somatório é denominado valor do fluxo em v. Por analogia, o somatório
dos fluxos das arestas divergentes de s e o das convergentes a t são o
valor do fluxo em s e o do fluxo em t, respectivamente. O valor do fluxo
na origem é denominado valor do fluxo na rede D e denotado por f (D).

A figura 2.20(a) ilustra um fluxo em uma rede. A capacidade e o fluxo
em cada aresta estão indicados pelo par de números correspondentes,
com o segundo entre parênteses. Por exemplo, a aresta (v2,v3) possui
capacidade 2 e fluxo 1. O valor do fluxo no vértice v2 é 3, no destino
t é 4 e na rede também é 4. A situação da rede da figura 2.20(b) não
corresponde a um fluxo, pois o vértice v4 não satisfaz à condição (ii)
acima (há um total igual a 3 de fluxo convergente a v4 e um total 4
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divergente). De um modo geral, se os valores f (e) não obedecerem às
condições da definição acima, a atribuição f será chamada fluxo ilegal.

O fluxo em uma rede possui certa analogia com o escoamento de água
de uma origem s a um destino t, através de uma rede de tubulação. A ca-
pacidade de cada aresta corresponde à vazão máxima de água através da
tubulação correspondente. O escoamento de água obedece às condições
(i) e (ii) acima. Contudo, satisfaz também a restrições adicionais.

Naturalmente, o valor do fluxo em uma rede pode variar de um mí-
nimo igual a zero até um certo máximo. Por exemplo, o valor do fluxo
na figura 2.20(c) é igual a 7, o qual é máximo para a sua rede. O Pro-
blema do Fluxo Máximo consiste em, dada uma rede, determinar seu
fluxo máximo.

Seja f um fluxo em uma rede D(V,E). Uma aresta e ∈ E é saturada
quando f (e) = c(e). Um vértice v∈V é saturado quando todas as arestas
convergentes a v ou todas divergentes de v estão saturadas. No fluxo da
figura 2.20(c), a aresta (v2, t) e o vértice v4 estão saturados. Um fluxo
é maximal quando todo caminho de s a t em D contém alguma aresta
saturada. Isto é, o valor de um fluxo maximal não pode ser aumentado
simplesmente por acréscimos de fluxos em algumas arestas.

Naturalmente, todo fluxo máximo é maximal. Contudo, a recíproca
não é necessariamente verdadeira. Por exemplo, no fluxo da figura 2.21(a),
as arestas (s,v1), (v1,v4) e (v4, t) estão saturadas, bem como os vértices
v1 e v4. Esse fluxo é maximal, pois todo caminho de s a t contém uma
dessas arestas (ou um desses vértices). Observe que ele não é máximo,
pois possui valor 1 enquanto o da figura 2.21(b) possui valor 2.

Seja S ⊆V um subconjunto de vértices tal que s ∈ S e t /∈ S. Denote
S = V − S. Um corte (S,S) em D é o subconjunto das arestas de D que
possuem uma extremidade em S e outra em S. Assim sendo, todo cami-
nho da origem s ao destino t em D contém alguma aresta de (S,S). Sejam:

(S,S)+ = {(v,w) ∈ E|v ∈ S e w ∈ S}
(S,S)− = {(v,w) ∈ E|v ∈ S e w ∈ S}.

Define-se capacidade c(S,S) do corte (S,S) como o somatório das ca-
pacidades das arestas de (S,S)+. Observe que o corte (S,S) inclui as
arestas de (S,S)−, mas essas não são utilizadas no cálculo de sua capaci-
dade. Um corte mínimo é aquele que possui capacidade mínima.

Seja f um fluxo e (S,S) um corte em D. Então, f (S,S) é o fluxo no
corte (S,S), sendo definido como a diferença:

f (S,S) = ∑e∈(S,S)+ f (e)−∑e∈(S,S)− f (e)
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(b) Um fluxo ilegal.
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(c) Um fluxo máximo.

Figura 2.20: Exemplo de fluxo em redes.
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Figura 2.21: Fluxos (a) maximal e (b) máximo.

Observe que, em geral, c(S,S) ̸= c(S,S) e f (S,S) ̸= f (S,S). Por exem-
plo, na rede da figura 2.20(a), com S = s,v2,v3 obtém-se S = v1,v4, t e o
corte (S,S) = (s,v1),(v1,v3),(v3,v4),(v2, t), no qual:

(S,S)+ = (s,v1),(v3,v4),(v2, t),
(S,S)− = (v1,v3),
c(S,S) = c(s,v1)+ c(v3,v4)+ c(v2, t) = 10 e
f (S,S) = f (s,v1)+ f (v3,v4)+ f (v2, t)− f (v1,v3) =
f (S,S)+− f (S,S)− = 4.

Observe que o valor do fluxo em uma rede é igual ao seu valor no
corte (s,V − s). Na realidade, esse fato é ainda mais geral. O valor do
fluxo em uma rede pode ser medido em qualquer corte, como indica o
lema seguinte.

Lema 2.9.1. Seja f um fluxo em uma rede D e (S,S) um corte em D.
Então, f (S,S) = f (D).

Prova. Indução no tamanho de S. Se |S| = 1, então S = {s} e f (S,S) =
f (D) por definição. Para |S| > 1 escolha algum v ∈ S, v ̸= s. Sejam
(v,S) e (S,v) os conjuntos das arestas de E com uma extremidade em
v e outra em S, dirigidas de v para S e de S para v, respectivamente.
Denote S′ = S− v. Sejam f (v,S) e f (S,v) os somatórios dos fluxos nas
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arestas de (v,S) e (S,v), respectivamente. Observe que f (S,S) = f (S′,S′)+
f (S,v)− f (v,S)+ f (S,v)− f (v,S). Pela condição (ii) da definição de fluxo,
f (v,S)+ f (v,S) = f (S,v)+ f (S,v). Logo, f (S,S) = f (S′,S′). Pela hipótese
de indução, f (S′,S′) = f (D), o que completa a prova.

(S,v) (v,S)

(S,v) (v,S)

v
S

S

(a)

(S′ ,v) (v,S′)

(v,S′) (S′ ,v)

v

S′

S′

(b)

Figura 2.22: Prova do lema 2.9.1.

Note que, em particular, f (V −{t},{t}) = f ({s},V −{s}) = t(D).

2.9.1 O Teorema do Fluxo Máximo – Corte Mínimo
Nesta seção serão apresentadas as condições que permitem caracteri-

zar um fluxo máximo. Essa caracterização será obtida com o Teorema
do Fluxo Máximo – Corte Mínimo apresentado no final desta parte.

Seja f um fluxo em uma rede D. O objetivo, no momento, é aumen-
tar o valor de f , se possível. Cada aresta e pode receber um adicional
de fluxo ≤ c(e)− f (e), o que talvez produza um aumento no valor de
f . Uma aresta e tal que c(e)− f (e) > 0 denomina-se aresta direta. É
possível também que f não seja máximo e simultaneamente não seja pos-
sível aumentar f unicamente através de incrementos de fluxo em arestas
diretas. Um fluxo maximal mas não máximo é um exemplo desta última
afirmativa, pois neste caso não há caminho de s a t através unicamente de
arestas diretas. Em consequência, há situações em que a única forma de
aumentar f consiste em, além de incrementar o fluxo em algumas arestas,
decrementá-lo em outras. Por exemplo, para aumentar o valor do fluxo
na rede da figura 2.20(b), torna-se necessário também decrementá-lo na
aresta (v1,v4). Naturalmente, uma aresta e pode receber um decremento
de fluxo positivo ≤ f (e). Se f (e)> 0, então e é denominada aresta contrá-
ria. Na rede da figura 2.20(a), (s,v2) é aresta direta e contrária, enquanto
(s,v1) é direta e (s,v3) é contrária.
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Dados f e D(V,E), define-se a rede residual D′( f ) como aquela em que
o conjunto de vértices coincide com o de D e cujas arestas são obtidas
pela seguinte construção: “Se (v,w) é aresta direta de D, então (v,w)
é aresta de D′, também chamada direta e com capacidade c′(v,w) =
c(v,w)− f (v,w). Se (v,w) é aresta contrária de D, então (w,v) é aresta de
D′, também chamada contrária e com capacidade c′(w,v) = f (v,w)”.

Em outras palavras, as capacidades das arestas de D′ representam
as possíveis variações de fluxo que as arestas de D podem sofrer, com o
direcionamento de cada aresta indicando sua variação positiva ou nega-
tiva. Como exemplo, as redes das figuras 2.23(a) e 2.23(b) são residuais
respectivamente dos fluxos nas redes das figuras 2.21 e 2.20(a), respecti-
vamente. As capacidades das arestas estão indicadas nas novas figuras.

Um caminho de s a t na rede residual D′( f ) é denominado aumentante
(ou caminho de acréscimo de fluxo) para f . Por exemplo, o caminho
s,v2,v4,v1,v3, t na rede da figura 2.23(a) é aumentante para o fluxo da
figura 2.21.
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Figura 2.23: Redes residuais.

O lema 2.9.2 seguinte descreve uma aplicação do conceito de rede
residual ao Problema do Fluxo Máximo.

Lema 2.9.2. Seja f um fluxo em uma rede D(V,E) e D′ a rede residual
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correspondente. Suponha que exista em D′ um caminho aumentante
v1, . . . ,vk da origem s = v1 ao destino t = vk. Então f (D) pode ser aumen-
tado de um valor

F ′ = min{c′(v j,v j+1)|1≤ j < k}.

Prova. A construção seguinte obtém em D um novo fluxo de valor f (D)+
F ′. Para 1 ≤ j < k, se (v j,v j+1) é aresta direta, incrementar f (v j,v j+1)
de F ′. Se (v j,v j+1) é contrária, decrementar f (v j+1,v j) de F ′. Em
ambos os casos, o fluxo no vértice v j+1 recebeu F ′ unidades adicio-
nais. Além disso, como F ′ é a menor dentre as capacidades das ares-
tas do caminho aumentante, assegura-se que os novos fluxos nas ares-
tas também satisfazem às condições da definição. Ou seja, a nova
situação é também um fluxo f ′. Pelo corte (s,V − s), conclui-se que
f ′(D) = f (D)+ [ f ′(s,v2)− f (s,v2)] = f (D)+F ′.

Como exemplo, na rede residual (figura 2.23(a)) do fluxo da figura 2.21(a),
s,v2,v4,v1,v3, t é um caminho aumentante no qual o valor mínimo entre
as capacidades de suas arestas é 1. As arestas (s,v2), (v2,v4), (v1,v3) e
(v− 3, t) são diretas, o que permite incrementar de 1 o fluxo em cada
uma delas. A aresta (v4,v1) é contrária, o que permite decrementar de 1
em (v1,v4). Com essas alterações, a rede da figura 2.21(a) se transforma
na da figura 2.21(b). Como exemplo adicional, considere a rede residual
da figura 2.23(b), correspondente ao fluxo da figura 2.20(a). No caminho
aumentante s,v1,v4, t , a capacidade mínima é 1. Assim sendo, pode-se
incrementar de 1 o fluxo nas arestas (s,v1) e (v4, t) e diminuí-lo de 1
em (v4,v1). Isso aumenta em uma unidade o valor do fluxo da figura
2.20(a). Se todo caminho entre a origem e o destino em uma rede D
contiver uma certa aresta, naturalmente o valor de qualquer fluxo em
D não pode ultrapassar a capacidade c(e). Isto é, essa aresta atua de
forma semelhante a um ”gargalo”para o fluxo. De uma forma mais ge-
ral, o valor de qualquer fluxo f em D não pode ultrapassar o valor de
qualquer corte (S,S), pois f (D) = f (S,S) =∑e∈(S,S)+ f (e)−∑e∈(S,S)− f (e)≤
∑e∈(S,S)+ c(e) = c(S,S). Ou seja, o fluxo máximo em uma rede não pode
ultrapassar a capacidade de seu corte mínimo.

Deste modo, é enunciado o teorema 2.9.1 seguinte, fundamental em
Teoria de Fluxo em Redes, que afirma que esse limite superior é atingível
(fluxo máximo de corte mínimo).

Teorema 2.9.1. O valor do fluxo máximo em uma rede D é igual à capa-
cidade do corte mínimo de D.
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Prova. Seja f um fluxo máximo em D. Pelo observado acima, f (D) ≤
cmin, em que cmin é a capacidade do corte mínimo. Suponha f (D)< cmin
e seja D′ a rede residual de f . Há duas possibilidades:

Caso 1: Existe caminho aumentante para f . Essa situação contradiz o
lema 2.9.1.

Caso 2: Não existe caminho aumentante. Seja S o conjunto de vértices
alcançáveis em D′ a partir de s. Naturalmente, s ∈ S e t ∈ S′. Caso
contrário, se t ∈ S haveria caminho aumentante. Então

(i) D′ não possui aresta direta de S para S′. Isto é, f (e) = c(e),
para cada e ∈ (S,S)+.

(ii) D′ não possui aresta contrária de S para S. Isto é, f (e) =
0, para cada e ∈ (S,S)−. Logo, f (D) = f (S,S)∑e∈(S,S)+ f (e)−
∑e∈(S,S)− f (e) = c(S,S), o que contradiz f (D)< cmin.

Logo, f (D) = cmin.

Os corolários 2.9.1 e 2.9.2 seguintes são consequências diretas do te-
orema 2.9.1.

Corolário 2.9.1. Sejam (S,S′) um corte e f um fluxo máximo em uma
rede D. Então (S,S′) é mínimo se, e somente se,

(i) toda aresta e ∈ (S,S)+ estiver saturada, e

(ii) toda aresta e ∈ (S,S)− satisfizer f (e) = 0.

Corolário 2.9.2. Um fluxo f em uma rede D é máximo se, e somente se,
não existir caminho aumentante para f .

No exemplo da figura 2.21(b), (s,v1,v2,v3,v4, t) é um corte mínimo
de capacidade 2. Logo, o fluxo máximo dessa rede possui valor 2 (fi-
gura 2.21(a)). Na figura 2.20(a), o corte (s,v1,v3,v2,v4, t) é mínimo e
possui capacidade 7. Isso permite concluir que o fluxo da figura 2.20(c)
é máximo.

2.9.2 Um primeiro algoritmo
Seja D(V,E) uma rede em que cada aresta e ∈ E possui capacidade

c(e) inteira positiva. Nesta seção formula-se um primeiro algoritmo para
determinar o fluxo máximo numa rede D.
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Algoritmo 2.1: Fluxo máximo em uma rede (Ford e Fulkerson)

1 Dados: rede D(V,E), com capacidades c(e) inteiras e positivas,
para cada e ∈ E , origem s ∈V e destino t ∈V

2 F := 0
3 para cada e ∈ E faça
4 f (e) := 0
5 construir a rede residual D′( f )

6 enquanto existir caminho v1, . . . ,vk de s = v1 a t = vk em D′ faça
7 F := min{c′(v j,v j+1), |1≤ j < k}
8 para cada j = 1, . . . ,k−1 faça
9 se (v j,v j+1) é aresta direta então

10 f (v j,v j+1) := (v j,v j+1)+F ′

11 senão
12 f (v j,v j+1) := (v j,v j+1)−F ′

13 F := F +F ′ construir a rede residual D′( f )

L

L L

1

L

a

b

ts

Figura 2.24: Um exemplo de pior caso para o algoritmo 2.1.

A prova do lema 2.9.1 é construtiva, fornecendo, juntamente com o
teorema 2.9.1, o seguinte algoritmo:

No passo inicial, define-se f (e) := 0 para cada aresta e de D. O valor
do fluxo F é, portanto, nulo. No passo geral, constrói-se a rede residual
D′ de D. Se houver caminho aumentante em D, então F pode ser incre-
mentado, conforme o lema 2.9.1. Repete-se o processo. Se o caminho
acima não existir, o fluxo é máximo. Ou seja, como as capacidades das
arestas são números inteiros, os incrementos também o são. Portanto, o
valor do fluxo se mantém inteiro no processo.

Deste modo, após um número finito de incrementos, F atinge o va-
lor máximo igual à capacidade do corte mínimo de D. Para calcular a
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complexidade desse algoritmo é necessário estimar o número de iterações
do bloco. Contudo, esse número pode depender do valor F do fluxo má-
ximo. Assim sendo, em um pior caso F pode ser exponencial no tamanho
dos incrementos F ′. Ou seja, o número de iterações é Ω(F). Em cada
iteração deve-se construir a rede residual D′ e um caminho aumentante.
Essas operações podem ser realizadas em tempo O(m). O passo inicial
também requer O(m) operações. Logo, a complexidade do algoritmo é
O(m(F + 1)). Observe que F pode ser exponencial em m. A rede da
figura 13 ilustra um pior caso, em que o valor do fluxo máximo é 2L. Se
os caminhos aumentantes s,a,b, t e s,b,a, t forem alternadamente esco-
lhidos pelo algoritmo, então o valor do incremento de fluxo F ′ é sempre
igual a 1. Deste modo, serão necessárias 2L iterações, em que L pode ser
arbitrariamente grande.

2.9.3 Um algoritmo O(nm2)

Dada uma rede D e um fluxo f em D, o algoritmo 2.1 da seção ante-
rior iterativamente constrói a rede residual D′( f ) e procura um caminho
aumentante, o qual, se existir, é utilizado para incrementar o valor do
fluxo. Não há restrição à escolha do caminho aumentante, isto é, qual-
quer um pode ser considerado.

Deste modo, será agora apresentado um critério de escolha de tais
caminhos, devido a Edmonds e Karp. Esse critério, quando incorporado
ao algoritmo 2.1 reduz sensivelmente a sua complexidade. O critério
adotado é o seguinte:

“Escolher sempre o caminho aumentante de menor comprimento, isto é,
com menor número de arestas.”

A justificativa da adoção dessa estratégia é dada pelo lema 2.9.3
seguinte.

Lema 2.9.3. Seja f1 um fluxo em uma rede D e k o comprimento do menor
caminho aumentante p1 para f1. Seja f2 o fluxo obtido em D pelo au-
mento de f1 através de p1, conforme o lema 2.9.1. Então o comprimento
do menor caminho aumentante p2 para f2, se houver, é ≥ k.

Prova. Comparando as redes residuais D′( f1) e D′( f2), verifica-se que:
(i) arestas não pertencentes a p1 aparecem igualmente nas duas redes,
(ii) arestas de p1 com capacidade mínima em p1 não figuram em D′( f2)
e (iii) arestas diretas (v,w) de p1 com f1(v,w) = 0 implicam a introdução
de arestas contrárias (w,v) em D′( f2). Portanto, as únicas arestas em
D′( f2) mas não em D′( f1) são as de (iii). Se p2 possui comprimento
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< k, então, necessariamente utiliza arestas de (iii), o que contradiz p1
ser de comprimento k (isto é, se (v,w) é parte do menor caminho p1, a
introdução em D de arestas do tipo (w,v) não pode produzir caminhos
de comprimento menor do que de p1).

Neste caso, a única modificação proposta em relação ao algoritmo 2.1
é a forma de se obter o caminho aumentante. Na descrição da seção 2.9.2
anterior, este é arbitrário, enquanto a nova estratégia o define como o
de menor comprimento. Pelo lema 2.9.3, os comprimentos dos caminhos
aumentantes escolhidos segundo o critério acima formam uma sequên-
cia não decrescente. Para cada k, 1 ≤ k < n, existem não mais do que
O(m) caminhos aumentantes, pois, em cada tal caminho p, pelo menos
uma aresta de p pode ser saturada (a de menor capacidade corrente), o
que impossibilita a sua utilização posterior em outro caminho do mesmo
comprimento k. Cada menor caminho aumentante pode ser encontrado
em O(m) passos, utilizando busca em largura. Logo, a complexidade de
todo o algoritmo é O(nm2). Observe que essa alteração simples intro-
duzida no algoritmo 2.1 é suficiente para transformá-lo em um processo
polinomial. A argumentação acima mostra que o algoritmo termina em
O(nm2) passos. Não se considerou que as capacidades das arestas são
números inteiros. Isso significa que o processo pode ser aplicado mesmo
se essa condição não for satisfeita. Ou seja, no algoritmo da presente
seção, bem como nos subsequentes, admitem-se capacidades arbitrárias
não negativas.

2.9.4 Um algoritmo O(n2m)

Seja f um fluxo em uma rede D(V,E). O algoritmo da seção anterior
iterativamente procura o caminho aumentante para f com menor compri-
mento. Isto é, o caminho p da origem s ao destino t com menor número
de arestas na rede residual D′( f ).

Para melhor examinar o problema de encontrar tal caminho, pode-se
considerar a sub-rede D∗( f ) de D′( f ), a qual contém somente os vértices
e arestas de D′( f ) que podem figurar em p. Por exemplo, um vértice cuja
distância a s é maior do que a de s a t obviamente não pode pertencer
a p. Da mesma forma, se v1 e v2 são vértices tais que a distância de s a
v1 é menor ou igual à de s a v2, então uma aresta (v2,v1) também não
aparece em p. Como consequência, a rede D∗( f ) é acíclica e somente
contém arestas entre vértices localizados em níveis contíguos na árvore
da largura T de raiz s. Por extensão, o nível de um vértice v na árvore
T é chamado nível de v na rede D∗( f ). Por sua vez, D∗( f ) é denominado
rede de camadas para f .
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O algoritmo 2.2 a seguir constrói uma rede de camadas D∗( f ), a partir
da rede residual D′( f ).

Algoritmo 2.2: Construção da rede de camadas D∗( f )

1 Dados: rede residual D′( f ) efetuar uma busca em largura B em
D′ de raiz s

2 T := 0 árvore de largura obtida por B
3 para cada (v,w) ∈ D′ faça
4 se nvel(v)≥ nvel(w) em T então
5 eliminar (v,w)

6 seja v1, . . . ,vn a sequência de vértices de D′ em ordem não
crescente de seus níveis em T

7 para cada j = 1, . . . ,n faça
8 se v j ̸= t e grau saída (v j) = 0 então
9 eliminar v j

O algoritmo acima tem complexidade O(m). A sua correção decorre
do fato de que numa busca em largura não existe aresta (v,w) tal que
nvel(v)< nvel(w)−1.

Observe que, se f for máximo, não há caminho em D′ de s a t. Conse-
quentemente t não será incluído em D∗( f ). Logo, o digrafo de camadas
D∗( f ) não existirá, pois todos os seus vértices serão eliminados no pro-
cesso.

O algoritmo de determinação do fluxo máximo pode ser reformulado
em termos do digrafo de camadas. Naturalmente, a procura de um
caminho aumentante p pode ser realizada na rede de camadas D∗ em vez
de na rede residual D′. Suponha que tenha sido encontrado um caminho
p, da origem ao destino em D∗( f ), e seja F ′ a capacidade mínima entre
as arestas de p. A estratégia inicial consistia em aumentar de F ′ o
fluxo f em D, obtendo o fluxo aumentado f ′, o qual seria utilizado para
construir D∗( f ′), repetindo-se o processo. Como alternativa, tenta-se
obter D∗( f ′) diretamente de D∗( f ). Para tanto, basta percorrer p em
D∗( f ), redefinindo as capacidades c′(e) das arestas. Isto é, para cada
aresta e de p, efetuar:

se e é aresta direta, então c′(e) := c′(e)−F ′,

eliminando e de D∗( f ) caso c′(e) tenha decrescido para zero.

Caso contrário (quando e é aresta contrária),

c′(e) : c′(e)+F ′.
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O procedimento acima atualiza a rede de camadas D∗( f ) em tempo
O(k), em que k < n é a distância de s a t em D∗( f ). Contudo, esse método
somente pode gerar redes D∗( f ′) caso a distância entre s e t em D∗( f ′)
se mantenha igual a k. Isto é, se p foi o último caminho aumentante
do comprimento k, o procedimento acima não pode ser aplicado, pois
geraria uma rede de camadas desconexa. Nesse caso, obtém-se D∗( f ′) a
partir da definição, utilizando o algoritmo 2.2.

Observe que o número de vezes em que a rede de camadas D∗ deve
ser construída pelo algoritmo 2.2 é O(n), isto é, no máximo uma vez para
cada comprimento k,1≤ k ≤ n−1. Nas demais vezes, obtém-se D∗ pelo
procedimento acima, mais eficiente do que a aplicação do algoritmo 2.2.
Conforme mencionado, o novo método pode ser empregado sempre que
houver, na rede de camadas atualizada D∗( f ′), um caminho aumentante
do mesmo comprimento k obtido na rede anterior D∗( f ), isto é, enquanto
o fluxo em D∗, definido pelos caminhos aumentantes do mesmo compri-
mento k, não for maximal. Com isso, pode-se transformar o problema
de determinar um fluxo máximo em uma rede arbitrária D em O(n) pro-
blemas de determinar um fluxo maximal em uma rede de camadas D∗.
Este último é certamente mais simples. A formulação seguinte descreve
a nova estratégia. Ao final do processo, f é um fluxo máximo de valor F
em D. A complexidade do algoritmo 2.3 é basicamente igual a n vezes a
complexidade do processo de obter um fluxo maximal em D∗.

Considere agora o problema de determinar um fluxo maximal f ∗ de
valor F∗ na rede de camadas D∗ com origem s e destino t, sendo k a
distância de s a t em D∗. A capacidade de cada aresta e em D∗ será
denotada c∗(e).

O processo mais acima descrito para atualização direta de D∗( f ) ob-
tém, na realidade, o desejado fluxo maximal. Isto é, no passo inicial
define-se f ∗(e) := 0, para cada aresta e de D∗. No passo geral, escolhe-se
um caminho arbitrário p de s a t. Seja F ′ a capacidade mínima entre
as arestas p. Para cada aresta e de p efetua-se c∗(e) := c∗(e)−F ′, elimi-
nando e se c∗(e) decresceu para zero. Repete-se o processo. Caso não
haja caminho de s a t, f ∗ é maximal.

A escolha do caminho v1, ...,vk+1 de s = v1 a t = vk+1 pode ser feita de
modo que, para cada j,1≤ j ≤ k, o vértice vk+1 seja o primeiro da lista
A(v j). Como qualquer aresta divergente de v j conduz sempre a um nível
mais próximo de t, o método está correto.
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Algoritmo 2.3: Fluxo máximo em uma rede (Dinic)

1 Dados: rede D(V,E), cada aresta com capacidade real positiva
origem s ∈V e destino t ∈V

2 F := 0
3 para cada e ∈ E faça
4 f (e) := 0
5 construir a rede de camadas D∗( f ) pelo algoritmo 2.2
6 enquanto existir D∗( f ) faça
7 obter o fluxo maximal f ∗ de valor F∗ em D∗

8 para cada e ∈ rede D∗ faça
9 se e é aresta direta de D então

10 f (v j,v j+1) := (v j,v j+1)+F ′

11 senão
12 f (v j,v j+1) := (v j,v j+1)−F ′

13 F := F +F ′

14 construir D∗( f ) pelo algoritmo 2.2

Cada caminho p é obtido, portanto, em tempo O(n). Como pode
haver O(m) caminhos até a separação de s e t, o processo acima encon-
tra um fluxo maximal em D∗ após O(nm) passos. Consequentemente a
complexidade do algoritmo 2.3 para determinar um fluxo máximo em D
é O(n2m).
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Figura 2.25: Entrada para o exemplo da figura 2.26.

As próximas figuras ilustram um exemplo do algoritmo 2.3 aplicado
sobre a rede da figura 2.25. O fluxo inicial é escolhido como de valor 0.
A rede residual, inicial, apareceu na figura 2.26(a), a rede de camadas
correspondente na figura 2.26(b), e o fluxo maximal, de valor 3, na figura
2.26(c). Observe que os caminhos mínimos na rede (Figura 2.26(c))
possuem comprimento 2. A rede de camadas atualizada se encontra
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na figura 2.27(a), gerando a rede de camadas da figura 2.27(b), cujos
caminhos mínimos possuem comprimento 3, e o fluxo maximal valor 2.
O processo prossegue, obtendo comprimento de caminho mínimo até 4,
o qual aparece na figura 2.28(c). O valor do fluxo máximo é a soma dos
valores dos fluxos maximais obtidos, igual a 3+2+2 = 7.
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(a) Rede residual D′

4(3) 3(3)
ts v3

(b) Rede de camadas D∗

s,v3, t

(c) Caminhos aumentan-
tes

Figura 2.26: 1a iteração. Fluxo maximal 3.

2.9.5 Um algoritmo O(n3)

Nesta seção será apresentado um algoritmo de complexidade cúbica
no número de vértices para se determinar o fluxo máximo. Inicial-
mente, será apresentado um algoritmo para determinar um fluxo maxi-
mal em uma rede de camadas, proposto por Malhotra, Pramodh, Kumar
e Maheshwari. Esse algoritmo possui complexidade O(n2). Isso permite
obter o fluxo máximo em uma rede em O(n3) passos, conforme já menci-
onado.

Na seção 2.9.4 anterior, um fluxo maximal foi obtido eliminando-se
uma aresta da rede em cada iteração. No algoritmo descrito abaixo,
elimina-se um vértice em cada passo.

Para cada vértice v da rede de camadas D∗, define-se capacidade de
v como min{∑w c∗(v,w),∑w c∗(v,w)}, onde c∗(w,s) = c∗(t,w) = ∞. Ou seja,
a capacidade de v é o menor dentre os somatórios das capacidades c∗

das arestas divergentes e convergentes a v, respectivamente. Esse valor
exprime o máximo de fluxo que pode passar através de v.
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Figura 2.27: 2a iteração. Fluxo maximal 2.

Seja vc o vértice de menor capacidade em D∗. Existe um fluxo f ∗c que
satura vc em D∗ e cujo valor é igual à capacidade mínima c∗(vc). A cons-
trução desse fluxo está indicada mais adiante. Obtido f ∗c , decrementa-se
c∗(e) de f ∗c (e), e incrementa-se f ∗(e) de f ∗c (e), para cada aresta e de D∗

com f ∗c (e) ̸= 0. Se vc é igual a s ou t, o processo termina, pois um fluxo
que satura a origem ou o destino é obviamente maximal. Considere en-
tão vc ̸= s, t . Elimina-se vc de D∗, pois esse vértice está saturado. Da
mesma forma, é eliminada de D∗ cada aresta cuja capacidade tornou-se
nula. Em seguida são eliminados todos os vértices

(i) w ̸= t com grau saída(w) = 0; e

(ii) w ̸= s com grau entrada(w) = 0.

Deve-se repetir esse passo de eliminação até que os graus de entrada
e saída de cada vértice ̸= s, t sejam ambos diferentes de zero. Se s ou t foi
eliminado, o algoritmo também se encerra, pois o fluxo é maximal. Caso
contrário, deve-se repetir todo o processo escolhendo o novo vértice vc
de capacidade mínima na rede corrente D∗ e assim por diante.

Em seguida, descrevemos um método para obter o fluxo f ∗c de valor
igual a c∗(vc) e que sature vc. Considere inicialmente o trecho de vc a t .
O fluxo f ∗c é enviado de vc até t com a observação do seguinte critério:

”Para cada vértice v de D∗ permite-se no máximo uma aresta
divergente (v,w) satisfazendo 0 < f ∗c (v,w)< c∗(v,w)”.
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Figura 2.28: 3a iteração. Fluxo maximal 2.
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Figura 2.29: 4a iteração. Fluxo maximal: 3+2+2 = 7.

Ou seja, cada aresta considerada deve ser utilizada até a sua capaci-
dade máxima, sempre que possível. Isso implica existir no máximo uma
aresta parcialmente saturada divergente de cada vértice.

Seja F ′c(v) o valor total do fluxo convergente ao vértice v. No passo
inicial, F ′c(vc) = c∗(vc) e F ′c(v) = 0 se v ̸= vc. O processo termina quando
F ′c(vt) alcançar o valor c∗(vc) e F ′c(v) = 0 se v ̸= vt .
O fluxo de saída do vértice v é definido da seguinte maneira: seja (v,w)
a primeira aresta divergente de v, na ordem considerada, isto é, w é o
primeiro vértice de A(v). Logo,

se F ′c(v)≤ c∗(v,w) então f ′c(v,w) := F ′c(v)
caso contrário f ′c(v,w) := c∗(v,w)

F ′c(v) := F ′c(v)− c∗(v,w)
w :=vértice sucessor de w em A(v),
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repetir o processo.
Para o processo acima de definição do fluxo de saída de cada v, os

vértices devem ser considerados em uma ordem topológica. Ou seja,
nenhum vértice pode ser considerado sem que os seus antecessores na
rede em D∗ tenham sido.

Para o trecho de s a vc o método é similar. Exceto que o fluxo se
desenvolve da origem vc ao destino s na rede simétrica de D∗ (isto é,
invertendo-se a direção de cada aresta de D∗).

Para a determinação da complexidade do algoritmo, observe que para
cada vértice v, se q arestas (v,w) foram manipuladas no processo, então
pelo menos q−1 foram eliminadas. Se o custo da eliminação das arestas
for contabilizado em separado, cada vértice v manipulou no máximo uma
aresta. Assim sendo, a determinação de cada f ∗c é realizada em O(n)
passos. Esse procedimento deve ser repetido no máximo uma vez para
cada vértice. Logo, a complexidade é O(n2) mais o custo da eliminação
das arestas. Cada aresta foi eliminada uma vez no máximo. Logo, o custo
total de eliminação é O(m), o que mantém O(n2) como a complexidade
do algoritmo de determinação do fluxo maximal em D∗, ou seja, um
algoritmo de complexidade O(n3) para encontrar o fluxo máximo em D.

Finalmente, para o algoritmo 2.1, que determina o fluxo máximo, é
apresentado o pseudocódigo a seguir com alguns detalhes implementaci-
onais importantes.

2.10 Notas sobre este capítulo
Este capítulo foi fortemente baseado no livro [202], de Szwarcfiter

(2018).
A literatura sobre grafos é relativamente vasta. Há diversos textos

de caráter geral, tais como [16, 17, 25, 31, 41, 60, 113, 171, 214]. Entre
os textos mais recentes, destacamos [32, 62, 26, 211]. Os seguintes livros
abordam temas mais específicos: entre outros, [204] discorre sobre conec-
tividade; [171, 187], sobre o problema das quatro cores; [36, 114], sobre
grafos direcionados. [47, 70, 106] tratam de grafos sob enfoque algorít-
mico. [1] é uma coletânea de aplicações de grafos em uma diversidade
de outras áreas. [147] apresenta problemas e exercícios, com sugestões
e soluções. [34], por sua vez, estudam as classes de grafos. [197], as
representações em grafos. [61], a decomposição em grafos. [148] os em-
parelhamentos. A literatura brasileira em grafos inclui os textos de [11,
84, 24, 150]. Um texto sobre igualdade min-max em grafos, em língua
portuguesa, é o [74]. Os trabalhos pioneiros em árvores foram [130, 69,
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Algoritmo 2.4: Pseudocódigo com detalhes de implementação do
fluxo máximo.

1 def: FluxoMaximo(D);
2 F := 0
3 para cada (v,u) ∈ D.E() faça
4 uv.e. f = 0
5 Dlin = ObterRedeResidual(D)
6 s, t = D.ObterVdeRotulo(”s”), D.ObterVdeRotulo(”t”)
7 P = Busca(Dlin , s, t)
8 enquanto (P)> 0 faça
9 Flin = min([uv.e.r para uv em P])

10 para cada j ∈ P faça
11 se P[ j].e.direta então
12 P[ j].e.eD. f = P[ j].e.eD. f +Flin
13 senão
14 P[ j].e.eD. f = P[ j].e.eD. f -Flin

15 F := F+Flin
16 Dlin = ObterRedeResidual(D)
17 P = Busca(Dlin , s, t)
18 def: ObterRedeResidual(D);
19 Dlin = GrafoListaAdj(orientado=True);
20 Dlin.DefinirN(D.n,D.RotulosV )
21 para cada (v,uv) ∈ D.E() faça
22 uv = uv.e
23 se uv.c−uv. f > 0 então
24 e = Dlin.AdicionarAresta(D.ObterRotuloV (uv.v1),

D.ObterRotuloV (uv.v2));
25 e.r = uv.c−uv. f ;
26 e.direta = True;
27 e.eD = uv;
28 se uv. f > 0 então
29 e = Dlin.AdicionarAresta(D.ObterRotuloV (uv.v2),

D.ObterRotuloV (uv.v1));
30 e.r = uv. f ;
31 e.direta = False;
32 e.eD = uv;

33 Retorne Dlin;
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124], bem como os resultados sobre enumeração de árvores de [43]. A
importância das árvores para algoritmos é ressaltada em [132].

Os trabalhos fundamentais em Teoria de Fluxo Máximo são [80, 81,
82]. Os algoritmos apresentados foram propostos por [67, 63, 158]. Há
outros algoritmos eficientes para o Problema do Fluxo Máximo, tais
como: [128], complexidade O(n3); [45], complexidade O(n2√m); [85],
complexidade O(n

5
3 m

2
3 ); [120, 86] , complexidades O(nmlog2n); [196],

complexidade O(nmlogn). Uma variação importante dos algoritmos de
fluxo máximo apresentados neste capítulo foi descrita por [103], com im-
plementação eficiente por Goldberg [101]. Para o Problema de Fluxo
Máximo, há o livro [131]. Uma visão histórica do trabalho de Ford e Ful-
kerson no Problema do Fluxo Máximo foi descrita em [191]. Um artigo
tutorial indicado de fluxo máximo é o [102].
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Modelagem com variáveis 0-1
Ana Flávia Uzeda Macambira
Virginia Costa
Nelson Maculan
Gérard Plateau
Viviane Cátia Köhler

3.1 Introdução

Apresentaremos neste capítulo um pouco da arte de modelar dife-
rentes problemas de otimização utilizando variáveis 0 − 1 através de
exemplos. Outros exemplos podem também ser encontrados em [44, 217,
21].

3.2 Transformação de um modelo de otimização
não linear mista em um problema de otimiza-
ção linear mista

A técnica de linearização é muito importante, pois permite que sejam
resolvidos problemas equivalentes ou, em outros casos, aproximados, de
forma a obter um limitante (inferior ou superior, dependendo do pro-
blema), informação esta que já propicia um ponto de partida para a
resolução do problema original, como pode ser visto em [154, 21, 217].
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Exemplo 1.

(P): Minimizar z = 3x1x2x4
3−2 min{x4,x5}−5x1x2−3|x4− x5|−4x3x5 +4x6,

sujeito a: 7x1 +4x2 +2max{x4,x5} ≤ 40,

3x1x2 +2x1x3 +4x2x3 ≥ 2,

x1x5 + x2x4 + x6 ≥ 30,

x j ∈ {0,1}, j = 1,2,3; 0≤ x j ≤ 15, j = 4,5,

x6 ∈ {0,7,16,28}.

(3.1)
(3.2)
(3.3)
(3.4)
(3.5)
(3.6)

O problema (P) definido em (3.1)-(3.6), não linear inteiro misto (PN-
LIM), pode ser reescrito de forma relaxada (PR), ou seja, com suas
variáveis inteiras agora pertencentes a conjuntos contínuos.

(PR): Minimizar z = 3x1x2x4
3−2 min{x4,x5}−5x1x2−3|x4− x5|−4x3x5 +4x6,

sujeito a: 7x1 +4x2 +2max{x4,x5} ≤ 40,

3x1x2 +2x1x3 +4x2x3 ≥ 2,

x1x5 + x2x4 + x6 ≥ 30,

0≤ x j ≤ 1, j = 1,2,3; 0≤ x j ≤ 15, j = 4,5,

0≤ x6 ≤ 28.

(3.7)
(3.8)
(3.9)
(3.10)
(3.11)
(3.12)

Pode-se imaginar que o problema (PR) seja de muito mais fácil solu-
ção em relação a (P) pela relaxação das restrições de integralidade das
variáveis, porém, num contexto geral isso não é verdade, pois (PR) con-
tinua não linear, não convexo e não diferenciável, características que se
traduzem em dificuldades para a sua resolução. A maneira de se resolver
(P) é contornar a não linearidade do problema, obtendo-se um problema
linear inteiro misto (PLIM). Abaixo, apresenta-se passo a passo o proce-
dimento utilizado para a linearização de (P) e logo após é apresentado
o modelo (PLIM), resultado do processo de linearização.
Passo 1:
min{x4,x5}= u1, e considerando-se λ ∈ {0,1} :
−15(1−λ )≤ x5− x4 ≤ 15λ , têm-se dois casos:

• x5− x4 ≤ 0 → λ = 0, −15≤ x5− x4 ≤ 0 → x5 ≤ x4;

• x5− x4 ≥ 0 → λ = 1, 0≤ x5− x4 ≤ 15→ x4 ≤ x5.

Pode-se observar que, se λ = 0→ x5 ≤ x4, e se λ = 1→ x4 ≤ x5.
Agora define-se:

−15(1−λ )+ x4 ≤ u1 ≤ x4 +15(1−λ ), e
−15λ + x5 ≤ u1 ≤ x5 +15λ .

Passo 2:
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max{x4,x5}= u2, onde

−15(1−λ )+ x5 ≤ u2 ≤ x5 +15(1−λ ), e
−15λ + x4 ≤ u2 ≤ x4 +15λ .

Passo 3:
|x4− x5|= u3, e considera-se β ∈ {0,1}, tal que

−15(1−β )≤ x4− x5 ≤ 15β ,
−30(1−β )+(x4− x5)≤ u3 ≤ (x4− x5)+30(1−β ),

−30β +(x5− x4)≤ u3 ≤ (x5− x4)+30β .

Passo 4:

x4
3 = x3 ∈ {0,1}.

Passo 5:

x1x2x3 = u123, u123 ≥ 0, tal que:
u123 ≤ x1, u123 ≤ x2, u123 ≤ x3,

x1 + x2 + x3−2≤ u123.

Passo 6:

x1x2 = u12, u12 ≥ 0, tal que:
u12 ≤ x1, u12 ≤ x2, x1 + x2−1≤ u12.

Passo 7:

x1x3 = u13, u13 ≥ 0, tal que:
u13 ≤ x1, u13 ≤ x3, x1 + x3−1≤ u13.

Passo 8:

x2x3 = u23, u23 ≥ 0, tal que:
u23 ≤ x2, u23 ≤ x3, x2 + x3−1≤ u23.
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Passo 9:

x3x5 = u35, 15x3 ≥ u35, u35 ≥ 0, tal que:
−15(1− x3)+ x5 ≤ u35 ≤ x5 +15(1− x3).

Passo 10:

x1x5 = u15, 15x1 ≥ u15, u15 ≥ 0, tal que:
−15(1− x1)+ x5 ≤ u15 ≤ x5 +15(1− x1).

Passo 11:

x2x4 = u24, 15x2 ≥ u24, u24 ≥ 0, tal que:
−15(1− x2)+ x4 ≤ u24 ≤ x4 +15(1− x2).

Passo 12:

x6 = 7γ1 +16γ2 +28γ3, tal que:
γ1 + γ2 + γ3 ≤ 1.
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Apresentamos o (PLIM) equivalente ao problema (3.1)-(3.6).
(PLIM): Minimizar z = 3u123−2u1−5u12−3u3−4u35 +4(7γ1 +16γ2 +28γ3),

sujeito a: 7x1 +4x2 +2u2 ≤ 40,

3u12 +2u13 +4u23 ≥ 2,

u15 +u24 +7γ1 +16γ2 +28γ3 ≥ 30,

x5− x4 ≥−15(1−λ ),
x5− x4 ≤ 15λ ,
u1 ≥−15(1−λ )+ x4,

u1 ≤ x4 +15(1−λ ),
u1 ≥−15λ + x5,

u1 ≤ x5 +15λ ,
u2 ≥−15(1−λ )+ x5,

u2 ≤ x5 +15(1−λ ),
u2 ≥−15λ + x4,

u2 ≤ x4 +15λ ,
x4− x5 ≥−15(1−β ),
x4− x5 ≤ 15β ,
u3 ≥−30(1−β )+(x4− x5),

u3 ≤ (x4− x5)+30(1−β ),
u3 ≥−30β +(x5− x4),

u3 ≤ (x5− x4)+30β ,
x1 ≥ u123,

x2 ≥ u123,

x3 ≥ u123,

x1 + x2 + x3−2≤ u123,

x1 ≥ u12,

x2 ≥ u12,

x1 + x2−1≤ u12,

x1 ≥ u13,

x3 ≥ u13,

x1 + x3−1≤ u13,

x2 ≥ u23,

x3 ≥ u23,

x2 + x3−1≤ u23,

15x3 ≥ u35,

−15(1− x3)+ x5 ≤ u35,

x5 +15(1− x3)≥ u35.

15x1 ≥ u15,

−15(1− x1)+ x5 ≤ u15.

x5 +15(1− x1)≥ u15,

15x2 ≥ u24,

−15(1− x2)+ x4 ≤ u24,

x4 +15(1− x2)≥ u24,

γ1 + γ2 + γ3 ≤ 1,

u1, u2, u3, u123, u12, u13, u15, u23, u24, u35 ≥ 0,

x j ∈ {0,1}, j = 1,2,3, 0≤ x j ≤ 15, j = 4,5,

λ ∈ {0,1}, β ∈ {0,1}, γi ∈ {0,1}, i = 1,2,3.

(3.13)
(3.14)
(3.15)
(3.16)
(3.17)
(3.18)
(3.19)
(3.20)
(3.21)
(3.22)
(3.23)
(3.24)
(3.25)
(3.26)
(3.27)
(3.28)
(3.29)
(3.30)
(3.31)
(3.32)
(3.33)
(3.34)
(3.35)
(3.36)
(3.37)
(3.38)
(3.39)
(3.40)
(3.41)
(3.42)
(3.43)
(3.44)
(3.45)
(3.46)
(3.47)
(3.48)
(3.49)
(3.50)
(3.51)
(3.52)
(3.53)
(3.54)
(3.55)

(3.56)
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Parece até mágica quando se passa de um problema de otimização
(P) com algumas variáveis restritas a serem inteiras e outras reais não
negativas para o problema (PLIM). Ao se utilizarem novas variáveis 0-1
(α,β ,γ) e técnicas de modelagem matemática associadas à otimização
combinatória, transforma-se o problema (P) no problema (PLIM) de
otimização linear inteira mista (algumas variáveis 0-1 e outras contínuas
não negativas), que pode ser resolvido utilizando-se técnicas poliédricas
e de enumeração implícita conhecidas e implementadas nos melhores
softwares de otimização linear mista (XPRESS, CPLEX, GUROBI, etc.).
No caso de (PLIM), foi utilizada a linguagem de modelagem matemática
MOSEL associada ao XPRESS [219], apresentada abaixo.
model ModelName
uses ”mmxprs”;
declarations
u123, u1, u2, u3, u12, u13, u23, u35, u15, u24, x6:mpvar
x:array(1..5) of mpvar
lambda, beta:mpvar
gama:array(1..3) of mpvar
Objective:linctr
end-declarations
forall(i in 1..3) x(i) is_binary
forall(i in 1..3) gama(i) is_binary
lambda is_binary
beta is_binary
7*x(1)+4*x(2)+2*u2 <= 40
3*u12+2*u13+4*u23 >= 2
u15 + u24 + 7*gama(1) + 16*gama(2) + 28*gama(3) >= 30
-15*(1-lambda) <= x(5)-x(4)
x(5)-x(4) <= 15*lambda
-15*(1-lambda)+x(4) <= u1
u1 <= x(4)+15*(1-lambda)
-15*lambda+x(5) <= u1
u1 <= x(5)+15*lambda
-15*(1-lambda)+x(5) <= u2
u2 <= x(5)+15*(1-lambda)
-15*lambda+x(4) <= u2
u2 <= x(4)+15*lambda
-15*(1-beta) <= x(4)-x(5)
x(4)-x(5) <= 15*beta
-30*(1-beta)+(x(4)-x(5)) <= u3
u3 <= (x(4)-x(5))+30*(1-beta)
-30*beta+(x(5)-x(4)) <= u3
u3 <= (x(5)-x(4))+30*beta
u123 <= x(1)
u123 <= x(2)
u123 <= x(3)
x(1)+x(2)+x(3)-2 <= u123
u12 <= x(1)
u12 <= x(2)
x(1)+x(2)-1 <= u12
u13 <= x(1)
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u13 <= x(3)
x(1)+x(3)-1 <= u13
u23 <= x(2)
u23 <= x(3)
u35 <= 15*x(3)
-15*(1-x(3))+x(5) <= u35
u35 <= x(5)+15*(1-x(3))
x(2)+x(3)-1 <= u23
15*x(1) >= u15
-15*(1-x(1))+x(5) <= u15
x(5)+15*(1-x(1)) >= u15
15*x(2) >= u24
-15*(1-x(2))+x(4) <= u24
x(4)+15*(1-x(2)) >= u24
gama(1)+gama(2)+gama(3) <= 1
x6=7*gama(1) + 16*gama(2) + 28*gama(3)
x(4) <= 15
x(5) <= 15
obj:=3*u123-2*u1-5*u12-3*u3-4*u35+4*(7*gama(1) + 16*gama(2) + 28*gama(3))
minimize(obj)
end-model

A solução para o problema (3.13) - (3.56) é:
x1 = x2 = x3 = u12 = u13 = u23 = u123 = λ = γ1 = 1,
x4 = u24 = 8.5, x5 = u15 = u35 = 14.5, u3 = 6, x6 = 7γ1 = 7×1 = 7.
β = γ2 = γ3 = 0
F.O. = -67.

3.3 Utilização de variáveis 0 − 1 na solução de
equações diofantinas

Exemplo 2.
Desejamos encontrar soluções para a seguinte equação:

80k2−66k−5q2 +3q+9120 = 0,

onde k ∈ Z+, 0≤ k ≤ 255 = 28−1 e q ∈ Z+, 0≤ q≤ 1023 = 210−1.

Definimos v j ∈{0,1} para j = 0,1,2, . . . ,7 e w j ∈{0,1} para j = 0,1,2, . . . ,9.
Assim, podemos escrever:

k = v0 +2v1 +4v2 +8v3 +16v4 +32v5 +64v6 +128v7

k2 = v0 + 4v1 + 16v2 + 64v3 + 256v4 + 1024v5 + 4096v6 + 16384v7 + 4v0v1 +
8v0v2 + 16v0v3 + 32v0v4 + 64v0v5 + 128v0v6 + 256v0v7 + 16v1v2 + 32v1v3 +
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64v1v4+128v1v5+256v1v6+512v1v7+64v2v3+128v2v4+256v2v5+512v2v6+
1024v2v7+256v3v4+512v3v5+1024v3v6+2048v3v7+1024v4v5+2048v4v6+
4096v4v7 +4096v5v6 +8192v5v7 +16384v6v7

q = w0 +2w1 +4w2 +8w3 +16w4 +32w5 +64w6 +128w7 +256w8 +512w9

q2 =w0+4w1+16w2+64w3+256w4+1024w5+4096w6+16384w7+65536w8+
262144w9+4w0w1+8w0w2+16w0w3+32w0w4+64w0w5+128w0w6+256w0w7+
512w0w8+1024w0w9+16w1w2+32w1w3+64w1w4+128w1w5+256w1w6+
512w1w7+1024w1w8+2048w1w9+64w2w3+128w2w4+256w2w5+512w2w6+
1024w2w7+2048w2w8+4096w2w9+256w3w4+512w3w5+1024w3w6+2048w3w7+
4096w3w8 + 8192w3w9 + 1024w4w5 + 2048w4w6 + 4096w4w7 + 8192w4w8 +
16384w4w9+4096w5w6+8192w5w7+16384w5w8+32768w5w9+16384w6w7+
32768w6w8 +65536w6w9 +65536w7w8 +131072w7w9 +262144w8w9.

Fazemos vi j = viv j, com vi j ≥ 0, e usamos os passos da linearização para
colocarmos o modelo todo com variáveis binárias, ou seja:
vi j ≤ vi
vi j ≤ v j
vi j ≥ vi + v j−1
0≤ i≤ j ≤ 7.
De forma análoga, fazemos wi j = wiw j, com wi j ≥ 0, e usamos os passos
da linearização para colocarmos o modelo todo com variáveis binárias,
ou seja:
wi j ≤ wi
wi j ≤ w j
wi j ≥ wi +w j−1
0≤ i≤ j ≤ 9.
Fazendo isso, teremos no modelo as variáveis
vi ∈ {0,1}, i = 0, . . . ,7,
wi ∈ {0,1}, i = 0, . . . ,9,
vi j ∈ [0,1], 0≤ i≤ j ≤ 7 e
wi j ∈ [0,1],0≤ i≤ j ≤ 9.
Esse modelo escrito na linguagem Xpress-Mosel é apresentado abaixo.
model ModelName
uses ”mmxprs”;
declarations
I1 = 0..7
I2 = 0..9
v:array(I1) of mpvar
w:array(I2) of mpvar
V: array(I1,I1)of mpvar
W: array(I2,I2) of mpvar
k:mpvar
k2:mpvar
q:mpvar
q2:mpvar
end-declarations
forall (i in I1) v(i) is_binary
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forall (i in I2) w(i) is_binary
k is_integer
q is_integer
k >= 0
k <= 255
q >= 0
q <= 1023
forall(i in I1, j in I1 | i<j) create(V(i,j))
forall(i in I2, j in I2 | i<j) create(W(i,j))
k=sum (i in I1)2^i*v(i)
q=sum (i in I2)2^i*w(i)
forall(i in I1, j in I1 | i < j) do
V(i,j)<=v(i)
V(i,j)<=v(j)
V(i,j)>=v(i)+v(j)-1
end-do
forall(i in I2, j in I2 | i < j) do
W(i,j)<=w(i)
W(i,j)<=w(j)
W(i,j)>=w(i)+w(j)-1
end-do
k2=sum (i in I1)4^i*v(i) + sum(i in I1, j in I1 | i<j)2^(i+j+1)*V(i,j)
q2=sum (i in I2)4^i*w(i) + sum(i in I2, j in I2 | i<j)2^(i+j+1)*W(i,j)
80*k2-66*k-5*q2+3*q+9120=0
Objective:=k+q
maximize(Objective)
end-model

A solução para esse exemplo é: k = 97, q = 389, k2 = 9409, q2 =
151321.
O valor das variáveis binárias v e w é:
v(0) = v(5) = v(6) = w(0) = w(2) = w(7) = w(8) = 1
v(1) = v(2) = v(3) = v(4) = v(7) = w(1) = w(3) = w(4) = w(5) = w(6) =
w(9) = 0.

As soluções para as variáveis V (i, j) são:
V (0,5) =V (0,6) =V (5,6) = 1 e todas as outras com valor 0.

As soluções para as variáveis W (i, j) são:
W (0,2) = W (0,7) = W (0,8) = W (2,7) = W (2,8) = W (7,8) = 1 e todas as
outras com valor 0.
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3.4 Transformando problemas de programação li-
near inteira em problemas de programação li-
near 0-1

Uma grande quantidade de problemas de otimização combinatória é
modelada como problemas de programação linear 0-1. Alguns exemplos
de problemas modelados como 0-1 são: Caixeiro Viajante, Set Partitio-
ning, Set Covering, Set Packing, Safe Set e Árvores de Steiner. Vários
problemas com aplicações na indústria também são modelados como pro-
blemas 0-1 e alguns exemplos são: Facility Location, Fixed Charge Cost,
Scheduling e Network Design.

É importante observar que podem existir diferentes formulações para
o mesmo problema, porém uma boa formulação 0 − 1 é de extrema
importância para que o problema seja resolvido.

Supondo que as variáveis inteiras em um problema de programação
linear inteira sejam limitadas em valor, é possível transformá-lo em um
problema de programação linear 0-1. Ver também [153].

Exemplo 3.
Dado o seguinte Problema da Mochila:

(PM) : Maximizar z = 16x1 +24x2 +7x3 +2x4,

sujeito a: 4x1 +7x2 +3x3 + x4 ≤ 27,
x j ≥ 0, j = 1,2,3,4;
x j inteiro, j = 1,2,3,4.

(3.57)
(3.58)

(3.59)

Pode-se observar que a restrição da mochila impõe os seguintes limites
sobre as variáveis: 0≤ x1 ≤ 6, 0≤ x2 ≤ 3, 0≤ x3 ≤ 9 e 0≤ x4 ≤ 27. Para
a resolução de (PM), uma ideia é considerar

x1 =
6

∑
i=1

λi, λi ∈ {0,1}, i = 1, 2, ..., 6.

A mesma ideia é aplicada para x2,x3 e x4. Desta forma, são utiliza-
das 6+3+9+27=45 variáveis binárias no modelo do problema linear 0-1
equivalente a (PM).

Agora suponha xk ∈ Z, pk ∈ Z+, 0≤ xk ≤ pk, uma vez que o valor de
p varia de acordo com o valor máximo que cada variável x pode assumir.
Uma outra ideia consiste em encontrar qk ∈ Z+, tal que 2qk+1 ≤ pk <
2qk+2 e executar o algoritmo 3.1, de forma a reescrever cada variável
xk ∈Z, k = 1 . . .n em função de variáveis λm, onde λm ∈ {0,1}. Utilizando
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Algoritmo 3.1: Variáveis para formulação 0 − 1
Entrada: n, pk, qk
Saída: Variáveis de PM reescritas 0 − 1 utilizando menor

quantidade de variáveis
1 início
2 m = 1
3 para k = 1 . . .n faça
4 xk = 0
5 para i = 0 . . .qk faça
6 xk = xk +2iλm
7 m = m+1
8 fim
9 xk = xk +[pk− (2q+1−1)]λm

10 m = m+1
11 fim
12 fim

o algoritmo 3.1, as variáveis x1, ...,x4 serão reescritas como:

x1 = λ1 +2λ2 +3λ3

x2 = λ4 +2λ5

x3 = λ6 +2λ7 +4λ8 +2λ9

x4 = λ10 +2λ11 +4λ12 +8λ13 +12λ14

λm ∈ {0,1}, m = 1,2, ...,14.

Pode-se então escrever o modelo do problema linear 0 − 1 equivalente ao
Problema da Mochila com quatorze variáveis binárias, como apresentado
a seguir.

(PM−BIN) : Maximizar z0 = 16λ1 +32λ2 +48λ3 +24λ4 +48λ5 +7λ6 +14λ7

+28λ8 +14λ9 +2λ10 +4λ11 +8λ12 +16λ13 +24λ14,

sujeito a: 4λ1 +8λ2 +12λ3 +7λ4 +14λ5 +3λ6 +6λ7 +12λ8

+6λ9 +λ10 +2λ11 +4λ12 +8λ13 +12λ14 ≤ 27,

λm ∈ {0,1}, m = 1, . . . ,14.

(3.60)

(3.61)
(3.62)

O modelo (3.60)-(3.62) é equivalente ao modelo (3.57)-(3.59) e utiliza o
menor número possível de variáveis binárias. Segue abaixo o modelo na
linguagem Xpress-Mosel.
model ModelName
uses ”mmxprs”;
declarations
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var = 1..14
lambda: array(var) of mpvar
constr:array(var) of integer
obj_func:array(var) of integer
end-declarations
obj_func::[16, 32, 48, 24, 48, 7, 14, 28, 14, 2, 4, 8, 16, 24]
constr::[4, 8, 12, 7, 14, 3, 6, 12, 6, 1, 2, 4, 8, 12]
forall(i in var) lambda(i) is_binary
sum(i in var) constr(i)*lambda(i)<=27
mochila:=sum(i in var) obj_func(i)*lambda(i)
maximize(mochila)
end-model

A solução encontrada é x2 = x3 = x4 = 1, x1 = x5 = x6 = x7 = x8 =
x9 = x10 = x11 = x12 = x13 = x14 = 0. Em algumas aplicações, a variável
x pode ter que assumir valores discretos ou contínuos, por exemplo: x ∈
X = {2}∪ [5,7]∪{10}∪ [15,+∞). Por razões práticas, supomos que x seja
limitado por um valor suficientemente grande representado por M, que
será incluído no modelo. Desta forma, a variável x pode ser escrita como
uma função de variáveis binárias:

2λ1 +5λ2 +10λ3 +15λ4 ≤ x≤ 2λ1 +7λ2 +10λ3 +Mλ4,

4

∑
i=1

λi = 1, λi ∈ {0,1}, i = 1, ...,4.

Se λ1 = 1, significa que 2 ≤ x ≤ 2. Se λ2 = 1, tem-se que 5 ≤ x ≤ 7. Da
mesma forma, se λ3 = 1, tem-se que 10 ≤ x ≤ 10, e, por fim, se λ4 = 1,
então 15≤ x≤M.

Um grande número de problemas de otimização pode ser reescrito
com a utilização de variáveis binárias, portanto essas formulações são
uma ferramenta poderosa. Infelizmente não há certeza de que todas as
formulações com variáveis binárias podem ser resolvidas em um tempo
computacional viável para a sua aplicação, mesmo com o uso de um com-
putador potente, pois o número de soluções binárias (viáveis ou inviáveis)
pode ser enorme. Para exemplificar, suponha um problema de progra-
mação linear 0-1 com cem variáveis binárias. Nesse contexto, o número
de soluções viáveis pode ser O(2100). O leitor pode averiguar quanto
tempo seria necessário para que um computador potente inspecionasse a
viabilidade destas 2100 soluções de um problema de programação linear
0-1. Felizmente grandes problemas de programação linear 0-1 podem ser
resolvidos com a utilização do branch-and-bound clássico proposto por
softwares comerciais, como Xpress, Cplex e Gurobi, para a resolução de
problemas lineares inteiros mistos. Problemas lineares inteiros mistos
com 150 mil variáveis, sendo 2 mil binárias e 130 mil contínuas e 45 mil
restrições lineares já foram resolvidos, veja em [59].
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3.5 Uma aplicação relacionada à formulação de
um problema de scheduling de processadores
não relacionados com restrições de precedên-
cia

Esse problema, com maiores detalhes, foi publicado em [156]. Seja
T = {t1, . . . , tn} um conjunto de tarefas parcialmente ordenadas e P =
{p1, . . . , pn} um conjunto de processadores. Também é dado um grafo
de precedência G = (T,A) sem circuitos e direcionado, associado ao con-
junto de tarefas (ti, t j)∈ A se, e somente se, a tarefa ti dever ser executada
imediatamente antes da tarefa t j. Cada tarefa deve ser atribuída a exata-
mente um processador, no qual é totalmente executada sem interrupção.
Para cada tarefa t j ∈ T e para cada processador pk ∈ P, denota-se por d jk
o tempo total de processamento da tarefa t j atribuída ao processador pk.
O problema de sequenciamento (sheduling) de tarefas com restrições de
precedência consiste em encontrar uma atribuição das tarefeas em T aos
processadores em P, tal que o tempo total de processamento seja mínimo
(makespan). Esse problema é NP-difícil [88].
Para facilitar a notação, são definidos os seguintes conjuntos: N = {1,2, ...,n}
associado a T e M = {1, ...,m} associado a P. Seja Γ( j) = {i ∈ N | (ti, t j) ∈
A}, isto é, o conjunto dos índices das tarefas que antecedem imediata-
mente a tarefa t j. Caso não haja nenhuma tarefa antecedendo a tarefa
t j, teremos Γ( j) = /0. Pode-se supor que cada processador trabalhe em
turnos, e que o número de turnos é menor ou igual ao número total de
tarefas, podendo ser zero, isto é, nunca ser utilizado na solução.

Definição das variáveis:
ys

jk ∈ {0,1}, isto é, ys
jk = 1, se a tarefa t j é realizada no processador pk,

durante o seu turno s, e igual a 0 caso contrário.
Para cada tarefa t j, define-se uma variável w j ≥ 0 que fornece o tempo
de início de sua execução.
O problema pode ser formulado da seguinte maneira:

(Scheduling): Minimizar z, (3.63)

sujeito a:

m

∑
k=1

n

∑
s=1

ys
jk = 1, j ∈ N, (3.64)



70 3. MODELAGEM COM VARIÁVEIS 0-1

n

∑
j=1

y1
jk ≤ 1, k ∈M, (3.65)

n

∑
j=1

ys
jk ≤

n

∑
j=1

ys−1
jk , k ∈M, s = 2,3, ...,n, (3.66)

w j ≥ wi +
m

∑
k=1

n

∑
s=1

dikys
ik, i ∈ Γ( j), j ∈ N, (3.67)

w j ≥wi+dik−α[2−(ys
ik+

n

∑
r=s+1

yr
jk)],k∈M, s= 1,2, ...,n−1, i ̸= j,(i, j)∈N×N,

(3.68)

z≥ w j +
m

∑
k=1

n

∑
s=1

d jkys
jk, j ∈ N, (3.69)

ys
i j ∈ {0,1}, j ∈ N, k ∈M, s = 1,2, ...,n; w j ≥ 0, j ∈ N, (3.70)

em que α é uma cota superior para o valor ótimo de z; por exemplo,
basta tomarmos α igual à soma dos n maiores valores de dik.

O modelo de otimização linear misto (variáveis inteiras e contínuas)
acima fornece, caso consiga ser resolvido num tempo razoável, o pro-
blema de sequenciamento aqui apresentado. As equações (3.64) garan-
tem que cada tarefa será realizada em um único processador. As restri-
ções (3.65) e (3.66) servem para dizer que cada processador não pode
realizar simultaneamente duas tarefas. As primeiras (3.65) significam
que em cada processador haverá no máximo uma primeira tarefa a ser
executada; as segundas (3.66) significam que, se uma tarefa for realizada
no turno s (s ≥ 2 ) do processador, então este processador deverá ter
realizado uma outra tarefa no turno s−1. As desigualdades (3.67) repre-
sentam as condições de precedência: uma tarefa só poderá ser executada
quando todas aquelas que a antecedem o forem. Quando (i, j) ̸∈ A, ou
( j, i) ̸∈ A , então as restrições (3.68) serão consideradas: expressam o fato
de que a tarefa t j deve começar pelo menos após dik unidades de tempo
após ti, no processador pk , isto é, ys

ik = ∑n
r=s+1 yr

jk = 1, para algum
s = 1,2....,n−1.

No exemplo abaixo é apresentado um modelo de scheduling composto
por cinco tarefas e dois processadores. A ordem de precedência das
tarefas é dada pela figura 3.1. Os valores das durações das tarefas em
cada processador são dados a seguir: d11 = 3, d12 = 2, d21 = 1, d22 =
4, d31 = 5, d32 = 3, d41 = 2, d42 = 3, d51 = 4, d52 = 5. O valor 21 será
atribuído à constante α.
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Exemplo 4.

1

2

3

4 5

Figura 3.1: Grafo de precedências.

(Scheduling): Minimizar z, (3.71)

sujeito a:

y1
11 + y2

11 + y3
11 + y4

11 + y5
11 + y1

12 + y2
12 + y3

12 + y4
12 + y5

12 = 1, (3.72)

y1
21 + y2

21 + y3
21 + y4

21 + y5
21 + y1

22 + y2
22 + y3

22 + y4
22 + y5

22 = 1, (3.73)

y1
31 + y2

31 + y3
31 + y4

31 + y5
31 + y1

32 + y2
32 + y3

32 + y4
32 + y5

32 = 1, (3.74)

y1
41 + y2

41 + y3
41 + y4

41 + y5
41 + y1

42 + y2
42 + y3

42 + y4
42 + y5

42 = 1, (3.75)

y1
51 + y2

51 + y3
51 + y4

51 + y5
51 + y1

52 + y2
52 + y3

52 + y4
52 + y5

52 = 1, (3.76)

y1
11 + y1

21 + y1
31 + y1

41 + y1
51,≤ 1 (3.77)

y1
12 + y1

22 + y1
32 + y1

42 + y1
52,≤ 1 (3.78)

y2
11 + y2

21 + y2
31 + y2

41 + y2
51,≤ 1 (3.79)

y2
12 + y2

22 + y2
32 + y2

42 + y2
52,≤ 1 (3.80)

y3
11 + y3

21 + y3
31 + y3

41 + y3
51,≤ 1 (3.81)

y3
12 + y3

22 + y3
32 + y3

42 + y3
52,≤ 1 (3.82)

y4
11 + y4

21 + y4
31 + y4

41 + y4
51,≤ 1 (3.83)

y4
12 + y4

22 + y4
32 + y4

42 + y4
52,≤ 1 (3.84)

y5
11 + y5

21 + y5
31 + y5

41 + y5
51,≤ 1 (3.85)

y5
12 + y5

22 + y5
32 + y5

42 + y5
52,≤ 1 (3.86)

y2
11 + y2

21 + y2
31 + y2

41 + y2
51 ≤ y1

11 + y1
21 + y1

31 + y1
41 + y1

51, (3.87)

y3
11 + y3

21 + y3
31 + y3

41 + y3
51 ≤ y2

11 + y2
21 + y2

31 + y2
41 + y2

51, (3.88)

y4
11 + y4

21 + y4
31 + y4

41 + y4
51 ≤ y3

11 + y3
21 + y3

31 + y3
41 + y3

51, (3.89)
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y5
11 + y5

21 + y5
31 + y5

41 + y5
51 ≤ y4

11 + y4
21 + y4

31 + y4
41 + y4

51, (3.90)
y2

12 + y2
22 + y2

32 + y2
42 + y2

52 ≤ y1
12 + y1

22 + y1
32 + y1

42 + y1
52, (3.91)

y3
12 + y3

22 + y3
32 + y3

42 + y3
52 ≤ y2

12 + y2
22 + y2

32 + y2
42 + y2

52, (3.92)
y4

12 + y4
22 + y4

32 + y4
42 + y4

52 ≤ y3
12 + y3

21 + y3
31 + y3

41 + y3
51, (3.93)

y5
12 + y5

22 + y5
32 + y5

42 + y5
52 ≤ y4

12 + y4
22 + y4

32 + y4
42 + y4

52, (3.94)
w2 ≥ w1 +3y1

11 +3y2
11 +3y3

11 +3y4
11 +2y1

12 +2y2
12 +2y3

12 +2y4
12, (3.95)

w3 ≥ w1 +3y1
11 +3y2

11 +3y3
11 +3y4

11 +2y1
12 +2y2

12 +2y3
12 +2y4

12, (3.96)
w4 ≥ w2 + y1

21 + y2
21 + y3

21 + y4
21 +4y1

22 +4y2
22 +4y3

22 +4y4
22, (3.97)

w4 ≥ w3 +5y1
31 +5y2

31 +5y3
31 +5y4

31 +3y1
32 +3y2

32 +3y3
32 +3y4

32, (3.98)
w2 ≥ w1 +3−21[2− (y1

11 + y2
21 + y3

21 + y4
21 + y5

21)], (3.99)
w2 ≥ w1 +3−21[2− (y2

11 + y3
21 + y4

21 + y5
21)], (3.100)

w2 ≥ w1 +3−21[2− (y3
11 + y4

21 + y5
21)], (3.101)

w2 ≥ w1 +3−21[2− (y4
11 + y5

21)], (3.102)
w2 ≥ w1 +2−21[2− (y1

12 + y2
22 + y3

22 + y4
22 + y5

22)], (3.103)
w2 ≥ w1 +2−21[2− (y2

12 + y3
22 + y4

22 + y5
22)], (3.104)

w2 ≥ w1 +2−21[2− (y3
12 + y4

22 + y5
22)], (3.105)

w2 ≥ w1 +2−21[2− (y4
12 + y5

22)], (3.106)
w3 ≥ w1 +3−21[2− (y1

11 + y2
31 + y3

31 + y4
31 + y5

31)], (3.107)
w3 ≥ w1 +3−21[2− (y2

11 + y3
31 + y4

31 + y5
31)], (3.108)

w3 ≥ w1 +3−21[2− (y3
11 + y4

31 + y5
31)], (3.109)

w3 ≥ w1 +3−21[2− (y4
11 + y5

31)], (3.110)
w3 ≥ w1 +2−21[2− (y1

12 + y2
32 + y3

32 + y4
32 + y5

32)], (3.111)
w3 ≥ w1 +2−21[2− (y2

12 + y3
32 + y4

32 + y5
32)], (3.112)

w3 ≥ w1 +2−21[2− (y3
12 + y4

32 + y5
32)], (3.113)

w3 ≥ w1 +2−21[2− (y4
12 + y5

32)], (3.114)
w4 ≥ w1 +3−21[2− (y1

11 + y2
41 + y3

41 + y4
41 + y5

41)], (3.115)
w4 ≥ w1 +3−21[2− (y2

11 + y3
41 + y4

41 + y5
41)], (3.116)

w4 ≥ w1 +3−21[2− (y3
11 + y4

41 + y5
41)], (3.117)

w4 ≥ w1 +3−21[2− (y4
11 + y5

41)], (3.118)
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w4 ≥ w1 +2−21[2− (y1
12 + y2

42 + y3
42 + y4

42 + y5
42)], (3.119)

w4 ≥ w1 +2−21[2− (y2
12 + y3

42 + y4
42 + y5

42)], (3.120)
w4 ≥ w1 +2−21[2− (y3

12 + y4
42 + y5

42)], (3.121)
w4 ≥ w1 +2−21[2− (y4

12 + y5
42)], (3.122)

w5 ≥ w1 +4−21[2− (y1
11 + y2

51 + y3
51 + y4

51 + y5
51)], (3.123)

w5 ≥ w1 +4−21[2− (y2
11 + y3

51 + y4
51 + y5

51)], (3.124)
w5 ≥ w1 +4−21[2− (y3

11 + y4
51 + y5

51)], (3.125)
w5 ≥ w1 +4−21[2− (y4

11 + y5
51)], (3.126)

w5 ≥ w1 +5−21[2− (y1
12 + y2

52 + y3
52 + y4

52 + y5
52)], (3.127)

w5 ≥ w1 +5−21[2− (y2
12 + y3

52 + y4
52 + y5

52)], (3.128)
w5 ≥ w1 +5−21[2− (y3

12 + y4
52 + y5

52)], (3.129)
w5 ≥ w1 +5−21[2− (y4

12 + y5
52)], (3.130)

w3 ≥ w2 +1−21[(2− (y1
21 + y2

31 + y3
31 + y4

31 + y5
31)], (3.131)

w3 ≥ w2 +1−21[(2− (y2
21 + y3

31 + y4
31 + y5

31)], (3.132)
w3 ≥ w2 +1−21[(2− (y3

21 + y4
31 + y5

31)], (3.133)
w3 ≥ w2 +1−21[(2− (y4

21 + y5
31)], (3.134)

w3 ≥ w2 +4−21[(2− (y1
22 + y2

32 + y3
32 + y4

32 + y5
32)], (3.135)

w3 ≥ w2 +4−21[(2− (y2
22 + y3

32 + y4
32 + y5

32)], (3.136)
w3 ≥ w2 +4−21[(2− (y3

22 + y4
32 + y5

32)], (3.137)
w3 ≥ w2 +4−21[(2− (y4

22 + y5
32)], (3.138)

w4 ≥ w2 +1−21[2− (y1
21 + y2

41 + y3
41 + y4

41 + y5
41)], (3.139)

w4 ≥ w2 +1−21[2− (y2
21 + y3

41 + y4
41 + y5

41)], (3.140)
w4 ≥ w2 +1−21[2− (y3

21 + y4
41 + y5

41)], (3.141)
w4 ≥ w2 +1−21[2− (y4

21 + y5
41)], (3.142)

w4 ≥ w2 +4−21[2− (y1
22 + y2

42 + y3
42 + y4

42 + y5
42)], (3.143)

w4 ≥ w2 +4−21[2− (y2
22 + y3

42 + y4
42 + y5

42)], (3.144)
w4 ≥ w2 +4−21[2− (y3

22 + y4
42 + y5

42)], (3.145)
w4 ≥ w2 +4−21[2− (y4

22 + y5
42)], (3.146)

w5 ≥ w2 +4−21[2− (y1
21 + y2

51 + y3
51 + y4

51 + y5
51)], (3.147)
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w5 ≥ w2 +4−21[2− (y2
21 + y3

51 + y4
51 + y5

51)], (3.148)
w5 ≥ w2 +4−21[2− (y3

21 + y4
51 + y5

51)], (3.149)
w5 ≥ w2 +4−21[2− (y4

21 + y5
51)], (3.150)

w5 ≥ w2 +5−21[2− (y1
22 + y2

52 + y3
52 + y4

52 + y5
52)], (3.151)

w5 ≥ w2 +5−21[2− (y2
22 + y3

52 + y4
52 + y5

52)], (3.152)
w5 ≥ w2 +5−21[2− (y3

22 + y4
52 + y5

52)], (3.153)
w5 ≥ w2 +5−21[2− (y4

22 + y5
52)], (3.154)

w4 ≥ w3 +5−21[2− (y1
31 + y2

41 + y3
41 + y4

41 + y5
41)], (3.155)

w4 ≥ w3 +5−21[2− (y2
31 + y3

41 + y4
41 + y5

41)], (3.156)
w4 ≥ w3 +5−21[2− (y3

31 + y4
41 + y5

41)], (3.157)
w4 ≥ w3 +5−21[2− (y4

31 + y5
41)], (3.158)

w4 ≥ w3 +3−21[2− (y1
32 + y2

42 + y3
42 + y4

42 + y5
42)], (3.159)

w4 ≥ w3 +3−21[2− (y2
32 + y3

42 + y4
42 + y5

42)], (3.160)
w4 ≥ w3 +3−21[2− (y3

32 + y4
42 + y5

42)], (3.161)
w4 ≥ w3 +3−21[2− (y4

32 + y5
42)], (3.162)

w5 ≥ w3 +4−21[2− (y1
31 + y2

51 + y3
51 + y4

51 + y5
51)], (3.163)

w5 ≥ w3 +4−21[2− (y2
31 + y3

51 + y4
51 + y5

51)], (3.164)
w5 ≥ w3 +4−21[2− (y3

31 + y4
51 + y5

51)], (3.165)
w5 ≥ w3 +4−21[2− (y4

31 + y5
51)], (3.166)

w5 ≥ w3 +5−21[2− (y1
32 + y2

52 + y3
52 + y4

52 + y5
52)], (3.167)

w5 ≥ w3 +5−21[2− (y2
32 + y3

52 + y4
52 + y5

52)], (3.168)
w5 ≥ w3 +5−21[2− (y3

32 + y4
52 + y5

52)], (3.169)
w5 ≥ w3 +5−21[2− (y4

32 + y5
52)], (3.170)

w5 ≥ w4 +4−21[2− (y1
41 + y2

51 + y3
51 + y4

51 + y5
51)], (3.171)

w5 ≥ w4 +4−21[2− (y2
41 + y3

51 + y4
51 + y5

51)], (3.172)
w5 ≥ w4 +4−21[2− (y3

41 + y4
51 + y5

51)], (3.173)
w5 ≥ w4 +4−21[2− (y4

41 + y5
51)], (3.174)

w5 ≥ w4 +5−21[2− (y1
42 + y2

52 + y3
52 + y4

52 + y5
52)], (3.175)

w5 ≥ w4 +5−21[2− (y2
42 + y3

52 + y4
52 + y5

52)], (3.176)
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w5 ≥ w4 +5−21[2− (y3
42 + y4

52 + y5
52)], (3.177)

w5 ≥ w4 +5−21[2− (y4
42 + y5

52)], (3.178)
w1 ≥ w2 +1−21[2− (y1

21 + y2
11 + y3

11 + y4
11 + y5

11)], (3.179)
w1 ≥ w2 +1−21[2− (y2

21 + y3
11 + y4

11 + y5
11)], (3.180)

w1 ≥ w2 +1−21[2− (y3
21 + y4

11 + y5
11)], (3.181)

w1 ≥ w2 +1−21[2− (y4
21 + y5

11)], (3.182)
w1 ≥ w2 +4−21[2− (y1

22 + y2
12 + y3

12 + y4
12 + y5

12)], (3.183)
w1 ≥ w2 +4−21[2− (y2

22 + y3
12 + y4

12 + y5
12)], (3.184)

w1 ≥ w2 +4−21[2− (y3
22 + y4

12 + y5
12)], (3.185)

w1 ≥ w2 +4−21[2− (y4
22 + y5

12)], (3.186)
w1 ≥ w3 +5−21[2− (y1

31 + y2
11 + y3

11 + y4
11 + y5

11)], (3.187)
w1 ≥ w3 +5−21[2− (y2

31 + y3
11 + y4

11 + y5
11)], (3.188)

w1 ≥ w3 +5−21[2− (y3
31 + y4

11 + y5
11)], (3.189)

w1 ≥ w3 +5−21[2− (y4
31 + y5

11)], (3.190)
w1 ≥ w3 +3−21[2− (y1

32 + y2
12 + y3

12 + y4
12 + y5

12)], (3.191)
w1 ≥ w3 +3−21[2− (y2

32 + y3
12 + y4

12 + y5
12)], (3.192)

w1 ≥ w3 +3−16[2− (y3
32 + y4

12 + y5
12)], (3.193)

w1 ≥ w3 +3−16[2− (y4
32 + y5

12)], (3.194)
w1 ≥ w4 +2−21[2− (y1

41 + y2
11 + y3

11 + y4
11 + y5

11)], (3.195)
w1 ≥ w4 +2−21[2− (y2

41 + y3
11 + y4

11 + y5
11)], (3.196)

w1 ≥ w4 +2−21[2− (y3
41 + y4

11 + y5
11)], (3.197)

w1 ≥ w4 +2−21[2− (y4
41 + y5

11)], (3.198)
w1 ≥ w4 +3−16[2− (y1

42 + y2
12 + y3

12 + y4
12 + y5

12)], (3.199)
w1 ≥ w4 +3−21[2− (y2

42 + y3
12 + y4

12 + y5
12)], (3.200)

w1 ≥ w4 +3−21[2− (y3
42 + y4

12 + y5
12)], (3.201)

w1 ≥ w4 +3−21[2− (y4
42 + y5

12)], (3.202)
w1 ≥ w5 +4−21[2− (y1

51 + y2
11 + y3

11 + y4
11 + y5

11)], (3.203)
w1 ≥ w5 +4−21[2− (y2

51 + y3
11 + y4

11 + y5
11)], (3.204)

w1 ≥ w5 +4−21[2− (y3
51 + y4

11 + y5
11)], (3.205)
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w1 ≥ w5 +4−21[2− (y4
51 + y5

11)], (3.206)
w1 ≥ w5 +5−21[2− (y1

52 + y2
12 + y3

12 + y4
12 + y5

12)], (3.207)
w1 ≥ w5 +5−21[2− (y2

52 + y3
12 + y4

12 + y5
12)], (3.208)

w1 ≥ w5 +5−21[2− (y3
52 + y4

12 + y5
12)], (3.209)

w1 ≥ w5 +5−21[2− (y4
52 + y5

12)], (3.210)
w2 ≥ w3 +5−21[2− (y1

31 + y2
21 + y3

21 + y4
21 + y5

21)], (3.211)
w2 ≥ w3 +5−21[2− (y2

31 + y3
21 + y4

21 + y5
21)], (3.212)

w2 ≥ w3 +5−21[2− (y3
31 + y4

21 + y5
21)], (3.213)

w2 ≥ w3 +5−21[2− (y4
31 + y5

21)], (3.214)
w2 ≥ w3 +3−21[2− (y1

32 + y2
22 + y3

22 + y4
22 + y5

22)], (3.215)
w2 ≥ w3 +3−21[2− (y2

32 + y3
22 + y4

22 + y5
22)], (3.216)

w2 ≥ w3 +3−21[2− (y3
32 + y4

22 + y5
22)], (3.217)

w2 ≥ w3 +3−21[2− (y4
32 + y5

22)], (3.218)
w2 ≥ w4 +2−21[2− (y1

41 + y2
21 + y3

21 + y4
21 + y5

21)], (3.219)
w2 ≥ w4 +2−21[2− (y2

41 + y3
21 + y4

21 + y5
21)], (3.220)

w2 ≥ w4 +2−21[2− (y3
41 + y4

21 + y5
21)], (3.221)

w2 ≥ w4 +2−21[2− (y4
41 + y5

21)], (3.222)
w2 ≥ w4 +3−21[2− (y1

42 + y2
22 + y3

22 + y4
22 + y5

22)], (3.223)
w2 ≥ w4 +3−21[2− (y2

42 + y3
22 + y4

22 + y5
22)], (3.224)

w2 ≥ w4 +3−21[2− (y3
42 + y4

22 + y5
22)], (3.225)

w2 ≥ w4 +3−21[2− (y4
42 + y5

22)], (3.226)
w2 ≥ w5 +4−21[2− (y1

51 + y2
21 + y3

21 + y4
21 + y5

21)], (3.227)
w2 ≥ w5 +4−21[2− (y2

51 + y3
21 + y4

21 + y5
21)], (3.228)

w2 ≥ w5 +4−21[2− (y3
51 + y4

21 + y5
21)], (3.229)

w2 ≥ w5 +4−21[2− (y4
51 + y5

21)], (3.230)
w2 ≥ w5 +5−21[2− (y1

52 + y2
22 + y3

22 + y4
22 + y5

22)], (3.231)
w2 ≥ w5 +5−21[2− (y2

52 + y3
22 + y4

22 + y5
22)], (3.232)

w2 ≥ w5 +5−21[2− (y3
52 + y4

22 + y5
22)], (3.233)

w2 ≥ w5 +5−21[2− (y4
52 + y5

22)], (3.234)
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w3 ≥ w4 +2−21[2− (y1
41 + y2

31 + y3
31 + y4

31 + y5
31)], (3.235)

w3 ≥ w4 +2−21[2− (y2
41 + y3

31 + y4
31 + y5

31)], (3.236)

w3 ≥ w4 +2−21[2− (y3
41 + y4

31 + y5
31)], (3.237)

w3 ≥ w4 +2−21[2− (y4
41 + y5

31)], (3.238)

w3 ≥ w4 +3−21[2− (y1
42 + y2

32 + y3
32 + y4

32 + y5
32)], (3.239)

w3 ≥ w4 +3−21[2− (y2
42 + y3

32 + y4
32 + y5

32)], (3.240)

w3 ≥ w4 +3−21[2− (y3
42 + y4

32 + y5
32)], (3.241)

w3 ≥ w4 +3−21[2− (y4
42 + y5

32)], (3.242)

w3 ≥ w5 +4−21[2− (y1
51 + y2

31 + y3
31 + y4

31 + y5
31)], (3.243)

w3 ≥ w5 +4−21[2− (y2
51 + y3

31 + y4
31 + y5

31)], (3.244)

w3 ≥ w5 +4−21[2− (y3
51 + y4

31 + y5
31)], (3.245)

w3 ≥ w5 +4−21[2− (y4
51 + y5

31)], (3.246)

w3 ≥ w5 +5−21[2− (y1
52 + y2

32 + y3
32 + y4

32 + y5
32)], (3.247)

w3 ≥ w5 +5−21[2− (y2
52 + y3

32 + y4
32 + y5

32)], (3.248)

w3 ≥ w5 +5−21[2− (y3
52 + y4

32 + y5
32)], (3.249)

w3 ≥ w5 +5−21[2− (y4
52 + y5

32)], (3.250)

w4 ≥ w5 +4−21[2− (y1
51 + y2

41 + y3
41 + y4

41 + y5
41)], (3.251)

w4 ≥ w5 +4−21[2− (y2
51 + y3

41 + y4
41 + y5

41)], (3.252)

w4 ≥ w5 +4−21[2− (y3
51 + y4

41 + y5
41)], (3.253)

w4 ≥ w5 +4−21[2− (y4
51 + y5

41)], (3.254)

w4 ≥ w5 +5−21[2− (y1
52 + y2

42 + y3
42 + y4

42 + y5
42)], (3.255)

w4 ≥ w5 +5−21[2− (y2
52 + y3

42 + y4
42 + y5

42)], (3.256)

w4 ≥ w5 +5−21[2− (y3
52 + y4

42 + y5
42)], (3.257)

w4 ≥ w5 +5−21[2− (y4
52 + y5

42)], (3.258)

z≥ w1 +3y1
11 +3y2

11 +3y3
11 +3y4

11 +3y5
11 +2y1

12 +2y2
12 +2y3

12 +2y4
12 +2y5

12,
(3.259)

z≥w2+y1
21+y2

21+y3
21+y4

21+y5
21+4y1

22+4y2
22+4y3

22+4y4
22+4y5

22, (3.260)

z≥ w3 +5y1
31 +5y2

31 +5y3
31 +5y4

31 +5y5
31 +3y1

32 +3y2
32 +3y3

32 +3y4
32 +3y5

32,
(3.261)
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z≥ w4 +2y1
41 +2y2

41 +2y3
41 +2y4

41 +2y5
41 +3y1

42 +3y2
42 +3y3

42 +3y4
42 +3y5

42,
(3.262)

z≥ w5 +4y1
51 +4y2

51 +4y3
51 +4y4

51 +4y5
51 +5y1

52 +5y2
52 +5y3

52 +5y4
52 +5y5

52.
(3.263)

A seguir, o modelo relativo ao exemplo na linguagem Xpress-Mosel
é apresentado.

model ModelName
uses ”mmxprs”;
declarations
ntarefa=5
nturno=5
tarefa = 1..ntarefa
processador = 1..2
turno = 1..nturno
nos = range
arcos: dynamic array(nos,nos) of integer
d: array(tarefa,processador) of real
w: array(tarefa) of mpvar
y: array(tarefa, processador,turno) of mpvar
z: mpvar
end-declarations
initializations from ’scheduling.txt’
arcos d
end-initializations
forall (j in tarefa) forall(k in processador)forall (s in turno) y(j,k,s) is_binary
forall (j in tarefa) do
sum(s in turno,k in processador)y(j,k,s)=1
end-do
forall(k in processador, l in turno) do
sum(j in tarefa) y(j,k,l) <=1
end-do
forall(k in processador, s in 2..nturno) do
sum(j in tarefa)y(j,k,s) <= sum(j in tarefa) y(j,k,s-1)
end-do
forall(i,j in tarefa | exists(arcos(i,j))) do
w(j) >= w(i)+ sum(k in processador)sum(s in turno)d(i,k)*y(i,k,s)
end-do
forall (i in tarefa)do
alfa+=max(j in processador) d(i,j)
end-do
forall(i,j in tarefa| i<>j, k in processador, s in 1..nturno-1) do
w(j) >= w(i)+d(i,k)-alfa*(2-(y(i,k,s)+sum(r in (s+1)..nturno)y(j,k,r)))

end-do
forall(j in tarefa) do
z >= w(j)+sum(k in processador, s in turno)d(j,k)*y(j,k,s)
end-do
minimize(z)
end-model
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As informações lidas do arquivo ”scheduling.txt” são:
arcos:[(1 2) 1

(1 3) 1
(2 4) 1
(3 4) 1]

d:[3 2
1 4
5 3
2 3
4 5]

A solução encontrada é: y1
11 = y2

11 = y3
11 = y4

11 = y5
11 = 0,

y1
12 = 1, y2

12 = y3
12 = y4

12 = y5
12 = 0,

y1
21 = 0, y2

21 = 1, y3
21 = y4

21 = y5
21 = 0,

y1
22 = y2

22 = y3
22 = y4

22 = y5
22 = 0,

y1
31 = y2

31 = y3
31 = y4

31 = y5
31 = 0,

y1
32 = 0, y2

32 = 1, y3
32 = y4

32 = y5
32 = 0,

y1
41 = y2

41 = 0, y3
41 = 1, y4

41 = y5
41 = 0,

y1
42 = y2

42 = y3
42 = y4

42 = y5
42 = 0,

y1
51 = 1, y2

51 = y3
51 = y4

51 = y5
51 = 0,

y1
52 = y2

52 = y3
52 = y4

52 = y5
52 = 0,

w1 = 0, w2 = 4, w3 = 2, w4 = 5, w5 = 0.
O valor da função-objetivo é 7. A figura 3.2 ilustra a solução encontrada
para os processadores P1 e P2 respectivamente. Os valores de 0 a 7 in-
dicam o tempo utilizado por cada tarefa em cada processador.

0 1 2 3 4 5 6 7

P 1

d51 d21 d41

d12 d32 parado

P 2

Figura 3.2: Ilustração da solução obtida.
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3.6 Transformação de um modelo de otimização
não linear mista com função-objetivo como a
soma de frações 0-1 em um problema de oti-
mização linear mista

Observamos que alguns problemas possuem função-objetivo não li-
near, enquanto as restrições são todas lineares. A não linearidade encon-
trada na função-objetivo é a soma de frações (SF), conforme exemplo a
seguir.

Exemplo 5.

(SF): Maximizar z =
5x1

(1+3x2)
+

3x3

(7+6x5)
+ x4,

sujeito a: x1 + x3 + x4 ≤ 2,
x2 + x5 ≥ 1,
x j ∈ {0,1}, j = 1,2,3,4,5.

(3.264)

(3.265)
(3.266)
(3.267)

Nos artigos [133] e [134] temos exemplo de outras funções-objetivo
como soma de frações. Uma sugestão para contornar a não linearidade
neste caso de soma de frações é realizar a linearização da mesma, con-
forme comparações propostas em [22].

Neste caso não é necessário utilizar métodos de resolução de proble-
mas não lineares, pois é possível contornar essa não linearidade com
acréscimo de uma nova variável e realizar a linearização do produto de
duas variáveis inteiras.

Considere as variáveis

y1 =
1

1+3x2

e

y2 =
1

7+6x5
.

Fazemos a linearização da fração transformando o quociente em produto
e o modelo será modificado e denominado MSF. Lembrando que o de-
nominador de todas as frações deve ser diferente de zero para que a
linearização possa ser realizada.
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Exemplo 6.

(MSF): Maximizar z = 5x1y1 +3y2x3 + x4,

sujeito a: (3.265),(3.266),

y1 +3y1x2 = 1,

7y2 +6y2x5 = 1,

0 < yi ≤ 1 i = 1,2;

0≤ zi ≤ 1 i = 1,2;

x j ∈ {0,1}, j = 1,2,3,4,5.

(3.268)
(3.269)
(3.270)
(3.271)
(3.272)
(3.273)
(3.274)

O problema (SF) definido em (3.264)-(3.267), não linear inteiro misto
(PNLIM), pode ser reescrito de forma relaxada (RSF) como problema li-
near inteiro misto (PLIM), acrescentando-se as novas variáveis t1, t2,z1,z2,
que tratam os produtos de variáveis existentes em MSF,

t1 = x1y1,

t2 = x3y2,

z1 = y1x2,

z2 = y2x5,

e acrescentando-se as restrições para a linearização dos produtos, tanto
da função-objetivo como das restrições.



82 3. MODELAGEM COM VARIÁVEIS 0-1

Exemplo 7.

(RSF): Maximizar z = 5t1 +3t2 + x4,

sujeito a: (3.265),(3.266)

y1 +3z1 = 1,

7y2 +6z2 = 1,

z1 ≤ y1,

z1 ≤ x2,

z1 ≥ y1 + x2−1,

z2 ≤ y2,

z2 ≤ x5,

z2 ≥ y2 + x5−1,

z1 ≤ y1,

z1 ≤ x2,

z1 ≥ y1 + x2−1,

z2 ≤ y2,

z2 ≤ x5,

z2 ≥ y2 + x5−1,

t1 ≤ y1,

t1 ≤ x1,

t1 ≥ y1 + x1−1

t2 ≤ y2,

t2 ≤ x3,

t2 ≥ y2 + x3−1,

0 < yi ≤ 1 i = 1,2;

0≤ zi ≤ 1 i = 1,2;

0≤ ti ≤ 1 i = 1,2;

x j ∈ {0,1}, j = 1,2,3,4,5.

(3.275)
(3.276)
(3.277)
(3.278)
(3.279)
(3.280)
(3.281)
(3.282)
(3.283)
(3.284)
(3.285)
(3.286)
(3.287)
(3.288)
(3.289)
(3.290)
(3.291)
(3.292)
(3.293)
(3.294)
(3.295)
(3.296)
(3.297)
(3.298)
(3.299)
(3.300)

model ModelName
uses ”mmxprs”
declarations
x: array(1..5) of mpvar
y: array(1..2) of mpvar
z:array(1..2) of mpvar
t: array(1..2) of mpvar

end-declarations
x(1)+x(3)+x(4)<=2
x(2)+x(5)>=1
z(1)<=y(1)
z(1)<=x(2)
z(1)>=y(1)+x(2)-1
z(2)<=y(2)
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z(2)<=x(5)
z(2)>=y(2)+x(5)-1
t(1)<=y(1)
t(1)<=x(1)
t(1)>=x(1)+y(1)-1
t(2)<=y(2)
t(2)<=x(3)
t(2)>=y(2)+x(3)-1
y(1)+3*z(1)=1
7*y(2)+6*z(2)=1
forall (i in 1..5) x(i) is_binary
!objective function
obj:= 5*t(1)+(3*t(2))+x(4)
maximize(obj)
end-model

Cuja solução é: x1 = x4 = x5 = 1, x2 = x3 = 0, y1 = 1, y2 = 0.0769231, z1 = 0,
z2 = 0.0769231, t1 = 1, t2 = 0. O valor ótimo da função-objetivo é 6.

3.7 Conclusões
Neste capítulo apresentamos algumas modelagens triviais e outras menos triviais

no uso de variáveis 0-1 para problemas de otimização. No entanto, os problemas
de otimização combinatória NP-hard em grafos, tais como o do Caixiero Viajante,
Árvore de Steiner e o do caminho mínimo entre dois vértices distintos de um grafo
em presença de circuitos negativos, foram deixados para o próximo capítulo deste
livro.
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Nelson Maculan

Existem problemas de programação linear inteira mista que exigem um árduo
trabalho de implementação e um grande esforço computacional para a sua resolução,
mesmo para instâncias pequenas. Softwares comerciais de otimização, tais como o
CPLEX, Gurobi, XPRESS e outros, não podem ser utilizados diretamente, devido a
modelagens que apresentam um número exponencial de restrições. Essa característica
está presente no Problema do Caixeiro Viajante (TSP – Travelling Salesman Problem)
e também no Problema da Árvore de Steiner em grafos. Para esses problemas, porém,
existem outras abordagens, baseadas em programação inteira mista com variáveis
binárias, que fazem uso de um número polinomial de restrições e variáveis.

Neste capítulo, serão discutidas algumas abordagens de programação inteira
mista para problemas de otimização em grafos, tais como: ciclos, árvores e caminhos.
Alguns desses problemas são considerados NP-difíceis, e serão exemplificados atra-
vés de pequenas instâncias. Desta forma, este capítulo está organizado da seguinte
maneira: na seção 1 apresentamos uma formulação matemática para o problema
de encontrar um subgrafo conexo. Na seção 2 tratamos do problema de encontrar
um caminho elementar entre um vértice origem e um vértice destino. Na seção 3,
abordamos o Problema dos Ciclos Elementares. O Problema do Caixeiro Viajante é
apresentado na seção 4, e a seção 5 é dedicada aos problemas relacionados a árvores:
Árvores Geradoras e Árvores de Steiner.

84
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4.1 Subgrafo conexo de G

Seja G=(V,E) um grafo de vértices i, j ∈V e arestas {i, j} ∈E, com i< j. Considere
um vetor x, cujas componentes xi ∈ {0,1}, para i ∈ V , são associadas aos vértices de
um subgrafo de G, de tal forma que, se xi = 1, então o vértice i pertence ao subgrafo,
caso contrário, xi = 0. Considere também um vetor y de componentes yi j ∈ {0,1}, onde
{i, j} ∈ E. Cada componente yi j está associada a uma aresta {i, j} do subgrafo de G,
sendo yi j = 1 quando a aresta pertencer ao subgrafo e 0, caso contrário. Os vetores x
e y definem o subgrafo, fornecendo informações sobre seus vértices e arestas.

1
c1 = −10

2

c2 = −20

3 c3 = −10

4 c4 = 100

5
c5 = 1

6

c6 = 1

7

c7 = 1

8 c8 = −15

9

c9 = 1

10

c10 = −10

11

c11 = 1

1
1

1

4
6

5

1

5

4

1

1

1

3

1

5

5

12

3

1

1

4

Figura 4.1: Exemplo de um grafo não orientado G = (V,E) com onze
vértices.

Gd = (V,A), onde A = {(i, j),( j, i) | {i, j} ∈ E } é o conjunto dos arcos. Definiremos
também um novo grafo orientado G0

d =(V0,A0), onde V0 =V ∪{0}, E0 =E∪{{0, j}| j ∈V},
A0 = A∪ {(0, j)| j ∈ V} (ver figura 4.2). Consideraremos Γ+(i) = { j | (i, j) ∈ A0} e
Γ−(i) = { j | ( j, i) ∈ A0}. O vértice 0 será utilizado como origem para um problema de
fluxos não simultâneos [107]. Utilizaremos a variável zk

i j ≥ 0, que representa o fluxo no
arco (i, j)∈ A0 que sai do vértice 0 para o vértice k ∈V . Considerando essa abordagem,
temos a seguinte formulação matemática proposta em [155]:
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Figura 4.2: Adicionando um vértice 0 ao grafo Gd e o conjunto de arcos
{(0, j) | j ∈V}.

∑
j∈Γ+(0)

zk
0 j− xk = 0, k ∈V (4.1)

∑
j∈Γ+(i)

zk
i j− ∑

j∈Γ−(i)
zk

ji = 0, i ∈V −{k}, k ∈V (4.2)

∑
j∈Γ+(k)

zk
k j− ∑

j∈Γ−(k)
zk

jk + xk = 0, k ∈V (4.3)

zk
i j ≤ yi j e zk

ji ≤ yi j, {i, j} ∈ E, k ∈V (4.4)
yi j ≤ xi e yi j ≤ x j, {i, j} ∈ E (4.5)

∑
j∈V

y0 j = 1 (4.6)

zk
i j ≥ 0, (i, j) ∈ A0, k ∈V (4.7)

yi j ∈ {0,1}, xk ∈ {0,1}, {i, j} ∈ E0,k ∈V. (4.8)

Todos os vetores x e y que satisfazem as restrições de (4.1) a (4.8) estão associados
a um subgrafo conexo de G. Como um subgrafo conexo deve ter pelo menos dois
vértices, temos que incluir as restrições

∑
{i, j}∈E

yi j ≥ 1 ou ∑
i∈V

xi ≥ 2. (4.9)

Sobre as soluções viáveis de (4.1) a (4.9), deveremos fazer um comentário importante.
Sabemos que as variáveis xi e yi j pertencerão sempre ao conjunto {0,1}. No entanto,
como ficariam os valores das variáveis zk

i j ≥ 0?
Consideremos o sistema de (|V |+1)(|V |−1) equações lineares simultâneas (4.1), (4.2)
e (4.3), o qual para cada k pode ser escrito da seguinte maneira Mzk = bk, e as demais
restrições envolvendo zk sob a seguinte forma 0 ≤ zk ≤ dk, em que zk é o vetor das
variáveis zk

i j. É sabido que a matriz M é conhecida como a matriz vértice-arco para
representar o grafo G0

d , logo o seu posto é igual a |V |. Mk é também uma matriz
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totalmente unimodular, isto é, todas as suas submatrizes formadas pela interseção
de p linhas com p colunas têm determinante no conjunto {−1,0,1}, inclusive para
p = |V |. Sabemos que dk ∈ {−1,0,1}(|V |+1), assim sendo toda solução básica de Mzk = bk

será inteira. Como 0≤ zk ≤ dk, teremos nesse caso que zk ∈ {0,1}(|V |+1).
Associamos a cada vértice i ∈ V um custo ci e a cada aresta {i, j} ∈ E um custo

wi j.
Para a obtenção de um grafo conexo GSC de custo total mínimo, subgrafo de G,
resolveremos o seguinte problema de programação inteira mista, em que os valores de
ci, i ∈V e de wi j ∈ E estão na figura 4.1:

(P1) : Minimizar f (x,y) = ∑
i∈V

cixi + ∑
{i, j}∈E

wi jyi j, (4.10)

sujeito às restrições de (4.1) a (4.9).
As restrições (4.1) - (4.9) de P1 são aplicadas a cada vértice k ∈ V . A restrição

(4.1) se refere aos fluxos que saem do vértice de origem 0 com destino a cada vértice j.
Essa restrição impõe que a soma dos fluxos que saem do vértice 0 deva ser igual a 1,
caso a variável xk assuma esse valor. A restrição (4.2) nos mostra que, para os demais
vértices i∈V , tais que i ̸= k, deve haver a conservação de fluxo, isto é, a quantidade de
fluxo que entra em i deve ser igual à quantidade de fluxo que sai desse vértice. Já na
restrição (4.3), que se refere ao vértice k, temos que o somatório de todo o fluxo que
entra nesse vértice deve ser maior que o somatório de todo o fluxo que sai, garantindo
assim a conexidade a um de seus vértices adjacentes. A restrição (4.4) se refere à
capacidade de cada aresta {i, j} ∈ E0, e a restrição (4.5) é responsável por remover
as arestas ligadas a vértices retirados do subgrafo de G. A restrição (4.6) impede
a existência de mais de uma aresta ligada a 0, a fim de evitar que tenhamos um
subgrafo não conexo ao removermos esse vértice, que foi inserido como um auxiliar
para essa modelagem matemática.

Para ilustrarmos a formulação matemática P1 proposta por [155], considere o
grafo G visto na figura 4.1. A partir desse grafo, vamos obter o grafo Gd , direcionando
suas arestas conforme a figura 4.2(a). Para utilizarmos as restrições de (4.1) a (4.9),
é preciso incluir um vértice de origem 0. A inclusão desse vértice pode ser vista na
figura 4.2(b), que mostra o grafo G0

d . Na figura 4.1, podemos observar os pesos wi j
escritos próximos às arestas, e, próximo a cada vértice, temos as componentes do
vetor c. Por exemplo, para a aresta {2,6}, temos w26 = 5 e, para o vértice 2, temos
que c2 = −20. Considerando os pesos expressos na figura 4.1 e implementando P1
em linguagem Xpress-Mosel [219], obtemos o resultado visto na figura 4.3, em que
f (x,y) =−53 é o valor da função-objetivo (4.10).

4.2 Caminhos elementares
Seja p um inteiro positivo maior que zero, considere um caminho elementar entre

dois vértices distintos v0,vp ∈V em um grafo G, que contenha uma sequência de p+1
vértices, {v0,v1,v2,v3, . . . ,vp}⊆V , formando p arestas consecutivas, {{v0,v1},{v1,v2},{v2,v3}, . . . ,{vp−1,vp}}⊂
E. Podemos encontrar esse caminho, utilizando as restrições de (4.1) a (4.4) e de (4.6)
a (4.8), e substituindo a restrição (4.5) pelas equações a seguir:

∑
u∈E(l)

yu = 1, l ∈ {v0,vp}, (4.11)

∑
u∈E(l)

yu = 2xl , l ∈V −{v0,vp}, (4.12)
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Figura 4.3: Grafo conexo GSC, subgrafo de G, obtido a partir de P1.

em que E(l) é o conjunto das arestas u = {vi,v j}, tal que i, j ∈ {0,1,2, . . . , p} e vi = l ou
v j = l. Assim, todos os vetores x e y que satisfazem as restrições de (4.1) a (4.4), de
(4.6) a (4.8), (4.11) e (4.12) estão associados a um caminho elementar de G entre os
vértices v0 e vp. É importante observar que as componentes xv0 e xvp de x, referentes
aos vértices v0 e vp de G, devem ser iguais a 1 obrigatoriamente.

Observando o grafo G da figura 4.1, é possível traçar caminhos elementares entre
os vértices 2 e 7, por exemplo. As figuras 4.4(a) e 4.4(b) mostram dois caminhos
possíveis entre esses dois vértices. Note que, em ambas as imagens, os vértices extre-
mos, ou seja, v0 = 2 e vp = 7, possuem grau igual a 1. Essa condição é imposta na
equação (4.11). Já os vértices intermediários pertencentes ao caminho possuem grau
2, conforme a equação (4.12). O que diferencia uma figura da outra é a quantidade
de vértices intermediários e, consequentemente, a quantidade p de arestas.

Para o caso em que v0 = 2 e vp = 7, podemos escrever a equação (4.11) como o
conjunto de equações abaixo:

y12 + y23 + y24 + y26 = 1,

y67 + y78 + y79 + y7,10 = 1.

Note que, em cada uma dessas duas últimas equações, somente uma componente yu,
u ∈ E(l) e l ∈ {2,7}, poderá ter valor igual a 1, o que representa a existência de apenas
uma aresta ligada a cada extremidade.

Os vértices intermediários são tratados pela equação (4.12). Vejamos um exemplo
em que l ∈V −{2,7}, tal que l = 3. Neste caso, a equação (4.12) é escrita como segue:

y23 + y34 + y36 = 2x3.

Note que, para x3 = 0, temos y23 +y34 +y36 = 0 e, consequentemente, y23 = y34 = y36 = 0.
Mas, para x3 = 1, temos

y23 + y34 + y36 = 2⇒


y23 = 0 e y34 = y36 = 1 ou
y34 = 0 e y23 = y36 = 1 ou
y36 = 0 e y23 = y34 = 1,

ou seja, devemos ter duas componentes yu, u∈ E(3), iguais a 1. Sendo cada variável yu
associada à permanência da aresta u no caminho elementar, então temos que o vértice
3 deve ter obrigatoriamente grau 2, por não estar nas extremidades do caminho.
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Figura 4.4: Soluções viáveis para o problema P2, obtidas a partir do
grafo G, considerando v0 = 2 e vp = 7.
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Figura 4.5: Grafo Ḡ = (V,E) obtido a partir de G. Neste grafo, consi-
deramos ci = 0, para i ∈ {1,2, . . . ,11}, w78 = w87 =−5, w79 = w97 =−5 e
w89 = w98 =−2.

Utilizando as equações (4.11) e (4.12), juntamente com algumas restrições vistas
na seção 4.1, com os dados da figura 4.2(b), podemos escrever o seguinte problema
de programação inteira mista para a obtenção de um caminho elementar mínimo:

(P2) : Minimizar f (x,y) = ∑
i∈V

cixi + ∑
{i, j}∈E

wi jyi j, (4.13)

sujeito às restrições de (4.1) a (4.4), de (4.6)
a (4.8), (4.11) e (4.12).

Resolvendo-se P2 para o grafo G, considerando o caso v0 = 2 e vp = 7, obtemos
o caminho elementar visto na figura 4.4(b) como solução ótima, em que o valor da
função-objetivo (4.13) é igual a −50. É importante observar que, por haver pesos
negativos relacionados aos vértices, não é possível o uso do algoritmo de Dijkstra
para a obtenção de caminhos mínimos no grafo G.

4.3 Ciclos elementares
Na seção 4.1, vimos como garantir que um subgrafo de G seja conexo. Na seção 4.2,

foi visto como se obter um caminho elementar entre dois vértices v0 e vp com p arestas.
Vejamos, agora, como se obterem ciclos elementares com p arestas, 3≤ p≤ |E|. Para
tal, considere as seguinte restrições:

∑
{i, j}∈E

yi j = 2xi, i ∈V, (4.14)

∑
i∈V

xi = p., (4.15)

A inclusão da equação (4.14) ou da equação (4.15) no lugar da restrição (4.5),
vista na seção 4.1, garante que cada vértice do subgrafo de G terá grau igual a 2,
condição necessária para a ocorrência de ciclos. Se compararmos as equações (4.12)
e (4.14), notaremos que a segunda foi obtida a partir da primeira, considerando-se
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Figura 4.6: Solução obtida pela resolução de P2 a partir do grafo Ḡ
(figura 4.5).

v0 = vp. Neste caso, podemos escrever um problema de programação inteira mista da
seguinte forma:

(P3) : Minimizar f (x,y) = ∑
i∈V

cixi + ∑
{i, j}∈E

wi jyi j, (4.16)

sujeito às restrições de (4.1) a (4.4), de (4.6)
a (4.8) e de (4.14).

Ao resolvermos P3, utilizando as informações disponíveis no grafo G da figura 4.1,
obtemos o ciclo elementar da figura 4.7. Note que foram removidos os vértices 4 e
9, e todos os vértices presentes no ciclo possuem grau igual a 2. O valor apurado
para função-objetivo foi −43. A mesma ideia embutida em P3 pode ser utilizada na
obtenção de ciclos hamiltonianos, mediante algumas modificações que serão vistas a
seguir.

4.3.1 Ciclos Hamiltonianos

Em um ciclo hamiltoniano, há a presença de todos os vértices de G. Desta forma,
tendo em vista as restrições de (4.1) a (4.4) e de (4.6) a (4.14), percebemos que as
componentes xi do vetor x, associadas a cada vértice i ∈ V , recebem todas o valor 1.
Também não há a necessidade de acrescentarmos o vértice 0 como origem, pois, como
estamos em um ciclo, podemos utilizar qualquer vértice para esse fim. Usaremos,
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Figura 4.7: Ciclo elementar obtido a partir da solução de P3, utilizando-
se o grafo G, para p = 9.

então, o vértice 1. Assim, podemos reescrever essas restrições como segue:

∑
j∈Γ+(1)

zk
1 j− ∑

j∈Γ−(1)
zk

j1 = 1, k ∈V −{1} (4.17)

∑
j∈Γ+(i)

zk
i j− ∑

j∈Γ−(i)
zk

ji = 0, i ∈V −{1,k}, k ∈V −{1} (4.18)

∑
j∈Γ+(k)

zk
k j− ∑

j∈Γ−(k)
zk

jk =−1, k ∈V −{1} (4.19)

zk
i j ⩽ yi j e zk

ji ⩽ yi j, {i, j} ∈ E, k ∈V −{1} (4.20)

∑
{i, j}∈E

yi j = 2, i ∈V (4.21)

zk
i j ⩾ 0, (i, j) ∈ A, k ∈V −{1} (4.22)

yi j ∈ {0,1}, {i, j} ∈ E. (4.23)
Note que todos os vetores y que satisfazem as restrições de (4.17) a (4.23) estão

associados a um ciclo hamiltoniano de G. A seguir, na seção 4.4, com o Problema do
Caixeiro Viajante, serão vistos mais detalhes sobre o uso dessas restrições na obtenção
de um ciclo hamiltoniano de tamanho mínimo.

4.4 Problema do Caixeiro Viajante
O Problema do Caixeiro Viajante (PCV) pode ser definido da seguinte forma:

seja G um grafo conexo, orientado ou não, e Vo conjunto de seus vértices. Seja
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W = (wi j) ∈ R|V |×|V | uma matriz cujos elementos representam pesos associados a cada
aresta ou arco existente entre os vértices i ∈ V e j ∈ V de G. Deseja-se determinar o
ciclo hamiltoniano cujo somatório dos pesos de suas arestas ou arcos seja mínimo.

Quando G é um grafo não orientado, temos que wi j = w ji e o PCV é denominado
simétrico. Caso contrário, o PCV é denominado assimétrico. Se a cada vértice
i ∈V estiver associado um ponto wi no espaço euclidiano, tal que wi j = ||wi−w j||, e a
desigualdade triangular

wi j +w jk ≥ wik,∀i, j,k ∈V

é satisfeita, dizemos que o PCV é euclidiano.
Em 1954, Dantzig, Fulkerson e Johnson propuseram uma formulação de progra-

mação linear inteira com variáveis binárias para a resolução do PCV. A formulação
matemática é a seguinte:

(PCV1) : Minimizar f (y) = ∑
(i, j)∈A

wi jyi j, (4.24)

sujeito a:

∑
j∈V, j ̸=i

yi j = 1 , ∀i ∈V, (i, j) ∈ A (4.25)

∑
i∈V, i ̸= j

yi j = 1 , ∀ j ∈V, (i, j) ∈ A (4.26)

∑
(i, j)∈S×S, i ̸= j

yi j ≤ |S|−1, ∀S⊂V, 2≤ |S| ≤ n−1 (4.27)

yi j ∈ {0,1} , ∀(i, j) ∈ A, i ̸= j. (4.28)

Em PCV1, podemos perceber que se trata de uma formulação matemática para
problemas assimétricos, num grafo (orientado) completo e sem laços. As restrições
(4.25) impõem que cada vértice será origem de apenas um arco, enquanto as restrições
(4.26) impõem que cada vértice será o destino de apenas um arco. Sendo assim, cada
vértice i terá apenas dois arcos conectados e consequentemente terá grau igual a 2.
As restrições (4.27) são responsáveis pela eliminação de subciclos.

Para problemas simétricos, as restrições (4.25) e (4.26) podem ser substituídas
pelas equações (4.21) e o problema PCV1 pode ser reescrito da seguinte forma:

(PCV2) : Minimizar f (y) = ∑
{i, j}∈E

wi jyi j, (4.29)

sujeito a:

∑
{i, j}∈E(i)

yi j = 2 , ∀i ∈V, (4.30)

∑
{i, j}∈E(S)

yi j ≤ |S|−1, ∀S⊂V, 3≤ |S| ≤ n−1, (4.31)

yi j ∈ {0,1} , ∀{i, j} ∈ E, (4.32)

em que E(S) é o conjunto das arestas com ambas as extremidades em S⊂V, e E(i)
é o conjunto de todas as arestas com uma extremidade em i ∈V.
Como em ciclos hamiltonianos há a inclusão de todos os vértices do grafo, não usare-
mos, nesta seção, as componentes ci, i ∈V , vistas no grafo G dessa figura. Note que,
sem considerarmos a restrição (4.31), temos na figura 4.8 uma solução viável, obtida a
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Figura 4.8: Solução viável obtida a partir do grafo G da figura 4.1 para
o PCV2, excluindo a restrição (4.31). Observamos aqui a ocorrência de
subciclos.

partir do grafo G, para o PCV2. Nessa solução, não há um ciclo hamiltoniano. O que
se nota é a ocorrência de pequenos subciclos. As restrições (4.31) eliminam dentro
de cada subconjunto S ⊂ V a formação de subciclos. Desta forma, ao considerarmos
as restrições (4.31), a solução da figura 4.8 deixa de ser viável, pois, para S = {1,2,3},
por exemplo, teríamos |S|= 3 e

∑
{i, j}∈E(S)

yi j ≤ 2 ⇒ y12 + y13 + y23 ≤ 2,

o que significa que pelo menos uma componente yi j, i, j ∈ {1,2,3}, deve ser igual a
zero.

Sendo n= |V |, é importante observar que o número de restrições em (4.27) é igual a
2n−n−2. Notemos que 2n é o número total de subconjuntos de V , do qual subtraímos
n subconjuntos unitários além do conjunto vazio e V. Este último é removido para
que não haja a exclusão de todas as soluções viáveis. Portanto, em (4.27) temos um
número exponencial de restrições. Em (4.31), para a contagem do número dessas
restrições, subtraímos do número de restrições de (4.27) a quantia [n(n−1)]/2. Assim,
retiramos os conjuntos de dois elementos, pois não é necessária a inclusão de restrições
do tipo yi j ≤ 1, visto que yi j ∈ {0,1}.

Em 1960, Miller, Tucker e Zemlin, reduziram o número de restrições de elimi-
nação de subciclos, escrevendo uma formulação matemática que utiliza n variáveis
arbitrárias ui ∈ R, i ∈ {1, . . . ,n}. Nessa formulação matemática, a restrição (4.27) é
substituída por

ui−u j +n · yi j ≤ n−1 i ∈ {1, . . . ,n}, j ∈ {2, . . . ,n}, (i ̸= j). (4.33)

Em (4.33), em se tratando de problemas assimétricos, o número total de restri-
ções é igual ao número de elementos de A, ou seja, |A|, que pode ser igual, no máximo,
à quantidade de arranjos An,2 = n(n−1) = n2−n, em casos de grafos completos. Por-
tanto, temos para essa formulação matemática, um número polinomial de restrições
de eliminação de subciclos. Em casos de problemas simétricos, temos que a quanti-
dade de restrições (4.33) é dada pelo número de elementos de E, ou seja, |E|, e pode
chagar no máximo ao número de combinações Cn,2 = [n(n−1)]/2.

A formulação matemática proposta por [167] pode ser vista abaixo, no PCV3.
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(PCV3) : Minimizar f (y) = ∑
(i, j)∈A

wi jyi j, (4.34)

sujeito a:

∑
j∈V, j ̸=i

yi j = 1 , ∀i ∈V, (4.35)

∑
i∈V, i ̸= j

yi j = 1 , ∀ j ∈V, (4.36)

ui−u j +n · yi j ≤ n−1, i ∈V, j ∈V −{1}, i ̸= j, (4.37)

yi j ∈ {0,1}, ∀(i, j) ∈ A, i ̸= j, (4.38)

ui ≥ 0, i ∈V. (4.39)

Para analisarmos o uso de (4.33), considere um subciclo contendo k− 1 vértices
e o conjunto {v1,v2,v3, . . . ,vk}, em que v1 = vk e cada vi recebe um vértice do subciclo
em questão. Em (4.33), temos k−1 restrições da seguinte forma:

uv1 −uv2 ≤ −1

uv2 −uv3 ≤ −1

uv3 −uv4 ≤ −1

...
uvk−1 −uvk ≤ −1.

Ao somarmos essas k−1 restições, obtemos uv1 −uvk ≤−1(k−1), isto é, uv1 −uvk ≤ 1−k.
Como v1 = vk, temos que uvk − uvk = 0 ≤ 1− k, o que é uma contradição, visto que
1 < k. Portanto, a ocorrência de subciclos faz com que as restrições de (4.33) não
sejam satisfeitas. Para exemplificar melhor esse fato, usaremos a situação descrita na
figura 4.8. Assim, vamos considerar o subconjunto S⊂V tal que S = {4,5,8,11}. Neste
caso, temos k = 5, v1 = vk = 4 e atribuiremos um elemento de S aos demais vi, ou seja,
v2 = 5, v3 = 11 e v4 = 8. Podemos, então, desenvolver (4.33) da seguinte forma:

u4−u5 ≤ −1
u5−u11 ≤ −1
u11−u8 ≤ −1
u8−u4 ≤ −1

 u4−u4 = 0≤−4 (contradição).

Logo, o resultado expresso na figura 4.8 não seria uma solução viável de PCV3. Se-
gundo [167], se as componentes yi j correspondem de fato a um percurso, as variáveis
uvi , 1 ≤ i ≤ k, podem ser ajustadas de forma a receber a ordem que os vértices serão
visitados dentro desse percurso. Por exemplo, se o vértice 4 for o segundo vértice a
ser visitado, então u4 = uv2 = 2 e assim por diante.

Tendo em vista o PCV3, note que, sem perda de generalidade, podemos reescrever
(4.34) da seguinte forma:

min f (y) = ∑
(i, j)∈A

wi jyi j +

{
min ∑

i∈V
ui

}
.

Observe que, se considerarmos que cada ui receberá a ordem em que o vértice i
será visitado dentro do percurso, temos que ui pode ser ajustado de tal forma que
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ui ∈ {0,1,2, . . . ,n− 1}. Isso significa que, ao chegarmos na solução ótima do PCV3,
∑i∈V ui = [n(n−1)]/2 e, portanto, uma constante.

Temos, então, um subproblema de minimização de PCV3, cuja função-objetivo
é f (u) = ∑i∈V ui, e que está sujeito às restrições (4.37) e (4.39). Multiplicando (4.37)
por -1, esse subproblema pode ser escrito, em sua forma matricial, como:

min f (u) = ∑
i∈V

ui, (4.40)

sujeito a:

Au≥ 1−n(1− yi j), i ∈ {1, . . . ,n}, (4.41)
j ∈ {2, . . . ,n}, (i ̸= j)

ui ≥ 0, i ∈ {1, . . . ,n}, (4.42)

em que a matriz A, com n2−2n+1 linhas e n colunas, é tal que

A=



A1
A2
...
Ak
...
An


,

em que A1, com n−1 linhas, é tal que

A1 = [ −1 I ] ,

em que 1 é o vetor-coluna com todos os elementos iguais a 1 e I é a matriz identidade
com n−1 colunas.

Cada Ak, com n−2 linhas, é dada por

Ak =



0 1 · · · 0 −1 0 0 0 · · · 0
...

...
. . .

...
...

...
...

... · · ·
...

0 0 · · · 1 −1 0 0 0 · · · 0
0 0 · · · 0 −1 1 0 0 · · · 0
0 0 · · · 0 −1 0 1 0 · · · 0
0 0 · · · 0 −1 0 0 1 · · · 0
...

...
...

...
...

...
...

...
. . .

...
0 0 · · · 0 −1 0 0 0 · · · 1


,

ou seja, os elementos ai j de Ak são dados da seguinte forma:

ai j =


−1, se j = k,

1, se j < k e j = i+1,
1, se j > k e j = i+2,
0, para os demais elementos.

A partir do subproblema de PCV3, podemos obter o seguinte problema dual:

max f (z) = z⊤[1−n(1− y)], (4.43)

sujeito a:
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z⊤A≤ 1 (4.44)

zi j ≥ 0, i ∈V, j ∈V −{1}, (4.45)
em que 1 é o vetor-coluna com n2−2n+1 componentes iguais a 1 e z o vetor-coluna
de componentes zi j que representam as variáveis duais. Desenvolvendo as operações
em (4.43) e em (4.44), podemos reescrever o problema dual acima da seguinte forma:

max f (z) =
n

∑
i=1

n

∑
j=2

[1−n(1− yi j)]zi j, (i ̸= j), (4.46)

sujeito a:

−
n

∑
j=2

z1 j ≤ 1 (4.47)

n

∑
j=1

z ji−
n

∑
j=2

zi j ≤ 1, i ∈V −{1}, i ̸= j (4.48)

zi j ≥ 0, i ∈V, j ∈V −{1}. (4.49)
Em (4.46), se yi j = 1, temos que [1−n(1−yi j)]zi j = zi j, e se yi j = 0, temos que zi j = 0,

pois não há a presença do arco (i, j) ∈ A. Logo, (4.46) pode ser reescrita como

max f (z) =
n

∑
i=1

n

∑
j=2

zi j, (i ̸= j). (4.50)

O problema dual, visto em (4.46)–(4.50), é utilizado por Gavish e Graves, em
[91], para elaborar uma formulação matemática para a solução do PCV, baseada na
ideia de fluxo em redes. Nessa formulação, zi j representa o fluxo no arco (i, j) ∈ A e
sua capacidade máxima é dada pela restrição

zi j ≤ (n−1) · yi j. (4.51)
Assim, o PCV3 pode ser reescrito, com a substituição de seu subproblema, visto

em (4.40)–(4.42), pelo seu dual, visto em (4.46)– (4.50), juntamente com a restrição
(4.51).

(PCV3a) : Minimizar f (y) = ∑
(i, j)∈A

wi jyi j, (4.52)

sujeito a:

∑
j∈V, j ̸=i

yi j = 1 , ∀i ∈V, (4.53)

∑
i∈V, i ̸= j

yi j = 1 , ∀ j ∈V, (4.54)

−
n

∑
j=2

z1 j ≤ 1, (4.55)

n

∑
j=1

z ji−
n

∑
j=2

zi j ≤ 1, i ∈V −{1}, i ̸= j, (4.56)

zi j ≤ (n−1)yi j, i ∈V, j ∈V −{1}, (4.57)

yi j ∈ {0,1}, ∀(i, j) ∈ A, i ̸= j, (4.58)

zi j ≥ 0, i ∈V, j ∈V −{1}. (4.59)
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Pelo Teorema da Dualidade Forte, [154], temos que a solução ótima do problema
primal é igual à solução ótima do problema dual. Desta forma, podemos afirmar que,
ao atingir o ótimo, (4.50) tem o mesmo valor que (4.40) e, portanto, é constante.
Neste caso, não há necessidade de colocar (4.50) na função objetivo de PCV3a. Note
que a restrição (4.55) se torna sem efeito na presença de (4.57) e, portanto, pode ser
removida. O PCV3a é bastante parecido com a formulação matemática proposta por
Gavish e Graves, no ano de 1978, em [91], que pode ser vista no PCV4 logo abaixo.
Nessa mesma referência é provado que o PCV4 equivale ao PCV.

(PCV4) : Minimizar f (y) = ∑
(i, j)∈A

wi jyi j, (4.60)

sujeito a:

∑
j∈V, j ̸=i

yi j = 1 , ∀i ∈V, (4.61)

∑
i∈V, i ̸= j

yi j = 1 , ∀ j ∈V, (4.62)

n

∑
j=1

z ji−
n

∑
j=2

zi j = 1, i ∈V −{1}, i ̸= j, (4.63)

zi j ≤ (n−1)yi j, i ∈V, j ∈V −{1}, (4.64)

yi j ∈ {0,1}, ∀(i, j) ∈ A, i ̸= j, (4.65)

zi j ≥ 0, i ∈V, j ∈V −{1}. (4.66)

A formulação matemática vista em PCV4 apresenta n− 1 restrições em (4.63)
e 2n2− 3n+ 1 restrições em (4.64), totalizando um número polinomial de restrições
de eliminação de subciclos igual a 2n2 − 2n. Vejamos agora como essa formulação
poderia excluir a solução encontrada na figura 4.8. Observando a figura em questão,
verificamos que as componentes de y iguais a 1 são: y12, y13, y23, y45, y48, y5,11, y67,
y69, y7,10, y8,11, y9,10. As demais componentes são iguais a zero. Sendo assim, por
(4.64), podemos dizer que zi j = 0 para yi j = 0. Como o problema da figura 4.8 é
simétrico, podemos afirmar também que z ji = 0 para yi j = 0. Assim, vamos considerar
o subconjunto S = {6,7,9,10} de V , que se refere ao subciclo encontrado no canto
superior à direita dessa figura. Neste caso, então, somente z67, z76, z69, z96, z7,10, z10,7,
z9,10, z10,9 podem ser diferentes de zero. Considerando esse fato, por (4.65), temos o
seguinte sistema de equações:

z76 + z96− z67− z69 = 1,

z67 + z10,7− z76− z7,10 = 1,

z9,10 + z7,10− z10,9− z10,7 = 1,

z69 + z10,9− z96− z9,10 = 1.

Esse sistema é impossível. Logo, a solução da figura 4.8 não seria viável para o PCV
4. Alguns autores incluem, ainda, em PCV4, a restrição

n

∑
j=2

z1 j = n−1,

o que completa a formulação matemática de fluxo em rede, em que o somatório dos
lados direitos das restrições deve ser igual a zero, veja [217] pág 41.
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Em 2003, Maculan, Plateau e Lisser, em [155], propuseram uma formulação ma-
temática que também se utiliza de uma variável que representa um fluxo entre os
arcos ou arestas. Essa formulação, vista em PCV5, é baseada na ideia de fluxos não
simultâneos e contém as restrições vistas em (4.17) até (4.23), para obtenção de um
ciclo hamiltoniano. Assim, a seguinte formulação matemática pode ser escrita para
resolver o PCV:

(PCV5) : Minimizar f (y) = ∑
{i, j}∈E

wi jyi j, (4.67)

sujeito às restrições de
(4.17) a (4.23).

O PCV5 é usado em caso de problemas simétricos. Para problemas assimétricos,
a restrição (4.21) é substituída pelas restrições

∑
j∈V, j ̸=i

yi j = 1 , ∀i ∈V,

∑
i∈V, i ̸= j

yi j = 1 , ∀ j ∈V,

e as restrições (4.20) são substituídas por

zk
i j ⩽ yi j, (i, j) ∈ A, k ∈V −{1}.

Diferente do PCV4, o PCV5 apresenta uma variável de fluxo tridimensional zk
i j,

onde k ∈ V −{1}, que é utilizada na obtenção de um caminho mínimo do vértice 1
ao vértice k. Assim, o ciclo hamiltoniano de menor custo seria uma mesclagem de
todos os caminhos mínimos obtidos de 1 até k. Na figura 4.9, vemos a obtenção de
cada caminho mínino para cada k ∈ V −{1}. É importante observar que, embora a
figura 4.9 mostre cada caminho separadamente, estes não são obtidos um de cada
vez, mas, sim, através da resolução de um único problema de programação linear.
Ou seja, a figura 4.9, de (a) a (l), representa a solução ótima de um único problema
aplicado ao grafo da figura 4.1, cuja formulação matemática podemos ver no PCV5.
Desta forma, a figura 4.9, de (a) a (g), informa os valores das variáveis zk

i j. Apesar da
não obrigatoriedade de integralidade, vide restrições (4.20), temos que as variáveis
zk

i j ∈ {0,1} no ótimo. Uma interpretação para esse fato seria: zk
i j = 1, caso haja fluxo

do vértice i ao vértice j no caminho de 1 a k. Por exemplo, na figura 4.9(d), existe
uma aresta ativa (em vermelho) de 2 a 4, no menor caminho de 1 a 5. Isso significa
que a variável z5

24 = 1.
Podemos observar, nesta última formulação matemática, que há um número poli-

nomial de restrições. Temos n2−n restrições de (4.17) a (4.19) e 2|E|(n−1) restrições
do tipo (4.20), que são utilizadas na eliminação de subciclos em PCV5.

4.5 Árvores
Um subgrafo de G é chamado árvore se for conexo e não apresentar ciclos. Desta

forma, considere p vértices de G e as equações a seguir:

∑
i∈V

xi = p, (4.68)

∑
{i, j}∈E

yi j = p−1, (4.69)
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Figura 4.9: Conjunto de caminhos de 1 a k, de onde se obtém um ciclo
hamiltoniano de menor custo. A figura 4.9(k) representa a mesclagem
de todos os caminhos obtidos. Note que a presença da aresta {9,10},
na figura 4.9(l), se deve à restrição (4.21). A figura 4.9(l) representa a
solução ótima do PCV5 para o grafo da figura 4.1, considerando-se todas
as componentes ci do vetor c iguais a zero.
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onde p ≤ |V |. Todos os vetores x e y que satisfazem às restrições de (4.1) a (4.4), de
(4.6) a (4.8), (4.68) e (4.69) estão associados a uma subárvore de G com p vértices.

4.5.1 Árvores geradoras
Seja G = (V,E) um grafo conexo, definimos T = (V,E1) um subgrafo conexo e

sem ciclos de G. O subgrafo T é, por definição, uma árvore geradora de G, assim
sendo p = |V |. Podemos obter uma formulação matemática para a obtenção de uma
árvore geradora utilizando as restrições vistas na seção 4.3, usadas na obtenção de
ciclos hamiltonianos. Para isso substituiremos a restrição (4.21) pela equação (4.69).
Assim, temos a seguinte formulação:

∑
j∈Γ+(1)

zk
1 j− ∑

j∈Γ−(1)
zk

j1 = 1, k ∈V −{1} (4.70)

∑
j∈Γ+(i)

zk
i j− ∑

j∈Γ−(i)
zk

ji = 0, i ∈V −{1,k}, k ∈V −{1} (4.71)

∑
j∈Γ+(k)

zk
k j− ∑

j∈Γ−(k)
zk

jk =−1, k ∈V −{1} (4.72)

zk
i j ⩽ yi j e zk

ji ⩽ yi j, {i, j} ∈ E, k ∈V −{1} (4.73)

∑
{i, j}∈E

yi j = n−1, i, j ∈V (4.74)

zk
i j ⩾ 0, (i, j) ∈ A, k ∈V −{1} (4.75)

yi j ∈ {0,1}, {i, j} ∈ E, (4.76)

onde n = |V |. Um vetor y que satisfaz às restrições de (4.70) a (4.76) está associado a
uma árvore geradora de G.

4.5.2 Problema da Árvore de Steiner em grafos
Dado um grafo conexo e não orientado G com pesos não negativos atribuídos

às arestas, e seja V ⊂ V o conjunto de vértices obrigatórios. O Problema da Árvore
Mínima de Steiner em grafos consiste em encontrar uma árvore de peso mínimo que
contenha todos os vértices do conjunto V utilizando, quando necessário, vértices per-
tencentes ao conjunto V −V . Os vértices pertencentes a V −V que foram utilizados na
obtenção dessa árvore são denominados vértices de Steiner. A formulação matemática
para esse problema é apresentada a seguir, onde s ∈V .

(PAS1) : min f (y) = ∑
{i, j}∈E

wi jyi j, (4.77)

sujeito a:
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∑
j∈Γ+(s)

zk
s j−1 = 0, k ∈V −{s} (4.78)

∑
j∈Γ+(i)

zk
i j− ∑

j∈Γ−(i)
zk

ji = 0, i ∈V −{s,k}, k ∈V −{s} (4.79)

∑
j∈Γ+(k)

zk
k j− ∑

j∈Γ−(k)
zk

jk +1 = 0, k ∈V −{s} (4.80)

zk
i j ≤ yi j e zk

ji ≤ yi j, {i, j} ∈ E, k ∈V −{s} (4.81)

zk
i j ≥ 0, (i, j) ∈ A, k ∈V −{s} (4.82)

yi j ∈ {0,1}, {i, j} ∈ E. (4.83)

A função-objetivo (4.77) minimiza o peso da Árvore de Steiner. As equações (4.78),
(4.79) e (4.80) representam a conservação de fluxo para o vértice s, escolhido para
ser a origem do fluxo, para os vértices não terminais e para os vértices terminais,
respectivamente. As restrições (4.81) permitem um fluxo não nulo zk

i j ou zk
ji passar por

um arco (i, j) pertencente ao conjunto de arcos A somente se a aresta {i, j} pertencente
ao conjunto de arestas E estiver incluída na solução. As restrições (4.82) e (4.83),
respectivamente, definem como contínuas as variáveis de fluxo zk

i j e como binárias as
variáveis yi j relativas às arestas.

A formulação matemática vista em (4.77) - (4.83) é voltada para problemas não
orientados, isto é, em que o valor da variável yi j é o mesmo para os arcos (i, j) e ( j, i).
De acordo com [7], podemos ainda substituir a restrição (4.81) por

zk
i j + zk

ji ≤ yi j, {i, j} ∈ E, k ∈V −{s}. (4.84)

A desigualdade (4.84) significa que o total de fluxos simultâneos em sentidos con-
trários referentes a uma aresta {i, j} ∈ E não deve ultrapassar a capacidade dessa
aresta. A formulação matemática apresentada a seguir também descreve um fluxo
não orientado.

(PAS2) : min f (y) = ∑
{i, j}∈E

wi jyi j, (4.85)

sujeito a:

∑
j∈Γ+(s)

zk
s j−1 = 0, k ∈V −{s} (4.86)

∑
j∈Γ+(i)

zk
i j− ∑

j∈Γ−(i)
zk

ji = 0, i ∈V −{s,k}, k ∈V −{s} (4.87)

∑
j∈Γ+(k)

zk
k j− ∑

j∈Γ−(k)
zk

jk +1 = 0, k ∈V −{s} (4.88)

zk
i j + zk

ji ≤ yi j, {i, j} ∈ E, k ∈V −{s} (4.89)

zk
i j ≥ 0, (i, j) ∈ A, k ∈V −{s} (4.90)

yi j ∈ {0,1}, {i, j} ∈ E. (4.91)

Na próxima formulação matemática a ser apresentada, as variáveis yi j ∈ {0,1} serão
associadas aos arcos (i, j) ∈ A.

(PAS3) : min f (y) = ∑
(i, j)∈A

wi jyi j, (4.92)

sujeito a:
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∑
j∈Γ+(s)

zk
s j−1 = 0, k ∈V −{s} (4.93)

∑
j∈Γ+(i)

zk
i j− ∑

j∈Γ−(i)
zk

ji = 0, i ∈V −{s,k}, k ∈V −{s} (4.94)

∑
j∈Γ+(k)

zk
k j− ∑

j∈Γ−(k)
zk

jk +1 = 0, k ∈V −{s} (4.95)

zk
i j ≤ yi j, (i, j) ∈ A, k ∈V −{s} (4.96)

zk
i j ≥ 0, (i, j) ∈ A, k ∈V −{s} (4.97)

yi j ∈ {0,1}, (i, j) ∈ A. (4.98)
Observe que tanto a função-objetivo de PAS3 como as suas restrições (4.93)-(4.98)
têm finalidades semelhantes às de PAS1 e PAS2, com a diferença de explicitarem a
orientação do fluxo.

Para encontrarmos as relaxações lineares dos problemas PAS1 e PAS2, trocamos
yi j ∈ {0,1}, {i, j} ∈ E por 0 ≤ yi j ≤ 1. A relaxação linear do problema PAS3 é obtida
ao substituirmos yi j ∈ {0,1}, (i, j) ∈ A por 0≤ yi j ≤ 1.
Denominemos essa relaxação de RPASi, i = 1,2,3. Resultados teóricos sobre as re-
laxações lineares de PAS1, PAS2 e PAS3 podem ser vistos em [7], assim como os
resultados computacionais que serão apresentados a seguir para as referidas formula-
ções. As instâncias b, c, d e e utilizadas foram obtidas da biblioteca STP OR-Library
(J.E. Beasley), que disponibiliza 78 instâncias de problemas em grafos não orientados
(simétricos), das quais 48 foram executadas com sucesso e as 30 restantes excederam
a capacidade de memória do computador utilizado. Os testes foram executados com
a utilização de um computador Intel XeonTM Processador (3.07 GHz, 48GB RAM),
com sistema operacional Ubuntu 12.04 LTS. Para a modelagem, utilizou-se AMPL
versão 20150721 (Linux 64 bits), e para a resolução o software IBM ILOG CPLEX
Optimization Studio Interactive Optimizer 12.6.0.0.

Podemos sempre transformar esses problemas em problemas em grafos orientados,
como foi feito no início deste capítulo para transformar G em Gd . A aresta {i, j} será
substituída por dois arcos: (i, j) e ( j, i). As variáveis yi j agora serão definidas para
(i, j) ∈ A, em que A é formado por todos os arcos que substituíram as arestas de E. Os
pesos serão da forma wi j = w ji. Dobramos o número de variáveis bivalentes ( {0,1} ).
Seja val(.) o valor ótimo da função-objetivo do problema (.) . Como foi relembrado
em [7], temos que

val(RPAS1)≤ val(RPAS2)≤ val(RPAS3).

Logo, a relaxação val((PAS3)) será a mais promissora, poderá oferecer uma melhor
cota inferior para o problema (PAS).
As formulações PAS3 e RPAS3 encontraram a solução inteira ótima para 47 das 48
instâncias, e a instância e7 foi resolvida somente pela formulação PAS3. Em todas as
tabelas a seguir, os tempos em negrito indicam qual formulação foi mais rápida.

A tabela 4.1 mostra que o PAS3 Relaxado foi mais rápido do que o PAS3 em
55,56% das instâncias. Podemos ver nas tabelas 4.2, 4.3 e 4.4 que a formulação PAS3
Relaxado teve um desempenho melhor do que na tabela 4.1, encontrando a solução
ótima em menor tempo do que PAS3 para, respectivamente, 63,16%, 100% e 75% das
instâncias.

Lembremos que essa comparação pelo tempo não tem muito sentido, pois a reso-
lução dos problemas RPAS3 é feita sem nenhum pré-tratamento e não visa à busca
de uma solução inteira. Já a solução dos problemas PAS3 visa a encontrar uma so-
lução inteira, para isso o CPLEX possui técnicas de programação inteira, que serão
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Figura 4.10: Nas figuras 4.10(a) e 4.10(b), vemos duas árvores mínimas
de Steiner obtidas como solução da formulação (4.77)–(4.83), utilizando-
se como entrada o grafo G da figura 4.1. Os vértices em vermelho repre-
sentam vértices de Steiner.

estudadas neste livro e que são utilizadas antes mesmo da busca de uma solução do
problema relaxado.
O importante é verificar que em apenas um dos exemplos solucionados a relaxação
não forneceu valores inteiros para os yi j, (i, j) ∈ A. Nessa biblioteca, todos os custos
wi j, (i, j) ∈ A, são positivos e inteiros. No exemplo c18 forneceu val(RPAS3) = 112.21
e val(PAS3) = 113. No entanto, val(RPAS3) é uma cota inferior para val(PAS3), logo, o
menor inteiro maior ou igual a 112,21, que é 113, o será.
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Instâncias b Solução ótima Tempo PAS3 (seg) Tempo RPAS3 (seg)
b1 82 0.029816 0.011383
b2 83 0.017348 0.015156
b3 138 0.030536 0.030129
b4 59 0.025302 0.026025
b5 61 0.026231 0.027734
b6 122 0.123923 0.124025
b7 111 0.044627 0.030505
b8 104 0.034261 0.043912
b9 220 0.088182 0.085621
b10 86 0.087335 0.055728
b11 88 0.101192 0.103585
b12 174 0.481558 0.454020
b13 165 0.445830 0.438060
b14 235 0.111448 0.107215
b15 318 0.145138 0.149599
b16 127 0.128929 0.131864
b17 131 0.202319 0.203120
b18 218 0.605989 0.599645

Tabela 4.1: Resultados computacionais das formulações PAS3 e PAS3
Relaxado para instâncias STP OR-Library b.

Instâncias c Solução ótima Tempo STP3 (seg) Tempo RSTP3 (seg)
c1 85 0.14 0.06
c2 144 0.49 0.29
c3 754 5.66 6.80
c4 1079 23.60 22.98
c5 1579 60.81 71.32
c6 55 0.69 0.18
c7 102 1.49 1.44
c8 509 149.86 205.77
c9 707 1,004.31 2,218.25
c10 1093 1,865.51 575.52
c11 32 2.85 1.52
c12 46 15.91 7.62
c13 258 4,856.99 8,440.30
c14 323 4,130.90 10,246.80
c15 556 7,076.49 119,248.00
c16 11 12.74 5.94
c17 18 57.15 39.41
c18 113 (LSTP3=112.21) 48,009.80 31,724.10
c19 146 361,601.00 110,588.00

Tabela 4.2: Resultados computacionais das formulações PAS3 e PAS3
Relaxado para instâncias STP OR-Library c.
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Instâncias d Solução ótima Tempo STP3 (seg) Tempo RSTP3 (seg)
d1 106 1.3730 0.2899
d2 220 1.9243 0.3405
d6 67 6.1254 1.2607
d7 103 11.7520 2.7777
d11 29 8.1311 5.7592
d12 42 49.7962 37.5852
d16 13 30.6025 22.1697

Tabela 4.3: Resultados computacionais das formulações PAS3 e RPAS3
para instâncias STP OR-Library d.

Instâncias e Solução ótima Tempo STP3 (seg) Tempo LSTP3 (seg)
e1 11 1.0574 0.5481
e2 214 3.6418 1.7713
e6 73 10.0968 4.0827
e7 145 84.6429 Falta de memória

Tabela 4.4: Resultados computacionais das formulações PAS3 e PAS3
Relaxado para instâncias STP OR-Library e.
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5.1 Geração de Colunas em Programação Linear
Considere o problema de programação linear (PL) definido no capítulo 1. A

região viável X = {x ∈ Rn : Ax = b, x ≥ 0}, de (PL), é um espaço convexo limitado
ou não. Caso tenhamos um espaço ilimitado, a região viável do problema pode ser
descrita por uma combinação convexa de vértices (pontos extremos) e raios extremos,
conforme ilustrado na figura 5.1.

Sendo V = {v1,v2, ...,vp} o conjunto de vértices e R = {r1,r2, ...,rq} o conjunto
de raios, de acordo com o Teorema de Minkowiski [116, 154], podemos representar
matematicamente x ∈ X como:

x = ∑
v j∈V

λ jv j + ∑
ri∈R

µiri,
p

∑
j=1

λ j = 1 e µi ≥ 0, i = 1, ...,q. (5.1)

Escrevendo x como na equação (5.1), já estamos satisfazendo Ax = b e x ≥ 0. Caso o
espaço convexo seja limitado, podemos representar (PL) utilizando apenas o conjunto
de vértices.

(PL1) : Minimizar z = c⊤( ∑
v j∈V

λ jv j),

sujeito a:
p

∑
j=1

λ j = 1,

λ j ≥ 0, j = 1,2, ..., p.

(5.2)

(5.3)

(5.4)

107
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Figura 5.1: Raios extremos.

A figura ao lado ilustra uma região
viável ilimitada. Um dos raios extre-
mos tem base no ponto A, de coorde-
nadas (0.4,1.6) e direção (t, t+1.2),
e o outro raio extremo tem base no
ponto B, de coordenadas (1.5,0.5) e
direção (t, 0.33335t).

Observe que as restrições Ax = b e x ≥ 0 não necessitam aparecer em (PL1), pois a
representação das variáveis x, como visto na equação (5.1), já descreve a região viável
definida por elas. Uma representação geométrica de espaço convexo limitado pode
ser vista na figura 5.2.

A

B

C

DE
x

y

Figura 5.2: Região viável limitada.

A figura ao lado representa um es-
paço convexo limitado. Os pontos
A, B, C, D e E são seus pontos extre-
mos. Com eles podemos representar
qualquer ponto viável (região cinza).

Quando o espaço convexo é ilimitado, a representação se faz com a utilização de
vértices e raios extremos, como apresentado a seguir.

(PL2) : Minimizar z = c⊤( ∑
v j∈V

λ jv j + ∑
ri∈R

µiri),

sujeito a:
p

∑
j=1

λ j = 1,

λ j ≥ 0, j = 1,2, ..., p,

µi ≥ 0, i = 1,2, ...,q.

(5.5)

(5.6)

(5.7)
(5.8)

Vale ressaltar que (PL1) e (PL2) são problemas equivalentes a (PL), sendo a
forma de representação da região viável deste último a única diferença existente entre
eles.
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As reformulações (PL1) (5.2)-(5.4) e (PL2) (5.5)-(5.8) não são muito interessantes
para representar todo o conjunto de restrições, pois nestes casos não é necessário
resolver (PL1) e (PL2). Para (PL1), pelo Teorema dos Pontos Extremos, em teoria
bastaria inspecionarmos cada vértice para encontrar aquele que minimiza o valor da
função-objetivo, ou seja, o ponto ótimo. No caso de (PL2), além de, em tese, termos
de inspecionar cada vértice, teríamos que verificar a existência de alguma direção de
decréscimo (raio extremo), e, no caso de a encontrarmos, o problema seria ilimitado.
No entanto, vale ressaltar que o número de vértices pode ser de ordem exponencial,
o que impossibilitaria a inspeção dos vértices um a um.

É mais interessante representar apenas parte do conjunto de restrições como
vértices e raios extremos e deixar a outra parte com a representação original. For-

malizando, suponha que dividamos A =

[
A1
A2

]
e b =

[
b1
b2

]
. Os critérios de escolha

para a divisão da matriz A serão discutidos ao longo deste capítulo (ver também [12]).
Assim, temos que Ax = b pode ser escrito como:

(PL′) : Minimizar z = c⊤x,

sujeito a: A1x = b1,

A2x = b2,

x≥ 0.

(5.9)
(5.10)
(5.11)
(5.12)

Para simplificarmos, consideraremos que a região viável determinada por X1 = {x ∈
Rn : A1x = b1, x ≥ 0} seja um politipo. A figura 5.3 ilustra a divisão do conjunto de
restrições, onde a região cinza representa as restrições A2x = b2 e os pontos de A a E
são os pontos extremos de X1.

A
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DE

1 2 3 4 5 6
0
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2

3

4

5

Figura 5.3: Divisão do conjunto de restrições.

Representando o conjunto de restrições (5.10) como uma combinação convexa de
vértices, temos:

(PL1′) : Minimizar z = c⊤( ∑
v j∈V

λ jv j),

sujeito a: A2( ∑
v j∈V

λ jv j) = b2,

p

∑
j=1

λ j = 1,

λ j ≥ 0, j = 1,2, ..., p,
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ou ainda
(PL1′) : Minimizar z = ∑

v j∈V
(c⊤v j)λ j,

sujeito a: ∑
v j∈V

(A2v j)λ j = b2,

p

∑
j=1

λ j = 1,

λ j ≥ 0, j = 1,2, ..., p.

(5.13)

(5.14)

(5.15)

(5.16)
A representação apresentada em (PL1’) (5.13)-(5.16) é a reformulação Dantzig-

Wolfe [58] para o problema (PL’) (5.9)-(5.12).

Exemplo 1.
Minimizar − x1− x2,

sujeito a: x1− x2 ≤ 2,

4x1 +9x2 ≤ 18,

−2x1 +4x2 ≤ 4,

x1,x2 ≥ 0.

(5.17)
(5.18)
(5.19)

A2x = b2 é representado pela restrição (5.17) e A1x = b1, pelas restrições (5.18) e (5.19).
Os pontos extremos do politopo {x ∈ R2

+ | A1x = b1} são:

v1 = (0,0), v2 = (
9
2
,0), v3 = (

18
17

,
26
17

) e v4 = (0,1).

x1

v2

2 5

otimo: ( 36
13 ,

10
13 )

x2

−2 v1

v4

v3

Sendo assim, reescrevendo o problema em função dos vértices, temos que todo
ponto do politopo é dado por:

(x1,x2) = (0,0)λ1 +(
9
2
,0)λ2 +(

18
17

,
26
17

)λ3 +(0,1)λ4,

com λi ≥ 0 para todo i ∈ {1,2,3,4} e λ1 +λ2 +λ3 +λ4 = 1. Como A2 = [1,−1], temos que
A2vi é dado por:

A2v1 = [1,−1][0,0]⊤ = 0, A2v2 = [1,−1][
9
2
,0]⊤ =

9
2

A2v3 = [1,−1][
18
17

,
26
17

]⊤ =− 8
17

, A2v4 = [1,−1][0,1]⊤ =−1

Para os coeficientes da função-objetivo, temos:

c⊤v1 = [−1,−1][0,0]⊤ = 0, c⊤v2 = [−1,−1][
9
2
,0]⊤ =−9

2
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c⊤v3 = [−1,−1][
18
17

,
26
17

]⊤ =−44
17

, c⊤v4 = [−1,−1][0,1]⊤ =−1

Como resultado das reformulações feitas acima, temos o modelo:

Minimizar 0λ1−
9
2

λ2−
44
17

λ3−λ4,

sujeito a: 0λ1 +
9
2

λ2−
8

17
λ3−λ4 ≤ 2,

λ1 +λ2 +λ3 +λ4 = 1,

λ1,λ2,λ3,λ4 ≥ 0.

A solução ótima do modelo é:
λ1 = λ4 = 0, λ2 = 0.497 e λ3 = 0.503 e o valor ótimo da função-objetivo é −3.538. A
solução ótima do problema original é:
x∗1 =

36
13 ≃ 2.769 e x∗2 =

10
13 ≃ 0.769. Portanto, temos que (x∗1,x

∗
2) não é ponto extremo de

{x ∈ R2
+ | A1x = b1}.

Em (PL1’), descrito em (5.13)-(5.16), as restrições (5.14) são chamadas restrições
acopladoras. Se A1 tem dimensões m1×n e A2 é uma matriz m2×n, então o problema
(PL’) (5.9)-(5.12) possui m1−1 restrições a mais do que (PL1’), que é a reformulação
Dantzig-Wolfe para (PL’). Por outro lado, o número de variáveis em (PL1’) é igual
ao número de pontos extremos de {x ∈Rn

+ : A2x = b2}, o que significa possivelmente
um número exponencial de variáveis.

Suponha que desejemos resolver um problema de programação linear com um
número de variáveis muito grande ou que tenhamos reformulado (PL’) (5.9)-(5.12)
utilizando vértices, vide (PL1’) (5.13)-(5.16), ou vértices e raios. Se utilizarmos o
algoritmo Simplex para resolver o problema em questão, o passo relativo ao cálculo
dos custos reduzidos de todas as variáveis não básicas em cada iteração será altamente
custoso pela peculiaridade do problema ou pelo número muito grande de variáveis.
A melhor forma de resolver esse tipo de problema é aplicando uma das técnicas de
geração de colunas.

As técnicas de geração automática de colunas em programação linear foram apre-
sentadas primeiramente nos trabalhos [58], [97], e [98]. Nessas técnicas, as colunas
não básicas não são inspecionadas uma a uma, e sim de forma implícita. Para essa
inspeção utilizamos algum algoritmo que tenta encontrar alguma coluna com custo
reduzido negativo. Se não existir nenhuma coluna com custo reduzido negativo, o
algoritmo não retorna nada. O fato de não haver mais nenhuma coluna capaz de con-
tribuir para a melhoria do valor da função-objetivo do problema reformulado significa
que a solução ótima do problema original foi alcançada, mesmo sem a necessidade de
gerar todas as colunas de forma explícita. As colunas básicas e as colunas não bási-
cas que foram inspecionadas e acrescentadas ao problema constituem uma pequena
parte do conjunto de todas as colunas do problema original e fazem parte do que
chamamos de problema mestre restrito (PMR). O algoritmo utilizado para inspecio-
nar implicitamente as colunas do problema original é denominado problema auxiliar
(PA).

Considere V ′ ⊂ V um subconjunto de colunas do problema original que inclui, no
mínimo, um conjunto de variáveis básicas relacionadas a uma solução básica viável
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do problema original. Sendo assim, temos o problema mestre restrito

(PMR) : Minimizar z = ∑
v j∈V

′
(c⊤v j)λ j,

sujeito a: ∑
v j∈V

′
(A2v j)λ j = b2,

∑
j:v j∈V

′
λ j = 1,

v j ≥ 0, v j ∈ V
′
.

(5.20)

(5.21)

(5.22)

(5.23)

A escolha desse subconjunto de colunas pode ser feito com colunas artificiais, heurís-
ticas ou soluções “warm start”. Um ponto importante é que o PMR gera um limite
superior, (UB), de valor z, para a solução ótima do problema original z∗. Logo, z≥ z∗.

O problema auxiliar tem como objetivo encontrar a coluna v∈V \V ′ com o menor
custo reduzido possível. Sejam µ e σ as variáveis duais referentes às restrições (5.21)
e (5.22), respectivamente. Então, o custo reduzido da coluna v pode ser escrito como
(c⊤− µA2)v−σ . Se a coluna com o menor custo reduzido for negativa, adicionamos
a nova coluna ao problema mestre restrito; caso contrário, provamos que não existe
nenhuma coluna com custo reduzido negativo e, sendo assim, resolvemos o problema
original. Logo, podemos escrever o problema auxiliar como:

(PA) : Minimizar cr = (c⊤−µA2)v−σ ,

sujeito a: A1v = b1,

v≥ 0.

(5.24)
(5.25)
(5.26)

Seja cr∗ o valor da solução ótima de (PA). Se cr∗ ≥ 0, temos z = z∗. Caso contrário,
achamos uma nova coluna para adicionar ao PMR. Como ∑ j:v j∈V λ j = 1, podemos
estimar um limite inferior (LB) para z∗ em cada iteração:

z+ cr∗ ≤ z∗ ≤ z (5.27)

Vale ressaltar que no exemplo 2, temos um problema de maximização, portanto
a cada iteração teremos um limite superior (UB) para o valor ótimo do problema
original, obtido quando calculamos z+ cr∗.

Exemplo 2.

Maximizar 2x1 +4x2 + x3,

sujeito a: 2x1 + x2 + x3 ≤ 10,

x1 + x2− x3 ≤ 4,

0≤ x1 ≤ 4, 0≤ x2 ≤ 6, 1≤ x3 ≤ 6.
0240 2 4 6

0

2

4

6

x1x2
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Problema mestre:

Maximizar z =
p
R

∑
j=1

(c⊤v j)λ j,

sujeito a:
p
R

∑
j=1

(A21 v j)λ j ≤ 10,

p
R

∑
j=1

(A22 v j)λ j ≤ 4,

p
R

∑
j=1

λ j = 1.

(5.28)

(5.29)

(5.30)

(5.31)

Considere µ1, µ2 e σ as variáveis duais relativas às restrições 5.29, 5.30 e 5.31
respectivamente.

Problema auxiliar:

Maximizar cr = (2−2µ1−µ2)x1 +(4−µ1−µ2)x2 +(1−µ1 +µ2)x3−σ ,

sujeito a: 0≤ x1 ≤ 4, 0≤ x2 ≤ 6, 1≤ x3 ≤ 6.

A cada iteração temos que z é o valor ótimo da função-objetivo do problema
mestre restrito e cr∗ é o valor ótimo da função-objetivo do problema auxiliar. A cada
iteração, apresentaremos os valores de z, λi, µ1, µ2 e σ relativos ao problema mestre
restrito e os valores de x1, x2, x3 relativos ao problema auxiliar, além do valor do UB.

Primeira iteração

Seja a coluna 1 dada por x1 = x2 = 0, x3 = 1. Essa coluna corresponde ao vértice
indicado pelo ponto na figura abaixo.
Problema mestre para a coluna 1:

Maximizar z = 1λ1,

sujeito a: 1λ1 ≤ 10,

−1λ1 ≤ 4,

λ1 = 1,
0240 2 4 6

0

2

4

6

1

x1x2
z = 1, λ1 = 1 e µ1 = µ2 = σ = 0.

Problema auxiliar:
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Maximizar cr = 2x1 +4x2 +1x3,

sujeito a: 0≤ x1 ≤ 4, 0≤ x2 ≤ 6, 1≤ x3 ≤ 6,

0 2 4 0 2 4 6
0

2

4

6

1

x1 x2
cr∗ = 38, x1 = 4, x2 = x3 = 6. UB = 1 + 38 = 39. Logo, resolvendo o problema auxiliar
para a coluna 1, chegamos à coluna 2, v⊤2 = (4,6,6), de forma que os coeficientes para
λ2 na função-objetivo e nas restrições do problema mestre da segunda iteração serão,
respectivamente:

c⊤v2 = (2,4,1)⊤

 4
6
6

= 38, A21 v2 = (2,1,1)⊤

 4
6
6

= 20, A22 v2 = (1,1,−1)⊤

 4
6
6

= 4.

Segunda iteração

Maximizar z = 1λ1 +38λ2,

sujeito a: 1λ1 +20λ2 ≤ 10,

−1λ1 +4λ2 ≤ 4,

λ1 +λ2 = 1,
0240 2 4 6

0

2

4

6 6

3.37

x1x2

z = 18.526316, λ1 = 0.526316, λ2 = 0.473684,
µ1 = 1.947368, µ2 = 0, σ =−0.947368.

Problema auxiliar:

Maximizar cr =−1.8904736x1 +2.052632x2−0.947368x3 +0.947368,

sujeito a: 0≤ x1 ≤ 4, 0≤ x2 ≤ 6, 1≤ x3 ≤ 6,

cr∗ = 12.315792, x1 = 0, x2 = 6, x3 = 1.
UB = 18.526316 + 12.315792 = 30.842108.
Temos então que a coluna 3 é dada por: v⊤3 = (0,6,1), e os coeficientes de λ3 na
função-objetivo e nas restrições do problema mestre da terceira iteração serão, res-
pectivamente:

c⊤v3 = (2,4,1)⊤

 0
6
1

= 25, A21 v3 = (2,1,1)⊤

 0
6
1

= 7, A22 v3 = (1,1,−1)⊤

 0
6
1

= 5.

Terceira iteração
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Maximizar z = 1λ1 +38λ2 +25λ3,

sujeito a: 1λ1 +20λ2 +7λ3 ≤ 10,

−1λ1 +4λ2 +5λ3 ≤ 4,

λ1 +λ2 +λ3 = 1,
0240 2 4 6

0

2

4

6

1

2.43

x1x2

z = 25.857143, λ1 = 0.119048, λ2 = 0.285714, λ3 = 0.595238,
µ1 = 1.214286, µ2 = 2.785714 e σ = 2.571429.

Problema auxiliar:
Maximizar cr =−3.214286x1 +2.571428x3−2.571429,

sujeito a: 0≤ x1 ≤ 4, 0≤ x2 ≤ 6, 1≤ x3 ≤ 6,
cr∗ = 12.857139, x1 = x2 = 0, x3 = 6.
UB: 38.714282.
Desta forma, temos que a coluna 4 é dada por v⊤4 = (0,0,6), e os coeficientes de
λ4 na função-objetivo e nas restrições do problema mestre da quarta iteração serão,
respectivamente:

c⊤v4 = (2,4,1)⊤

 0
0
6

= 6, A21 v4 = (2,1,1)⊤

 0
0
6

= 6, A22 v4 = (1,1,−1)⊤

 0
0
6

=−6.

Quarta iteração

Maximizar z = 1λ1 +38λ2 +25λ3 +6λ4,

sujeito a: 1λ1 +20λ2 +7λ3 +6λ4 ≤ 10,

−1λ1 +4λ2 +5λ3−6λ4 ≤ 4,

λ1 +λ2 +λ3 +λ4 = 1,

0240 2 4 6
0

2

4

6
6

2.53

x1x2

z = 26.75, λ1 = 0.0, λ2 = 0.236111, λ3 = 0.694444, λ4 = 0.069444,
µ1 = 1.125, µ2 = 1.625 e σ = 9.0.

Problema auxiliar:
Maximizar cr =−1.875x1 +1.25x2 +1.5x3−9,

sujeito a: 0≤ x1 ≤ 4, 0≤ x2 ≤ 6, 1≤ x3 ≤ 6,
cr∗ = 7.5, x1 = 0, x2 = 6, x3 = 6,
UB: 34.25.
Desta forma, temos que a coluna 5 é dada por v⊤4 = (0,6,6), e os coeficientes para λ5 na
função-objetivo e nas restrições do problema mestre a seguir serão, respectivamente:

c⊤v4 = (2,4,1)⊤

 0
6
6

= 30, A21 v4 = (2,1,1)⊤

 0
6
6

= 12, A22 v4 = (1,1,−1)⊤

 0
6
6

= 0.
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Quinta iteração

Maximizar z = 1λ1 +38λ2 +25λ3 +6λ4 +30λ5,

sujeito a: 1λ1 +20λ2 +7λ3 +6λ4 +12λ5 ≤ 10,

−1λ1 +4λ2 +5λ3−6λ4 +0λ5 ≤ 4,

λ1 +λ2 +λ3 +λ4 +λ5 = 1,
0240 2 4 6

0

2

4

6
6

4

x1x2
z = 28.0, λ1 = 0.0, λ2 = 0.0, λ3 = 0.4, λ4 = 0.0, λ5 = 0.6,
µ1 = 1.0, µ2 = 0.0 e σ = 18.0.

Problema auxiliar:

Maximizar cr = 3x2−18,

sujeito a: 0≤ x1 ≤ 4, 0≤ x2 ≤ 6, 1≤ x3 ≤ 6,

cr∗= 0, x1 = 0, x2 = 6, x3 = 1.
UB: 28.0.

Como UB = z = 28.0, encontramos a solução ótima.

5.1.1 Decomposição Dantzig-Wolfe
A geração de colunas pode explorar algumas características do problema que não

seriam fáceis de explorar se ele fosse resolvido diretamente. Um exemplo disso é
quando A1 tem uma estrutura de bloco diagonal.

A1 =


A1

1
A2

1
. . .

Ak
1

 ,b1 =


b1

1
b2

1
...

bk
1

 .

Nessa situação, o problema auxiliar pode ser resolvido separadamente: cri∗=min{(ci⊤−
µkAi

2)v
i−σ i | Ai

1vi = bi
1,v

i ≥ 0}, i ∈ {1, . . . ,k}. O algoritmo termina quando cri∗ ≥ 0 para
todos i∈ {1, . . . ,k}, caso contrário pelo menos uma coluna é adicionada ao PMR. Como
feito anteriormente, podemos estimar um limite inferior para z∗ em cada iteração:

z+
k

∑
i=1

cri∗ ≤ z∗ ≤ z.

No exemplo 2, A1 é constituído por 0≤ x1 ≤ 4, 0≤ x2 ≤ 6 e 1≤ x3 ≤ 6, e tem uma
estrutura de bloco diagonal. Seria possível resolver três subproblemas auxiliares, já
que a decisão de uma variável não impacta na outra.
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5.2 Geração de Colunas em Programação Inteira
Neste caso, estamos interessados em gerar colunas viáveis que contenham apenas

soluções inteiras para as variáveis. Com esse objetivo resolvemos o problema rela-
xado e aplicamos a técnica de branch-and-bound. Nesta seção, apresentaremos duas
formas tradicionais de resolver problemas de programação inteira usando a geração
de colunas. Abordagens utilizadas para o branch-and-bound serão apresentadas na
seção 5.2.3.

5.2.1 Geração de colunas do tipo Dantzig-Wolfe
Desenvolveremos nesta seção o método de geração de colunas para um problema

de programação linear 0−1 apresentado em [58].

(P) : Minimizar z = c⊤x,

sujeito a: A1x = b1,

A2x = b2,

x ∈ Bn,

(5.32)
(5.33)
(5.34)
(5.35)

onde A1 ∈Rm1×n, A2 ∈Rm2×n, b1 ∈Rm1 e b2 ∈Rm2 . Seja (P) o problema obtido quando
removemos a restrição (6.4), ou seja, sua relaxação linear.

Podemos aplicar a (P) uma reformulação do tipo Dantizg-Wolfe, como apresen-
tado na seção 5.1. Vamos escolher as restrições (6.2) e (6.4) para fazermos a nossa
reformulação Dantizg-Wolfe. Observe que a restrição (6.4) de integralidade das variá-
veis será considerada na reformulação de Dantzig-Wolfe. Para simplificar, suponha
que a região viável definida pela restrição (6.2) seja compacta, o que eliminaria a
necessidade do uso de raios extremos. Desta forma, podemos escrever o espaço viável
definido pelas restrições (6.2) e (6.4) como uma combinação linear de vértices extre-
mos. Seja X = {x ∈ Bn |A1x = b1} e V = {v1,v2, ...,vp} os pontos extremos do conjunto
X , com cardinalidade p = |V |. Observe que vi ∈ Bn.

Todos os pontos de X podem ser escritos da seguinte maneira:

x = ∑
v j∈V

λ jv j,
p

∑
j=1

λ j = 1, v j ∈ {0,1}n, j = 1,2, ..., p. (5.36)

Logo, (P) pode ser também escrito como:

(P′) : Minimizar z = ∑
v j∈V

(c⊤v j)λ j,

sujeito a: ∑
v j∈V

(A2v j)λ j = b2,

p

∑
j=1

λ j = 1,

λ j ∈ B, j = 1,2, ..., p.

(5.37)

(5.38)

(5.39)

(5.40)

Como feito anteriormente, seja (P′) a relaxação linear de (P′).
Seja val(·) o valor ótimo da função-objetivo do problema de minimização (·).

Logo, temos: val (P′)≤ val (P), o que nos diz que val (P′) é uma cota inferior para o
valor ótimo de (P). No problema (P′) definido em (5.37)-(5.40), as colunas geradas
são da forma (

A2v j
1

)
(5.41)
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Para resolver (P′) podemos utilizar as técnicas de geração de colunas em otimização
linear, como já apresentado em 5.1. Observação importante:

val (P)≤ val (P′)≤ val (P)
Essa característica da reformulação por geração de colunas nos garante que o valor
da relaxação linear de (P′) é sempre maior ou igual ao valor da relaxação linear da
formulação original (P). Isso é demonstrado no capítulo 11 do livro Otimização linear,
referenciado em [154] e em [217]. Nestas duas referências citadas, a demonstração
também nos informa que a geração de colunas obtém o mesmo valor da relaxação
lagrangiana equivalente. Podemos entender isso através da figura 5.4.

A

B

C

DE

1 2 3 4 5 6
0

1

2

3

4

5

(a) X̄ = {x ∈ Rn : (6.2)} é
representada pela região

definida pela linha
contínua e X é

representada pela região
definida pela linha

tracejada.
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(b) A região cinza é
definida por

Q= {x ∈ Rn : (6.3)}.
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4

5

(c) A região em azul, (P′),
é a interseção de X e Q.

Figura 5.4: Melhora da relaxação linear da geração de colunas.

Uma vez solucionado (P′), teremos gerado p
R

colunas (p
R
≤ p) do tipo (5.41).

Na prática, p
R

é bem menor do que p. Se na solução (P′) obtivermos todos os
λ j, j = 1,2, ..., p

R
inteiros, então encontramos uma solução ótima de (P). Caso con-

trário, temos que utilizar técnicas de branch-and-pricing. Observe que de modo geral
não é necessário a integralidade das variáveis λ . A solução de (P′) é solução ótima de
(P) se a combinação dos pontos extremos representa um ponto x inteiro.

Seja (P′R ) o problema de minimização linear inteira formada só pelas colunas gera-
das para resolver (P′).

(P′R ) : Minimizar z =
p
R

∑
j=1

(c⊤v j)λ j,

sujeito a:
p
R

∑
j=1

(A2v j)λ j = b2,

p
R

∑
j=1

λ j = 1,

λ j ∈ B, j = 1, ..., p
R
.

(5.42)

(5.43)

(5.44)

(5.45)
Temos que:

val (P̄′)≤ val (P)≤ val (P′R ).
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5.2.2 Geração de colunas do tipo Gilmore-Gomory
As principais referências relacionadas a esse assunto são [97], [98]. Alguns proble-

mas importantes em programação linear inteira podem ser colocados sob a seguinte
forma:

(P) : Minimizar z =
p

∑
j=1

c jλ j,

sujeito a:
p

∑
j=1

a jλ j = b,

λ j ≥ 0, j = 1,2, ..., p,

λ j inteiro j = 1,2, ..., p,

(5.46)

(5.47)

(5.48)
(5.49)

onde a j ∈ C ⊆Zm
+, |C|= p, b∈Zm

+, e c j = f (a j)∈R. Muitas vezes o conjunto C é definido
na literatura como C ⊆{0,1}m. O número de variáveis inteiras do problema (P), (5.46)-
(5.49), pode ser muito grande. Por exemplo, se cada a j ∈ {0,1}m representar uma
árvore geradora de um grafo completo com |V | nós, p = |V |(|V |−2). Note que nesse caso
a formulação original já possui um número muito grande de variáveis.

A ideia é começarmos a resolver a relaxação linear (P) de (P), isto é, eliminarmos
as restrições de integralidade (5.49), considerando apenas um número bem menor
de colunas geradas, formando uma solução básica viável. Assim como na geração
de colunas do tipo Dantzig-Wolfe, definimos o problema mestre restrito (P′) de (P).
Para resolver (P′) utilizaremos as técnicas de geração de colunas em otimização linear,
como já apresentado em 5.1.

Seja B = (a1 a2 ...am), uma base primal viável de (P). Temos que verificar se
essa solução básica é ótima. Consideremos u⊤ = c⊤B B−1, onde cB = (c1 c2, ...,cm)

⊤. Para
garantir que a solução básica viável associada à matriz B seja ótima, devemos verificar
que c̄ j = f (a j)− u⊤a j ≥ 0, j = 1,2, . . . , p, ou seja, custo reduzido não negativo. Para
isso basta calcularmos

(GE) : min{ f (a)−u⊤a | a ∈ C}.
Se val (GE)≥ 0, a matriz B está associada a uma solução ótima de (P). Se val (GE) =
f (a∗)−u⊤a∗ < 0, colocaremos a∗ na base, substituindo uma das colunas de B. Ométodo
é repetido até que val (GE)≥ 0.

Para a obtenção da solução ótima de (GE) temos que resolver um problema
de otimização combinatória. Quando f for uma função não linear, o problema
poderá ser muito difícil. Vamos supor que f (a j) = d⊤a j + d0, j = 1,2, ...p, onde
d = (d1 d2 ...dm)

⊤ ∈Rm, d0 ∈R. Nas aplicações do problema estudado por Gilmore-
Gomory [97], [98], d = 0, d0 = 1; logo f (a j) = 1, j = 1,2, ..., p. Em [157] foi considerado
d0 = 0 e f (a j) = d⊤a j, j = 1,2, ..., p.

Se a solução ótima de (P) for inteira, encontraremos uma solução ótima também
para (P); caso contrário, teremos que utilizar métodos de enumeração implícita com
geração de colunas, como já dito na seção anterior e detalhado a seguir.

5.2.3 Ramificação e cortes
Depois de resolvermos a relaxação linear da geração de colunas ((5.37)-(5.40) ou

((5.46)-(5.49)), pode ocorrer de não obtermos valores inteiros para todas as variáveis
λ . No caso da reformulação Dantizg-Wolfe, as variáveis λ podem não representar uma
solução inteira (variáveis x) no problema original. Para lidarmos com essas situações
devemos fazer uma enumeração implícita (branch-and-bound) ou utilizarmos planos
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de corte, ver capitulo 7. Na prática, mesmo no caso da enumeração, podemos ver a
ramificação (branch) como a adição de um plano de corte.

A utilização mais comum do método branch-and-bound acontece quando temos
uma solução xi fracionária e adicionamos uma restrição xi ≤ ⌊xi⌋ em um ramo e no
outro ramo xi ≥ ⌈xi⌉. O uso do método branch-and-bound na geração de colunas é
chamado de branch-and-price. No branch-and-price, tanto para o caso da obtenção
de valores de λ não inteiros como para o caso da reformulação Dantzig-Wolfe, quando
as variáveis λ não representam uma solução inteira no problema original, pelo menos
uma restrição deve ser adicionada à geração de colunas. Sendo assim, temos duas
opções para fazer isso: adicionar essa restrição no problema mestre ou no problema
auxiliar.

Se adicionarmos novas restrições no problema mestre restrito, o custo reduzido
das colunas mudará, já que a coluna do problema mestre agora tem pelo menos
uma nova linha. Sendo assim, o problema auxiliar desse problema mestre restrito
terá a sua função-objetivo modificada, o que pode determinar a mudança do tipo de
problema com que estamos lidando. Exemplo: suponha que o problema auxiliar seja
um Problema da Mochila. O problema mestre pode ter uma restrição por item (p. ex.
vértice). Caso adicionemos uma restrição referente à combinação de dois itens (p. ex.
aresta), o custo reduzido só muda se na coluna estiverem os dois itens juntos, ou seja,
agora temos o Problema da Mochila Quadrática. Portanto, o problema auxiliar que
antes era linear, com a adição de uma restrição no problema mestre, tornou-se um
problema não linear quadrático. Agora um algoritmo para o Problema da Mochila
não resolve mais esse problema auxiliar.

No caso de adicionarmos as restrições no problema auxiliar, também temos que
remover as colunas já adicionadas ao problema mestre restrito que não respeitam
as novas restrições. Da mesma forma que a primeira opção, essas novas restrições
podem mudar muito a estrutura do problema auxiliar.

Como já dito anteriormente, o uso mais comum do método branch-and-bound
ocorre quando se deseja encontrar um valor inteiro para uma variável fracionária xi.
Na geração de colunas, essa forma de utilização do método branch-and-price não
é interessante, porque em um ramo teríamos λi = 1 e no outro λi = 0. Além disso,
esse procedimento gera uma árvore de enumeração muito desbalanceada. Isso ocorre
porque no lado em que forçamos uma coluna na solução estamos fixando diversos
valores de x ao valor dessa coluna, normalmente todo o vetor x. No outro ramo,
estaríamos proibindo esses valores no vetor x, o que normalmente é muito difícil de
fazer, ou seja, estaríamos proibindo que essa coluna fosse gerada novamente. Se
quisermos fazer a ramificação sobre a variável original xi, o mais indicado é adicionar
as restrições ao problema auxiliar conforme mencionado anteriormente. Entretanto,
existem outras formas de ramificar mais indicadas para a geração de colunas ([174,
206]).

5.2.4 Estratégias de aceleração
Um ponto importante para tornar a geração de colunas eficiente é a utilização de

técnicas de aceleração. A seguir apresentaremos algumas estratégias para alcançar-
mos a eficiência da geração de colunas.

Como já vimos no início deste capítulo, podemos particionar as restrições do pro-
blema original (PL’) (5.9)-(5.12), escolher um dos conjuntos para representar como
uma combinação convexa de vértices e raios extremos e reescrever o problema (PL1’)
(5.13)-(5.16). Também como já vimos anteriormente, ao considerarmos um subcon-
junto de colunas do problema (PL1’) (5.13)-(5.16), temos o problema mestre restrito
(PMR) (5.20)-(5.23) e o problema auxiliar (PA) (5.24)-(5.26). Observe que tudo de-
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pende de como foi feita a escolha do subconjunto de restrições representado como a
combinação de vértices e raios extremos, pois dessa escolha obtemos o (PMR) e (PA)
e, a partir dele, obtemos o (PA) - ver figura 5.4. Portanto, podemos escolher resolver
um problema auxiliar difícil ou podemos tentar encontrar um problema auxiliar mais
“fraco”, porém que seja computacionalmente mais eficiente. Isso deve levar a um
limite inferior pior para o PMR, contudo melhor que o modelo original (variáveis x).

Uma outra forma de acelerar a resolução do problema auxiliar seria buscar uma
coluna com custo reduzido negativo ao invés de buscar a coluna de custo reduzido
mais negativo. Neste caso, podemos usar heurísticas ou colunas já geradas e que não
estão presentes no (PMR). No caso de vários problemas auxiliares (ver subseção 5.1.1),
pode ser benéfico resolver só um subconjunto desses problema em cada iteração.

Uma das estratégias mais utilizadas é a adição de múltiplas colunas por iteração.
Todas as colunas adicionadas devem ter custo reduzido negativo, mas não necessari-
amente o mínimo. Isso geralmente leva a uma diminuição do número de iterações da
geração de colunas e a um aumento do tempo da resolução do Simplex do (PMR) em
cada iteração. Eventualmente resolvemos o problema auxiliar usando programação
dinâmica em vez de programação matemática. Nesse caso, a geração de múltiplas
colunas por iteração é natural por ser intrínseca ao método.

Remover colunas não mais relevantes também é uma tática utilizada, principal-
mente para colunas não básicas que possuem custo reduzido maior que um certo valor.
Ver mais detalhes em [149].

Da mesma forma que no método de plano de cortes, podemos interromper a
geração de colunas antes de obtermos a relaxação linear quando percebemos que as
iterações não estão mais impactando a relaxação linear. Nesse caso, devemos começar
a enumeração (branch) sem usar a relaxação linear do PRM como um limite dual.

Uma observação importante é que as variáveis duais não têm um comportamento
suave durante a geração de colunas e oscilam muito. No início da geração de colunas, o
(PMR) possui pouca informação útil para o dual e, como consequência, colunas ruins
podem ser geradas. Normalmente as colunas básicas no (PMR) final são geradas nas
últimas iterações. Uma maneira de controlar esse comportamento é controlar as va-
riáveis duais usando limites inferiores e superiores para elas. Exemplos de estratégias
de estabilização são a Box Step [159, 160] e a de Neame [174].
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6.1 Introdução
Suponhamos que dispuséssemos de uma formulação linear inteira para um pro-

blema de otimização NP-difícil e que gostaríamos de transformá-la para gerar limitan-
tes duais para o valor de suas soluções ótimas. A relaxação lagrangiana, a ser aqui
discutida, é uma das principais técnicas disponíveis para alcançar tal objetivo.

Para facilitar a apresentação, assumimos que nossa formulação pode ser partici-
onada em dois conjuntos de restrições, em que a eliminação de todas as restrições
contidas em um deles, em particular, resulta na formulação de um problema “mais
fácil de se resolver”. Numa relaxação lagrangiana, ao invés de simplesmente elimi-
narmos tais restrições, associamos “penalidades válidas”, também conhecidas como
“multiplicadores de Lagrange”, a cada uma delas e as levamos à função-objetivo. Ou
seja, as restrições são “dualizadas lagrangianemente”, dando origem a um “subpro-
blema lagrangiano” (SL). Resolvido esse SL, como veremos, obteremos um limitante
dual como o que especificamos acima.

No cenário que acabamos de descrever, limitantes duais para um problema NP-
difícil são obtidos ao se resolver um problema pertencente à classe P ou de menor
complexidade. Notamos que essa mesma situação também se aplica ao caso específico
das simples relaxações lineares, isto é, quando as restrições de integralidade não são
levadas em consideração. Aqui nos restaria, é verdade, identificar o melhor conjunto
de penalidades a utilizar ou, de forma equivalente, formular um SL que resulte no
melhor limitante dual possível. Além de indicar como fazer isso, mostraremos também

122
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quão forte é esse limitante, comparando-o àquele fornecido pela “relaxação linear” de
nossa formulação. Finalmente, mostraremos também como os limitantes duais aqui
descritos podem ser utilizados para resolver um problema NP-difícil de forma exata.

Neste capítulo, que se baseia em grande parte no capítulo 11 do livro [154], vamos
eventualmente ser pouco precisos com a notação, referindo-nos a um “problema de
otimização” e a uma “formulação para aquele problema” como se tivessem o mesmo
significado. Isso é feito, mais uma vez, para facilitar a exposição. Notemos, no
entanto, que podem existir diferentes formulações lineares inteiras para um mesmo
problema. Notemos também que relaxações lagrangianas são aplicadas a formulações
de problemas, e não diretamente aos problemas propriamente ditos. Duas formulações
distintas podem levar a diferentes limitantes duais para um mesmo problema.

6.2 Relaxação lagrangiana
Seja o problema de otimização linear inteira NP-difícil formulado como:

(PLI) : Minimizar z = c⊤x,

sujeito a: Ax≤ b,

Gx≤ d,

x ∈ {0,1}n,

(6.1)
(6.2)
(6.3)
(6.4)

onde c⊤ ∈ Rn, x ∈ Rn, A ∈ Rm×n, b ∈ Rm, G ∈ Rp×n, d ∈ Rp.
Associemos às restrições (6.2) o vetor u = (u1 u2 ... um)

⊤ ≥ 0, conhecido como
o vetor dos multiplicadores de Lagrange. Suponhamos que as restrições (6.2), (6.3),
(6.4) formem um conjunto não vazio. Sendo assim, para u≥ 0 podemos escrever:

L(u) = min
{

c⊤x+u⊤(Ax−b) | Gx≤ d, x ∈ {0,1}
}
. (6.5)

O problema de otimização (6.5) é denominado uma relaxação lagrangiana de (PLI).

Propriedade 1. L(u)≤ val(PLI), em que u≥ 0 e val(·) representa o valor da função-
objetivo no ótimo do problema (·)
Demonstração. Suponhamos que x∗ seja uma solução ótima de (PLI), isto é, val(PLI)=
c⊤x∗. Sabemos também que L(u)≤ c⊤x∗+u⊤(Ax∗−b), pois u≥ 0 e Ax∗−b≤ 0 impli-
cando u⊤(Ax∗−b)≤ 0. Assim sendo:

L(u)≤ c⊤x∗+u⊤(Ax∗−b)≤ c⊤x∗ = val(PLI).

A propriedade 1 nos diz que, ao resolvermos L(u) encontramos uma cota inferior
para val(PLI). Quanto maior o valor da cota encontrada, mais nos aproximamos do
valor val(PLI). Desta forma, visando à busca da maior cota possível, consideramos o
seguinte problema:

(D) : Maximizar L(u),

sujeito a: u≥ 0.

(6.6)
(6.7)

(D) é considerado um problema dual de (PLI). Se u∗ for uma solução ótima de (D),
teremos val(D) = L(u∗). Geralmente val(D)< val(PLI), e dizemos que val(LIP)− val(D)
mede o salto primal-dual (gap).
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6.3 Resolução do problema dual

6.3.1 Técnica de geração de colunas
O problema (D) pode ser escrito sob a forma de um problema de otimização

linear:
(D) : Maximizar L(u) = w,

sujeito a: w≤ c⊤xk +u⊤(Axk−b), k = 1,2, ...,K,

u≥ 0,

(6.8)

(6.9)
(6.10)

onde {x1,x2, ...,xK}= { x ∈ {0,1}n | Gx≤ d } . Devemos notar que w e u são as incógnitas
de (D); os vetores xk de componentes 0−1 são soluções viáveis de (6.2) e (6.3), supos-
tamente conhecidos. Poderíamos pensar em resolver o problema (D) logo acima por
técnicas de geração de linhas. O problema (D) também pode ser escrito do seguinte
modo:

(D) : Maximizar L(u) = w,

sujeito a: w−u⊤(Axk−b)≤ c⊤xk, k = 1,2, ...,K,

u≥ 0.

(6.11)

(6.12)
(6.13)

No entanto, optamos por trabalhar com o seu problema dual abaixo.

(DD) : Minimizar
K

∑
k=1

(c⊤xk)λk,

sujeito a:
K

∑
k=1

λk = 1,

−
K

∑
k=1

(Axk−b)λk ≥ 0,

λk ≥ 0, k = 1,2, ...,K,

(6.14)

(6.15)

(6.16)

(6.17)

em que λk, k = 1,2, ...,K representam as variáveis duais. A igualdade (6.15) implica
que (DD) possa também ser escrito da seguinte maneira:

(DD) : Minimizar
K

∑
k=1

(c⊤xk)λk,

sujeito a:
K

∑
k=1

λk = 1,

K

∑
k=1

(Axk)λk ≤ b,

λk ≥ 0, k = 1,2, ...,K.

(6.18)

(6.19)

(6.20)

(6.21)

Observação: Se substituirmos no modelo acima as restrições (6.21) por λk ∈ {0,1}, k =
1,2, ...,K, denominaremos esse problema (DDD), que é equivalente a (PLI). Por quê?

Para resolvermos o problema (6.18)-(6.21), introduziremos um vetor s=(s1 s2...sm)
⊤≥

0, cujas componentes são as variáveis de folga das restrições (6.20), obtendo
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(DD) : Minimizar
K

∑
k=1

(c⊤xk)λk,

sujeito a:
K

∑
k=1

λk = 1,

K

∑
k=1

(Axk)λk + s = b,

λk ≥ 0, k = 1,2, ...,K,

s≥ 0.

(6.22)

(6.23)

(6.24)

(6.25)
(6.26)

Usaremos o algoritmo Simplex para resolver (DD) sob a forma (6.22)-(6.26). As
colunas

( 1
Axk

)
serão geradas pelas técnicas de geração de colunas utilizadas em Otimi-

zação linear (Dantzig-Wolfe).
Supomos que conheçamos uma matriz quadrada B ∈ R(m+1)×(m+1), inversível for-

mada por colunas
( 1

Axk

)
associadas às variáveis λk e

(0
ei

)
associadas às variáveis si, em

que ei é um vetor da básica canônica do eixo i em Rm, isto é, ei = (0 0...0 1 0...0 0)⊤,
em que todas as componentes são nulas exceto a i−ésima, que é igual a 1, tal que:

B−1
(

1
b

)
≥ 0.

Logo, B está associada a uma solução básica viável de (6.22)-(6.26). Será que B
também está associada a uma solução ótima de (6.22)-(6.26)?

Seja qB o vetor-linha associado aos coeficientes das variáveis básicas na função-
objetivo, consideramos v = qBB−1, cujas coordenadas são os multiplicadores do Sim-
plex. Podemos escrever v=(v0 v1), onde v0 ∈R e v1 ∈Rm. Notamos que v0 está associado
à restrição (6.23). O custo reduzido associado a uma coluna da forma

(0
ei

)
é

0− v1
i = 0− v

(
0
ei

)
.

Se v1
i > 0, a coluna

(0
ei

)
entrará na base no lugar de outra coluna após a operação de

pivoteamento e teremos uma nova matriz B. Caso não haja v1
i , i = 1,2, ...,m positivo,

passaremos para o cálculo do custo reduzido relativo à coluna
( 1

Axk

)
, que será

q̄k = c⊤xk− v
(

1
Axk

)
= c⊤xk− v1Axk− v0 = (c⊤− v1A)xk− v0.

Desejamos obter um k para o qual q̄k < 0. Para isso teremos que resolver o seguinte
problema auxiliar:

(PA) : Minimizar (c⊤− v1A)x− v0,

sujeito a: Gx≤ d,

x ∈ {0,1}n.

(6.27)
(6.28)
(6.29)

Seja x∗ uma solução ótima de (PA), logo val(PA) = (c⊤− v1A)x∗− v0. Se val(PA) ≥ 0, a
solução básica associada à matriz B será uma ótima. Caso contrário, isto é, val(PA)< 0,
a coluna

( 1
Ax∗
)
entrará na base, substituindo outra coluna, e teremos uma nova matriz

B.
Lembremos que val(D) = val(DD).
Quando substituímos em (PLI) a restrição (6.4) por x ∈ [0,1]n, temos o problema

(LPLI), que será uma relaxação contínua de (PLI), cuja implicação é que val(LPLI)≤
val(PLI).
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Consideremos o conjunto de pontos que satisfaça as restrições (6.3) e (6.4), isto
é, X = { x ∈ {0,1}n | Gx≤ d } ̸= ϕ . Sejam X̄ = { x ∈ [0,1]n | Gx≤ d } e V (X̄) o conjunto
dos vértices de X̄ . É fácil verificar que todo ponto de X é um vértice do politopo
X̄ , no entanto, podemos ter vértices de X̄ que não pertencem ao conjunto X . Isto é,
X ⊆V (X̄). Se no lugar de X usássemos o conjunto V (X̄) para aplicarmos as técnicas de
geração de colunas, estaríamos resolvendo o problema (LPLI). Daí podemos concluir
que val(LPLI)≤ val(D).

Quando X =V (X̄) diremos que a relaxação lagrangiana possui a propriedade de
integralidade. Neste caso o problema (PA) será resolvido pelo algoritmo do Simplex,
em que x ∈ {0,1}n será substituído por x ∈ [0,1]n. Sabemos também que nesse caso
val(LPLI) = val(D).

Apresentaremos um pequeno exemplo a seguir.

(PLI) : Minimizar z =−6x1−8x2 +5x3,

sujeito a: −4x1−4x2− x3 ≤−2,

2x2−2x3 ≤ 1,

−2x2 +2x3 ≤ 1,

2x1 +2x2 +2x3 ≤ 5,

x j ∈ {0,1}, j = 1,2,3.

(6.30)
(6.31)
(6.32)
(6.33)
(6.34)
(6.35)

Associamos a variável u ∈ R+ à restrição (6.31). Escrevemos o seu dual lagrangiano:

(D) : Maximizar L(u) = w,

sujeito a:

w≤−6xk
1−8xk

2 +5xk
3 +(−4xk

1−4xk
2− xk

3 +2)u, k = 1,2,3,

u≥ 0,

(6.36)

(6.37)
(6.38)

em que x1 = (0 0 0), x2 = (1 0 0) e x3 = (0 1 1) são todas as soluções viáveis do conjunto
formado pelas restrições (6.32), (6.33), (6.34) e (6.35). Logo, (D) pode ser escrito da
seguinte maneira:

(D) : Maximizar L(u) = w,

sujeito a: w≤ 2u,

w≤−6−2u,

w≤−3−3u,

u≥ 0.

(6.39)
(6.40)
(6.41)
(6.42)
(6.43)

O problema de otimização linear (D), descrito por (6.39)-(6.43), possui apenas duas
variáveis e sua solução é encontrada facilmente: u∗ = 0 e w∗ = −6→ val(D) = −6. A
solução do problema (LPLI), isto é, a relaxação contínua de (PLI), nos dá também um
problema de otimização linear, no qual obtemos val(LPLI) = −11,5. Verificamos que
val(LPLI)< val(D)≤ val(PLI). Essa relaxação lagrangiana (D) não possui a propriedade
da integralidade.

6.3.2 Método utilizando subgradientes
Definiremos a seguir um subgradiente para uma função côncava e forneceremos

um método específico para resolver o problema (D), descrito em (6.6) e (6.7).
L(u) é uma função côncava e afim por partes.
Definição: Um vetor γ ∈ Rn é um subgradiente de uma função côncava f : Rn→ R,

no ponto x0 ∈ Rn, se f (x)≤ f (x0)+ γ⊤(x− x0) para todo x ∈ Rn.
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Definição: O subdiferencial ∂ f (x0) de f em x0 é o conjunto de todos os subgradi-
entes de f em x0.

Observação: Se f for diferenciável em x0, então ∂ f (x0) = {∇ f (x0)}, em que ∇ f (x0)
representa o gradiente de f em x0.

Podemos notar também que ∂L(u) ̸= ϕ , para u≥ 0.
Propriedades do subdiferencial: ∂ f (x0) ̸= ϕ é um conjunto convexo e fechado.
Podemos também demonstrar que, se f : Rn→ R é uma função côncava, então x0

maximiza f se e somente se 0 ∈ ∂ f (x0).
Um subgradiente de L(u) no ponto ū é Ax̄− b, tal que L(ū) = c⊤x̄+ ū⊤(Ax̄− b).

Para verificarmos esse resultado:
L(u0)+(u−u0)⊤(Ax̄−b) = c⊤x̄+u0⊤(Ax̄−b)+(u−u0)⊤(Ax̄−b),
ou ainda
L(u0)+(u−u0)⊤(Ax̄−b) = c⊤x̄+u⊤(Ax̄−b)≥ L(u), para u≥ 0.

Observação: A direção de um subgradiente γ pode não ser de subida.

Método de otimização usando subgradientes para resolver (D)

Para resolvermos o problema (D), descrito por (6.6)-(6.7), temos que encontrar o
máximo de L(u) tal que u≥ 0. Uma ideia do processo iterativo é descrito a seguir:

i. Começamos com um dado u0 ≥ 0, podendo ser igual ao vetor nulo 0.

ii. Cada iteração será da forma uk+1 = uk +αkγk, em que αk > 0 será o passo e γk

um subgradiente de L no ponto uk.

iii. Para o cálculo de um subgradiente de L no ponto uk, obteremos x̄ uma solução
de L(uk) = minx∈{0,1}{c⊤x+uk⊤(Ax−b) | Gx≤ d}.

iv. Tomaremos γk = Ax̄−b. Se x̄ for a única solução, implica que L é diferenciável
em uk.

Para que possamos garantir a convergência do método, a escolha de αk deve satisfazer
às duas condições abaixo:

limk→∞ αk = 0

e
lims→∞

s

∑
k=1

αk = ∞.

Por exemplo, αk =
1
k , k ≥ 1.

Na resolução dos problemas duais lagrangianos utilizamos [115]:

αk = ρk
UB−LB
||γk||2

, ρk ∈ (0,2], (6.44)

onde LB≤ val(PLI)≤UB.
Para maiores detalhes sobre os métodos de otimização com o uso de subgradientes,

ver [115] e [175].

6.4 Uso da relaxação lagrangiana num método de
enumeração implícita

O trabalho de Fisher [78] é uma referência para esta seção.
Em problemas de otimização combinatória, os métodos duais baseados nas rela-

xações lagrangianas visam a fornecer cotas inferiores, LB, para val(PLI), pois LB =
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val(D) ≤ val(PLI). No entanto, quando se busca uma coluna ou um subgradiente, de-
pendendo do método, podemos encontrar valores para x que também satisfaçam às
restrições Ax≤ b. Neste caso obtemos cotas superiores, UB, para val(PLI). Essas cotas
têm sido utilizadas de maneira muito eficiente nos métodos de enumeração implícita.

A resolução do dual (D) de (PLI), para uma determinada relaxação lagrangiana,
não nos fornece, obrigatoriamente, uma solução ótima x∗ para (PLI). Podemos obter
nos problemas de otimização auxiliares para gerar colunas ou para encontrar vetores
subgradientes x̄ ∈ {0,1}n, viáveis para (PLI), fornecendo-nos cotas superiores UB =
c⊤x̄≥ val(PLI). No entanto, poderemos desenvolver métodos de enumeração implícita
do tipo branch-and-bound e suas extensões.

6.4.1 Métodos de branch-and-bound
Apresentaremos a seguir a versão proposta por Dakin em 1965 [55] para os mé-

todos de enumeração implícita do tipo branch-and-bound.
Seja o problema de otimização linear inteira mista:

(PLIM) : Minimizar z = c⊤1 x+ c⊤2 y,

sujeito a: A1x+A2y = b,

x ∈ [0,β ]p,
y≥ 0,

x inteiro,

(6.45)
(6.46)
(6.47)
(6.48)
(6.49)

onde c1 ∈ Rp, c2 ∈ Rq, xp ∈ Rp, y ∈ Rq, b ∈ Rm, A1 ∈ Rm×p, A2 ∈ Rm×q e β ∈ Z, β ≥ 1.
A restrição (6.47) indica que cada componente x j, j = 1,2, ..., p do vetor x está no
intervalo [0,β ].

Quando não considerarmos a restrição (6.49), teremos uma relaxação contínua
de (PLIM), denominada (PLIM0), que é um problema de otimização linear que pode
ser resolvido pelo algoritmo do Simplex.

Caso as restrições do problema (PLIM0) formem um conjunto vazio, então o con-
junto das restrições de (PLIM) também será vazio.

Vamos supor que tenhamos o conhecimento de LB e UB, tais que LB≤ val(PLIM)≤
UB. Caso não tenhamos esses valores, suporemos que LB =−∞ e UP =+∞.

Consideremos que x0 e y0 forneçam uma solução ótima de (PLIM0). Se x0 possuir
todas as suas componentes inteiras, então x0 e y0 fornecerão uma solução ótima de
(PLIM). Caso contrário, isto é, existirá pelo menos uma componente x0

l que não per-
tencerá ao conjunto dos números inteiros. Faremos LB = val(PLIM0) e construiremos
dois novos problemas de otimização linear a partir de (PLIM0): ao primeiro (PLIM01)
acrescentaremos a restrição xl ≤ ⌊x0

l ⌋ às restrições de (PLIM0) e ao segundo (PLIM02),
a restrição xl ≥ ⌊x0

l ⌋+1 às restrições de (PLIM0).
Lembremos que ⌊α⌋ representa o maior inteiro menor ou igual a α ∈ R. Exemplos

⌊π⌋= 3, ⌊7.3⌋= 7, ⌊−2.3⌋=−3.
É interessante observar que:
i. se (PLIM01) não for vazio, no seu ótimo, obteremos uma solução x1, y1, cujo

valor para x1
l = ⌊x0

l ⌋;
ii. se (PLIM02) não for vazio, no seu ótimo, obteremos uma solução x2, y2, cujo

valor para x2
l = ⌊x0

l ⌋+1.
Sabemos que:
(PLIM0)≤ val(PLIM01)≤ val(PLIM) e
(PLIM0)≤ val(PLIM02)≤ val(PLIM).
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Diremos que os problemas (PLIM01) e (PLIM02) são os sucessores do problema
(PLIM0). E o problema (PLIM0) será fechado.

As operações a seguir serão realizadas para todos os problemas não fechados.
i. O problema (PLIM0i) nos fornece uma solução ótima em que o vetor x possui

todas as componentes inteiras, logo teremos uma solução viável para (PLIM).
Se val(PLIM0i)<UB, atualizaremos o seu valor UB= val(PLIM0i). Esse problema
então será fechado, isto é, não terá sucessores;

ii. O problema (PLIM0i) possui seu conjunto de soluções vazio, logo não tem su-
cessores e será fechado;

iii. O problema (PLIM0i) possui uma solução, tal que val(PLIM0i)≥UB será fechado,
pois os valores das soluções ótimas de suas sucessões serão também maiores
ou iguais a UB;

iv. Entre os problemas não fechados escolheremos aquele com o menor valor da
função-objetivo e formaremos seus dois problemas sucessores.

Na realidade desenvolvemos uma árvore binária para a enumeração implícita.
Podemos observar que existe um problema inicial, (PLIM0), que dá origem a dois

subproblemas, (PLIM01) e (PLIM02). Cada um desses dois subproblemas ou será fe-
chado ou gerará mais dois subproblemas, e assim sucessivamente, dando origem a
uma árvore binária, em que cada subproblema é um vértice. Dizemos que essa é uma
árvore para a enumeração implícita porque, como visto nas operações acima, alguns
vértices serão fechados antes de gerarem subproblemas. Desta forma, nem todos os
possíveis vértices serão gerados.

Quando todos os problemas que formaram essa árvore binária estiverem fechados,
verificaremos se o motivo de todos os fechamentos foi o fato de os problemas serem
vazios. Neste caso, (PLIM) é vazio. Caso contrário, uma solução ótima está associada
ao problema que forneceu o UB final.
As restrições (6.47) e (6.49) possuem um número finito de soluções; assim sendo,
o método de branch-and-bound termina sempre. No entanto, as cotas superiores e
inferiores influenciarão muito a performance dos métodos de enumeração implícita.
Supondo que β = 1 e p = 100, as restrições (6.47) e (6.49) terão 2100 soluções possíveis.
Usando logaritmo em base 10, verificamos que 2100 é igual a um número α inteiro em
base decimal com 31 algarismos, ou seja, 1030 < α < 1031.

6.4.2 Um exemplo ilustrando a resolução do dual lagrangi-
ano

Tomemos o seguinte problema de otimização inteira:

(PLI) : Minimizar z =−5x1−6x2−3x3,

sujeito a: 3x1 +4x2 +2x3 ≤ 4,

x1 + x2 + x3 ≤ 2,

x1 + x3 ≤ 1,

x j ∈ {0,1} j = 1,2,3.

(6.50)
(6.51)
(6.52)
(6.53)
(6.54)

Associaremos à restrição (6.51) a variável u1 ≥ 0 e à restrição (6.52) a variável u2 ≥ 0.
Sejam x = (x1 x2 x3)

⊤ e X = {x1 + x3 ≤ 1| x ∈ {0,1}3}.

L(u1,u2) = min{−5x1−6x2−3x3 +(3x1 +4x2 +2x3−4)u1 +(x1 + x2 + x3−2)u2 |x ∈ X}
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O problema dual para essa relaxação lagrangiana será:

(DPLI) : maxL(u1,u2), sujeito a: u1 ≥ 0, u2 ≥ 0.

Iniciaremos o problema com uma solução viável para (DPLI), u0
1 = u0

2 = 0.

L(u0
1,u

0
2) = min{−5x1−6x2−3x3 | x ∈ X}

Verificamos, facilmente, que x0
1 = x0

2 = 1,x0
3 = 0 fornecerá L(u0

1,u
0
2) = L(0,0) = −5×1 −

6×1−3 ×0 =−11, que será uma cota inferior para val(DPLI). Faremos LB =−11.
Verificamos também que a solução x0

1 = x0
2 = 1, x0

3 = 0 não satisfaz à restrição
(6.31). No entanto, a solução x1

1 = 1, x0
2 = x0

3 = 0 é uma solução viável de (PLI), logo
val(PLI)≤−5. Tomaremos UB =−5.

Etapa 1: Encontrar u1, tal que u1 = u0 +α0γ0.
Passaremos a calcular um subgradiente de L no ponto u0 = (u0

1 u0
2) = (0 0).

γ0 =

(
γ0

1

γ0
2

)
=

(
3x0

1 +4x0
2 +3x0

3−4
x0

1 + x0
2 + x0

3−2

)
=

(
3
0

)
.

O passo α0 será calculado como está em (6.44), isto é:

α0 = ρ0
UB−LB
||γ0||2

, ρ0 ∈ (0,2].

Temos que ||γ0||2 = 32 +02 = 9, e escolhemos ρ0 = 2.

α0 = 2
−5− (−11)

9
=

4
3
,

u1 =

(
u1

1
u1

2

)
=

(
u0

1

u0
2

)
+

4
3

(
γ0

1

γ0
2

)
=

(
0
0

)
+

4
3

(
3
0

)
=

(
4
0

)
.

Isto é, u1
1 = 4 e u1

2 = 0. Caso houvesse u j
i < 0, tomaríamos u j

i := max{0, u j
i }.

L(u1) = min{−5x1−6x2−3x3 +(3x1 +4x2 +2x3−4)u1
1 +(x1 + x2 + x3−2)u1

2 |x ∈ X}

ou ainda
L(u1) = min{−5x1−6x2−3x3 +(3x1 +4x2 +2x3−4)4 |x ∈ X}

L(u1) = min{7x1 +10x2 +5x3−16 |x ∈ X}
L(u1) =−16, para x2

1 = x2
2 = x2

3 = 0. Como L(u1)< LB, a cota inferior não será modificada.
A solução x2

1 = x2
2 = x2

3 = 0 não é viável para (PLI), assim também não modificaremos
a cota superior UB.

Etapa 2:
u2 = u1 +α1γ1.

γ1 =

(
γ1

1
γ1

2

)
=

(
3x1

1 +4x1
2 +3x1

3−4
x1

1 + x1
2 + x1

3−2

)
=

(
−4
−2

)
.

Temos que ||γ1||2 = (−4)2 +(−2)2 = 20, e escolhemos ρ1 = 2.

α1 = ρ1
UB−LB
||γ1||2

, ρ1 ∈ (0,2].

α1 = 2
−5− (−11)

20
=

3
5
.

u2
1 = max{0,4+ 3

5 × (−4)}= 8
5 e u2

2 = max{0,0+ 3
5 × (−2)}= 0.

L(u2) = min{−5x1−6x2−3x3 +(3x1 +4x2 +2x3−4)u2
1 +(x1 + x2 + x3−2)u2

2 |x ∈ X}.
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L(u2) = min{−5x1−6x2−3x3 +(3x1 +4x2 +2x3−4)
8
5
|x ∈ X}

ou ainda
L(u2) = min{−5x1−6x2−3x3 +(3x1 +4x2 +2x3−4)

8
5
|x ∈ X}.

L(u2) = min{−1
5

x1 +
2
5

x2 +
1
5

x3−
32
5
| x ∈ X}.

L(u2) é encontrado para x2
1 = 1, x2

2 = x2
3 = 0, fornecendo L(u2) = − 33

5 = −6,6. Para a
próxima etapa faríamos LB = −6,6. Lembremos que todos os coeficientes da função-
objetivo de (PLI) são inteiros, nesse caso consideraremos LB =−6.

É interessante notar que a função-objetivo de (DPLI) começou com o valor −11,
aumentou para −16 e, finalmente, cresceu até −6,6.

No estágio atual sabemos que −6 ≤ val(PLI) ≤ −5. Será que existe uma solução
viável de (PLI) tal que val(PLI) =−6 ?

Para isso verificaremos se existe x = (x1 x2 x3)
⊤ ∈ X , tal que

−5x1−6x2−3x3 =−6. De fato, fazendo x1 = 0, x2 = 1, x3 = 0, temos que x∈ X e obtemos
val(PLI) =−6.

No nosso exemplo conseguimos encontrar uma solução ótima para (PLI), resol-
vendo o seu dual lagrangiano (DPLI). Nem sempre isso é possível. Muitas vezes
encontramos o máximo de (DPLI), no qual o UB é muito distante do LB = val(DPLI).
Nesse caso essas cotas são utilizadas nos métodos de enumeração implícita, tal como
branch-and-bound.
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Combinatória Poliédrica
Manoel Campêlo

7.1 Introdução
Em poucas palavras, combinatória poliédrica refere-se ao estudo de poliedros

associados a problemas de otimização combinatória. Esses problemas são definidos
em termos de uma coleção F de subconjuntos de um conjunto universo finito, a
cujos elementos atribuímos um valor. O poliedro associado ao problema é dado pela
envoltória convexa dos vetores característicos de cada conjunto em F .

Mais precisamente, tais vetores característicos podem ser descritos em geral pelo
conjunto de pontos inteiros (ou melhor, binários) em um poliedro P ⊆ Rn, em que n
é o número de elementos do universo. Assim, usualmente modelamos um problema
de otimização combinatória (POC) como um problema de programação linear 0-1 da
forma: maxc⊤x s.a x ∈ P∩Bn, em que o vetor c ∈ Rn representa o valor dos elementos
do universo. Aqui, vamos considerar problemas mais gerais, em que substituímos Bn

por Zn, ou seja,
maxc⊤x s.a x ∈ P∩Zn. (7.1)

Como veremos adiante, podemos substituir, em (7.1), o conjunto discreto P∩Zn por
sua envoltória convexa, que, por sua vez, descreve um poliedro (associado a (7.1)).
Dessa maneira, (7.1) pode ser reformulado como um problema de programação linear
(PPL).

O objetivo final deste capítulo é descrever parcial ou totalmente tal poliedro.
Para atingi-lo, apresentamos duas caracterizações de poliedro na seção 7.3. Uma de-
las estabelece quais desigualdades lineares são necessárias e suficientes para descrever
um poliedro; a outra caracteriza poliedro como um conjunto gerado através de um
número finito de pontos e direções. Enquanto a partir desta deduzimos que (7.1)
equivale de fato a um PPL, aquela será primordial para caracterizar tal PPL. Esses
dois resultados, essenciais nesse contexto, serão objeto da seção 7.4. Os fundamen-
tos teóricos para esse desenvolvimento compõem a seção 7.2, em que apresentamos
conceitos e propriedades associados a conjuntos afins e convexos. Na seção 7.5, apre-
sentamos condições necessárias e/ou suficientes para determinar se um poliedro é
inteiro, o que nos possibilita reconhecer quando temos uma descrição completa do po-
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liedro associado a (7.1). Finalmente, na seção 7.6 sugerimos como usar efetivamente
essa equivalência entre (7.1) e um PPL, visando a sua resolução, através do método
de planos de corte.

O conteúdo aqui apresentado é, em sua maior parte, composto por resultados clás-
sicos, que podem ser encontrados (possivelmente com outra apresentação ou em outro
encadeamento) em excelentes livros de otimização combinatória ou Teoria Poliédrica
[170, 190, 188, 216, 223] ou compilações específicas sobre combinatória poliédrica [2,
3, 40, 76, 93, 179, 180, 192]. Bibliografias comentadas podem ser encontradas em [4,
110].

Procuramos construir um texto autocontido, valorizando detalhes de como utili-
zar de forma prática os resultados teóricos apresentados. Supomos que o leitor possua
conhecimento básico de álgebra linear e programação linear, especialmente dualidade
linear. Alertamos ainda que faremos uso frequente do Lema de Farkas.

7.2 Conceitos e propriedades preliminares
7.2.1 Conjuntos afins, cônicos e convexos

Usando as operações de soma vetorial e multiplicação por escalar, podemos com-
binar vetores para gerar um outro. As seguintes formas de combinação são frequen-
temente usadas neste texto.

Definição 7.2.1. Dados S = {x1,x2, . . . ,xp} ⊂Rn e α1,α2, . . . ,αp ∈R, dizemos que o vetor
x = ∑p

i=1 αixi é uma:
i) combinação linear de S;
ii) combinação afim de S, se ∑p

i=1 αi = 1;
iii) combinação cônica de S, se αi ≥ 0, para todo i ∈ {1,2, . . . , p};
iv) combinação convexa de S, se ∑p

i=1 αi = 1 e αi ≥ 0, para todo i ∈ {1,2, . . . , p}, ou
seja, se a combinação é afim e cônica.

É comum também considerarmos o conjunto obtido por todas as possíveis com-
binações de um mesmo tipo.

Definição 7.2.2. O fecho linear (resp. fecho afim, fecho cônico, fecho convexo) de um
conjunto não vazio S ⊆ Rn, denotado por span(S) (resp. afim(S), cone(S), conv(S)), é
o conjunto de todas as combinações lineares (resp. afins, cônicas, convexas) de seus
subconjuntos finitos. Adicionalmente, span( /0) = cone( /0) = {0} e afim( /0) = conv( /0) = /0.
O termo fecho é comumente substituído por envoltória.

A figura 7.1 mostra os fechos afim, cônico e convexo de dois pontos x1 e x2.
Note que x é combinação afim de x1 e x2 se x = (1−α)x1 +αx2 = x1 +α(x2− x1), para
algum α ∈ R. Logo, o fecho afim de x1 e x2 é a reta passando por esses dois pontos
(figura 7.1(a)). Adicionalmente, para uma combinação convexa, devemos ter α ∈ [0,1],
de modo que o fecho convexo de x1 e x2 se reduz ao segmento de reta entre esses
dois pontos (figura 7.1(c)). Por outro lado, observe que {αx : α ≥ 0} é a semirreta
começando na origem e contendo x. Assim, o fecho cônico de x1 e x2 é formado pelas
semirretas {α1x1 : α1 ≥ 0} e {α2x2 : α2 ≥ 0}, bem como pela soma de quaisquer dois
pontos sobre tais semirretas (figura 7.1(b)).
Exercício 7.2.1. Sejam S,R⊆ Rn. Mostre que:

i) S⊆ conv(S)⊆ afim(S) e S⊆ conv(S)⊆ cone(S);
ii) afim(R∩ S) ⊆ afim(R)∩ afim(S), cone(R∩ S) ⊆ cone(R)∩ cone(S), conv(R∩ S) ⊆

conv(R)∩conv(S).
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x1

x2

x1

x2

(a) Fecho afim.

x1

x2

x1

x2

(b) Fecho cônico.

x1

x2

x1

x2

(c) Fecho convexo.

Figura 7.1: Fechos de dois pontos.
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Associados às combinações, definimos os seguintes tipos de conjuntos:

Definição 7.2.3. Um conjunto S⊆Rn é dito um subespaço linear (resp. conjunto afim,
cone, conjunto convexo) se S = span(S) (resp. S = afim(S), S = cone(S), S = conv(S)).
Dizemos ainda que span(S) (resp. afim(S), cone(S), conv(S)) é o subespaço linear
(resp. conjunto afim, cone, conjunto convexo) gerado por S.

Exercício 7.2.2. Mostre que as seguintes assertivas são equivalentes:
i) C = afim(S);
ii) C é o menor conjunto afim contendo S;
iii) C é a interseção de todos os conjuntos afins contendo S.

Mostre essas mesmas equivalências com respeito a conjunto convexo.
Considerando que subespaços lineares são conjuntos bastante explorados em cur-

sos de álgebra linear, concentramo-nos aqui em conjuntos afins, convexos e cônicos.
Começamos redefinindo esses conjuntos através de combinações de até dois pontos.

Proposição 7.2.1. Para S⊆ Rn, S ̸= /0, as seguintes caracterizações são válidas:
i) S é conjunto afim se, e somente se, para todos x,y ∈ S e α ∈R, (1−α)x+αy ∈ S.
ii) S é conjunto convexo se, e somente se, para todos x,y ∈ S e α ∈ [0,1], (1−α)x+

αy ∈ S.
iii) S é um cone se, e somente se, S é convexo e, para todos x ∈ S e α ≥ 0, αx ∈ S.

Prova: Para mostrar (i), primeiro suponha que S seja afim, isto é, S = afim(S). Pela
definição 7.2.2, dados x,y ∈ S e α ∈ R, temos que (1−α)x+αy ∈ afim(S) = S. Agora,
suponha que

(1−α)x+αy ∈ S, ∀x,y ∈ S, ∀α ∈ R. (7.2)
Como S ⊆ afim(S), resta mostrar a inclusão inversa ou ainda que afim(S′) ⊆ S, para
todo subconjunto finito S′ ⊆ S. O resultado vale trivialmente se |S′| = 1. Suponha-o
também verdadeiro para todo S′ ⊆ S com |S′| ≤ s. Considere agora que |S′| = s+ 1,
com S′ = {x0, . . . ,xs}, s≥ 1. Seja x ∈ afim(S′), isto é, x = α0x0 +∑s

i=1 αixi, com ∑s
i=0 αi = 1.

Queremos mostrar que x ∈ S. Como s ≥ 1, existe algum multiplicador, digamos α0,
diferente de 1. Temos então x = α0x0 +(1−α0)y, onde y = ∑s

i=1
αi

1−α0
xi ∈ afim(S′ \{x0}).

Pela hipótese indutiva, y ∈ S. Finalmente, por (7.2), obtemos x ∈ S.
A demonstração de (ii) é similar e será deixada como exercício.
Com respeito a (iii), note que a implicação direta decorre trivialmente da definição

de cone. Admita agora que S = conv(S) e αx∈ S, para todo x∈ S e α ≥ 0 (em particular
0 ∈ S). Queremos mostrar que cone(S) ⊆ S, posto que S ⊆ cone(S). Seja x ∈ cone(S),
isto é, x = ∑p

i=1 αixi com xi ∈ S e αi ≥ 0, para todo i∈ {1, . . . , p}. Defina α = ∑p
i=1 αi. Caso

α = 0, temos x = 0 ∈ S. Caso contrário, temos que x
α = ∑p

i=1
αi
α xi ∈ conv(S) = S. Logo,

x = α x
α ∈ S. Com isso, concluímos que cone(S)⊆ S.

A caracterização acima fornece uma visão geométrica desses conjuntos. Dados
x,y ∈ Rn, os pontos da forma (1−α)x+αy definem a reta passando por x e y, quando
α ∈R, ou o segmento de reta entre x e y, quando α ∈ [0,1]. Já os pontos da forma αx,
α ≥ 0, definem a semirreta começando na origem e contendo x.

A seguir, vamos relacionar conjunto afim com subespaço linear e sistema de equa-
ções lineares. Relembre que, dados S,R⊆ Rn e λ ∈ R, λS = {λx : x ∈ S}, S+R = {x+ y :
x ∈ S,y ∈ R} (soma de Minkowski) e S−R = S+(−R). Quando R = {y}, simplificamos
a notação S+R como S+ y, que define o transladado de S por y. S e S+ y são ditos
conjuntos paralelos.
Exercício 7.2.3. Sejam S⊆Rn conjunto afim e x,y ∈ S. Mostre que S−x = S−y = S−S.

Lema 7.2.1. Para S⊆ Rn e y ∈ S, afim(S)− y = span(S− y).
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x1

x2

x3

A0

A2

A1

(a) A0, A1 e A2 são conjuntos afins.

x1

x2

x3

K1

K0

K2

K3

(b) K0, K1, K2 e K3 são cones.

x1

x2

x3

C0

C2

C1

C3

(c) C0, C1, C2 e C3 são convexos.

Figura 7.2: Exemplos de conjuntos afins, cones e conjuntos convexos.
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x1

x2

S

2S

−S

R

3R

(a)

x1

x2

S

R

x S+ x

S+R

(b)

x1

x2

S−S

x−x

y

S− x

(S−S)+ y

(c)

Figura 7.3: Multiplicação por escalar e soma de Minkowski.

Prova: Seja x∈ afim(S)−y, ou seja, x=(∑p
i=1 αixi)−y, com ∑p

i=1 αi = 1 e xi ∈ S, para todo
i∈{1, . . . , p}. Logo, x=∑p

i=1 αi(xi−y)∈ span(S−y). Reciprocamente, seja x∈ span(S−y),
ou seja, x = ∑p

i=1 αi(xi− y) = ∑p
i=1 αixi +(1−∑p

i=1 αi)y− y, com y ∈ S e xi ∈ S, para todo
i ∈ {1, . . . , p}. Logo, x ∈ afim(S)− y.

Corolário 7.2.1. Seja S⊆Rn e y ∈ S. S é um conjunto afim se, e somente se, o transla-
dado S− y é um subespaço linear. Em particular, S é um conjunto afim e 0 ∈ S se, e
somente se, S é um subespaço linear.

Os resultados acima mostram que conjunto afim é o translado de um subespaço
linear e que este subespaço paralelo é único. Outra caracterização, em termos de
sistemas lineares, é dada abaixo, em que nos valemos do fato de que o complemento
ortogonal a um subespaço linear S⊆Rn é o subespaço linear S⊥ = {y∈Rn : x⊤y = 0,∀x∈
S} e que (S⊥)⊥ = S.

Teorema 7.2.1. Se b ∈ Rm e A ∈ Rm×n, então o conjunto C = {x ∈ Rn : Ax = b} é afim.
Por outro lado, se C ⊆ Rn é um conjunto afim, então existem b ∈ Rm e A ∈ Rm×n tais
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que C = {x ∈ Rn : Ax = b}.

Prova: Sejam x,y ∈C = {x ∈ Rn : Ax = b} e α ∈ R. Então, A((1−α)x+αy) = (1−α)b+
αb = b, implicando que C seja afim. Agora, mostramos a recíproca. Se C = /0 ou Rn,
o resultado é direto. Do contrário, seja S = C− x̄, x̄ ∈C, o subespaço linear paralelo
a C. Seja {x1,x2, . . . ,xm} uma base para o subespaço S⊥, ortogonal a S. Portanto,
S = (S⊥)⊥ = {y ∈ Rn : (xi)⊤y = 0, i ∈ {1,2, . . . ,m}}. Seja A ∈ Rm×n a matriz cuja i-ésima
linha é (xi)⊤. Logo, S = {y ∈ Rn : Ay = 0}. Com isso, temos que C = S+ x̄ = {y+ x̄ ∈ Rn :
Ay = 0}= {x ∈ Rn : Ax = Ax̄}. O resultado segue, tomando b = Ax̄.

Como vimos, todo cone é um conjunto convexo. Por outro lado, a todo conjunto
convexo estão associados cones que definimos a seguir.

Definição 7.2.4. Seja C⊆Rn um conjunto convexo não vazio. Uma direção de recessão
de C é um vetor d ∈ Rn \ {0} tal que x+λd ∈C, para todo x ∈C e λ ≥ 0. O cone de
recessão de C, denotado por rec(C), é o conjunto de todas as direções de recessão de
C junto com 0.

Podemos mostrar que, se existe x̄ ∈C tal que x̄+λd ∈C, para todo λ ≥ 0, então
o mesmo acontece para todo x ∈C [186, teorema 8.3], quando C é convexo, não vazio
e fechado. Nesse caso, podemos, alternativamente, definir uma direção de recessão
d considerando apenas a existência de um ponto x̄ tal que a semirreta x̄+λd, λ ≥ 0,
pertença ao conjunto.

Na figura 7.4, exibimos um conjunto convexo e seu cone de recessão. Para os
convexos da figura 7.2(c), temos rec(C0) = rec(C2) = rec(C3) = /0 e rec(C1) igual aos
pontos do eixo x1.

x1

x2

C

(a)

x1

x2

rec(C)

(b)

Figura 7.4: Exemplo de conjunto convexo e seu cone de recessão.

Quando ambos d e −d pertencem a rec(C), tais vetores compõem o espaço de
linearidade de C, o maior subespaço linear contido em C.

Definição 7.2.5. O espaço de linearidade de um conjunto convexo não vazio C ⊆ Rn,
denotado por lin(C), é composto pelos vetores d ∈ Rn tais que x+λd ∈C, para todo
x ∈C e λ ∈ R.

Exercício 7.2.4. Para C,D⊆ Rn convexos não vazios, mostre que:
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i) rec(C) é um cone.
ii) C =C+ rec(C).
iii) rec(−C) =−rec(C).
iv) Se C∩D ̸= /0, então rec(C∩D) = rec(C)∩ rec(D).
v) lin(C) = rec(C)∩ rec(−C).
vi) C é limitado se, e somente se, rec(C) = {0}.

7.2.2 Dimensão e posto
A ideia de dimensão de um conjunto é bastante intuitiva do ponto de vista geo-

métrico. Aqui, formalizamos essa noção através do conceito de posto, ou melhor, de
independência (linear ou afim) dos pontos do conjunto. Em termos gerais, dizemos
que um ponto x é linear ou afim-independente de um conjunto S se x /∈ span(S) ou
x /∈ afim(S), respectivamente. Mais formalmente:

Definição 7.2.6. Um conjunto de vetores S⊆ Rn é dito afim-independente (AI) se

∀S′ ⊆ S, finito: ∑
x∈S′

αxx = 0, ∑
x∈S′

αx = 0⇒ α = 0.

Caso contrário, é dito afim-dependente (AD). Em particular, S é dito linearmente
independente (LI) se

∀S′ ⊆ S, finito: ∑
x∈S′

αxx = 0⇒ α = 0.

Se não é LI, o conjunto é linearmente dependente (LD).

Os conceitos de dependência e independência linear e afim são ilustrados na
figura 7.5.
Exercício 7.2.5. Mostre que as seguintes assertivas são equivalentes:

i) {x0,x1, . . . ,xp} ⊂ Rn é AI;
ii) {x1− x0,x2− x0, . . . ,xp− x0} ⊂ Rn é LI;
iii) {(x0,−1),(x1,−1), . . . ,(xp,−1)} ⊂ Rn+1 é LI;

Exercício 7.2.6. Mostre que S é LD (resp. AD) se, e somente se, existe x ∈ S tal que
x ∈ span(S\{x}) (resp. x ∈ afim(S\{x})).
Exercício 7.2.7. Mostre que {x0,x1, . . . ,xp} ⊂ Rn é AI se, e somente se, para todo
i ∈ {1,2, . . . , p}, existe (ai,bi) ∈ Rn×R tal que (ai)⊤xi ̸= bi e (ai)⊤x j = bi, para j < i.

Definição 7.2.7. O posto (resp. posto-afim) de um conjunto S⊆Rn é a cardinalidade
do maior conjunto LI (resp. AI) em S.

Exercício 7.2.8. Mostre que

posto-afim(S) =
{

posto(S)+1, se 0 ∈ afim(S)
posto(S), se 0 ̸∈ afim(S)

Veja a diferenciação entre os casos na figura 7.6.
Como sabemos, o posto de um subespaço linear define sua dimensão. À luz

do corolário 7.2.1, definimos a dimensão de um conjunto afim como a dimensão do
subespaço linear paralelo a ele. Em geral:

Definição 7.2.8. A dimensão de um conjunto não vazio S ⊆ Rn, denotada por dim(S),
é o posto do subespaço linear paralelo a afim(S). Adicionalmente, dim( /0) = −1. Se
dim(S) = n, dizemos que S tem dimensão plena.
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x1

x2

x1

x2

x3

span(x1)

(a) {x1,x2} é LI. {x1,x3} é LD.

x1

x2

x1

x2

x3

x4

afim(x1,x2)

(b) {x1,x2,x3} é AI. {x1,x2,x4} é AD.

Figura 7.5: Dependência e independência.

A figura 7.2 apresenta conjuntos de diferentes dimensões. Com respeito aos con-
juntos afins da figura 7.2(a), temos claramente dim(Ai) = i, para i ∈ {0,1,2}. Similar-
mente, os cones e convexos das figuras 7.2(b) e 7.2(c) são tais que dim(Ki) = dim(Ci) = i,
para i ∈ {0,1,2,3}.

Note que dim(S) = dim(afim(S)). Na verdade, como dim(S) ≤ dim(R), para todo
S ⊆ R, temos que dim(S) = dim(conv(S)) = dim(afim(S)). Podemos então relacionar a
dimensão de um conjunto com seu posto-afim.

Proposição 7.2.2. Seja S⊆ Rn. Então dim(S) = posto-afim(S)−1.

Prova: Podemos considerar S ̸= /0, do contrário o resultado é trivial por definição.
Sejam d = dim(S), p = posto-afim(S) e S′ o espaço paralelo a afim(S). Note que d =
dim(afim(S)) = dim(S′) e p = posto-afim(afim(S)). Temos também que S′ = afim(S)−x0,
com x0 ∈ afim(S). Primeiro, tome o conjunto LI {x1− x0,x2− x0, . . . ,xd − x0} ⊆ S′, onde
xi ∈ afim(S), para todo i ∈ {0,1, . . . ,d}. Pelo exercício 7.2.5, {x0,x1, . . . ,xd} é AI. Logo
p≥ d+1. Agora, tome o conjunto AI {x1,x2, . . . ,xp} ⊆ S⊆ afim(S). Pela definição de S′

e exercício 7.2.5, {x2−x1,x3−x1, . . . ,xp−x1}⊆ S′ e é LI. Portanto, d≥ p−1. Concluímos
que d = p−1.
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x1

x2

afim(S)

S

(a) posto-afim(S) = posto(S) = 2.

x1

x2

afim(S)

S

(b) posto-afim(S) = 2 = posto(S)+1.

Figura 7.6: Posto × posto-afim.

Além disso, a partir da caracterização de conjunto afim através de sistema linear,
obtemos outra expressão para a dimensão de um conjunto. Para isso, usamos a
clássica igualdade dim(N (A))+posto(A) = n, válida para qualquer matriz A ∈ Rm×n,
em que N (A) = {x ∈Rn : Ax = 0} é o núcleo de A e posto(A) é o maior número de linhas
(ou colunas) LI de A.

Proposição 7.2.3. Sejam S⊆Rn, S ̸= /0, e A ∈Rm×n e b ∈Rm tais que afim(S) = {x ∈Rn :
Ax = b}. Então dim(S) = n−posto(A).

Prova: Seja x ∈ S ⊆ afim(S). Note que y ∈ afim(S) se, e somente se, A(y− x) = 0,
ou melhor, y− x ∈ N (A). Logo, afim(S) = x+N (A) e, então, dim(S) = dim(N (A)) =
n−posto(A).

Na figura 7.6, apresentamos dois conjuntos unidimensionais. Na figura 7.6(a),
temos afim(S) = {(x1,x2) : x1 +2x2 = 5}, enquanto afim(S) = {(x1,x2) :−2x1 + x2 = 0} na
figura 7.6(b). Em ambos os casos, dim(S) pode ser obtido, alternativamente, pelas
proposições 7.2.2 e 7.2.3.

Na verdade, tais proposições são frequentemente usadas conjuntamente para for-
necer limites para a dimensão de um conjunto S ⊆ Rn. Se S possui p+ 1 elementos
afim-independentes, então dim(S) ≥ p. Por outro lado, se S ⊆ {x ∈ Rn : Ax = b}, então
dim(S)≤ n−posto(A).

7.2.3 Hiperplanos e semiespaços
Hiperplanos e semiespaços são conjuntos convexos de especial interesse em nosso

contexto.

Definição 7.2.9. Um hiperplano é um conjunto afim em Rn de dimensão n−1.

Teorema 7.2.2. H ⊂Rn é um hiperplano se, e somente se, existem π ∈Rn\{0} e π0 ∈R
tais que H = {x ∈ Rn : π⊤x = π0} ≠ /0. Mais ainda, a representação de H em termos
de (π,π0) é única, a menos de múltiplos, ou seja, H = {x ∈ Rn : λ⊤x = λ0} implica
(λ ,λ0) = α(π,π0) para algum α ̸= 0.
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Prova: Pela proposição 7.2.3 e teorema 7.2.1, temos que H é hiperplano se, e somente
se, H = {x ∈ Rn : Ax = b} ̸= /0 para um vetor b e uma matriz A com posto 1. Daí segue
a primeira parte do enunciado. Também da proposição 7.2.3 deduzimos que, se x ∈H
satisfaz π⊤x = π0 e λ⊤x = λ0, então λ é um múltiplo de π. A mesma relação deve,
consequentemente, existir entre λ0 e π0.

Corolário 7.2.2. Todo conjunto afim de Rn é a interseção de um número finito de
hiperplanos.

Associados a um hiperplano H = {x ∈ Rn : π⊤x = π0}, definimos quatro conjuntos
obtidos pela substituição da igualdade em π⊤x = π0 por uma desigualdade da forma
≥, ≤, > ou <.

Definição 7.2.10. Um semiespaço (fechado) é um conjunto da forma {x∈Rn : π⊤x≤ π0},
enquanto um semiespaço aberto é da forma {x ∈ Rn : π⊤x < π0}, para π ∈ Rn\{0} e
π0 ∈ R.

Definição 7.2.11. Sejam C, D⊆ Rn não vazios. Um hiperplano H = {x ∈ Rn : π⊤x = π0}
separa C e D se C está contido em um dos semiespaços associados a H e D está contido
no outro semiespaço associado a H, isto é,

C ⊆ {x ∈ Rn : π⊤x≤ π0} e D⊆ {x ∈ Rn : π⊤x≥ π0}.

A figura 7.7(a) apresenta um hiperplano πT x= π0 e os semiespaços a ele associados.
Observe que o vetor π é ortogonal ao hiperplano e “aponta” para o semiespaço πT x≥
π0. A figura 7.7(b) mostra que o hiperplano separa o conjunto convexo C do conjunto
{x̄}.

x1

x2

π ⊤x = π0

π

.

πT x≥ π0

πT x≤ π0

(a)

x1

x2

π ⊤x = π0

π

.

x̄

C

(b)

Figura 7.7: Hiperplano, semiespaço e separação.

7.3 Poliedros
7.3.1 Introdução

Nesta seção, definimos nosso principal objeto de interesse, poliedro, e introduzi-
mos uma notação associada.



7.3. POLIEDROS 143

Definição 7.3.1. Poliedro é um conjunto definido pela interseção de um número finito
de semiespaços. Um poliedro limitado é chamado politopo.

Em outras palavras, poliedro é o conjunto solução de um sistema de desigualdades
lineares.

Proposição 7.3.1. P⊆ Rn é poliedro se, e somente se, existem A ∈ Rm×n e b ∈ Rm tais
que P = {x ∈ Rn : Ax≤ b}.

Exemplos de poliedros e politopos em R2 são apresentados na figura 7.8. Além
desses, todos os cones e conjuntos convexos das figuras 7.2(b) e 7.2(c) também são
poliédricos.

x1

x2

P5

P3

P1

P2

P4

Figura 7.8: Exemplos de poliedros em R2. Em particular, P1, P2 e P3 são
politopos.

Exercício 7.3.1. Seja P = {x ∈ Rn : Ax ≤ b} ̸= /0 um poliedro. Mostre que P é convexo,
rec(P) = {d ∈ Rn : Ad ≤ 0} e lin(P) = {d ∈ Rn : Ad = 0}. Conclua que lin(P) = {0} se, e
somente se, posto(A) = n.

Ao longo desta seção, reservamos a letra P para denotar um poliedro em Rn. A
matriz (A,b) é chamada uma representação ou descrição do poliedro P = {x ∈Rn : Ax≤
b}. Em alguns momentos vamos usar a notação P(A,b) para expressar claramente
a representação do poliedro P. Note que duas ou mais desigualdades em P podem
implicar uma ou mais igualdades (por exemplo, −x1− x2 ≤ 0, x1 ≤ 0, x2 ≤ 0 implicam
x1 = 0, x2 = 0), que são chamadas igualdades implícitas.

Todo poliedro tem infinitas representações. Por exemplo, podemos modificar uma
dada representação por:

1. Acréscimo de desigualdades redundantes.

(a) 0≤ x1 ≤ 2 (b) 0≤ x1 ≤ 2 (c) 0≤ x1 ≤ 2

0≤ x2 ≤ 2 0≤ x2 ≤ 2 0≤ x2 ≤ 2

x1 + x2 ≤ 4 −3x1 + x2 ≤ 3
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x1

x2

x1 + x2 ≤ 4

−3x1 + x2 ≤ 3

(a) Desigualdades redundantes.

x1

x2

x1 +
x2 =

2

x1 ≤ 2

x1−2x2 ≤ 2

(b) Desigualdades alternativas.

Figura 7.9: Diferentes representações de um poliedro.

2. Combinação de uma desigualdade com igualdades implícitas.
(a) x1 + x2 ≤ 2 (b) x1 + x2 ≤ 2

− x1− x2 ≤−2 − x1− x2 ≤−2

x1 ≤ 2 x1−2x2 ≤ 2 ⇔3(x1 ≤ 2)−2(x1 + x2 = 2)

Definição 7.3.2. Um poliedro é dito racional se existe uma representação sua (A,b)
com todos os elementos racionais.

Notação Dado um poliedro P(A,b), onde A ∈ Rm×n e b ∈ Rm, vamos denotar por:
• (ai)⊤, bi: i-ésima linha de A e i-ésima componente de b;
• M = {1,2, . . . ,m}: índices das desigualdades em Ax≤ b;
• M= = {i ∈M : ∀x ∈ P,(ai)⊤x = bi}: índices das igualdades implícitas;
• M≤ = M\M= = {i ∈M : ∃x ∈ P,(ai)⊤x < bi}: índices das desigualdades legítimas;
• (A=,b=): submatriz de (A,b) com linhas indexadas por M=, se M= ̸= /0 (por

conveniência podemos admitir (A=,b=) = (0,0), se M= = /0);
• (A≤,b≤): submatriz de (A,b) com linhas indexadas por M≤, se M≤ ̸= /0 (por

conveniência podemos admitir (A≤,b≤) = (0,1), se M≤ = /0).
Quando desejarmos deixar explícito o poliedro, usaremos P como subíndice na notação
dos conjuntos e submatrizes definidos acima (por exemplo, M=

P e (A=
P ,b

=
P )).

Note que podemos escrever alternativamente P(A,b) = {x ∈ Rn : A=x = b=, A≤x ≤
b≤}. Importante observar também que, se i∈M≤, então ((ai)⊤,bi) não pode ser escrito
como combinação linear das linhas de (A=,b=).

7.3.2 Dimensão
Da subseção 7.2.2, sabemos que a dimensão de um conjunto está relacionada com

seu posto-afim. Aqui, especializamos a proposição 7.2.3 para poliedros. Para carac-
terizar afim(P), primeiro obtemos alguns resultados auxiliares sobre pontos internos
de P.

Definição 7.3.3. Um ponto x ∈ P(A,b) é ponto interno se A≤x < b≤ e ponto interior se
Ax < b. Seja inn(P) o conjunto dos pontos internos de P.



7.3. POLIEDROS 145

A figura 7.10 ilustra os conceitos de ponto interno e ponto interior em poliedros.

x1

x2

P3

z1

z2 z3

P1

x1

y1 y2

P2

Figura 7.10: Pontos internos: x1, y2, z3. Ponto interior: z3. Não são
internos: y1, z1 e z2. P1 e P2 não têm ponto interior.

Proposição 7.3.2. Se P ̸= /0, então P possui ponto interno.

Prova: Se M≤ = /0, todo ponto é interno. Considere então que M≤ ̸= /0. Para todo
i ∈ M≤ existe xi ∈ P tal que (ai)⊤xi < bi. Tome x̄ = 1

|M≤ | ∑i∈M≤ xi. Como P é convexo,
x̄ ∈ P. Então, para todo k ∈M≤, temos que (ak)⊤x̄ = 1

|M≤ | ∑i∈M≤ (a
k)⊤xi < bk, em que a

desigualdade segue de (ak)⊤xi ≤ bk, para todo i ∈M≤, e (ak)⊤xk < bk. Logo, x̄ ∈ inn(P).

A partir de qualquer ponto interno de P(A,b) e qualquer direção em N (A=), pode-
mos obter outro ponto do poliedro, conforme estabelece o lema 7.3.1 abaixo, ilustrado
pela figura 7.11.

Lema 7.3.1. Se x̄ ∈ inn(P(A,b)) e d ∈N (A=), então existe ε > 0 tal que x̄+ εd ∈ P. Em
particular, se Ad ̸≤ 0, existem ε > 0 e i ∈M≤ tais que x̄+ εd ∈ P e (ai)⊤(x̄+ εd) = bi.

Prova: Existe ε ∈ R tal que

0 < ε ≤ inf
i∈M≤

{
bi− (ai)⊤x̄
(ai)⊤d

: (ai)⊤d > 0
}
. (7.3)

Temos que A=(x̄ + εd) = A=x̄ = b=. Considere agora i ∈ M≤. Se (ai)⊤d ≤ 0, então
trivialmente (ai)⊤(x̄+ εd)≤ (ai)⊤x̄≤ bi. Caso (ai)⊤d > 0, pela definição de ε temos que

(ai)⊤(x̄+ εd)≤ (ai)⊤x̄+
bi− (ai)⊤x̄
(ai)⊤d

(ai)⊤d = bi.

Logo, x̄+εd ∈ P. Mais ainda, se Ad ̸≤ 0, o ínfimo em (7.3) é atingido em algum i ∈M≤.
Tomando ε igual a esse ínfimo, chegamos a (ai)⊤(x̄+ εd) = bi.

Proposição 7.3.3. Se P(A,b) ̸= /0, então afim(P) = {x ∈ Rn : A=x = b=}.
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Prova: Seja S = {x ∈ Rn : A=x = b=}. Como P ⊆ S e S é afim, afim(P) ⊆ S. Tome
agora x ∈ S e x̄ ∈ inn(P). Note que x− x̄ ∈N (A=). Pelo lema 7.3.1, existe ε > 0 tal que
x′ = x̄+ ε(x− x̄) ∈ P. Então, x = 1

ε x′+ ε−1
ε x̄ ∈ afim(P). Logo, S⊆ afim(P).

Usando a proposição 7.2.3, obtemos diretamente outra expressão para a dimensão
de P, além de dim(P) = posto-afim(P)−1.

Corolário 7.3.1. Se P(A,b) ̸= /0, então dim(P) = n−posto(A=).

Corolário 7.3.2. Sobre P⊆ Rn, as seguintes assertivas são equivalentes:
i) P tem dimensão plena;
ii) P contém n+1 pontos afim-independentes;
iii) P tem um ponto interior;
iv) afim(P) = Rn;
v) P⊆ {x ∈ Rn : a⊤x = α}⇒ a = 0,α = 0.

Exercício 7.3.2. [170, Pág. 87] Determinamos a dimensão do poliedro P definido pelas
sete seguintes desigualdades:

x1 + x2 + x3 ≤ 1 x1 + x3 ≤ 1 −x1 ≤ 0

−x1− x2− x3 ≤−1 x3 ≤ 2 −x2 ≤ 0

x1 +2x2 +2x3 ≤ 2

Note que (1 0 0),(0 1 0),(0 0 1) são pontos AI em P, implicando dim(P) ≥ 2.
Por outro lado, x1 + x2 + x3 = 1 para todo x ∈ P, levando a posto(A=) ≥ 1, ou ainda
dim(P)≤ 3−1 = 2. Portanto, dim(P) = 2.
Exercício 7.3.3. Dado um grafo G = (V,E) com V = {1,2, . . . ,n}, defina

P = {x ∈ Rn : xu + xv ≤ 1∀uv ∈ E, 0≤ xu ≤ 1∀u ∈V}.

Note que P∩Zn define uma formulação para o problema do conjunto independente
máximo em G. Para u ∈ {1,2, . . . ,n}, seja eu ∈ Bn tal que eu

j = 1, se u = j, e eu
j = 0, caso

contrário. O conjunto {eu : u ∈ V}∪{0} é AI. Logo, dim(P) = n. Qual a dimensão de
conv(P∩Zn)?
Exercício 7.3.4 (adaptado de [39]). Seja D = (V,A) um digrafo acíclico com |V | = n e
|A| = m. Sejam N−(v) = {u : uv ∈ A} os vértices que originam arcos entrando em v e
S = {v : N−(v) = /0} o conjunto de fontes. Considere o poliedro

P = {x ∈ Rn+m : xvv + ∑
u∈N−(v)

xuv ≥ 1 ∀v ∈V, (7.4)

0≤ xuv ≤ 1 ∀v ∈V ∀u ∈ N−(v)∪{v}}.

Observe que P∩Zn+m modela uma cobertura de V , em que um vértice v ∈V pode ser
coberto por qualquer vértice em N−(v)∪{v}.

Para v ∈V , u ∈ N−(v), defina euv ∈ Bn+m tal que euv
wz = 1, se w = u e z = v, e euv

wz = 0,
caso contrário. Considere o conjunto de m+n−|S|+1 pontos dado por

X = ∑
u∈V

euu, Xuv = X + euv ∀(u,v) ∈ A,

Xv = X− evv + er(v)v ∀v ∈V \S com r(v) ∈ N−(v).

Esses pontos pertencem a P (verifique!). Vamos mostrar que são AI. Observe que a
matriz cujas linhas são os vetores Xuv−X ∀(u,w) ∈ A e Xv−X ∀v ∈ V \S tem a forma(

0 0 Im
0 −In−|S| J

)
, em que as primeiras |S| colunas se referem às componentes ww, para
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w ∈ S, as n−|S| colunas seguintes se relacionam às componentes ww, para w ∈V \S, e
as demais m colunas, às componentes wv; Ik é uma matriz identidade de tamanho k,
e J é uma matriz em que cada linha tem um único elemento não nulo (e igual a 1).
Claramente, esses vetores-linha são LI, mostrando que os vetores que os originaram
são AI. Logo, temos dim(P)≥m+n−|S|. Por outro lado, para todo v∈ S, (7.4) torna-se
xuv ≥ 1, levando a xvv = 1. Portanto, posto(A=)≥ |S|, o que implica dim(P)≤ n+m−|S|.
Logo, dim(P) = n+m−|S|.
Exercício 7.3.5. Encontre a dimensão do poliedro obtido substituindo, em (7.4), as
desigualdades por igualdades.

7.3.3 Desigualdades válidas e faces
Como vimos, um poliedro pode possuir infinitas representações. Aqui, investigare-

mos quais delas são minimais. Em outras palavras, queremos saber que desigualdades
de uma representação (A,b) são necessárias e suficientes para descrever P = P(A,b) e
se tais desigualdades são as mesmas em uma outra representação (A′,b′) de P. Nesse
contexto, são fundamentais os conceitos de desigualdade válida e face, que apresenta-
mos a seguir, e especialmente de desigualdades indutoras de facetas, que discutimos
na próxima subseção.

Definição 7.3.4. A desigualdade π⊤x≤ π0, que denotaremos simplesmente por (π,π0),
é dita uma desigualdade válida para um conjunto C se π⊤x≤ π0, para todo x ∈C.

A figura 7.12 apresenta exemplo de uma desigualdade válida para um poliedro P.

Exercício 7.3.6. Sejam (π,π0) uma desigualdade válida para S ⊆ Rn e H = {x ∈ Rn :
π⊤x = π0}. Mostre que (π,π0) é válida para conv(S) e que conv(S)∩H = conv(S∩H).

Definição 7.3.5. Um subconjunto F ⊆ P é dito uma face de P se existe desigualdade
válida (π,π0) tal que F = {x ∈ P : π⊤x = π0}. A face F é própria se F ̸= /0 e F ̸= P.
Dizemos que (π,π0) representa (ou define ou induz) F. Se F ̸= /0, então dizemos que
(π,π0) suporta P.

Observe que a desigualdade válida apresentada na figura 7.12 induz uma face
vazia de P. Faces de dimensão 0 e 1, bem como desigualdades válidas que as definem,
são apresentadas nas figuras 7.13(a) e 7.13(b), respectivamente. Em particular, note
que F0 pode ser representada por diferentes desigualdades válidas.

Observe que a desigualdade (π,π0) ser válida para um poliedro não vazio P ⊆
Rn equivale a dizer que P ⊆ {x ∈ Rn : π⊤x ≤ π0} ou ainda que max{π⊤x : x ∈ P} ≤ π0.
Adicionalmente, F é uma face não vazia de P ̸= /0 se, e somente se, existe desigualdade
válida (π,π0) tal que max{π⊤x : x ∈ P}= π0 e F = argmax{π⊤x : x ∈ P}. Note também que
toda face de um poliedro é também poliedral.
Exercício 7.3.7 (Cont. exercício 7.3.2). A desigualdade (π,π0) = (−1,−1,1,1) é válida
para P, pois max{−x1− x2 + x3 : x ∈ P}= 1 = π0. Portanto, (π,π0) descreve uma face F
de P. Note que essa desigualdade não pertence à descrição original de P. Encontre
outra desigualdade válida que descreva a mesma face F.

Podemos caracterizar desigualdade válida e face de um poliedro como segue.

Proposição 7.3.4. (π,π0) é uma desigualdade válida para P(A,b) ̸= /0 se, e somente se,
π⊤= u⊤A e π0 ≥ u⊤b para algum u≥ 0. Mais ainda, F é uma face não vazia de P se, e
somente se, F = {x ∈ P : u⊤Ax = u⊤b} ̸= /0, para algum u≥ 0.
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Prova: (π,π0) é uma desigualdade válida se, e somente se, max{π⊤x : x ∈ P} ≤ π0. Por
dualidade linear, isso é equivalente a min{b⊤u : A⊤u = π,u≥ 0} ≤ π0. Note ainda que o
mínimo é igual a π0 se (π,π0) define face não vazia. Assim, tomando u como a solução
ótima do dual, o resultado segue.
Exercício 7.3.8 (Cont. exercício 7.3.3). Mostre que, se H ⊆ V induz um ciclo em G,
então ∑v∈H xv ≤ |H|/2 é válida para P. E que podemos substituir |H|/2 por ⌊|H|/2⌋
quando consideramos o conjunto P∩Zn em vez de P.

Acima, definimos face de P(A,b) a partir do hiperplano associado a uma (única)
desigualdade válida, que pode não pertencer à representação (A,b). Entretanto, po-
demos defini-la usando a interseção de (vários) hiperplanos relativos a desigualdades
de (A,b).

Proposição 7.3.5. F é face não vazia de P(A,b) se, e somente se, F = {x ∈Rn : (ai)⊤x =
bi ∀i ∈ I, (ai)⊤x≤ bi ∀i ∈M \ I} ̸= /0, para algum I ⊆M, I ⊇M=.

Prova: Inicialmente, derivamos um resultado auxiliar. Dado u ∈ Rm, u ≥ 0, defina
Iu = M=∪{i ∈M : ui > 0} e Fu = {x ∈Rn : (ai)⊤x = bi ∀i ∈ Iu,(ai)⊤x≤ bi ∀i ∈M \ Iu}. Vamos
mostrar que Fu = {x ∈ P : u⊤Ax = u⊤b}. Trivialmente, temos Fu ⊆ {x ∈ P : u⊤Ax = u⊤b}.
Reciprocamente, seja x ∈ P tal que u⊤(Ax−b) = 0. Como Ax ≤ b e A=x = b=, devemos
ter (ai)⊤x = bi para todo i ∈ Iu. Portanto, x ∈ Fu.

Agora suponha que F seja face não vazia. Pela proposição 7.3.4, existe u≥ 0 tal
que F = {x ∈ P : u⊤Ax = u⊤b} ̸= /0, ou seja, F = Fu. Isso mostra a implicação direta para
I = Iu. Para a inversa, suponha F = {x ∈ Rn : (ai)⊤x = bi ∀i ∈ I, (ai)⊤x≤ bi ∀i ∈M \ I} ̸= /0,
com I ⊇ M=. Então F = Fu para u ∈ Bm tal que ui = 1 se, e somente se, i ∈ I. Logo,
F = {x ∈ P : u⊤Ax = u⊤b} ̸= /0. Da proposição 7.3.4, segue que F é face não vazia.

Corolário 7.3.3. Toda face de uma face de P é uma face de P.

Exercício 7.3.9 (Cont. exercício 7.3.8). Apresente uma descrição da face induzida
por ∑v∈H xv ≤ |H|/2 usando apenas desigualdades da representação de P (algumas
transformadas em igualdades).

A partir da proposição 7.3.5, vemos que uma face F de um poliedro P(A,b) tem
como representação a matriz (A,b) estendida por (−(ai)⊤,−bi), para toda desigual-
dade (ai)⊤x ≤ bi que se torna igualdade em F. Por simplicidade, vamos usar (A=

F ,b
=
F )

e (A≤F ,b
≤
F ) para denotar as igualdades implícitas e desigualdades legítimas de F, res-

pectivamente.
A proposição 7.3.5 mostra também que o número de faces de um poliedro é finito.

Além disso, ela pode ser usada para estabelecer as dimensões dessas faces.

Proposição 7.3.6. Se F é face própria de P ̸= /0, então dim(F)≤ dim(P)−1.

Prova: Sendo F própria, podemos concluir da proposição 7.3.5 que M=
F ⊋ M=, isto

é, que existe i ∈ M=
F ∩M≤. Dado que ((ai)⊤,bi) não é combinação linear das linhas

de (A=,b=) e P ̸= /0, temos posto(A=
F ) > posto(A=). Pelo corolário 7.3.1, dim(F) =

n−posto(A=
F )< n−posto(A=) = dim(P).

Proposição 7.3.7. Suponha P(A,b)⊆Rn, não vazio. Se posto(A) = n−k, P tem face de
dimensão k,k+1, . . . ,dim(P) e nenhuma face não vazia de dimensão menor que k.

Prova: Seja F uma face não vazia de dimensão mínima em P. Como posto(A=
F ) ≤

posto(A) = n−k, então dim(F) = n−posto(A=
F )≥ k. Para mostrar a igualdade, considere

x̄ ∈ inn(F). Vamos mostrar que F ⊆ {y ∈ P : Ay = Ax̄}. Tome y ∈ F e d = x̄− y. Temos
que d,−d ∈N (A=

F ). Pelo lema 7.3.1, derivamos que Ad ≤ 0. Caso contrário, existiria
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i ∈M≤F tal que Fi := {x ∈ P : A=
F x = b=F ,(a

i)⊤x = bi} ̸= /0: um absurdo, pois Fi é face de P e
dim(Fi)< dim(F). Similarmente, concluímos que A(−d)≤ 0. Portanto, Ad = 0, ou seja,
Ay= Ax̄, mostrando que F ⊆{y∈ P : Ay= Ax̄}. Isso implica que dim(F)≤ n−posto(A) = k
e, por conseguinte, dim(F) = k.

Agora, seja F ̸= /0 uma face tal que dim(F) < dim(P). Devemos mostrar que
existe face de dimensão dim(F) + 1. Temos que M=

F ⊋ M= (ver proposição 7.3.5) e
que posto(A=

F ) > posto(A=). Assim, podemos reduzir o posto de A=
F de uma uni-

dade, removendo um subconjunto de linhas indexadas por I ⊆M=
F \M=, I ̸= /0. Defina

F ′ = {x ∈ Rn : (ai)⊤x = bi ∀i ∈ M=
F \ I, (ai)⊤x ≤ bi ∀i ∈ M≤F ∪ I}. Note que F ′ ̸= /0 (pois

F ′ ⊃ F), M=
F \ I ⊇ M= e, pela proposição 7.3.5, F ′ define face de P. Mais ainda

dim(F ′) = dim(F)+1, pois posto(A=
F ′ ) = posto(A=

F )−1.
Usando o exercício 7.3.1, caracterizamos os poliedros com faces de dimensão zero.

Corolário 7.3.4. Suponha P ̸= /0. P tem face de dimensão zero se, e somente se,
lin(P) = {0}. Em particular, P⊆ Rn

+ tem face de dimensão zero.

Exercício 7.3.10. Sejam F ⊆Rn uma face minimal não vazia de P(A,b) e x̄ ∈ F. Mostre
que F = x̄+ lin(P) e dim(F) = n−posto(A).

7.3.4 Facetas
As faces próprias maximais de P são chamadas facetas ou, precisamente:

Definição 7.3.6. Uma faceta de P é uma face não vazia F tal que dim(F) = dim(P)−1.

Como qualquer face, toda faceta é induzida por uma desigualdade válida. Po-
rém, pela proposição 7.3.5, essa desigualdade válida pode sempre ser escolhida entre
aquelas da representação original.

Corolário 7.3.5. Seja F face não vazia de P(A,b). F é faceta se, e somente se, existe
k ∈M≤ tal que F = {x ∈ P : (ak)⊤x = bk}.

Exercício 7.3.11 (cont. exercício 7.3.2). A desigualdade (π,π0) = (2,−7,2,2) é válida
para P. De fato, (π,π0) = 7(−1,−1,−1,−1)+ 9(1,0,1,1), ou seja, é uma combinação
cônica de duas desigualdades que definem P. Portanto, (π,π0) descreve uma face
F de P. Mais ainda, os pontos (1,0,0) e (0,0,1) pertencem a F, mostrando que
dim(F)≥ 1 = dim(P)−1. Por outro lado, (0,1,0)∈ P\F. Logo, F ⊂ P e, por conseguinte,
dim(F)≤ dim(P)−1. Temos então que F é uma faceta. Pelo corolário 7.3.5, existe pelo
menos uma desigualdade da descrição original de P que representa F. Encontre duas
dessas desigualdades.

Por outro lado, duas desigualdades quaisquer que induzem uma mesma faceta de
P diferem entre si (a menos de multiplicação por escalar) de uma combinação linear
das igualdades de P.

Teorema 7.3.1. Suponha dim(P) > 0. Seja F = {x ∈ P : π⊤x = π0} face de P = P(A,b).
São equivalentes as assertivas:

i) F é faceta;
ii) F ̸=P, e F⊆{x∈ P : λ⊤x=λ0} ⇒ (λ⊤,λ0)=α(π⊤,π0)+u⊤(A=,b=) para α ∈R, u∈

R|M= |;
iii) F ̸= /0, F ̸= P, e F ⊆ {x ∈ P : λ⊤x = λ0}⇒ λ⊤= απ⊤+u⊤A= para α ∈ R, u ∈ R|M= |.

Prova: (i)⇒ (ii) Admita que F é faceta, ou seja, F ̸= /0, F ̸= P e dim(F) = dim(P)−1 =

n− (posto(A=)+ 1). Então, posto(
[

A=

π⊤

]
) = posto(A=)+ 1. Suponha que F ⊆ {x ∈ P :
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λ⊤x = λ0}. Então, F = {x ∈ P : π⊤x = π0,λ⊤x = λ0}. Logo, posto(
[

A=

π⊤

]
) = posto(

[
A=

π⊤
λ⊤

]
).

Sendo F ̸= /0, (λ⊤,λ0) = α(π⊤,π0)+u⊤(A=,b=) para α ∈ R, u ∈ R|M= |.
(ii)⇒ (i) Admita que (ii) é verdadeira. Então, para i ∈M=

F , existem αi ∈R e ui ∈R|M= |

tais que ((ai)⊤,bi) = αi(π⊤,π0) + (ui)⊤(A=,b=), pois F ⊆ {x ∈ P : (ai)⊤x = bi}. Como
dim(F) < dim(P), ou melhor, posto(A=

F ) > posto(A=), deve existir k ∈M=
F tal que αk ̸=

0. Assim, obtemos (π⊤,π0) =
1

αk
((ak)⊤,bk)− (uk)⊤

αk
(A=,b=), de modo que ((ai)⊤,bi) =

αi
αk
((ak)⊤,bk)+(ui− αi

αk
uk)⊤(A=,b=) ∀i∈M=

F . Portanto, ((ai)⊤,bi) é combinação linear das

linhas de
[

A= b=

(ak)⊤ bk

]
∀i ∈M=

F , ou seja, posto(A=
F )≤ posto(A=)+1. Por conseguinte,

dim(F) = n−posto(A=
F ) ≥ n−posto(A=)−1 = dim(P)−1 ≥ 0. Como F ̸= P, concluímos

que F é faceta.
(ii)⇔ (iii) Trivialmente temos (ii)⇒ (iii), dado que (ii) (ou equivalentemente (i)) im-
plica F ̸= /0. Suponha agora (iii). Basta mostrar que λ0 = απ0 + u⊤b=. Como F ̸= /0,
então existe x ∈ F. Logo, λ0 = λ⊤x = (απ⊤+u⊤A=)x = απ0 +u⊤b=.

Corolário 7.3.6. Sejam F faceta de P(A,b) e (π,π0) uma desigualdade válida para P
que representa F. Então (λ ,λ0) é desigualdade válida que representa F se, e somente
se, (λ⊤,λ0) = α(π⊤,π0)+u⊤(A=,b=) para α > 0 e u ∈ R|M= |.

Prova: Suponha que (λ ,λ0) seja desigualdade válida que representa F, ou seja,
F = {x ∈ P : π⊤x = π0} = {x ∈ P : λ⊤x = λ0}. Pelo teorema 7.3.1, (λ⊤,λ0) = α(π⊤,π0)+
u⊤(A=,b=) para α ∈ R, u ∈ R|M= |. Note que α ̸= 0; caso contrário, (λ ,λ0) seria uma
igualdade de P. Além disso, α > 0, pois π⊤x ≤ π0, λ⊤x ≤ λ0 e A=x = b=, para todo
x ∈ P.

Suponha, agora, que (λ⊤,λ0) = α(π⊤,π0)+u⊤(A=,b=) para α > 0 e u ∈R|M= |. Note
que λ⊤x−λ0 = α(π⊤x−π0), para todo x ∈ P. Como α > 0, (λ ,λ0) é válida para P. Mais
ainda, {x ∈ P : λ⊤x = λ0}= {x ∈ P : π⊤x = π0}= F. Logo, (λ ,λ0) representa F.

No corolário acima é preciso que α > 0 (diferentemente do teorema 7.3.1), pois se
deseja que (λ ,λ0) seja desigualdade válida.

7.3.5 Descrição de poliedros via desigualdades
O corolário 7.3.6 sugere a definição de uma relação de equivalência entre as desi-

gualdades válidas de P.

Definição 7.3.7. Duas desigualdades válidas (λ ,λ0) e (π,π0) são equivalentes com
respeito a P(A,b) se

(λ⊤,λ0) = α(π⊤,π0)+u⊤(A=,b=), para algum α > 0 e u ∈ R|M
= |.

Note que, se (λ ,λ0) e (π,π0) são desigualdades equivalentes, no máximo uma
delas é necessária em uma representação de P. De fato, para todo x ∈ P, π⊤x≤ π0 se,
e somente se, λ⊤x ≤ λ0. Caso (π,π0) induza faceta, mostramos que exatamente uma
(qualquer) das desigualdades equivalentes a ela será necessária.

Lema 7.3.2. Seja F faceta de P. Exatamente uma (qualquer) das desigualdades que
representam F é necessária para descrever P.

Prova: Seja PF ̸= /0 o poliedro obtido de P(A,b) removendo-se todas as desigualdades
que representam F. Vamos mostrar que PF ̸= P, ou melhor, PF\P ̸= /0. Seja (π,π0)
uma desigualdade válida para P que representa F. Temos que π⊤ não é combinação
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linear das linhas de A=, ou seja, o sistema (A=)⊤u = π não tem solução. Pelo Lema de
Farkas, existe y ∈ Rn tal que A=y = 0 e π⊤y > 0. Note que y ∈N (A=

PF
) e F ⊆ PF . Seja

x̄∈ inn(F)⊆ inn(PF ). Pelo lema 7.3.1, existe ε > 0 tal que x̄+εy∈ PF . Mais ainda, como
π⊤y > 0 e π⊤x̄ = π0, temos π⊤(x̄+ εy) = π0 + επ⊤y > π0. Logo, x̄+ εy ∈ PF \P. Portanto,
uma (e exatamente uma qualquer) das desigualdades que representam F é necessária
para descrever P.

Por outro lado, as desigualdades legítimas que não induzem faceta podem ser
removidas de toda representação de P.

Lema 7.3.3. Seja F face de P ̸= /0 com dim(F) < dim(P)− 1. Nenhuma desigualdade
que representa F é necessária em qualquer representação de P.

Prova: Considere uma desigualdade (π,π0) que representa F e admita que ela pertence
à representação (A,b). Então, (π,π0) = (ar,br), para algum r ∈M≤. Defina P′ = {x ∈
Rn : A=x = b=, (ai)⊤x≤ bi, i ∈M≤ \{r}} e suponha, por absurdo, que P′ ̸= P(A,b). Então
existe x̂ ∈ Rn tal que A=x̂ = b=, (ai)⊤x̂ ≤ bi ∀i ∈M≤ \{r} e (ar)⊤x̂ > br. Vamos mostrar
que existe z ∈ F tal que

A=z = b=, (ai)⊤z < bi, ∀i ∈M≤\{r}, (ar)⊤z = br.

Isso resultaria em M≤\{r}⊆M≤F ⊊M≤, ou melhor, M=
F =M=∪{r}, implicando dim(F) =

n−posto(A=
F ) = n−posto(A=)−1 = dim(P)−1, o que contrariaria a hipótese.

Para determinar z, tome x̄∈ inn(P). Temos que A=x̂=A=x̄= b=, (ar)⊤x̂> br > (ar)⊤x̄

e (ai)⊤x̂ ≤ bi, (ai)⊤x̄ < bi, para todo i ∈ M≤ \ {r}. Defina ε = br−(ar)⊤x̄
(ar)⊤x̂−(ar)⊤x̄

e note que
ε ∈ (0,1). Seja z = (1− ε)x̄+ ε x̂. Então A=z = b= e (ar)⊤z = (ar)⊤x̄+ ε(ar)⊤(x̂− x̄) = br.
Mais ainda, para todo i ∈M≤ \{r}, (ai)⊤z = (1− ε)(ai)⊤x̄+ ε(ai)⊤x̂ < bi.

A proposição 7.3.3, o corolário 7.3.1 e os lemas 7.3.2 e 7.3.3 levam-nos a concluir
que:

Teorema 7.3.2. Seja P ⊆ Rn, P ̸= /0. Uma descrição minimal de P é {x ∈ Rn : (ai)⊤x =
bi, i ∈ {1, . . . ,k}, (ai)⊤x≤ bi, i ∈ {k+1, . . . ,k+ t}} se, e somente se:

i) k = n−dim(P), t é o número de facetas de P,
ii) afim(P) = {x ∈ Rn : (ai)⊤x = bi, i ∈ {1, . . . ,k}} e
iii) cada faceta de P é {x ∈ P : (ai)⊤x = bi}, para todo i ∈ {k+1, . . . ,k+ t}.

Se P tem dimensão plena, P tem descrição minimal única (a menos de múltiplos), em
que cada desigualdade induz uma faceta diferente.

Exercício 7.3.12 (cont. exercício 7.3.2). Determine um sistema minimal que descreva
P.

7.3.6 Vértices e direções extremas
A descrição de poliedros através de desigualdades válidas é comumente denomi-

nada representação externa. Outra forma de descrição, que se chama representação
interna, dá-se através de pontos e direções extremas.

Definição 7.3.8. Seja C ⊆ Rn um conjunto convexo. Um ponto x ∈ C é um ponto
extremo ou vértice de C se x = 1

2 x1 + 1
2 x2, com x1,x2 ∈ C, implica que x1 = x2. Um

vetor d ∈ rec(C)\{0} é uma direção (de recessão) extrema de C se d = 1
2 d1 + 1

2 d2, com
d1,d2 ∈ rec(C)\{0}, implica que d1 = λd2 para algum λ ̸= 0.

A figura 7.14 destaca em negrito os vértices e direções extremas de um poliedro
P.
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Exercício 7.3.13. Se d é uma direção extrema e d = 1
2 d1 + 1

2 d2, com d1,d2 ∈ rec(C),
então d1 = λ1d e d2 = λ2d, para λ1 ̸= 0 ou λ2 ̸= 0.

Note que, se d é uma direção de recessão, λd também o será, para todo λ > 0.
Sendo assim, para identificarmos as direções de recessão (em particular extremas)
basta considerarmos direções normalizadas.

Vamos caracterizar vértices e direções extremas como faces de P e rec(P), respecti-
vamente. Consideramos a seguinte notação adicional: dados um poliedro P(A,b) e um
ponto x ∈ P, denotamos (A=

x ,b
=
x ) a submatriz de (A,b) formada pelas linhas ((ai)⊤,bi)

tais que (ai)⊤x = bi. Note que (A=
x ,b

=
x ) = (A=

P ,b
=
P ) se x ∈ inn(P).

Lema 7.3.4. Seja x ∈ P(A,b). Se F é face de menor dimensão de P contendo x, então
x ∈ inn(F) e, portanto, (A=

x ,b
=
x ) = (A=

F ,b
=
F ).

Prova: Suponha, pela contrapositiva, que x ∈ F \ inn(F). Logo, existe i ∈M≤F tal que
(ai)⊤x = bi. Em outras palavras, x pertence à face F ′ := {y ∈ P : A=

F y = b=F ,(a
i)⊤y = bi}.

Portanto, F não é uma face de menor dimensão contendo x.

Proposição 7.3.8. As seguintes equivalências são verdadeiras: (i) x é ponto extremo
de P se, e somente se, {x} é face de dimensão zero de P; (ii) d é direção extrema de P
se, e somente se, rec(P)∩{λd : λ ∈ R} é face unidimensional de rec(P).

Prova: Para mostrar (i), primeiro suponha que x seja ponto extremo de P(A,b) e
seja F a menor face de P contendo x. É suficiente mostrar que F = {x}, ou melhor,
F ⊆ {x}. Tome y ∈ F. Temos que x ∈ inn(F) (pelo lema 7.3.4) e x− y,y− x ∈N (A=

F ).
Usando o Lema 7.3.1, deduzimos que existe ε > 0 tal que x1 = x+ ε(y− x) ∈ F ⊆ P e
x2 = x− ε(y− x) ∈ F ⊆ P. Como x = 1

2 x1 + 1
2 x2, segue que x = x1 = x2, implicando y = x.

Admita agora que {x} é face de dimensão zero de P(A,b)⊆ Rn. Então, posto(A=
x ) = n,

de modo que existe (Ã, b̃), uma submatriz de (A=
x ,b

=
x ), tal que Ãn×n é invertível e Ãx = b̃.

Tome x1,x2 ∈ P tais que x = 1
2 x1 + 1

2 x2. Então, b̃ = Ãx = 1
2 (Ãx1 + Ãx2). Como Ãx1 ≤ b̃

e Ãx2 ≤ b̃, concluímos que Ãx1 = Ãx2 = b̃, ou seja, x = x1 = x2. Portanto, x é ponto
extremo.

Para mostrar (ii), lembre que rec(P) = {d ∈ Rn : Ad ≤ 0}. Então, para d ∈ rec(P),
A=

d denota a submatriz de A formada pelas linhas (ai)⊤ tais que (ai)⊤d = 0.
Suponha que d seja direção extrema de P. Seja F a menor face de rec(P) contendo

d e F ′ = rec(P)∩{λd : λ ∈R}. Como dim(F ′) = 1, é suficiente mostrar que F ′ = F. Pelo
lema 7.3.4, concluímos que d ∈ inn(F) e F = {y ∈ rec(P) : A=

d y = 0}. Claramente, F ′ ⊆ F.
Tome agora y∈ F ⊆ rec(P). Como d−y,y−d ∈N (A=

F ), pelo Lema 7.3.1, deduzimos que
existe ε > 0 tal que d1 = d+ε(y−d)∈ F e d2 = d−ε(y−d)∈ F. Dado que d = 1

2 d1 + 1
2 d2,

devemos ter d1 = λ1d e d2 = λ2d (exercício 7.3.13). Portanto, y = λ1+ε−1
ε d, levando a

y ∈ F ′.
Finalmente, suponha que F ′ = rec(P)∩{λd : λ ∈ R} seja face unidimensional de

rec(P). Então d ̸= 0, A=
F ′ =A=

d e, por conseguinte, posto(A=
d )= n−1. Pelo corolário 7.3.1,

dim(S) = 1, onde S = {y ∈ Rn : A=
d y = 0}. Logo, S é o subespaço gerado pelo vetor d,

isto é, S = {λd : λ ∈ R}. Sejam d1,d2 ∈ rec(P) \ {0} tais que d = 1
2 d1 + 1

2 d2. Como
Ad1 ≤ 0, Ad2 ≤ 0 e 0 = A=

d d = 1
2 A=

d d1 + 1
2 A=

d d2, devemos ter A=
d d1 = A=

d d2 = 0, ou seja,
d1,d2 ∈ S. Logo, d1 = λ1d e d2 = λ2d, com λ1,λ2 ̸= 0. Assim, d1 = λd2, para λ = λ1/λ2 ̸= 0,
mostrando que d é direção extrema.

Corolário 7.3.7. Todo poliedro tem um número finito de vértices e direções extremas
(normalizadas).

Exercício 7.3.14. Mostre que, se R é o conjunto das direções extremas normalizadas
de P, então cone(R) = rec(P).
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Note que a face unidimensional de rec(P) definida por uma direção extrema d,
isto é, rec(P)∩{λd : λ ∈R}, é igual a {λd : λ ∈R}, se d ∈ lin(P), ou igual a {λd : λ ≥ 0},
se d ∈ rec(P) \ lin(P). Observe também que podemos caracterizar vértice e direção
extrema alternativamente como:

Corolário 7.3.8. Para P(A,b), temos que: (i) x é ponto extremo de P se, e somente
se, x ∈ P e posto(A=

x ) = n; (ii) d é direção extrema de P se, e somente se, d ∈ rec(P) e
posto(A=

d ) = n−1 (nesse caso, as igualdades referem-se à descrição (A,0) de rec(P)).

Proposição 7.3.9. Se P é racional, então seus vértices são racionais e suas direções
extremas são múltiplos de vetores inteiros.

Prova: Sendo P(A,b) racional, podemos considerar que (A,b) é racional. Se x̄ é vértice,
pelo corolário 7.3.8, concluímos que x̄ é solução do sistema A=

x̄ x= b=x̄ , onde posto(A=
x̄ ) =

n. Pela Regra de Cramer, deduzimos que x̄ ∈ Qn. Considere agora uma direção
extrema d̄ ̸= 0 de P. Sem perda de generalidade, podemos supor que d̄1 =±1. Também
pelo corolário 7.3.8, temos que d̄ é solução de A=

d̄ d = 0 e d1 = d̄1, com posto(A=
d̄ ) = n−1.

Concluímos, pois, que d̄ é solução de um sistema linear com coeficientes racionais
A′d = b′, onde posto(A′) = n. Novamente, obtemos que d̄ ∈ Qn e, por conseguinte, d̄
tem um representante λ d̄ ∈ Zn, para λ > 0.

7.3.7 Descrição de poliedros por vértices e direções extremas
Neste ponto, podemos derivar a representação interna de um poliedro. Por sim-

plicidade, vamos considerar apenas poliedros com vértices. Admitir que um poliedro
P(A,b) ̸= /0 tem vértice equivale a supor lin(P) = {0} ou, ainda, posto(A) = n (ver exer-
cício 7.3.1 e corolário 7.3.4). Tal hipótese é satisfeita, por exemplo, quando P ⊆ Rn

+,
condição que pode ser sempre obtida no caso de programação linear e programação
inteira (com uma mudança de variáveis, caso necessário).

O clássico teorema a seguir estabelece que todo poliedro é a soma do fecho convexo
de seus vértices com o fecho cônico de suas direções extremas (ver figura 7.15).

Teorema 7.3.3 (Teorema de Minkowski). Suponha P ̸= /0 e lin(P) = {0}. Existem
conjuntos finitos Q e R, Q ̸= /0, tais que P = conv(Q)+ cone(R). Se P é racional, então
Q⊂Qn e R⊂ Zn. Em particular, podemos tomar Q e R como os conjuntos de vértices
e direções extremas de P, respectivamente.

Prova: Sejam Q = {xk : k ∈ K} e R = {d j : j ∈ J} os conjuntos de vértices e direções
extremas de P. Pelo corolário 7.3.4 e proposição 7.3.8, Q ̸= /0. Defina P′ = conv(Q)+
cone(R). Tome x ∈ P′. Então x = y+d, onde y ∈ P (pois P é convexo) e d ∈ cone(R) =
rec(P). Logo, x ∈ P, mostrando que P′ ⊆ P. Suponha, por absurdo, que exista ȳ ∈ P\P′.
Então não existe (λ ,µ) ∈ R|K|+ ×R

|J|
+ tal que

∑
k∈K

xkλk + ∑
j∈J

d jµ j = ȳ e ∑
k∈K
−λk =−1.

Pelo Lema de Farkas, existe (π,π0) ∈ Rn×R tal que:

π⊤d j ≤ 0 ∀ j ∈ J, π⊤xk−π0 ≤ 0 ∀k ∈ K e π⊤ȳ−π0 > 0. (7.5)

O primeiro conjunto de desigualdades em (7.5) leva a π⊤d ≤ 0, para todo d ∈ rec(P).
Sendo P=P(A,b), temos que {d : Ad≤ 0,π⊤d > 0}= /0. Novamente pelo Lema de Farkas,
existe u ≥ 0 tal que A⊤u = π. Então, para todo x ∈ P, π⊤x = u⊤Ax ≤ u⊤b. Como P ̸= /0
é um conjunto fechado, isso mostra que existe α ∈ R tal que max{π⊤x : x ∈ P} = α,
ou melhor, que a face F := {x ∈ P : π⊤x = α} é não vazia. Como posto(A) = n, pelas
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proposições 7.3.7 e 7.3.8, F contém vértice. Posto que todo vértice de F é vértice de
P, concluímos que existe k ∈ K tal que max{π⊤x : x ∈ P}= π⊤xk. Isto leva a π⊤ȳ≤ π⊤xk,
o que contradiz os dois últimos blocos de desigualdades em (7.5). Portanto, P⊆ P′.

A conclusão que Q⊂Qn e R⊂ Zn quando P é racional advém da proposição 7.3.9.

Quando L := lin(P) ̸= {0}, podemos obter uma generalização do resultado acima,
decompondo P= L+(P∩L⊥) e observando que lin(P∩L⊥)= {0} (ver por exemplo [190]).
Exercício 7.3.15. Mostre que (π,π0) é válida para P se, e somente se, π⊤x ≤ π0, para
todo x vértice de P, e π⊤d ≤ 0, para todo d direção extrema de P.

Para mostrarmos uma recíproca para o teorema 7.3.3, vamos derivar algumas pro-
priedades sobre projeção de poliedros. Dado um poliedro P⊆×Rp, com pontos descri-
tos pelo par (x,y)∈Rn×Rp, definimos projx(P) = {x∈Rn : (x,y)∈ P para algum y∈Rp}.

Lema 7.3.5. Se P = {(x,y) ∈ Rn×Rp : Ax+Gy ≤ b}, então projx(P) = {x ∈ Rn : (vi)⊤(b−
Ax)≥ 0,∀i∈ I}, em que {vi}i∈I é o conjunto de direções extremas de Q = {v∈Rm : G⊤v =
0,v≥ 0}.

Prova: Note que x̄ ∈ projx(P) se, e somente se, {y ∈ Rp : Gy ≤ b− Ax̄} ̸= /0, o que
equivale, pelo Lema de Farkas, a {v ∈ Q : (b−Ax̄)⊤v < 0} = /0. Como Q = rec(Q) ̸= /0,
isso é o mesmo que (vi)⊤(b−Ax̄)≥ 0, para todo i ∈ I.

Corolário 7.3.9. projx(P) é um poliedro. Se P é racional, projx(P) também o é.

Exercício 7.3.16. Para poliedros P,P′ ⊂ Rn, mostre que P+P′ é poliedro.
O corolário acima é uma ferramenta bastante útil para mostrar que um conjunto

é poliedral. Em particular, podemos obter a seguinte recíproca para o Teorema de
Minkowski.

Teorema 7.3.4 (Teorema de Weyl). Sejam Q ⊂ Rn e R ⊂ Rn conjuntos finitos e P =
conv(Q)+cone(R). Então, P é um poliedro (racional, se Q e R são racionais). Se Q ̸= /0,
então rec(P) = cone(R).

Prova: Sejam An×|Q| e Bn×|R| as matrizes cujas colunas são os vetores de Q e R,
respectivamente. Defina o poliedro P′ = {(x,y,z) ∈Rn×R|Q|+ ×R

|R|
+ : x = Ay+Bz,∑|Q|k=1 yk =

1}. Como P = projx(P′), o primeiro resultado segue do corolário 7.3.9.
Suponha agora Q ̸= /0. Seja d ∈ cone(R). Tome x ∈ Q ⊂ P e α ≥ 0. Então x+

αd ∈ conv(Q)+cone(R) = P, mostrando que d ∈ rec(P) e, consequentemente, cone(R)⊆
rec(P). Suponha, por absurdo, que exista d ∈ rec(P) \ cone(R). Então não existe
µ ∈R|Q|+ tal que Bµ = d. Pelo Lema de Farkas, existe π tal que π⊤B≤ 0 e π⊤d > 0. Como
d ∈ rec(P) e π⊤d > 0, temos que o problema max{π⊤x : x∈P} é ilimitado. Por outro lado,
podemos mostrar que π⊤x é limitado superiormente em P, levando a uma contradição.
De fato, se x ∈ P, então x = Aλ +Bµ para algum µ ≥ 0 e λ ≥ 0, satisfazendo ∑|Q|i=1 λi = 1.
Desse modo, π⊤x = π⊤Aλ + π⊤Bµ ≤ π⊤Aλ ≤ maxy∈Q{π⊤y}∑|Q|i=1 λi = maxy∈Q{π⊤y}, em
que as desigualdades decorrem de π⊤B≤ 0, µ ≥ 0 e λ ≥ 0. Pela contradição, obtemos
rec(P)⊆ cone(R).

Quando P é limitado, ou seja, um politopo, temos que lin(P) = rec(P) = {0}. Os
teoremas de Minkowski e Weyl nos levam à seguinte caracterização.

Corolário 7.3.10. Politopo é o fecho convexo de um número finito de pontos.

Também a partir do Teorema de Minkowski obtemos facilmente os seguintes
resultados sobre programação linear, que serão úteis adiante.
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Teorema 7.3.5. Sejam P ̸= /0 com lin(P) = {0}, c∈Rn e (PL) o problema max{c⊤x : x∈P}.
Então: (i) (PL) tem solução ótima se, e somente se, P possui vértice x∗ tal que
c⊤x∗ ≥ c⊤x, para todo x ∈ P, e (ii) (PL) é ilimitado se, e somente se, P possui direção
extrema d∗ tal que c⊤d∗ > 0.

Prova: Se P possui vértice (resp. direção extrema) com a propriedade desejada,
diretamente concluímos que (PL) tem solução ótima (resp. é ilimitado). Para obter
as implicações diretas, considere Q = {xk : k ∈ K} ̸= /0 e R = {d j : j ∈ J} os conjuntos
de vértices e direções extremas de P. Seja x ∈ P. Pelo teorema 7.3.3, existem αk ≥ 0,
k ∈ K, e β j ≥ 0, j ∈ J, com ∑k∈K αk = 1, tais que x = ∑k∈K αkxk +∑ j∈J β jd j. Tome x∗ ∈
argmax{c⊤xk : k ∈ K}. Assim,

c⊤x≤ c⊤x∗+ ∑
j∈J

β jc⊤d j.

Se c⊤d j ≤ 0, para todo j ∈ J, então c⊤x ≤ c⊤x∗ e, portanto, (PL) não é ilimitado. Isso
mostra a implicação direta em (ii), pela contrapositiva. Além disso, por (ii), se (PL)
tem solução ótima, deve ocorrer c⊤d j ≤ 0, para todo j ∈ J, levando a c⊤x≤ c⊤x∗.

Podemos especializar a primeira parte do teorema acima e mostrar que todo
vértice é a única solução ótima para pelo menos um vetor c.

Teorema 7.3.6. Para todo vértice x̄ de P, existe c ∈ Rn tal que x̄ é a única solução
ótima de max{c⊤x : x ∈ P}. Caso P seja racional, podemos tomar c ∈ Zn.

Prova: Sejam P = P(A,b) e c = ∑i∈M=
x̄

ai. Tome x ∈ P\{x̄}. Como x̄ é face de dimensão
zero de P, existe i ∈ M=

x̄ tal que (ai)⊤x < bi. Posto que (ai)⊤x ≤ bi, para todo i ∈ M,
segue que

c⊤x = ∑
i∈M=

x̄

(ai)⊤x < ∑
i∈M=

x̄

bi = ∑
i∈M=

x̄

(ai)⊤x̄ = c⊤x̄.

Portanto, x̄ é a única solução ótima. Caso P seja racional, podemos considerar que
ai ∈Qn e, por conseguinte, c∈Qn. Então existe λ > 0 tal que ĉ = λc∈Zn leva à mesma
solução ótima.

7.4 Fecho inteiro
Nesta seção, queremos estudar a envoltória convexa de pontos inteiros de um po-

liedro racional. Mostramos que tal conjunto também é um poliedro racional e que sua
caracterização é importante na resolução de problemas de otimização combinatória e
de programação inteira.

7.4.1 Caracterização
Definição 7.4.1. O fecho inteiro (ou envoltória inteira) de um poliedro P⊆ Rn, deno-
tado por PI , é o fecho convexo dos pontos inteiros em P, ou seja, PI = conv(P∩Zn).

Para a caracterização de PI , usamos os seguintes resultados auxiliares.

Lema 7.4.1. Sejam A,B⊆ Rn. Então:
i) conv(A+B) = conv(A)+conv(B),
ii) conv((A+B)∩Zn)⊇ conv(A∩Zn)+conv(B∩Zn),
iii) se A = cone(a1, . . . ,ak), {a1, . . . ,ak} ⊂ Zn, então A = conv(A∩Zn).

Prova:
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i) Seja z ∈ conv(A+B). Então z = ∑i αizi, onde ∑i αi = 1 e, para todo i, αi ≥ 0,
zi = xi +yi, xi ∈ A, yi ∈ B. Logo, z = x+y, onde x = ∑i αixi ∈ conv(A) e y = ∑i αiyi ∈
conv(A), ou seja, z ∈ conv(A)+conv(B). Tome agora z ∈ conv(A)+conv(B). En-
tão z = x+ y, onde x = ∑i αixi, y = ∑ j β jy j, com ∑i αi = ∑ j β j = 1 e, para todos
i, j, αi,β j ≥ 0, xi ∈ A, y j ∈ B. Definindo θi j = αiβ j e zi j = xi + y j, temos que
z = ∑i ∑ j β jαixi +∑ j ∑i αiβ jy j = ∑i ∑ j θi jzi j, com ∑i ∑ j θi j = ∑i αi ∑ j β j = 1 e, para
todos i, j, θi j ≥ 0 e zi j ∈ A+B. Portanto, z ∈ conv(A+B).

ii) conv(A∩Zn)+ conv(B∩Zn) = conv((A∩Zn)+(B∩Zn))⊆ conv((A+B)∩Zn)), em
que a igualdade segue do primeiro item e a inclusão decorre de (A∩Zn)+(B∩
Zn)⊆ ((A+B)∩Zn).

iii) Como A∩Zn ⊆ A e A é convexo, temos que conv(A∩Zn) ⊆ A. Para a inclusão
inversa, tome x ∈ A. Se x = 0, trivialmente x ∈ conv(A∩Zn). Do contrário,
x = ∑i∈I αiai para I ̸= /0, I ⊆ {1,2, . . . ,k}, αi > 0,∀i ∈ I. Defina α = ∑i∈I⌈αi⌉ ∈ Z,
βi = αi/α > 0, para todo i ∈ I, β0 = 1−∑i∈I βi ≥ 0 e a0 = 0 ∈ A. Então, x =

∑i∈I∪{0} βi(αai), com ∑i∈I∪{0} βi = 1, βi ≥ 0 e αai ∈ A∩Zn, para todo i ∈ I ∪{0}.
Logo, x ∈ conv(A∩Zn).

Teorema 7.4.1 ([166]). Seja P um poliedro não vazio, racional, com lin(P)= {0}. Então
PI é um poliedro racional. Mais ainda, se PI ̸= /0, então rec(PI) = rec(P).

Prova: Pelo teorema 7.3.3, P =C+D, onde C = conv(Q), D = cone(R) = rec(P), Q⊂Qn

é o conjunto (não vazio) de vértices de P e R = {d j : j ∈ J}⊂Zn é o conjunto de direções
extremas de P. Defina o poliedro B = {∑ j∈J µ jd j : 0≤ µ j ≤ 1∀ j ∈ J}. Note que C+B é
um poliedro limitado contido em P. Além disso, D=DI pelo lema 7.4.1(iii). Queremos
mostrar que PI = (C+B)I +D. Com isso, observando que (C+B)∩Zn é um conjunto
finito, os resultados seguem pelo teorema 7.3.4.

Primeiro, devido a C+B ⊆ P, D = DI e o lema 7.4.1(ii), temos que (C+B)I +D ⊆
PI +DI ⊆ (P+D)I = PI . Para a inclusão inversa, posto que (C+B)I +D é um poliedro
e, portanto, convexo, é suficiente mostrar que tal conjunto contém P∩Zn. Seja então
y ∈ P∩Zn, isto é, y = x + d ∈ Zn, onde x ∈ C e d = ∑ j∈J µ jd j ∈ D, com µ j ≥ 0 para
todo j ∈ J. Note que d = d̄ + d̂, onde d̄ = ∑ j∈J(µ j −⌊µ j⌋)d j ∈ B e d̂ = ∑ j∈J⌊µ j⌋d j ∈ D.
Considerando ainda que y = (x+ d̄)+ d̂ ∈Zn e d̂ ∈Zn, concluímos que x+ d̄ ∈ (C+B)∩Zn

e, por conseguinte, y ∈ (C+B)I +D.
Como antecipado na seção 9.1, o fecho inteiro permite a definição de um problema

linear equivalente a (7.1). Considere novamente nosso problema alvo

(P) max{c⊤x : x ∈ P∩Zn},

em que c ∈ Rn e P é um poliedro racional. Estudamos a seguir suas relações com os
problemas de programação linear:

(PI) max{c⊤x : x ∈ PI} e (PL) max{c⊤x : x ∈ P}.

Proposição 7.4.1. Os problemas (P) e (PI) são equivalentes no seguinte sentido:
i) (P) é inviável se, e somente se, (PI) é inviável;
ii) (P) é ilimitado se, e somente se, (PI) é ilimitado;
iii) (P) tem solução ótima se, e somente se, (PI) tem solução ótima; mais ainda,

toda solução ótima de (P) é solução ótima de (PI) e toda solução ótima de
(PI) que é vértice de PI é solução ótima de (P).

Prova: O item i) segue do fato de que PI = /0 se, e somente se, P∩Zn = /0.
Podemos então admitir P∩Zn ̸= /0 para mostrar ii). Pelo teorema 7.4.1, rec(PI) =

rec(P), o que significa que (PI) é ilimitado se, e somente se, (PL) é ilimitado. Se (PL) é
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ilimitado, então, pelo teorema 7.3.5 e proposição 7.3.9, existe d ∈ Zn, direção extrema
de P, tal que c⊤d > 0. Seja x ∈ P∩Zn. Temos que x+αd ∈ P∩Zn, para todo α ∈ Z+.
Logo, (P) é ilimitado. Por outro lado, se (P) é ilimitado, então (PL) é ilimitado, pois
P∩Zn ⊆ P.

Agora mostramos a segunda parte de (iii), que leva à primeira. Seja x∗ ∈ P∩Zn

uma solução ótima de (P). Tome x ∈ PI , ou seja, x = ∑i αixi, com ∑i αi = 1, αi ≥ 0 e
xi ∈P∩Zn para todo i. Como c⊤xi≤ c⊤x∗, obtemos c⊤x=∑i αic⊤xi≤ c⊤x∗, mostrando que
x∗ é ótimo para (PI). Suponha agora que (PI) tenha solução ótima. Pelo teorema 7.3.5,
uma das soluções ótimas é um vértice x∗ de PI , que é um ponto inteiro e, portanto,
viável para (P). Logo, o valor ótimo de (P) é no mínimo c⊤x∗. Por outro lado, como
P∩Zn ⊆ PI , o valor ótimo de (P) é no máximo o de (PI). Concluímos então que x∗ é
ótimo para (P).

Proposição 7.4.2. Se P∩Zn ̸= /0, então:
i) (P) é ilimitado se, e somente se, (PL) é ilimitado;
ii) (P) tem solução ótima se, e somente se, (PL) tem solução ótima; o valor ótimo

de (PL) é um limite superior para o valor ótimo de (P).

Prova: Suponha P∩Zn ̸= /0, implicando que (P) e (PL) sejam ambos viáveis. Conforme
prova da proposição 7.4.1(ii), temos que (P) é ilimitado se, e somente se, (PL) é
ilimitado. Consequentemente, um dos problemas tem solução ótima se, e somente se,
o outro também possui. E o valor ótimo de (PL) é no mínimo o de (P), posto que
P⊇ P∩Zn.

7.4.2 Determinação da dimensão
Como PI é um poliedro, valem os resultados obtidos na seção 7.3 para conjuntos

poliedrais. Em particular, usamos aqui as propriedades derivadas na subseção 7.3.2
para detalhar formas de determinar a dimensão de PI . Primeiro, lembre que dim(S) =
dim(conv(S)) para qualquer conjunto S. Além disso, se (π,π0) é válida para S e H =
{x : π⊤x = π0}, então conv(S)∩H = conv(S∩H) (exercício 7.3.6). Logo, podemos usar
apenas vetores afim-independentes de P∩Zn para determinar a dimensão de PI e suas
faces.

Consideramos, ao longo desta subseção, que PI ̸= /0.
Para mostrarmos que dim(PI) = k, podemos demonstrar alternativamente que:

d: existe matriz (D,d) tal que posto(D)= n−k, Dx= d ∀x∈PI e ocorre um dos seguintes
casos:

d1: P contém k+1 pontos inteiros afim-independentes, ou
d2: PI ⊆ {x ∈ Rn : a⊤x = a0}⇒ (a⊤,a0) = u⊤(D,d) para algum u, ou
d3: afim(PI) = {x : Dx = d}, ou melhor, todo ponto que satisfaz Dx = d é combi-

nação afim de pontos inteiros de P;

d’: P contém k + 1 pontos inteiros afim-independentes e todo ponto inteiro de P é
combinação afim destes.

Em particular, para concluirmos que PI ⊆Rn tem dimensão plena, podemos usar uma
das seguintes alternativas:
D1: P contém n+1 pontos inteiros afim-independentes, ou
D2: PI ⊆ {x ∈ Rn : a⊤x = a0}⇒ a = 0,a0 = 0, ou
D3: afim(PI) =Rn, ou melhor, todo ponto em Rn é combinação afim de pontos inteiros

de P.
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Exercício 7.4.1 (cont. exercício 7.3.3). O conjunto dos vetores de incidência de con-
juntos independentes em um grafo G = (V,E), com V = {1,2, . . . ,n}, é P∩Zn, onde

P = {x ∈ Rn : xu + xv ≤ 1∀uv ∈ E, 0≤ xu ≤ 1∀u ∈V}.
Logo, PI é o politopo de conjuntos independentes. Para u ∈ {1,2, . . . ,n}, seja eu ∈ Bn

tal que eu
j = 1, se u = j, e eu

j = 0, caso contrário. Defina C = {eu : u ∈ V} ∪ {0} e
note que C ⊂ PI . Podemos mostrar que PI tem dimensão plena através das seguintes
alternativas:
D1: O conjunto C contém n+1 pontos afim-independentes.
D2: Suponha PI ⊆ {x ∈Rn : a⊤x = a0}. Como 0 ∈ PI , temos que a0 = 0. Para todo u ∈V ,

como eu ∈ PI , temos que au = a⊤eu = a0 = 0.
D3: Seja x∈Rn. Como x=∑u∈V xueu =∑u∈V xueu+(1−∑u∈V xu)0, temos que x∈ afim(C)⊆

afim(PI).
Exercício 7.4.2 (cont. exercício 7.3.4). Sejam D= (V,A) um digrafo acíclico com |V |= n
e |A|= m, N−(v) = {u : uv ∈ A} para v ∈V e S = {v : N−(v) = /0}. Considere o politopo PI ,
onde

P = {x ∈ Rn+m : xvv + ∑
u∈N−(v)

xuv ≥ 1 ∀v ∈V, (7.6)

0≤ xuv ≤ 1 ∀v ∈V ∀u ∈ N−(v)∪{v}}.
Note que (7.6) torna-se xuv ≥ 1 quando v ∈ S. Portanto, xvv = 1, para todo v ∈ S,
constituem |S| igualdades implícitas, linearmente independentes, de PI . Denote por
Dx = d esse sistema de igualdades. Assim, posto(D) = |S| e, por conseguinte, dim(PI)≤
n+m−|S|. Podemos mostrar que esse limite superior é atingido através de uma das
seguintes alternativas:
d1: Para v ∈V , u ∈ N−(v), defina euv ∈ Bn+m tal que euv

wz = 1, se w = u e z = v, e euv
wz = 0,

caso contrário. Considere o conjunto de m+n−|S|+1 pontos dado por
X = ∑u∈V euu, Xuv = X + euv ∀(u,v) ∈ A,
Xv = X− evv + er(v)v ∀v ∈V \S com r(v) ∈ N−(v).

(7.7)

Esses pontos pertencem a PI e são AI (ver exercício 7.3.4).
d2: Suponha PI ⊆ {x ∈ Rn : a⊤x = a0}. Seja (u,v) ∈ A. Como X ,Xuv ∈ PI , temos que

a⊤(Xuv−X) = 0, ou seja, auv = 0. Seja v ∈ V \ S. Dado que X ,Xv ∈ PI , obtemos
a⊤(Xv−X) = ar(v)v−avv = 0, ou ainda, avv = ar(v)v = 0. Adicionalmente, por X ∈ PI

calculamos a0 = a⊤X = ∑v∈S avv. Tomando µv = avv, para todo v ∈ S, obtemos
então que (a⊤,a0) = µ⊤(D,d).

d3: Seja x∈Rn tal que xvv = 1 para todo v∈ S. Desejamos mostrar que x é combinação
afim dos pontos em (7.7), ou seja, que existem α0, αuv, para todo (u,v) ∈ A, e
αv, para todo v ∈ V \ S, tais que x = α0X +∑(u,v)∈A αuvXuv +∑v∈V\S αvXv e 1 =
α0 +∑(u,v)∈A αuv +∑v∈V\S αv. Mais precisamente, queremos que tenha solução o
sistema

α0 + ∑
(u,v)∈A

αuv + ∑
v∈V\S

αv =1

α0 + ∑
(u,v)∈A

αuv + ∑
v∈V\(S∪{u})

αv =xuu ∀u ∈V \S

αuv =xuv ∀(u,v) ∈ A,u ̸= r(v)

αuv +αv =xuv ∀(u,v) ∈ A,u = r(v).

Verifique que uma solução é dada por α0 = 1−∑(u,v)∈A xuv, αu = 1− xuu, para
u ∈V \S, e αuv igual a xuv (se u ̸= r(v)) ou xuv + xvv−1 (se u = r(v)).
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Observe que a estratégia d’ é obtida pela conjunção de d1, d3 e o fato de que P⊆ {x :
Dx = d}.

7.4.3 Obtenção de facetas
Consideramos, ao longo desta subseção, que PI ̸= /0. Similarmente à anterior,

usando os resultados da subseção 7.3.4, podemos mostrar quando uma desigualdade
(π,π0), válida para PI , induz faceta F = {x ∈ PI : π⊤x = π0}. Primeiro, devemos verificar
que F ̸= PI , ou melhor, PI \F ̸= /0. Então, tendo PI ⊆Rn dimensão k e sendo (D,d) uma
matriz que satisfaça posto(D) = n−k e Dx = d ∀x ∈ PI , podemos mostrar (entre outras
possibilidades) que:
f1: F contém k pontos inteiros afim-independentes, ou

f2: F ⊆ {x ∈ PI : a⊤x = a0} ⇒ (a⊤,a0) = α(π⊤,π0)+ u⊤(D,d) para algum α e u (ou sim-
plesmente a⊤= απ⊤+u⊤D para algum α e u, caso F ̸= /0), ou

f3: todo ponto em {x : Dx = d,π⊤x = π0} é combinação afim de pontos inteiros de F.
Caso PI tenha dimensão plena, podemos reescrever tais alternativas como:
F1: F contém n pontos inteiros afim-independentes, ou

F2: F ⊆ {x ∈ PI : a⊤x = a0}⇒ (a⊤,a0) = α(π⊤,π0) para algum α (ou simplesmente a⊤=
απ⊤ para algum α, caso F ̸= /0), ou

F3: todo ponto em {x : π⊤x = π0} é combinação afim de pontos inteiros de F.
Note ainda que F ̸= PI equivale a (π,π0) não ser combinação linear das linhas de (D,d)
ou, simplesmente, (π,π0) ̸= 0 no caso de dimensão plena.

Por outro lado, para mostrarmos que a face F = {x ∈ P : π⊤x = π0}, induzida por
uma desigualdade válida (π,π0), não é faceta, podemos, alternativamente, mostrar
que:
n1: F contém k < dim(PI) pontos inteiros afim-independentes e todo outro ponto in-

teiro de F é combinação afim daqueles;

n2: existe desigualdade válida (τ,τ0) que domina (π,π0), ou seja, tal que F ⊊ {x ∈ PI :
τ⊤x = τ0}, ou ainda, que não é equivalente a (π,π0) e satisfaz F ⊆ {x ∈ PI : τ⊤x =
τ0};

n3: existem p≥ 1 desigualdades válidas (τ i,τ i
0), i ∈ {1, . . . , p}, pelo menos uma delas

não equivalente a (π,π0), tais que π = ∑p
i=1 αiτ i e π0 ≥∑p

i=1 αiτ i
0, com αi > 0, para

todo i ∈ {1, . . . , p}.
Observe que em (n3) é suficiente obter a desigualdade π ≤ ∑p

i=1 αiτ i, quando P⊆
Rn
+, pois a igualdade pode ser obtida com a adição de múltiplos de algumas das

desigualdades −x≤ 0.

Exercício 7.4.3 (cont. exercício 7.4.1). Vamos mostrar que a desigualdade (π,π0),
dada por ∑v∈K xv ≤ 1, induz uma faceta de PI se, e somente se, K é clique maximal em
G. Primeiro, suponha que K ⊆ V seja uma clique maximal em G. Como no máximo
um vértice de qualquer clique pode estar em um conjunto independente, temos que a
desigualdade (π,π0) é válida para PI . Seja F = {x ∈ PI : π⊤x = π0}. Trivialmente temos
F ̸= PI , posto que PI tem dimensão plena. Sendo K maximal, para todo v ∈ V \K,
podemos eleger um vértice em K, a ser denotado v̄ ∈ K, tal que vv̄ /∈ E. Podemos
mostrar que F é faceta através das seguintes alternativas:
F1: Considere os pontos ev, para todo v ∈ K, e ev + ev̄, para todo v ∈ V \K. Esses n

pontos estão em F. Mais ainda, são LI e, portanto, AI.
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F2: Suponha F ⊆ {x ∈ PI : a⊤x = a0}. Para v ∈V \K, temos que ev̄ e ev + ev̄ estão em F.
Logo, a⊤(ev + ev̄) = a⊤ev̄, implicando av = 0. Além disso, para v ∈ K, ev ∈ F leva
a av = a0. Assim, tomando α = a0, temos que (a⊤,a0) = α(π⊤,π0).

F3: Seja x ∈ Rn tal que ∑v∈K xv = 1. Defina K̄ = {v̄ ∈ K : v ∈V \K}. Queremos mostrar
que existem αv, para todo v ∈ V , tais que x = ∑v∈K αvev +∑v∈V\K αv(ev + ev̄) e
∑v∈V αv = 1. Verifique que obtemos tais propriedades, tomando αv = xv, se
v ∈V \ K̄, e αv̄ = xv̄− xv, se v̄ ∈ K̄.

Suponha agora que K não seja clique maximal. Não sendo clique, a desigualdade
(π,π0) não é válida. Não sendo maximal, existe u ∈ V \K tal que K ∪{u} também é
clique. Então, ∑v∈K∪{u} xv ≤ 1 e −xu ≤ 0 são válidas para PI . Usando a alternativa n3,
concluímos que (π,π0) não define faceta. Mostre o mesmo resultado, usando n1 e n2.
Exercício 7.4.4 (cont. exercício 7.4.2). Seja w ∈V . Queremos mostrar que a desigual-
dade (π,π0), dada por −xww−∑u∈N−(w) xuw ≤ −1, induz faceta de PI se, e somente se,
w ∈ V \ S. Por ser uma desigualdade da descrição de P, ela é válida para PI . Seja
F = {x ∈ PI : π⊤x = π0}. Lembre que F = PI se w ∈ S e, logo, não é faceta. Para w ∈V \S,
podemos mostrar que F é faceta, usando uma das seguintes alternativas:
f1: Considere o conjunto de m+n−|S| pontos dado por

X = ∑u∈V euu, Xv = X− evv + er(v)v ∀v ∈V \ (S∪{w}) com r(v) ∈ N−(v),
Xuv = X + euv ∀(u,v) ∈ A,v ̸= w, Xuw = X− eww + euw ∀(u,w) ∈ A.

(7.8)

Em relação ao exercício 7.4.2, note que redefinimos Xuw, para u ∈ N−(w), de
modo a ter todos esses m+n−|S| pontos em F. Verifique que eles são AI.

f2: Suponha F ⊆ {x ∈ PI : a⊤x = a0}. Sejam v ∈ V \ (S∪{w}) e (u,v) ∈ A. Os pontos
X ,Xuv,Xv ∈ F levam a a⊤(Xuv −X) = a⊤(Xv −X) = 0, ou ainda, auv = 0 e avv =
ar(v)v = 0. Para u ∈ N−(w), obtemos auw = aww a partir X ,Xuw ∈ F. Mais ainda,
a0 = a⊤X = aww. Tomando α = −aww e µ = 0, chegamos a (a⊤,a0) = α(π⊤,π0)+
µ⊤(D,d).

f3: Seja x ∈Rn tal que xvv = 1 para todo v ∈ S. Desejamos mostrar que x é combinação
afim dos pontos em (7.8), ou seja, que existem α0, αuv, para todo (u,v)∈ A, e αv,
para todo v ∈ V \ (S∪{w}), tais que x = α0X +∑(u,v)∈A αuvXuv +∑v∈V\(S∪{w}) αvXv

e 1 = α0 +∑(u,v)∈A αuv +∑v∈V\(S∪{w}) αv. Em outros termos, queremos provar que
tem solução o sistema

α0 + ∑
(u,v)∈A

αuv + ∑
v∈V\(S∪{w})

αv =1

α0 + ∑
(u,v)∈A

αuv + ∑
v∈V\(S∪{w,u})

αv =xuu ∀u ∈V \ (S∪{w})

α0 + ∑
(u,v)∈A,v̸=w

αuv + ∑
v∈V\(S∪{w})

αv =xww

αuv =xuv ∀(u,v) ∈ A,u ̸= r(v) ou v = w

αuv +αv =xuv ∀(u,v) ∈ A,u = r(v) e v ̸= w.

Mostre que uma solução é dada por α0 = xww−∑(u,v)∈A,v̸=w xuv, αu = 1−xuu, para
u ∈V \ (S∪{w}), e αuv igual a xuv (se v = w ou u ̸= r(v)) ou xuv + xvv−1 (se v ̸= w
e u = r(v)).

7.4.4 Lifting
Quando uma desigualdade não induz faceta, podemos procurar mudar alguns de

seus coeficientes, de modo a torná-la válida (caso já não seja) e fortalecê-la (incluindo
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mais pontos afim-independentes na face que ela passa a definir). Uma estratégia
usual para esse fim, introduzida em [105], chama-se lifting (de variáveis). No lifting
sequencial, modifica-se o coeficiente de uma variável por vez [215]; no simultâneo, um
subconjunto de variáveis é avaliado ao mesmo tempo [222]. A seguir apresentamos
uma técnica similar, introduzida em [218], que denominamos lifting de desigualdades,
da qual podemos derivar o lifting de variáveis. Por simplicidade, vamos nos restringir
a politopos, como é usual na apresentação de liftings.

Proposição 7.4.3. Seja P um politopo racional. Sejam (λ ,λ0) uma desigualdade válida
para PI e (π,π0) uma desigualdade válida para a face F = {x ∈ PI : λ⊤x = λ0}. Se F ̸= PI ,
então

(π +αλ )⊤x≤ π0 +αλ0 (7.9)
é desigualdade válida para PI , para todo

α ≥ max
x∈P∩Zn

{
π⊤x−π0

λ0−λ⊤x
: λ⊤x < λ0

}
. (7.10)

Se α satisfaz (7.10) na igualdade, então a dimensão da face de PI induzida por (7.9)
é maior que a dimensão da face de F definida por (π,π0). Para tal α, se F é faceta
de PI e (π,π0) induz faceta de F, então (7.9) induz faceta de PI .

Prova: Primeiro observe que o máximo em (7.10) existe, pois é calculado sobre
um conjunto não vazio finito, posto que P é limitado e F ̸= PI . Seja x ∈ P∩Zn. Se
x ∈ F, então λ⊤x = λ0 e π⊤x≤ π0, de modo que x satisfaz (7.9) para qualquer α. Caso
contrário, λ⊤x < λ0. Por (7.10), temos que α(λ0 − λ⊤x) ≥ π⊤x− π0. Novamente, x
verifica (7.9). Logo, tal desigualdade é válida para P∩Zn e, por conseguinte, para PI .

Suponha agora que α = π⊤x̄−π0
λ0−λ⊤x̄

, para x̄ ∈ P∩Zn com λ⊤x̄ < λ0. Sejam F ′ = {x ∈
F : π⊤x = π0} e F̄ a face de PI definida por (7.9). Note que (π +αλ )⊤x̄ = π0 +αλ0 e
λ⊤x̄ < λ0 = λ⊤x, para todo x∈ F ′. Por conseguinte, x̄∈ F̄, F ′ ⊂ F̄ e x̄ é AI com os pontos
de F ′. Logo, dim(F̄)≥ dim(F ′)+1.

A figura 7.16 ilustra a proposição 7.4.3, apresentando o lifting da desigualdade
(π,π0) válida para a faceta de PI definida por (λ ,λ0). A figura 7.16(a) considera o
caso em que (π,π0) não é válida para PI , enquando a figura 7.16(b) exemplifica o caso
complementar.
Exercício 7.4.5 (cont. exercício 7.4.1). Considere o poliedro P definido no exercí-
cio 7.4.1, em que o grafo G = (V,E) é uma roda ímpar, ou seja, um ciclo ímpar junto
com um vértice adicional, adjacente a todos os vértices do ciclo. Precisamente, V =
{0,1,2, . . . ,n}, com n≥ 5 ímpar, e E = {(0, i),(i, i+1) : i ∈ {1,2, . . . ,n−1}}∪{(0,n),(n,1)}.
A figura 7.17 exibe G quando n = 7. Pelo exercício 7.4.3, x0 + x1 + x2 ≤ 1 induz faceta
de PI . Defina F = {x ∈ PI : x0 + x1 + x2 = 1}. Mostre que (n−3)/2x0 +∑n

i=3 xi ≤ (n−3)/2
induz faceta de F. Usando a proposição 7.4.3, mostre que ⌊n/2⌋x0 +∑n

i=1 xi ≤ ⌊n/2⌋
define faceta de PI .

Quando xi ≥ 0 ou xi ≤ 1 são desigualdades válidas para PI , o lifting de desigualdades
válidas para as faces {x ∈ PI : xi = 0} ou {x ∈ PI : xi = 1} modifica apenas um coeficiente
e pode ser obtido com a solução de um problema linear 0-1, gerando o lifting de
variáveis. Esse é o caso da figura 7.16(a). Note que uma desigualdade xi ≥ 0 ou xi ≤ 1
pode ser genericamente descrita como (2δ −1)xi ≤ δ , para δ ∈ B.

Corolário 7.4.1. Suponha P⊆ [0,1]n, racional. Sejam δ ∈ {0,1} e Sδ = {x ∈ P∩Bn : x1 =
δ}. Se x1 = δ não é igualdade de PI e ∑n

j=2 π jx j ≤ π0 é desigualdade válida para Sδ ,
então α(2δ −1)x1 +∑n

j=2 π jx j ≤ π0 +δ é válida para PI , para todo α ≥ αδ , onde

αδ = max

{
n

∑
j=2

π jx j−π0 : x ∈ S1−δ

}
.



162 7. COMBINATÓRIA POLIÉDRICA

Mais ainda, a desigualdade resultante induz faceta de PI se a desigualdade original
induz faceta de conv(Sδ ), (2δ −1)xi ≤ δ induz faceta de PI e α = αδ .

Exercício 7.4.6 (cont. exercício 7.4.5). Seja P o poliedro usado no exercício 7.4.5, em
que o grafo G = (V,E) é uma roda ímpar. Defina P0 = {x ∈ P : x0 = 0}. Mostre que
x0 ≥ 0 define faceta de PI e ∑n

i=1 xi ≤ ⌊n/2⌋ define faceta de P0
I . Usando o corolário 7.4.1,

mostre que ⌊n/2⌋x0 +∑n
i=1 xi ≤ ⌊n/2⌋ induz faceta de PI .

7.5 Poliedros inteiros
Nesta seção, estudamos condições necessárias ou suficientes para que um poli-

edro coincida com seu fecho inteiro. Sob outra perspectiva, derivamos condições
para garantir que um conjunto de desigualdades (possivelmente indutoras de facetas)
descreva o fecho inteiro de um poliedro.

Por simplicidade, concentramo-nos em poliedros racionais com vértices, embora
os resultados aqui apresentados possam ser adaptados/generalizados para poliedros
racionais quaisquer.

7.5.1 Caracterização
Definição 7.5.1. Poliedro inteiro é um poliedro em que todas as faces (minimais) não
vazias contêm ponto inteiro.

Mostramos a seguir que poliedros inteiros são exatamente aqueles que coincidem
com seu fecho inteiro.

Proposição 7.5.1. Para um poliedro racional P ⊆ Rn com lin(P) = {0}, é equivalente
dizer que:

i) P é inteiro;
ii) os vértices de P são inteiros;
iii) os vértices de P estão em conv(P∩Zn);
iv) P = conv(P∩Zn).

Prova: O resultado é trivial se P = /0. Suponha P ̸= /0 e lin(P) = {0}. Pelo coro-
lário 7.3.4, as faces minimais não vazias de P são seus vértices. Daí segue a equi-
valência entre (i) e (ii). Além disso, todo ponto inteiro de P está trivialmente em
PI := conv(P∩Zn), levando a (ii)⇒ (iii). Suponha agora que Pv ⊂ PI , em que Pv ̸= /0 é
conjunto de vértices de P. Pelos teoremas 7.3.3, 7.3.4 e 7.4.1, P = conv(Pv)+ rec(P)⊆
conv(PI)+rec(PI) = PI ⊆ P, o que mostra a implicação (iii)⇒ (iv). Finalmente, note que
obtemos (iv)⇒ (ii) pelo fato de todo vértice de PI ser inteiro (um ponto não inteiro
de PI é combinação convexa de pontos inteiros de P).

Outra caracterização importante pode ser estabelecida usando programação li-
near.

Proposição 7.5.2. Seja P⊆Rn um poliedro racional com lin(P) = {0}. Para cada c∈Rn,
seja P(c) o problema max{c⊤x : x ∈ P}. É equivalente dizer que:

i) P é inteiro;
ii) P(c) tem solução ótima inteira para todo c∈Rn tal que P(c) tem solução ótima;

iii) P(c) tem solução ótima inteira para todo c∈Zn tal que P(c) tem solução ótima;

iv) P(c) tem valor ótimo inteiro para todo c ∈ Zn tal que P(c) tem solução ótima.
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Prova: A proposição 7.5.1 e o teorema 7.3.5 levam a (i)⇒(ii). Já as implicações
(ii)⇒(iii)⇒(iv) são diretas. Resta então mostrar que (iv)⇒(i) ou, equivalentemente,
sua contrapositiva. Suponha que P não seja inteiro, isto é, que exista vértice x̄ ∈ P,
onde x̄ j ̸∈ Z para algum j ∈ {1,2, . . . ,n}. Pelo teorema 7.3.6, existe c̄ ∈ Zn tal que x̄ é
a única solução de max{c̄⊤x : x ∈ P}. Logo, existe q ∈ Z, suficientemente grande, tal
que x̄ também é solução de max{ĉ⊤x : x ∈ P}, onde ĉ = c̄+ 1

q e j. Com isso, x̄ é solução
dos problemas max{qĉ⊤x : x ∈ P} e max{qc̄⊤x : x ∈ P}, cuja diferença de valor ótimo é
qĉ⊤x̄−qc̄⊤x̄ = x̄ j ̸∈ Z. Assim, o valor ótimo de pelo menos um dos dois problemas não
é inteiro. E, como qĉ ∈ Zn e qc̄ ∈ Zn, obtemos a negação de (iv).

7.5.2 Sistemas TDI
A caracterização de poliedros inteiros através da proposição 7.5.2(iv) motiva a

seguinte definição, que se relaciona ao dual do problema P(c).

Definição 7.5.2. Um sistema de desigualdades Ax≤ b, com A e b racionais, é dito TDI
(totalmente dual-inteiro) se min{b⊤y : A⊤y = c,y ≥ 0} tem solução ótima inteira, para
todo c ∈ Zn, tal que P(c) tem solução ótima.

Vale observar que a definição de TDI não está relacionada ao poliedro, mas a uma
descrição sua. A seguir usamos essa definição para caracterizar poliedros inteiros.

Proposição 7.5.3 ([83, 118]). Suponha P(A,b)⊆Rn racional com lin(P) = {0}. Se Ax≤ b
é TDI e b ∈ Zm, então P é inteiro.

Prova: Seja c∈Rn tal que P(c) tem solução ótima. Como o dual de P(c) tem solução
ótima inteira e b ∈ Zm, o valor ótimo desse dual (o mesmo de P(c)) é inteiro. Pela
proposição 7.5.2(iv), temos que P é inteiro.

Para obtermos a recíproca da proposição acima, usamos o seguinte resultado
auxiliar.

Lema 7.5.1. Seja R = {x1, . . . ,xr} ⊂ Zn um conjunto finito. Então existe conjunto
finito S = {xr+1, . . . ,xr+s} ⊆ cone(R)∩Zn tal que cone(R)∩Zn = {∑r+s

i=1 αixi : αi ∈ Z+, i ∈
{1, . . . ,r+ s}}.

Prova: Defina S = {∑r
i=1 αixi : 0 ≤ αi < 1, i ∈ {1, . . .r}}∩Zn. Note que S é um subcon-

junto finito de cone(R)∩Zn; digamos S = {xr+1, . . . ,xr+s}. Logo, {∑r+s
i=1 αixi : αi ∈ Z+, i ∈

{1, . . . ,r+ s}} ⊆ cone(R)∩Zn. Para a inclusão inversa, tome x ∈ cone(R)∩Zn. Portanto,
x = y+ z, onde y = ∑r

i=1⌊αi⌋xi e z = ∑r
i=1(αi−⌊αi⌋)xi, com αi ≥ 0, para todo i ∈ {1, . . . ,r}.

Temos que x ∈ Zn, y ∈ Zn, z = y− x ∈ Zn e, assim, z ∈ S. Logo, z = xr+k para algum
k ∈ {1, . . . ,s} e, por conseguinte, x = ∑r

i=1⌊αi⌋xi +xr+k, o que mostra a inclusão desejada.

Proposição 7.5.4 ([96]). Suponha P(A,b)⊆Rn racional com lin(P) = {0}. Se P é inteiro,
então existe sistema TDI A′x≤ b′, com (A′,b′) inteiro, tal que P = {x ∈ Rn : A′x≤ b′}.

Prova: Podemos admitir que (A,b) é uma matriz inteira. Suponha P ̸= /0, do contrário
o resultado é trivial. Dada uma face F ̸= /0 de P(A,b), defina o cone C(F) = cone{ai :
i ∈ M=

F }. Note que F é o conjunto de soluções ótimas de max{d⊤x : x ∈ P}, para
todo d ∈ C(F). De fato, sendo d = ∑i∈M=

F
αiai, com αi ≥ 0 para todo i ∈ M=

F , temos
que d⊤x = ∑i∈M=

F
αi(ai)⊤x ≤ ∑i∈M=

F
αibi, para todo x ∈ P, sendo que a igualdade ocorre

sempre que x ∈ F.
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Pelo lema 7.5.1, existe conjunto finito K(F)⊂ Zn tal que

C(F)∩Zn = { ∑
π∈K(F)

yπ π : yπ ∈ Z+ ∀π ∈ K(F)}.

Seja π ∈ K(F). Como π ∈C(F)∩Zn e P é inteiro, o max{π⊤x : x ∈ P} é finito (atingido
em F) e inteiro; digamos π0 ∈ Z. Logo, π⊤x≤ π0 é válida para P, de modo que P pode
ser definido pelo sistema (com inequações redundantes)

A′x≤ b′ ≡ Ax≤ b, π⊤x≤ π0, ∀π ∈ K(F)∀F face minimal de P.

Note que A′ e b′ são inteiros. Para mostrar que A′x ≤ b′ é TDI, considere c ∈ Zn

tal que max{c⊤x : A′x≤ b′} tenha solução ótima, atingida em uma face minimal Fc de
P. O dual é dado por

(Dc) min b⊤u+∑
F

∑
π∈K(F)

yπ π0

s.a: A⊤u+∑
F

∑
π∈K(F)

yπ π = c,

u≥ 0, yπ ≥ 0 ∀π ∈ K(F) ∀F.

Vamos mostrar que (Dc) tem solução inteira. De fato, como c∈C(Fc)∩Zn, existe vetor
y∗ ∈ Z|K(Fc)|

+ tal que c = ∑π∈K(Fc) y∗π π. Então y∗ junto com yπ = 0, para todo π ∈ K(F) e
F ̸= Fc, e u = 0 definem uma solução viável para (Dc). Na verdade, essa é uma solução
ótima, já que, para todo x∗ ∈ Fc, c⊤x∗ = ∑π∈K(Fc) y∗π π⊤x∗ = ∑π∈K(Fc) y∗π π0, que é o valor
da solução dual construída.

A proposição acima garante a existência de uma descrição inteira TDI para um
poliedro inteiro. Observamos, porém, que nem toda descrição inteira de um poliedro
inteiro é TDI. Na verdade, para um poliedro inteiro de dimensão plena, pode-se
mostrar que existe uma única descrição TDI minimal (com respeito à remoção de
restrições) com coeficientes inteiros [189].

Vale mencionar que, mesmo quando lin(P) ̸= {0}, vale a proposição 7.5.2 e conse-
quentemente a proposição 7.5.3 [66]. Também continua valendo a proposição 7.5.4
[96] e a unicidade da descrição TDI minimal inteira [189].
Exercício 7.5.1. Verifique que P = {x ∈ R3 : x1 + 2x2 + 4x3 ≤ 4,x ≥ 0} é inteiro, embora
o sistema que o descreve não seja TDI. Mostre, por outro lado, que P = {x ∈ R3 :
x1 + 2x2 + 4x3 ≤ 4,x2 + 2x3 ≤ 2,x2 + 3x3 ≤ 3,x3 ≤ 1,x ≥ 0} e que essa descrição é TDI.
Obtenha as novas inequações da segunda representação de P, usando os conjuntos
K(F), para todo F vértice de P.

7.5.3 Total unimodularidade
Embora a caracterização de poliedros inteiros por sistemas TDI seja importante,

seu uso para reconhecer tais poliedros pode ser limitado. Nesta subseção, estudamos
outras possibilidades para essa identificação.

Definição 7.5.3. Uma matriz inteira com posto k é dita unimodular se toda submatriz
de ordem k invertível possui determinante ±1. É dita totalmente unimodular (TU)
se o determinante de toda submatriz invertível é ±1.

Exercício 7.5.2. Uma matriz A é TU se, e somente se, [A I] é unimodular.

Proposição 7.5.5. Seja A ∈ Zm×n, com posto(A) = m. Então A é unimodular se, e
somente se, P=

A (b) = {x ∈ Rn : Ax = b,x≥ 0} é inteiro para todo b ∈ Zm.
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Prova: Primeiro admita que A é unimodular. Seja b ∈ Zm tal que P=
A (b) ̸= /0. Pelo

corolário 7.3.4, P=
A (b) possui vértice. Tome então x̄ ∈ Rn vértice de P=

A (b). Pelo coro-
lário 7.3.8, deduzimos que x̄ é solução de um sistema A′x = b′, em que A′ =

[
A
J

]
é

invertível e b′ =
[

b
0

]
, sendo J(n−m)×n submatriz de −I. Note que det(A′) = ±det(Ā),

em que Ā é submatriz de A. Logo, det(A′) =±1. Como A′ e b′ são inteiros, pela Regra
de Cramer, concluímos que x̄ ∈ Zn. Portanto, P=

A (b) é inteiro.
Suponha agora que P=

A (b) seja inteiro, para todo b ∈ Zm. Seja Ā submatriz m×m
invertível de A. Sem perda de generalidade, podemos particionar A = [Ām×m Âm×(n−m)].
Vamos mostrar que Ā−1 é inteira. Considere sua i-ésima coluna Ā−1

i . Tome z ∈
Zm tal que z + Ā−1

i ≥ 0 e b = Āz + ei ∈ Zm. Note que x̄ =
[

z+ Ā−1
i

0

]
∈ Rn satisfaz[

Ā Â
0 −In−m

]
x̄ =

[
b
0

]
. Pelo corolário 7.3.8, deduzimos que x̄ é vértice de P=

A (b)

e, por conseguinte, x̄ ∈ Zn. Em particular, z+ Ā−1
i ∈ Zm, o que implica que Ā−1

i ∈ Zm.
Mostramos assim que Ā−1 é inteira, assim como Ā. Então os determinantes de Ā e Ā−1

são inteiros. Como |det(Ā)||det(Ā−1)|= 1, temos que |det(Ā)|= 1. Logo, A é unimodular.

Corolário 7.5.1 ([119]). Seja A ∈ Zm×n. Então A é TU se, e somente se, P≤A (b) = {x ∈
Rn : Ax≤ b,x≥ 0} é inteiro para todo b ∈ Zm.

Prova: Note que x é vértice de P≤A (b) se, e somente se, (x,b−Ax) é vértice de P=
[A I](b) =

{(x,y) ∈Rn×Rm : Ax+y = b,x≥ 0,y≥ 0}. Logo, P≤A (b) é inteiro se, e somente se, P=
[A I](b)

é inteiro. Como A é TU se, e somente se, [A I] é unimodular, o resultado segue
diretamente da proposição 7.5.5.

Certas operações sobre matrizes TU mantêm tal propriedade.

Exercício 7.5.3. As seguintes afirmações são equivalentes:
i) A é TU;
ii) A⊤ é TU;

iii)
[

A
I

]
é TU;

iv)
[

A I
]
é TU;

v) A matriz obtida

 multiplicando-se uma linha (ou coluna) por -1
trocando-se duas linhas (ou colunas)
duplicando-se linhas (ou colunas)

 é TU;

vi)
[

A
−A

]
é TU;

vii)
[

A −A
]
é TU.

As equivalências acima permitem outras caracterizações similares àquela do co-
rolário 7.5.1 ou dela decorrentes.

Exercício 7.5.4. Para uma matriz A ∈ Zm×n, mostre que as seguintes assertivas são
equivalentes:

i) A é TU;
ii) {x ∈ Rn : b′ ≤ Ax≤ b,d′ ≤ x≤ d} é inteiro ∀b′,b ∈ Zm, ∀d,d′ ∈ Zn;
iii) P≥A (b) = {x ∈ Rn : Ax≥ b,x≥ 0} é inteiro ∀b ∈ Zm;
iv) D≥A (c) = {u ∈ Rm : A⊤u≥ c,u≥ 0} é inteiro ∀c ∈ Zn;
v) para todo c∈Zn e b∈Zm, tais que os problemas max{c⊤x : x ∈ P≤A (b)} e min{b⊤u :

u ∈ D≥A (c)} têm soluções ótimas, elas são obtidas em pontos inteiros.
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Temos ainda que TU é uma condição suficiente, porém não necessária, para
integralidade de P=

A (b).

Corolário 7.5.2. Se A ∈ Zm×n é uma matriz TU, então P=
A (b) = {x ∈Rn : Ax = b,x≥ 0} é

inteiro para todo b ∈ Zm.

Existem várias outras caracterizações de TU (ver, por exemplo, [192]). Aqui,
destacamos a seguinte:

Teorema 7.5.1 ([94]). Para uma matriz A∈ Zm×n, com linhas e colunas indexadas pelos
conjuntos M = {1, . . . ,m} e N = {1, . . . ,n}, respectivamente, as seguintes afirmações são
equivalentes:

i) A é TU;
ii) ∀J ⊆ N, ∃ partição J1,J2 de J tal que ∑ j∈J1 ai j−∑ j∈J2 ai j ∈ {0,±1} ∀i ∈M;
iii) ∀I ⊆M, ∃ partição I1,I2 de I tal que ∑i∈I1 ai j−∑i∈I2 ai j ∈ {0,±1} ∀ j ∈ N.

Prova: Mostramos a equivalência entre (i) e (ii). Então, como A é TU se, e somente
se, A⊤ é TU, segue a equivalência entre (i) e (iii).
(⇒) Seja J um subconjunto arbitrário de N. Defina z ∈ Bn tal que z j = 1, se j ∈ J, e
z j = 0, caso contrário. Além disso, sejam d′ = 0, d = z, g = Az, e b,b′ ∈ Rm tais que
b′i = bi =

1
2 gi, se gi é par, e b′i =

1
2 (gi− 1), bi =

1
2 (gi + 1) = b′i + 1, se gi é ímpar. Agora

considere o poliedro

P(b,b′,d,d′) = {x ∈ Rn
+ : b′ ≤ Ax≤ b,d′ ≤ x≤ d} ⊆ Bn.

Como A é TU, b′,b ∈ Zm e d′,d ∈ Zn, temos pelo exercício 7.5.4 que P é inteiro. Mais
ainda, P ̸= /0, pois z/2∈ P. Então existe x̄ ∈ P∩Bn. Logo, x̄ j = 0, para j /∈ J, e x̄ j ∈ {0,1},
para j ∈ J. Além disso, para todo i ∈ I, ∑ j∈J ai j x̄ j ∈ Z é igual a 1

2 gi (se gi é par) ou
1
2 (gi±1) (se gi é ímpar). Note que z j−2x̄ j =±1 para j ∈ J.

Seja J1 = { j ∈ J : z j−2x̄ j = 1} e J2 = { j ∈ J : z j−2x̄ j =−1}. Para i ∈M, temos

∑
j∈J1

ai j− ∑
j∈J2

ai j = ∑
j∈J

ai j(z j−2x̄ j) =

{
gi−gi = 0, gi é par,
gi− (gi±1) =±1, gi é ímpar.

(⇐) Por (ii) para |J| = 1, temos que A ∈ {0,±1}m×n. Seja B uma submatriz k× k não
singular de A. Devemos mostrar que |detB| = 1. A prova é por indução em k. Para
k = 1, o resultado decorre trivialmente de ai j ∈ {0,±1} para todo i∈ I e j ∈ J. Suponha
que o determinante de cada submatriz invertível de A, de ordem (k−1), seja ±1.

Sejam r = |detB| e B∗ = rB−1. Pela hipótese de indução e pela Regra de Cramer,
temos que b∗i j = {0,±1}, para todo i e j. Além disso, BB∗1 = re1, em que B∗1 é a primeira
coluna de B∗.

Seja J = {i : b∗i1 ̸= 0}. Note que J ̸= /0, pois B∗ é invertível. Além disso, para todo
i ∈ {2, . . . ,k}, temos

(BB∗1)i = ∑
j∈J:b∗i1=1

bi j− ∑
j∈J:b∗i1=−1

bi j = 0,

implicando que | j ∈ J : bi j ̸= 0| seja par (lembre que bi j ∈ {0,±1}). Logo, para qualquer
partição (J1,J2) de J, segue que ∑ j∈J1 bi j−∑ j∈J2 bi j é par para todo i ∈ {2, . . . ,k}.

Por hipótese, existe uma partição (J̄1, J̄2) de J tal que |∑ j∈J̄1
bi j−∑ j∈J̄2

bi j| ≤ 1, para
todo i ∈ {1, . . . ,k}. Assim,

∑
j∈J̄1

bi j− ∑
j∈J̄2

bi j = 0, para todo i ∈ {2, . . . ,k}.

Agora considere o valor de α1 = |∑ j∈J̄1
b1 j−∑ j∈J̄2

b1 j| ≤ 1. Defina y ∈ Rk tal que yi = 1,
se i ∈ J̄1; yi =−1, se i ∈ J̄2; e yi = 0, caso contrário. Então By =±α1e1. Como B é não
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singular e y ̸= 0 (pois J ̸= /0), temos que α1 = 1 e, consequentemente, By = ±e1. Logo,
BB∗1 = re1 =±rBy, ou seja, B(B∗1± ry) = 0. Sendo B invertível, temos B∗1± ry. Como y e
B∗1 são vetores com entradas {0,±1}, segue que r = 1.

Corolário 7.5.3. Seja A uma matriz com elementos {0,±1} e não mais que dois ele-
mentos não nulos por coluna. Então A é TU se, e somente se, as linhas de A podem
ser particionadas em dois subconjuntos I1 e I2 tais que, para toda coluna com dois
elementos não nulos, acontece o seguinte:

1. Se ambos os elementos possuem o mesmo sinal, um é indexado por I1 e o outro
por I2;

2. Se possuem sinais diferentes, ambos são indexados por I1 ou ambos por I2.

Prova: Suponha que A seja TU. Seja I = M e suponha que (I1, I2) satisfaça o teo-
rema 7.5.1(iii). Então claramente (I1, I2) satisfaz (1) e (2). Agora, suponha que I1 e I2
satisfaçam (1) e (2). Tome I ⊆M. Defina I′1 = I∩ I1 e I′2 = I∩ I2. Então I′1 e I′2 satisfazem
o teorema 7.5.1(iii).

Vale destacar que o reconhecimento de matrizes TU pode ser feito em tempo
polinomial, usando-se decomposição de matroides [194, 52]. O algoritmo de menor
complexidade atualmente conhecido foi proposto em [203], e uma versão simplificada
dele foi apresentada mais recentemente [210].
Exercício 7.5.5. Seja A uma matriz binária em que, para cada linha, os elementos não
nulos aparecem consecutivamente em um único bloco de colunas, isto é, para cada
linha i, existe intervalo Ji tal que ai j = 1 se, e somente se, j ∈ Ji. Mostre que A é TU.
Exercício 7.5.6. Considere o problema de fluxo de custo mínimo. Sejam G = (V,A)
um grafo direcionado, c : A→ R uma função que define o custo unitário de fluxo em
cada arco, w : A→Z uma função que define a capacidade de cada arco e b : V →Z uma
função que marca a oferta ou demanda de cada nó (b(v)> 0 é a oferta de v; −b(v)> 0
é a demanda de v), tal que ∑v∈V b(v) = 0. O problema, que consiste em escoar pela
rede G um fluxo de custo mínimo, dos nós de oferta aos nós de demanda, pode ser
modelado como:

min ∑(i, j)∈A ci jxi j

s.a: ∑ j:(i, j)∈A xi j−∑k:(k,i)∈A xki = bi ∀i ∈V,

0≤ xi j ≤ wi j ∀(i, j) ∈ A.

Mostre que o problema tem solução inteira.

7.5.4 Reconhecimento de poliedros inteiros
Pelos resultados deste capítulo, podemos mostrar que um poliedro não vazio

P(A,b)⊆ Rn
+, com A ∈ Zm×n e b ∈ Zm, é inteiro por uma das seguintes alternativas:

I1 Todo vértice de P é inteiro ou, equivalentemente, todo ponto não inteiro de P
é combinação convexa estrita de outros pontos de P;

I2 Para todo c ∈ Zn, max{c⊤x : x ∈ P} é ilimitado ou tem solução de valor inteiro;
I3 P tem representação TDI com lado direito inteiro, ou seja, P(A,b) = P(Â, b̂), em

que Â ∈ Zm̂×n, b̂ ∈ Zm̂ e, para todo c ∈ Zn, min{b̂⊤u : Â⊤u≥ c,u≥ 0} tem solução
inteira ou é inviável;

I4 A é TU;
I5 P = conv(P∩Zn) - Se (π,π0) induz faceta de conv(P∩Zn), então (π,π0) é equi-

valente a uma das desigualdades (ai,bi);
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I6 P = conv(P∩Zn) - Para todo c∈Rn, c ̸= 0, max{c⊤x : x∈ conv(P∩Zn)} é ilimitado
ou uma das desigualdades (ai,bi) é satisfeita na igualdade por todas as suas
soluções ótimas.

Exercício 7.5.7. Mostre que de fato (I6) equivale a P = conv(P∩Zn).
Ilustramos as abordagens acima com o seguinte exemplo. Seja G = (V,E) um ciclo

par com V = {1,2, . . . ,n} e E = {ei = (i, i+1) : i ∈ {1,2, . . . ,n−1}}∪{en = (n,1)}. Defina
P(G) = {x ∈ Rn

+ : xi + x j ≤ 1∀i j ∈ E}. (7.11)
Note que P(G)∩Zn = P(G)∩Bn é o conjunto de vetores de incidência dos conjuntos
independentes de G.

I1 Seja x ∈ P(G)\Bn. Sejam U = {i ∈V : xi ∈ (0,1)} ̸= /0 e ε = mini∈U min{xi,1− xi}> 0.
Defina x0 e x1 tais que: x0

i = x1
i = xi, para todo i∈V \U ; x0

i = xi−(−1)iε, x1
i = xi +(−1)iε,

se i ∈U . Pela definição de ε, temos que 0≤ x0,x1 ≤ 1. Seja (i, j) ∈ E. Como n é par, i
e j têm paridades diferentes. Logo, se ambos i e j pertencem a U ou a V \U , temos
x0

i +x0
j = x1

i +x1
j = xi +x j ≤ 1. Suponha agora i ∈U e j ∈V \U . Como xi > 0, x j ∈ {0,1} e

xi +x j ≤ 1, temos x j = 0. Portanto, xk
i +xk

j = xi±ε ≤ 1, para k = 0,1. Consequentemente,
temos que x0,x1 ∈ P(G). Finalmente, observe que x = (1/2)x0 +(1/2)x1, mostrando que
x não é vértice.

I2 Sejam c∈Zn e x solução ótima de max{c⊤x : x∈ P}. Se x∈Bn, trivialmente temos o
resultado desejado. Admita então que x /∈ Bn. Como em (I1), construa x0 e x1, ambos
pontos de P(G). Observe que 0 ≥ c⊤(x0− x) = −c⊤(x1− x) ≥ 0. Logo, x0 e x1 também
são soluções ótimas. Adicionalmente, se ε = min{xℓ,1− xℓ}, então a componente ℓ
de x0 torna-se 0 ou 1 ou a componente ℓ de x1 torna-se 0 ou 1. Em qualquer caso,
obtemos uma outra solução ótima com pelo menos uma componente inteira a mais
que x. Após um número finito de passos, obtemos uma solução ótima inteira, como
desejado.

I3 Associando a variável wi à restrição relativa a ei, obtemos o problema dual
min∑n

i=1 wi s.a wi +w j ≥ c j ∀(i, j) ∈ L, w≥ 0,

onde L = {(i, i+ 1) : i ∈ {1,2, . . . ,n− 1}}∪{(n,1)}. Sejam w∗ uma solução ótima e U =
{i ∈ {1, . . . ,n} : w∗i /∈ Z}. Se U = /0, o resultado segue. Do contrário, seja ε1 = min{w∗i : i ∈
U}> 0 e ε2 = min{w∗i +w∗j −c j : |{i, j}∩U |= 1}. Note que ε2 > 0, pois w∗ é viável, c j ∈ Z
e exatamente um entre w∗i e w∗j não é inteiro. Tome ε = min{ε1,ε2} > 0. Considere
um intervalo maximal I contido U . Pela simetria do ciclo, podemos admitir que
I = {1,2, . . . , p}, p ≥ 1. Defina ŵ tal que: ŵi = w∗i , se i /∈ I; ŵi = w∗ei

+(−1)iε, se i ∈ I.
Temos que ŵ é dual viável (verifique!). Além disso, ∑n

i=1(ŵei −w∗ei
) é igual a 0 (se p é

par) ou −ε (se p é ímpar). Logo, p é par e ŵ é igualmente solução ótima. Porém, ŵ
tem pelo menos uma componente inteira a mais que w∗. Repetindo o mesmo processo
a partir de ŵ um número finito de vezes, obtemos uma solução ótima inteira para o
dual.

I4 Note que, na matriz A∈Bn×n que define P(G) = {x ∈Rn
+ : Ax≤ 1}, a linha i associa-

se à aresta ei de G, para todo i ∈ {1,2 . . . ,n}, enquanto a coluna j refere-se ao vértice j,
para todo j ∈{1,2, . . . ,n}. Há exatamente dois elementos não nulos, iguais a 1, em cada
linha i, nas colunas associadas aos vértices que definem ei. Defina a partição J0, J1
dos índices das colunas, compreendendo os índices pares e ímpares, respectivamente.
Como cada aresta ei é definida por vértices com paridades diferentes (pois o ciclo é
par), temos que, em cada linha, um elemento 1 fica em uma coluna de J0 e o outro
posiciona-se em uma coluna de J1. Pelo corolário 7.5.3, A é TU.
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I5 Seja (π,π0) uma desigualdade indutora de uma faceta F de conv(P(G)∩Zn). Con-
sideramos três casos. Primeiro, suponha que exista i∈V tal que πi < 0. Queremos mos-
trar que (π,π0) é equivalente a −xi ≤ 0. Suponha que não. Então, existe x ∈ P(G) tal
que π⊤x = π0 e xi = 1. O ponto x′ obtido de x anulando essa componente também está
em P(G). Logo, π⊤(x′− x)≤ 0, ou seja, −πi ≤ 0: um absurdo, pois πi < 0. Logo, nesse
caso F é induzida por xi ≥ 0. Agora, suponha que πi = ε ≥ 0, para todo i ∈ {1,2 . . . ,n}.
Os pontos x1 e x0, que são os vetores de incidência dos conjuntos independentes
{1,3,5, . . . ,n−1} e {2,4,6, . . . ,n}, estão em P(G). Logo, nε = ∑n

i=1 πi = π⊤x0 +π⊤x1 ≤ 2π0,
ou melhor, nε/2 ≤ π0. Sendo assim, a desigualdade ∑n

i=1 εxi ≤ (nε)/2, que resulta da
combinação cônica das desigualdades xi + x j ≤ 1, cada uma delas ponderada por ε/2,
domina (π,π0). Finalmente, sem perda de generalidade, podemos supor que π1 seja
uma entrada de maior valor em π e π1 > π2 ≥ 0. Queremos mostrar que todo ponto
inteiro x da faceta satisfaz xn + x1 = 1. Seja x̄ ∈ P(G)∩Zn tal que x̄n + x̄1 < 1, ou seja,
x̄n = x̄1 = 0. Defina x̂ = x̄+ e1− x̄2e2, isto é, x̂ descreve o conjunto independente obtido
de x̄ incluindo o vértice 1 e retirando o 2, caso este vértice esteja no conjunto original.
Temos que π⊤(x̂− x̄) = π⊤(e1− x̄2e2) = π1− x̄2π2 ≥ π1− π2 > 0. Logo, π⊤x̄ < π⊤x̂ ≤ π0,
mostrando que x̄ não está na faceta. Portanto, todo ponto inteiro x da faceta satisfaz
xn + x1 = 1. Isso mostra que (π,π0) define a mesma faceta que x1 + xn ≤ 1.

I6 Dado π ∈Rn, π ̸= 0, suponha que o problema max{π⊤x : x∈ conv(P(G)∩Zn)} tenha
solução ótima de valor π0. Logo, π⊤x≤ π0 é desigualdade válida para conv(P(G)∩Zn),
satisfeita na igualdade em toda solução ótima. Assim como em (I5), concluímos que
∑n

i=1 πi ≤ 2π0.
Consideramos três casos. Se existe i tal que πi < 0, toda solução ótima x̄ satisfaz

x̄i = 0. Se πi = ε > 0, para todo i∈ {1,2, . . . ,n}, então π0 = nε/2. Consequentemente, em
toda solução ótima x̄ ocorre x̄i + x̄ j = 1, para todo i j ∈ E. Do contrário, teríamos 2π0 =

∑i j∈E ε(x̄i + x̄ j)< nε. No último caso, sem perda de generalidade, podemos considerar
que π1 é uma entrada de maior valor em π e π1 > π2. Seja x̄ ∈ conv(P(G)∩Zn) tal que
x̄n + x̄1 < 1. Para concluir, resta mostrar que x̄ não é ótima. Temos que x̄ = ∑p

i=1 λixi,
onde ∑p

i=1 λi = 1, λi > 0 e xi ∈ P(G)∩Zn, para todo i ∈ {1,2, . . . , p}. Como x̄n + x̄1 < 1 e
xi

n+xi
1 ≤ 1, para todo i∈ {1,2, . . . , p}, deve existir k∈{1, . . . , p} tal que xk

n+xk
1 < 1, ou seja,

xk
n = xk

1 = 0. Seja y = xk +e1−xk
2e2, isto é, y descreve o conjunto independente obtido de

xk incluindo o vértice 1 e retirando o 2, caso este vértice esteja no conjunto original.
Logo, x̂ = ∑i ̸=k λixi + λky ∈ conv(P(G)∩Zn). Mais ainda, π⊤(x̂− x̄) = λkπ⊤(e1− xk

2e2) =

λk(π1− xk
2π2)≥ λk(π1−π2)> 0. Logo, x̄ não é ótima.

Exercício 7.5.8. Considere agora que G é um ciclo ímpar. Mostre que P(G), como
definido em (7.11), não é inteiro, porém {x ∈ P(G) : ∑n

i=1 xi ≤ ⌊n/2⌋} é inteiro.

7.6 Método de Planos de Corte
Muitas vezes as desigualdades que descrevem o fecho inteiro de um poliedro ra-

cional não são todas conhecidas ou são em grande número. Dessa forma, embora o
problema (7.1) possa ser, em teoria, reformulado com um PPL, essa abordagem direta
pode ser inviável na prática. Uma alternativa é a aplicação do método de planos de
corte, introduzido em [104].

Dados um poliedro racional P(A,b) ⊆ Rn e um vetor c ∈ Qn, uma estratégia para
encontrar uma solução ótima de (P) max{c⊤x : x ∈ P∩Zn} ou pelo menos um bom
limitante superior consiste em resolver uma sequência de problemas lineares

(Pk) max{c⊤x : x ∈ Pk}, k ∈ {0,1,2, . . .},
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onde
P = P0 ⊃ P1 ⊃ P2 ⊃ ·· · ⊇ PI

e Pk+1 não contém uma solução ótima xk (vértice de Pk) obtida para o problema (Pk),
caso fracionária. Por outro lado, se xk ∈ Zn, então xk é uma solução do problema (P),
e o processo se encerra. Em toda iteração, c⊤xk é um limite superior para o valor
ótimo de (P).

Para a definição de Pk+1, devemos resolver o chamado problema de separação
(entre xk e PI), que consiste em encontrar uma ou mais desigualdades (π,π0), válidas
para PI , tal que π⊤xk > π0. Tais desigualdades são chamadas planos de corte. Sua
inclusão em Pk “corta”o ponto xk, definindo assim um novo poliedro mais restrito (ver
figura 7.18). O ideal seria que esse plano de corte definisse uma faceta de PI , o que
levaria a uma aceleração na convergência do método.
Exercício 7.6.1. Seja novamente P o poliedro usado no exercício 7.4.5, em que G é
uma roda ímpar. Considere o problema

(P) max{
n

∑
i=0

xi : x ∈ P∩Bn+1}.

Usando a abordagem de planos de corte, começamos resolvendo (P0), cuja solução
x0 está representada na figura 7.19(a) (o número ao lado de um vértice i é o va-
lor da variável xi). Pelo exercício 7.4.3, temos que x0 + xi + x j ≤ 1 define faceta de
PI , para todo i = 1, . . . ,n e j = i+ 1, ou i = n e j = 1. Essas são as desigualdades in-
duzidas pelas cliques maximais de G, todas elas violadas por x0. Definindo então
P1 = {x ∈ P0 : x0 + x1 + x2 ≤ 1}, obtemos a solução x1 exibida na figura 7.19(b). Nova-
mente, algumas desigualdades de clique estão violadas, em particular x0 + x2 + x3 ≤ 1.
Acrescentando-a como plano de corte, obtemos o politopo P2 e a solução associada x2,
descrita pela figura 7.19(c). Agora todas as desigualdades de clique estão satisfeitas.
Porém, a desigualdade ⌊n/2⌋x0 +∑n

i=1 xi ≤ ⌊n/2⌋, que também define faceta, conforme
exercício 7.4.5, ainda está violada. Podemos definir P3 a partir desse plano de corte,
levando à solução x3, apresentada na Figura 7.19(d), que é inteira e, portanto, ótima
para o problema (P).

Caso essa última desigualdade tivesse sido a primeira a ser acrescida, a solução
obtida já seria inteira, fazendo com que a geração das restrições de clique não fosse
necessária. Isso, porém, poderia não acontecer com outra função-objetivo.

Sendo xk vértice de Pk, várias fórmulas podem ser empregadas para determinar
planos de corte, entre as quais podemos citar cortes de Gomory-Chvátal [104], cortes
disjuntivos [9, 8], cortes lift-and-project [10] (ver [51] para um survey). Porém, todos
esses cortes podem não ser suficientemente fortes ou, em outras palavras, podem
determinar faces de baixa dimensão de PI , o que pode acarretar um número excessivo
de iterações do método.

Quando se conhecem desigualdades indutoras de faces de alta dimensão PI , espe-
cialmente facetas, podemos considerar o problema de separação restrito a elas: dado
um ponto x̄ /∈ PI e uma família F de desigualdades válidas para PI (notadamente in-
dutoras de facetas), desejamos encontrar (π,π0) ∈F tal que π⊤x̄ > π0, ou mostrar que
π⊤x̄≤ π0, para todo (π,π0) ∈F .

O ponto crucial e, portanto, desafiador do método de planos de corte é o pro-
blema de separação. Muitas vezes, tal problema, mesmo restrito a uma classe de
facetas, é NP-difícil, o que justifica o desenvolvimento de heurísticas de separação.
Os algoritmos de separação são, em geral, específicos para cada problema.
Exercício 7.6.2 (cont. exercício 7.4.3). Considere o problema de separação para a
classe de desigualdades dada por ∑v∈K xv ≤ 1, para toda clique maximal K de G= (V,E).
Dado um ponto x̄ ∈ R|V |, desejamos saber se alguma dessas desigualdades é violada
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por x̄. Mostre que esse problema corresponde a encontrar uma clique de peso máximo
em G, em que o peso de cada vértice v é x̄v. Portanto, esse problema de separação é
NP-difícil [126].
Exercício 7.6.3. Para o mesmo politopo do exercício 7.6.2, considere agora a classe
de desigualdades dada por ∑v∈VC

xv ≤ (|VC|−1)/2, para todo ciclo ímpar C = (VC,EC) de
G = (V,E). Tais desigualdades induzem facetas sob certas condições [172]. Verifique
que elas podem ser reescritas como ∑uv∈EC

(1− xu − xv) ≥ 1. Assim, o problema de
separação equivale a encontrar um ciclo ímpar de peso mínimo em G, em que o peso
de cada aresta uv ∈ E é wuv = 1− xu− xv. Considere o grafo bipartido G′ = (V ∪V ′,E ′),
onde V ′ = {v′ : v ∈ V} e E ′ = {u′v,uv′ : uv ∈ E}, com peso nas arestas wu′v = wuv′ = wuv.
Mostre que encontrar um ciclo ímpar de peso mínimo em G, contendo um vértice
u ∈V , equivale a encontrar um caminho mínimo em G′ entre u e u′. Usando esse fato,
argumente que o problema de separação para essa classe de facetas é polinomial.

Agradecimento O autor gostaria de agradecer a Phablo Moura, Jefferson Gur-
guri, Sérgio de Freitas Filho e alunos da disciplina Combinatória Poliédrica, 2017, do
MDCC/UFC, pela cuidadosa leitura desse material e valiosas sugestões.
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A=x=b=

Px̄ x̄+ εd
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x1
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x3

(a) Ad ̸≤ 0.

A=x=b=

Px̄ x̄+ εd

d

N (A=)

x1

x2

x3

(b) Ad ≤ 0.

Figura 7.11: Ilustração do lema 7.3.1.
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Figura 7.12: Desigualdade válida.
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x1

x2

P

F
1

(b) Face de dimensão um, F1.

Figura 7.13: Faces de um poliedro.
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Figura 7.14: Vértices e direções extremas.
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x1

x2

P

(a) Poliedro P, com vértices Q e
direções extremas R.

x1

x2

conv(Q)
cone(R)

(b) P = conv(Q)+cone(R).

Figura 7.15: Ilustração do Teorema de Minkowski.
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(a) (π,π0) não é válida para PI .
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(b) (π,π0) é válida para PI .

Figura 7.16: Lifting.
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Figura 7.17: Roda ímpar com sete vértices periféricos e um central.

x1

x2

c

xk

PIPk

(a) Pk.

x1

x2

c

xk

PIPk

π⊤x = π0
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Figura 7.18: Separação e plano de corte.
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(a) Solução x0 para P0 = P, com valor
(n+1)/2.
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(b) Solução x1 para P1 = {x ∈ P0 : x0 +x1 +
x2 ≤ 1}, com valor (3n+1)/6.
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(c) Solução x2 para P2 = {x ∈ P1 : x0 +x2 +
x3 ≤ 1}, com valor n/2.
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(d) Solução x3 para P3 = {x ∈ P2 :
⌊n/2⌋x0 + ∑n

i=1 xi ≤ ⌊n/2⌋}, com valor
(n−1)/2.

Figura 7.19: Resolução por planos de corte.



8

Otimização Não Linear Inteira
Mista
Wendel Melo
Marcia Fampa
Fernanda Maria Pereira Raupp

8.1 Introdução
Este capítulo aborda a resolução de problemas convexos de programação não

linear inteira mista (PNLIM), que são problemas de otimização que englobam simul-
taneamente termos não lineares e variáveis em domínio discreto. Algebricamente,
esses problemas podem ser descritos da seguinte forma:

(P) min
x,y

f (x,y)

s. a g(x,y) ≤ 0,
x ∈ X , y ∈ Y ∩Zny ,

(8.1)

em que X e Y são subconjuntos poliédricos de Rnx e Rny , respectivamente, e Y é
limitado. Assumimos que f : Rnx+ny → R e g : Rnx+ny → Rm são funções convexas e
duplamente diferenciáveis. Por consequência da convexidade de suas funções, (P)
é classificado como problema de PNLIM convexo. Assumimos aqui também que o
problema (P) possui solução ótima.

Diversas aplicações envolvendo modelos baseados em PNLIM têm aparecido na
literatura [141]. Em tempos recentes, um número significativo de algoritmos tem
sido proposto para resolver o problema (P), valendo-se de diferentes estratégias de
resolução. Nós classificamos aqui esses algoritmos nas seguintes categorias:

• Algoritmos de branch-and-bound não linear: De modo geral, esta classe reúne,
no contexto não linear, algoritmos com base na metodologia de particiona-
mento de espaço conhecida como branch-and-bound (BB), já amplamente di-
fundida no universo de programação linear inteira mista (PLIM). Trabalhos

177
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sobre BB não linear podem ser encontrados em [112, 33, 140, 198, 199, 30].

• Algoritmos de aproximação linear: Este tipo de algoritmo resolve um problema
de PNLIM convexo aproximando-o por uma sequência de problemas de PLIM,
cujas resoluções fornecem limitantes inferiores (no caso de minimização) para
o problema abordado. Algoritmos dessa classe podem ser encontrados em [65,
79, 92, 181, 212, 135].

• Algoritmos de subproblemas contínuos: Algoritmos desta categoria são carac-
terizados pela resolução de uma sequência de problemas em domínio contínuo.
Diferentemente dos algoritmos de BB, esta classe não faz particionamento ex-
plícito do espaço em seu processo de convergência. Nesta categoria, estão
alguns algoritmos propostos para casos especiais de (P) que envolvem, den-
tre outras características, a presença de variáveis inteiras restritas aos valores
{0, 1} [142, 168, 164, 162].

• Abordagens híbridas: Os algoritmos desta categoria procuram combinar ca-
racterísticas presentes nos algoritmos das categorias anteriores. O objetivo
principal é aproveitar as principais vantagens das abordagens mescladas e, de
forma simultânea, remediar seus pontos fracos. Como exemplos, temos [29,
165].

Além das categorias acima, também se observa a existência de algoritmos ba-
seados em aproximação quadrática, como, por exemplo, abordagens baseadas em
programação quadrática sequencial [72, 71]. Todavia, segundo nosso melhor conheci-
mento, não existe ainda demonstração de convergência para esses algoritmos, o que
os classificaria então como heurísticas de viabilidade (feasibility heuristics), que são
algoritmos voltados para obtenção de (boas) soluções viáveis para o problema abor-
dado. É importante mencionar ainda que em [79] é sugerida também a adoção de
uma aproximação quadrática de (P) no algoritmo Aproximação Externa (a ser apre-
sentado na seção 8.3.3), sem o provimento de qualquer resultado computacional sobre
essa metodologia. A notada carência de mais trabalhos na literatura nessa direção
indica ser este caminho não muito promissor até o momento. Uma possível razão
para o fato de a aproximação linear vir sendo preferida em relação à quadrática é
que a aproximação linear por meio da série de Taylor fornece, de modo natural, um
esquema funcional para obtenção de limitantes inferiores para (P), uma vez que ela se
constitui em uma relaxação de (P). Esses limitantes inferiores são fundamentais para
fechar o chamado gap de otimalidade e atestar que uma determinada solução viável
do problema abordado é ótima. A aproximação quadrática de (P) por meio da série
de Taylor, por sua vez, não se configura em uma relaxação deste, o que não permite
a obtenção de limitantes inferiores e, por consequência, dificulta a certificação de que
uma determinada solução viável é ótima.

8.2 Branch-and-bound baseado em PNL
Os algoritmos de branch-and-bound (BB), juntamente com seus derivados, como

branch-and-cut e branch-and-price, se constituem numa técnica extremamente fun-
damental na área de programação inteira, seja no âmbito linear ou no não linear.
Esses algoritmos se baseiam no particionamento do espaço das variáveis inteiras do
problema abordado. No nosso contexto, definimos como (PȲ ) o subproblema de (P)
referente a uma partição Ȳ ⊆ Y :
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(PȲ ) min
x,y

f (x,y)

s. a g(x,y) ≤ 0,
x ∈ X , y ∈ Ȳ ∩Zny .

(8.2)

Definimos então a relaxação contínua de (PȲ ), isto é, o problema derivado deste
em que as restrições de integralidade são relaxadas, como (P̃Ȳ ):

(P̃Ȳ ) min
x,y

f (x,y)

s. a g(x,y) ≤ 0,
x ∈ X , y ∈ Ȳ .

(8.3)

Algoritmo 8.1: Branch-and-bound básico.
Entrada: (P): Problema de PNLIM abordado, εc: tolerância de

convergência.
Saída: (x∗,y∗): solução ótima de (P).

1 zu =+∞;
2 Y 0 = Y ;
3 Seja N = {0} a lista inicial de nós em aberto;
4 i = 0;
5 Seja li

b o limitante inferior do nó i;
6 l0

b =−∞;
7 enquanto N ̸= /0 faça
8 Selecione um nó k de N;
9 se (P̃Y k ) é inviável então

10 N = N\{k}; // Poda por inviabilidade
11 senão
12 Seja (x̃k, ỹk) uma solução ótima de (P̃Y k );
13 se f (x̃k, ỹk)< zu− εc então
14 se ỹk for inteira então
15 zu = f (x̃k, ỹk);
16 (x∗,y∗) = (x̃k, ỹk);
17 N = N\{k}; // Poda por otimalidade
18 N = N\{ j : l j

b ≥ zu− εc}; // Podas por limite
19 senão

// Ramificação
20 Selecione uma variável y j com valor ỹk

j não inteiro;
21 Y i+1 = Y k ∩{y ∈ Rny : y j ≤ ⌊ỹk

j⌋};
22 Y i+2 = Y k ∩{y ∈ Rny : y j ≥ ⌈ỹk

j⌉};
23 li+1

b = li+2
b = f (x̃k, ỹk);

24 N = N∪{i+1, i+2}\{k};
25 i = i+2 ;

26 senão
27 N = N\{k} ; // Poda por limite

O algoritmo básico de BB é apresentado aqui como algoritmo 8.1. Note que, no
algoritmo 8.1, uma árvore de busca é percorrida, na qual, a cada nó k explorado, a
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relaxação contínua (P̃Y k ) do subproblema na partição Y k é resolvida. Assim, sejam zu

o melhor limitante superior corrente e (x̃k, ỹk) uma solução ótima de (P̃Y k ), caso este
seja viável. Temos então quatro possibilidades distintas a considerar:

1. O problema (P̃Y k ) é inviável: neste caso, podemos descartar todas as subparti-
ções de Y k (subárvore abaixo do nó atual), pois também serão inviáveis (poda
por inviabilidade, linha 10 do algoritmo 8.1).

2. f (x̃k, ỹk) ≥ zu: neste caso, uma vez que o valor f (x̃k, ỹk) é um limitante inferior
para (P) em toda subpartição de Y k, temos a certeza de que nenhuma delas
apresenta solução que melhore o limitante superior conhecido, e, portanto,
podemos descartá-las (poda por limite, linha 27 do algoritmo 8.1).

3. f (x̃k, ỹk) < zu e ỹk é inteira: neste caso, temos uma solução viável melhor que
a melhor solução conhecida. Assim, podemos atualizar zu e também descartar
as subpartições de Y k (poda por otimalidade, linha 17 do algoritmo 8.1), pois
f (x̃k, ỹk) ainda é um limitante inferior para as mesmas, e, portanto, nenhuma
delas pode fornecer solução que melhore o novo limitante superior. Podemos
ainda descartar todas as demais partições em aberto da árvore que apresentam
limitante inferior maior que o novo valor de zu (podas por limite, linha 18 do
algoritmo 8.1).

4. f (x̃k, ỹk) < zu e ỹk não é inteira: neste caso, precisamos avaliar subpartições
de Y k, pois existe a possibilidade de alguma delas abrigar solução viável que
melhore o limitante superior. Escolhemos uma variável y j cujo valor yk

j seja
fracionário para particionar o espaço e ramificamos a árvore, criando assim
duas novas subpartições (ramificação, linhas 20-25 do algoritmo 8.1).

O sucesso na aplicação de BB em PLIM está fortemente relacionado à adoção de
estratégias auxiliares para aceleração do seu processo de convergência. Repetir esse
êxito no universo não linear tem se mostrado um desafio de pesquisa. A dificuldade
na resolução de relaxações PNL é um exemplo. Em alguns casos, mesmo as melhores
rotinas computacionais de PNL podem não ser capazes de convergir para uma solu-
ção ótima de um problema convexo de PNL, ou sequer encontrar uma solução viável
de um problema com região viável não vazia. Esse último caso pode comprometer
a confiabilidade de um algoritmo de BB, fazendo com que um ramo seja indevida-
mente tratado como inviável. Ademais, o alto esforço computacional na resolução de
problemas PNL também desencoraja a adoção de esquemas de strong branching, fa-
zendo então com que estratégias de pseudocusto (pseudo-cost) sejam bem vistas. Um
estudo em que essas duas práticas são avaliadas em BB para PNLIM é realizado em
[30]. Nesse estudo, outros mecanismos adotados em BB também são considerados.

No contexto de PNLIM, torna-se também mais difícil a aplicação de técnicas de
pré-processamento na resolução de cada subproblema (P̃Y k ). Entretanto, estratégias
de pré-processamento de PLIM com base em possíveis restrições lineares presentes
em (P) ainda podem ser utilizadas. O processo de geração de cortes na aplicação de
BB para problemas de PNLIM também se mostra uma tarefa não trivial e muitas
vezes não adotada na prática. Em [199], é avaliado um esquema de geração de
cortes para a resolução de um problema PNLIM com função-objetivo linear por meio
de um algoritmo de branch-and-cut. No entanto, os cortes são obtidos através de
um modelo de PNL cujo esforço necessário para a resolução pode não compensar o
possível ganho com o corte. A falta de resultados computacionais efetivos em [199],
bem como a escassez de mais trabalhos nessa linha de atuação, parece indicar ser este
um caminho não muito promissor.

Em outra direção, Borchers and Mitchel propuseram a ramificação prematura
(early branching), que consiste em interromper precocemente a resolução da relaxação
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contínua (P̃Y k ) se for detectado que o algoritmo resolvedor está convergindo para
uma solução não inteira. Nesse caso, procede-se imediatamente à ramificação. Ao
considerar os nós descendentes, retorna-se à resolução de PNL a partir do ponto
em que o algoritmo havia sido interrompido quando a ramificação prematura foi
realizada, apenas com a mudança de limitante para uma das variáveis imposta pela
nova ramificação e com o novo valor inicial para a mesma. Na prática, pode ser difícil
implementar esse esquema de modo eficiente. Primeiramente, porque muitas rotinas
computacionais não permitem a interrupção da resolução de um problema de PNL
e seu posterior reinício de modo prático, especialmente modificando o limitante de
uma das variáveis. Mesmo quando essa tarefa é possível, é necessário conhecimento
avançado sobre o algoritmo de PNL empregado bem como sobre sua implementação.
Adicionalmente, ao se interromper precocemente a resolução de (P̃Y k ), o algoritmo
deixa de obter um limitante inferior para o sub-ramo em questão, inviabilizando podas
por limite. Todavia, essa desvantagem é amenizada em [140], em que é adicionada, a
cada problema (P̃Y k ), a restrição de corte de nível objetivo:

f (x,y)≤ zu− εc, (8.4)

para que então as podas que seriam realizadas por limite passem a ser efetuadas
por inviabilidade com a adoção da ramificação prematura. Ainda assim, o esforço
computacional tende a ser maior, uma vez que é preciso atestar inviabilidade para
que podas por limite sejam realizadas. Remediando essa desvantagem, temos em
[198] um esquema de ramificação prematura baseado em um algoritmo de plano de
corte sequencial que é capaz de prover limitantes inferiores para (P̃Y k ) a cada iteração.
Deste modo, a restrição (8.4) pode ser dispensada. Contudo, o algoritmo de plano de
corte sequencial possui convergência lenta, o que pode comprometer a eficiência do
procedimento de BB.

Observamos na ramificação prematura uma filosofia de certo modo oposta a da
geração de cortes. Com os cortes, gasta-se mais esforço computacional em cada nó de
BB, na esperança de reduzir o tamanho da árvore explorada. Adotando-se ramificação
prematura, procura-se gastar menos esforço em cada nó se não for considerado de
interesse. Uma consequência desse fato é que a ramificação prematura pode gerar
árvores de BB com maior número de nós, o que na prática pode tornar essa estratégia
desvantajosa.

8.3 Algoritmos de aproximação linear
A ideia central dos algoritmos de aproximação linear consiste em aproximar o

problema (P) por meio de um problema de programação linear inteira mista (PLIM),
comumente denominado problema mestre. Este é construído a partir de lineariza-
ções das funções de (P) sobre um conjunto de pontos T = {(x0,y0), . . . ,(xk,yk)}. A
convexidade das funções de (P) desempenha um papel fundamental neste tipo de me-
todologia: graças a ela, o problema mestre se constitui em uma relaxação de (P), o que
gera limitantes inferiores válidos para ele (no caso de minimização). Desse modo, à
medida que esses algoritmos progridem, novos pontos de linearização são adicionados
ao conjunto T com o objetivo de gerar aproximações para (P) cada vez melhores. Esse
processo se repete até que o limitante inferior obtido esteja suficientemente próximo
ao limitante superior dado pela melhor solução viável de (P) encontrada, permitindo
assim declarar essa última solução ótima.

O principal atrativo desses métodos consiste no fato de que, ao resolverem o pro-
blema mestre por meio de avançados pacotes computacionais de PLIM, como Cplex,
Gurobi ou Xpress, eles se valem diretamente de toda a maturidade obtida nessa área
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tão extensamente pesquisada. Ademais, esses métodos apresentam uma relativa facili-
dade em sua compreensão e implementação. De maneira geral, em problemas em que
o grau de não linearidade é baixo, esses algoritmos trazem a expectativa de bom de-
sempenho, uma vez que os problemas mestres gerados rapidamente forneceriam uma
aproximação adequada do problema de PNLIM original. Como principal desvanta-
gem, há a constatação de que resolver repetidamente problemas de PLIM pode exigir
demasiado esforço computacional em alguns casos, mesmo para os softwares mais
avançados. Essa característica desfavorável pode se tornar bastante crítica quando
for necessário um número elevado de iterações para a convergência do algoritmo, es-
pecialmente pelo fato de, a cada iteração, o número de restrições do problema mestre
aumentar.

8.3.1 O problema mestre
Para facilitar o entendimento do problema mestre, observamos que (P) pode ser

reformulado como um problema com função-objetivo linear através da introdução de
uma variável auxiliar α:

(P̄) min
α,x,y

α

s. a f (x,y) ≤ α
g(x,y) ≤ 0
x ∈ X , y ∈ Y ∩Zny .

(8.5)

Uma vez que as restrições de (P̄) são convexas, ao efetuarmos sua linearização por
meio da série de Taylor sobre um dado ponto qualquer (x̄, ȳ) ∈ X ×Y , obtemos as
seguintes desigualdades válidas para (P̄):

∇ f (x̄, ȳ)T
(

x− x̄
y− ȳ

)
+ f (x̄, ȳ) ≤ α, (8.6)

∇g(x̄, ȳ)T
(

x− x̄
y− ȳ

)
+g(x̄, ȳ) ≤ 0. (8.7)

Note que o ponto (x̄, ȳ) não precisa necessariamente satisfazer as restrições de (P).
Note também que em (x̄, ȳ) as linearizações aproximam de forma exata as funções
originais de (P).

De posse dessas informações, obtemos o problema mestre a partir de um conjunto
L = {(x0,y0), . . . ,(xk,yk)} com k + 1 pontos de linearização que se constitui em uma
relaxação de (P̄) e de (P):(

ML) min
α,x,y

α

s. a ∇ f (xk,yk)T
(

x− xk

y− yk

)
+ f (xk,yk) ≤ α, ∀(xk,yk) ∈ L

∇g(xk,yk)T
(

x− xk

y− yk

)
+g(xk,yk) ≤ 0, ∀(xk,yk) ∈ L

x ∈ X , y ∈ Y ∩Zny .

(8.8)

Ressaltamos que (ML) é um problema de PLIM. Seja (α̂, x̂, ŷ) uma de suas soluções
ótimas. O valor α̂ é um limitante inferior válido para (P̄) e (P). Se (α̂, x̂, ŷ) for
viável para (P̄), temos que o valor α̂ também será um limitante superior para (P̄) e
(P). Nesse caso, uma vez que (α̂, x̂, ŷ) fornece o mesmo valor como limitante inferior e
superior para (P̄), essa solução será ótima para (P̄). Consequentemente, (x̂, ŷ) será uma
solução ótima para (P). Por outro lado, se (α̂, x̂, ŷ) não for viável para (P̄), é necessário
acrescentar desigualdades válidas em (ML) de modo a cortar essa solução de sua região
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viável, fortalecendo assim a relaxação fornecida por esse problema. Nessa situação,
de um modo geral, o que os algoritmos de aproximação linear fazem é acrescentar
um novo ponto ao conjunto L de modo que as novas linearizações geradas sobre ele
cortem (α̂, x̂, ŷ). Esse procedimento é então repetido iterativamente até que a diferença
entre o limitante inferior e superior conhecidos se torne suficientemente pequena, ou
que, equivalentemente, a solução ótima do problema mestre (α̂, x̂, ŷ) seja uma solução
viável para (P̄), o que garante que essa solução é ótima para (P̄) e que (x̂, ŷ) é ótima
para (P). Observe que, ao longo das iterações, com a adição de novos pontos de
linearização ao conjunto L, o problema mestre fornece uma sequência não decrescente
de limitantes inferiores. Por essa razão, o melhor limitante inferior sempre é obtido
na resolução da versão mais recente do problema mestre. Por fim, é oportuno apontar
que um elemento-chave para diferenciar um determinado algoritmo dos demais é a
estratégia adotada para escolha dos novos pontos de linearização a serem adicionados
ao conjunto L.

8.3.2 Algoritmo Plano de Corte Estendido
O algoritmo Plano de Corte Estendido (PCE) foi apresentado por Westerlund

e Pettersson [212]. PCE adota a mais simples estratégia para a escolha dos novos
pontos adicionados em L: Seja (α̂k, x̂k, ŷk) uma solução ótima de (ML) na iteração k.
Se (α̂k, x̂k, ŷk) não for viável para (P̄), então (x̂k, ŷk) é adicionada ao conjunto L. Dessa
maneira, as novas linearizações sobre (x̂k, ŷk) cortarão (α̂k, x̂k, ŷk) da região viável do
problema mestre. Originalmente, o algoritmo PCE apenas lineariza no problema
mestre a restrição mais violada de (P̄) em cada solução (x̂k, ŷk) (note que essa restrição
pode se remeter à função-objetivo de (P)). Todavia, temos observado que, em muitos
casos, linearizar todas as restrições do problema (P̄) é uma estratégia mais efetiva
para a resolução do problema abordado.

O algoritmo 8.2 traz o algoritmo PCE. Esse método possui uma peculiaridade em
relação aos demais métodos de PNLIM: PCE é totalmente baseado na resolução do
problema mestre e não faz uso de nenhum procedimento de programação não linear.
Por consequência, ele não faz uso de nenhuma informação proveniente de derivadas
de segunda ordem, nem de qualquer aproximação destas, além de não necessitar de
nenhuma rotina computacional de PNL em sua implementação. Em determinados
contextos, essas características podem se mostrar bem vantajosas. Por outro lado, sua
convergência não é finita e pode ser demasiadamente lenta em comparação com os de-
mais métodos, já que as novas linearizações construídas a cada iteração geram cortes
fracos em comparação com os gerados pelos outros algoritmos. Como consequência,
muitas iterações podem ser necessárias para a resolução do problema abordado. Uma
vez que, a cada iteração, o número de linearizações no problema mestre aumenta, a
exigência de uma larga quantidade de iterações não é uma característica desejável
em um método de aproximação linear. Temos observado ainda que, em muitos ca-
sos práticos, algumas soluções (α̂k, x̂k, ŷk) subsequentes estão bem próximas umas das
outras e o método PCE acaba gastando muitas iterações repetindo a mesma solução
inteira ŷk.

8.3.3 Algoritmo Aproximação Externa
O algoritmo Aproximação Externa (AE) foi proposto originalmente por Duran e

Grossman em [65] e posteriormente aperfeiçoado por Fletcher e Leyffer em [79]. A
ideia principal ainda consiste em adotar o problema mestre (ML) e, a cada iteração,
acrescentar um novo ponto de linearização em L até que o limitante inferior fornecido
por (ML) se torne suficientemente próximo do melhor limitante superior conhecido
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Algoritmo 8.2: Plano de Corte Estendido.
Entrada: (P): problema de PNLIM, L0: conjunto inicial de pontos de

linearização do usuário (possivelmente vazio), εc: tolerância de
convergência.

Saída: (x∗,y∗): solução ótima para (P).

1 zl =−∞;
2 zu =+∞;
3 Escolha um ponto de linearização inicial (x0,y0);
4 L = L0 ∪{(x0,y0)};
5 k = 1;
6 Seja (ML) o problema mestre construído a partir de (P̄) sobre os pontos em

L;
7 enquanto zu− zl > εc faça
8 Seja (α̂k, x̂k, ŷk) uma solução ótima de (ML);
9 zl = α̂k;

10 se (x̂k, ŷk) é viável para (P) e f (x̂k, ŷk)< zu então
11 (x∗,y∗) = (x̂k, ŷk);
12 zu = f (x̂k, ŷk);

13 L = L∪ (x̂k, ŷk);
14 k = k+1;

para (P). Seja (α̂k, x̂k, ŷk) uma solução ótima de (ML) na iteração k. Uma tentativa de
obtenção de um limitante superior para (P) consiste na resolução do problema (Pŷk ),
que é o problema de PNL obtido a partir de (P) fixando-se y no valor ŷk:

(Pŷk ) min
x

f (x, ŷk)

s. a g(x, ŷk) ≤ 0
x ∈ X .

(8.9)

Se (Pŷk ) for viável, seja (x̃k, ŷk) uma de suas soluções ótimas. Nesse caso, f (x̃k, ŷk) é um
limitante superior válido para (P) e (P̄), e o ponto (x̃k, ŷk) é adicionado ao conjunto
L. Observe então que (x̃k, ŷk) é a melhor solução para (P), tendo ŷk como valor para y
(ou uma das melhores, se (Pŷk ) tiver múltiplas soluções ótimas). Se (Pŷk ) for inviável,
então o seguinte problema de viabilidade é resolvido:

(PF
ŷk ) min

u,x
∑m

i=1 ui

s. a g(x, ŷk) ≤ u
u≥ 0,
x ∈ X , u ∈ Rm.

(8.10)

Seja (ǔk, x̌k) uma solução ótima de (PF
ŷk ) no contexto descrito. Então, o ponto (x̌k, ŷk)

é adicionado ao conjunto L. Após a atualização de L, com a inclusão de (x̃k, ŷk) se
o problema (Pŷk ) for viável, ou com a inclusão de (x̌k, ŷk) caso contrário, o algoritmo
inicia uma nova iteração, tendo como critério de parada uma tolerância máxima
para a diferença entre os melhores limitantes inferior e superior obtidos. Conforme
demonstrado em [29, 79], assumindo que as condições de KKT são satisfeitas nas
soluções de (Pŷk ) e (PF

ŷk ), essa estratégia de atualização do conjunto L faz com que, a
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cada iteração, a solução ótima do problema mestre (α̂k, x̂k, ŷk) seja cortada pelas novas
linearizações se ela não for solução viável para (P̄). Foi demonstrado ainda que essa
estratégia garante que uma determinada solução ŷk para a variável inteira y não seja
visitada mais que uma vez pelo algoritmo, exceto se ela fizer parte da solução ótima de
(P) (nesse caso a solução poderia ser visitada no máximo duas vezes). Como o número
de soluções inteiras é finito por hipótese, já que Y é limitado, o algoritmo encontra
a solução ótima de (P) em um número finito de iterações. Assim, em comparação
com o algoritmo PCE, AE tende a requerer um número menor de iterações, com o
custo de necessitar resolver, a cada iteração, um ou dois problemas de PNL. Todavia,
é válido ressaltar que, quando o problema tratado é puramente discreto, isto é, não
possui qualquer variável contínua, AE e PCE têm desempenhos fundamentalmente
semelhantes, uma vez que, nesta situação, os problemas (Pŷk ) e (PF

ŷk ) deixam de fazer
sentido e, assumindo que ambos os algoritmos partem da mesma solução inicial (x0,y0),
as soluções acrescentadas ao conjunto L seriam rigorosamente as mesmas.

Algoritmo 8.3: Aproximação Externa.
Entrada: (P): problema de PNLIM, L0: conjunto inicial de pontos de

linearização do usuário (possivelmente vazio), εc: tolerância de
convergência.

Saída: (x∗,y∗): solução ótima para (P).

1 zl =−∞;
2 zu =+∞;
3 Escolha um ponto de linearização inicial (x0,y0) (usualmente a solução

ótima de (P̃) (relaxação contínua de (P)));
4 L = L0 ∪{(x0,y0)};
5 k = 1;
6 Seja

(
ML) o problema mestre construído a partir de (P̄) sobre os pontos em

L;
7 Seja (Pŷk ) o problema PNL obtido ao se fixar a variável y de (P) em ŷk;
8 Seja (PF

ŷk ) o problema PNL de viabilidade obtido a partir de (Pŷk );
9 enquanto zu− zl > εc faça

10 Seja (α̂k, x̂k, ŷk) uma solução ótima de
(
ML);

11 zl = α̂k;
12 se (Pŷk ) é viável então
13 Seja xk uma solução ótima de (Pŷk );
14 se f (xk, ŷk)< zu então
15 zu = f (xk, ŷk);
16 (x∗,y∗) = (xk, ŷk);

17 senão
18 Seja (uk,xk) uma solução ótima de (PF

ŷk );

19 L = L∪{(xk, ŷk)};
20 k = k+1;

O algoritmo 8.3 traz o algoritmo Aproximação Externa. Na linha 3, um ponto
de linearização inicial precisa ser obtido. Uma boa escolha é utilizar a solução da
relaxação contínua de (P), que é o problema de PNL obtido ao se relaxar a restrição
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de integralidade de y, obtendo-se assim o seguinte problema:

(P̃) min
x,y

f (x,y)

s. a g(x,y) ≤ 0,
x ∈ X , y ∈ Y.

(8.11)

Note que essa mesma estratégia poderia ser adotada no algoritmo PCE (algoritmo
8.2). Entretanto, se isso for feito, o algoritmo passará a necessitar de uma rotina
de PNL e possivelmente de informação proveniente de derivada de segunda ordem.
Podemos ressaltar aqui que a rotina computacional utilizada para otimizar os proble-
mas (P̃), (Pŷk ) e (PF

ŷk ) pode apresentar algum tipo de falha nesse processo. Nesse caso,
pode-se recorrer à estratégia de PCE de adicionar ao conjunto L a solução (x̂k, ŷk).

Uma alternativa à resolução do problema de viabilidade (PF
ŷk ), no caso em que

todas as variáveis inteiras de (P) forem binárias, é adicionar o seguinte corte binário
no problema mestre quando (Pŷk ) for inviável [65]:

∑
j∈Bk

y j− ∑
j∈Nk

y j ≤ |Bk|−1, (8.12)

em que Bk = { j| yk
j = 1}, Nk = { j| yk

j = 0} e yk é a parte inteira (binária) da solução do
problema mestre. Note que cada restrição (8.12) adicionada corta apenas a solução
inteira yk sobre a qual foi construída. De fato, pode-se também adicionar esse corte
mesmo quando (Pŷk ) for viável. Entretanto, ao se incluir esse corte no problema mestre
quando existem soluções viáveis para (P) tendo yk como valor para y, o problema
mestre deixa de ser, a rigor, uma relaxação (e também uma aproximação externa) de
(P). Todavia, ainda assim o algoritmo terminará sua execução sem qualquer prejuízo
quando zl ≥ zu− εc ou o problema mestre se tornar inviável. É válido ressaltar que
o corte gerado a partir da restrição (8.12) é considerado mais fraco que os gerados
através da solução de (PF

ŷk ), uma vez que (8.12) elimina apenas a solução yk da região
viável.

8.3.4 Algoritmo Decomposição de Benders Generalizada
O algoritmo AE possui similaridades com outro algoritmo de aproximação linear

clássico para PNLIM, o algoritmo de Decomposição Benders Generalizada (DBG),
proposto por Geoffrion [92]. A principal diferença entre ambos consiste na forma
como as funções são linearizadas no problema mestre. Enquanto AE e os demais
algoritmos de aproximação linear linearizam as funções com base na série de Taylor
em (8.6) e (8.7), DBG adota cortes lagrangianos projetados no espaço da variável y,
quando (Pŷk ) é viável:

∇y f (xk, ŷk)T (y− ŷk)+ f (xk, ŷk)
+(λ k)T (∇yg(xk, ŷk)T (y− ŷk)+g(xk, ŷk)) ≤ α,

(8.13)

em que xk e λ k são a solução ótima e os valores correspondentes dos multiplicadores
de Lagrange obtidos na resolução de (Pŷk ), respectivamente. Se (Pŷk ) for inviável, é
adotado o corte:

(µk)T
(

∇yg(xk, ŷk)T (y− ŷk)+g(xk, ŷk)
)
≤ 0, (8.14)

em que xk e µk são a solução ótima e os correspondentes multiplicadores de Lagrange
obtidos na resolução de (PF

ŷk ), respectivamente.
Embora o algoritmo DBG também possua convergência finita, pode-se encontrar

em [65] uma demonstração de que o limitante inferior fornecido pelo problema mestre
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(ML), adotado em AE, é maior ou igual ao fornecido pelo problema mestre adotado
por DBG sobre o mesmo conjunto de pontos de linearização, o que tende a fazer com
que este último método precise de mais iterações para convergir. Por essa razão, os
algoritmos de aproximação linear têm sido utilizados com o problema mestre (ML)
adotado em AE em vez do problema mestre de DBG.

8.3.5 Algoritmo branch-and-bound baseado em PL/PNL
Quesada e Grossmann apresentaram em [181] um algoritmo de aproximação li-

near baseado na resolução de problemas de programação linear (PL) e programação
não linear (PNL) em um esquema de branch-and-bound (branch-and-bound baseado
em PL/PNL, ou BB-PL/PNL). A estratégia de atualização do conjunto L é a mesma
de AE, isto é, fundamentada na solução dos problemas (Pŷk ) e (PF

ŷk ). A principal
motivação desse algoritmo vem da observação de que, em geral, o problema mestre
(ML) é resolvido sucessivas vezes nos algoritmos de aproximação linear. Essa resolu-
ção é comumente realizada por meio de um procedimento caixa-preta especializado,
geralmente uma sub-rotina que implementa alguma metodologia baseada em BB. Es-
sas sub-rotinas podem vir de avançados pacotes de PLIM, como Cplex, Gurobi ou
Xpress. Quesada e Grossmann propuseram então abrir esse procedimento caixa-preta,
integrando a resolução do problema mestre com a resolução do problema de PNLIM
abordado através de um esquema único de BB. Nesse esquema de BB, em cada par-
tição Y k explorada, o algoritmo resolve a seguinte relaxação contínua do problema
mestre:(

M̃L
Y k

)
min
α,x,y

α

s. a ∇ f (xk,yk)T
(

x− xk

y− yk

)
+ f (xk,yk) ≤ α, ∀(xk,yk) ∈ L

∇g(xk,yk)T
(

x− xk

y− yk

)
+g(xk,yk) ≤ 0, ∀(xk,yk) ∈ L

x ∈ X , y ∈ Y k.

(8.15)

Observamos que o problema mestre é dinamicamente atualizado através da inclusão
de novos pontos de linearização em L, que se originam da resolução dos problemas
(Pŷk ) e (PF

ŷk ) quando uma solução inteira porventura é encontrada.

O algoritmo branch-and-bound baseado em PL/PNL é mostrado como algoritmo
8.4. Note que apenas podas por inviabilidade e limite são realizadas. Quando uma
solução inteira é obtida na resolução de (M̃L

Y k ) (linha 14), o algoritmo entra em um laço
de atualização e resolução do problema mestre até que uma solução não inteira seja
obtida (linhas 15-25). Apontamos que a atualização do problema mestre não segue
a ideia de particionamento do espaço do algoritmo BB, isto é, quando linearizações
são acrescentadas na exploração de uma determinada partição do espaço, as novas
restrições passarão a ser impostas a todos os subproblemas (M̃L

Y k ) resolvidos daquela
iteração em diante, independentemente do ramo em que estejam na árvore de BB.

À primeira vista, pode parecer difícil conseguir implementar o algoritmo 8.4 de
forma tão eficiente quanto AE, pois, ao abrir o procedimento de resolução do pro-
blema mestre, o algoritmo BB-PL/PNL perde, em princípio, a habilidade de utilizar
as engenhosas estratégias que avançados solvers de PLIM empregam para ampliar
sua eficiência. No entanto, ressaltamos aqui que, em geral, esses mesmos solvers
fornecem um meio prático de implementar algoritmos como esse através do uso de
lazy constraints (delayed rows) juntamente com funções callback que permitem modi-
ficar o comportamento padrão de seu procedimento de BB. Adicionando-se as novas
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Algoritmo 8.4: Branch-and-bound baseado em PL/PNL.
Entrada: (P): Problema de PNLIM, L0: conjunto inicial de pontos de

linearização do usuário (possivelmente vazio), εc: tolerância de
convergência.

Saída: (x∗,y∗): solução ótima para (P).
1 zu =+∞;
2 Escolha um ponto de linearização inicial (x0,y0), (usualmente a solução

ótima de (P̃) (relaxação contínua de (P)));
3 L = L0 ∪{(x0,y0)};
4 Y 0 = Y ;
5 Seja N = {0} a lista inicial de nós em aberto da enumeração de BB;
6 Seja li

b o limitante inferior do nó i;
7 l0

b =−∞;
8 i = 0;
9 enquanto N ̸= /0 faça

10 Selecione um nó k de N;
11 se

(
M̃L

Y k

)
é inviável então

12 N = N\{k}; // Poda por inviabilidade
13 senão
14 Seja (α̂k, x̂k, ŷk) uma solução ótima de

(
M̃L

Y k

)
;

15 enquanto ŷk possui valor inteiro e α̂k < zu− εc faça
16 se (Pŷk ) é viável então
17 Seja x̃k uma solução ótima de (Pŷk );
18 se f (x̃k, ŷk)< zu então
19 zu = f (x̃k, ŷk);
20 (x∗,y∗) = (x̃k, ŷk);
21 N = N\{ j : l j

b ≥ zu− εc}; // Poda por limite

22 senão
23 Seja (ũk, x̃k) uma solução ótima de (PF

ŷk );

24 L = L∪{(x̃k, ŷk)};
25 Seja (α̂k, x̂k, ŷk) uma solução ótima de

(
M̃L

Y k

)
;

26 se α̂k < zu− εc então
// Ramificação

27 Selecione uma variável y j com valor não inteiro ŷk
j;

28 Y i+1 = Y k ∩{y ∈ Rny : y j ≤ ⌊ŷk
j⌋};

29 Y i+2 = Y k ∩{y ∈ Rny : y j ≥ ⌈ŷk
j⌉};

30 li+1
b = li+2

b = α̂k;
31 N = N∪{i+1, i+2}\{k};
32 i = i+2;
33 senão
34 N = N\{k}; // Poda por limite
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linearizações do problema mestre como lazy constraints, é possível implementar o
algoritmo 8.4 facilmente com o uso de pacotes como Cplex ou Gurobi, continuando
assim a se valer de todos os recursos disponíveis nesses softwares. Desse modo, uma
vez que considera um único procedimento de BB, o branch-and-bound para PLIM não
precisa ser reiniciado a cada iteração, conforme ocorre em AE. Assim, espera-se que o
algoritmo 8.4 apresente uma carga de computação reduzida. De fato, resultados apre-
sentados em [163] apontaram melhor desempenho deste algoritmo em comparação
com os demais algoritmos de PNLIM em geral nas instâncias de teste consideradas.

8.3.6 Algoritmo Hiperplano de Suporte Estendido
O algoritmo Hiperplano de Suporte Estendido (HSE) foi proposto por Kronqvist

et al. [135]. HSE está baseado em um princípio interessante: fortalecer a relaxação
fornecida pelo problema mestre antes de efetivamente começar a sequência de reso-
luções desse problema de PLIM. Observe que, em geral, algoritmos de aproximação
linear aproximam o problema (P) através do problema mestre. Até que essa aproxi-
mação se torne adequada para efetivamente garantir a resolução do problema, um
número de linearizações precisa ser adicionado ao problema mestre, que é então su-
cessivamente resolvido. Uma vez que o problema mestre é de PLIM, essa sequência
de resoluções pode se mostrar demasiadamente custosa. Vale então ressaltar que, se
um conjunto ideal de pontos de linearização L fosse conhecido a priori, apenas uma
única resolução de problema de PLIM seria necessária. Desse modo, o algoritmo HSE
tenta construir um problema mestre que forneça algum nível razoável de aproxima-
ção de (P), antes de efetivamente começar a resolver o problema (ML), com pontos de
linearizações iniciais. Esses primeiros pontos de linearizações são obtidos através da
resolução da relaxação contínua de (ML). Uma vez que essas relaxações são problemas
de programação linear contínua, esse conjunto inicial de pontos é gerado de forma
bem menos custosa em relação aos demais pontos. Assim, ao se iniciar a sequência de
resoluções de (ML), HSE já partirá de uma aproximação inicial possivelmente razoável
para o problema (P), o que pode vir a economizar algumas resoluções do problema
mestre. Essa etapa inicial de obtenção dos primeiros pontos termina quando a solu-
ção da relaxação contínua de (P) é encontrada, ou algum critério de parada adicional
é alcançado.

Além de adotar resolução de problemas de PL nas primeiras iterações, HSE tam-
bém utiliza um esquema mais simples que AE para a obtenção de novos pontos de
linearização (xk,yk). No lugar da resolução dos problemas (Pŷk ) e (PF

ŷk ), HSE adota um
procedimento de busca linear entre a solução (α̂k, x̂k, ŷk) obtida com a resolução do
problema mestre (ou sua relaxação) e uma solução interior (ẋ, ẏ) previamente obtida.
Se (x̂k, ŷk) não for viável para (P), (xk,yk) é então calculada como a solução na fron-
teira da região viável entre (x̂k, ŷk) e (ẋ, ẏ). Se (x̂k, ŷk) for viável para (P), é suficiente
linearizar apenas a função-objetivo f (x,y) em (x̂k, ŷk). A solução interior (ẋ, ẏ) pode
ser obtida, por exemplo, com a resolução do seguinte problema:

(PI) min
u,x,y

u

s. a g(x,y) ≤ u
u ∈ R, x ∈ X , y ∈ Y.

(8.16)

Conforme [135] aponta, o problema (PI) não precisa ser resolvido até a otimalidade,
mas sim até a obtenção de uma solução viável (u̇, ẋ, ẏ) com u̇ < 0. Também é válido
mencionar que apenas as restrições não lineares de (P) precisam estar inativas em
(u̇, ẋ, ẏ). Possíveis restrições lineares presentes em (P) podem estar ativas em (ẋ, ẏ).

O algoritmo HSE é exibido como algoritmo 8.5. Originalmente, seus autores
propõem linearizar apenas restrições ativas de (P̄) nas soluções de L. Entretanto,
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Algoritmo 8.5: Hiperplano de Suporte Estendido.
Entrada: (P): problema de PNLIM, L0: conjunto inicial de pontos de

linearização do usuário (possivelmente vazio), ε̃c: tolerância de
convergência no laço de resolução PL, εc: tolerância de
convergência, KPL: número máximo de iterações no laço de
resolução PL.

Saída: (x∗,y∗): solução ótima para (P).

1 z̃l =−∞;
2 z̃u =+∞;
3 Seja (ẋ, ẏ) uma solução interior para (P), possivelmente obtida com a

resolução de (PI) ;
4 L = L0 ∪{(ẋ, ẏ)};
5 k = 1;
6 Seja (P̃) a relaxação contínua de (P);
7 Seja

(
ML) o problema mestre construído a partir de (P̄) sobre os pontos em

L e
(
M̃L) sua relaxação contínua;

8 enquanto z̃u− z̃l > ε̃c e k < KPL faça
9 Seja (α̂k, x̂k, ŷk) uma solução ótima de

(
M̃L);

10 z̃l = α̂k;
11 se (x̂k, ŷk) é viável para (P̃) então
12 se f (x̂k, ŷk)< z̃u então
13 z̃u = f (x̂k, ŷk);
14 Adicione uma restrição de linearização da função-objetivo f (x,y)

sobre (x̂k, ŷk) em
(
ML) e (M̃L) segundo expressão (8.6);

15 senão
16 Seja (xk,yk) o resultado da busca linear entre (x̂k, ŷk) e (ẋ, ẏ);
17 L = L∪ (xk,yk);
18 k = k+1;

19 zl = z̃l ;
20 zu =+∞;
21 enquanto zu− zl > εc faça
22 Seja (α̂k, x̂k, ŷk) uma solução ótima de

(
ML);

23 zl = α̂k;
24 se (x̂k, ŷk) é viável para (P) então
25 se f (x̂k, ŷk)< zu então
26 zu = f (x̂k, ŷk);
27 (x∗,y∗) = (x̂k, ŷk);
28 Adicione uma restrição de linearização da função-objetivo f (x,y)

sobre (x̂k, ŷk) em
(
ML) segundo expressão (8.6);

29 senão
30 Seja (xk,yk) o resultado da busca linear entre (x̂k, ŷk) e (ẋ, ẏ);
31 L = L∪ (xk,yk);
32 k = k+1 ;
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temos observado melhores resultados em nossos experimentos linearizando todas as
restrições de (P̄) nessas soluções. Quando o problema mestre (ou sua linearização)
fornece uma solução viável para (P), pode-se optar por linearizar apenas a função-
objetivo nessa solução (linhas 14 e 28). Apontamos que, entre as linhas 8 e 18, o
algoritmo resolve relaxações contínuas do problema mestre. Deste modo, este trecho
do algoritmo está solucionando a relaxação contínua de (P) através do método de
hiperplano de suporte [208]. Note que AE e BB-PL/PNL podem também realizar
tal resolução (linha 3 do algoritmo 8.3 e linha 2 do algoritmo 8.4), entretanto, HSE
abre esse procedimento de modo a aproveitar soluções intermediárias para fortalecer a
relaxação provida por (ML) antes de efetivamente começar a considerar a integralidade
do problema. No laço entre as linhas 21 e 32, HSE se remete à solução de (P),
resolvendo, a cada iteração, a versão corrente do problema mestre.

8.4 Algoritmos de subproblemas contínuos
Os algoritmos de subproblemas contínuos buscam resolver o problema (P) atra-

vés da resolução de subproblemas em domínio contínuo, sem a realização de par-
ticionamento explícito do espaço de soluções, como ocorreria em um algoritmo de
branch-and-bound. Esse tipo de abordagem tem sido proposta na literatura para ca-
sos particulares do problema (P), em que todas as variáveis inteiras são binárias, isto
é, restritas aos valores {0,1}. Desse modo, os algoritmos se baseiam na construção de
problemas contínuos, substituindo a restrição

y ∈ {0,1}ny

por alguma expressão que force as variáveis inteiras a só assumirem os valores binários,
por exemplo:

ny

∑
i=1

yi(1− yi) = 0 (8.17)

Note que o lado esquerdo da equação (8.17) pode ser usado para medir o quão distante
uma solução para y está de satisfazer a integralidade. Em outras palavras, temos aqui
uma função para medir o gap de integralidade de uma solução.

Em geral, as abordagens adotam algum esquema para tratar os entraves gerados
pela não convexidade da equação (8.17). Por exemplo, Murray e Ng apresentam em
[168] um algoritmo especializado para problemas de PNLIM com restrições lineares
em que a equação (8.17) é penalizada na função-objetivo. Adicionalmente, um es-
quema de suavização é adotado. Essa estratégia de penalizar a equação (8.17) na
função-objetivo já havia sido apresentada por Raghavachari em [182], ainda no âm-
bito de PLIM. Por sua vez, Melo (2016) e Melo, Fampa e Raupp (2018) propõem em
[164, 162] o Algoritmo de Minimização de Gap de Integralidade 1, que considera o
lado esquerdo da equação (8.17) de forma isolada na função-objetivo. Esse algoritmo
é discutido a seguir.

8.4.1 Algoritmo de Minimização de Gap de Integralidade 1
(para problemas binários)

O Algoritmo de Minimização de Gap de Integralidade 1 (AMGI1) foi proposto
por Melo et al. em [164] para resolução de problemas de PNLIM em que todas as
variáveis são binárias. Fundamentado na substituição das restrições de integralidade
pela equação (8.17), sendo seu lado esquerdo levado à função-objetivo, o problema
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(contínuo) de minimização de gap de integralidade (PG) é construído como:(
PG) min

x,y
∑

ny
i=1 yi(1− yi)

s. a: g(x,y) ≤ 0,
0≤ y≤ 1,
x ∈ X , y ∈ Y.

(8.18)

Embora a função-objetivo de (PG) seja não convexa (côncava), ela traz menos
dificuldades para a convergência em geral de pacotes de PNL em comparação com a
adoção direta da restrição (8.17). Uma vez que a função-objetivo f (x,y) foi completa-
mente substituída pelo lado esquerdo de (8.17), a resolução do problema (PG) pode
conduzir, na iteração k, a qualquer solução inteira (x̂k, ŷk) que seja viável para (P).
Para remediar esse fato, os autores adotam duas estratégias: a primeira consiste na
realização de uma busca local sobre ŷk através da resolução de (Pŷk ), que é o subpro-
blema de (P) obtido ao se fixar y em ŷk, conforme apresentado em (8.9); a segunda
estratégia consiste em adotar, a partir da segunda iteração, um corte de nível objetivo
no problema de minimização de gap, conduzindo assim ao problema (P̂G(zu,εc)):

(P̂G(zu,εc)) min
x,y

ny

∑
i=1

yi(1− yi) (8.19)

s. t.: g(x,y) ≤ 0, (8.20)
f (x,y) ≤ zu− εc, (8.21)
0≤ y≤ 1, (8.22)
x ∈ X , y ∈ Y, (8.23)

em que zu é o melhor limitante superior obtido para (P), e εc > 0 é uma tolerância
de convergência. Note que a finalidade da restrição (8.21) é não permitir que uma
solução com maior valor objetivo que a melhor solução conhecida seja obtida com a
resolução de (P̂G(zu,εc)).

A partir dessas definições, a base dos algoritmos de minimização de gap de integra-
lidade é apresentada como algoritmo 8.6. O fato de necessitar resolver os problemas
de minimização de gap (PG) e (P̂G(zu,εc)) globalmente faz com que o algoritmo 8.6
não possua utilidade prática. Para remediar isso, Melo et al. propuseram resolver os
problemas de minimização de gap por meio de pacotes PNL locais em um esquema
de BB. Para isso, considera-se o problema de minimização de gap (P̂G(Y k,zu,εc)) no
contexto de cada partição Y k:(

P̂G(Y k,zu,εc)
)

min
x,y

∑
ny
i=1 yi(1− yi)

s. t: g(x,y) ≤ 0,
f (x,y) ≤ zu− εc,
0≤ y≤ 1,
x ∈ X , y ∈ Y k.

(8.24)

AMGI1 é apresentada como algoritmo 8.7. Ressaltamos que esse algoritmo foi
construído de modo a utilizar rotinas de PNL local. Uma vez que os problemas
de minimização não fornecem limitantes inferiores para o problema abordado, o es-
quema de BB de AMGI1 apenas realiza podas por inviabilidade. Todavia, conforme
apontado em [164], devido à incorporação do corte de nível objetivo, podas que se-
riam realizadas por otimalidade e limite em um BB padrão acabam sendo realizadas
por inviabilidade em AMGI1. Embora os resultados em [164] apontem que AMGI1
não é uma abordagem competitiva com os demais algoritmos exatos de PNLIM, foi
constatado que o algoritmo tende a encontrar soluções viáveis rapidamente, o que
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Algoritmo 8.6: Base para os Algoritmos de Minimização de Gap
de Integralidade.
Entrada: (P): problema de PNLIM, εc: tolerância de convergência.
Saída: (x∗,y∗): Solução ótima para (P).

1 Seja (x̂0, ŷ0) uma solução ótima global de (PG);
2 Seja x̃0 uma solução ótima de (Pŷ0 );
3 (x∗,y∗) = (x̃0, ŷ0);
4 zu = f (x̃0, ŷ0);
5 k = 1;
6 enquanto (P̂G(zu,εc)) for viável faça
7 Seja (x̂k, ŷk) uma solução ótima global de (P̂G(zu,εc));
8 se ŷk não for inteira então
9 pare o algoritmo;

10 Seja x̃k uma solução ótima de (Pŷk );
11 (x∗,y∗) = (x̃k, ŷk);
12 zu = f (x̃k, ŷk);
13 k = k+1;

o torna uma boa opção como heurística de viabilidade. Os autores chegam ainda a
apresentar uma segunda versão do algoritmo, denominada AMGI2, a ser utilizada
exclusivamente como heurística de viabilidade.

Há uma relação evidente entre o BB padrão e AMGI1. A principal diferença diz
respeito ao fato de que um BB padrão otimiza em cada partição observando somente
a função-objetivo original do problema tratado, o que pode levar a soluções nas par-
tições que estejam longe da integralidade. Por sua vez, AMGI1 otimiza nas partições
buscando encontrar alguma solução inteira que melhore o limitante superior conhe-
cido. Por essa razão, AMGI1 tende a encontrar soluções viáveis mais rapidamente
que o BB padrão.

8.5 Algoritmos híbridos
8.5.1 Algoritmo branch-and-bound Híbrido Bonmin

Bonami et al. apresentaram em [29] um algoritmo que mistura a metodologia
de aproximação linear com um esquema de resolução das relaxações não lineares
adotadas no particionamento de BB (seção 8.2). Esse algoritmo é um dos algoritmos
de PNLIM implementados no solver Bonmin, razão pela qual o denominamos aqui
branch-and-bound Híbrido Bonmin (BBHB). A base dessa abordagem é o algoritmo
branch-and-bound baseado em PL/PNL (subseção 8.3.5), no qual, em alguns nós
da enumeração de BB, relaxações não lineares são resolvidas na partição corrente
para a obtenção de novos pontos de linearização a serem adicionados ao conjunto L.
Adicionalmente, o algoritmo Aproximação Externa (subseção 8.3.3) pode ser aplicado
por um período de tempo antes de o procedimento de BB se iniciar. Os autores
chegaram a sugerir o uso de AE como procedimento de busca local em determinados
ramos da árvore de BB, mas não forneceram resultados em que efetivamente adotem
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Algoritmo 8.7: Algoritmo de Mimização do Gap de Integralidade
1.
Entrada: (P): problema de PNLIM, εc: tolerância de convergência.
Saída: (x∗,y∗): Solução ótima para (P).

1 zu = ∞;
2 Y 0 = Y ;
3 Seja N := {0} a lista inicial de nós em aberto da enumeração de BB;
4 i = 0;
5 enquanto N ̸= /0 faça
6 Selecione um nó k de N;
7 se (P̂G(Y k,zu,εc)) é viável então
8 Seja (x̄k, ȳk) uma solução ótima (possivelmente local) de

(P̂G(Y k,zu,εc));
9 enquanto ȳk é inteira faça

10 Seja x̃k uma solução ótima de (Pȳk );
11 (x∗,y∗) = (x̃k, ȳk);
12 zu = f (x̃k, ȳk);
13 se (P̂G(Y k,zu,εc)) é inviável então
14 vá para linha 21;

15 Seja (x̄k, ȳk) uma solução ótima (possivelmente local) de
(P̂G(Y k,zu,εc));

// Ramificação
16 Selecione uma variável y j com valor não inteiro ȳk

j;
17 Y i+1 = Y k ∩{y ∈ Rny : y j = 0};
18 Y i+2 = Y k ∩{y ∈ Rny : y j = 1};
19 N = N∪{i+1, i+2};
20 i = i+2;
21 N = N\{k};

tal estratégia.
O algoritmo BBHB é mostrado como algoritmo 8.8. Assim como no caso de

branch-and-bound baseado em PL/PNL, esse algoritmo pode ser implementado em
pacotes avançados de PLIM através do uso de lazy constraints (delayed rows) junta-
mente com funções callback que permitem a modificação do comportamento padrão
do procedimento de BB. Na linha 3 do algoritmo 8.8, o algoritmo Aproximação Ex-
terna é executado por um tempo limite de até α segundos. Para tornar a apresentação
desse algoritmo mais simples, omitimos alguns detalhes relacionados à aplicação de
AE. Primeiramente, se AE efetivamente resolver o problema em até α segundos, ob-
viamente o algoritmo 8.8 pode ser interrompido após a linha 3. Ainda, a execução de
AE compartilhará o mesmo conjunto de pontos de linearização L com o algoritmo 8.8.
Em outras palavras, os pontos de linearização calculados por AE serão aproveitados
no restante do procedimento. Por fim, se AE encontrar alguma solução viável para
(P) no tempo estipulado, então o limitante superior corrente zu e a melhor solução
conhecida (x∗,y∗) serão atualizados.

Observe ainda que o parâmetro β controla a frequência com que (P̃Y k ) será resol-
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Algoritmo 8.8: Branch-and-bound Híbrido Bonmin.
Entrada: (P): Problema de PNLIM abordado, L0: conjunto inicial de

pontos de linearização do usuário (possivelmente vazio), εc:
tolerância de convergência, α: tempo para busca local, β :
parâmetro para a resolução da relaxação contínua de PNL.

Saída: (x∗,y∗): solução ótima de (P).
1 zu =+∞;
2 Seja (x0,y0) uma solução ótima de (P̃) ; L = L0 ∪ (x0;y0); Y 0 = Y ;
3 Executar AproximaçãoExterna((P), L, εc) por, no máximo, α segundos;
4 Seja N = {0} a lista inicial de nós em aberto;
5 Seja li

b o limitante inferior do nó i;
6 l0

b =−∞ ; i = 0 ; d = 0;
7 enquanto N ̸= /0 faça
8 Selecione um nó k de N;
9 N = N\{k};

10 se d ≡ 1 (mod β) então
11 se (P̃Y k ) é inviável então
12 vá para linha 7;

13 Seja (x̃k, ỹk) uma solução ótima de (P̃Y k );
14 L = L∪{(x̃k, ỹk)};
15 se ỹk é inteira e f (x̃k, ỹk)< zu então
16 zu = f (x̃k, ỹk); (x∗,y∗) = (x̃k, ỹk);
17 N = N\{ j : l j

b ≥ zu− εc}; // Podas por limite

18 se f (x̃k, ỹk)≥ zu− εc então
19 vá para linha 7;

20 se
(

M̃L
Y k

)
é viável então

21 Seja (α̂k, x̂k, ŷk) uma solução ótima de
(

M̃L
Y k

)
;

22 enquanto ŷk é inteira e α̂k < zu− εc faça
23 se (Pŷk ) é viável então
24 Seja x̄k uma solução ótima de (Pŷk );
25 se f (x̄k, ŷk)< zu então
26 zu = f (x̄k, ŷk); (x∗,y∗) = (x̄k, ŷk);
27 N = N\{ j : l j

b ≥ zu− εc}; // Podas por limite

28 senão
29 Seja (ūk, x̄k) uma solução ótima de (PF

ŷk );

30 L = L∪{(x̄k, ŷk)};
31 Seja (α̂k, x̂k, ŷk) uma solução ótima

(
M̃L

Y k

)
;

32 se α̂k < zu− εc então
// Ramificação

33 Selecione uma variável y j com valor fracionário ŷk
j;

34 Y i+1 = Y k ∩{y ∈ Rny : y j ≤ ⌊ŷk
j⌋};

35 Y i+2 = Y k ∩{y ∈ Rny : y j ≥ ⌈ŷk
j⌉};

36 li+1
b = li+2

b = α̂k;
37 N = N∪{i+1, i+2};
38 i = i+2 ; d = d +1;
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vido ao longo da exploração das partições (linhas 10-19). O valor sugerido em [29]
é β = 10. As soluções obtidas com a resolução desse problema são adicionadas a L
com o objetivo de fortalecer a relaxação dada pelo problema mestre. No entanto,
apontamos que o número elevado de problemas PNL sendo resolvidos por esse algo-
ritmo, juntamente com o possível excesso de pontos de linearização em L, pode fazer
com que BBHB se torne desvantajoso em relação a branch-and-bound baseado em
PL/PNL, que é o algoritmo que lhe forneceu arcabouço.

8.5.2 Branch-and-bound Híbrido com Aproximação Externa
O algoritmo branch-and-bound Híbrido com Aproximação Externa (BBHAE)

proposto por Melo et al. [165]. Sua proposta é a integração de um algoritmo de apro-
ximação linear (Aproximação Externa) em uma metodologia de branch-and-bound,
com a expectativa de que a mesclagem de algoritmos de diferentes classes poderia
gerar uma nova abordagem capaz de aproveitar as vantagens de ambas. Desse modo,
BBHAE toma a exploração de partições de um branch-and-bound não linear, utili-
zando o algoritmo de aproximação externa como sub-rotina, sempre com uma janela
de tempo limitada de execução, em duas situações distintas:

1. Em algumas partições do espaço, com o objetivo de buscar por melhores solu-
ções ou efetivamente resolvê-las. A cada f req_AE_subprob partições explora-
das, AE será executado;

2. No problema (P) original, a cada f req_AE_prob partições exploradas. Nessa
situação, o conjunto de pontos de linearização acumula os pontos obtidos entre
as diferentes chamadas ao procedimento de AE.

O algoritmo BBHAE é mostrado como algoritmo 8.9. Além dos parâmetros de
entrada usuais, BBHAE também define os seguintes parâmetros de entrada adicionais:

• f req_AE_subprob: frequência de aplicação de AE em subproblemas;
• f req_AE_prob: frequência de aplicação de AE em (P);
• tempo_AE_subprob: tempo máximo (em segundos) para cada aplicação de AE

em subproblemas;
• tempo_AE_prob: tempo máximo (em segundos) para cada aplicação de AE em

(P);
• AE((P̄),LI ,zu, tempo): procedimento que implementa o algoritmo Aproximação

Externa que aborda (P̄), com um conjunto inicial de pontos de linearização
LI , limitante superior zu, por no máximo tempo segundos. AE retorna: status:
status de execução do algoritmo, (x̄, ȳ): melhor solução obtida para (P̄), LF :
conjunto final de pontos de linearização, z̄l : limitante inferior para o valor
objetivo ótimo de P̄.

A principal motivação de BBHAE é a constatação de que o conjunto L pode ser
utilizado para salvar o estado corrente de execução do algoritmo Aproximação Ex-
terna. Em outras palavras, AE pode ser interrompido ao final de uma determinada
iteração k, para ser posteriormente reiniciado do ponto em que parou na iteração k+1,
bastando, para isso, armazenar o conjunto de pontos de linearização L. Através do
armazenamento de L, o problema mestre pode ser corretamente reconstituído. As-
sim, de certo modo, o algoritmo de BBHAE pode ser visto como sendo a execução
do algoritmo Aproximação Externa com interrupções (linha 34). Ao longo dessas
interrupções, iterações de branch-and-bound não linear são executadas para explorar
partições do espaço. Essas iterações de branch-and-bound podem vir a encontrar
soluções viáveis para (P) que serão então adicionadas a L, para melhorar a relaxação
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Algoritmo 8.9: Algoritmo híbrido de branch-and-bound e Apro-
ximação Externa.
Entrada: (P): problema de PNLIM, εc: tolerância de convergência.
Saída: (x∗,y∗): solução ótima para (P).

1 Seja li
b o limitante inferior do nó i;

2 LP = /0; // Conjunto inicial de pontos de linearização para (P)
3 Seja N = {0} o conjunto inicial de nós em aberto da árvore de BB;
4 zu =+∞; Y 0 = Y ; l0

b =−∞; i = 0; iter = 0;
5 enquanto N ̸= /0 faça
6 iter = iter+1;
7 Selecione um nó k de N; N = N \{k};
8 se (P̃Y k ) é viável então
9 Seja (xk,yk) uma solução ótima de (P̃Y k );

10 se f (xk,yk)< zu− εc então
11 se yk é inteira então
12 zu = f (xk,yk); (x∗,y∗) = (xk,yk); LP = LP ∪{(xk,yk)};
13 N = N \{ j : l j

b ≥ zu− εc}; // Podas por limite
14 senão
15 l̄b = f (xk,yk);
16 se iter ≡ 0 (mod f req_AE_subprob) and k > 0 então

// Aplicando AE ao subproblema
17 LS = {(xk,yk)};
18 [status,(x̄, ȳ),LF , z̄l ] = AE((PY k ),LS,zu, tempo_AE_subprob);
19 se (x̄, ȳ) é viável para (P) então
20 se f (x̄, ȳ)< zu então
21 zu = f (x̄, ȳ); (x∗,y∗) = (x̄, ȳ);
22 N = N \{ j : l j

b ≥ zu− εc}; // Podas por limite
23 LP = LP ∪{(x̄, ȳ)};

24 se z̄l ≥ zu− εc OU (status é “solução ótima” ou
“problema inviável”) então

25 vá para linha 5;

26 l̄b =max{l̄b, z̄l};

27 Selecione uma variável y j com valor fracionário yk
j;

// Ramificação
28 Y i+1 = Y k ∩{y ∈ Rny : y j ≤ ⌊yk

j⌋};
29 Y i+2 = Y k ∩{y ∈ Rny : y j ≥ ⌈yk

j⌉};
30 N = N∪{i+1, i+2};
31 li+1

b = li+2
b = l̄b;

32 i = i+2;

33 se iter ≡ 1 (mod f req_AE_prob) então
34 [status,(x̄, ȳ),LF , z̄l ] = AE((P),LP,zu, tempo_AE_prob); // Aplicando

AE
35 se (x̄, ȳ) é viável e f (x̄, ȳ)< zu então
36 zu = f (x̄, ȳ); (x∗,y∗) = (x̄, ȳ);
37 N = N \{ j : l j

b ≥ zu− εc}; // Podas por limite
38 se status é “solução ótima” então Pare o algoritmo ;
39 LP = LP ∪LF ; // Acumulando pontos de linearização
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dada pelo problema mestre quando AE for reiniciado. Adicionalmente, o procedi-
mento AE pode ser executado de modo independente como heurística em algumas
partições do espaço durante as iterações de branch-and-bound (linha 18), com o ob-
jetivo de encontrar soluções naquela partição, ou ainda efetivamente solucioná-la no
tempo limite imposto.

8.6 Considerações finais
8.6.1 Heurísticas

Algumas heurísticas propostas para PLIM foram adaptadas para PNLIM convexa.
Por exemplo, [27, 28] apresentam adaptações de feasibility pump (FP) para o caso
não linear. FP foi originalmente proposto para PLIM em [18] e é caracterizado por
manter duas sequências de soluções. À primeira sequência é imposta a satisfação das
restrições presentes na relaxação contínua de (P), sem necessariamente satisfazer a
integralidade. À segunda sequência é imposta a satisfação da integralidade de (P), sem
necessariamente satisfazer suas demais restrições. O algoritmo procura então fazer
com que as duas sequências convirjam para a mesma solução, que, assim, atenderá a
todas as restrições de (P). Em [28], é utilizada uma estratégia baseada na resolução
de problemas de PLIM para obtenção da sequência de soluções inteiras de FP. Por sua
vez, [27] utiliza para essa mesma sequência um esquema baseado em arredondamento.
Também foram apresentadas versões de FP para problemas de PNLIM não convexos
[54, 15].

Em [27], a heurística de mergulho (diving) é estendida para PNLIM. Essa heurís-
tica busca encontrar soluções viáveis simulando uma espécie de “mergulho” em um
dos caminhos da árvore de enumeração de branch-and-bound. Em [164], são apre-
sentadas as heurísticas baseadas na ideia de minimização de gap de integralidade
(apresentada na seção 8.4.1), AMGI1 e AMGI2 (IGMA1 e IGMA2, em inglês). Uma
versão da heurística de melhoramento RINS [56] (proposta originalmente para PLIM)
também é apresentada por [27], onde uma busca por soluções de melhoramento é re-
alizada através da fixação de um subconjunto de variáveis inteiras e da resolução do
subproblema de PNLIM resultante. Também se valendo de subproblemas nos quais
um subconjunto de variáveis estão fixas, a heurística RENS [20] procura pelo melhor
arredondamento viável em torno de uma solução para a relaxação contínua de (P).
Ainda nessa temática de fixação de um subconjunto de variáveis, [19] resolve subpro-
blemas de PLIM para procurar por soluções viáveis para o problema (P). Uma outra
heurística de melhoramento para PLIM baseada na resolução de subproblemas intei-
ros é a local branching [77], estendida para PNLIM em [169]. Por fim, [144] propõe
uma heurística combinando elementos oriundos de metodologias distintas como local
branching, branch-and-bound e meta-heurísticas.

8.6.2 Pacotes computacionais
Alguns pacotes computacionais (softwares) voltados para PNLIM convexa estão

disponíveis nos dias de hoje. Um exemplo de pacote não comercial é o Muriqui [163,
161], que implementa a maioria dos algoritmos exatos discutidos neste capítulo, junta-
mente com algumas das heurísticas citadas. Uma série de parâmetros está disponível
para customizar as execuções dos algoritmos. Outro resolvedor não comercial que
lança mão de um conjunto de algoritmos é o Bonmin [29]. Dentre as opções comer-
ciais, pode-se destacar o pacote Knitro [37]. Outras opções de pacotes comerciais e
não comerciais estão listadas em [136].
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9.1 Introdução
A área de otimização combinatória está repleta de problemas NP-difíceis cujas

aplicações demandam soluções de instâncias de grande porte. Para muitos desses
problemas, mesmo os melhores algoritmos exatos conhecidos levam tempo proibitiva-
mente elevado. Assim, é natural buscar algoritmos que executam eficientemente, mas
que ao mesmo tempo devolvam soluções com valor garantidamente próximo ao valor
de uma solução ótima. Na abordagem de algoritmos de aproximação, entende-se por
eficiente um algoritmo que executa em tempo polinomial; a garantia de proximidade
é feita pela demonstração teórica de que o valor de uma solução devolvida é limitado
por um fator do valor de uma solução ótima.

Um algoritmo de aproximação deve produzir soluções com valores próximos ao
de uma solução ótima e, muitas vezes, a análise dessa proximidade deve ser feita
sem o conhecimento desse valor. Nesse caso, o valor da solução devolvida deve ser
comparado com um ou mais limitantes do valor ótimo. Normalmente, um limitante
é obtido a partir de uma estrutura parecida com a solução ótima, mas que sabemos
construir rapidamente. Por exemplo, em vez de obter um caminho hamiltoniano
de um grafo de custo mínimo, podemos encontrar uma árvore geradora mínima. A
pressão por soluções melhores leva a limitantes cada vez mais próximos do valor ótimo
e, daí, a um conhecimento cada vez mais refinado da estrutura e da dificuldade do
problema.

Tais limitantes podem ser obtidos de várias maneiras. Por exemplo, pode-se
explorar a natureza combinatória do problema, seja analisando configurações parti-
culares, seja realizando simplificações da instância. Outros limitantes resultam da
relaxação de formulações do problema. Entre as incontáveis técnicas e ferramentas
para obter limitantes e desenvolver algoritmos de aproximação, certamente aquelas
baseadas em programação linear inteira ocupam um lugar de destaque. Neste ca-
pítulo, estudamos uma série de técnicas e algoritmos baseados, principalmente, na
formulação por programa linear inteiro do problema e de sua relaxação.
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O conteúdo deste capítulo está dividido em três seções principais. Na seção 9.2,
apresentamos a notação utilizada bem como as principais definições. Para exempli-
ficar esses conceitos, apresentamos alguns algoritmos de aproximação mais básicos,
utilizando técnicas variadas e com diferentes garantias de aproximação. Na seção 9.3,
introduzimos o uso da relaxação de programa linear inteiro como estrutura para se
obter um limitante para o valor ótimo. Nessa abordagem, resolvemos a relaxação de
uma formulação linear inteira e arredondamos a solução racional obtida, utilizando
diferentes métodos, que podem ser determinísticos ou não determinísticos. Na se-
ção 9.4, descrevemos diversos algoritmos primais-duais. Nesses algoritmos, em vez
de resolvermos a relaxação de um programa linear inteiro, utilizamos sua formulação
dual como guia na busca de uma solução integral aproximada. As referências para os
algoritmos apresentados e outras notas bibliográficas estão concentradas na seção 9.5.

9.2 Definições e algoritmos básicos
Dado um problema de otimização Π, denotamos por IΠ o conjunto das instâncias

de Π. Ainda, dado um algoritmo A para o problema Π, para cada I ∈ IΠ, denotamos
por A(I) o valor da solução produzida pelo algoritmo A quando esse recebe I como
entrada e por OPT(I) o valor de uma solução ótima para I.

Se Π é um problema de minimização, dizemos que um algoritmo A para Π é um
algoritmo de aproximação com fator de aproximação α, ou que é uma α-aproximação,
se A executa em tempo polinomial e

A(I)≤ αOPT(I), para todo I ∈ IΠ.

Para problemas de maximização, esses termos são definidos de maneira similar.
Se Π é um problema de maximização, dizemos que um algoritmo A para Π é um
algoritmo de aproximação com fator de aproximação α, ou que é uma α-aproximação,
se A executa em tempo polinomial e

A(I)≥ αOPT(I), para todo I ∈ IΠ.

Dizemos que uma família de algoritmos {Aε}, para ε > 0, é um esquema de apro-
ximação de tempo polinomial (Polynomial Time Approximation Scheme, PTAS) se
Aε tem complexidade de tempo polinomial no tamanho da instância, para cada ε
constante, e fator de aproximação 1+ ε, se o problema for de minimização, e 1− ε,
se o problema for de maximização. Se a complexidade de tempo do algoritmo for da
forma O( f (1/ε)nc), em que f é uma função arbitrária e c é uma constante que não
depende de ε, um tal algoritmo é chamado de esquema de aproximação de tempo
polinomial eficiente (Efficient PTAS, EPTAS). Se o algoritmo tiver complexidade de
tempo polinomial tanto no tamanho da entrada quanto em 1/ε, o algoritmo é cha-
mado de esquema de aproximação de tempo completamente polinomial (Fully PTAS,
FPTAS).

9.2.1 Um primeiro algoritmo de aproximação
Dado um conjunto de elementos E e uma família S de subconjuntos de E, dizemos

que T ⊆ S é uma cobertura de E se, para todo elemento e ∈ E, existir algum conjunto
de T que contenha e. Tipicamente, cada conjunto em S corresponde a algum recurso
que satisfaz a demanda de seus elementos, e devemos satisfazer todas as demandas
em E. Como cada recurso tem um custo de utilização inerente, não necessariamente
queremos usar todos os conjuntos de S para cobrir E. Com isso, um problema natural
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é encontrar um subconjunto de S que cubra todos os elementos de E e cuja soma dos
custos seja mínima.

O Problema da Cobertura por Conjuntos (Set Cover Problem, SC) é definido
a seguir. Denote por ISC o conjunto de todas as tuplas (E,S,w) em que E é um
conjunto finito, S uma família de subconjuntos de E e w um vetor indexado em S
com wS ≥ 0 para cada S ∈ S. Além disso, suponha que, em toda tupla (E,S,w) ∈ ISC,
a família S seja uma cobertura de E, já que, caso contrário, o problema não teria
solução.

Problema 9.2.1 (SC). Dada uma instância (E,S,w) ∈ ISC, o objetivo do problema é
encontrar uma cobertura T ⊆ S de E tal que a soma ∑S∈T wS seja mínima.

SC é um problema NP-difícil [125], o que implica que não existe algoritmo exato
e de tempo polinomial para ele sob a hipótese de que P ̸= NP. Na verdade, sob
essa hipótese pode-se dizer algo ainda mais forte: SC não tem fator de aproximação
assintoticamente melhor do que ordem logarítmica no número de elementos [64]. Mais
precisamente, mostra-se o teorema seguinte.

Teorema 9.2.1. Seja n o número de elementos em uma instância de SC e ε > 0 uma
constante. Não há algoritmo de aproximação com fator (1− ε) lnn para SC, a menos
que P=NP.

Em seguida, apresentamos um algoritmo guloso que adiciona iterativamente um
conjunto por vez na solução em construção, até que todos os elementos de E estejam
cobertos por algum dos conjuntos escolhidos. A cada iteração, o conjunto escolhido
é aquele que possui a menor razão entre seu custo e o número de novos elementos
cobertos pela sua escolha.

Algoritmo 9.1: SC-Guloso(E,S,w)
1 Faça T ← /0 e N← E.
2 enquanto N ̸= /0 faça
3 Escolha Z ∈ S tal que wZ

|Z∩N| seja mínimo.
4 Faça T ← T ∪{Z} e N← N \Z.
5 Devolva T .

No passo 1 de SC-Guloso, a variável T guarda a solução em construção, o que
começa vazia, e a variável N guarda todos os elementos ainda não cobertos, o que
inicialmente corresponde a todo conjunto E. A condição do laço do passo 2 garante
que iremos escolher algum novo conjunto enquanto existir elementos a serem cobertos.
Em cada iteração, no passo 3, é escolhido um conjunto Z de forma que o custo por
elemento não coberto seja mínimo, e, no passo 4, esse conjunto Z é incorporado à
solução em construção, atualizando o conjunto de elementos não cobertos.

No teorema a seguir, HK denota o K-ésimo número harmônico, isto é, HK = 1
1 +

1
2 + · · ·+

1
K .

Teorema 9.2.2. Seja I = (E,S,w) uma instância de SC e defina K = max{|S| : S ∈ S}. A
solução devolvida por SC-Guloso ao receber I como entrada tem valor de no máximo
HK OPT(I).
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Demonstração. Considere a i-ésima iteração do laço do passo 2 do algoritmo e seja
Zi o conjunto escolhido nessa iteração. Além disso, seja Ni o conjunto de elementos
não cobertos no início dessa iteração.

Em cada iteração, o conjunto Zi é escolhido por corresponder à menor razão wZi
|Zi∩Ni |

,
que é o custo de cobertura calculado por elemento. Com isso, podemos repassar o
custo do conjunto Zi para os elementos não cobertos em Zi∩Ni. Dividindo-se o valor de
Zi igualmente, cada elemento e∈ Zi∩Ni recebe um custo dado por ce =

wZi
|Zi∩Ni |

. Como o
custo ce é atribuído apenas uma vez a cada elemento, a soma dos custos dos conjuntos
escolhidos também pode ser vista como a soma dos custos atribuídos por elemento,
isto é,

∑
Z∈T

wZ = ∑
e∈E

ce.

Agora, considere uma solução ótima T ∗ ⊆ S. Considere também um conjunto S
em T ∗ e denote por {e|S|,e|S|−1, . . . ,e1} os seus elementos. Sem perda de generalidade,
suponha que o algoritmo SC-Guloso cubra os elementos de S na ordem e|S|,e|S|−1, . . . ,e1.
O algoritmo irá repassar um custo para cada um desses elementos. No início da
iteração i em que um elemento e j foi coberto, os elementos e j,e j−1, . . . ,e1 não estavam
cobertos. Assim, o próprio conjunto S era um candidato a ser escolhido no início
dessa iteração e portanto o custo repassado ao elemento e j pode ser estimado por

ce j =
wZi

|Zi ∩Ni|
≤ wS

|S∩Ni|
≤ wS

j
.

Somando para todos os elementos, temos que o custo total dos elementos no conjunto
S é dado por

∑
e∈S

ce =
|S|

∑
j=1

ce j ≤
|S|

∑
j=1

wS

j
= H|S|wS. (9.1)

Por fim, podemos computar o custo total por elemento como

∑
e∈E

ce ≤ ∑
S∈T ∗

∑
e∈S

ce

≤ ∑
S∈T ∗

H|S|wS

≤ ∑
S∈T ∗

HK wS = HK OPT(I).

A primeira desigualdade é válida porque T ∗ é uma cobertura, e a segunda desigual-
dade segue da desigualdade (9.1).

Como HK ≤ lnK+1, esse teorema implica que SC-Guloso é uma O(logn)-aproximação,
em que n é o número de elementos em uma instância de SC. Embora ele seja um
algoritmo bastante simples e possa parecer que técnicas mais sofisticadas possam ob-
ter fatores de aproximação muito melhores, o teorema 9.2.1 implica que não existe
algoritmo com fator assintoticamente melhor, a não ser que P=NP.

9.2.2 Um segundo algoritmo de aproximação
O algoritmo visto anteriormente para SC é um algoritmo guloso simples que tem

um fator de aproximação que depende da instância do problema. Vamos apresentar
agora um outro algoritmo guloso, mas para o Problema de Escalonamento de Tare-
fas em Máquinas Paralelas Idênticas (Identical Machines Scheduling Problem, IMS).
Para esse algoritmo, veremos que o fator de aproximação não depende da entrada.
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Uma instância para IMS é composta de um conjunto de tarefas J = {1, . . . ,n}, um
conjunto de máquinas M = {1, . . . ,m} e um vetor p tal que p j ≥ 0 representa o tempo
de processamento de uma tarefa j ∈ J quando ela é escalonada em alguma máquina
de M. Denote por IIMS o conjunto de todas as tuplas (J,M, p). Um escalonamento
de J em M é uma partição M= (M1, . . . ,Mm) de J, em que Mi é o conjunto das tarefas
que foram atribuídas à máquina i. O valor do escalonamento M é definido como
val(M) = max

{
∑ j∈Mi p j : i ∈M

}
, que é o menor tempo de processamento necessário

para que todas as máquinas tenham terminado de executar suas tarefas correspon-
dentes.

Problema 9.2.2 (IMS). Dada uma instância (J,M, p) ∈ IIMS, o objetivo do problema
é encontrar um escalonamento M de J em M tal que val(M) seja mínimo.

Vamos supor que m ≤ n, uma vez que o caso m > n é trivialmente resolvido com
um algoritmo ótimo que escalona uma tarefa por máquina. Para uma instância
I = (J,M, p), defina L(I) = max

{
max

{
p j : j ∈M

}
, 1

m ∑ j∈J p j
}
. O seguinte lema segue da

definição de escalonamento e sua demonstração é deixada como exercício.

Lema 9.2.1. Se I ∈ IIMS, então L(I) é um limitante inferior para o valor de uma
solução ótima.

O algoritmo IMS-Guloso atribui cada tarefa iterativamente à máquina que atual-
mente tiver o menor tempo de execução.

Algoritmo 9.2: IMS-Guloso(J,M, p)

1 para i ∈M faça
2 Faça Mi← /0.
3 para j ∈ J faça
4 Seja i ∈M uma máquina tal que ∑ j∈Mi p j seja mínimo.
5 Faça Mi←Mi∪{ j}.
6 Devolva o escalonamento (M1, . . . ,Mm).

Lema 9.2.2. Seja I = (J,M, p) ∈ IIMS e defina m = |M|. Ao receber I como entrada,
IMS-Guloso constrói em tempo polinomial um escalonamento de J em M com valor
de no máximo (2−1/m)L(I).

Demonstração. Seja M= (M1, . . . ,Mm) o escalonamento obtido pelo algoritmo para I.
Além disso, seja t o índice da máquina com maior tempo de processamento em M e
ℓ a última tarefa atribuída a Mt . Considere a iteração do algoritmo em que a tarefa
ℓ foi atribuída e a máquina t foi escolhida. No início dessa iteração, a variável Mt é
tal que ∑ j∈Mt p j é mínimo, ou seja, t corresponde à máquina com a menor carga já
atribuída. Desse fato segue que, ao final da execução do algoritmo, cada máquina i
tem tempo de processamento ∑ j∈Mi p j ≥ ∑ j∈Mt\{ℓ} p j. Somando-se essas desigualdades
para todo i, obtemos

∑
j∈J\{ℓ}

p j = ∑
i∈M

∑
j∈Mi\{ℓ}

p j ≥ ∑
i∈M

∑
j∈Mt\{ℓ}

p j = m ∑
j∈Mt\{ℓ}

p j.
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Relembre que o valor do escalonamento é o maior tempo de processamento de
uma máquina. Assim,

val(M) = ∑
j∈Mt\{ℓ}

p j + pℓ

≤ 1
m ∑

j∈J\{ℓ}
p j + pℓ

=
1
m ∑

j∈J
p j +

(
1− 1

m

)
pℓ

≤ L(I)+
(

1− 1
m

)
L(I).

Teorema 9.2.3. IMS-Guloso é uma 2-aproximação para IMS.

Demonstração. Segue dos lemas 9.2.1 e 9.2.2.

9.2.3 Problemas em grafos e em espaços métricos
Iremos explorar alguns problemas que têm como parte da entrada um grafo com

pesos nas arestas. Problemas com esse domínio são recorrentes em aplicações de
projeto de rede, para os quais os pesos nas arestas representam custos de construir
uma conexão entre dois nós. Um exemplo clássico dessa classe é o Problema da Árvore
de Steiner (Steiner Tree Problem, ST). Esse problema ocorre em situações em que
se deseja construir uma rede cabeada que conecta um certo conjunto de nós. Os
nós podem ser terminais, que devem estar obrigatoriamente ligados na rede, ou não
terminais, que não são obrigatórios, mas podem servir como pontos de roteamento
para baratear o custo da rede.

Formalmente, denote por IST o conjunto de todas as tuplas (G,R,c) em que G é
um grafo conexo, R um subconjunto de vértices de G e c um vetor indexado em E(G)
tal que ce ≥ 0 represente o peso da aresta e ∈ E(G).

Problema 9.2.3 (ST). Dada uma instância (G,R,c) ∈ IST, o objetivo do problema é
encontrar uma árvore T ⊆ G tal que R⊆V (T ) e a soma ∑e∈E(T ) ce seja mínima.

Um caso particular ocorre quando a função de pesos nas arestas corresponde a
uma função de distância no conjunto de vértices, isto é, o grafo G é completo e o peso
de uma aresta corresponde à distância entre os seus dois vértices. Para esses tipos
de função de peso, vale a desigualdade triangular, o que significa que o peso de uma
aresta entre dois vértices não é maior do que o peso de qualquer caminho entre eles.
Uma definição mais formal é dada a seguir.

Definição 9.2.1. Considere um grafo completo G associado a uma função de pesos
nas arestas c. Dizemos que a função c é métrica se ce ≥ 0 para toda aresta e ∈ E(G) e
cuv ≤ cuw + cwv para todo trio de vértices u,v,w ∈V (G).

Também dizemos que uma instância I ∈ IST é métrica quando a função de peso de
I é métrica. A priori, resolver um problema com instâncias arbitrárias pode ser mais
difícil do que resolver o mesmo problema restrito a instâncias métricas. No caso de ST,
no entanto, restringir as funções de peso a métricas não torna o problema mais fácil.
Mais precisamente, se uma instância I não é métrica, então podemos construir uma
instância métrica I′ de forma que uma solução de I′ corresponda a uma solução de I
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com o mesmo custo. Uma consequência disso é que podemos nos concentrar na versão
métrica do problema. No lema a seguir, denotamos por distG(u,v) o comprimento com
relação a c de um menor caminho de u a v em G.

Lema 9.2.3. Dada uma instância I = (G,R,c) de ST, seja I′ = (G′,R,c′) uma instância
métrica de ST, em que G′ é um grafo completo em V (G) e c′uv = distG(u,v) para cada
u,v ∈ V (G). Então, (i) dada uma solução T ′ de I′, podemos construir uma solução T
de I tal que ∑e∈E(T ) ce ≤ ∑e∈E(T ′) c′e; e (ii) OPT(I) =OPT(I′).

Demonstração. A partir de uma solução T ′ de I′, construa um grafo H da seguinte
maneira: para cada aresta (u,v)∈E(T ′), encontre um caminho de G, chamado Puv, com
custo distG(u,v) = c′uv, e adicione suas arestas a H. Observe que H é um subgrafo de
G que contém todos os vértices de T ′. Construa uma árvore geradora de H e chame-a
de T . Como a árvore T ′ é uma solução de I′, ela contém todos os terminais, então
T também os contém. Concluímos que T é uma árvore e R⊆V (T ), ou seja, T é uma
solução de I. O custo de T é

∑
e∈E(T )

ce ≤ ∑
e∈E(H)

ce ≤ ∑
e∈E(T ′)

∑
f∈E(Pe)

c f = ∑
e∈E(T ′)

c′e.

Isso implica que OPT(I)≤OPT(I′). Para o outro lado, perceba que uma solução para
I também é uma solução para I′ com custo menor ou igual, então OPT(I′)≤OPT(I)
e, portanto, OPT(I) =OPT(I′).

Relembre que o Problema da Árvore Geradora Mínima (Minimum Spanning Tree,
MST) é o problema de, dado um grafo conexo com pesos nas arestas, encontrar uma
árvore com todos os vértices do grafo e cujo peso total seja mínimo. Repare que
MST é, de fato, um caso particular de ST em que R = V (G), isto é, em que todos
os vértices são terminais. Ao contrário do ST, no entanto, conhecemos algoritmos
polinomiais para MST, como o algoritmo de Prim ou de Kruskal. Isso sugere um
algoritmo simples para resolver uma instância (G,R,c) de ST: primeiro, calcule o
grafo induzido por terminais G[R]; depois, obtenha uma árvore geradora mínima de
G[R] com pesos c.

Para limitar o fator de aproximação desse algoritmo, precisamos comparar o
valor da árvore geradora obtida com um valor limitante para o valor ótimo. Para isso,
partiremos de uma solução ótima e construiremos uma árvore geradora de terminais.
Para mostrar que essa árvore não tem custo muito maior do que o valor ótimo, vamos
supor que a instância seja métrica.

Teorema 9.2.4. Existe uma 2-aproximação para ST.

Demonstração. Seja I = (G,R,c) ∈ IST e T ∗ uma solução ótima para I. Duplique as
arestas de T ∗ e obtenha um grafo H tal que todo vértice tenha grau par. Assim, H é
euleriano e podemos obter uma rota C de H que passe por todas as arestas exatamente
uma vez. Depois, construa um caminho P que passe por todos os vértices de R uma
única vez, percorrendo C e fazendo atalhos nos vértices já visitados. Formalmente,
seja v1,v2, . . . ,vr,v1 a sequência de vértices da rota C, e, sem perda de generalidade,
suponha que v1 ∈ R. Inicialize uma variável i = 1 e um caminho P formado apenas
pelo vértice v1. Agora, até que todos os vértices de R estejam em P, repita: seja v j o
primeiro vértice de R\V (P) na sequência de C que está após vi, adicione (vi,v j) a P e
faça i = j. Repare que cada aresta de P é da forma (vi,v j) com i < j. Pela desigualdade
triangular, temos

cviv j ≤ cvivi+1 + cvi+1vi+2 + · · ·+ cv j−1v j .

Assim, ∑(vi ,v j)∈E(P) cviv j ≤ cv1v2 +cv2v3 + · · ·+cvr−1vr ≤∑e∈E(H) ce = 2∑e∈E(T ∗) ce. Em outras
palavras, P custa no máximo duas vezes o valor de uma solução ótima.
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Finalmente, seja T uma árvore geradora de G[R] de custo mínimo. Como P
também é uma árvore geradora de G[R], sabemos que T tem custo menor ou igual ao
de P e, portanto, custa no máximo duas vezes o custo de T ∗. Como T pode ser obtida
em tempo polinomial, o teorema segue.

Relembre que qualquer algoritmo de tempo polinomial para SC tem um fator
de aproximação maior do que (1− ε) lnn, para ε > 0. Isso implica que o fator de
aproximação de qualquer algoritmo para SC deve depender da instância. No caso dos
algoritmos para IMS e ST, os fatores de aproximação não dependem da instância. De
fato, em ambos os casos, o fator é 2, que é um número constante. Isso nos permite
dizer que esses dois problemas são mais fáceis de aproximar do que SC. A seguir,
veremos que IMS é ainda mais fácil de aproximar.

9.2.4 Um esquema de aproximação
Apresentamos um esquema de aproximação de tempo polinomial para IMS. Para

cada constante ε > 0, iremos projetar um algoritmo IMS-Ptasε que obtém soluções
cujo valor é de no máximo 1+ ε vezes o valor de uma solução ótima.

O algoritmo particiona o conjunto de tarefas em duas partes, de acordo com o
tempo de processamento: uma parte contém as tarefas grandes, que denotamos por G,
e outra, as tarefas pequenas, que denotamos por P. A ideia por detrás dessa partição é
que, de certa maneira, a estrutura de uma solução ótima é ditada pela atribuição das
tarefas grandes, enquanto a escolha da máquina que recebe uma tarefa pequena altera
pouco o valor da solução. Para as tarefas grandes, é possível obter um escalonamento
quase ótimo em tempo polinomial. Uma vez que temos um escalonamento quase
ótimo para as tarefas grandes, as tarefas pequenas serão escalonadas preenchendo
espaços do escalonamento das tarefas grandes.

Em vez de encontrar um escalonamento para tarefas de G considerando os tempos
de processamento dados pela função p, iremos encontrar um escalonamento para G
utilizando os tempos de processamento dados por uma outra função p′, na qual o
número de tempos de processamento distintos é limitado por uma contante. A razão
para isso é que, nessas condições, o número de configurações para as tarefas grandes é
limitado e podemos encontrar uma solução ótima em tempo polinomial. Além disso,
a diferença dos tempos de processamento de uma tarefa em p e em p′ é limitada,
então o escalonamento obtido para a instância com tempos de processamento dados
por p′ é quase ótimo para a instância com os tempos de processamento dados por p.

Mais precisamente, particionamos J da seguinte maneira. Para uma instância
I = (J,M, p) de IMS, seja L =L(I) o limitante inferior para uma solução ótima apresen-
tado no lema 9.2.1. O conjunto das tarefas grandes é definido como G= { j∈ J : p j > εL}
e o conjunto das tarefas pequenas como P = { j ∈ J : p j ≤ εL}. Para cada j ∈ G, defina
p′j = ε2L⌊p j/ε2L⌋, de forma que a diferença entre os valores de p j e p′j seja de no
máximo ε2L. Como toda tarefa de G tem tempo de processamento de pelo menos
εL e de no máximo L, a quantidade de valores distintos para os tempos de processa-
mento das tarefas de G dados por p′ é no máximo ⌈(1− ε)L/(ε2L)⌉ ≤ 1/ε2 + 1, que é
uma constante. Inicialmente, o algoritmo constrói um escalonamento ótimo para a
instância (G,M, p′). Para isso, iremos utilizar um programa linear inteiro.

Programa linear inteiro para tarefas grandes Suponha que os tempos de
processamento distintos dados por p′ sejam s1 < s2 < .. . < sR. O conjunto de tarefas
atribuídas a uma máquina em uma solução ótima pode ser representado por um vetor
de configuração u = (u1,u2, . . . ,uR), em que uk é um inteiro não negativo que representa
o número de tarefas escalonadas na máquina, que tem tempo de processamento sk.
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Pelo lema 9.2.2, uma solução ótima tem valor de no máximo 2L. Assim, como o
tempo de processamento de uma tarefa grande é pelo menos εL, o número de tarefas
grandes em uma máquina é de no máximo 2/ε e, portanto, a soma das componentes
de u é de no máximo 2/ε.

Denote por U o conjunto de vetores de configuração que representam até 2/ε
tarefas. Observe que |U | é limitado por uma constante, já que |U | ≤ (2/ε)R. Além
disso, denote por qk o número de tarefas j ∈G tais que p′j = sk, para 1≤ k≤ R. Iremos
construir um programa linear inteiro que, para cada u ∈ U , contenha uma variável
inteira não negativa xu que represente a quantidade de máquinas com a configuração
u e uma variável binária yu que indique se a configuração u é usada na solução.

Minimize T,
sujeito a ∑

u∈U
xu = m,

∑
u∈U

ukxu = qk, para todo 1≤ k ≤ R,

yu ≤ xu ≤ myu, para todo u ∈ U ,

∑R
k=1 skukyu ≤ T, para todo u ∈ U ,

xu ∈ N, yu ∈ {0,1}, para todo u ∈ U .

(9.2)

Observe que o programa linear inteiro (9.2) resolve a instância (G,M, p′) de IMS. A
primeira restrição garante que temos exatamente uma configuração para cada uma das
m máquinas. A segunda restrição garante que o número total de tarefas de tamanho
sk atende a demanda necessária de qk. A terceira restrição relaciona as variáveis xu
com suas respectivas variáveis indicadoras de uso. A quarta restrição garante que T
seja pelo menos o tempo de processamento das tarefas atribuídas a cada máquina,
de forma que o valor da função-objetivo se iguale ao tempo de processamento da
máquina mais carregada.

Podemos utilizar um algoritmo de força-bruta para resolver esse programa em
tempo mO(|U |), que é polinomial em m, mas cujo expoente depende de ε. A vantagem
de utilizarmos um programa linear inteiro nesse caso é que, como o número de variá-
veis é limitado por uma constante, podemos usar o algoritmo de Lenstra [139], que
é exponencial no número de variáveis, mas polinomial no logaritmo dos coeficientes
do programa linear inteiro. Assim, o programa linear inteiro (9.2) pode ser resolvido
em tempo O(logO(1)(m+n)).

Esquema de aproximação Uma vez que temos um escalonamento para as ta-
refas grandes, as tarefas pequenas são escalonadas por meio de um algoritmo de
preenchimento. O esquema de aproximação é resumido em IMS-Ptasε .

O seguinte teorema afirma que esse algoritmo é um EPTAS e, mais do que isso,
que executa em tempo linear.

Teorema 9.2.5. Para todo ε > 0, IMS-Ptasε é uma (1+ε)-aproximação para IMS que
executa em tempo linear.

Demonstração. Note que é suficiente obter uma aproximação com fator de aproxima-
ção 1+2ε, uma vez que para qualquer ε ′ > 0, podemos utilizar esse algoritmo usando
ε = ε ′/2 e obter um fator de aproximação 1+ ε ′.

Denote por I a instância (J,M, p) de IMS passada como entrada e sejam G e P
os conjuntos definidos pelo algoritmo. Além disso, denote por I′ a instância (G,M, p′)
de IMS construída pelo algoritmo e seja MG a solução ótima de I′ obtida no passo 5.
Observe que, como G é um subconjunto de J e p′j ≤ p j para todo j ∈ G, uma solução
ótima de I induz uma solução de I′ de valor igual ou menor e, daí, OPT(I′)≤OPT(I).



208 9. ALGORITMOS DE APROXIMAÇÃO

Algoritmo 9.3: IMS-Ptasε (J,M, p)

1 Seja L←max
{

max
{

p j : j ∈ J
}
, 1

m ∑ j∈J p j
}

.
2 Faça G←{ j ∈ J : p j > εL} e P←{ j ∈ J : p j ≤ εL}.
3 para j ∈ G faça
4 Defina p′j← ε2L⌊p j/ε2L⌋.
5 Encontre escalonamento (M1, . . . ,Mm) de (G,M, p′) resolvendo o

programa linear inteiro (9.2).
6 para j ∈ P faça
7 Seja i uma máquina tal que ∑ j∈Mi p j ≤ L.
8 Faça Mi←Mi∪{ j}.
9 Devolva o escalonamento (M1, . . . ,Mm).

Considere o valor das variáveis Mi, 1≤ i≤m, imediatamente após o passo 5. Defina
TG como o valor de max{∑ j∈Mi p j : i ∈M} após esse passo e seja k uma máquina tal que
TG = ∑ j∈Mk

p j. Note que TG é o valor do escalonamento MG de acordo com os tempos
de processamento dados por p e k é uma máquina com maior carga em MG. Como
p j ≤ p′j + ε2L e há no máximo 2/ε tarefas na máquina k,

TG = ∑
j∈Mk

p j

≤ ∑
j∈Mk

(p′j + ε2L)

≤ ∑
j∈Mk

p′j +(2/ε)ε2L

≤ (1+2ε)OPT(I),

em que a última desigualdade vale porque ∑ j∈Mk
p′j ≤OPT(I′) e L≤OPT(I).

Após as tarefas grandes serem escalonadas, cada tarefa pequena é escalonada em
uma máquina com carga de no máximo L. Note que, como há m máquinas, a carga
média de cada uma em qualquer escalonamento é de no máximo 1

m ∑ j∈J p j ≤ L. Então
existe uma máquina com carga de no máximo L, e o passo 7 está bem definido. Seja
M o escalonamento devolvido pelo algoritmo com todas as tarefas. Além disso, seja t
uma máquina com maior tempo de processamento em M e ℓ a última tarefa atribuída
a Mt .

Se ℓ for uma tarefa grande, então Mt não contém nenhuma tarefa pequena. Isso
implica que o valor de M é o mesmo de MG e, portanto,

val(M) = TG ≤ (1+2ε)OPT(I).

Suponha então que ℓ seja uma tarefa pequena. Nesse caso, imediatamente antes
de ℓ ser escalonada, a carga de Mt era de no máximo L e, portanto,

val(M) = ∑
j∈Mt\{ℓ}

p j + pℓ ≤ L+ εL≤ (1+ ε)OPT(I).

Em ambos os casos, o escalonamento devolvido tem valor de no máximo (1+2ε)OPT(I).
Para verificar que o algoritmo executa em tempo linear, observe que o programa li-
near inteiro (9.2) pode ser construído e resolvido em tempo linear e que as tarefas
pequenas também podem ser escalonadas em tempo linear.
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9.3 Método do arredondamento
Nesta seção, veremos algumas técnicas para obter soluções inteiras a partir de

relaxações de programas lineares inteiros. Apresentaremos primeiro as relações entre
um programa linear inteiro e sua relaxação. Em seguida, veremos diferentes formas
de se “arredondarem” soluções advindas de um programa linear relaxado.

9.3.1 Limitantes por programação linear
Para se ter um algoritmo de aproximação com bom fator de aproximação, é

necessário ter bons limitantes para o valor de uma solução ótima que possam ser
obtidos em tempo polinomial. Uma das principais técnicas utilizadas na obtenção
desses limitantes é a formulação dos problemas de interesse como programas lineares
inteiros, ou mesmo programas lineares inteiros mistos. De fato, muitos problemas de
otimização NP-difíceis podem ser descritos na forma de programas lineares inteiros.
Nesse caso, para cada instância I do problema original, cria-se um programa linear
inteiro, que pode ser escrito na seguinte forma:

Minimize c⊤x,
sujeito a Ax≤ b,

x é inteiro.
(9.3)

Por simplicidade, apresentamos definições adequadas a problemas de minimiza-
ção, mas conceitos correspondentes a problemas de maximização podem ser definidos
de maneira análoga. Além disso, embora por simplicidade escrevamos restrições com
desigualdade do tipo menor ou igual, restrições de igualdade ou de desigualdade no
sentido oposto também podem ser utilizadas.

A relaxação linear de um programa linear inteiro é obtida simplesmente com
remoção da restrição de integralidade nas variáveis, mas com a manutenção de seus
limitantes inferior e superior. Assim, a relaxação linear de (9.3) é dada por:

Minimize c⊤x,
sujeito a Ax≤ b.

(9.4)

Apesar de as formulações (9.3) e (9.4) serem muito parecidas, a complexidade
computacional para resolver cada uma delas pode ser bem distinta. Enquanto resolver
a primeira formulação é um problema NP-difícil em geral, a segunda pode ser resolvida
de maneira eficiente, isto é, em tempo polinomial.

Como toda solução que satisfaz as restrições do programa linear inteiro também
satisfaz as restrições de sua relaxação, o conjunto das soluções viáveis do programa
linear inteiro é um subconjunto das soluções de sua relaxação. Caso um vetor x
satisfaça todas as restrições de um programa linear (inteiro), mesmo que possivel-
mente não minimize a função-objetivo, diremos que x é uma solução viável para tal
programa. Se um problema Π puder ser formulado com a utilização da programação
linear inteira, denotaremos por PLI(I) o programa linear inteiro correspondente a uma
instância I ∈ IΠ e por PL(I) a relaxação de PLI(I). Também denotaremos por OPT(I)
e OPT-LP(I) os valores das soluções ótimas de PLI(I) e PL(I), respectivamente. Note
que, para um problema de minimização, temos OPT-LP(I)≤OPT(I).

Por se tratarem de formulações muito parecidas, para muitos problemas, a mera
remoção da restrição de integralidade das variáveis ainda mantém esses dois valores
razoavelmente próximos. Com isso, temos na resolução dos programas lineares uma
importante ferramenta de obtenção eficiente de limitantes para o valor de uma solução
ótima. A maior razão entre o valor de um programa linear inteiro e o valor da



210 9. ALGORITMOS DE APROXIMAÇÃO

relaxação correspondente, considerando todas as instâncias do problema, é chamada
de gap de integralidade.

Para problemas de maximização, a relaxação do programa linear inteiro nos dá
um limitante superior para o valor de uma solução ótima, isto é, temos OPT-LP(I)≥
OPT(I). Nesse caso, o gap de integralidade é a maior razão entre o valor da relaxação
e o valor do programa linear inteiro.

A seguir, apresentaremos um primeiro método para se obterem algoritmos de
aproximação baseados em programação linear, com o uso do arredondamento de suas
variáveis.

9.3.2 Um algoritmo de arredondamento determinístico
Como um primeiro exemplo, vamos formular SC através de um programa linear

inteiro. Para isso, usaremos uma variável binária xS para indicar se um conjunto S está
ou não na solução. Considere uma instância (E,S,w) ∈ ISC do problema. Diremos
que um conjunto S ∈ S cobre um elemento e∈ E se e∈ S. Para que um conjunto T ⊆ S
seja uma cobertura dos elementos de E, para cada elemento e ∈ E, pelo menos um
dos conjuntos de S que cobre e deve estar em T . Desse modo, se denotarmos por
Se = {S ∈ S : e ∈ S} os conjuntos que cobrem e, pelo menos um conjunto de Se deve
estar na solução. Isso sugere a seguinte formulação:

Minimize ∑
S∈S

wSxS,

sujeito a ∑
S∈Se

xS ≥ 1, para todo e ∈ E,

xS ∈ {0,1}, para todo S ∈ S.

(9.5)

A primeira restrição garante que todo elemento deve pertencer a algum conjunto
da solução. A relaxação linear do programa acima é dada por:

Minimize ∑
S∈S

wSxS,

sujeito a ∑
S∈Se

xS ≥ 1, para todo e ∈ E,

xS ≥ 0, para todo S ∈ S.

(9.6)

Não é necessário limitar xS superiormente por 1, uma vez que todos os pesos wS são
não negativos.

A ideia do algoritmo de arredondamento será escolher um valor γ e arredondar
para 1 todas as variáveis xS que atingirem pelo menos o limiar γ. Esse limiar será
adequado para garantir um bom fator de aproximação e a viabilidade da solução
obtida. Usaremos o limiar γ = 1/βmax, onde βmax = max{|Se| : e ∈ E}.

Algoritmo 9.4: SC-Arred(E,S,w)
1 Seja x uma solução ótima de (9.6).
2 Faça βmax←max{|Se| : e ∈ E} e T ← {S ∈ S : xS ≥ 1/βmax}.
3 Devolva T .

Teorema 9.3.1. Seja I = (E,S,w) uma instância de SC e defina
βmax = max{|Se| : e ∈ E}. A solução devolvida por SC-Arred ao receber I como entrada
tem valor de no máximo βmaxOPT(I).
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Demonstração. Considerando que toda instância admite uma solução, o programa
linear (9.6) também é sempre viável, uma vez que o vetor x com todos os valores
xS = 1 satisfaz todas as restrições. Considere a solução ótima x do programa linear (9.6)
obtida no passo 1 e seja T a família de conjuntos obtida no passo 2 do algoritmo.

Primeiro, vamos mostrar que T é uma cobertura de E. Suponha que essa afirma-
ção seja falsa, isto é, que exista algum elemento e ∈ E tal que nenhum conjunto de Se
tenha sido escolhido para estar em T . Pela forma como T foi construído no passo 2,
temos que xS < 1/βmax para todo S ∈ Se. Daí,

∑
S∈Se

xS < ∑
S∈Se

1
βmax

=
|Sg|

βmax
≤ 1.

Assim, ∑S∈Se xS < 1, contrariando o fato de que x satisfaz a formulação (9.6).
Agora, vamos mostrar que o valor da cobertura T é no máximo βmax vezes o

valor de uma solução ótima. De fato, o valor de T é

∑
S∈T

wS ≤ ∑
S∈T

wS xS βmax (9.7)

≤ βmax ∑
S∈S

wS xS (9.8)

= βmaxOPT-LP(I) (9.9)
≤ βmaxOPT(I),

em que a desigualdade (9.7) vale porque xS ≥ 1/βmax e a desigualdade (9.9) vale
porque tanto wS como xS são não negativos para todo S ∈ S.

A seguir, vamos considerar o Problema da Cobertura por Vértices (Vertex Cover
Problem, VC), que é um caso particular de SC. Dado um grafo G, dizemos que um
subconjunto C ⊆ V (G) é uma cobertura por vértices de E(G) se toda aresta e ∈ E(G)
tiver pelo menos um dos extremos em C. Denote por IVC o conjunto de todas as
tuplas (G,w) tal que G seja um grafo não direcionado e w seja um vetor indexado em
v com wv ≥ 0 para todo v ∈V (G).

Problema 9.3.1 (VC). Dada uma instância (G,w) ∈ IVC, o objetivo do problema é
encontrar uma cobertura por vértices C ⊆ V (G) de E(G) tal que a soma ∑v∈C wv seja
mínima.

A seguinte redução de VC para SC leva a um algoritmo com fator de aproxi-
mação 2. Note que, em VC, queremos cobrir todas as arestas utilizando os vér-
tices do grafo. Considerando que um vértice v cobre uma aresta e se, e somente
se, e é incidente em v, podemos definir para cada vértice v ∈ V (G) um conjunto
Sv = {e ∈ E(G) : e incide em v}. Com isso, construímos uma instância (E,S,w) de
SC, onde E = E(G), S = {Sv : v ∈ V (G)} e wSv = wv para cada v ∈ V (G). Observe que
uma solução para a instância (E,S,w) de SC também é uma cobertura por vértices
de G e que o valor dessa solução corresponde ao valor da cobertura por vértices.

Agora, considere a βmax-aproximação para SC, onde βmax = max{|Se| : e ∈ E}.
Dada uma aresta e = (u,v), temos que |Se|= 2, pois e está contida em exatamente dois
conjuntos: Su e Sv. O seguinte resultado segue do teorema 9.3.1.

Teorema 9.3.2. Existe uma 2-aproximação para VC.
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9.3.3 Arredondamento probabilístico
Assim como nas formulações anteriores, muitos dos programas lineares inteiros

possuem variáveis binárias que representam a escolha ou não de certos objetos para a
solução. Ao relaxar o programa linear inteiro, nem sempre as variáveis terão valores
binários, podendo ter valores fracionários entre zero e um. De certa maneira, podemos
interpretar que as variáveis com valor fracionário próximo de 1 têm maior chance de
se tornarem 1 do que as variáveis com valor fracionário próximo de 0. Com isso,
iremos interpretar o valor dessas variáveis como probabilidades de tais elementos
pertencerem à solução.

Quando todas as decisões de um algoritmo dependem somente de sua entrada
I ∈ IΠ, dizemos que esse algoritmo é determinístico. Alguns dos algoritmos que vere-
mos tomam decisões após a escolha de certos números aleatórios. Dizemos que um
algoritmo é probabilístico se ele também puder fazer escolhas aleatórias, em geral,
seguindo em cada uma alguma distribuição de probabilidade.

Diferentes execuções de um algoritmo probabilístico A podem levar a soluções
distintas, então nesse caso a saída do algoritmo é em si uma variável aleatória. Com
isso, o valor A(I) é uma variável aleatória que representa o valor da solução obtida
pela execução do algoritmo A sobre a entrada I. Assim, em vez de nos preocuparmos
com o valor A(I) da solução produzida, analisamos a esperança desse valor, E [A(I)].
Dizemos que um algoritmo probabilístico é uma α-aproximação probabilística se,
para toda instância I, E [A(I)] ≤ αOPT(I) para um problema de minimização ou
E [A(I)]≥ αOPT(I) para um problema de maximização.

A seguir, apresentamos um algoritmo probabilístico, SC-Prob, para uma instân-
cia I = (E,S,w) de SC que obtém soluções com valor esperado de no máximo OPT(I).
Neste algoritmo, permitimos que a saída seja inviável, mas as chances de ele falhar
serão limitadas. Depois, construiremos um algoritmo que devolve uma solução de
custo esperado O(log |E|)OPT(I), mas que fornece uma saída inviável com probabili-
dade muito baixa. Embora já tenhamos visto um algoritmo determinístico com fator
de aproximação da mesma ordem de grandeza, esse algoritmo ilustra como algoritmos
probabilísticos podem devolver soluções viáveis boas com alta probabilidade.

Algoritmo 9.5: SC-Prob(E,S,w)
1 Seja x uma solução do programa linear (9.6).
2 Seja T ← /0.
3 para S ∈ S faça
4 Inclua S em T com probabilidade xS.
5 Devolva T .

O próximo lema mostra que o valor esperado dos conjuntos escolhidos é no má-
ximo o valor de uma solução ótima. Depois, mostraremos que a probabilidade de um
elemento não ser coberto é limitada.

Lema 9.3.1. Seja I = (E,S,w) uma instância de SC. Se T é a solução devolvida por
SC-Prob ao receber I como entrada, então E [∑S∈T wS]≤OPT(I).

Demonstração. Seja T a solução obtida SC-Prob e W o valor da solução T . Para
cada conjunto S, considere também uma variável aleatória binária x̄S que indica se S
está ou não em T . Assim, x̄S = 1 se S ∈ T e x̄S = 0 caso contrário. Com essa definição,
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podemos escrever W = ∑S∈S wS x̄S. Observe que E [x̄S] = xS. Isso implica que o valor
esperado da solução gerada seja

E [W ] = E
[

∑
S∈S

wS x̄S

]
= ∑

S∈S
wSE [x̄S]

= ∑
S∈S

wS xS

=OPT-LP(I)≤OPT(I).

Lema 9.3.2. Seja I = (E,S,w) uma instância de SC e f ∈ E. Se T é a solução devolvida
por SC-Prob ao receber I como entrada, então Pr [ f /∈

⋃
S∈T S]≤ 1

e .

Demonstração. Fixe f ∈ E e seja S f = {S1, . . . ,St} a família dos conjuntos que contêm
f .

Pr
[

f /∈
⋃

S∈T
S

]
= ∏

S∈S f

Pr [ f /∈ S] = ∏
S∈S f

(1− xS) (9.10)

≤ ∏
S∈S f

e−xS = e
−∑S∈S f

xS (9.11)

≤ 1
e
. (9.12)

A primeira igualdade em (9.10) decorre do fato de que cada conjunto foi escolhido para
pertencer a T independentemente dos outros conjuntos; a desigualdade em (9.11), do
fato de que 1− p≤ e−p para qualquer p real; a desigualdade em (9.12), do fato de que,
como x é solução viável do programa linear (9.6), ∑S∈S f

xS ≥ 1.

Apesar de SC-Prob encontrar uma família de conjuntos com valor esperado no
máximo igual ao de uma solução ótima, não necessariamente todos os elementos se-
rão cobertos pelos conjuntos escolhidos. De fato, a probabilidade de algum elemento
não ser coberto pode ser razoavelmente alta. Com isso, iremos fortalecer o processo,
repetindo a escolha dos conjuntos de maneira a aumentar as chances de que todos os
elementos sejam cobertos. Mais especificamente, queremos que os conjuntos escolhi-
dos formem uma cobertura, com alta probabilidade, isto é, com probabilidade pelo
menos 1−O(1/nc), para alguma constante c > 0. Equivalentemente, queremos que a
probabilidade de que a família de conjuntos devolvida pelo algoritmo não seja uma
cobertura seja de no máximo O(1/nc).

O seguinte algoritmo executa SC-Prob por k iterações e devolve a união dos
conjuntos escolhidos.

Note que cada conjunto Ti é obtido por SC-Prob de maneira independente. Por
um lado, a chance de que a união de todos os conjuntos T1, . . . ,Tk cubra todos os
elementos de E é maior; por outro lado, o custo da família de conjuntos devolvida
aumenta à medida que k aumenta. Assim, usaremos um valor de k de maneira a
termos uma solução viável com alta probabilidade, mas cujo valor esperado seja
relativamente baixo. O próximo lema mostra que, quando o algoritmo é executado
com k = 2ln |E|, teremos uma solução viável com alta probabilidade e um fator de
aproximação probabilístico O(ln |E|).

Lema 9.3.3. Seja I = (E,S,w) uma instância de SC. Se T é a solução devolvida por
SC-ProbMCk com parâmetro k quando recebe I como entrada, então E [∑S∈T wS] ≤
kOPT(I).
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Algoritmo 9.6: SC-ProbMCk (E,S,w)
1 Seja x uma solução do programa linear (9.6).
2 para i← 1 até k faça
3 Execute SC-Prob(E,S,w) utilizando x e obtenha uma

solução Ti.
4 Devolva T1∪T2∪ . . .∪Tk.

Demonstração. Seja Ti o conjunto obtido ao final da i-ésima iteração do laço do
passo 2. Considerando que cada conjunto foi obtido independentemente e que T = T1 ∪ . . .∪Tk,
temos

E
[

∑
S∈T

wS

]
≤ E

[
k

∑
i=1

∑
S∈Ti

wS

]

≤
k

∑
i=1

E
[

∑
S∈Ti

wS

]

≤
k

∑
i=1

OPT(I) = kOPT(I) .

O próximo lema mostra que a família de conjuntos obtida por SC-ProbMCk é
uma cobertura com alta probabilidade.

Lema 9.3.4. Seja I = (E,S,w) uma instância de SC e defina n = |E|. Se T é a solução
devolvida por SC-ProbMCk com parâmetro k = 2lnn quando ele recebe I como entrada,
então

Pr [T ser cobertura de E]≥ 1− 1
n
.

Demonstração. Sejam T1, . . . ,Tk os conjuntos obtidos ao final do laço do passo 2 de
SC-ProbMCk, com parâmetro k = 2ln |E|.

Considere um elemento f ∈ E e denote por E f o evento de f não ser coberto por
T . Como T é a união dos subconjuntos Ti, f não é coberto por T se, e somente se,
f não for coberto por nenhum dos conjuntos Ti, para i = 1, . . . ,k. Pelo lema 9.3.2, a
probabilidade de f não ser coberto por um conjunto Ti é de no máximo 1

e . Como os
conjuntos Ti foram criados independentemente, vale

Pr
[
E f
]
=

2ln |E|

∏
i=1

Pr [ f não ser coberto por Ti]≤
(

1
e

)2ln |E|
=

1
|E|2

.

Usamos o limitante da união para mostrar que a probabilidade de algum elemento
não ser coberto ainda é pequena.

Pr [T não ser cobertura] = Pr
[⋃

f∈E

E f

]
≤ ∑

f∈E
Pr
[
E f
]
≤ ∑

f∈E

1
|E|2

=
1
|E|

.

Dos lemas 9.3.3 e 9.3.4, temos o seguinte teorema:

Teorema 9.3.3. Seja I = (E,S,w) uma instância de SC e defina n = |E|. SC-ProbMCk
com parâmetro k = 2lnn produz uma solução de I com valor de no máximo 2lnnOPT(I)
com alta probabilidade.
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9.3.4 Explorando o politopo do programa linear
No Problema do Escalonamento de Tarefas emMáquinas Não Relacionadas (Unrelated

Machines Scheduling Problem, UMS), a entrada é composta de um conjunto de tare-
fas J = {1, . . . ,n}, um conjunto de máquinas M = {1, . . . ,m} e um vetor p tal que pi j ≥ 0
representa o tempo de processamento de uma tarefa j ∈ J quando ela é escalonada
na máquina i ∈ M. Denote por IUMS o conjunto de todas as tuplas (J,M, p). Um
escalonamento de J em M é uma partição M = (M1, . . . ,Mm) de J, em que Mi corres-
ponde às tarefas que foram atribuídas à máquina i. O tempo de processamento do
escalonamento M é definido como val(M) = max

{
∑ j∈Mi pi j : i ∈M

}
.

Problema 9.3.2 (UMS). Dada uma instância (J,M, p)∈ IUMS, o objetivo do problema
é encontrar um escalonamento M de J em M tal que val(M) seja mínimo.

Em seguida, será apresentada uma 2-aproximação para UMS que explora pro-
priedades dos pontos extremais do programa linear obtido relaxando-se a seguinte
formulação:

Minimize T,
sujeito a ∑

i∈M
xi j = 1, para todo j ∈ J,

∑
j∈J

pi jxi j ≤ T, para todo i ∈M,

xi j ∈ {0,1}, para todo i ∈M e j ∈ J.

(9.13)

A relaxação linear dessa formulação é obtida com a troca da última restrição
xi j ∈ {0,1} por xi j ≥ 0. O gap de integralidade dessa formulação para sua relaxação, no
entanto, é ilimitado. Para constatar esse fato, considere uma solução ótima fracionária
para uma instância composta apenas de uma tarefa, isto é, J = {1}, tal que pi1 = m
para toda máquina i ∈ M. Uma solução ótima para essa instância tem valor igual
a m. Porém, uma solução ótima para a formulação relaxada é dada pela atribuição
xi1 = 1/m para toda máquina i, e, com isso, temos uma solução fracionária com T = 1.
Dessa forma, podemos construir instâncias para as quais o gap de integralidade, igual
a m, seja tão grande quanto se queira.

Por outro lado, se conhecermos um número T correspondente a um tempo de
processamento em que as tarefas devem ser finalizadas, podemos fixar xi j = 0 sempre
que pi j > T , ou, equivalentemente, remover essa variável da formulação. Assim, vamos
denotar por E(T ) = {(i, j)∈M×J : pi j ≤ T} as atribuições de tarefas para máquinas que
podem existir em uma solução de tempo de processamento de no máximo T . Com
isso, temos a formulação parametrizada em T :

∑
i:(i, j)∈E(T )

xi j = 1, para todo j ∈ J,

P(T ) ∑
j:(i, j)∈E(T )

pi jxi j ≤ T, para todo i ∈M,

xi j ≥ 0, para todo (i, j) ∈ E(T ).

(9.14)

Note que P(T ) é um programa linear de viabilidade, já que não tem função-
objetivo. Uma solução viável pode ser encontrada por algum algoritmo para pro-
gramação linear convencional, bastando-se, para isso, definir a função-objetivo com
coeficientes nulos. Para encontrar o menor valor T ∗ tal que o programa linear P(T ∗)
seja viável, podemos fazer uma busca binária em T . Seja x∗ uma solução ótima
fracionária de P(T ∗). Utilizaremos um método para arredondar x∗ e obter uma solu-
ção inteira dentro de um tempo de processamento de no máximo 2T ∗, analisando a
estrutura por detrás dos valores não nulos de x∗.
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Para as atribuições “inteiras” de tarefas para máquinas, isto é, para as quais
x∗i j = 1, o algoritmo simplesmente realiza essa atribuição, alocando a tarefa j para a
máquina i. No caso das tarefas que foram alocadas de maneira fracionária para mais
de uma máquina, o algoritmo obtém um emparelhamento no grafo bipartido que é
induzido por essas atribuições fracionárias, atribuindo cada uma dessas tarefas a uma
máquina distinta. O algoritmo é chamado de UMS-Arred.

Algoritmo 9.7: UMS-Arred(J,M, p)

1 Seja T ∗ o menor valor para o qual P(T ∗) é viável.
2 Seja x∗ uma solução que é um ponto extremal de P(T ∗).
3 Seja G o grafo com vértices V (G) = M∪ J e arestas

E(G) = {(i, j) ∈M× J : 0 < x∗i j < 1}.
4 Seja A⊆ E(G) um emparelhamento máximo de G.
5 para i ∈M faça
6 Defina Mi←{ j ∈ J : xi j = 1}∪{ j ∈ J : (i, j) ∈ A}.
7 Devolva o escalonamento (M1, . . . ,Mm).

Note que UMS-Arred pode ser implementado em tempo polinomial. No passo 1,
pode-se fazer uma busca binária de T no intervalo entre 0 e ∑i∈M ∑ j∈J pi j [173] resol-
vendo o programa linear P(T ) a cada passo. Como uma solução que é ponto extremal
de um programa linear viável pode ser obtida em tempo polinomial [111], o passo 2
também pode ser executado em tempo polinomial. A construção do grafo G clara-
mente ocorre em tempo polinomial, e a obtenção de um emparelhamento máximo
também pode ser feita em tempo polinomial [146]. De fato, veremos que o grafo G é
bem particular, então será suficiente usarmos um algoritmo bem mais simples para
obtermos um emparelhamento máximo.

Lema 9.3.5. Seja T ≥ 0. Se x é um ponto extremal do programa linear P(T ), então x
tem no máximo n+m variáveis não nulas.

Demonstração. Seja x um ponto extremal de P(T ) e v o número de variáveis em
P(T ). Pela Teoria de Politopos, temos que x deve satisfazer v restrições linearmente
independentes com igualdade. Como há n+m+v restrições em P(T ), sendo v restrições
da forma xi j ≥ 0, pelo menos v− (n+m) restrições dessa forma são satisfeitas com
igualdade. Assim, no máximo v− [v−(n+m)] = n+m variáveis podem ser não nulas.

Definição 9.3.1. Um grafo conexo é uma pseudoárvore se contém no máximo um
circuito, e um grafo é uma pseudofloresta se cada uma de suas componentes conexas
for uma pseudoárvore.

Dado o tempo de processamento limite T e a solução x de P(T ), seja Gx o grafo
com vértices V (Gx) = M∪ J e arestas E(Gx) = {(i, j) ∈ E(T ) : 0 < xi j < 1}.

Lema 9.3.6. Seja T ≥ 0. Se x é ponto extremal de P(T ), então Gx é uma pseudofloresta.

Demonstração. Seja C uma componente conexa de Gx, e M′ e J′ os conjuntos de
máquinas e tarefas encontradas nas arestas de C. Sejam PC(T ) e xC as restrições do
programa linear P(T ) e do vetor x para a componente conexa C e os conjuntos de
máquinas e tarefas M′ e J′.
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Seja xC o vetor das demais variáveis de x que não estão em xC. Por simplicidade,
reordene as coordenadas de forma que x possa ser estrito como a concatenação de xC
e xC, isto é, x = xC |xC. Note que xC é um ponto extremal de PC(T ). Para verificar esse
fato, suponha por contradição que xC não seja ponto extremal. Segue que existem
soluções distintas x′C e x′′C de PC(T ) e valores α e β com 0 < α,β < 1, tais que xC =
αx′C +βx′′C e α +β = 1. Seja x′ = x′C|xC o vetor obtido pela concatenação dos vetores
x′C e xC, e x′′ = x′′C|xC o vetor obtido pela concatenação dos vetores x′′C e xC. Note que
x′ e x′′ são soluções distintas de P(T ). Segue que

x = xC |xC

= (αx′C +βx′′C) |(αxC +βxC)

= α(x′C |xC)+β (x′′C |xC)

= αx′+βx′′.

Com isso, temos que x é combinação convexa de x′ e x′′, contrariando o fato de
que x é ponto extremal de P(T ). Portanto, xC é ponto extremal de PC(T ).

Analogamente à formulação P(T ), o programa linear PC(T ) possui n′ + m′ + v′

restrições, em que n′ = |J′|, m′ = |M′| e v′ é o número de variáveis em PC(T ). Dessas
restrições, v′ são da forma xi j ≥ 0. Como xC é ponto extremal de PC(T ), segue do
lema 9.3.5 que xC possui no máximo n′+m′ variáveis não nulas. Como C é um grafo
conexo com n′+m′ vértices, há n′+m′−1 variáveis de xC que formam uma árvore de C;
portanto, C possui no máximo um circuito e é, assim, uma pseudoárvore de X .

Lema 9.3.7. Seja T ≥ 0. Se x é ponto extremal de P(T ), então Gx possui um empare-
lhamento perfeito.

Demonstração. Note que o grafo Gx é bipartido e, pelo lema 9.3.6, é uma pseudoflo-
resta. Além disso, note que todas as folhas de Gx correspondem a máquinas, já que
cada tarefa deve estar ligada de maneira “fracionária” a pelo menos duas máquinas.

Para construir um emparelhamento perfeito, comece com um emparelhamento
vazio. Se Gx possui alguma aresta (i, j) em que i é folha, inclua a aresta (i, j) ao
emparelhamento e remova i e j de C. Ao fazer isso, o grafo residual sem a máquina i
e a tarefa j continuará sendo uma pseudofloresta em que cada tarefa restante ainda
estará ligada a pelo menos duas máquinas distintas. Com isso, repita esse processo
até que não haja mais folhas em Gx. Após tais remoções, obtemos ou um grafo vazio,
ou um conjunto de circuitos. Como Gx é bipartido, sabemos que cada circuito deve
ter tamanho par. Para cada um deles, escolhemos suas arestas alternadamente e as
incluímos ao emparelhamento.

Teorema 9.3.4. UMS-Arred é uma 2-aproximação para UMS.

Demonstração. Considere uma instância I = (J,M, p) de UMS. Sejam T ∗ e x∗ as
variáveis obtidas nos passos 1 e 2 ao se executar UMS-Arred para I. Sabemos que T ∗

é um limitante inferior para o valor de uma solução ótima de I, já que uma solução
ótima de valor T induz uma solução viável de P(T ) e T ∗ é mínimo tal que P(T ∗) seja
viável. Portanto, T ∗ ≤OPT(I).

As atribuições de tarefas para máquinas são realizadas de duas maneiras. Em
uma delas, consideram-se atribuições de tarefas j para máquinas i quando x∗i j = 1;
na outra, executa-se um emparelhamento perfeito em Gx∗ construído a partir das
variáveis 0 < x∗i j < 1. Na primeira parte, as atribuições realizadas com x∗i j = 1 levam
a um tempo de processamento de no máximo T ∗, uma vez que x∗ deve satisfazer a
restrição ∑ j∈J pi jx∗i j ≤ T ∗, para todo i ∈ M, da formulação (9.14). As demais tarefas
foram alocadas através de um emparelhamento perfeito A de Gx∗ . Tal emparelhamento
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garante que cada uma dessas tarefas restantes tenha sido alocada a uma máquina
distinta. Assim, cada máquina i recebe, nesta segunda parte, a carga de no máximo
uma tarefa adicional.

Portanto, a carga total de uma máquina i é de no máximo T ∗, o que corresponde
às tarefas atribuídas de maneira integral na primeira parte, somadas possivelmente
com o tempo de processamento de mais uma tarefa pi j, advinda do emparelhamento.
Como cada aresta (i, j) do emparelhamento A pertence a E(T ∗), temos que pi j ≤ T ∗.
Portanto, podemos delimitar o tempo de processamento máximo de um escalona-
mento ótimo como

T ∗+max
{

pi j : (i, j) ∈ A
}
≤ 2T ∗ ≤ 2OPT(I).

9.4 Método primal-dual
Nesta seção, vamos apresentar o método primal-dual para obtermos algoritmos de

aproximação. Enquanto a estratégia dos algoritmos de arredondamento é baseada em
resolver a relaxação de um programa linear inteiro, no método primal-dual, utilizamos
a relaxação apenas para obtermos um limitante para o valor ótimo. De fato, aqui
estamos interessados em construir uma solução para o problema original com valor
comparável ao de uma solução dual viável, que é construída simultaneamente com a
solução.

9.4.1 Um algoritmo de crescimento dual
Considere uma instância (E,S,w) de SC. Relembre que E é um conjunto de

elementos, S é uma família de conjuntos que cobre E e, para cada conjunto S, o custo
associado é wS. Além disso, denotamos por Se a família de conjuntos que contêm e. Na
seção 9.3.2, obtivemos uma βmax-aproximação para SC utilizando arredondamento.
Vamos obter o mesmo fator de aproximação, mas dessa vez usando o método primal-
dual. Relembre que a relaxação do programa linear correspondente é

Minimize ∑
S∈S

wSxS,

sujeito a ∑
S∈Se

xS ≥ 1, para todo e ∈ E,

xS ≥ 0, para todo S ∈ S.

(9.15)

Iremos obter uma βmax-aproximação sem resolver esse programa linear, mas ainda
utilizando o valor da relaxação como um limitante inferior para o valor ótimo do
problema. Para isso, primeiro calculamos o programa dual da relaxação:

Maximize ∑
e∈E

ye,

sujeito a ∑
e∈S

ye ≤ wS, para todo S ∈ S,

ye ≥ 0, para todo e ∈ E.

(9.16)

O objetivo aqui não é resolver o problema dual, mas obter uma solução viável
y cujo custo possa ser comparado com o valor da solução devolvida pelo algoritmo.
Pelo Teorema Fraco da Dualidade, dada uma solução viável qualquer y para (9.16), o
valor ∑e∈E ye é um limitante inferior para o valor de (9.15). Assim, se o custo de uma
solução para SC é de no máximo βmax ∑e∈E ye, então essa solução custa no máximo
βmax vezes o valor de (9.15) e, portanto, no máximo βmax vezes o valor de uma
solução ótima.
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O programa dual possui uma variável ye para cada elemento e. Podemos inter-
pretar ye como a contribuição do elemento e a algum conjunto da solução devolvida
que cobre e. Além disso, para cada conjunto S, uma solução viável y deve satisfazer
a restrição ∑e∈S ye ≤ wS. Intuitivamente, podemos pensar que a contribuição de todos
os elementos cobertos por S não pode ser maior do que o valor de S.

Por um lado, se, para algum elemento f , existir um conjunto S tal que f ∈ S e
∑e∈S ye = wS, então S já cobre e e seu custo pode ser limitado pela soma de variáveis
duais correspondentes. Por outro lado, se para algum elemento f ocorre ∑ye ye < wS
para todo conjunto S que contenha f , então y f pode ser aumentado em pelo menos
ε := min{wS−∑e∈S ye : S ∈ S f } de forma que y ainda continue viável. Isso sugere o
algoritmo a seguir. Comece com uma solução inviável vazia T para SC e com uma
solução dual viável y = 0. Enquanto houver elemento f ainda não coberto, encontre
um conjunto S ∈ S f que minimize wS−∑e∈S ye, adicione S à solução T e aumente y f
de wS−∑e∈S ye.

Algoritmo 9.8: SC-PrimalDual(E,S,w)
1 T ← /0.
2 y← 0.
3 enquanto ⋃S∈T S ̸= E faça
4 Seja f tal que f /∈

⋃
S∈T S.

5 Encontre S tal que f ∈ S e wS−∑e∈S ye seja mínimo.
6 Aumente y f de wS−∑e∈S ye.
7 T ← T ∪{S}.
8 Devolva T ,y.

Além da solução dual viável y para (9.16), o algoritmo também devolve uma
solução T para SC, que corresponde a uma solução primal viável inteira x de (9.15).
Note que o par de soluções x e y satisfazem folgas complementares primais, isto é,
para todo conjunto S, se xS > 0, então ∑e∈S ye = wS, já que nesse caso xS = 1, o que
significa que o conjunto S foi escolhido pelo algoritmo. Se para todo elemento e
com ye > 0 também tivéssemos ∑S∈Se xS = 1, então x e y satisfariam também folgas
complementares duais. Daí, x e y teriam o mesmo valor e a solução devolvida pelo
algoritmo seria ótima. No entanto, se um elemento e for coberto por vários conjuntos
selecionados, então ∑S∈Se xS > 1 e a igualdade não será satisfeita. Assim, relaxamos
as folgas complementares duais e, em vez de mostrarmos que ∑S∈Se xS = 1, mostramos
apenas que ∑S∈Se xS ≤ f , para um certo fator f . Na prova do próximo teorema, βmax
será tal fator.

Teorema 9.4.1. Seja I = (E,S,w) uma instância de SC, e defina
βmax = max{|Se| : e ∈ E}. Então SC-PrimalDual, ao receber I como entrada, executa
em tempo polinomial e devolve uma solução com valor de no máximo βmaxOPT(I).

Demonstração. Primeiro, observe que o algoritmo executa em tempo polinomial, por-
que, a cada iteração, pelo menos um novo elemento f é coberto, e, assim, há no
máximo n iterações. Além disso, a cada iteração basta testar cada um dos conjuntos
para encontrar o conjunto S que minimiza wS−∑e∈S ye com f ∈ S.

Agora, limitamos o valor da solução T devolvida pelo algoritmo. Note que, uma
vez que y f é aumentado de exatamente wS−∑e∈S ye, no final da iteração que adiciona
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S à solução temos ∑e∈S ye = wS. Como depois dessa iteração todos os elementos de S já
estão cobertos, a variável ye não muda para cada e ∈ S, e sabemos que essa igualdade
se mantém no final do algoritmo. Assim, podemos calcular o custo da solução T
devolvida como

∑
S∈T

wS = ∑
S∈T

∑
e∈S

ye.

Reescrevendo o somatório duplo, obtemos

∑
S∈T

wS = ∑
e∈E
|Se|ye ≤ βmax ∑

e∈E
ye,

em que a desigualdade decorre do fato de que cada elemento e está em no máximo
βmax conjuntos. A última soma é exatamente o valor da função-objetivo do programa
dual (9.16) para y. Como y é uma solução dual viável, essa soma é um limitante
inferior para o valor ótimo; concluímos, então, que o valor de T é de no máximo
βmaxOPT(I).

9.4.2 Algoritmos primais-duais com duas fases
Nesta seção vamos utilizar o método primal-dual para projetar uma aproximação

constante para o Problema da Localização de Instalações (Facility Location Problem,
FL). Uma entrada do problema é composta de um conjunto de instalações F e um
conjunto de clientes C. Uma instalação i ∈ F pode ser aberta a um custo fi ≥ 0 e um
cliente j pode ser conectado a uma instalação aberta i a um custo ci j ≥ 0. O objetivo
do problema é escolher um subconjunto de instalações S⊆ F a serem abertas de forma
a minimizar os custos. Denote por IFL o conjunto de todas as tuplas (C,F,c, f ).

Problema 9.4.1 (FL). Dada uma instância (C,F,c, f ) ∈ IFL, o objetivo do problema é
escolher um subconjunto S⊆ F tal que a soma ∑i∈S fi+∑ j∈C min{ci j : i∈ S} seja mínima.

Esse problema aparece, por exemplo, na distribuição de mercadorias, quando é
preferível abrir ou alugar armazéns próximos das unidades varejistas a pagar os custos
de transporte de um único depósito. Normalmente, o custo de conexão de um cliente
j a uma instalação i é proporcional à distância entre os dois pontos, como descrito na
subseção 9.2.3. Assim, é natural presumir que F∪C esteja em um espaço métrico. De
fato, sem essa restrição não podemos encontrar uma aproximação de fator constante
para FL. Em seguida, vamos supor que a função de custo de conexão satisfaça a
seguinte forma de desigualdade triangular: para todo par de clientes j, j′ e par de
instalações i, i′, vale a seguinte desigualdade

ci j ≤ ci j′ + ci′ j′ + ci′ j.

Podemos formular FL como o seguinte programa linear inteiro, que é similar ao
programa (9.15) para SC:

Minimize ∑
i∈F

fixi + ∑
j∈C

∑
i∈F

ci jxi j

sujeito a ∑
i∈F

xi j, ≥ 1, para todo j ∈C,

xi j ≤ yi, para todo i ∈ F, j ∈C,
xi j,yi ∈ {0,1}, para todo i ∈ F, j ∈C.

(9.17)

A variável xi j indica se um cliente j está conectado à instalação i e a variável yi
indica se a instalação i deve ser aberta. O primeiro conjunto de restrições garante
que cada cliente esteja conectado a pelo menos uma instalação e o segundo conjunto
de restrições garante que cada cliente j só esteja conectado a uma instalação i se ela
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estiver aberta. Substituindo as restrições do tipo xi j,yi ∈ {0,1}, por xi j,yi ≥ 0, podemos
calcular o programa linear dual:

Maximize ∑
j∈C

v j,

sujeito a v j ≤ ci j +wi j, para todo i ∈ F, j ∈C,

∑
j∈C

wi j ≤ fi, para todo i ∈ F,

v j,wi j ≥ 0, para todo i ∈ F, j ∈C.

(9.18)

Novamente, vamos interpretar a variável dual v j como a contribuição de um
elemento j para o custo da solução inteira. Enquanto no algoritmo para SC só há
custos para escolher conjuntos, os custos de FL são divididos em custos de conexão
e custos de abertura. Assim, adotamos o seguinte mecanismo de cobrança: uma
parte da contribuição v j é usada para pagar os custos de conexão entre o cliente j e
a instalação associada i, que corresponde à constante ci j; e a parte remanescente é
usada para pagar os custos de abertura da instalação i associada, que corresponde à
variável wi j.

No algoritmo primal-dual, queremos construir uma solução inteira (x,y) para o
problema primal cujo custo seja dado em termos de uma solução dual viável maximal
(v,w). Aqui, de novo iremos satisfazer as folgas complementares primais e depois
mostrar que a solução obtida satisfaz uma relação das folgas complementares duais
relaxada. Para satisfazer as folgas primais, queremos que: (i) se uma instalação i foi
escolhida, isto é, se yi = 1, então ∑ j∈C wi j = fi, e (ii) se um cliente j se conecta a uma
instalação i, isto é, se xi j = 1, então v j = ci j +wi j.

Na seção anterior, utilizamos o crescimento das variáveis duais para encontrar
um limitante para o problema primal. Uma característica daquele algoritmo é que
as variáveis duais começam com o valor 0 e, a cada iteração, exatamente uma das
variáveis duais é aumentada. Uma alternativa é aumentar o valor de um conjunto
de variáveis simultaneamente. As variáveis cujos valores são aumentados durante
uma iteração são chamadas de ativas e as variáveis cujos valores não aumentam são
chamadas de inativas.

É conveniente descrever o algoritmo com a seguinte noção temporal: inicialmente
todas as variáveis duais são inicializadas com 0 e algumas das variáveis são ativadas.
À medida que o tempo passa, as variáveis ativas são aumentadas uniformemente até
que um ou mais eventos ocorram. Esses eventos são associados a propriedades sobre
as variáveis duais (que normalmente correspondem ao momento em que alguma das
desigualdades lineares se torna justa). A cada evento, um conjunto de instruções é
executado, que pode ativar ou desativar variáveis, abrir novas instalações ou conectar
clientes a instalações abertas.

No algoritmo FL-CrescimentoDual, a variável v j é aumentada até que o valor seja
suficiente para conectar j a alguma instalação i. Nesse momento, se i estiver aberta,
então v j é desativada e j é conectado a i, senão wi j começa a crescer na mesma
velocidade que v j para manter a viabilidade da solução dual e, nesse caso, j começa
a contribuir para a abertura de i. Quando a contribuição total para uma instalação
i se iguala ao custo de abertura, i é aberta e todos os clientes ainda desconectados
que contribuem para a abertura de i são conectados a i. O algoritmo termina quando
todos os clientes forem conectados e todas as variáveis forem desativadas.

Quando o algoritmo para, cada cliente j pode ser conectado a alguma instalação
ϕ( j) em S com custo ci j ≤ v j. Para definir ϕ( j), vamos considerar o momento em que
a variável v j foi desativada. Se v j foi desativada durante o processamento do evento 1,
então nesse momento v j = ci j + wi j ≥ ci j para alguma instalação i que foi incluída
em S em uma iteração anterior e definimos ϕ( j) = i. Se v j foi desativada durante o
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Algoritmo 9.9: FL-CrescimentoDual(C,F,c, f )

1 Faça S← /0, y← 0, w← 0.
2 Ative a variável v j para cada j ∈C.
3 enquanto houver variável ativa faça
4 Aumente uniformemente as variáveis ativas até que algum

evento aconteça.
5 Evento 1: v j = ci j +wi j para algum par i, j.
6 Se i /∈ S, ative wi j.
7 Se i ∈ S, desative v j e wl j para todo l ∈ F .
8 Evento 2: ∑ j∈C wi j = fi para algum i.
9 Inclua i em S.

10 para j ∈C, tal que v j ≥ ci j, faça
11 Se v j está ativa, desative v j e wl j para todo l ∈ F .

12 Devolva S, v, w.

processamento do evento 2, então nessa iteração v j ≥ ci j para alguma instalação i que
foi incluída em S durante esse evento e definimos ϕ( j) = i.

A solução dada por S é muito econômica com os custos de conexão, já que cada
cliente j é conectado a uma instalação ϕ( j) com v j ≥ cϕ( j) j e, portanto, o custo total
de conexão é limitado pelo valor da solução dual ∑ j∈C v j. O custo de abertura de
instalações, no entanto, pode ser muito grande, porque um cliente j pode contribuir
para múltiplas instalações. No pior caso, o custo de instalações é |F | vezes o valor
da solução dual. Para obtermos uma aproximação constante, queremos garantir que
cada cliente só contribua para a abertura de uma única instalação. Para isso, numa
segunda fase, iremos abrir apenas um subconjunto S′ de S.

Construa um grafo auxiliar H cujos vértices são os elementos de S e em que há
aresta entre dois vértices i, i′ ∈ S se, e somente se, existe j ∈C tal que wi j > 0 e wi′ j > 0.
Agora construa um conjunto independente maximal S′ de H. Esse conjunto pode ser
encontrado em tempo polinomial, por exemplo, realizando-se o seguinte procedimento:
comece com S′ vazio e, enquanto houver um elemento i ∈ S\S′ que não tenha vizinho
em S′, adicione i a S′. Essa fase de limpeza é detalhada no algoritmo FL-LimpezaDual.

Algoritmo 9.10: FL-LimpezaDual(S,v,w)
1 Construa um grafo H com vértices S e arestas (i, i′) se wi j > 0 e

wi′ j > 0 para algum j ∈C.
2 Encontre um conjunto independente maximal S′ de H.
3 Devolva S′.

O algoritmo primal-dual completo, FL-PrimalDual, corresponde às duas fases, de
crescimento dual e de limpeza da solução.

Para uma instalação i∈ S′, seja Ci o conjunto de clientes que dão uma contribuição
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Algoritmo 9.11: FL-PrimalDual(C,F,c, f )

1 Execute FL-CrescimentoDual(C,F,c, f ) e obtenha S, v, w.
2 Execute FL-LimpezaDual(S,v,w) e obtenha S′.
3 Abra instalações em S′ e conecte cada cliente j à instalação mais

próxima de S′.

positiva à instalação i, isto é, Ci = { j ∈ C : wi j > 0}. Como S′ é independente, os
conjuntos Ci são disjuntos dois a dois. De fato, suponha por contradição que j ∈Ci∩Ci′

para instalações i, i′ ∈ S′ distintas. Assim, wi j > 0 e wi′ j > 0 e existe aresta em H que liga
i a i′, mas isso é uma contradição, porque S′ é um conjunto independente. Portanto,
de fato Ci e Ci′ são disjuntos para cada par i, i′ ∈ S′. Seja D =

⋃
i∈S′Ci o conjunto de

todos os clientes que contribuem para a abertura de alguma instalação.
Vamos limitar o custo da solução devolvida pelo algoritmo. Primeiro, iremos

estimar o custo de conexão. Para cada cliente j, queremos encontrar uma instalação
ϕ ′( j) em S′ que esteja próxima de j. Diferenciamos dois casos, dependendo da possi-
bilidade de j contribuir para a abertura de alguma instalação de S′. Se j ∈Ci para
algum i ∈ S′, então definimos ϕ ′( j) = i. Do contrário, seja i = ϕ( j) e considere duas
possibilidades, a depender de i ∈ S′. Se esse for o caso, então defina ϕ ′( j) = i. Mas
se i /∈ S′, então existe i′ ∈ S que é vizinho de i em H, já que do contrário poderíamos
incluir i em S′ e S′ não seria maximal; nesse caso, defina ϕ ′( j) = i′.

Lema 9.4.1. Seja j ∈C.
1. Se j ∈ D, então cϕ ′( j) j = v j−wϕ ′( j) j.
2. Se j /∈ D, então cϕ ′( j) j ≤ 3v j.

Demonstração. Primeiro considere o caso em que j ∈ D, ou seja, j ∈ Ci para algum
i ∈ S′. Então i = ϕ ′( j) e wi j > 0 pela definição de Ci. Segue que durante a execução do
algoritmo, wi j foi ativada e, portanto, v j = ci j +wi j.

Agora considere o caso em que j /∈ D, ou seja j /∈Ci para todo i ∈ S′. Seja i = ϕ( j)
e i′ = ϕ ′( j). Se i′ = i, então por definição de ϕ( j) = i, vale ci j ≤ v j ≤ 3v j, que é o que
queríamos. Suponha então que i′ ̸= i. Pela definição de i′, temos i′ ∈ S′, mas i /∈ S′.
Então existe uma aresta em H que liga i a i′ e, portanto, existe cliente j′ ∈C tal que as
variáveis wi j′ e wi′ j′ sejam positivas. Como wi j′ > 0 e wi′ j′ > 0, segue que ci j′ ≤ v j′ e ci′ j′ ≤
v j′ . Pela desigualdade triangular, concluímos que ci′ j ≤ ci j + ci j′ + ci′ j′ ≤ v j + v j′ + v j′ .

Resta apenas mostrar que v j′ ≤ v j. Considere o momento em que a variável v j foi
desativada e que o cliente j foi conectado à instalação ϕ( j) = i. Sabemos que i∈ S nesse
momento e que, assim, todo cliente que havia contribuído para a instalação i já estava
conectado ou foi conectado nesse instante. Como wi j′ > 0, o cliente j′ contribuiu para
i e, portanto, a variável v j′ estava desativada ou foi desativada no tempo v j. Segue
que v j′ ≤ v j e, portanto, ci′ j ≤ 3v j.

Teorema 9.4.2. FL-PrimalDual é uma 3-aproximação para FL.

Demonstração. Primeiro verificamos que FL-CrescimentoDual executa em tempo po-
linomial. Para isso, observe que o número de eventos é limitado pelo número de res-
trições do programa dual (9.18) e que o momento em que o próximo evento acontece
pode ser calculado em tempo polinomial. Como FL-LimpezaDual também executa
em tempo polinomial, segue que FL-PrimalDual tem complexidade de tempo polino-
mial.



224 9. ALGORITMOS DE APROXIMAÇÃO

Basta então limitar o custo da solução S′. Como uma instalação i deve ter sido
adicionada a S pelo evento 2, temos fi =∑ j∈C wi j =∑ j∈Ci wi j =∑ j∈Ci wϕ ′( j) j. Combinando
com o lema 9.4.1, derivamos

∑
i∈S′

fi + ∑
j∈C

min{ci j : i ∈ S′} ≤ ∑
i∈S′

fi + ∑
j∈C

cϕ ′( j) j

≤ ∑
i∈S′

∑
j∈Ci

wϕ ′( j) j + ∑
j∈D

(
v j−wϕ ′( j) j

)
+ ∑

j∈C\D
3v j

= ∑
i∈D

wϕ ′( j) j + ∑
j∈D

(
v j−wϕ ′( j) j

)
+ ∑

j∈C\D
3v j ≤ 3 ∑

i∈C
v j,

em que a igualdade decorre do fato de que os conjuntos Ci particionam D.

9.4.3 Programas lineares de tamanho exponencial
Os programas lineares inteiros para SC e para FL vistos anteriormente têm ta-

manho polinomial. Isso não é uma condição para se utilizar o método primal-dual, já
que não queremos resolver sua relaxação (como é o caso de algoritmos de arredonda-
mento). A seguir, mostraremos como isso pode ser útil ao se formular um problema
como um programa linear inteiro.

Vamos considerar o Problema da Árvore de Steiner com Coleta de Prêmios (Prize-
Collecting Steiner Tree Problem, PCST). Nesse problema, a entrada é composta de
um grafo não direcionado G com custo ce ≥ 0 para cada aresta e ∈ E(G) e penalidade
pv ≥ 0 para cada vértice v ∈ V (G), além de um vértice especial r ∈ V (G), chamado
de raiz. Queremos encontrar uma árvore em G que contenha a raiz r de forma a
minimizar a soma de custos das arestas da árvore e das penalidades de vértices que
não estejam na árvore. Denote por IPCST o conjunto de todas as tuplas (G,c, p,r).

Problema 9.4.2 (PCST). Dada uma instância (G,c, p,r) ∈ IPCST, o objetivo do pro-
blema é encontrar uma árvore T tal que r ∈V (T ) e a soma ∑e∈E(T ) ce +∑v∈V (G)\V (T ) pv
seja mínima.

Esse problema aparece em aplicações em que é preferível deixar de conectar algum
vértice v a fim de diminuir custos associados a conexão, caso em que se paga uma
penalidade ou multa de valor pv. Observe que o caso em que existe um conjunto
R ⊆ V (G) tal que pv = ∞ para cada v ∈ R e pv = 0 para v ∈ V (G) \R corresponde à
instância (G,R,c) de ST. Assim como em ST, vamos supor, sem perda de generalidade,
que a função de custo nas arestas seja métrica. Se esse não for o caso, então criamos
uma nova instância em um grafo completo e cujo peso entre dois vértices é dado pelo
comprimento do caminho mais curto entre eles.

Considere uma instância de PCST e denote por T uma solução viável correspon-
dente. Para cada aresta e do grafo, crie uma variável binária xe que indique se e está
na solução, isto é, xe = 1 se e ∈ E(T ), e xe = 0 caso contrário. Além disso, para cada
subconjunto X de vértices, crie uma variável binária zX que indique se X é o conjunto
de vértices não incluídos na solução, isto é, zX = 1 se X = V (G) \V (T ), e zX = 0 caso
contrário. Para um conjunto de vértices S ⊆V (G), defina p(S) = ∑v∈S pv e denote por
δ (S) o conjunto das arestas que tenham uma extremidade em S e outra em V (G)\S.

Minimize ∑
e∈E(G)

cexe + ∑
X⊆V (G)\{r}

p(X)zX ,

sujeito a ∑
e∈δ (S)

xe + ∑
X :S⊆X

zX ≥ 1, para todo S⊆V (G)\{r},

xe ∈ {0,1}, para todo e ∈ E(G),
zX ∈ {0,1}, para todo X ⊆V (G)\{r}.

(9.19)
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Para verificar que a formulação está correta, consideramos uma solução do pro-
grama linear inteiro (x,z) e construímos uma solução T do problema original de valor
menor ou igual. A solução (x,z) corresponde a um conjunto de arestas que induz
um grafo H em V . Seja T uma árvore geradora mínima da componente conexa de H
que contém r. Observe que T induz uma solução viável (x′,z′) em que x′e = 1 para
cada e ∈ E(T ) e z′X = 1 para X = V (G)\V (T ). De fato, para cada restrição correspon-
dente a S ⊆ V (G)\{r}, ou S ⊆ X , ou S separa alguma aresta de T . No primeiro caso,
∑X :S⊆X z′X ≥ 1 e, no segundo, ∑e∈δ (S) x′e ≥ 1. Além disso, o valor de (x′,z′) é menor ou
igual ao valor de (x,z). Para verificar isso, note que T é subgrafo de H e que, como
nenhuma aresta de H cruza V (T ), zY = 1 para algum conjunto Y que contém X . Isso
implica que o custo das arestas de x′ é de no máximo o custo das arestas de x e que
o valor das penalidades de z′ é de no máximo o valor das penalidades de z.

Substituindo as restrições xe ∈ {0,1} e zX ∈ {0,1} por xe ≥ 0 e zX ≥ 0, obtemos a
relaxação linear do problema. Calculando o dual da relaxação, obtém-se:

Maximize ∑
S⊆V (G)\{r}

yS,

sujeito a ∑
S:e∈δ (S)

yS ≤ ce, para todo e ∈ E(G),

∑
S⊆X

yS ≤ p(X), para todo X ⊆V (G)\{r},

yS ≥ 0, para todo S⊆V (G)\{r}.

(9.20)

Vamos agora criar um algoritmo, PCST-PrimalDual, baseado no método primal-
dual para PCST. Assim como no algoritmo da seção anterior, construímos uma
solução dual y, que inicialmente vale 0, e mantemos um conjunto de variáveis duais
ativas que são aumentadas uniformemente até que algum evento ocorra. Como o nú-
mero de variáveis é exponencial, somente os valores das variáveis ativas são mantidos
explicitamente.

Durante a execução do algoritmo, construímos e mantemos uma floresta F que
contenha os vértices V (G). Diremos que um conjunto de vértices S está conectado
se S estiver contido na componente conexa que contém a raiz. Diremos também que
um conjunto de vértices C está saturado se a restrição dual correspondente estiver
satisfeita com igualdade, isto é, se ∑S⊆C yS = p(C). Cada componente conexa de F
correspondente a um conjunto de vértices S poderá estar ativa ou inativa. As variáveis
ativas irão representar componentes conexas que ainda não foram conectadas e nem
estão saturadas. Uma variável yS está ativa em um determinado momento da execução
se S for uma componente conexa ativa de F.

O algoritmo de crescimento das variáveis duais funciona da seguinte maneira: no
início da execução, F é composta apenas de vértices isolados. Assim, cada vértice,
com exceção da raiz, é uma componente conexa ativa. Quando as variáveis ativas
aumentam, dois eventos podem acontecer. O primeiro acontece quando uma com-
ponente conexa C de F se torna saturada; nesse caso, desativamos yC e continuamos
o algoritmo. O segundo evento acontece quando a restrição dual correspondente a
uma aresta e fica justa; nesse caso, as variáveis correspondentes às duas componentes
conexas ligadas por e são desativadas e a aresta e é adicionada a F, formando uma
nova componente conexa. Essa componente conexa ficará ativa se não tiver a raiz e
inativa se a tiver.

O algoritmo termina quando todas as variáveis desativadas. Observe que, após
a execução do algoritmo de crescimento das variáveis duais, a componente conexa
F ′ de F que contém a raiz induz uma solução para o problema primal cujo custo
corresponde à soma dos custos das arestas de F ′ e das penalidades de V (G) \V (F ′).
Essa solução, no entanto, pode ser muito cara e, como na seção anterior, após o
crescimento guloso, é realizada uma fase de limpeza. Suponha que exista uma aresta
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e cuja remoção deixa uma componente conexa C que é saturada e se liga à raiz por
meio de e. Então removemos e e toda aresta de F ′ com ambos os extremos em C.
Esse procedimento é repetido até que não haja mais arestas a serem retiradas.

Algoritmo 9.12: PCST-PrimalDual(G,c, p,r)

1 Faça F ← (V (G), /0), y← 0.
2 Ative a variável fS para cada S = {v}, com v ∈V (G)\{r}.
3 enquanto houver variável ativa faça
4 Aumente uniformemente as variáveis ativas até que algum

evento aconteça.
5 Evento 1: ∑S⊆C yS = p(C) para alguma componente conexa

C de F .
6 Desative yC.
7 Evento 2: ∑S:e∈δ (S) yS = ce para alguma aresta e.
8 Sejam S1, S2 as componentes conexas de F ligadas por e.
9 Adicione e a F e desative yS1 e yS2 .

10 Se r /∈ S1∪S2, ative yS1∪S2 .

11 Seja F ′ a subárvore de F que contém r.
12 para e ∈ E(F ′) na ordem inversa de inserção faça
13 Seja C ⊆V (G)\{r}, tal que C seja componente conexa de

F ′− e.
14 Se ∑S⊆C yS = p(C), então remova aresta e e vértices C de F ′.
15 Devolva F ′.

Uma maneira de entender o algoritmo é interpretar geometricamente a variável
yS de cada componente conexa S como um fosso de largura yS ao redor dos elementos
de S. Como os fossos não podem se sobrepor, o comprimento de uma aresta que liga
duas componentes conexas deve ser maior ou igual à soma dos raios de todos os fossos
por que passa essa aresta. Quando o comprimento de uma aresta que liga dois fossos
S1 e S2 for igual a essa soma, então os dois fossos que circundam S1 e S2 encostam-
se e um novo fosso começa a aumentar em volta de S1 ∪S2. Outra possibilidade é
de que a soma de yS entre todas as componentes conexas S que componham uma
componente conexa maximal ativa C se torne igual à penalidade associada a C; nesse
caso, é preferível pagar a penalidade a continuar aumentando yC.

Algumas observações são importantes para a análise do algoritmo. Primeiro, note
que, quando ativamos uma variável yS, S é a união de duas componentes conexas S1
e S2 inativas. Assim, a coleção dos conjuntos S ⊆ V (G) \ {r} com yS > 0 forma uma
família laminar, isto é, para todo par de conjuntos S1,S2 ⊆ V (G) \ {r} com yS1 > 0 e
yS2 > 0, ou a interseção de S1 e S2 é vazia, ou um conjunto inclui o outro. Além disso,
como as variáveis ativas yS correspondem a componentes conexas de F, o evento 2 só
pode ocorrer para uma aresta e que cruze duas componentes conexas de F e, portanto,
mantém-se a invariante de que F é uma floresta.

PCST-PrimalDual devolve uma solução F ′ para o problema original e uma solução
viável y para o programa dual. A seguir, mostraremos que o custo de F ′ é no máximo
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duas vezes o valor da solução y. Se X =V (G)\V (F ′), então o custo da solução devolvida
é dado pelos custos das arestas da árvore F ′ mais o custo das penalidades dos vértices
não cobertos, X . Assim como nas seções anteriores, queremos criar um esquema de
cobrança de forma que o custo de cada aresta de F ′ e a penalidade dos vértices em X
sejam expressos em termos de yS, para S⊆V (G)\{r}.

O custo da solução devolvida é expresso como a soma de dois termos: a soma
total das penalidades de X , dada por p(X), e o custo das arestas da árvore F ′, dado por
∑e∈E(F ′) ce. Primeiro, vamos considerar as penalidades. O lema seguinte mostra que as
penalidades de X podem ser pagas apenas pelas componentes conexas completamente
contidas em X .

Lema 9.4.2. Se X =V (G)\V (F ′), então ∑S⊆X yS = p(X).

Demonstração. Primeiro, observe que X pode ser particionado em um conjunto de
componentes conexas saturadas X1,X2, . . . ,Xs. Para isso, considere um vértice v ∈ X
imediatamente antes da fase de limpeza. Se, nesse momento, v não estava conectado
à raiz, então a componente conexa C que continha v não estava conectada. Como
a variável yC foi desativada em alguma iteração, concluímos que nesse caso C está
saturada. Do contrário, v estava conectado à raiz por uma ou mais arestas removidas
na fase de limpeza. Seja e a aresta que, ao ser removida, desconecta v da raiz e seja C
a componente conexa conectada à raiz através de e. Então ou a componente conexa
C estava saturada, ou e não teria sido removida. Argumentando similarmente para
cada vértice, concluímos a observação.

Finalmente,

p(X) = ∑
v∈X

pv =
s

∑
i=1

∑
v∈Xi

pv =
s

∑
i=1

∑
S⊆Xi

yS = ∑
S⊆X

yS.

Agora, consideramos o custo das arestas de F ′. Para cada aresta e ∈ E(F ′), sabe-
mos que ∑S:e∈δ (S) yS = ce pela definição do evento 2. Então, o custo das arestas é dado
por

∑
e∈E(F ′)

∑
S:e∈δ (S)

yS.

Queremos reescrevê-lo como um fator da função-objetivo de (9.20), de forma que para
cada conjunto de vértices S⊆V (G)\{r}, a variável yS apareça apenas em um termo
da soma. Para cada S, o valor de |δ (S)∩E(F ′)| conta o número de arestas de F ′ para
as quais yS contribui; então, o custo das arestas pode ser escrito como

∑
S⊆V (G)\{r}

|δ (S)∩E(F ′)|yS.

Embora, para cada componente conexa S, a variável yS possa contribuir para diversas
arestas de F ′, o lema a seguir mostra que, na média, cada componente conexa não
contribui para mais do que duas arestas.

Lema 9.4.3. Seja n = |V (G)|, X =V (G)\V (F ′) e C o conjunto de componentes conexas
ativas no início de uma dada iteração de PCST-PrimalDual e que não estão contidas
em X . Então,

∑
S∈C
|δ (S)∩E(F ′)| ≤

(
2− 1

n

)
|C|.

Demonstração. Observe que cada componente conexa ou é desativada quando a res-
trição de uma aresta se torna justa, caso em que é parte de uma componente conexa
maior, ou é desativada quando se torna saturada, caso em que é uma componente
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conexa maximal. Seja I o conjunto de componentes conexas maximais que estão
inativas no início da iteração e que não estão contidas em X . Considere o grafo T
obtido a partir de F ′ após contrairmos cada componente conexa S ∈ C∪I (removendo
laços, se houver) e denote por g(S) o grau do vértice resultante da contração de S.
Observe que T é uma árvore e que C e I particionam V (T ). Assim, a soma dos graus
de T é dada por

∑
S∈C

g(S)+ ∑
S∈I

g(S) = 2(|C|+ |I|−1).

Como |δ (S)∩E(F ′)|= g(S), essa igualdade implica que

∑
S∈C
|δ (S)∩E(F ′)|= ∑

S∈C
|g(S)|= 2|C|+ ∑

S∈I
(2−g(S))−2. (9.21)

Considere uma componente conexa inativa I no início de uma iteração com g(I)= 1.
Iremos mostrar que I é a componente conexa que contém a raiz r. Suponha, por
absurdo, que I não contenha r. Como g(I) = 1, existe uma única aresta e em F ′ que é
incidente em I. Observe que e deve ter sido adicionada na iteração atual ou em uma
iteração posterior e, portanto, depois de cada aresta contida em I ter sido adicionada.
Considere agora o momento em que e foi analisada na fase de limpeza do algoritmo.
Nesse momento, e liga uma componente conexa C, sem a raiz, à componente conexa
que contém a raiz. Como a aresta e não foi removida de F ′ e cada aresta de I só foi
analisada depois na fase de limpeza, concluímos que I ⊆C. Sejam X1,X2, . . . ,Xs ⊆C as
componentes conexas de C que foram removidas na fase de limpeza. Note que I é a
única componente conexa contida em C que faz parte de F ′. Assim, I e X1,X2, . . . ,Xs
formam uma partição de C. Como I está inativa e não contém r, ela está saturada.
Além disso, como as componentes conexas Xi foram removidas na fase de limpeza,
elas estão saturadas. Daí,

p(C) = p(I)+
s

∑
i=1

p(Xi) = ∑
S⊆I

yS +
s

∑
i=1

∑
S⊆Xi

yS ≤ ∑
S⊆X

yS.

Porém, C estava saturada, então e teria sido removida ao ser analisada, contrariando
o fato de que e faz parte de F ′. Portanto, de fato, a componente conexa I contém r.

Assim, existe uma única componente conexa inativa I com g(I) = 1. Separando-se
I das demais componentes conexas de I, escrevemos

∑
S∈I

(2−g(S))−2 = ∑
S∈I\{I}

(2−g(S))+(2−g(I))−2

≤ ∑
S∈I\{I}

(2−2)+(2−1)−2 =−1,

em que nos valemos do fato de que g(S)≥ 2 para S ∈ I \{I}. Substituindo em (9.21),
obtemos

∑
S∈C
|δ (S)∩E(F ′)| ≤ 2|C|−1≤

(
2− 1

n

)
|C|.

Usando o lema acima, podemos mostrar que o custo das arestas é de no máximo
duas vezes a soma das variáveis duais correspondentes a componentes conexas que
intersectam F ′.

Lema 9.4.4. Seja n = |V (G)| e D = {S⊆V (G)\{r} : S∩V (F ′) ̸= /0}. Então,

∑
e∈E(F ′)

∑
S:e∈δ (S)

yS ≤
(

2− 1
n

)
∑

S∈D
yS.
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Demonstração. Primeiro, agrupamos os termos que multiplicam yS e reescrevemos a
desigualdade como

∑
S⊆V (G)\{r}

|δ (S)∩E(F ′)|yS ≤
(

2− 1
n

)
∑

S∈D
yS.

Iremos demonstrar essa desigualdade por indução no número de iterações. Antes de
qualquer iteração, cada variável yS foi inicializada com 0 e, portanto, a afirmação
vale trivialmente. Considere então o valor de y no início de uma iteração e seja C o
conjunto de componentes conexas ativas nessa iteração. Como as variáveis crescem
uniformemente, cada uma das variáveis de C aumentou do mesmo valor, diga-se, ε.
Assim, o lado esquerdo da desigualdade aumentou de exatamente ∑S∈C |δ (S)∩E(F ′)|ε,
enquanto o lado direito aumentou de

(
2− 1

n

)
|C|ε. Pelo lema 9.4.3, sabemos que

∑S∈C |δ (S)∩E(F ′)| ≤
(
2− 1

n

)
|C| e, portanto, a desigualdade continua válida no final da

iteração.

Combinando os lemas acima, obtemos o seguinte lema:

Lema 9.4.5. Seja n = |V (G)| e X =V (G)\V (F ′), então

∑
e∈E(F ′)

ce +

(
2− 1

n

)
∑
v∈X

pv ≤
(

2− 1
n

)
∑

S⊆V (G)\{r}
yS.

Demonstração. Calculando diretamente, temos:

∑
e∈E(F ′)

ce +

(
2− 1

n

)
∑
v∈X

pv = ∑
e∈E(F ′)

∑
S:e∈δ (S)

yS +

(
2− 1

n

)
p(X)

≤
(

2− 1
n

)
∑

S∈D
yS +

(
2− 1

n

)
∑

S⊆X
yS

=

(
2− 1

n

)
∑

S⊆V (G)\{r}
yS,

em que utilizamos os lemas 9.4.2 e 9.4.4 na desigualdade.

Finalmente, mostramos que o algoritmo é uma 2-aproximação.

Teorema 9.4.3. PCST-PrimalDual é uma 2-aproximação para PCST.

Demonstração. Observe que o algoritmo executa em tempo polinomial. Seja F ′ a
árvore devolvida e defina X = V (G) \V (F ′). Utilizando o lema 9.4.5, sabemos que o
custo da solução é ∑e∈E(F ′) ce + p(X)≤ 2∑S⊆V (G)\{r} yS.

9.4.4 Método primal-dual e relaxação lagrangiana
Esta seção considera o Problema da k-Árvore Mínima (k-Minimum Spanning Tree

Problem, k-MST). A entrada é composta de um grafo não direcionado G com custo
ce ≥ 0 para cada aresta e ∈ E(G), um inteiro k ≥ 1 e um vértice especial r, chamado
de raiz. Queremos encontrar uma árvore de menor custo em G com pelo menos k
vértices e que contenha r. Denote por Ik-MST o conjunto de todas as tuplas (G,c,k,r).

Problema 9.4.3 (k-MST). Dada uma instância (G,c,k,r) ∈ Ik-MST, o objetivo do pro-
blema é encontrar uma árvore T tal que r ∈ V (T ), |V (T )| ≥ k e a soma ∑e∈E(T ) ce seja
mínima.
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Enquanto o Problema da Árvore Geradora Mínima pode ser resolvido em tempo
polinomial, k-MST é NP-difícil [184]. Note ainda que, como no caso do PCST, po-
demos supor que a função de custos nas arestas forme uma métrica. A seguir, mos-
traremos a relação desse problema com PCST, apresentando a técnica da relaxação
lagrangiana para algoritmos primais-duais. Antes, precisamos apresentar uma formu-
lação inteira adequada.

Minimize ∑
e∈E(G)

cexe,

sujeito a ∑
e∈δ (S)

xe + ∑
X :S⊆X

zS ≥ 1, para todo S⊆V (G)\{r},

∑
S⊆V (G)\{r}

|S|zS ≤ n− k,

xe ∈ {0,1}, para todo e ∈ E(G),
zX ∈ {0,1}, para todo X ⊆V (G)\{r}.

(9.22)

Como em (9.19), xe indica se e é uma aresta da árvore T e zX indica se o com-
plemento do conjunto de vértices de T é X . Argumentando-se da mesma forma que
anteriormente, pode-se mostrar que o conjunto de arestas e com ze = 1 induz uma
árvore T e que sempre há uma solução ótima em que zX vale 1 se X = V (G) \V (T ) e
0, caso contrário. Há duas diferenças importantes entre (9.19) e (9.22). A primeira é
que na função-objetivo não há o termo correspondente a penalidades de vértices que
estejam fora de T ; a segunda é que há uma restrição a mais, ∑S⊆V (G)\{r} |S|zS ≤ n− k.
Essa restrição garante que o complemento de T tenha no máximo n− k vértices, ou,
equivalentemente, que T tenha pelo menos k vértices. A relaxação linear de (9.22)
é feita de maneira usual, substituindo-se xe ∈ {0,1} e zX ∈ {0,1} por xe ≥ 0 e zX ≥ 0,
respectivamente.

Embora os dois programas sejam bastante similares, a restrição extra em (9.22)
é uma restrição global, que limita o número de itens não cobertos, o que é difícil
de se assegurar quando utilizamos a estratégia primal-dual. A relaxação lagrangiana
consiste em relaxar essa restrição, de forma a se obter um programa mais simples.
Primeiro reescrevemos a restrição de maneira que o lado direito seja nulo,

∑
S⊆V (G)\{r}

|S|zS− (n− k)≤ 0,

e multiplicamos a desigualdade por um parâmetro λ ≥ 0, chamado multiplicador de
Lagrange. O valor obtido é adicionado à função-objetivo e a restrição é removida.
Obtemos o seguinte programa linear:

Minimize ∑
e∈E(G)

cexe +λ

(
∑

S⊆V (G)\{r}
|S|zS− (n− k)

)
,

sujeito a ∑
e∈δ (S)

xe + ∑
X :S⊆X

zX ≥ 1, para todo S⊆V (G)\{r},

xe ≥ 0, para todo e ∈ E(G),
zX ≥ 0, para todo X ⊆V (G)\{r}.

(9.23)

Seja OPT o valor de uma solução ótima para (9.22). Como uma solução de (9.22)
é viável para (9.23) e nessa solução o termo que multiplica λ é não positivo, o valor
ótimo de (9.23) é menor ou igual a OPT. Isso significa que o programa linear alterado
é uma relaxação do programa linear inteiro original, chamada de relaxação lagran-
giana. Observe que (9.23) é praticamente igual a (9.19) quando pv = λ para todo
v ∈V (G), com a única diferença de que há um termo constante −(n−k)λ . Isso sugere
que podemos utilizar o algoritmo da seção anterior para algum valor de λ . Para que
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possamos utilizar essa ideia, precisamos ser capazes de compará-lo com o valor ótimo
de k-MST. Para isso, construímos o dual de (9.23):

Maximize ∑
S⊆V (G)\{r}

yS− (n− k)λ ,

sujeito a ∑
S:e∈δ (S)

yS ≤ ce, para todo e ∈ E(G),

∑
S⊆X

yS ≤ |X |λ , para todo X ⊆V (G)\{r},

yS ≥ 0, para todo S⊆V (G)\{r}.

(9.24)

Suponha que executemos PCST-PrimalDual para um valor de λ e obtenhamos
uma solução primal integral, dada por T , juntamente com uma solução dual viável
de (9.20) para PCST, dada por y. Observe que y também é viável para (9.24). Se a
solução T para PCST tiver exatamente k vértices, então T também será uma solução
viável para k-MST. Nesse caso, podemos escrever o custo de T em termos da função-
objetivo de (9.24), cujo custo total corresponde ao custo das arestas para PCST.
Utilizando o lema 9.4.5, o custo de T é

∑
e∈E(T )

ce ≤
(

2− 1
n

)
∑

S⊆V (G)\{r}
yS−

(
2− 1

n

)
∑
v∈X

pv

=

(
2− 1

n

)(
∑

S⊆V (G)\{r}
yS− (n− k)λ

)

≤
(

2− 1
n

)
OPT.

Na igualdade acima, utilizamos o fato de que X tem exatamente n− k elementos,
cada um com penalidade λ . Na última desigualdade, utilizamos o fato de que, pela
dualidade fraca, o valor da função-objetivo é de no máximo o valor ótimo. Como
a árvore devolvida tem exatamente k vértices, a desigualdade acima significa que a
solução devolvida por PCST-PrimalDual é uma 2-aproximação para k-MST.

Duas observações precisam ser feitas. Primeiro, a análise acima depende de que
o fator que multiplica o custo das penalidades (∑v∈X pv) seja o mesmo que multiplica
as soma das variáveis duais (∑S⊆V (G)\{r} yS). Informalmente, podemos dizer que o
custo das arestas na solução obtida é aproximado, enquanto a penalidade dos vérti-
ces não cobertos é calculada de maneira justa. Note que isso não foi necessário no
teorema 9.4.3, que poderia ser obtido mesmo com uma versão mais fraca do lema 9.4.5
em que ∑e∈E(T ) ce+∑v∈X pv ≤ 2∑S⊆V (G)\{r} yS. Para que a estratégia da relaxação lagran-
giana funcione, por outro lado, a desigualdade mais forte é fundamental.

Além disso, a análise só funciona quando a árvore devolvida pelo algoritmo para o
valor de λ escolhido tem exatamente k vértices. Se T tivesse mais do que k vértices, a
solução ainda seria viável para k-MST, mas obteríamos um fator maior do que o valor
da função-objetivo de (9.24) e, portanto, insuficiente para obtermos a aproximação.
Se T tivesse menos do que k vértices, o fator obtido seria menor do que o valor da
função-objetivo, mas T não seria viável para k-MST.

Intuitivamente, quanto maior o valor de λ , maior a penalidade de um vértice não
coberto por T ; portanto, esperamos que T tenha mais vértices. Por outro lado, quanto
menor o valor de λ , maior o incentivo para deixar vértices fora de T . Isso, junto com
a afirmação acima, sugere que podemos utilizar uma busca binária para encontrar um
valor de λ para o qual PCST-PrimalDual devolva uma solução T com exatamente k
vértices. Assim, se a árvore obtida tiver mais do que k vértices, diminuímos o valor
de λ , ou, se tiver menos do que k vértices, aumentamos o valor de λ . Se essa busca
binária encontrar uma árvore com T vértices em um número polinomial de passos,
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então obtemos uma 2-aproximação para o problema. Infelizmente, é possível que para
uma instância de k-MST não exista valor de λ para o qual a árvore devolvida tenha
exatamente k vértices.

Embora a estratégia acima não forneça uma 2-aproximação, podemos utilizar a
busca binária para construir uma boa solução para o problema, mas com fator de
aproximação maior. A ideia é que, se encontrarmos λ tal que a árvore devolvida
tenha k vértices, então essa árvore já é uma solução boa, que é uma 2-aproximação
pela discussão acima. Do contrário, iremos encontrar um valor λ1, para o qual o
algoritmo primal-dual devolve uma árvore T1 com k1 < k vértices, e um valor λ2, para
o qual o algoritmo primal-dual devolve uma árvore T2 com k2 > k vértices. Realizando
um número suficiente de iterações da busca binária, teremos λ1 < λ2 e λ2 − λ1 ≤ ε,
para algum valor ε > 0 suficientemente pequeno.

Antes de continuarmos, vamos pré-processar a instância. Iremos obter uma es-
timativa do custo D da maior distância entre a raiz e um vértice da árvore em uma
solução ótima. Suponha que nos seja dado um valor D. Então podemos obter uma
instância reduzida pela remoção de cada vértice cuja distância para a raiz seja estrita-
mente maior do que D, já que, nesse caso, cada um desses vértice não está na solução
ótima. Note que, quando D = 0, todos os vértices da instância pré-processada estão à
distância zero da raiz e uma árvore geradora é uma solução ótima. Assim, suponha
que D > 0 e seja cmin > 0 o menor custo de uma aresta não nula. Nesse caso, como
a solução ótima deve conter pelo menos uma aresta não nula, o valor ótimo, OPT,
é de pelos menos cmin. Como há n vértices, podemos testar cada um dos valores
possíveis para D, resolver o problema e devolver a melhor solução obtida. De agora
em diante, suponha, sem perda de generalidade, que a instância dada seja tal que a
maior distância entre um vértice de G e a raiz seja D e que cmin ≤ D≤OPT.

Para que possamos inicializar a busca binária, precisamos encontrar limitantes
inferior e superior para o parâmetro λ , para os quais PCST-PrimalDual devolva uma
árvore com menos de k vértices e uma árvore com mais de k vértices, respectiva-
mente. Para o limitante inferior, inicializamos λ1 = 0, para o qual PCST-PrimalDual
devolve uma árvore T1 composta somente da raiz r. Para o limitante superior, inicia-
lizamos λ2 com um valor suficientemente grande (p.ex., λ2 = ∑e∈E(G) ce), para o qual
PCST-PrimalDual devolve uma árvore T2 com todos os vértices. Com essas variáveis
inicializadas, executamos uma busca binária padrão.

Algoritmo 9.13: k-MST-BuscaBin(G,c,k,r)

1 Faça λ1← 0 e λ2← ∑e∈E(G) ce.
2 enquanto λ2−λ1 >

cmin
2n2 faça

3 Faça λ ← 1
2 (λ1 +λ2).

4 Defina pv← λ para cada v ∈V (G).
5 Execute PCST-Primal-Dual(G,c, p,r) e obtenha árvore T .
6 se |V (T )| ≤ k então
7 λ1← λ .
8 se |V (T )|> k então
9 λ2← λ .

10 Devolva λ1,λ2.
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Lema 9.4.6. Após um número polinomial de iterações, k-MST-BuscaBin devolve pa-
râmetros λ1 e λ2 tais que

• se pv = λ1 para todo v ∈ V (G), então PCST-PrimalDual(G,c, p) devolve uma
árvore T1 com k1 ≤ k vértices associada a uma solução y(1) do programa li-
near (9.20);

• se pv = λ2 para todo v ∈ V (G), então PCST-PrimalDual(G,c, p) devolve uma
árvore T2 com k2 ≥ k vértices associada a uma solução y(2) do programa li-
near (9.20);

• λ2−λ1 ≤ cmin
2n2 .

Demonstração. Basta verificar que o número de iterações do algoritmo é O(log
2n2 ∑e∈E(G) ce

cmin
),

que é polinomial no tamanho da entrada.

Quando k1 = k ou k2 = k, ou T1 ou T2 já é uma 2-aproximação para k-MST. Assim,
suponha que k1 < k < k2. Seja X1 =V (G)\V (T1) e X2 =V (G)\V (T2). Pelo lema 9.4.5,
sabemos que

∑
e∈E(T1)

ce ≤
(

2− 1
n

)(
∑

S⊆V (G)\{r}
y(1)S −|X1|λ1

)
e (9.25)

∑
e∈E(T2)

ce ≤
(

2− 1
n

)(
∑

S⊆V (G)\{r}
y(2)S −|X2|λ2

)
. (9.26)

Para obtermos uma desigualdade útil para análise, precisamos construir uma so-
lução dual viável y de forma que ∑S⊆V (G)\{r} yS− (n− k)λ2 seja um limitante inferior
para (9.24) e, portanto, para OPT. Isso sugere que escrevamos y como uma combina-
ção convexa de y(1) e y(2), isto é, y = α1y(1)+α2y(2), de forma que n− k = α1|X1|+α2|X2|=
α1(n− k1)+α2(n− k2). Assim, definimos

α1 =
(n− k)− (n− k2)

(n− k1)− (n− k2)
e α2 =

(n− k1)− (n− k)
(n− k1)− (n− k2)

.

Em seguida, combinamos as desigualdades (9.25) e (9.26).

Lema 9.4.7.

α1 ∑
e∈E(T1)

ce +α2 ∑
e∈E(T2)

ce ≤ 2OPT.

Demonstração. Defina y=α1y(1)+α2y(2).Observe que y é uma solução viável para (9.24)
com parâmetro λ2. Para verificar isso, observe que, para cada e ∈ E(G), temos
∑S:e∈δ (S) y(1)S ≤ ce e ∑S:e∈δ (S) y(2)S ≤ ce. Então,

∑
S:e∈δ (S)

yS = α1 ∑
S:e∈δ (S)

y(1)S +α2 ∑
S:e∈δ (S)

y(2)S ≤ α1ce +α2ce = ce.

Analogamente, como λ2 > λ1, obtemos ∑S⊆X yS ≤ |X |λ2 para todo X ⊆V (G)\{r} e yS ≥ 0
para todo S ⊆ V (G) \ {r}. Assim, y é solução viável para (9.24) com parâmetro λ2 e
seu valor é um limitante inferior para o valor ótimo da relaxação lagrangiana, isto é,

∑
S⊆V (G)\{r}

yS− (n− k)λ2 ≤OPT.
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Lembrando que |X1| = n− k1, |X2| = n− k2 e fazendo a combinação convexa das
desigualdades (9.25) e (9.26), obtemos

α1 ∑
e∈E(T1)

ce +α2 ∑
e∈E(T2)

ce

≤
(

2− 1
n

)[
∑

S⊆V (G)\{r}

(
α1y(1)S +α2y(2)S

)
−
(

α1(n− k1)λ1 +α2(n− k2)λ2

)]

=

(
2− 1

n

)[
∑

S⊆V (G)\{r}
yS− (n− k)λ2

]
+

(
2− 1

n

)
α1(n− k1)(λ2−λ1)

≤
(

2− 1
n

)[
∑

S⊆V (G)\{r}
yS− (n− k)λ2

]
+

(
2− 1

n

)
n

cmin
2n2

≤
(

2− 1
n

)
OPT+

cmin
n

= 2OPT− OPT− cmin
n

≤ 2OPT,

em que nos valemos do fato de que α1 ≤ 1 e λ2−λ1 ≤ cmin
2n2 na segunda desigualdade

e de que cmin ≤OPT na última desigualdade.

Agora podemos obter uma aproximação.

Teorema 9.4.4. Existe uma 5-aproximação para k-MST.

Demonstração. Execute o algoritmo de busca binária acima e obtenha árvores T1 e
T2, conforme o lema 9.4.6. Se alguma das árvores tiver exatamente k vértices, então
já obtemos uma 2-aproximação. Suponha então que k1 < k < k2 e relembre que T2 já
é uma solução viável para k-MST. Se α2 ≥ 1

2 , então o lema 9.4.7 acima implica que
∑e∈E(T2)

ce ≤ 2 OPT
α2
≤ 4OPT, ou seja, que T2 já seja uma 4-aproximação.

Suponha que α2 <
1
2 e que, então, α1 >

1
2 . Nesse caso, podemos completar T1 com

vértices de T2. Realizamos o seguinte procedimento. Seja F =V (T2)−V (T1). Duplique
as arestas de T2 e forme uma rota passando por todas as arestas. Depois, forme um
cicloC, percorrendo a rota e tomando atalhos sempre que visitar um vértice já visitado,
ou que não esteja em F. Observe que C contém todos os vértices de F e tem custo de no
máximo duas vezes o custo de T2. Encontre um subcaminho P de C com k−k1 vértices
e de custo mínimo. Isso é possível, já que k− k1 ≤ k2− k1 = |V (T2)|− |V (T1)| ≤ |F |.

Agora estimamos o custo de P. Observe que existem exatamente |F | subcaminhos
de C com tamanho k− k1 e que, somando-se todos eles, cada aresta de C é contada
k− k1 vezes. Portanto, o menor desses subcaminhos tem custo

∑
e∈E(P)

ce ≤
(k− k1)

|F |

(
∑

e∈E(C)

ce

)

≤ k− k1

k2− k1

(
∑

e∈E(C)

ce

)

≤ (n− k1)− (n− k)
(n− k1)− (n− k2)

(
2 ∑

e∈E(T2)

ce

)
= 2α2 ∑

e∈E(T2)

ce.
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Finalmente, construímos uma solução T , que é formada pela união de T1 e P e
pela adição de uma aresta da raiz até um vértice de P. Segundo nossa hipótese, o
custo dessa aresta é de no máximo D. Portanto, o custo da solução T obtida é a soma
dos custos de T1, de P e da aresta adicionada,

∑
e∈E(T )

ce ≤ ∑
e∈E(T1)

ce + ∑
e∈E(P)

ce +D

≤ 2

(
α1 ∑

e∈E(T1)

ce +α2 ∑
e∈E(T2)

ce

)
+D

≤ 2 ·2OPT+OPT= 5OPT,

em que usamos 2α1 ≥ 1 na segunda desigualdade e o lema 9.4.7 na última desigualdade.

9.5 Comentários finais
Johnson [123] mostrou que um algoritmo guloso tem fator de aproximação lnK+1

para SC quando os custos dos conjuntos são todos iguais e K = max{|S| : S ∈ S}. O
algoritmo apresentado na seção 9.2.1 é devido a Chvátal [205] e a prova segue a
apresentada por Young [220]. A dificuldade de aproximar SC por um fator melhor
que o logarítmico já foi estabelecida por Lund e Yannakakis [151] e depois melhorada
por Feige [73], que mostrou que não há algoritmo de tempo polinomial com fator de
aproximação (1−o(1)) lnn a não ser que NP⊆DTIME(nO(log logn)). Essa hipótese foi
fortalecida por Dinur e Steurer [64] para P ̸=NP, que mostraram o teorema 9.2.1.

O algoritmo de arredondamento determinístico para SC dado na seção 9.3.2 e sua
aplicação para o VC é devido a Hochbaum [53]. VC foi um dos primeiros problemas a
se demonstrarem NP-difíceis [125] e há indicativos de que não existem algoritmos de
aproximação com fator constante menor do que 2 [129]. Em particular, uma família
de relaxações de programas lineares inteiros para VC tem gap de integralidade de
pelo menos 2−o(1) [5]. A técnica de arredondamento probabilístico de relaxações de
programas lineares inteiros 0-1 foi introduzida por Raghavan e Thompson [183]. A
análise do algoritmo para SC da seção 9.3.3 é baseada na descrição de Williamson e
Shmoys [213].

ST é um problema NP-difícil clássico [87, 125] e, além disso, não pode ser apro-
ximado por um fator menor do que 96/95 sob a hipótese de que P ̸=NP [46]. Entre
os algoritmos mais conhecidos para se encontrar uma árvore geradora de custo mí-
nimo, estão os algoritmos de Kruskal [137] e de Prim [176]. Embora já seja parte
do folclore utilizar uma árvore geradora mínima para aproximar ST (veja, e.g., [95]),
encontrar uma aproximação com fator constante menor do que 2 foi um problema
em aberto que persistiu durante várias décadas. Essa barreira foi quebrada em uma
sequência de algoritmos [221, 127, 177, 185], todos eles baseados na escolha de full-
components, que são subárvores maximais cujas folhas correspondem a terminais, de
acordo com algum critério. O melhor algoritmo conhecido é uma 1,39-aproximação
de Byrka et al. [38], que utilizaram uma relaxação de um programa linear e intro-
duziram uma abordagem inovadora de arredondamento probabilístico para escolher
full-components iterativamente.

Os problemas de escalonamento descritos como IMS e UMS são normalmente
denotados na literatura [109] como P||Cmax e R||Cmax, respectivamente. O algoritmo
guloso que obtém uma 2-aproximação para IMS é de Graham [108]. Hochbaum e Sh-
moys [117] obtiveram um PTAS para o problema. O EPTAS descrito neste texto que
executa em tempo linear baseia-se no apresentado por Schuurman e Woeginger [193].
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O primeiro algoritmo para a resolução de programa linear inteiro com número fixo
de variáveis é de Lenstra [139]. Depois disso, outros trabalhos melhoraram o tempo
de execução [68].

A 2-aproximação para UMS da seção 9.3.4 é de Lenstra et al. [138]. Supondo
P ̸=NP, a dependência do tempo de processamento de uma tarefa de acordo com a
máquina alocada em UMS torna o problema estritamente mais difícil de aproximar
que IMS, já que, sob essa hipótese, não há uma (3/2− ε)-aproximação para UMS para
ε > 0 constante [138]. Diminuir a diferença entre o fator de inaproximabilidade de 3/2
e a melhor aproximação de 2 é uma das principais perguntas em aberto da área de
escalonamento. É improvável, no entanto, que algoritmos baseados em programação
linear melhorem o fator de aproximação, pois Verschae e Wiese [209] mostraram
que há instâncias do problema para as quais o gap de integralidade das formulações
conhecidas é 2.

O algoritmo primal-dual para FL da seção 9.4.2 está em um artigo seminal de Jain
e Vazirani [121]. Esse problema serviu, de fato, como caixa de testes para diversas
técnicas de programação linear cujo intuito era obter algoritmos de aproximação.
Um algoritmo já clássico é o de arredondamento de Chudak e Shmoys [49]; entre
as ferramentas utilizadas pelos autores estão, por exemplo, pipage rounding [200] e
filtering [145]. Uma estratégia alternativa para a construção de um algoritmo primal-
dual é a chamada dual-fiiting, em que o objetivo é encontrar uma solução primal
inteira viável juntamente com uma solução dual de mesmo valor, mas possivelmente
inviável [122]. Uma característica interessante desses algoritmos é que neles o fator de
aproximação é obtido com a limitação de uma família de programas lineares chamados
factor-revealing linear programs ou mesmo com a resolução de um único programa
linear [75]. O melhor algoritmo de aproximação conhecido tem fator 1,488 e combina
tanto técnicas de arredondamento quanto a estratégia primal-dual [143].

O algoritmo primal-dual para PCST da seção 9.4.3 é de Goemans e William-
son [99]. A 5-aproximação para k-MST é de Garg [89] e a descrição desse algoritmo
na seção 9.4.4 com o emprego da relaxação lagrangiana é baseada no trabalho de
Chudak et al. [48]. A utilização da relaxação lagrangiana para se obter um algoritmo
de aproximação já havia sido explorada antes no artigo de Jain e Vazirani [121], que
observaram que relaxação lagrangiana da formulação do problema das k-medianas
corresponde à formulação de FL. O melhor algoritmo de aproximação conhecido
para k-MST é uma 2-aproximação, também de Garg [90], que consiste em executar
uma versão modificada do algoritmo para PCST de Goemans e Williamson, assim
como na seção 9.4.4, mas com uma escolha mais refinada do parâmetro λ do que na
busca binária.

Embora este capítulo tenha priorizado descrever algumas técnicas para a obten-
ção de algoritmos de aproximação baseadas principalmente em programação linear,
existem diversas outras ferramentas. Uma ferramenta ausente que se destaca aqui
são os algoritmos de busca local (ver, por exemplo, [6]). O leitor interessado em algo-
ritmos de aproximação de maneira geral pode consultar também os livros de Cavalho
et al. [42], Vazirani [207] e Williamson e Shmoys [213].
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