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RESUMO

Nesta monografia, é desenvolvido um modelo formal de discriminacao in-
tertemporal de pregos com consumidores que olham para o futuro. No inicio
do periodo, um monopolista que vende um bem discreto anuncia a trajetoria
completa dos pregos futuros. Um continuo de consumidores escolhe, a cada
momento, entre comprar o bem ou adiar a compra —antecipando uma queda
no preco. A escolha do consumidor esta sujeita a um problema de inconsis-
téncia intertemporal, uma vez que cada consumidor desconta no tempo o
valor do dinheiro e a utilidade do bem de formas diferentes. O problema do
monopolista é tratado formalmente como um problema de controle 6timo.
O principio do maximo de Pontryagin fornece condigoes para encontrar as
trajetérias otimas de pregos e vendas. Comenta-se o efeito das diferentes
taxas de desconto na determinacao das solugoes.

Palavras-chave: Discriminagao de precos. Inconsisténcia intertempo-
ral. Controle 6timo.



ABSTRACT

In this monograph, a formal model of intertemporal price discrimination
with forward-looking consumers is developed. At the beginning of the period,
a monopolist who sells a discrete good announces the full trajectory of fu-
tures prices. A continuum of consumers choose, at each moment, between
buying the good or delaying the purchase —anticipating a drop in price. The
consumer’s choice is subject to a problem of intertemporal inconsistency, as
each consumer discounts over time the value of money and the utility of the
good in different ways. The monopolist’s problem is formally treated as an
optimal control problem. Pontryagin’s maximum principle provides conditi-
ons for finding the optimal price and sales trajectories. The effect of each
discount rate in determining the solutions is discussed.

Keywords: Price discrimination. Time inconsistency. Optimal Con-
trol.
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INTRODUCAO

A discriminacao de pregos é uma pratica quase onipresente em mercados monopoli-
zados (VARIAN;, 1989). De fato, ela é naturalmente sugerida pelo problema de precificagao
com mark-up: baixar o prego para vender a mais consumidores reduz o preco pago pelos
consumidores que ja estariam dispostos a comprar o bem por um preco mais alto. A
forma natural de eliminar esse trade-off é vender a precos diferentes para consumidores
diferentes. Diversas restricoes podem limitar essa pratica —ou impedi-la completamente—
mas, idealmente, o vendedor seria capaz de cobrar de cada consumidor um valor igual ao

seu preco de reserva, apropriando-se de todo excedente do consumidor.

Uma forma notavel e prevalente de discriminagao de pregos é a discriminagao
intertemporal de precgos: quando o preco de um bem varia no tempo, consumidores que
compram o bem em momentos diferentes pagam pregos diferentes. Se o monopolista
deseja discriminar entre dois consumidores diferentes, é preciso que a receita adicional
extraida do consumidor de valorizagao mais alta compense atrasar a compra do consumidor
de valorizacao! mais baixa. Além disso, é preciso garantir que o tempo até a queda
do preco compense ao consumidor de valorizagao mais alta pagar o preco mais alto,
dadas as preferéncias intertemporais dos consumidores. O trade-off entre “vender a mais
consumidores” e “cobrar um prego mais alto” presente no problema estatico de precificagao
monopolista se transforma em um trade-off entre “vender mais rapidamente” e “manter o

preco mais alto por mais tempo” na versao dinamica do problema.

-

E preciso ressaltar um pressuposto critico em qualquer modelo de discriminacao
intertemporal de precos: a capacidade do monopolista de se comprometer com uma trajeto-
ria de pregos futuros. O artigo seminal de COASE (1972) demonstra uma situagao na qual,
dado um monopolista vendendo um estoque limitado de um bem duravel, consumidores
pacientes podem forcar o monopolista a igualar o preco ao custo marginal em todo periodo.
Esse resultado emerge do fato de que o monopolista nao é capaz de “prometer” aos
consumidores que o preco permanecera alto por qualquer quantidade de tempo. Assim, a
demanda ¢é zero para qualquer preco maior que o custo marginal. Nesse modelo simples,
bastaria que o monopolista dispusesse de um mecanismo para se comprometer com um
preco constante a todos os periodos que ele seria capaz de, ao menos, obter um lucro
positivo no primeiro periodo (e igual ao lucro obtido no caso estatico). Os modelos que
permitem esse compromisso envolvem (em seu tratamento formal) apenas um problema de

otimizacdo dindmica, enquanto que modelos sem compromisso® envolvem um tratamento de

A palavra “valorizacao” é utilizada aqui como sinénimo de “preco de reserva”.
Mais precisamente, com compromisso limitado —como seréd discutido mais detalhadamente no capitulo
1.

2
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jogos dinamicos, para os quais é preciso encontrar equilibrios de Nash Bayesianos perfeitos
em subjogos. O compromisso garante que o lucro do monopolista discriminador é sempre
igual ou maior que o lucro do monopolista que nao discrimina, de forma que qualquer
variagao do prego no tempo pode ser creditada a discriminacao de precos. Ja a auséncia de
compromisso pode potencialmente reduzir o lucro do monopolista, independentemente do
monopolista desejar discriminar precos ou nao. Dessa forma, apesar de o caso com compro-
misso ser menos realista (varejistas geralmente nao assinam contratos se comprometendo
com o prego futuro de seus produtos), ele pode oferecer insights interessantes sobre os
incentivos que afetam o monopolista, ou servir como um benchmark para modelos sem
compromisso, ao evidenciar o lucro potencial do monopolista em uma situacao idealizada.
E importante ressaltar que, em todos essas situagoes, os consumidores nao sao miopes, eles
sao perfeitamente capazes de otimizar ao longo do tempo —seja observando a trajetéria
completa dos precos, seja tomando suas decisoes em antecipagao do que o monopolista

fard no futuro.

Esta monografia desenvolve um modelo de discriminagao intertemporal de pregos
com compromisso (por parte do monopolista). Para isso, se baseia no modelo seminal de
STOKEY (1979). Esse é um modelo de escolha discreta (entre 0 e 1 unidades) em tempo
continuo, onde existe um continuo de consumidores —heterogéneos apenas em seu prego
de reserva instantaneo r do bem. O modelo desenvolvido nesta monografia mantém esta

estrutura, mas traz duas diferencas cruciais.

Em primeiro lugar, Stokey modela as preferéncias temporais dos consumidores de
forma que a utilidade do bem é decrescente no tempo. Isso significa que os consumidores
nao apenas descontam a utilidade futura do bem relativo ao tempo presente: a utilidade
do bem de fato decai com o passar do tempo, limitando o preco méximo que qualquer
consumidor pagaria pelo bem a cada momento. No modelo aqui desenvolvido, os consumi-
dores descontam a utilidade futura do bem em relagao ao presente. Entre outras coisas,
isso ajuda manter o significado da variavel x como o preco de reserva instantaneo de cada
consumidor: o valor maximo que cada consumidor estaria disposto a pagar pelo bem caso
nao tivesse a opg¢ao de esperar pelo prego abaixar. Com preferéncias temporais relativas,
esse valor permanece constante no tempo. Ainda assim, mesmo quando o prego do bem
fica abaixo de sua valorizagao instantanea, um consumidor pode preferir nao comprar o
bem no presente e esperar para comprar no futuro. Isso pode acontecer devido a (i) a
expectativa de que o prego vai abaixar no futuro; (ii) o fato de que comprar no futuro
permite adiar um pagamento; (7i7) a relativa paciéncia de cada consumidor em relac¢ao a

obter o bem vendido pelo monopolista .

Como o modelo desenvolvido nos capitulos 2 e 3 discute discriminagao intertemporal
de precos, o caso de maior interesse é o caso em que os consumidores sao muito impacientes
pelo bem e um pouco mais pacientes pelo dinheiro que usarao para pagar pelo bem,

enquanto que o monopolista é muito paciente pelo seu préprio lucro.
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Em segundo lugar, no modelo de Stokey, o monopolista enfrenta uma taxa de
desconto do lucro igual a taxa de desconto do preco do bem que as consumidoras enfrentam.
Como aponta VARIAN (1989), esse é um dos motivos pelos quais Stokey chega no equilibrio
agregador em que as vendas s6 ocorrem no inicio do periodo, concluindo que discriminagao
intertemporal de precos geralmente nao é vantajosa. O modelo aqui desenvolvido considera
que a taxa de desconto do monopolista é inferior a taxa de desconto do consumidor, o que

facilmente gera equilibrios separadores com vendas espalhadas no tempo.

Apesar da inspiracao em Stokey, o modelo aqui desenvolvido ndo é uma resposta
ao seu artigo, mas sim um estudo independente sobre um tipo especifico de inconsisténcia
intertemporal que emerge das preferéncias intertemporais das consumidoras baseadas no
tempo relativo. Se cada consumidora desconta sua valorizacao do bem a uma taxa mais alta
do que ela desconta o prego a ser pago pelo bem, é possivel que sua decisao sobre o momento
otimo de comprar o bem mude conforme o tempo passa, caracterizando um problema de
inconsisténcia intertemporal. Consideragoes sobre o comportamento das consumidoras sao
discutidas no capitulo 2. Uma vez encontrada uma regra de comportamento consistente
para as consumidoras, esta é usada como uma restricao no problema de maximizacao de

lucro do monopolista, que ¢é tratado como um problema de controle 6timo no capitulo 3.
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1 REVISAO DE LITERATURA

O artigo seminal de STOKEY (1979) sobre discriminagao intertemporal de pregos
nao foi o dltimo artigo da autora sobre o tema. Em STOKEY (1981) ela novamente discute
um problema de precificagao dinamica, desta vez incorporando o carater relativo das
preferéncias temporais. Contudo, muito da estrutura do seu primeiro artigo é modificada,
desta vez tratando de um estoque finito de produto. O estoque é visto como a variavel de
estado do problema, e uma curva de demanda é exogenamente imposta, ao invés de tratar

das preferéncias das consumidoras diretamente, como em seu primeiro artigo.

O segundo artigo de Stokey é muito mais relacionado ao artigo seminal de COASE
(1972), que introduz o problema de auséncia de compromisso por parte do monopolista.
Notavelmente, ambos os artigos sao anteriores KREPS; WILSON (1982), pioneiro na
caracterizacao de equilibrios de Nash em jogos sequenciais. O modelo de Coase é muito
simples e apresenta um caso em que a presenca de uma dimensao temporal colapsa o lucro
do monopolista a zero. O raciocinio é simples: sabendo que o monopolista desejara vender
todo seu estoque, consumidores pacientes demandarao zero unidades do produto a cada
periodo que o prego for diferente do custo marginal. Dessa forma, o tinico equilibrio ¢ o
monopolista igualar o preco ao custo marginal desde o inicio do periodo. Na literatura
mais recente sobre o tema, esse caso € identificado como uma solucdo de canto em modelos

de teoria dos jogos mais sofisticados.

Como esta monografia é focada no caso com compromisso, a literatura do caso sem
compromisso nao sera discutida extensamente. Uma boa referéncia no tema ¢ BESANKO;
WINSTON (1990), que faz algumas observagoes interessantes a partir de um modelo que
trata do jogo sequencial entre monopolista e consumidoras. Em primeiro lugar, algum nivel
de compromisso ainda ¢é necesséario. Virtualmente todos os modelos de jogos sequenciais
que tratam do tema sao em tempo discreto, e a escolha do comprimento de cada periodo
¢é fundamental para determinar o equilibrio. Besanko e Winston mostram que quando o
comprimento tende a zero, isto é, o modelo discreto tende a tempo continuo, o lucro do

monopolista colapsa —como antecipou COASE (1972).

No modelo desenvolvido nesta monografia, as preferéncias intertemporais de cada
consumidor em relagdo ao valor em dinheiro a ser pago pelo bem e a sua valorizagao
pessoal do bem diferem. Isto origina um problema de inconsisténcia intertemporal, que
¢é incidentalmente resolvido pela imposicao de que as consumidoras nao podem se com-
prometer previamente com a data na qual elas comprarao o bem. Este ponto serd melhor
discutido no capitulo 2. E possivel identificar um problema de inconsisténcia intertemporal

no comportamento de um agente como um tema da area de economia comportamental.
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Preferéncias intertemporalmente inconsistentes sao extensamente discutidas na literatura
de escolha intertemporal. ERICSON; LAIBSON (2018) é um excelente apanhado dos
modelos nesta area. A escolha do consumidor no modelo aqui desenvolvido pode ser
entendida pela lente do modelo discutido em FERNANDEZ; RAMBAUD (2018), que
permite que a taxa de desconto do consumo variar no tempo. Contudo, o modelo aqui
desenvolvido se limita a um caso particular de escolha discreta, e a taxa de desconto
“variante no tempo” aparece como duas taxas de desconto constantes que descontam coisas

diferentes.
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2 O COMPORTAMENTO DAS CONSUMI-
DORAS

Considere um mercado em que um monopolista produz um bem indivisivel a custo
marginal igual a zero. Ele vende esse bem para um continuo de consumidoras' indexadas
por x € [0,T], que compram no maximo uma unidade do bem. Seja f a fungao densidade

de z, em que a quantidade de consumidoras é normalizada para a unidade: [} f(z)dz = 1.

x é igual ao valor que a consumidora indexada por x atribui ao bem vendido pelo
monopolista no tempo presente, ou seja, € igual ao valor que ela esta disposta a pagar
pelo bem no tempo presente caso ela nao tenha op¢ao de comprar o bem no futuro. No
tempo t € [0, 7], a utilidade que a consumidora atribui a perspectiva de obter o bem em

t + s é dada por U(zx, s), onde U atende as seguintes propriedades:

0 0 02
—U(z,s) >0, —U(z,s)<0, 5mds

U(,0) =z, ox ds

Uz, s) <0 (2.1)

A primeira propriedade diz que x é o preco de reserva instantaneo da z-ésima
consumidora quando ela ndo tem a opc¢ao adiar a compra. A segunda diz que a utilidade
é crescente em x. A terceira diz que a utilidade decresce com o tempo de espera até a
obtencao do bem, estabelecendo que as consumidoras sao impacientes. A quarta diz que

consumidoras que valorizam mais o bem também sdo mais impacientes.

A funcao U pode descrever a impaciéncia do consumidor de forma bastante geral,
permitindo qualquer forma de desconto intertemporal do valor do bem, nao se limitando a

especificagoes como a exponencial ou a quase-hiperbdlica.

Note que U(z, s) ndo depende do tempo absoluto ¢, apenas da distdncia temporal s
entre o tempo t e o tempo t + s. Este é o tinico sentido no qual a funcao de utilidade aqui
definida difere da func¢ao de utilidade apresentada em STOKEY (1979). As propriedades
em (2.1) sdo exatamente as mesmas, exceto que Stokey entende que U depende diretamente
do tempo absoluto ¢ e nao apenas da distancia temporal s. Essa diferenca pode parecer
sutil, mas altera completamente a regra de decisao do consumidor e introduz um problema
de inconsisténcia intertemporal, como veremos mais tarde. A principio, é preciso notar
que uma funcao de utilidade que depende do tempo absoluto nao captura estritamente a
impaciéncia do consumidor, e sim o decaimento da utilidade do bem com o tempo que
pode ocorrer por fatores diversos. Uma consumidora impaciente e que possui preferéncias

estaveis atribui uma utilidade a obtengao do bem hoje e outra (mais baixa) a obtencao

L A partir deste ponto, consumidoras serdo sempre tratadas com o pronome ela/dela.



Capitulo 2. O comportamento das consumidoras 16

do bem amanha. Se esta consumidora for impedida de obter o bem por trinta dias, no
amanhecer do trigésimo dia a consumidora deve atribuir os mesmos valores de utilidade a
obtencao do bem no trigésimo dia e no trigésimo primeiro dia que ela atribuia, trinta dias
atras, a obtencao do bem no primeiro e no segundo dia, respectivamente. Esta seria uma

consumidora que desconta a utilidade pelo tempo relativo.

Quando a utilidade da consumidora pelo bem depende do tempo absoluto no qual o
bem é comprado, esse desconto pode estar representado outras coisas que nao impaciéncia.
Por exemplo, o bem pode ficar obsoleto rapidamente, de forma que ele se torne menos
atraente frente a competicdo com o passar do tempo. Alternativamente, pode haver valor
em ser um early-adopter do bem, de forma que obter o bem na data do “lancamento”
proporciona muito mais utilidade do que obté-lo alguns dias mais tarde. Essas situagoes
dizem mais sobre caracteristicas especificas do bem do que caracteristicas das preferéncias
dos consumidores. Por consequéncia, opto por definir que a utilidade das consumidoras

pelo bem varia apenas com o tempo relativo.

Em ¢ = 0, o monopolista determina e anuncia a trajetéria de precos p(t), com a
qual ele se compromete. Cada consumidora pode comprar no maximo uma unidade do
bem em algum momento do tempo t € [0,400) ao prego p(t). Cada consumidora toma
sua decisao comparando a utilidade do bem com o valor presente do preco do bem em

diferentes momentos do tempo. Assim, podemos definir a funcao

Wi(x,s) =U(xz,s) — p(t + s)e

Que representa a variacao liquida de bem estar da z-ésima consumidora ao comprar
o bem s periodos a frente, avaliada no periodo t. A constante p é a taxa de desconto da
consumidora em relagdo ao prego do bem. A variavel ¢t representa o tempo presente na
perspectiva da consumidora, enquanto que a variavel s representa a distancia temporal

entre o presente e o momento da compra.

Como desejo investigar o caso em que as consumidoras sao mais impacientes pelo

bem do que pelo dinheiro que usarao para pagar pelo bem, adiciono a hipétese suplementar

o2
0x0s

Que é uma versao mais forte da quarta propriedade em (2.1).

U(xz,0) < —p (2.2)

Note que, enquanto a funcao utilidade do bem depende do tempo relativo s, a
fungao de variacao liquida de bem estar depende também do tempo absoluto ¢. O tempo ¢
deve ser entendido como “hoje”: o referencial temporal a partir do qual a consumidora
avalia sua variacao de bem estar. A variavel s deve ser entendida como a distancia temporal
entre “hoje” (¢) e algum momento no futuro (t+s). Essa dependéncia simultdnea de tempos

absoluto e relativo gera um problema de inconsisténcia temporal, como se as preferéncias
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da consumidora estivessem mudando ao longo do tempo: em £ = 0 a consumidora pode
acreditar que o melhor momento para comprar o bem sera apés s = 10 dias, ou seja, no
dia 10. Mas, chegando em t = 5, é possivel que ela decida que o momento 6timo da compra
sera apds s = 3 dias, ou seja, no dia 8. Contudo, na definicao de W vemos que a funcao de
utilidade do bem nao muda com o tempo, e o desconto exponencial do preco também nao.
Na se¢ao seguinte, eu estudo este problema de inconsisténcia intertemporal e identifico
que ele se origina do fato de que o processo de desconto do preco de reserva instantaneo x

do bem ¢ diferente do processo exponencial de desconto de seu preco.

2.1 Inconsisténcia intertemporal

Para estudar o problema de inconsisténcia intertemporal, podemos comegar colo-
cando a pergunta: para quais especificacoes da funcao U nao ha inconsisténcia intertempo-
ral? Ou, mais especificamente, para quais especificacoes da fungao U a consumidora decide
no inicio do intervalo de vendas (t =0) que ird comprar o bem em s* e nio muda de ideia

ao longo do intervalo [0,t*]?

Dada uma consumidora com prego de reserva instantaneo igual a &, podemos
formalizar o tempo 6timo de espera s* até a compra como funcao do tempo absoluto ¢ da
seguinte forma?:

s*(t) = argmax W(z, s)

Assim, a condigdo para que a consumidora nunca mude de ideia sobre o momento

otimo da compra é

s'(t) = s*(0) —t V¢ € [0,5°(0)] (2.3)

Intuitivamente, se hoje a consumidora decide comprar o bem em 10 dias a partir
de hoje, é preciso que amanha ela deseje comprar o bem em 9 dias a partir de amanha, e

assim por diante.

Assumindo que p(t) é continuamente diferenciavel, (2.3) implica em

oW,
0s

(7,5°(0) —t) =0Vt e [0,5(0)] (2.4)

Desenvolvendo o lado esquerdo da igualdade:

3;? (2,57(0) — t) = Uy(&,5*(0) — t) — [P/ (57(0)) — pp(s*(0))]e "=

Para que a consumidora deseje comprar o bem em s*, também é preciso respeitar a restrigao de
participacao Wy(Z, s*) > 0, mas, para esta discussio, vamos ignorar esta condi¢ao. A dependéncia de
s* sobre x estd omitida por simplicidade, uma vez que x = Z estd sendo mantido constante.

2
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Com z = T constante e p(t) conhecido, (2.4) fornece uma equagao diferencial a
partir da qual podemos determinar a forma de U na segunda variavel, uma vez que descreve
uma igualdade envolvendo uma derivada de U que deve valer para todo s em um intervalo
fechado. Realizando a mudanga de varidvel s = s*(0) — ¢, esta equagcao diferencial pode ser

escrita como:

Us(@,5) = [pp(s +1) = p/(s +1)]e™, s €0,57(0)]

Integrando de ambos os lados, obtemos:

p'(s+1t)
p

U(z,s) = |p(s+1t)— e +c

A primeira propriedade de U em (2.1): U(x,0) = z, fornece um valor inicial. A
aparente dependéncia da utilidade sobre o preco é consequéncia do fato de que W; estéa

maximizada. Temos que U é simplesmente

U(Z,s) =xe " (2.5)

e a igualdade entre T e o termo entre colchetes resulta da condi¢ao de primeira

ordem para a maximizacao de W; em s quando U é dada por (2.5):

oW,
8st =0& —pie ” —[p'(s+t)—pp(s+t)]e =0
/ t
ST=p(s+t)— p(s:)

A funcdo de utilidade encontrada em (2.5) é simplesmente o prego de reserva
instantaneo ¥ descontado exponencialmente pela taxa de juros. Ela fornece a seguinte

funcao de variacao liquida de bem-estar:

Wiz, s) = [T — p(t+ s)]e

Como tanto o preco do bem quanto o prego de reserva instantaneo sao desconta-
dos pelo mesmo fator, a funcao descrita acima ¢é simplesmente o excedente instantaneo
descontado da consumidora. Esta forma funcional de W é muito utilizada na literatura.
Contudo, esta monografia tem por objetivo analisar o caso geral no qual preco e preco
de reserva podem ser descontados de formas diferentes, e ¢ exatamente essa diferenca
que gera o problema de inconsisténcia intertemporal. A opgao por fixar o processo de
desconto do preco do bem como um desconto exponencial pela taxa de desconto p tem por

objetivo simplificar a andlise, além de ser intuitivamente razoavel: a consumidora desconta
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o “dinheiro” de forma exponencial, mas pode descontar a utilidade do bem vendido pelo
monopolista de diversas formas, desde que respeitando as propriedades basicas descritas
em (2.1).

Dado que existe um problema de inconsisténcia intertemporal para o caso geral, é
preciso entender como cada consumidora se comporta frente a essa inconsisténcia, ou seja,
é preciso determinar, dada uma trajetéria de pregos p(t), o momento no qual a z-ésima
consumidora de fato compra o bem. A préxima se¢do busca aproveitar a ideia de que as
consumidoras nao possuem um mecanismo de compromisso através do qual determinar o
dia da compra do bem com antecedéncia, ficando limitadas a uma escolha binaria entre

comprar e nao comprar o bem no momento presente.

2.2 Uma regra de comportamento consistente sob preferéncias

Inconsistentes

Cada consumidora considera toda a trajetéria de pregos futuros ao tomar suas
decisoes sobre a compra do bem, de forma que nao se pode dizer que elas sao miopes.
Contudo, a decisao que elas enfrentam a cada momento do tempo nao é a de determinar
exatamente o momento futuro da compra, mas apenas de decidir entre comprar ou nao
comprar o bem no tempo presente. Dessa forma, a x-ésima consumidora compra o bem no

primeiro momento em que o maximo de W em s ¢ atingido em s = 0.

Isso nao implica que as consumidoras se enganam sobre quando vao comprar o
bem: pode-se entender que a x-ésima consumidora possui autoconhecimento suficiente
para antecipar a data na qual ela realmente comprara o bem, pois mesmo que ela nao
considere esta a data 6tima em momentos anteriores, sem um mecanismo de compromisso

ela nada pode fazer para muda-la.

Formalmente, as consumidoras tomam uma decisao binaria entre comprar ou nao
comprar o bem a cada momento do tempo ¢ olhando apenas para a funcao de variacao

liquida de excedente no momento s = 0. Dessa forma, a z-ésima consumidora compra em

T(x) tal que 0 =argmax Wy (z,s) e Wrg(x,0)>0

Condigoes necessarias para caracterizar 7(x)> sao as igualdades

W (2,0) >0

3 Essas condigdes valem apenas para o interior do intervalo de vendas. Na secdo seguinte serd discutido

o que pode acontecer nos extremos do intervalo.
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Abrindo a funcao de variagao de bem estar instantdneo, podemos reescrever as

equacoes acima como:

U0 = (1)~ () (R.1)

U(z,0) > p(t) (R.P.)

Do ponto de vista do monopolista, a equa¢ao (R.I.) pode ser entendida como um
restrigdo de incentivo: a z-ésima consumidora deve preferir comprar em 7(z) do que em
qualquer outro momento; e a equagao (R.P.) pode ser entendida como um restrigao de

participagao: comprar em 7(z) deve ser vantajoso.

Também deve valer a condi¢ao de segunda ordem:

T 0(.0) = (1) + 200/(0) ~ (1) < 0 26
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3 O PROBLEMA DO MONOPOLISTA

3.1 As correspondéncias entre tempo, preco e consumidoras

Para aplicar as técnicas do calculo variacional e da teoria do controle 6timo para
encontrar a curva de pregos, ¢ preciso tratar da correspondéncia entre cada consumidora,
o prego que ela paga pelo bem (se ela compra o bem) e o momento do tempo no qual ela

compra o bem.

Assuma que o monopolista deseja vender o bem continuamente ao longo do intervalo
de vendas. Como é mais desejavel para o monopolista vender a consumidoras com valores
mais altos de x, podemos definir 7 : [z,Z] — [0,7], que associa cada consumidora ao
momento do tempo em que ela compra o bem, onde x é o valor da ultima consumidora
a comprar o bem (que pode ou nao ser igual a 0). Se 7(x) for invertivel, podemos ainda
descrever a fungao que associa cada momento do tempo ao valor de x da consumidora que
compra o bem naquele momento. 7 pode nao ser invertivel caso consumidoras indexadas
por valores diferentes de x comprem o bem ao mesmo tempo, algo que pode acontecer
no inicio e no final do periodo. Para contornar este problema, podemos definir a funcao

x: [0,T] — [0,7] da seguinte forma:

To set=0
r(t)=q77Yt) se0<t<T

T set=1T

Onde zy é o menor valor de x dentre as consumidoras que compram o bem em
t =0 e xr é o maior valor de x dentre as consumidoras que compram o bem em t =T. A
Figura 1 apresenta uma possivel correspondéncia entre x e ¢ para um melhor entendimento

das fun¢oes discutidas acima.

Dado zg < T, sabemos que a condi¢ao (R.I.) vale para xy em t = 0, isto é:

aiU(xo, 0) = p'(0) — pp(0)

Para que as consumidoras em [z, Z] escolham comprar o bem na borda ¢ =0, é
preciso que, para elas, a derivada a direita da funcao de variagao do excedente seja nao

positiva em ¢t = 0, isto é:

g)SU(:c,O) <p'(0) — pp(0) Vz € [x0,T]
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O que é garantido pela dltima propriedade em (2.1), reproduzida abaixo:

82
0s0x

U(z,s) <0

O raciocinio é anédlogo para as consumidoras dentro do intervalo [z, zr| que
compram em t = T'. Note que o limite inferior deste intervalo é x e nao 0. Isso se deve a
restrigdo de participagao (R.P.), que limita inferiormente o intervalo de consumidoras que
de fato compram o bem em x7 = p(7). Consumidoras com valores de x abaixo de p(7T')

nunca compram o bem.
Figura 1 — Exemplo de correspondéncia entre x e t
f !

T

Fonte: Elaboracao do autor.

No interior do intervalo, x é uma funcao que se relaciona com a p através das
restrigoes (R.I.) e (R.P.).

Nao sera apresentada uma justificativa formal para a escolha do monopolista de
vender o bem continuamente em [0, 7], mas qualquer trajetéria de pregos que gere um
intervalo de tempo durante o qual o monopolista ndo vende o bem é intuitivamente
sub-6tima, uma vez que ele pode mudar a trajetoria de precos de forma a adiantar as
vendas seguintes. Dado este objetivo, é facil provar a negatividade de p/(t) e 2/(t). A

primeira propriedade de U em (2.1) e a propriedade auxiliar em (2.2) garantem que

0
— <
aSU(Q[;,O) +pxr <0

Substituindo a restrigdo (R.P.) na desigualdade acima, obtém-se

B
— <
55U (@, 0) +pp(t) <0

De (R.I.), o lado esquerdo dessa desigualdade é simplesmente igual a p'(t)
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Logo, temos p/(t) < 0.

A funcao p: [0,7] — R, (que ja foi apresentada na segao 2) estd evidentemente
bem definida sobre todo o intervalo de vendas, uma vez que a principal limitagao do
poder de discriminacao do monopolista é exatamente a necessidade de cobrar apenas um
preco por momento no tempo, nao podendo discriminar entre consumidores que compram
no mesmo momento do tempo. Além disso, é necessario que algum preco positivo seja
cobrado a qualquer momento do intervalo de vendas [0, 7. E fécil ver que p serd uma
funcao decrescente, uma vez que nenhum consumidor aceitaria comprar o bem em um

trecho ascendente da curva de pregos.

3.2 A funcao lucro

Por simplicidade, considere que o monopolista possui custo marginal igual a zero.
Dessa forma, o lucro instantdneo do monopolista é simplesmente igual a preco vezes
quantidade. Dado que existe um continuo de consumidoras e o monopolista desconta o
lucro exponencialmente a taxa r, o monopolista escolhe o par de fungoes (x(t), p(t)), dadas

as restri¢oes (R.I.) e (R.P.) de forma a maximizar o valor presente descontado do seu lucro.

Se o monopolista deseja vender seu produto em um intervalo de tempo finito [0, 77,
ele poderd auferir uma massa positiva de lucro tanto no inicio quanto ao final do intervalo,
como exemplificado na Figura 1. Dessa forma, lucro do monopolista pode ser escrito
como a soma de trés termos, dois deles referentes ao lucro que ele recebe em t = 0 e em
t =T, quando as consumidoras em [zg, Z| e em [z, x7| compram o bem, respectivamente.

Podemos escrevé-los como:

Flz) = /O £() dt

O terceiro termo ¢é referente ao lucro que o monopolista recebe no interior do
intervalo de vendas ¢t € (0,7, que pode ser expresso como uma integral ao longo do

continuo de consumidores:

om) = /x " p(r(@)) f@)e ™ da (3.2)

T
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Aplicando integragio por partes em (3.2)!, obtém-se:

Moz = p(7(x)) F(x)e ™"

20 /xzo [p’(T(fE)) - Tp('r(l'))]T/(,I‘)F(x)e—rr(x) dr

xT T

Realizando a substituicdo de varidvel x = z(t), aproveitando o fato de que
7'(x(t))2'(t) = 1, por defini¢ao.

T

o = [ W) — (@] Fa(t)e ™ dt — p(t) F((e)e

. (3.3)

Essa fungao ainda descreve apenas o lucro auferido no interior do intervalo. Definindo

w(z) = gsU(x,O)

para simplificar a notagdo, ao somar as fungoes final e inicial em (3.1) e realizar a

substituigao p'(t) = pp(t) + w(x(t)), o lucro total pode ser escrito como

T

M= /OT[(P — )p(t) + wla @) F(a(0)e ™ dt — pt)F(x(D)e ™.
+p(0)[1 — F(x(0))]
+ p(T)[F(x(T)) — F(p(T))]e""

Simplificando:

= [ [(p— rp(t) + (@) FaB)e ™ die +p(0) ~ pTFGTN (3.)

A expressao para o lucro total em (3.4) nao depende diretamente de nenhuma
derivada de x(t) ou de p(t). Dessa forma, podemos utilizd-la como o funcional objetivo
para um problema de controle, e os termos fora da integral podem ser usados como fungoes

final e inicial para o problema.

3.3 Aplicando controle 6timo

O problema do monopolista consiste em escolher um par de fungoes (x, p) que
respeitem as restri¢oes (R.I.) e (R.P.) de forma a maximizar o valor presente descontado
do seu lucro. Ignorando a restricdo de desigualdade (R.P.) e tomando x(t) como varidvel

de controle e p(t) como varidvel de estado, o problema pode ser escrito como:

L' STOKEY (1979) realiza o mesmo procedimento.



Capitulo 3. O problema do monopolista 25

max 1= [ [(p— r)p(t) + w(z(@®)]F(@(t)e" dt + p(0) — p(T)F(p(T))e~"T

sa. () € [0,7]
P(t) = rp(t) +w(x(t)) (3.5)
p(0) = po

z(0) =9, x(T)=uxr

r

Como temos e~"" multiplicando os outros termos dentro da integral, o Hamiltoniano

de valor presente é mais apropriado para a resolucao deste problema. Ele pode ser escrito

como

Hepx,t, 1) = [(p = r)p(t) +w(@(®)]F(x(t)) + A@)[pp(t) + w(z(t))]

Aplicando o principio maximo de Pontryagin, obtém-se as condigoes:

[(p—7r)p+w(z)|f(z)

A= — () — F(z)  (controle)
N=—(p—r)(F(z)+ ) (co-estado) (3.6)
P =pp—ox (R.P.)

Note que a primeira condi¢do nao leva em consideragao o fato de que o controle x(t)
estd restrito ao conjunto [0, Z|. Seria preciso identificar quando o méximo do Hamiltoniano

se encontra na borda desse intervalo para cobrir todos os casos.

Como a condigao (R.P.) estd sendo ignorada na montagem do problema, deve-se
dar alguma atengao a essa condicdo inicialmente. Se x(t) = p(t), o monopolista extrai
todo o excedente das consumidoras. Isso nao é necessariamente 6timo, pois o monopolista
enfrenta um trade-off entre a velocidade com a qual ele é capaz de realizar as vendas e a
quantidade de excedente que ele é capaz de extrair de cada consumidora. Nesse caso, as

trajetorias de preco e vendas estariam inteiramente determinadas por

P'(t) = pp(t) +w(p(t))
p(0)=7

E interessante notar o que acontece quando a funcao utilidade é dada por U(z, s) =
zre™% com § > p > r. Para essa especificacio, todos os descontos se ddo exponencialmente,
mas as consumidoras sdo mais impacientes pelo bem do que pelo dinheiro a ser gasto com
a compra do bem, e o monopolista é mais paciente pelo seu lucro. Nesse caso, a solugao

da equacao diferencial acima é simplesmente:
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p(t) =z~

Se § = p (isto é, se ndo existir inconsisténcia intertemporal), a fungao prego é
constante igual a 7. Isso significa que, para extrair todo o excedente da T-ésima consumidora,
o monopolista precisa se comprometer a vender o bem apenas para ela, abrindo mao de

todas as outras vendas.

Ja se § > p, o preco decai lentamente com tempo, de forma que o monopolista é
capaz de extrair todo o excedente de todas as consumidoras?. Quanto menor a diferenca

entre p e §, mais lentamente o preco decai e mais lentamente as vendas sao realizadas.

Para encontrar solugoes especificas, assuma que a func¢ao utilidade é dada por
U(z,s) = ze™®, de forma que w(r) = —dz. Assuma também que as consumidoras
estao distribuidas uniformemente no intervalo [0, ], de forma que f(x) = /z. Assim, o

hamiltoniano fica igual a

He = [(p = r)p(t) = ox(®)]x(t) + A#)[pp(t) — ()]

E as condigoes obtidas pelo principio maximo ficam iguais a:

A(t) = pf;Tp(t) — 2z (controle)
N(t)=—(p—7r)(x(t) + A1) (co-estado)
P'(t) = pp(t) — dx(t) (R.P.)

Das condigoes, obtém-se o seguinte sistema diferencial:

[p'@)]:[ p 5 ”p<t>
2] [ (o =) [2(0)

Algumas conclusoes ja podem ser tiradas desse sistema. Em primeiro lugar, quando

P _ |p 6] |p()
x'(t) 0 0| |z(t)

e a solugdo em = é constante, o que significa que o monopolista realiza todas

p =1 o sistema se reduz a

as vendas em t = 0. Esse resultado faz algum sentido intuitivo: quando as preferéncias

2 Note que extrair todo o excedente das consumidoras pode nao ser 6timo, uma vez que o monopolista

desconta o lucro exponencialmente a taxa r. O maior lucro por venda pode ndo compensar o tempo
perdido com cada venda
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intertemporais das consumidoras em relagdo ao seu dinheiro sao iguais as preferéncias
do monopolista em relagao a seu lucro, nao ha ganho para o monopolista em realizar
discriminagao de pregos. Esse é exatamente o resultado encontrado por STOKEY (1979),

que toma p = r por pressuposto.

Aplicando a condicao de transversalidade para ponto inicial livre na funcao inicial
e usando (R.P.) com igualdade, obtém-se py = %, que ¢é exatamente o preco que maximiza
[Ty em (3.4).

Voltando ao sistema em sua forma mais geral, obtém-se a seguinte equacao diferen-

cial em p:

=2p"(t) + 2rp' (t) + r(p —7)p(t) =0 (3.7)
De cuja solucao é
T rt /=1
pt) =cre 7 e (3.8)

De (R.P.), podemos encontrar a trajetoria de vendas a partir da trajetéria de
precos, a menos de duas constantes. Por simplicidade, comece assumindo que x(0) =T (o
monopolista discrimina precos entre todas as consumidoras) e que o horizonte de vendas
¢ infinito (¢ € [0,400)). Do ponto inicial fixo e da condi¢do de transversalidade para

horizonte infinito:

As solugoes sdo:
20T =]
p(t) = - ez !
20—r+/r(2p—7) (3.9)
Y Ger=ny

x(t) =Te 2

A primeira conclusao que pode ser tirada de (3.9) é que a trajetéria das vendas
x(t) ndo depende da taxa de desconto ¢ da valorizagdo do bem. O monopolista determina
a trajetoria das vendas conhecendo somente a taxa de juros r e a taxa de desconto p do
preco. A taxa de desconto § afeta apenas a trajetéria de precos necessaria para se produzir

tais vendas.

Como esperado, p(t) é crescente em §, o que significa que quanto mais impacientes
pelo bem sao as consumidoras, mais caro o monopolista cobra de cada consumidora e mais

excedente ele extrai.
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Note que existe um valor limite § para a taxa de desconto tal que p(t) > z(t) e a
restrigdo (R.P.) passa a valer com igualdade. Para r dado, esse valor pode ser encontrado
a partir de (3.9):

20 —r+\/r(2p—71)
2

g:

A Figura 2 compara as situagoes que cada par (p,d) gera quando r = 20%. A
regiao de interesse é a area pintada acima da reta da identidade, pois x e p sao crescentes

quando § < p.

Figura 2 — Comparando ¢ e p quando r = 20%
1 .

Fonte: Elaboragao do autor.

Temos que & > p para todo p > r, de forma que nunca vale a pena para o
monopolista tentar extrair todo o excedente do consumidor quando § = p, isto é, no caso
em que nao ha inconsisténcia intertemporal. Conclui-se que a inconsisténcia intertemporal
na escolha do consumidor sempre cria alguma margem para o monopolista extrair mais

excedente das consumidoras.

A Figura 3 ilustra a situacado na qual » = 10 e p = 30%. Com estes valores, se
determina z(t). A curva p(t) desenhada representa a situa¢do na qual § = p, e ndo ha
inconsisténcia intertemporal na escolha das consumidoras. A area pintada compreende

todas as curvas p(t) quando p < § < § = 36.2%.

3.4 Intervalo finito de vendas

Na seccao anterior, discute-se o caso em que o horizonte de vendas é infinito, com

t € [0,400). Também é possivel encontrar uma solu¢do para o caso em que existe um
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Figura 3 — Horizonte infinito

S

Fonte: Elaboracao do autor.

prazo dado T para o encerramento das vendas, que devem ocorrer no intervalo [0, 7.

Neste caso, usa-se a forma de p(t) em (3.8). Do ponto inicial fixo (0) =7 e da

condigao de transversalidade para tempo finito

0
NT) = —TIlr
( ) pr
E possivel obter as constantes ¢; e ¢o. Como as solucoes sio extensas, uma situacio
de exemplo serd ilustrada graficamente. Impondo r = 10%, p = 45%, 0 = 50%, T =5 e

T = 8, obtém-se a solugao ilustrada na Figura 4.

Figura 4 — Tempo final dado

Fonte: Elaboracao do autor.

Como ¢ possivel identificar na figura, uma massa positiva de consumidoras igual
a F(x(T)) — F(p(T)) compra o bem em t = T, totalizando, em valor presente, um lucro
para o monopolista igual a p(0)[F(z(T)) — F(p(T))]e™".
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3.5 Segunda ordem

Dois tipos de andlises de segunda ordem podem ser realizadas para o problema em
questdao. Em primeiro lugar, é preciso verificar se vale a condi¢ao de segunda ordem (2.6)

do problema do consumidor para as trajetérias x(t) e p(t) encontradas. Temos:

S;U(ﬂf, 0) <p"(t) =200/ (t) + p°p(t) = (p—71)(2p —7) >0

Como estamos mais interessados no caso r < p < 9, a expressao acima é trivialmente

verdadeira.

Outra andlise de segunda ordem ¢é necessaria para o problema do monopolista. Uma
vez que o integrando no problema de controle em (3.5) é concavo em p(t) e em z(t), basta
que w seja linear para que as condigoes encontradas sejam suficientes para um méaximo,
como é o caso do exemplo estudado. Quando w nao é linear, basta que A\(¢) > 0 para todo

t. De (3.6), essa condigao é equivalente a

W)
Prorp S —
(log(F(x))’
7 . ~ . . .~ 82
Onde (log(F(r))" é a taxa de variagdo da distribuicao de x e w'(z) = 5-5.U(z,0).
Como o termo a esquerda ¢é negativo para qualquer trajetéria admissivel, a condicao vale
sempre que o termo a direita for positivo. Este é o caso para qualquer distribuicao crescente

de zx.
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4 CONSIDERACOES FINAIS

No Capitulo 2, se desenvolve uma abordagem para tratar de consumidoras com
preferéncias intertemporalmente inconsistentes, de forma que a data 6tima da compra
para cada consumidora parece variar com o passar do tempo. Com a hipotese auxiliar de
que as consumidoras nao sao capazes de se comprometer com uma data futura de compra,
mesmo preferéncias inconsistentes permitem uma forma de racionalizar a demanda que o

monopolista enfrenta pelo seu produto.

As condigoes de 6timo encontradas no Capitulo 2 servem, no Capitulo 3 como uma
restricao de incentivos e de uma restricao de participacao para o problema de maximizacao
de lucro do monopolista. Com uma forma engenhosa de escrever a funcao lucro sugerida em
STOKEY (1979), este capitulo desenvolve o problema do monopolista como um problema
de controle 6timo. Pode parecer estranha a alguns a opc¢ao pela trajetéria de vendas
x(t) como varidvel de controle e a trajetéria dos pregos p(t) como variavel de estado.
O contrario pode parecer mais natural. De fato, a variavel de controle é aquela que é
determinada diretamente pelo controlador do sistema, enquanto que o estado precisa
respeitar uma restricao diferencial —através da qual o estado ¢ indiretamente determinado
pelo controle. Formalmente, isso se traduz no fato de que o controle pode ser “jumpy”,
ou seccionalmente continuo, algo comum em problemas com controle restrito, como o
aqui apresentado: z(t) € [0,7]. Contudo, nem consideragoes formais nem consideracoes
intuitivas fazem muita diferenca neste caso, uma vez que o mesmo sistema pode ser
encontrado ao resolver um problema de calculo variacional com uma restrigao diferencial
em que ambas as variaveis sdo de estado. Basta usar a substituicdo x = z(t) em (3.2) e

chegar ao problema:

max /0 L) f)a (B)e dt

sa. p(t) = rp(t) + w(z(t))

(4.1)

E as condigoes de Euler-Lagrange resultam na mesma equacao diferencial em (3.7).
Adicionalmente, é possivel incorporar consideragoes transversais no problema de calculo

variacional notando que a funcao final de lucro em ¢t = T pode ser escrita como:

My = p(T)[F(x(T)) — F(p(T))le™™"

/0 (0 = ) () — F)] + p(t) f2(6)'(6) —p(&)f (p(t)p' (1) e dt

(A)

+p(0)[F(2(0)) = F(p(0))]
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O termo (A) cancela com a fungao objetivo inteira em (4.1), e sobram apenas

termos avaliados em t = 0 fora da integral. Se p(0) = p, for fixo, isso nao é problema.

Dessa forma, vé-se que as condigoes obtidas através do Principio do maximo de
Pontryagin assumindo controle irrestrito em (3.6) sdo equivalentes as condigbes de Euler-
Lagrange obtidas relaxando o grau de controle sobre x(t). Nao hé justificativa formal para

rejeitar x(t) como varidvel de controle.

Ademais, abordagem de teoria do controle facilita a incorporacao das fungoes de
lucro Iy e Il ao problema, conciliando os dois problemas estaticos enfrentados pelo
monopolista nas bordas do intervalo de vendas [0, 7] com o problema dindmico enfrentado
no interior deste intervalo. Como visto na Secao 3.4, é possivel encontrar equilibrios mistos:

parte separador (em t € [0,7")), parte agregador (em ¢t = T).

O modelo aqui apresentado, ainda, possui outras fraquezas. Atencao especial foi
dada ao caso em que U(z,s) = xe %, que gera w(x) = —dz linear em z. Em geral,
funcoes de utilidade multiplicativamente separdveis, na forma U(x,s) = ¢(x)y(s), geram
um conjunto de solugbes semelhante (STOKEY, 1979). Como consequéncia disso, pouco
pode ser dito sobre casos em que U assume outras formas. Particularmente, o caso
U(x,s) = 2e~°®)* com alguma especificacio criativa para §(z), seria de especial interesse,
uma vez que ¢ da classe de fungoes utilidade estudadas em alguns modelos comportamentais
(FERNANDEZ; RAMBAUD, 2018).

Além disso, modelos com compromisso (por parte do monopolista) sdo de menor
aplicabilidade do que modelos sem compromisso, tratados formalmente como um jogo
dinamico. Contudo, a abordagem de jogos sacrifica o tempo continuo, uma vez que é mais
facil caracterizar um equilibrio Bayesiano perfeito em tempo discreto. Além disso, a maior
parte desses modelos opta por discretizar as consumidoras, definindo dois ou trés grupos
de consumidoras com valorizagoes distintas do bem. O modelo aqui apresentado é mais

rico na dimensao temporal e na heterogeneidade entre as consumidoras.

O pressuposto de custo marginal igual a zero também pode ser relaxado. STOKEY
(1979) discute custos marginais positivos e variantes no tempo. Contudo, na economia
de 2021, muitas empresas que apresentam poder de mercado (especialmente aquelas que
operam digitalmente) enfrentam custos marginais iguais a zero ou constantes —que podem

ser incorporados no problema com uma simples translagao no eixo x.
Trés taxas de desconto diferentes coexistiram no Capitulo 3:
r: a taxa de desconto do lucro que o monopolista enfrenta;

p: a taxa de desconto dinheiro a ser gasto na compra do produto que as consumidoras

enfrentam; e

0: a taxa de desconto pela qual cada consumidora desconta sua valorizagao instantanea
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z do bem.

Encontra-se, como antecipa VARTAN (1989), que o pressuposto p > r é fundamental
para garantir que a discriminagao de pregos seja vantajosa para o monopolista (a0 menos
quando a especificagdo de todos os processos de desconto é exponencial). Além disso,
encontra-se que a inconsisténcia intertemporal gerada por § > p permite ao monopolista
aumentar seu lucro, extraindo maior excedente de cada consumidora. Mesmo com uma
pequena diferenca entre ¢ e p, rapidamente chega-se a uma situagdo em que a restricao de
participacgao z(t) > p(t) vale com igualdade, e o monopolista vende seu produto a cada

consumidora ao seu respectivo preco de reserva instantaneo.
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