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O fendmeno de congelamento de goticulas liquidas super-resfriadas revela
comportamentos térmicos importantes para diversas aplicagdes na engenharia, e a
modelagem deste mecanismo seria muito Util na construg¢do de revestimentos gelofobicos
com o intuito de reduzir o acimulo de gelo sobre superficies. Neste trabalho solucdes
hibridas numérico-analiticas sdo desenvolvidas para o modelo matematico relacionado ao
congelamento de uma goticula de 4gua super-resfriada imersa em uma corrente de ar frio,
e sujeita aos trés principais fendmenos de transporte na interface entre a goticula e o
ambiente externo: transferéncia de calor por convecgdo, transferéncia de massa por
convecgdo e transferéncia de calor por radiagdo. As solucdes hibridas, com controle
automatico de erro, sdo obtidas através da aplicagdo da Técnica de Transformacdo
Integral Generalizada (GITT) na formulagdo diferencial parcial transiente do problema
de transferéncia de calor com contorno mével. As condi¢gdes de contorno nao-lineares na
interface entre a goticula e o ar sdo incorporadas diretamente pela escolha de uma
autofun¢do ndo-linear como base da expansdo. Além disso, a frente de solidificagao
movel ndo-linear ¢ resolvida juntamente com o sistema de equacdes diferenciais
ordindrias para as temperaturas transformadas. Apoés a verificagdo da solugdo em relagao
aos resultados numéricos previamente relatados e a validacdo com dados experimentais
disponiveis na literatura, foi analisada a influéncia dos parametros fisicos relacionados ao

problema no tempo de congelamento das goticulas.
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The freezing phenomena in supercooled liquid droplets reveals important thermal
behaviors for many engineering applications and modeling such mechanism would be
quite beneficial in tailoring surface coatings for achieving icephobicity to reduce ice
adhesion and accretion. In this work, hybrid numerical-analytical solutions are developed
for the mathematical model related to the freezing of a supercooled droplet immersed in
a cold air stream, subjected to the three main transport phenomena at the interface
between the droplet and the surroundings: convective heat transfer, convective mass
transfer and thermal radiation. The developed error-controlled hybrid solutions are
obtained through application of the Generalized Integral Transform Technique (GITT) on
the transient partial differential formulation of this moving boundary heat transfer
problem. The nonlinear interface temperature boundary conditions are directly accounted
for by the choice of a nonlinear eigenfunction expansion base. Also, the nonlinear moving
solidification front is solved for together with the ordinary differential system for the
integral transformed temperatures. After verification of the solution against previously
reported numerical results and validation with experimental data available in the
literature, the influence of the related physical parameters on the droplet freezing time is

analyzed.
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1. Introducao

1.1 Motivacao e objetivos

Problemas que envolvem a solidificacdo de goticulas encontram aplicacdo em
diversas areas da engenharia e da industria. No processo de cristalizagdo por spray
(“Spray crystallization™) por exemplo, a temperatura de transi¢do e o tempo de
congelamento de goticulas super-resfriadas sdo parametros que influenciam diretamente
as propriedades dos produtos obtidos. A cristalizagdo por spray € um processo utilizado
na industria alimenticia para produ¢do de determinados tipos de alimentos, que consiste
na solidifica¢do de um liquido através de sua atomizacdo em uma atmosfera fria. Através
do acompanhamento dos parametros citados, ¢ possivel otimizar os requisitos de
refrigeracdo e antecipar a microestrutura das goticulas solidificadas, garantindo a
qualidade dos produtos (HINDMARSH et al., 2003; ALVIM et al., 2013). A cristalizagdo
por spray também ¢ utilizada pela indistria farmacéutica para producdo de medicamentos
de liberacdo controlada (ANAL, 2007; LEUENBERGER, 2001). Neste processo, 0
principio ativo é misturado a um carreador, para que o medicamento, quando ingerido,
possa ser liberado gradativamente dentro do corpo humano. Os materiais ativos, sélidos
a temperatura ambiente, sdo liquefeitos e depois de misturados a uma solu¢do do material
carreador, sdo atomizados e langados em uma atmosfera de baixa temperatura para
formag¢do das microparticulas (JUNIOR, 2013).

No campo da meteorologia, a formagdo de gelo em nuvens convectivas ¢
diretamente associada ao congelamento de goticulas de 4gua super-resfriadas presentes
na atmosfera. Os cristais de gelo presentes nas nuvens tém influéncia em diferentes
processos fisicos relacionados a nossa atmosfera, tais como precipitagdo, radiacdo e
eletricidade (COSTA et al., 2012). O fendmeno da formacao de gelo em nuvens €, ainda
hoje, um dos maiores desafios para confiabilidade de modelos numéricos para previsao
do tempo, sendo um dos motivos o fato de que esses modelos consideram o congelamento
das goticulas como um processo instantdneo. No entanto, estudos recentes apontam que
o tempo de congelamento das goticulas ¢ vinculado a distribui¢cdo espacial das particulas
de gelo presentes nesse tipo de nuvem, e por isso ¢ um fator a ser considerado na
simula¢do de condi¢des atmosféricas (YANG, 2018).

O tempo de congelamento de goticulas de dgua super-resfriadas também ¢ um

pardmetro muito importante no estudo de revestimentos de superficies para evitar o



acumulo de gelo. O acumulo de gelo em superficies expostas a condi¢des atmosféricas
adversas ¢ um fendmeno encontrado nas mais diversas areas de atividade humana.
Camadas de gelo podem se formar em navios, turbinas eolicas, linhas de transmissdo de
energia, plataformas de petréleo, e etc. Muitas vezes a acumulacdo por gelo tem efeitos
indesejaveis sobre essas atividades, sendo que mesmo uma pequena camada de gelo
formada pode causar danos catastroficos, como por exemplo a queda de linhas de
transmissdo de energia, o rompimento de tubulag¢des e condi¢des de voo perigosas para
avides (MISHCHENKO et al., 2010).

A indulstria aerondutica ¢ particularmente afetada por esse problema devido as
condi¢des ambientais extremas em que as aeronaves operam. O acumulo de gelo nas asas
pode reduzir a for¢a de sustentagdo e o angulo de sustentacdo maxima, e além disso, pode
aumentar a forca de arrasto e a velocidade de estol (CAO et al., 2018). A presenga de gelo
em outros componentes, como no sistema de propulsdo ou entradas de ar, reduzem a
eficiéncia destes sistemas, e gelo em sensores aeronduticos como tubos de Pitot, podem
causar erros de leitura por parte desses instrumentos (GENT et al., 2000). Entre 1986 e
1996 a Organizacao Internacional da Aviagao Civil (ICAO sigla em inglés) registrou 42
acidentes aeronduticos envolvendo a formagdo de gelo (CAO et al., 2018). Em 2009,
ocorreu o tragico acidente do voo AF 447 que vitimou 228 pessoas, por uma sequéncia
de eventos iniciada pelo congelamento simultaneo das sondas Pitot da aeronave AIRBUS
A-330 que percorria o trecho Rio de Janeiro-Paris, apds o registro de 11 eventos
semelhantes anteriores relatados por pilotos da Air France tdo somente. O comportamento
térmico do sistema anti-gelo de sondas Pitot e os mecanismos de formagao de gelo foram
recentemente estudados pelo grupo de pesquisas do LTTC e NIDF, PEM-COPPE, UFRJ
(SOUZA et al.,2012; BIGDOLI, 2013; LISBOA et al., 2013; SOUZA, 2014; BIGDOLI
et al., 2015; SOUZA et al., 2015; SOUZA et al., 2016; LISBOA, 2015; COTTA et al.,
2015; COTTA et al., 2016), incluindo o projeto e constru¢do de um tunel de vento
climatico para experimentos de formacgao de gelo e voos de ensaio em aeronaves Skyhawk
A4 da Marinha do Brasil, que permitiram a validagdo dos modelos tedricos propostos.

Os métodos de prevencdo a formacdo de gelo atuais apresentam como
desvantagem a necessidade do consumo continuo de energia e/ou consumiveis,
acarretando custos adicionais para a operagdo dos sistemas afetados. Com o intuito de
reduzir a energia consumida e os respectivos custos envolvidos, alguns pesquisadores
voltaram sua atencdo para métodos passivos de prevencdo a formacao de gelo, dentre os

quais podemos citar o revestimento das superficies expostas a esse fendmeno com
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materiais super-hidrofobicos ou comumente chamados gelofobicos (JUNG et al., 2011;
JUNG et al., 2012; EBERLE et al., 2014; MAITRA et al., 2014; KELEY et al., 2014).
Os revestimentos gelofobicos sdo estruturados com o objetivo de minimizar as forgas de
adesdo do gelo com a superficie, para que depois de formada, a camada de gelo possa ser
removida da superficie passivamente por for¢as como a gravidade ou o arrasto
aerodindmico. Enquanto os revestimentos gelofobicos tem como objetivo facilitar a
remocdo da camada de gelo, os revestimentos super-hidrofobicos tém como objetivo
evitar a formagdo dessas camadas. Em compara¢do a um material comum, um material
hidrofobico ¢ capaz de reduzir as forcas de adesdo com a 4gua, e também causar um
aumento do tempo necessario para o congelamento de goticulas em contato com essas
superficies. Essas duas caracteristicas permitem que as goticulas que se encontram na
superficie revestida sejam removidas por forgas gravitacionais ou aerodinamicas,
evitando assim a formagdo de gelo sobre a superficie. Com o crescente interesse em
diferentes tipos de revestimentos super-hidrofobicos para mitigagdo do acumulo de gelo,
o teste do tempo necessario para o congelamento de uma goticula de dgua sobre essas
superficies se tornou um método comum para avaliacdo da capacidade anticongelante
desses revestimentos (CHAUDHARY AND LI, 2014).

O processo de congelamento de goticulas super-resfriadas pode ser divido em
quatro etapas (MIYAWAKI et al., 1989; HINDMARSH et al., 2003; CHAUDHARY
AND LI, 2014; JUNG et al., 2011). Em um primeiro momento, conhecido como etapa de
super-resfriamento, a goticula se resfria da temperatura inicial até a temperatura na qual
se da inicio a nucleacdo dos cristais de gelo. Essa etapa ¢ caracterizada pelo problema
convectivo-difusivo transiente no interior da goticula que envolve convecg¢do, radiagdo e
resfriamento evaporativo na superficie da goticula. Na segunda etapa, chamada de etapa
recalescente, o calor latente liberado na nucleagdo dos cristais aumenta de forma quase
instantanea a temperatura da goticula. Este aumento eleva a temperatura da goticula da
temperatura onde se iniciou a nucleacdo (7,), at¢é uma temperatura de equilibrio
termodindmico, onde se dara prosseguimento ao congelamento da goticula, com o
crescimento dos cristais formados na etapa anterior até que a goticula esteja totalmente
solidificada. A etapa caracterizada pelo crescimento dos cristais, ¢ a terceira etapa do
processo, chamada de etapa de solidificacdo. Um desenho esquematico desta etapa pode
ser visto na Figura 1.1. A solidificacdo da goticula envolve a solugdo do problema
convectivo-difusivo com contorno movel devido a mudanga de fase, conhecido de forma

geral na literatura como problema de Stefan. No problema de Stefan para o caso do
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congelamento de uma goticula esférica imersa em ar frio, o contorno moével, também
chamado de frente de solidificacdo, se move da superficie externa da goticula em dire¢ao
ao centro, liberando calor latente. Os problemas de Stefan podem ser de uma ou duas
fases. No problema de uma fase, a condu¢do de calor s6 acontece em uma das fases,
enquanto a outra fase permanece a temperatura constante e igual a temperatura de
equilibrio para o congelamento. Caso a condu¢do do calor liberado na frente de
solidificag@o ocorra em ambas as fases, o problema ¢ chamado de problema de Stefan de
duas fases. Na etapa de resfriamento, a quarta do processo, a goticula ja solidificada ¢
resfriada até alcangar a temperatura do ar externo. O equacionamento matematico desta

etapa ¢ similar ao da etapa de super-resfriamento.

Frente de solidificacio

Ar externo a T P
[Arexternoa ] _ .

4

Fase solida
Fase liquida

\ N\ A
. —

Figura 1.1: Desenho esquematico da solidifica¢@o de goticulas de d4gua imersas em uma corrente de ar. As

setas em azul indicam a dire¢do de propagacdo da frente de solidificagao.

No contexto de metodologias para solu¢do de problemas de contorno mével,
técnicas hibridas numérico-analiticas vém ganhando especial atencdo na literatura
cientifica. A Técnica da Transformada Integral Generalizada (sigla em inglés GITT) ¢
uma dessas técnicas hibridas, e tem sido utilizada com sucesso na solucao de problemas
convectivos-difusivos (COTTA, 1990; 1993; 1994; 1998; COTTA & MIKHAILOV,
1997; COTTA & MIKHAILOV, 2006; COTTA et al., 2017), incluindo problemas
térmicos com contornos moveis (COTTA, 1986; RUPERTI JR et al., 1992; DINIZ et al.,
1990; SIAS, 2009; MONTEIRO et al., 2011). Essa técnica oferece uma boa relagao
precisdo/custo computacional, tipicamente vista em métodos puramente analiticos, mas
apresentando a flexibilidade para solugdo de problemas diferenciais parciais nao-lineares,
caracteristica de métodos numéricos (COTTA et al., 2018). Além disso, recentes avangos
na GITT permitiram o uso de técnicas para aceleragdo da convergéncia em problemas

complexos (geometria complexas, condi¢des de contorno nao-lineares e etc.), garantido
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a precisao dos resultados e diminuindo o custo computacional (COTTA et al., 2018).
Dentre esses avancos podemos citar a metodologia adotada por COTTA et al. (2015) e
COTTA et al. (2016), onde as nao-linearidades relativas as condi¢des de contorno de
problemas convectivo-difusivos sdo incorporadas ao problema de autovalor adotado na
transformagdo integral. Essa abordagem apresentou um ganho de convergéncia
significativo quando comparada a abordagem cléssica da GITT, além de apresentar um
comportamento de convergéncia uniforme em todo dominio de solu¢do, mesmo em
posicdes proximas aos contornos nao-lineares (COTTA et al., 2016).

O objetivo deste trabalho ¢ a aplicagdo da GITT na solu¢do do problema de
solidifica¢do de goticulas de agua super-resfriada envoltas em uma corrente de ar frio,
com o propdsito de permitir o uso da simulagdo computacional na analise de processos
que envolvam este fendmeno. As goticulas foram consideradas livres no ar, sem contato
com nenhum tipo de superficie, mantendo sua forma esférica durante todo o processo. As
equagdes foram escritas em coordenadas esféricas para uma dimensao, ja que a simetria
do problema permitiu esta simplificagdo. Foram analisadas as quatro etapas do processo:
etapa de super-resfriamento, etapa recalescente, etapa de solidificagdo e etapa de
resfriamento do solido. Na etapa de solidificacao, foi resolvido o problema de Stefan de
uma fase, considerando a condugdo de calor somente na fase solida. Para cada uma das
etapas, exceto a etapa recalescente, a GITT foi aplicada na obtencdo da variagdo de
temperatura com a posi¢do e com o tempo, € na obtencdo do tempo de duragdo destas
mesmas etapas. Neste trabalho a metodologia apresentada por COTTA et al. (2016), ¢
pela primeira vez aplicada a problemas de contorno movel. O problema ¢ formulado em
coordenadas esféricas com convecg¢do, radiagdo e resfriamento evaporativo atuantes nas
condi¢des de contorno do problema. Para acelerar a convergéncia da solugdo, filtros
implicitos foram utilizados para homogeneizar a condi¢do de contorno de terceiro tipo,

relativa a troca térmica na superficie da goticula.

1.2 Organizacao do trabalho

No Capitulo 2 foi realizada uma revisao da literatura em relagdo ao tema abordado
e as metodologias utilizadas neste trabalho. Os conceitos basicos envolvendo o
congelamento de goticulas sdo apresentados, bem como solugdes analiticas e numéricas

reportadas anteriormente para solugdo dessa classe de problemas.



No Capitulo 3 foi apresentada a descri¢do do problema fisico e a respectiva
formulacdo matematica relacionada ao congelamento de uma goticula de 4gua super-
resfriada imersa em uma corrente de ar frio.

No Capitulo 4 ¢ demonstrada a metodologia utilizada para solug¢do de cada etapa
do problema de congelamento, com o intuito de obter o tempo de congelamento e a
distribui¢do da temperatura na goticula.

No Capitulo 5 os resultados obtidos através da aplicagdo da GITT no problema de
congelamento sdo exibidos. Os resultados via GITT sdo comparados com resultados
analiticos, numéricos e experimentais presentes na literatura. Uma andlise de influéncia
de alguns parametros fisicos no tempo de congelamento e a distribuicdo da temperatura
na goticula também ¢ realizada.

No Capitulo 6 sdo apresentadas as conclusdes deste trabalho baseadas nos
resultados obtidos. Além disso melhorias no modelo sdo sugeridas, bem como propostas

para estudos futuros.



2. Revisao Bibliografica

Este capitulo foi dividido em trés topicos principais e consiste em uma revisao
bibliografica abordando como foram tratados pela literatura os principais assuntos
relacionados ao presente trabalho. O primeiro tdpico discorre sobre alguns dos trabalhos
realizados sobre o fendomeno da solidificacdo de uma goticula de liquido. O segundo
topico apresenta o método GITT e os estudos relacionados a aceleragdo da convergéncia
desta técnica. O terceiro topico apresenta os trabalhos onde a GITT foi aplicada em

problemas envolvendo mudanca de fase e contorno movel.

2.1 Solidificacdo de goticulas de agua

O processo de solidificagdo de uma goticula envolve a conducao de calor em seu
interior, a troca térmica entre a goticula e o ambiente externo e uma fronteira mével que
separa as fases liquida e solida, também conhecida como frente de solidificagdo.
Problemas deste tipo sdo geralmente conhecidos como problemas de Stefan, e sendo
assim, o congelamento de uma goticula pode ser descrito como um problema de Stefan
para uma esfera, com uma fronteira que se move de sua superficie exterior em direcao ao
seu centro. Devido as intimeras aplica¢des que envolvem o congelamento de goticulas,
como por exemplo a técnica de cristalizagdo por spray utilizada nas industrias alimenticia
e farmacéutica, varios trabalhos foram desenvolvidos ao longo dos anos para a solu¢do
do problema de Stefan relacionados a este fenomeno. Muitos dos trabalhos iniciais sobre
este assunto se concentraram na utilizagdo métodos de perturbagdo para obter solucdes
aproximadas para o problema de Stefan de uma fase, considerando as goticulas
inicialmente na temperatura de congelamento (PEDROSO & DOMOTO (1973), RILEY
et al. (1974), STEWARTSON & WAECHTER (1973), SOWARD (1980), DAVIS &
HILL 1982).

Dando continuidade a estes trabalhos, FEUILLEBOIS et al. (1995) analisaram o
problema de Stefan de uma fase, considerando o congelamento de goticulas liquidas
sujeitas ao super-resfriamento. O método de perturbagdo foi utilizado para obter a
evolucdo da frente de solidificagdo em fungdo do tempo. A superficie da goticula foi
mantida a temperatura constante e igual ao ambiente externo, e a mudanga da massa
especifica solido/liquido ndo foi considerada. Os autores postularam trés hipoteses para a

localizacdo do gelo formado durante a nucleacao:



I.  no centro da goticula;
II.  homogeneamente distribuido na goticula;

III.  na superficie externa a goticula.

O método utilizado para solu¢ao do problema de Stefan foi comparado a solugao
por um método numérico, e os resultados apresentaram boa concordancia entre si, exceto
na regido proxima ao centro da goticula, onde o método utilizado pelos autores divergiu
quando as hipoteses II e III foram analisadas. Os resultados obtidos pelas hipoteses 1, 11
e III apresentaram resultados muito préximos, sendo que o resultado para a hipotese 11
ficou entre os resultados obtidos pelas hipoteses I e III.

Em seu trabalho, HINDMARSH ef al. (2003) foram capazes de medir
experimentalmente o tempo de congelamento de uma goticula utilizando o aparato
experimental mostrado na Figura 2.1. Goticulas de agua foram suspensas por um
termopar em meio a uma corrente de ar frio, e uma camera de video capaz de capturar
pequenas imagens gravou todo o processo de solidificacdo. A ponta do termopar foi
posicionada préxima ao centro das goticulas para medi¢ao da temperatura, como pode ser
visto na Figura 2.2. O tempo de congelamento foi obtido para diversos valores de
temperatura ambiente, tamanho de goticula e velocidade da corrente de ar. A mudanca
abrupta na temperatura medida pelo termopar e a alteragcdo na opacidade da goticula
capturada pelas imagens da camera, possibilitaram aos autores determinarem
experimentalmente a temperatura de nucleagdo das goticulas para cada cenario estudado.
Os valores medidos para as temperaturas de nucleagdo foram utilizados posteriormente

nos modelos numéricos, dada a natureza estocéstica deste parametro.
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Figura 2.1: Aparato experimental utilizado para analisar a solidificagdo de goticulas de dgua. Fonte:
HINDMARSH et al. (2003).

Figura 2.2: Goticula de agua suspensa por termopar. Adaptado de HINDMARSH et al. (2003).

Para o estudo numérico foi considerado que a goticula mantém seu formato
esférico e seu volume constantes, e por isso as equagdes podem ser analisadas em uma
unica dimensdo espacial. Cada uma das quatro etapas do processo foi analisada
separadamente: i) etapa de super-resfriamento; ii) etapa recalescente; iii) etapa de
solidifica¢do; iv) etapa de resfriamento. A etapa de solidificacdo foi resolvida
considerando o problema de Stefan de duas fases. Foram considerados dois modelos
diferentes em relagdo a distribuicdo interna de temperatura nas goticulas, um
considerando a condugdo de calor transiente (com contorno movel na etapa de
solidifica¢do), e outro considerando que a temperatura das goticulas ¢ uniforme. Ambos
os modelos foram analisados tanto para a suposi¢ao de que as propriedades da dgua/gelo
se mantinham constates, quanto para a suposicdo de que essas propriedades eram
varidveis com a temperatura. O modelo considerando condugdo de calor na goticula foi
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resolvido através do método das diferencas finitas, enquanto o modelo que considera a
goticula com temperatura uniforme foi resolvido através do balango de energia entre o
calor removido pelo ambiente externo e o calor latente/sensivel liberado pela goticula. As
solugdes obtidas pelos modelos numéricos foram comparadas aos resultados
experimentais, e cada etapa do processo foi analisada individualmente. Para cada uma das
etapas, o modelo que apresentou menor desvio em relagdo aos resultados experimentais
foi escolhido para o céalculo do tempo de duragdo da respectiva etapa. Agrupando os
modelos escolhidos foi possivel montar um grafico temperatura versus tempo
representado como mostrado na Figura 2.3.

Para a etapa de super-resfriamento do liquido, o modelo de temperatura uniforme
com propriedades constantes apresentou o melhor resultado, ja para a etapa de
resfriamento da goticula solidificada, o modelo de temperatura uniforme com
propriedades variaveis obteve melhor concordancia com o resultado experimental. Para a
etapa de solidificagdo com conducdo de calor, foram consideradas as mesmas trés
hipoteses para a formacgdo de gelo na etapa de recalescéncia descritas no trabalho de
FEUILLEBOIS et al. (1995). No caso desta etapa, o modelo que apresentou melhor
resultado foi o modelo de condug¢do de calor com fronteira movel considerando a
formacdo de gelo no centro das goticulas. No entanto HINDMARSH et al. (2003)
ponderam que o modelo de temperatura uniforme apresentou resultados muito proximos
ao modelo de conduc¢do de calor, e devido ao menor esforco computacional envolvido

neste método, ele foi escolhido para o calculo do tempo da etapa de solidificagao.
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Figura 2.3: Exemplo de grafico temperatura no centro da goticula versus tempo, obtido por
HINDMARSH et al. (2003). 1) Etapa de super-resfriamento. 2) Etapa recalescente. 3) Etapa de
solidificagdo. 4) Etapa de resfriamento. Adaptado de HINDMARSH et al. (2003).

MCCUE et al. (2008) estudaram o problema de Stefan de duas fases relacionado
a solidificacdo em esferas. O método de perturbacao foi aplicado para baixos nimeros de
Stefan (note que MCCUE et al. (2008) utilizam o nimero de Stefan invertido). O tempo
de congelamento e a distribuicdo de temperatura em ambas as fases foram obtidos
considerando-se o problema unidimensional e uma condi¢do de contorno de primeiro tipo
na superficie externa da esfera. Uma importante conclusdo deste estudo foi que, para as
condi¢des estudadas, a influéncia da fase liquida no processo de solidificagdo pode ser
desprezada.

TABAKOVA et al. (2010) estenderam o trabalho de FEUILLEBOIS et al. (1995)
para o caso em que as goticulas de dgua super-resfriadas estdo sujeitas a conveccdo
térmica em sua superficie. Novamente o problema de Stefan de uma fase foi resolvido
pelo método de perturbagdo, considerando baixos nimeros de Stefan. A influéncia da
convecgdo no processo de congelamento foi avaliada através do nimero de Biot. Assim
como no trabalho apresentado por FEUILLEBOIS et al. (1995), a solucdo obtida diverge
quando se aproxima do nucleo da goticula. Fora dessa regido o resultado obtido
apresentou boa concordancia com o resultado numérico ao qual foi comparado. Como
esperado, os resultados obtidos demonstraram uma influéncia significativa do namero de
Biot na transferéncia de calor dentro da goticula.

Com o aumento do interesse na aplicagdo de revestimentos hidrofébicos para

mitigacdo da formagdo de gelo, varios trabalhos também vém sendo realizados sobre o
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congelamento de goticulas de agua depositadas em superficies (POPOV et al. (2005),
TOURKINE et al. (2009), JUNG et al. (2011), JUNG et al. (2012)). Muitos desses
estudos tiveram como ponto de partida os trabalhos ja realizados sobre o congelamento
de goticulas de agua suspensas, ja que muitas conclusdes obtidas através destes trabalhos
se estendem para o caso de congelamento de goticulas de 4gua sobre superficies solidas.
CHAUDHARY & LI (2014) estudaram numericamente o congelamento de gotas
estaticas sobre superficies submetidas a um resfriamento rapido e com diferentes angulos
de contato. Assim como feito no trabalho de HINDMARSH et al. (2003), o processo de
solidificag@o foi divido em quatro etapas distintas. Os modelos em 2D foram resolvidos
através do método dos elementos finitos e experimentos foram conduzidos para
compara¢do com a analise numérica. Os valores comparados apresentaram resultados

satisfatoriamente préximos.

2.2 Técnica da Transformada Integral Generalizada (GITT)

Apesar de apresentarem a vantagem de fornecer solugdes exatas para problemas
envolvendo equagdes diferenciais, as técnicas analiticas sdo capazes de resolver somente
problemas de modelagem matematica relativamente simples. Com o objetivo de resolver
problemas mais complexos, diferentes métodos hibridos numérico-analiticos vém sendo
desenvolvidos, como por exemplo a Técnica da Transformada Integral Generalizada
(GITT) (COTTA, 1990; 1993; 1994; 1998) (COTTA & MIKHAILOV, 1997; 2006). Esta
técnica tem raizes no método analitico de separacdo de varidveis e na Técnica da
Transformada Integral Classica (CITT) (MIKHAILOV & OZISIK, 1984; OZISIK, 1993).

Nas duas ultimas décadas, o método classico da transformada integral
(MIKHAILOV e OZISIK (1984)) foi progressivamente generalizado sob um enfoque
hibrido numérico-analitico (COTTA (1990), COTTA (1993), COTTA (1994), COTTA ¢
MIKHAILOV (1997), COTTA (1998), COTTA et al. (2018)). A Técnica da
Transformada Integral Generalizada (GITT) oferece precisdo controlada e
implementagdo computacional eficiente para uma grande variedade de problemas nao-
transforméveis, incluindo as formulagdes ndo-lineares mais usuais em aplicacdes em
mecanica dos fluidos e transferéncia de calor. Além de ser ele proprio um método
computacional alternativo, esse método hibrido ¢ particularmente adequado para
propositos de benchmark (validacdo). Em face da possibilidade de controle automéatico

do erro, o método retém caracteristicas de uma solu¢do puramente analitica. Além do
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controle e estimativa de erro bem simples, outro aspecto notavel desse método ¢ a
extensdo direta para situagdes multidimensionais, com apenas um moderado aumento do
esforco computacional. Outra vez, a natureza hibrida ¢ responsavel por esse
comportamento, uma vez que a parte analitica do procedimento de solu¢do ¢ empregada
sobre todas menos uma variavel independente, e a tarefa numérica ¢ sempre reduzida a
integracao de um sistema diferencial ordinario nessa tinica variavel independente restante
(ALMEIDA, 2017).

Problemas de difusdo e conveccao-difusdo ndo-lineares, tiveram solug@o proposta
através da GITT por COTTA (1990). Os termos ndo-lineares presentes nos operadores
diferenciais da equagdo principal e das equagdes de condicdo de contorno, foram
agrupados nos respectivos termos fonte. Sendo assim, o problema se torna um problema
com operadores diferenciais lineares, mas com termos fonte ndo-lineares, o que nos
permite utilizar operadores lineares na escolha do problema de autovalor auxiliar. O
potencial ¢ entdo representado através de uma expansdo que tem como base as
autofungdes obtidas através deste problema de autovalor auxiliar linear.

Para melhoria do desempenho computacional do método e a solucdo de eventuais
problemas de convergéncia causados pelas nio-linearidades presentes nos termos fonte,
algumas solugdes filtro foram propostas. MIKHAILOV & COTTA (1998) fizeram o uso
de filtros implicitos na solucdo de problemas de conducdo de calor com condi¢des de
contorno nao-lineares em placas planas. MATT (2013) resolveu o problema de vibragdes
transversais em vigas com excentricidade de massa através da aplicacdo de filtros
implicitos polinomiais juntamente com a GITT.

Apresentando uma nova abordagem, COTTA et al. (2015, 2016) incorporaram os
operadores diferenciais ndo-lineares ao problema de autovalor auxiliar. O problema
auxiliar ndo-linear pode também ser transformado, e depois resolvido simultaneamente
ao sistema de equagdes diferenciais ordinarias proveniente do problema original. Para
ilustrar o procedimento, esta técnica foi aplicada a um problema de condugdo com
condi¢des de contorno ndo-lineares. A solug¢do entdo foi comparada com a metodologia
mais usual da GITT descrita nos paragrafos acima, e o resultado demonstrou que a nova

abordagem obteve uma convergéncia melhor do que a metodologia tradicional.
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2.3 GITT aplicada a problemas de contorno movel

Estudos que aplicaram a GITT para analise de processos de mudanca de fase com
contornos moveis, tema principal do presente trabalho, também podem ser encontrados
na literatura (COTTA (1986); RUPERTI JR & COTTA (1991); RUPERTI JR et al.
(1992); RUPERTI JR et al. (1998); SIAS et al. (2007); SIAS et al. (2009); MONTEIRO
etal. (2011)).

DINIZ et al. (1990) analisaram o problema ablativo unidimensional em placas
planas com fluxo de calor prescrito na condi¢ao de contorno. Trés tipos de fluxo de calor
foram analisados: fluxo constante, fluxo com variacdo linear no tempo e fluxo com
variacdo parabolica no tempo. Os resultados obtidos foram comparados aos resultados
encontrados na literatura e apresentaram boa concordancia entre si. DINIZ et al. (1992)
também aplicaram a GITT na solucdo do problema de ablagdo para esferas considerando
um fluxo de calor prescrito na condigdo de contorno.

Objetivando a melhoria da convergéncia da solugdo via GITT em problemas
ablativos, SIAS et al. (2007) aplicaram a Técnica do Balango Integral juntamente com a
GITT no problema unidimensional apresentado por DINIZ et al. (1990). O resultado
obtido mostrou que o emprego da Técnica do Balango integral conseguiu notavel
aceleracdo da convergéncia quando comparado com a metodologia tradicional da GITT.

SIAS et al. (2009) aplicaram a GITT para problemas de ablacao com pir6lise para
geometria plana com fluxo de calor prescrito na condi¢do de contorno. A Técnica das
Equacdes Integrais Acopladas (CIEA) foi utilizada na regido afetada pela pirdlise. A
CIEA proporcionou a simplificacdo do problema através da redugdo do ntimero de
variaveis independentes.

MONTEIRO et al. (2011) estenderam a abordagem hibrida numérico-analitica
para a solucdo de problemas de contorno mével em duas dimensdes espaciais. A GITT
foi utilizada na solucao do problema de mudanga de fase bidimensional de uma substancia
pura em coordenadas Cartesianas. Um esquema de reordenamento dos autovalores foi
utilizado para aceleragdo da convergéncia do problema multidimensional. Uma analise
fisica do problema de mudanga de fase foi realizada através da variagdo dos parametros
fisicos que governam o problema, e foi observado que para valores maiores do numero
de Stefan, maior era a velocidade de avango do contorno movel.

Como mencionado no Capitulo 1, o presente trabalho envolve a solugdo do

problema de solidificacdo de uma goticula super-resfriada. A troca de calor por radia¢ao
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na superficie da goticula envolve o potencial elevado a quarta ordem, e o termo relativo
a troca térmica por resfriamento evaporativo envolve o potencial dentro do expoente de
uma fun¢do exponencial natural, como sera visto no proximo capitulo. A complexidade
destes termos inviabiliza a solucdo analitica deste problema, e a utilizagdo da GITT em
detrimento de métodos puramente numéricos possibilita um menor custo computacional
e controle de erro mais simples. Como visto nos paragrafos anteriores, o problema de
mudanga de fase (contorno movel) por si s6 ja acarreta certa complexidade, e por isso
técnicas de aceleracdo de convergéncia como a técnica do balango integral ou o esquema
de reordenamento de autovalores vém sendo utilizadas para melhoria das taxas de
convergéncia da solucdo via GITT para este tipo de problema. Para garantir a
convergéncia da solu¢do e lidar com os termos nao-lineares devido a radia¢do e o
resfriamento evaporativo na superficie da goticula, foram utilizados no presente trabalho,
filtros implicitos juntamente com a metodologia apresentada por COTTA et al. (2016),

que incorpora os operadores diferenciais ndo-lineares ao problema de autovalor auxiliar.
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3. Formulacao Fisico-Matematica

Neste capitulo serdo discutidos os modelos fisicos e a formulagcdo matematica do
problema a ser solucionado. Na primeira se¢do serdo descritos os conceitos fisicos
relacionados ao congelamento de goticulas de 4gua. O processo foi divido em quatro
etapas que serdo analisadas separadamente. Na segunda parte serdo apresentados o
equacionamento matematico e as hipdteses consideradas para formulag¢do de cada etapa

do problema.

3.1 Problema fisico

A mudanga de fase da 4gua em seu estado liquido para o estado so6lido ocorre
através de um processo de cristalizacdo. O processo de cristalizagdo consiste em duas
etapas principais, que sdo a etapa de nucleacdo e a etapa de crescimento dos cristais. A
nucleagdo ¢ a etapa onde ocorre a formac¢do de novos cristais, podendo ser homogénea,
quando ndo ha a influéncia de particulas sélidas sobre a formacdo dos cristais, ou
heterogénea, quando um sdélido pode servir de catalizador da formacdo dos nticleos. Na
etapa de crescimento, os cristais formados na etapa de nucleacdo servem como um
modelo estrutural sobre o qual todo o novo material solidificado ¢ depositado em camadas
sucessivas na forma de cristais (KIANI AND SUN, 2001).

Considerando o processo descrito no paragrafo anterior, o congelamento de
goticulas de dgua super-resfriadas vem sendo tratado através de trés estagios (ou etapas)
na literatura, sendo que um quarto estagio adicional pode ser considerado, descrevendo o
resfriamento da gota ja congelada até que sua temperatura se iguale a temperatura
ambiente (MIYAWAKI et al., 1989) (HINDMARSH et al., 2003) (CHAUDHARY AND
LI 2014) JUNG et al., 2011). Essas etapas podem ser brevemente descritas como:

1) Etapa de super-resfriamento, quando a goticula, ainda no estado liquido, ¢
resfriada de sua temperatura inicial até uma temperatura abaixo da temperatura
de equilibrio de congelamento, onde se dad inicio a nucleacdo. Essa
temperatura ¢ conhecida como temperatura de nucleagio (7).

2) Etapa recalescente, caracterizada pela nucleagdo dos cristais. Calor latente de
fusdo ¢ liberado e a goticula atinge quase instantaneamente a temperatura de
equilibrio para o congelamento (7;), retornando assim ao equilibrio

termodinamico.
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3) Etapa de solidificagdo (ou congelamento), onde ocorre o crescimento dos
cristais. O crescimento ¢ governado pela troca de calor entre a goticula e o
ambiente externo. Os cristais crescem até que a goticula esteja completamente
congelada.

4) Etapa de resfriamento, onde a goticula solidificada perde calor até que sua

temperatura se iguale a do ambiente externo.

As equagdes que governam o processo de transferéncia de calor e as propriedades
fisicas envolvidas sdo descontinuas entre as etapas, e por isso € necessario que cada uma
delas seja avaliada de forma separada e com uma formulagdo matematica especifica
(MIYAWAKI et al., 1989) (HINDMARSH et al., 2003) (CHAUDHARY AND LI,
2014).

Durante a nucleagdo, ou seja, na etapa de recalescéncia, duas hipoteses serdo
apresentadas neste trabalho para localizagdo dos cristais de gelo inicialmente formados.
Segundo GAO et al. (2000), durante o resfriamento, a nucleacdo ocorre inicialmente na
superficie externa da goticula, ja que esta, por estar mais fria que o interior da goticula,
atinge primeiro a temperatura de nucleagdo. Sendo assim, a primeira hipotese considera
a formagdo de uma casca esférica de gelo, que se propaga com o tempo para o interior da

goticula como indicado na Figura 3.1 (HINDMARSH et al., 2003).

Camada de gelo

f\\/

N
/[ A
Il
\
N

Figura 3.1: Camada de gelo se forma na superficie externa da goticula, e se propaga na direg@o indicada

pelas setas em azul.

A segunda hipdtese considera que a nucleacdo ocorre de forma homogénea, com

os cristais dispersos uniformemente na goticula, formando uma mistura liquido-solido,
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caracterizada por uma aparéncia opaca (HINDMARSH et al., 2003) (TABAKOVA et al.,
2009).

3.2 Formulacao matematica

O objetivo deste trabalho ¢ avaliar o tempo de congelamento de goticula de dgua
super-resfriada, e sendo assim, como visto no item 3.1, o problema de solidificagdo sera
divido em 4 etapas diferentes. As seguintes hipoteses foram feitas para solucdo do

problema:

1) As goticulas estdo em repouso e imersas em uma corrente de ar, e portanto,
sujeitas a conveccao forcada;

2) As goticulas mantém seu volume e forma esférica inicial durante todo o
processo;

3) A andlise da transferéncia de calor sera feita em 1D devido a simetria do
problema;

4) O gelo e a 4gua sdo substancias isotropicas e homogéneas, e suas propriedades
sdo consideradas constantes;

5) A mudanca da massa especifica na interface liquido/gelo sera desprezada,
assim como o escoamento induzido na fase liquida;

6) No final da etapa de recalescéncia, a temperatura da goticula sera considerada
uniforme e igual a temperatura de equilibrio para o congelamento 7<;

7) Durante a etapa de solidificagdo, a temperatura da fase liquida serd
considerada constante e igual a 7.. Sendo assim, o calor latente liberado na
frente de solidificacdo serd removido através da condugdo de calor na fase

solidificada (Problema de Stefan de uma fase).

O processo de transferéncia de calor para goticulas de agua imersas no ar ¢
governado basicamente por trés mecanismos na interface goticula-ar: convecgdo,
radiagdo e resfriamento evaporativo (HINDMARSH et al., 2003). Esses trés mecanismos
serdo considerados na modelagem do presente trabalho. Para o grau de super-resfriamento
estudado em seu trabalho (7, entre -3°C e -21°C), HINDMARSH et al. (2003) afirmam
que o modelo considerando propriedades constantes para a 4gua e o gelo, apresentou bons

resultados quando comparados a resultados experimentais. Outros estudos realizados para
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analise de congelamento de goticulas de 4gua também utilizam a hipdtese de propriedades
constantes (FEUILLEBOIS et al., 1995; MCCUE et al., 2008; TABAKOVA, et al.,
2010). Como neste trabalho ndo foram analisados casos com grau elevado de super-
resfriamento, o uso da hipdtese de propriedades constante ¢ plausivel, ja que essa hipotese
simplifica o modelo matematico e diminui o custo computacional sem que haja

comprometimento na acuracia dos resultados obtidos.

3.2.1 Etapa 1: Super-resfriamento

A etapa de super-resfriamento serd modelada através da equag@o da condugao de
calor unidimensional em coordenadas esféricas, com suas respectivas condi¢des de

contorno, como segue abaixo (HINDMARSH et al., 2003):

19 ZkMWw]_ aT,[r, t] e Rits .
2 9r K ar =pPia 9t para r ; (3.1)
Tl 01 = Tin (3.2)
oTy[r, t]
ar =0 (3.3)
=0
oT;[r, t]
—k l(')r = h(Ty[R, t] — Tu) + honLe (o1 s[TL[R, ] = Poroo)

roR 3.4)
+ eo(THR, t] - TE)

onde 7; (K) ¢ a temperatura do liquido (dgua), k& (W/mK) ¢é a condutividade térmica do
liquido, ¢/ (J/kgK) é o calor especifico do liquido, pr (kg/m’) é a massa especifica do
liquido, ¢ (s) € o tempo, T (K) € a temperatura inicial do liquido, 7» (K) € a temperatura
do ar, i (W/m’K) é a coeficiente de transferéncia de calor por convecgio, /iy (m/s) é o
coeficiente de transferéncia de massa, pv s (kg/m?) é a massa especifica do vapor de agua
na superficie da goticula, pv« (kg/m’) é a massa especifica do vapor de adgua no ar, L.
(J/kg) € o calor latente de evaporagdo, ¢ ¢ a emissividade da superficie da goticula e o
(W/m?K*) é a constante de Stefan-Boltzmann.

Assumindo equilibrio termodindmico na interface entre a goticula e o ar, o vapor
de 4gua presente nessa interface deverd estar na mesma temperatura da superficie da

goticula e no estado de saturagdo. Considerando o vapor como um gas ideal, a equagao
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que representa a dependéncia de p,;s com a temperatura na superficie da goticula pode ser
obtida através da equacdo de Clapeyron e da equacdo da pressao de vapor saturado nessa
mesma superficie. Existem vérios trabalhos na literatura que apresentaram uma
correlacdo para a variagdo da pressdo de vapor saturado com a temperatura, sendo que
um resumo dessas correlagdes pode ser encontrado em MURPHY & KOOP (2005). A
correlacdo apresentada por BOHREN & ALBRECHT (1998) foi utilizada no presente
estudo, visto que essa expressao ja havia sido utilizada em outro trabalho para analise do
congelamento de goticulas super-resfriadas (HINDMARSH et al., 2004). Através da
correlacdo apresentada por BOHREN & ALBRECHT (1998), obtém-se a seguinte

expressao para pyis:

)

1,323
pos|TiIR t]] = TR P [19,83 — 5417/T;[R, t]] (3.5)

onde 7; ¢ a temperatura do liquido em Kelvin.

A massa especifica do vapor de dgua no ar, p,;«, pode ser obtida multiplicando-
se o lado direito da equagdo acima pelo valor da umidade relativa do ar, e aplicando o
valor para temperatura do ar externo no lugar da temperatura na superficie da goticula,

como demonstrado abaixo:

1,323
pvl,oo [Too] = RH( T

0]

exp [19,83 — 5417/Tw]) (3.6)

onde RH representa o valor da umidade relativa do ar, e T,, ¢ a temperatura do ar em

Kelvin.

3.2.2 Etapa 2: Recalescéncia

A etapa recalescente serda modelada de acordo com a equacdo estabelecida por
HINDMARSH et al. (2003). Esta equacdo se baseia na seguinte premissa de que o calor
necessario para elevar a temperatura da goticula de 7, para 7., deve ser igual ao calor
latente liberado para formar o volume de gelo produzido pela nucleacdo. A equagdo

proposta por HINDMARSH et al. (2003) ¢:
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Vg = Vapapi(Te — To)/(Lpg) (3.7)

onde Vg (m?) € o volume de gelo, Vyp (m®) é 0 volume da goticula, ¢; (J/kgK) é o calor
especifico do liquido, 7. (K) ¢ a temperatura de congelamento, 7, (K) ¢ a temperatura de
nucleagdo, L (J/kg) é o calor latente de solidificagdo, o (kg/m?) é a massa especifica do
liquido, pg (kg/m?) é a massa especifica do gelo.

Conforme discutido no item 3.1, o volume de gelo inicialmente formado sera
tratado de duas formas. Se for considerada a formac¢ao de uma casca esférica na superficie

da goticula, a posi¢ao inicial da interface, Rixi, serd dada pela seguinte formula:

Ry = |R? =2 (3.8)

Figura 3.2: Posi¢ao inicial (Rini) da camada de gelo.

Caso a segunda hipotese seja adotada, ou seja, uma distribuicdo homogénea do
gelo formado na etapa recalescente por toda a goticula, podemos considerar a mistura
agua-gelo como uma fase uniforme. Neste caso a posi¢do inicial da interface seria na
superficie externa da goticula, mas o calor latente de fusdo L seria substituido por um
novo valor relativo a mistura dgua-gelo (TABAKOVA et al., 2009). O novo valor para o

calor latente de fusdo da mistura Lm, seria:

) (3.9)
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onde a frag¢do de liquido presente na mistura, ¢, ¢ dada pela férmula abaixo:

0=1-cap(T. — Tn)/pgl (3.10)

3.2.3 Etapa 3: Solidificacdo (ou congelamento)

A etapa de solidificagdo ¢ um problema de condug¢ao de calor com fronteira movel,
também conhecido como problema de Stefan. Deverdo ser resolvidas, simultaneamente,
as equacgdes para a distribui¢do de temperatura na goticula e para a posicdo da frente de
solidificagcdo. A equagdo da posicdo da frente de solidificacdo, também conhecida como
condi¢do de Stefan, descreve a dependéncia entre a velocidade da interface e a remocao
do calor latente liberado nesta mesma interface (MCCUE et al., 2008). Segundo a
hipotese feita no item 3.2, a temperatura da fase liquida se mantém constante e igual a
temperatura de congelamento 7. Sendo assim, serd considerada apenas a condugdo de
calor no gelo. Segue abaixo o sistema de equacdes que regem a condugdo de calor na fase

solidificada (HINDMARSH et al., 2003):

Lo, OTy[r,t]\ _ 0T, [r,t] H R tot .
r2 or T Ky or = PgCy ot para S[ ] r ; > ( . )
Tt =T. (3.12)
Tyls[t] t] =T (3.13)
oT,[r, t]
kg5 = h(Tyl[R,t] = Too) + hinLs (pug,s [Ty [R, €] = pug.o)
a (3.14)

+ eo(T4[R,t] — Ta)

onde 7, (K)¢é a temperatura do gelo, k; (W/mK) ¢ a condutividade térmica do gelo, ¢,
(J/kgK) é o calor especifico do gelo, p, (kg/m’) é a massa especifica do gelo, ¢ (s) é o
tempo, t2 (s) € o tempo no qual termina a etapa recalescente (etapa 2), 7» (K) ¢ a
temperatura do ar, & (W/m°K) é a coeficiente de transferéncia de calor por convec¢io, A

(m/s) é o coeficiente de transferéncia de massa, pvg s (kg/m?) é a massa especifica do vapor

22



de agua na superficie da goticula, pyg« (kg/m’) é a massa especifica do vapor de dgua no
ar, Ls (J/kg) é o calor latente de sublimagdo, ¢ é a emissividade, o (W/m’K?) é a constante
de Stefan-Boltzmann e s/t] (m) ¢ a posi¢ao da frente de solidificagdo.

As equagdes de pugs € pugo para a fase solida, podem ser obtidas da mesma
maneira do que as equacdes utilizadas para a fase liquida. Através da correlagdo
apresentada por BOHREN & ALBRECHT (1998) para o gelo, obtemos as seguintes

eXpressoes para Pgs € Pvg o respectivamente:

)

3
- exp [22,49 — 6141/T,[R, t]]

Pvg.s [Tg [R, t]] = g[R' ] (3.15)

1,323
pugeolTu] = RH (=

[oe]

exp [22,49 — 6141/T00]) (3.16)

onde T, ¢ a temperatura do gelo em Kelvin, e T, ¢ a temperatura do ar em Kelvin.

A equacgdo diferencial para a posi¢do da frente de solidificagdo vai depender da
hipotese adotada para localizagdo do gelo formado na etapa de recalescéncia. Para a
hipotese de formacao de uma casca esférica na superficie da gota, devera ser adotado o
sistema composto pela equacdo (3.17.a) abaixo e sua respectiva condi¢do inicial, a
equagdo (3.17.b). J& para hipdtese de distribui¢ao uniforme do gelo inicialmente formado,

o sistema composto pelas equacdes (3.18.a) e (3.18.b) devera ser adotado.

aT,[r,t] ds[t]

kgT = Lp, 3t para0 <s[t] <1, t > t, (3.17.a)
r=s[t]

s[0] = Rin;i (3.17.b)

0T, [r, ] ds[t]
kgT = megT para0 <sf[t]<1; t > t, (3.18.2)

r=s[t]

s[0] =R (3.18.b)
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3.2.4 Etapa 4: Resfriamento da goticula solidificada

A etapa de resfriamento da goticula solidificada se inicia no tempo ¢ = f#3,
marcando assim o fim da etapa de solidificagdo. Essa etapa tem a mesma formulagao
matematica da etapa de super-resfriamento descrita no item 3.2.1, com a diferenca que as
propriedades relativas a fase liquida serdo substituidas pelas propriedades da fase solida,

como mostrado abaixo (HINDMARSH et al., 2003):

L0 (o) Olnthy _ | OTlr ] 0<r<Rt>t 3.19
r2or\" 9 or ~Pa% 5y pard Tew ; G19
Tylr, ta] = Talr] (3.20)
oT,[r, t]

gl _

5 0 (3.21)
r=0
oT,[r, t]
—_ kg ‘ga— = h(Tg [R’ t] - Too) + thS (pvg,5 [Tg [Rl t]] - pUg,OO)

T, (3.22)

+ eo(T4[R,t] — Ta)

onde T, (K) ¢ a temperatura do soélido (gelo), ks (W/mK) ¢ a condutividade térmica do
sélido, cg (J/kgK) € o calor especifico do solido, pg (kg/m?®) é a massa especifica do solido,
t (s) € o tempo, 3 (s) ¢ o tempo no qual termina a etapa de solidificacao (etapa 3), 74 (K)
¢ a distribuicdo de temperatura na goticula imediatamente ap6s a conclusdo da etapa de
solidificagdo, T (K) é a temperatura do ar, i (W/m’K) é a coeficiente de transferéncia de
calor por convec¢ao, hn (m/s) € o coeficiente de transferéncia de massa, L, (J/kg) € o calor
latente de sublimacg@o, ¢ é a emissividade da superficie do gelo, o (W/m’K?) é a constante
de Stefan-Boltzmann, p,,, s (kg/m’) ¢ dado pela equagdo (3.15), € pyg 0 (kg/m’) ¢ dado
pela equacgdo (3.16).
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4. Método de Solucio

Para resolver o problema proposto no capitulo anterior, a Técnica da
Transformada Integral Generalizada (GITT) serd empregada em cada uma das etapas
anteriormente descritas, com excec¢do da etapa de recalescéncia, pois como discutido no
capitulo anterior, foi assumido que esta etapa ocorre instantaneamente. Com o objetivo
de diminuir o custo computacional, as ndo linearidades presentes nas condigdes de
contorno do problema original serdo incorporadas ao problema de autovalor, assim como
foi proposto por COTTA et al. (2015, 2016). Filtros implicitos também foram utilizados

para homogeneizar a condi¢do de contorno na superficie externa da goticula.

4.1 Etapa 1: Super-resfriamento

Abaixo estdo descritos os grupos adimensionais utilizados na formulagdo do

problema para a etapa de super-resfriamento:

Uy = T,/Tw (4.1)
Uy =Ty/Teo (4.2)
x; =7/R (4.3)

T, = kit/(c,pR?) (4.4)

Aplicando os grupos adimensionais 4.1-4.4 nas equagdes 3.1-3.4, obtemos o

seguinte problema diferencial parcial adimensional:

1 0 Uy [xy, 74] Uy [xy,74]
X412 ax1< ! 0x, ) 014 paraf<x <hh > (4.5)
Uy[x1,0] = Uy (4.6)
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dU,4[0,74]

o =0 (4.7)

_ 0Uq[x1,74]
0x,

= Bic,(U{[1,7,] — 1) + Bim, (p”l-S[Ul[er1]] - Pvz,oo>
(4.8)

pU,O

X1=1

+Bir; (U;*[1,7,] = 1)

onde Bic; ¢ o nimero de Biot para transferéncia de calor por convecgdo, Bim, ¢ o numero
de Biot para transferéncia de massa, Bir; ¢ o grupo adimensional para transferéncia de

calor por radiagdo e p,,; s € a massa especifica de vapor na superficie da goticula liquida:

hR
l
h,L,R
Bim, = %pv,o (+10)
1o
€dRT2
Bir, = X (4.11)
l
i [,
Pvis|V1LL, T1l| = TooU1[1’T1] exp TooU1[1’T1] ( . )

€ pPro € a massa especifica do vapor saturado de agua na temperatura de 273 K.

O ntmero de Biot Bic; representa a razdo entre a resisténcia térmica para
condugdo e a resisténcia térmica para a conveccao na superficie da goticula. Os grupos
Bim, e Bir; tem significados semelhantes ao numero de Biot para a transferéncia de
massa e a transferéncia de calor por radiacdo. O grupo Bim, representa a razao entre a
resisténcia térmica para condugao e a resisténcia térmica para o resfriamento evaporativo,
e o0 grupo Bir; representa a razao entre a resisténcia térmica para conducao e a resisténcia
térmica para a troca por radiacdo. Os valores desses grupos adimensionais governam a
variacdo de temperatura dentro da goticula. Sera visto no Capitulo 5 que, para valores
muito baixos de Bic;, Bim, e Bir;, a temperatura dentro da goticula tende a ser uniforme.

Para simplificar a formulagdo, podemos ainda utilizar a seguinte transformagao
no problema adimensional, fazendo com que as equagdes tomem a forma de equagdes em
sistema de coordenadas retangulares ao invés de equacdes descritas no sistema de

coordenadas esféricas:
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6, = x,U, (4.13)

Ap6s aplicacdo da transformacdo acima, o novo sistema de equagdes fica como

mostrado abaixo:

020, [x;, 7] _004[x1,14]

9,2 = oz, para0 <x; <1;7, >0 (4.14)

01[x1,0] = x1Us (4.15)

0.[0,7,] =0 (4.16)

w + B1[041[1,741164[1,7,] = H, (4.17)
*1 x1=1

onde:

0,11, 7t,]|Bim
B,[6,[1,7,]] = Bic, + Bir,0,°[1,7,] + Pois| 1[p JIBimy (4.18)
v,0
H, = Bic; + Biry + py1Bimy/p,, (4.19)
oL o] 1,323 [19,83 - 5417] 420
LT = ex .
pvl,s 1 1 Too912[1,1'1] p Toogl[ll‘[l] ( )

Com o objetivo de homogeneizar a condi¢do de contorno representada pela

equacao (4.17), foi proposto o emprego do seguinte filtro implicito:

01[x1,71] = Fi1[x1, 74] + 91*[951' 4] (4.21)

onde F; € o filtro proposto € 8, € o problema filtrado. Para o problema filtro foi escolhida

uma equagao linear em x4, ja que um filtro linear ¢ a forma mais simples que ¢ capaz de
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homogeneizar a condi¢do de contorno representada pela equagdo (4.17). Abaixo segue a

equacao proposta para o filtro linear:

Fy[x1,71] = aq[71]%1 + by[74] (4.22)

onde aq[t1] e by[r1] sd0 os coeficientes da equagdo, e a variavel 7; age como um
parametro na equacao proposta para o filtro.
Aplicando as equagdes (4.21) e (4.22) no sistema de equacdes (4.14-4.17),

obtemos as equagdes para os coeficientes a4 [t,] € by[14]:

a[1,] = ! (4.23)
1+ B, [91[1' T1]]
b,[1,] = 0 (4.24)

onde B;[0,[1, 7,]] é dado pela equagéo (4.13).

O problema filtrado ¢ dado pelo sistema de equagdes abaixo:

026, "[x1,74] _ 06, [x1,74] n da, [14]

o2 = o, X, o, para0<x; <1;74 >0 (4.25)

;1 [x1,0] = x,(Uy o — a,[0]) (4.26)

0,"[0,7,] =0 (4.27)

%}2:%] + Bla,[t,] + 0,71, 7,]16,7[1,7,] = 0 (4.28)
x1=1

onde:

Bila,[t1] + 6,7[1,7,]] = Bic; + Biry(a;[t1] + 6,°[1,74])3
Pul,s [a;[7,] + 91*[1; 71]1Bim, 1 (4.29)
pU,O

+
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Puslai[ti] + 0,"[1,7,]] =
1,323 19,83 — 5417
* ex *
To(@s[te] + 0, (L) P T (ar ] + 61 (L, 72])

(4.30)

Hy
1+ By[ay[t;] +6:7[1,74]]

a[tq] = (4.31)

Para solucdo do problema filtrado, emprega-se entdo a Técnica da Transformada
Integral Generalizada. Como forma de iniciar a aplicag@o desta técnica, foi escolhido o

seguinte par transformada-inversa:

1
6, *[t,] = x4, 7t,164 " [x1,7,] dx Transformada
) fowll[l 16, [, 71 dy f )

_ i 01, [t ]9y, (21,74

Inversa 4.33
Nli[Tl] ( )

91*[351"[1]

O problema de autovalor ¢ entdo escolhido com base no sistema de equacdes
homogéneas do problema original. Seguindo a metodologia proposta por COTTA et al.
(2016) para aceleragdo da convergéncia de problemas convectivos-difusivos, o problema
de autovalor proposto incorpora o termo ndo-linear B;[a,[7,] + 0;"[1,7,]] presente na
condi¢do de contorno de terceiro tipo do problema original. Diferentemente do que ocorre
na aplicag¢do da abordagem tradicional da GITT, a presenca dessa ndo-linearidade faz com
que as autofuncdes e os autovalores se tornem varidveis no tempo. O sistema de equacdes

do problema de autovalor proposto ¢ dado pelas equacdes abaixo:

0% [x4,74]

ez T i 2[Ty ] [x1, 711 =0 para0<x <1 (4.34)
1
Y1[0,74] =0 (4.35)
0Py [x1,74] .
% + Bl [al[Tl] + 91 [1, Tl]]lpl[xll ’7_'1] = O (4.36)
1 x1=1
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onde y,; representa os autovalores e By [a;[1,] + 0,"[1,,]] é dado pela equacdo (4.29).

O problema acima tem como solugdo a seguinte autofungao:
Yilx, 7] = Sen[ﬂli[fl]xﬂ (4.37)

A norma e a equacdo transcendental correspondentes ao problema de autovalor

ndo linear sdo, respectivamente:

1
Ny o] = f R AL (4.38)
0

#1i[T1]COS[#1i[Tl]] + Bila;[t1] +6:7[1, T1]]Sen[#1i[71]] =0 (4.39)
onde B;[a[11] + 0;7[1, 7,]] é dado pela equacdo (4.29).

Passando-se ao processo de transformacao integral propriamente dito, aplica-se o

operador integral ! Y4.__dx, nos dois lados da equacdo (4.25):
0 l

1 020, [x,, 7] 00, [x1,74]
-fo wli[xpﬁ]%d 1 —f 2% x1,T1]1T111dx1
aa (4.40)
al,[ f‘/’l [x1, T1]%y doxy
1

Utilizando a segunda férmula de Green no termo do lado esquerdo da equacao

acima obtemos:

026, [x1,71]

! ! 021/)1-[351"[1]
[ b ) = = [0 T )
0 X1 0

9x,2 1
001" [x1,74] x alpli[xl;fl] ! (4.41)
i[xl'Tl]a—xl_ 61 [xl,Tﬂa—xl

onde:
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001" [x1,71]

[¢1i[x1,f1] —ox, 01" [x1,71]

—alp“[xl'rl]] =0 (4.42)

6x1

1 % azlpl-[xliTl] 1 %
J 01 [x1,T1]de1 = —J 04 [xl,rl]uliz[rl]lpli[xl,rl] dx; (4.43)
0 0

Aplicando o teorema de Leibniz no primeiro termo do lado direito da equagdo

(4.40), temos:

691*[351:'[1]
0T,

1
f Y1,[%1, 74]
’ (4.44)

1 *
d fo 01" [x1, T1 |1, (%1, T1] dxy o, 0Py ,[x1,74]
= ot - 1 [x1; Tl] T
1 0 1
A condi¢do inicial, equacdo (4.26), pode ser transformada assim como foi feito

para a equacao (4.25):

1 1
f lpli[xlffl]el*[xl' 0] dx; = f l/J1,-[x1; T1]x1(Uy,0 — a1[0]) dxy (4.45)
0 0

Substituindo as equagdes (4.41-4.44) na equacdo (4.40), e depois de alguma
manipulagdo matematica, obtemos a equacgdo (4.46). A equagdo (4.46) juntamente com a
condi¢do inicial transformada (eq. (4.45)) formam um sistema de equagdes diferenciais
ordinarias (EDOs). O sistema formado corresponde ao sistema transformado para o

problema filtrado, sendo composto pelas equacdes descritas abaixo:

TR , 1 (%1, T1] 9y 21,74 ] *
d’l'l + Z 6ij.u1i [Tl] - fo Nlj [Tl] axl dx1 91] [Tl]

J=1 (4.46)

da[t,] !
= _lellfo ¢1i[x1;T1]x1 dx;
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W[O] = (U0 — a4[0]) follpu[xl' 0], dxq

onde:

H,
1+ Bylay[r,] +6,7[1,74]]

a[t] =

Bila,[t1] + 6,7[1,7,]] = Bic; + Biry(a;[t1] + 6,°[1,74])3

_I_pvl,s [ai[t1] + 6,7[1, 74 ]]1Bim, _
Pv.o

Puslai[ti] + 0,"[1,7,]] =
1,323 [ 19,83 — 5417
* ex *
To(@s[ta] + 0, (L) P T (ar ] + 61 (L, 72])

[0¢]

‘1,7 Zell* T1 1/J1 [1,74]
1] Ny; [T4]

i=1

e 1, € dado pela equagdo (4.37), ¢ Ny, € dado pela equagio (4.38).

(4.47)

(4.48)

(4.49)

(4.50)

4.51)

Para solucionar o sistema acima necessitamos também dos autovalores pq,[74] €

do coeficiente a, [74]. Podemos diferenciar as equagdes (4.39) e (4.48) em relacdo a 74, €

formar um novo sistema de EDOs contendo as equagdes diferenciais para 6, "[1,],

t;[71] € a;[71], € suas respectivas condigdes iniciais.

Para obtengdo dos autovalores pq,[71], podemos diferenciar a equagdo

transcendental (eq. (4.39)) em relagdo a 74, € usar a propria equagdo (4.39) parat; =0

como condi¢do inicial. Assim € estabelecida a EDO para os autovalores uy,[7,], como

pode ser visto nas equagdes abaixo:
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d 1;L41
L[T](COS[HH[H]] - #1i[71]56n['u1i[rl]] *

dt,
Bilas[t1] + 617[1, 74 ]1cos |y, [T1]]) (4.52)
N 0B, [a1 [T1]a;|'191*[1,‘[1]] Sen[,uli[l'l]] —0
w1, [0]cos[pq,[01] + By[a;[0] + 6,7[1,0]]sen[uy,[0]] = 0 (4.53)

onde B, [a,[1,] + 0;"[1,7,]] é dado pela equacdo (4.49) e 0,"[1, 7] é dado pela
equagdo (4.51).

Do mesmo modo, o coeficiente a,[7;] ¢ obtido através da diferenciacdo da
equacao (4.48) em relacdo a 74, e da utilizacao da prépria equagdo (4.48) para 7, =0 como
condicdo inicial. A EDO relativa ao coeficiente a,[74] e sua respectiva condi¢ao inicial

sdo apresentadas abaixo:

d 1L%1 * d 11%11%1 91* 1' 1
R B R R LIRCICE
0] = Hy
4= TR w01 + 6, LT @59)

onde B, [a,[1,] + 0;"[1,7,]] é dado pela equacdo (4.49) e 0, "[1, 7] é dado pela
equagdo (4.51).

As equacdes (4.46),(4.47) e (4.52-4.55) formam um sistema de EDOs acoplado.
Ap6s o truncamento em determinada ordem M, que garanta a convergéncia, este sistema
sera resolvido numericamente. A distribui¢do de temperatura na goticula 0, [x;, 7], €
obtida através da formula da inversa (eq. (4.33)) aplicada aos potenciais transformados
W[Tl] resultantes da solugdo numérica do sistema de EDOs. O campo de temperatura
original pode ser obtido somando-se o filtro mais a distribuicdo de temperatura
representada pelo problema filtrado 68, *[x;,7,] (eq. (4.21)), e retomando as mudangas de

variaveis realizadas.
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4.2 Etapa 2: Recalescéncia

Como explicado no capitulo anterior, ¢ assumido que a etapa de recalescéncia
ocorre instantaneamente. Sendo assim, o Unico calculo necessario para esta etapa, ¢ o
volume de gelo formado pela nucleagdo, ja que este valor tem impacto nos valores de ¢ e
Ri»i. Como visto na equacao (3.7), esse valor ¢ obtido por uma simples equacao algébrica,

ndo necessitando de nenhum método matematico em especial para sua determinacao.

4.3 Etapa 3: Solidificacao

Com o objetivo de simplificar as equagdes, os grupos adimensionais utilizados na
etapa de solidificagdo serdo modificados em relacdo a etapa de super-resfriamento.

Seguem abaixo os grupos adimensionais relacionados a solidificagao (etapa 3):

Us = 7T‘i :YTT (4.56)
y3=1/R (4.57)

ay =ky/(cspg) (4.58)
v[;] = s[t5]/R (4.59)
T3 = a,t/R? (4.60)

Aplicando os grupos adimensionais nas equagdes (3.11- 3.18.b), obtemos o

seguinte sistema adimensional:

1 a aU , T aU T
< J2 3Ly 3]) = 31Y3 75 parav[t;] <y; <1;73 >0 (4.61)

E@)@ Y 0y3 013

Us[ys 0] =0 (4.62)
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Us[v[t3], 73] =0 (4.63)

au ,
- # = Bics(Us[1,73] — 1)
Y3 y3=1
+Bim3 (pvg,s [U3[1, T3]] - pvg,00>
Pv.o (4.64)
+Bir3(U3[1, T3](U33[1,T3]133 + 4U32[1; Ts]ﬁz + 6U3[1,T3]ﬁ +4)
+(1-T,%/T.")1/B)
dUs[ys, 73] _ Lpga,  0v[ts] (4.65.2)
ay3 y3=v[r3] kg (TOO - TC) aT3
v[0] = Rin;/R (4.65.b)
dUs[ys, 73] _ Lmpgay  0v[ts]
a - k (T _ T) aT (4.66.a)
E y3=v[13] gr® ¢ 3
v[0] = 1 (4.66.b)

onde Bic; ¢ o nimero de Biot para transferéncia de calor por convec¢do, Bims ¢ o numero
de Biot para transferéncia de massa, Bir; ¢ o grupo adimensional para transferéncia de

calor por radiagdo e p,,4 ¢ € a massa especifica do vapor na superficie solida da goticula:

~ RR

BlC3 | — (467)
kg

thstv 0
Bim, = ———— 4.68
P T (o = T)) (4.68)
, soRT}

Blr3 = (469)
kg

p=lo_le (4.70)

T, ’
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1,323 22,49 — 6141
ex
(Too — TU5[L, 73] + T, P [(T,, = TOUs[1, 73] + T,

Pvg,s [03 [1'7-3]] = 4.71)

€ pPro € a massa especifica do vapor saturado de agua na temperatura de 273 K.

Assim como foi feito na etapa de super-resfriamento, podemos aplicar a seguinte
transformag¢ao no sistema adimensional, fazendo com que as equagdes tomem a forma de
equagdes em sistema de coordenadas Cartesianas ao invés de equagdes tipicas do sistema

de coordenadas esféricas:
03 = y3Us; (4.72)

Ap6s aplicagdo da transformacao, o novo sistema de equagdes fica como mostrado

abaixo:

6203 [y3, T3] _ 693 [)73; T3]

; 4.
3y.2 oz, para v[13] <y; <1;73>0 (4.73)
03lys, 01 =0 (4.74)
O5[v[ts], 73] =0 (4.75)
903[ys, 73] (4.76)
% + B3[65[1,75]103[1, 73] = H;
Y3 y3=1
a93 [Y3,T3] _ L’Dgag vt av[T3] (4773)
= 3
Ws oy KoTw = Te) 075
v[0] = Rini/R (4.77.b)
003[ys, 73] . megag vlt o0v|[t3] 4.78.2)
= 3 78.a
ay3 y3=1}[‘L'3] kg (TOO - TC) aTg
v[0] =1 (4.78.b)

onde:
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B; [93[1JT3]] =

Bics + 4Biry (1 + 65[1,73] + M> (1 N posl1, T3]>

2 2
(4.79)
+pvg,s[93 [1, TB]]Bim3 _1
pU,O

N\ 1 (4.80)

H; = Bics — Birs [ 1 — —— | 5 + Pvg,Bims/py

T.* ) p
pvg,s[93 [1'7-3]] =

1,323 22,49 — 6141 (4.81)

ex
((Too - TC)93[1' T3] + TC)93[1' T3] P |i(Too - TC)HS [11 T3] + TC
O sistema adimensional acima gera problemas de autovalor mais complexos

devido aos limites da coordenada y. Para simplificacdo, podemos ainda aplicar a seguinte

transformagdo no sistema adimensional:

X3 =1y, (4.82)

nlrs] =1 —v[r;] (4.83)

Apos aplicacdo da transformacdo relativa as equagdes (4.82) e (4.83), o novo

sistema de equacdes fica como mostrado abaixo:

0205 [x3, 5] _ 005 [x3, 5]

= ; 4.84

2,2 ot para 0 < x3 <nlt3];73 >0 (4.84)
93 [x3, O] =0 (4.85)

Os[nlrsl, 73] =0 (4.86)
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08s1x5 7] (4.87)
_% + B3[93[0;T3]]93[0' ‘L'3] = I—I3
x3 X3=0
003[x3, 5] Lpya onrs] (4.88.2)
% :ﬁ(l_n[,’%]) a 3
X3 x3=n[13] g\'®© c T3
nl0]' =1 = Rins/R (4.88.b)
065[x3, 73] megag aT][T3]
= (T, — 1y LMD 489.2
0% ypmpiry Ko(Teo =T 973 (4.89.2)
nlo]'=0 (4.89.b)
onde:
B3 [03[0)7—-3]] =
20 2 0' 8 O,
Bic; + 4Bir; (1 + £05]0,75] + 33#[%]) (1 4 %)
(4.90)
+ Puvg.s [93 [O, Tg]]Bim3 _q
pU,O
. _ Bi To™\ 1 . 4.91)
H3 = BlC3 - BlT3 1 - F E + pvg’ooBlm3/pv,O
c
Pvg.s [93 [0, Ts]] =
1,323 22,49 — 6141 (4.92)

(T — T)0500,75] + T)05[0,75] 7 [(Tm —T)0,[0,75] + T,

Para esta etapa, foi proposta novamente a utilizagdo de um filtro implicito para

homogeneizar a condi¢do de contorno representada pela equagao (4.87):

03[x3, 73] = F3[x3, 73] + 93*[353:'[3] (4.93)
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onde F; ¢ o filtro proposto e 85" ¢ a solugdo do problema filtrado. Mais uma vez foi
escolhida uma equacgdo linear em x5 para o filtro, ja que um filtro linear ¢ a forma mais
simples que ¢ capaz de homogeneizar a condi¢do de contorno representada pela equacgdo

(4.87). Abaixo segue a equagdo proposta para o filtro linear:

F3[x3, T3] = as[t3]x3 + b3[75] (4.94)

onde as[t3] e bz[t3] sdo os coeficientes da equacdo, e a variavel 73 age como um
parametro na equacao proposta para o filtro.
Aplicando as equagdes (4.93) e (4.94) no sistema de equacdes (4.84-4.87),

obtemos as equagdes para os termos asz[13] e bz[13] do filtro F;:

aalta] = 1+ B5[05[0, 74]]n[7s5] (4.93)

bs[t3] = H3n[ts] (4.96)
3T 14 B4[6;[0, 74 ]In[t;] |

onde B5[605[0, t5]] é dado pela equagio (4.90).

O problema filtrado ¢ obtido através do emprego da equagao (4.93) nas equagdes
do sistema adimensionalizado (eqgs. 4.84-4.87). Em um primeiro momento, vamos tratar
da transformacgdo das equacdes referentes a transferéncia de calor na fase solida. Assim,

aplicando a equacgdo (4.93) nas equacdes (4.84-4.87), temos:

0265 [x3, 73] _ 063" [x3, 73] das[ts] = 0bs[ts]
= + X3 +
0x3° 013 013 073 (4.97)

para 0 < x; < nlts];73 >0

93*[353' 0] = —a3[0]x3 — b3[0] (4.98)

ae ' 4 * *
_% o + B, [b3 [13] + 657[0, 13]]93 [0,73] = 0 (4.99)
68" [nlzs], 731 =10 (4.100)
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onde:

B; [b3[T3] + 93*[0,T3]] = Bics

,Bz(b3 [t3] + 93*[(): T3DZ>
2

+4Bir; ((1 + B(bslt3] + 657[0,75]) +

(4.101)
<1+MMHJ+BJWJJ»>+m%d%hﬂ+%Taaﬂmm3_1
2 Pr,o

—H; (4.102)

az[z3] = "

1+ B; [b3 [3] + 6570, T3]]77[T3]

_ Hsnlzs]
balvs] = 1+ B; [b3 [t3] + 93*[0, T3]]77[T3] (4.103)

Pvg,s [63 [0' T3]] =

1,323

((Too — T.)(bs[r3] + 93*[0» 73]) + Tc)(b3 [t3] + 93*[0» T3]) (4.104)

[ 22,49 — 6141 ]
ex ¥
P T =T (bslrs] + 6510, 75)) + T,

Novamente a Técnica da Transformada Integral Generalizada sera utilizada para

solucdo do problema filtrado. O par transformada-inversa escolhido foi:

n[z3]

03, [13] = : P3,[x3,73]03 [x3,73] dx3  Transformada (4.105)
C 63, [t3]13,[x3, 73]
9 * — l l .
3 [X3, T3] E Ny, [zs] Inversa (4.106)

O problema de autovalor é escolhido com base no sistema de equacdes
homogéneas do problema original. Novamente, a metodologia proposta por COTTA et

al. (2016) para aceleracdo da convergéncia de problemas convectivos-difusivos sera
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adotada, desta vez em um problema de contorno moével. O problema de autovalor
proposto incorpora o termo ndo-linear B;[bs[t3] + 65°[0, 75]] presente na condigio de
contorno de terceiro tipo do problema original, fazendo com que as autofungdes e os
autovalores se tornem varidveis no tempo. O sistema de equagdes do problema de

autovalor proposto ¢ dado pelas equagdes abaixo:

0%3[x3, 73]

Ox 2 + ‘u3i2[7.-3]¢3 [x3, T3] =0 para 0< X3 < n[T3] (4.107)
3
d ) x
SIS TL B lbyra] + 0510, 7l 7] = 0 (4.108)
3 X3=0
Ys[nltsl, 73] = 0 (4.109)

onde u3, representa os autovalores e B;[bs[t3] + 05"[0, 73]] é dado pela equagio
(4.101).
A partir do problema auxiliar acima obtemos, respectivamente, a autofungao, a

norma e a equacao transcendental para os autovalores:

V3lx3, 73] = sen[us;[t5]nlTs] — %3] (4.110)

n[zs3] )
N3;[z3] = PY3”[x3, 73] dxg (4.111)
0

#3i[T3]COS[ﬂ3i[T3]77[T3]] + Bs[b3[13] + 657[0, T3]]59n[#3i[T3]77[T3]] =0 (4.112)

Aplicando o operador integral [ On[rgl Y. dx; nos dois lados da equagio (4.97),

i

temos:

nlzs] 0%03"[x3, 73] nles] 005" [x3, T3]
. _ = . ——d
-fo 1/)3L[x3'T3] 9x,2 dx; -fo 1/)3l[x3;T3] 975 X3
das[ts] (7l dbs[ts] (Ml (4.113)
—= ¢3i[x3,T3]x3 dxs + — l/)3i[x3, T3] dx3
dat3  Jo 13 Jo

41



Utilizando a segunda férmula de Green no termo do lado esquerdo da equacao

acima obtemos:

nlrs] 6293*[)(3,1'3] n[ts] . 62¢3i[x3’1_3]
-fo 1/J3i[x3,T3]T32dx3 =f0 05 [x3'T3]T32d 5
003" [x3, 73] . 0P, [x3,75] el (4.114)
+ lp3i[x3’f3]a—xg_ 3 [xa,T3]a—x3
onde:
[z3]
905" [x T * 61/) -[x3'T3] !
[tpgi[xg,rg]%—% [953,13]3le3 =0 (4.115)
e
sl * 02'(/)3,[3(3,’[3]
J 03" [x3, T3] ———F—dx3
0 0x3
(4.116)

nlzs3l
—— [ 65", Tl sy s, T3] dxs
0

Aplicando o teorema de Leibniz no primeiro termo do lado direito da equagdo

(4.113), temos:

el 0057 [x3, T3]
-fo V3, lx3, 73] —613 dx;
d fon[rg] 93*[x3,1'3]1,l)3i[x3,1'3] dx; . do
= 97 + |l/)3i[x3,‘r3]93 [x3’T3]|x3=0E
¥ 3 (4.117)
: dnlts]
—|1/J3l.[x3,‘[3]93 [x3,‘[3]| &

X3=T][T3] dT3

nizs] 03, [x3,73]
— 05" [x3, T3] —=——dx
-fo 3 [X3,T3 9%, 3

A condicdo inicial ¢ transformada através do mesmo operador integral utilizado

na transformacgao da equacao (4.97):
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n[z3] n[z3]

1/J3i[x3' 7316057 [x3,0] dx3 = —a3[0] l/J3i[x3, T3]x3 dx;
0 ° (4.118)
n[r3]

—bs[0] l,1)3,-[953: T3] dx3

0

Substituindo as equagdes (4.114-117) na equagdo (4.113), e depois de alguma
manipulagdo matematica, obtemos a equacao (4.119). A equagao (4.119) juntamente com
a condi¢do inicial transformada (eq. (4.118)) formam um sistema de equacdes diferenciais
ordindrias (EDOs), que corresponde ao sistema formado corresponde ao sistema

transformado para o problema filtrado, sendo composto pelas equagdes descritas abaixo:

d93
— Z@%m

n[r3] lp3j[x3; T3] al/J3l.[x3, T3] 9 [ ] _
fo EN 05 %), 17l = (4.119)
das[ts] n[zs] dbs[15] nlts]
_d—T3 . ¢3i[x3,T3]x3 dx; — dts 1/J3l-[x3;T3] dxs

— n(rs]

03, [0] = —as5[0] l/)3i[x3,‘c3]x3 dx;
° (4.120)

n[zs]

—bs[0] l,1)3,-[953: T3] dx3

0

onde 1/)3l, ¢ dado pela equagéo (4.110) e N3, € dado pela equacdo (4.111). Os coeficientes

as[t3] e bs[t3] serdo resolvidos simultaneamente ao sistema acima, como veremos
adiante.

Procedemos agora para o tratamento das equacdes relativas a fronteira movel,
substituindo a equacdo do filtro, equacao (4.93), e a inversa, equagdo (4.106), nas

equacdes (4.88) e (4.89). As equagdes tomam a seguinte forma:
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(00}

d Z 93]*[T3]1/)3j[x3' 73]

P + a;|T
0x3 Ngj[T3] 517)
- x3=1[73] (4.121.a)
_ Lpgay dnlz;]
n[0] =1 — R;n;/R (4.121.b)
d i@[’%]lpy[x&ﬁ] e
b ax|T
0x3 = Ngj[T3] 3L
I= x3=n[15] (4.122.a)
_ Lmpgay dn[rs]
n[0] =0 (4.122.b)

onde l/J3i ¢ dado pela equagdo (4.110) e N3, ¢ dado pela equagdo (4.111). O coeficiente
as[73] serd resolvido simultaneamente ao sistema acima, como veremos adiante.

Para obter os valores de u3,[75], como feito para a etapa de super-resfriamento,
diferenciamos a equa¢do transcendental (eq. (4.112)) em relagdo a 73. A equagdo
resultante da diferenciacdo juntamente com a propria equacdo transcendental para 73 =

0, sdo apresentadas abaixo:

dys. 5
Md;[; ] (cos [#3i[T3]77[13]] — uz,[ts3]nlrs]sen [,ugi[‘[3]r][r3]] +

B3[bs[ts] + 03[0, 73] n[z]cos s, [zalnles] )

—pa 2[Ts]sen s, [raInles] dz[;:] (4.123)
+B3[ba[t3] + 0510, 731 u3 [r3]cos |3, [zaInlzs] | dz[s]
+6B3 [bs [T3]a :3@3*[0, 73] o [#3i[T3]n[T3]] — 0
uz;[0]cos[us;[0]n[0]] + Bs[bs[0] + 657[0,0]]sen[us,[0]n[0]] = 0 (4.124)

onde:

44



B; [b3[T3] + 93*[0,T3]] = Bics

,Bz(b3 [t3] + 93*[(): 73])2

+4Bir; ((1 + B(bslt3] + 657[0,75]) +

2
(4.125)
(1 + IB(bB [TB] +263*[0' T3D>> + pvg,s[b3 [T3] ‘;03*[0, Tg]]Bimg _ 1
Prg,s [63 [0' T3]] =
1,323
((Too — T.)(bs[t3] + 657[0, 73]) + Tc)(b3 [t3] + 657[0,73]) (4.126)
22,49 — 6141
exp [(Too “T,)(bslts] + 6510, 75]) + TC]
205 " 10,
05°[0, 73] = z Y [EWE?][ il (4.127)
j=1 3jL°3

O mesmo procedimento ¢ feito para obtengdo das equagdes diferenciais ordinarias
relativas aos coeficientes as[15] € b3[T3]. As equagdes diferenciais e suas respectivas

condi¢des iniciais sdo dadas abaixo:

d 3L3 "
c; T[: ] (1 + Bs[bs[z3] + 85[0, 751]n[5])

0B; [b3 [T3] + 93* [0, T3]]
+
014

az[3lnlts] (4.128)

dnlz;]
dts

+as[t3]B;3 [b3 [z3] + 657[0, T3]] =0

—H,
" 1+ By[b3[0] + 65" [0,01]5[0]

az[0] (4.129)

dbs|7; *
%:](1 + Bs[bs[t3] + 6570, 751]nlr5])

0B; [bs [Ts] + ‘93’k [0, T3]]
+
015

(4.130)

bs[t31n(t;]
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dn|zs] dn|zs]

+b3[T3]B3[b3[T3] +93*[O;T3]] a7 — Hj dr. 0
H3n[0]
b3 0 = .
Lo} 1 + B3[b3[0] + 657[0,0]]n[0] (4.131)

onde 1/)3i ¢ dado pela equagdo (4.110), N3, € dado pela equagdo (4.111),

B; [b3 [t5] + 657[0, 13]] ¢ dado pela equacdo (4.125), e 65°[0, 73] é dado pela equagio
(4.127).

O sistema de EDOs acoplado ¢ formado pelas equagdes (4.119-120), (4.123-124)
e (4.128-131). Dependendo da hipdtese escolhida para formacdo de gelo na etapa de
recalescéncia, também fardo parte do sistema de EDOs as equagdes (4.121) ou (4.122).
Ap6s o truncamento em determinada ordem M, que garanta a convergéncia, o sistema
acoplado sera resolvido numericamente. A distribui¢do de temperatura na goticula

03" [x3, T3], € obtida através da formula da inversa (eq. (4.106)) aplicada aos potenciais

transformados 931*[13] resultantes da solu¢do numérica do sistema de EDOs. O campo

de temperatura original pode ser obtido somando-se o filtro e a distribuigdo de
temperatura representada pelo problema filtrado 65 *[x3, T3], como mostrado na equagdo
(4.93). A posigéo da interface da goticula é dada através dos valores 1[73] provenientes
da solu¢do numérica do sistema de EDOs, retomando as mudangas de variaveis que foram

feitas:

s[t3] = R(1 = nlz3]) (4.132)

4.4 Etapa 4: Resfriamento

A modelagem matematica etapa de resfriamento da goticula congelada ¢ bastante
similar a etapa de super-resfriamento do liquido e, portanto o método utilizado para
solucdo de ambas as etapas ¢ praticamente o mesmo. A diferenca basica neste caso ¢ que
a goticula ndo apresenta temperatura inicial uniforme. Abaixo estdo descritos os grupos

adimensionais utilizados nas equacdes do problema:
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Uy =T,/ Te (4.133)
x, =7/R (4.134)

T, = kyt/(cgp4R?) (4.135)

Aplicando estes grupos adimensionais nas equagdes (3.19-3.22), obtemos o

seguinte sistema adimensional:

1 9 <x 2 6U4[x4,1'4]) _ 0U,[x4,74]
. =

o, oz, para0<x, <1;7,>0 (4.136)

Uy[x4,0] = Ug(x4) (4.137)
dU,4[0, 7,] _
T = (4.138)
_ U, x4, T4]
d0x, -

Pug,s [U4[1: T4]] - pvg,oo> (4139)

= BlC4(U4[1, T4] - 1) + Blm4<
pv,o

+Bir, (U,*[1,74] — 1)

onde U, (x,) ¢ a distribuigdo de temperatura na goticula apos a etapa 3, Bic, ¢ o numero
de Biot para transferéncia de calor por conveccdo, Bim, ¢ o nimero de Biot para
transferéncia de massa, Bir, ¢ o grupo adimensional para transferéncia de calor por

radiacdo € p,,4 s € a massa especifica do vapor na superficie da goticula sdlida:

hR
Bic, = = (4.140)
g
thstvo
Bimy, = ————— (4.141)
kgTe
eoRT2
Bir, = (4.142)
kg
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Puvg,s [U4 [1, T4]]

1,323 22,49 — 6141
[ ] (4.143)

TTLULL ] SR TTLUL, 7,

Seguindo a metodologia utilizada no item 4.1 deste capitulo, faremos a
transformagdo das equacdes do sistema de coordenadas esféricas para o sistema de

coordenadas Cartesianas, utilizando a seguinte expressao:
64 == x4U4 (4.144)

Apos a transformacgdo descrita acima, o novo sistema de equacdes fica como

mostrado abaixo:

020,44, T4] _00,[x4,7,]

o1, = oz, para0 <x, <1;7,>0 (4.145)
04x4, 0] = x,Uq(x4) (4.146)
0,[0,7,] =0 (4.147)
% + By[04[1,74]1604[1,74] = H, (4.148)
4 x4=1

onde:

+ pvg,s [94 [1' T4]]Bim4 . 1

B,[6,[1,7,]] = Bic, + Bir,0,%[1,1,] (4.149)
pv,o
H, = Bicy + Biry + pyg.Bim,/p,, (4.150)
(0,11, 2.]] 1,323 [22,49 - 6141] 151
, T = ex .
pvg,s 4 4 Too942 [1, T4] p T0094.[1l T4] ( )

Novamente um filtro implicito sera empregado para homogeneizar a condi¢ao de

contorno representada pela equagao (4.148):
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O4[x4,Ta] = Fu[x4, T4] + 94*[954; T4] (4.152)

onde F, ¢ o filtro proposto e 8, ¢ a solugdo do problema filtrado. Para a expressdo do
filtro foi escolhida uma equagdo linear em x,, j& que um filtro linear ¢ a forma mais
simples que ¢ capaz de homogeneizar a condi¢do de contorno representada pela equacgao

(4.148). Abaixo segue a equacdo proposta para o filtro linear:

Fulx4, T4] = ag[T4]xs + by[74] (4.153)

onde a,[74] e by[74] sdo os coeficientes da equacdo do filtro, e a varidvel 7, age como
um parametro na equagao proposta para o filtro.
Aplicando a equagdo (4.152) no sistema de equagdes (4.145-4.148), obtemos as

equacdes para os coeficientes a,[74] € by[T4]:

aq[t4] = TEACATR A (4.154)

by[t4] =0 (4.155)

onde B,[0,[1,7,]] é dado pela equagdo (4.149).

O problema filtrado ¢ dado pelo sistema de equagdes abaixo:

6294:;5:3,14] = 694*6[::'T4] x4acg4—T[z4] para0<x, <1;7,>0 (4.156)
04" [x4,0] = x4 (Ug(x4) — a4[0]) (4.157)
0,"[0,7,] =0 (4.158)
%ﬁjm + Bylag[ta] + 60,71, 74]16,7[1,74] = 0 (4.159)
x4=1
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onde:

Bylay[t,] + 647[1,74]] = Bicy + Biry(as[t4] + 6,71, 74])°

L Prgs [ay[ts] + 6471, 74]1Bim, ) (4.160)
pU,O
Pvg,s [a4 [T4] + 94*[1, T4]] =
1,323 22,49 — 6141
exp (4.161)

Too (ay[T4] + 6,71, 74])? Too(ay[T4] + 6,7[1,74])

H,
1+ Bylay[ty] + 64*[1» 7,]]

as[ts] = (4.162)

Para solug¢do do problema filtrado ¢ empregada a Técnica da Transformada

Integral Generalizada, utilizando-se o seguinte par transformada-inversa:

1
6, "It =f (x4, 7416047 [x4, T4] dx Transformada
4, [Tal . Y4 [%4, 74104 [x4, T4] dxy f (4.163)

00 —

6, [t x4, T
0, [X4,T4] = z il [1€4¢[4Tl4[] Azl Inversa (4.164)
i

i=1

O problema de autovalor ¢ entdo escolhido com base no sistema de equacdes
homogéneas do problema original. Seguindo a metodologia proposta por COTTA et al.
(2016) para aceleragdo da convergéncia de problemas convectivos-difusivos, o problema
de autovalor proposto incorpora o termo ndo-linear B,[a,[t,4] + 0,"[1,7,4]] presente na
condi¢do de contorno de terceiro tipo do problema original. Diferentemente do que ocorre
na aplicag¢do da abordagem tradicional da GITT, a presenca dessa ndo-linearidade faz com
que as autofuncdes e os autovalores se tornem varidveis no tempo. O sistema de equacdes

do problema de autovalor proposto ¢ dado pelas equacdes abaixo:

0%y (x4, T4]

ax42 + M4L-Z[T4]l/)4[x4, T4] == 0 paT‘a O < x4 < 1 (4.165)
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Pu[0,74] =0 (4.166)

0P4[x4, Ta]

ax + Bulaa[ta] + 047 [1, Ta]lYalx4, T4l = 0 (4.167)
4

X4=1

onde 1, representa os autovalores e By [a,[74] + 0,"[1,74]] € dado pela equagio (4.160).

O problema acima tem como solugdo a seguinte autofungao:
YulX4, T4] = sen[u4i[‘r4]x4] (4.168)

A norma e a equacdo transcendental correspondentes ao problema de autovalor

ndo linear sdo, respectivamente:

1
Ny [74] = f a2 [x74] dxs (4.169)
0

ﬂ4i[T4]COS[H4i[T4]] + Bylas[ta] + 94*[1;'[4]]59”[#41-[74]] =0 (4.170)

onde Byla,[14] + 04" [1,74]] € dado pela equagio (4.160).
Aplicando o operador integral fol Y4, dx, nos dois lados da equagdo (4.156),

temos:

026, [x4, T4]

1 1 00, [x4,T4]
f 1/)4i[x4'T4]de4 :f 1/)4i[x4,r4]#d
0 4 0

0t
! 4.171)
0a,[t4]

1
97, -fo l/J4i[x4,T4]x4 dx,

Utilizando a segunda férmula de Green no termo do lado esquerdo da equacao

acima obtemos:

026, [x4, T4]

1 ! 621/)4 i [x4r T4]
f 1/’4i[x4;T4]de4 =f 0, (X4, Tal ———
0 X4 0

L dx, (4.172)
4
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1
694*[3(4_,7.'4] % al/)4i[X4,T4]
i[x4’T4]T_04 [x4,T4]a—x4 0
onde:
90 ) . oY, [x4,74]]'
[¢4 x4.T4]M 04 [M.M]# =0 (4.173)
4 0
e

o 0%, [x4,74] 1 ,
J 04 [x4,T4]T42dx4 =— J 04" [X4, Tality 2[Taltpy [Xa, Tal dxy  (4.174)
0 0

Aplicando o teorema de Leibniz no primeiro termo do lado direito da equagdo

(4.171), temos:

1 00, x4, T
f l/J4i[x4, T4] % dx,
0 Ty

(4.175)

1 *
d fo 04 [%4, Tal s, [x4, T4 dxy o, 0y, [x4, T4]
= 97, - 4 [X4,T4] —6x4
0

A condicdo inicial, equagdo (4.157), pode ser transformada assim como foi feito

para a equacao (4.156):

1 1
f P4 (X0, 74104 g, 0] diy = f o o Talxa UaCa) — ag[0]) dxy  (4.176)
0 0

Substituindo as equagdes (4.172-175) na equagdo (4.171), e depois de alguma
manipulagdo matematica, obtemos a equacao (4.177), que juntamente com a equagao

(4.176) formam o sistema de EDOs abaixo:

d04 [u N ( 14, (%4, Ta] 3ty [, 4] *
64, [ra] | 2‘ [ f l dx, )6, [t 4177
]=1 ] 4 4-] 0 N4]-[T4] ax4 4 4-] [ 4] ( )
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d 1

—_ ‘Z*T[:‘*] fo a; [Xa T4l s d2y
L 1 1
02,101 = [ UaGea,fa O d = 0] [ Oy, @178)

0 0
onde:
aylts] = s
el T TS Bylas[ts] +60,7[1,74]] (4.179)

Bylay[t,] + 6047[1,7,4]] = Bicy + Biry(as[t4] + 6,71, 74])°

L Prgs [ay[ts] + 6471, 74]1Bim, ) (4.180)
pU,O

Pvg,s [a4 [T4] + 94*[1, T4]] =

1,323 [ 22,49 — 6141 @.181)
7 ex = .
Too(@a[Tal + 0 (L, 7a))% P |T,0 (@[Ta] + 047 [1,74])
= 0, *[T4]1/)4-[1» T4]
0," 1,7,] = Z L L 4.182
4 [ 4—] - N4_i[T4] ( )

€ Py, € dado pela equagdo (4.168), e N,; ¢ dado pela equagio (4.169).
Como visto no item 4.1 deste capitulo, precisamos obter também as equagdes
diferenciais para os autovalores u,[74] € para o coeficiente a,[7,]. Novamente as

equacdes (4.170) e (4.179) sdo diferenciadas em relagdo a 7,. As equagdes diferenciadas

e suas condigdes iniciais para [, [T4] € a4[T,4], respectivamente, sdo:

0 4iL%4
11720 sl el = g ealsemli ] +
Bylay[ta] + 60,7[1, 4]l cos[pa; [Ta]]) (4.183)
+ aB4 [a4 [T4] + 94*[1' T4-]] sen[,u4i[14]] — 0

dt,
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a,[01cos [1s,[0]] + Bylaa[0] + 6,"[1,0]]sen[uy,[0]] = 0 (4.184)

9
U (14 Bylaglra] + 0,1
! ) (4.185)
0By las[ts] + 60,7[1,74]] _
+ as[t,] =0
dt,
H,
a4[0] = (4.186)

1+ B,[a,[0] + 6,7[1,0]]

onde B,la,[ts] + 6,°[1,74]] é dado pela equacdo (4.180) ¢ 6,°[1,7,] ¢é dado pela
equagao (4.182).

As equagdes (4.177-178) e (4.183-4.186) formam um sistema de EDOs acoplado.
Ap6s o truncamento em determinada ordem M, que garanta a convergéncia, este sistema
sera resolvido numericamente. A distribuicdo de temperatura na goticula 8, [x,, 7,], €
obtida através da formula da inversa (eq. (4.164)) aplicada aos potenciais transformados
KL*[Q] resultantes da solu¢do numérica do sistema de EDOs. O campo de temperatura
original pode ser obtido somando-se o filtro e a distribuicdo de temperatura representada
pelo problema filtrado 6, [x4,74] (eq. (4.152)), e retomando as mudancas de variaveis

realizadas.
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5. Resultados e discussao

Neste capitulo serdo apresentados os resultados obtidos através da aplicacdo da
Técnica da Transformada Integral Generalizada (GITT) no problema de solidificagdo de
uma goticula de 4gua super-resfriada. Na primeira parte, uma verificagdo do algoritmo
desenvolvido a partir da metodologia apresentada no capitulo anterior sera realizada
através da andlise de um modelo mais simples. Esse modelo, que considera apenas
convecgdo como condicdo de contorno na superficie externa da goticula, terd seus
resultados comparados com resultados numéricos, obtidos através da rotina NDSolve do
Mathematica v11.3, e também com resultados obtidos por TABAKOVA et al. (2010).
Serdo analisadas as etapas 1 e 3 (super-resfriamento e solidificacdo). A etapa 4 ndo serd
analisada nesta primeira parte, visto que a metodologia empregada em sua solucdo ¢
idéntica a da etapa 1. Em um segundo momento, serd feita a validacdo deste modelo e do
algoritmo desenvolvidos, através da comparagdo com resultados experimentais, obtidos
por HINDMARSH et al. (2003), para o congelamento completo de uma goticula de dgua
imersa em uma corrente de ar, considerando conveccdo, radiacdo e resfriamento
evaporativo atuantes na transferéncia de calor entre a goticula e o ambiente externo. Para
as solucdes via GITT, os sistemas de EDOs acoplados obtidos através da metodologia
apresentada no Capitulo 4 foram resolvidos através da rotina NDSolve do Mathematica
v11.3. O computador utilizado foi um MacBook Pro com processador Intel Core i5 de

2GHz de memoéria RAM.

5.1 Verificacio do algoritmo

5.1.1 Etapa 1: Super-resfriamento somente com convec¢io

Zerando os termos referentes a transferéncia de calor por radiacdo e resfriamento
evaporativo no algoritmo desenvolvido a partir da metodologia apresentada no Capitulo
4 deste trabalho, pode-se analisar o resfriamento de uma goticula sujeita apenas a
conveccao na sua superficie externa. A solu¢do hibrida numérico-analitica proposta foi
entdo comparada com uma solu¢do puramente numérica do sistema diferencial parcial
formulado, fornecida pelo uso da rotina NDSolve do software Mathematica v11.3. Os
dados de entrada adimensionais usados para essa primeira simula¢do sdo apresentados na

Tabela 5.1.
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Tabela 5.1 — Dados de entrada adimensionais para a simulag@o de condugdo de calor em uma gota
esférica sem mudanga de fase.

Parametros Valores
Uio 2
B iCl 10

Para a simulagdo relativa aos dados de entrada presentes na Tabela 5.1, a
convergéncia da temperatura adimensional U;(x;,7;) foi testada em trés pontos do
dominio espacial. Foram escolhidos o centro da goticula (x; = 0), a superficie da goticula
(x; = 1) e um ponto intermediario no interior da gota (x; = 0.5). A escolha destes trés
pontos permite uma boa amostragem para representar a convergéncia da temperatura em
todo o dominio. Para testar a convergéncia da solu¢do em relacdo ao tempo, a
convergéncia da temperatura nos trés pontos citados acima foi avaliada para dois valores
da variavel de tempo adimensional z;. A Tabela 5.2 ilustra a convergéncia da temperatura
nesses pontos quando 7; = 0.5, que representa um valor de 7; em que as temperaturas na
goticula ja estdo proximas ao regime permanente (U; = 1). Para este caso podemos ver
que a convergéncia para o quinto digito significativo foi alcangada ja para M=5. A Tabela
5.3 apresenta a convergéncia da temperatura quando 7; = 0.01, sendo este valor de 7;
suficientemente pequeno para representar o inicio do resfriamento da goticula, quando o
gradiente de temperatura ainda ¢ alto. Neste caso podemos ver que a convergéncia para o
quinto digito significativo foi alcancada para M=170. Como pode-se ver nas Tabelas 5.2 e
5.3, a convergéncia da solu¢do via GITT ¢ mais lenta para valores de 7; proximos ao

inicio do resfriamento, como esperado para expansdes em autofuncdes.

Tabela 5.2 — Valores adimensionais da temperatura U;(x;, 7;) no centro, no interior e na superficie da
goticula para ; = 0.5, com diferentes valores de M.

M U1 [0,0.5] U [0.5,0.5] Ui [1,0.5]
1 1.0345 1.0240 1.0036
5 1.0345 1.0240 1.0036
10 1.0345 1.0240 1.0036
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Tabela 5.3 — Valores adimensionais da temperatura U;(x;, 7;) no centro, no interior e na superficie da
goticula para 7; = 0.01, com diferentes valores de M.

M U; [0,0.01] U1 [0.5,0.01] U; [1,0.01]
1 2.7761 2.2379 1.1882

5 2.0329 2.0030 1.3934
10 1.9999 1.9998 1.3961
15 2.0000 1.9998 1.3961
20 2.0000 1.9998 1.3961

A comparacao entre as solugdes hibrida numérico-analitica e puramente numérica
pode ser vistana Figura 5.1. Os resultados sdo plotados ao longo do tempo para a variagdo
da temperatura adimensional em diferentes posi¢des x; = 0,0.5,0.75 e 1, sendo que a
linha continua representa a solug¢ao por GITT para M=20, e a linha pontilhada representa
a solucdo numérica pela NDSolve. Como pode ser visto abaixo, os resultados comparados

possuem uma excelente concordancia entre si.

U1 (x1, T1)

Figura 5.1: Comparagdo entre a solugdo hibrida numérico-analitica (para M = 20) e a solugdo
puramente numérica via NDSolve (linhas tracejadas na cor preta) para a variagdo da temperatura

adimensional ao longo do tempo em diferentes posi¢des, x; = 0,0.5,0.75 e 1, Bic; = 10.

Como discutido no Capitulo 4 deste trabalho, para problemas que envolvem a
convecgdo de calor, o nimero de Biot (Bic;) € um importante pardmetro adimensional.
Ele representa a razao entre a resisténcia térmica para condugdo e a resisténcia térmica
para a convec¢do na superficie da goticula. Para valores baixos de Bic; a temperatura

dentro da goticula tende a ser uniforme.
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Para os dados apresentados na Tabela 5.1, o nimero de Biot (Bic;) ¢ igual a 10.
Mais duas simulagdes foram realizadas comparando a solugao via GITT (para M=20) e a
solugdo numérica para verificar a concordancia entre as solugdes em relagdo a variagdo

do niimero de Biot. Os resultados para Bic; = 100 e Bic; = 1 sdo mostrados nas Figuras

5.2 e 5.3 respectivamente.

U1 (X1, T1)

Figura 5.2: Comparagao entre a solugdo hibrida numérico-analitica (para M = 20) e a solugdo
puramente numérica via NDSolve (linhas tracejadas na cor preta) para a variagdo da temperatura

adimensional ao longo do tempo em diferentes posi¢des, x; = 0,0.5,0.75 e 1. Para Bic; = 100.

Ui (X1, T1)

0.5

0.0 0.1 02 g, 03 0.4

Figura 5.3: Comparagdo entre a solu¢do hibrida numérico-analitica (para M = 20) e a solugdo
puramente numérica via NDSolve (linhas tracejadas na cor preta) para a variagdo da temperatura

adimensional ao longo do tempo em diferentes posi¢des, x; = 0,0.5,0.75 e 1. Para Bic; = 1.
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A solugdo via GITT apresentou excelente concordancia com a solugdo numérica
em toda faixa de variacdo do nimero de Biot. Como era esperado, os resultados obtidos
para baixos nimeros de Biot apresentaram um resfriamento mais lento, e temperatura

mais uniforme dentro da goticula.

5.1.2 Etapa 3: Solidificacio somente com convec¢io

TABAKOVA et al. (2010) resolveram analiticamente o problema de Stefan
relacionado ao congelamento de uma goticula de liquido sujeita apenas a convec¢ao em
sua superficie externa. O método de perturbagdo foi aplicado a problemas com niimeros
de Stefan (Sf) menores do que 1. Para verificagdo dos resultados, os autores utilizaram
uma solucao numérica baseada no método das diferencgas finitas.

Assim como neste trabalho, TABAKOVA et al. (2010) consideraram que as
goticulas mantém seu volume e forma esférica inicial, que a mudanga da massa especifica
na interface liquido/gelo pode ser desprezada, e que a temperatura da goticula sera
considerada uniforme e igual a temperatura de equilibrio de congelamento no inicio do
processo. Além disso, TABAKOVA et al. (2010) consideram que a nucleacio ocorre de
forma homogénea, com os cristais dispersos uniformemente na goticula, e sendo assim,
as equacdes (3.14) sdo utilizadas para representar o movimento da frente de solidificagao.

Os resultados obtidos através da GITT, a partir da metodologia apresentada no
item 4.3 do Capitulo 4 deste trabalho, s3o comparados com os resultados obtidos por
TABAKOVA et al. (2010) para diferentes nimeros de Stefan (S¢) e numeros de Biot (Bi).
Nas simulacdes via GITT, os valores adimensionais de distribuicdo de temperatura
adimensional Ujs(ys, 73), € do tempo de congelamento adimensional 73, apresentaram
convergéncia no quarto digito significativo para valores de M=20 ou menores, como

pode-se ver nas tabelas abaixo:
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Tabela 5.4 — Valores do tempo de congelamento da goticula e da temperatura na superficie da goticula
Us(ys, 73) para Bic; = 1 ¢ St = 0.01, com diferentes valores da ordem de truncamento M.

M 73 Us (1, 0.5] Us [l 0.1]
5 0.5032 1.1123 1.8934
10 0.5033 1.1130 1.8934
15 0.5033 1.1132 1.8934
20 0.5034 1.1133 1.8934
25 0.5034 1.1133 1.8934

Tabela 5.5 — Valores do tempo de congelamento da goticula e da temperatura na superficie da goticula
Us(ys, 13) para Bic; = 10 e St = 0.01, com diferentes valores da ordem de truncamento M.

M 73 Us[1, 0.2] Us [l 0.1]
5 0.2016 1.0087 1.1082
10 0.2017 1.0088 1.1082
15 0.2017 1.0088 1.1082
20 0.2017 1.0088 1.1082

Tabela 5.6 — Valores do tempo de congelamento da goticula e da temperatura na superficie da goticula
Us(ys, 13) para Bic; = 1 e St = 0.1, com diferentes valores da ordem de truncamento M.

M 73 Us (1, 0.5] Us[1, 0.1]
5 0.5329 1.2968 1.8945
10 0.5337 1.2979 1.8945
15 0.5341 1.2983 1.8945
20 0.5342 1.2984 1.8945
25 0.5342 1.2984 1.8945

As Figuras 5.4 e 5.5 representam a comparacdo entre os resultados para St =
0.01 e Bicz = 1, sendo que a ordem de truncamento utilizada para solugdo via GITT foi
M=20. Na Figura 5.4 podemos ver que os valores adimensionais da posi¢do da interface
v[73] apresentam boa concordancia entre a GITT e o método de perturbagdo. A Figura
5.5 compara os perfis de temperatura adimensionais na fase solida para t; = 0.2 e 13 =
0.5. E possivel ver que para T3 = 0.2, os perfis de temperatura obtidos pela GITT e pelo
método de perturbacdo apresentam boa concordancia. Para 7; = 0.5 os perfis apresentam

uma pequena diferenca entre si, sendo que essa mesma diferenca pode ser notada quando
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os resultados obtidos por TABAKOVA et al. (2010) sdo comparados com o método
numérico utilizado pelos autores para verificagao dos resultados. Esta diferenga pode ser
explicada, visto que segundo TABAKOVA et al. (2010), quanto maior o nimero de
Stefan e mais proximo do tempo de congelamento, menos consistentes sdo os resultados
obtidos pelo método de perturbagdo utilizado. Para este caso 73 = 0.5 ¢ um tempo muito
proximo do tempo de congelamento (73 = 0.50339), e por isso a solucdo obtida pelo

método de perturbagao se distancia da solucao via GITT.

0.1 0.2 13 03 0.4 0.5

Figura 5.4: Grafico da posi¢do da interface adimensional v[73] versus tempo adimensional 7.
Comparagao entre a solugdo hibrida numérico-analitica GITT (M = 20) (linha continua na cor preta) e o
método de perturbagdo proposto por TABAKOVA et al. (2010) (linha tracejada na cor vermelha) para
Bic; =1, St = 0.01.
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0.8 -

0.6 -

Us (y3, 13)

0.4

0.2

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Y3

Figura 5.5: Grafico distribuicdo de temperatura adimensional Us(ys, 73) versus comprimento
adimensional y;. Comparag¢ao entre a solu¢ao hibrida numérico-analitica GITT (M = 20) (linhas continuas)
e o método de perturbacdo proposto por TABAKOVA et al. (2010) (linhas tracejadas) para os perfis de

temperatura em t; = 0.2 e 73 = 0.5. Neste caso temos Bic; = 1 e St = 0.01.

A Figura 5.6 compara a posi¢do da interface em relagdo ao tempo v[73], quando
Bic; = 10 e St = 0.01. A comparagdo demonstra que, para baixos nimeros de Stefan,
mesmo com o aumento do nimero de Biot, a solugdo via GITT (para M = 20) continua

praticamente coincidindo com a solucdo alcangada via método de perturbagao.

Vv (13)

0.05 0.10 0.15 0.20
13

Figura 5.6: Grafico posigdo da interface adimensional v[t;] versus tempo adimensional 5.
Comparagdo entre a solugdo hibrida numérico-analitica GITT (M = 20) (linha continua na cor preta) € o
método de perturbagdo proposto por TABAKOVA et al. (2010) (linha tracejada na cor vermelha) para
Bic; =10 e St = 0.01.
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A Figura 5.7 compara a posic¢ao da interface em relacdo ao tempo quando Bicz =
1 e St = 0.1. Neste caso, devido ao aumento do nimero de Stefan, o resultado via GITT
se afasta do resultado via método de perturbagdo quando nos aproximamos do tempo de
congelamento. Como dito anteriormente, quanto maior o nimero de Stefan e mais
proximo do tempo de congelamento, piores sdo os resultados obtidos pelo método de
perturbacdo utilizado. Para efeito de comparagdo, a Figura 5.8 mostra a posi¢do da
interface em relagdo ao tempo para a solugdo via GITT e para a solugdo numérica baseada
no método das diferencas finitas utilizado por TABAKOVA et al. (2010) para verificagdo
dos resultados obtidos em seu trabalho. Podemos ver na Figura 5.8 que a solugdo via
GITT apresentou boa concordancia com a solu¢do numérica, mesmo para tempos

proximos ao tempo de congelamento.

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

T3

Figura 5.7: Comparacdo entre a solugdo hibrida numérico-analitica GITT (M = 20) (linha
continua na cor preta) e o método de perturbagao proposto por TABAKOVA et al. (2010) (linha tracejada
na cor vermelha) para a variagdo da posi¢ao da interface adimensional v[75] com o tempo 5. Para Bic; =

leSt=0.1.

63



Vv (13)

L L L L L 1 L L L L L
0.1 0.2 T3 0.3 0.4 0.5

Figura 5.8: Comparacdo entre a solugdo hibrida numérico-analitica GITT (M = 20) (linha
continua na cor preta) e a solu¢do numérica por diferengas finitas utilizada na verificagdo por TABAKOVA
et al. (2010) (linha tracejada na cor azul) para a variagdo da posicao da interface adimensional v[t;] com

o tempo 75. Para Bic; = 1 e St = 0.1.

5.2 Validac¢ao do modelo: Analise completa do congelamento com convec¢io,
radiacdo e resfriamento evaporativo

O modelo para soluc¢do de congelamento de uma goticula de agua super-resfriada
sera validado através da comparagdo com os resultados experimentais obtidos por
HINDMARSH et al. (2003) para o caso onde: R=0.78mm, To=-19 °C, Tn=-18.4 °C e
v=0.42 m/s. Como descrito anteriormente no Capitulo 2 deste trabalho, HINDMARSH et
al. (2003) mediram o tempo de congelamento e a temperatura de goticulas de agua
suspensas por um termopar. As propriedades fisicas utilizadas e consideracdes feitas para
representar o modelo fisico do experimento, serdo discutidas no item 5.2.1. Nos itens
5.2.2-5, as etapas serdo analisadas separadamente seguindo a metodologia apresentada no
Capitulo 4 deste trabalho. No item 5.2.6 os graficos de cada etapa serdo plotados

combinados para se obter o grafico do processo completo de congelamento da goticula.

5.2.1 Consideracoes para os dados de entrada da simulagio

Como discutido no Capitulo 3, o modelo matematico considera que as
propriedades da d4gua permanecem constantes e iguais aos valores dessas propriedades na

temperatura de 0 °C, e sendo assim todas as propriedades relacionadas a agua e ao gelo
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nesta se¢do sdo consideradas na temperatura de 0 °C. As propriedades relacionadas ao ar
foram avaliadas na temperatura de -19 °C.

Ao examinarmos os dados utilizados por HINDMARSH et al. (2003) em seu
modelo tedrico, os valores para duas propriedades ndo correspondem aos valores
encontrados na literatura: o valor para a viscosidade do ar a -19 °C, e o valor para a
condutividade térmica do gelo. A viscosidade do ar utilizada por HINDMARSH et al.
(2003) foi de 0.0000473 Ns/m’. Este valor ¢ muito acima do valor encontrado na
literatura. Em INCROPERA & DEWITT (1996) por exemplo, o valor da viscosidade do
ar para essa temperatura ¢ 0.00001616 Ns/m?. O valor de condutividade térmica para o
gelo encontrado em INCROPERA & DEWITT (1996) foi de 1.88 W/mK. Esse valor
também difere do valor apresentado no trabalho de HINDMARSH et al. (2003), que foi
de 2.26 W/mK. Por compatibilidade com os valores presentes na literatura em geral, os
valores encontrados em INCROPERA & DEWITT (1996) para viscosidade do ar e para
a condutividade térmica do gelo foram utilizados neste trabalho.

Na descri¢ao do experimento realizado, HINDMARSH et al. (2003) afirmam que
as correntes de ar utilizadas tiveram a umidade retirada através de silica gel. Apesar disso,
os autores apresentam uma correlacdo para os valores da massa especifica de vapor de
agua no ar (p, « ). A correlagdo apresentada por HINDMARSH et al. (2003) para p,, o, foi
retirada de DORSEY (1940), e pode ser vista na equagdo abaixo:

Pvo = 1/py0(exp [—0.0773T,]) (5.2)

onde p,, = 0.004847 kg/m3, é a massa especifica do vapor saturado de 4gua na
temperatura de 273 K e 7 ¢ a temperatura do ar em Kelvin.

O uso dessa correlagdo levaria a um valor para p,, ., em unidades de m’/kg, o que
seria um erro de unidade para esta propriedade. Portanto, no modelo analisado via GITT
sera considerado que p, ., = 0, ou seja, a corrente externa a goticula serd assumida ser de
ar seco.

Em relagdo a massa especifica do vapor na superficie da goticula (p,; s ou py;5),
nenhuma féormula foi mencionada em HINDMARSH et al. (2003) para variacdo desta
propriedade com a temperatura. Como explicado no Capitulo 3, a equagdo que associa

Prs cOm a temperatura na superficie da goticula pode ser obtida através da equacdo de
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Clapeyron e da equacdo da pressdo de vapor saturado. As correlagdes apresentadas por
BOHREN & ALBRECHT (1998) foram utilizadas no presente estudo, € podem ser
consultadas nas equagdes (3.5) e (3.15) do Capitulo 3.

Para o calculo dos coeficientes de transferéncia calor por conveccao (h) € massa
(hp), BEARD & PRUPPACHER (1970, 1971) desenvolveram um experimento para
goticulas de agua em queda livre, através do qual eles chegaram a novas correlagdes para
os numeros de Nusselt e Sherwood. As correlagdes obtidas por BEARD &
PRUPPACHER (1970, 1971) sao apropriadas para o caso do congelamento de goticulas
de 4gua imersas em uma corrente de ar, devido a similaridade das condi¢des para
transferéncia de calor e massa nos dois casos, e por isso essas correlacdes foram adotadas
para o calculo dos coeficientes de transferéncia de calor por convecgdo e massa neste
trabalho. Sendo assim, os coeficientes de transferéncia de calor por convec¢ao (h) e massa
(h,,) foram calculados através das relagdes obtidas por BEARD & PRUPPACHER (1970,

1971) para os nimeros de Nusselt e Sherwood:

Nu = 1.56 + 0.616(Re'/?)(Pr'/3) (5.3)

Sh = 1.56 + 0.616(Re'/?)(Sc/3) (5.4)

Com base nas informag¢des descritas acima, as Tabelas 5.7 ¢ 5.8 mostram
respectivamente, os valores das propriedades fisicas utilizadas e os parametros
adimensionais utilizados para o céalculo dos coeficientes de calor por conveccdo (h) e

massa (h,,):
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Tabela 5.7 — Propriedades fisicas utilizadas na valida¢do. As propriedades da agua e do gelo foram

avaliadas a 0 °C. As propriedades do ar foram avaliadas a -19 °C.

Propriedades Valores Fonte
D, (m?/2) 2.060x 107 HINDMARSH et al. (2003)
c (J/kgK) 4217 HINDMARSH e al. (2003)
¢y (J/kgK) 2040 HINDMARSH et al. (2003)
kg (J/msK) 0.0234 HINDMARSH et al. (2003)

k, (J/msK) 0.569 HINDMARSH et al. (2003)
kg (J/msK) 1.88 INCROPERA & DEWITT (1996)
L (J/kg) 3.33x 10° HINDMARSH et al. (2003)
L. (J/kg) 2.502 x 10° HINDMARSH et al. (2003)
Ls (J/kg) 2.838x 10° HINDMARSH et al. (2003)

€ 0.96 HINDMARSH et al. (2003)
U (Ns/m?) 1.663 x 107 INCROPERA & DEWITT (1996)
pq (kg/m3) 1.3317 HINDMARSH et al. (2003)
pi (kg/m?) 1000 HINDMARSH et al. (2003)
pg (kg/m?) 920 HINDMARSH et al. (2003)
Py, (kg/m?) 4.8473x 107 HINDMARSH et al. (2003)
puis (kg/m®) | VerEq. (3.5)- Cap. 3 HINDMARSH et al. (2004)
Pvg.s (kg/m*) | VerEq. (3.15)— Cap.3 | HINDMARSH et al. (2004)
Puo (kg /m®) 0 ]
o 5.670x 107 HINDMARSH et al. (2003)

Tabela 5.8 — ParAmetros adimensionais para calculo dos coeficientes de calor por conveccdo (h) e massa

(hn) -

Parametro Correlacao
Nusselt (Nu) 2Rh/k,
Prandtl (Pr) Ua/Pally
Reynolds (Re) 2RpaV0 /g
Schmidt (Sc) Ua/PaDa

Sherwood (Sh) 2Rhy, /D,
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No experimento realizado por HINDMARSH et al. (2003), a goticula foi suspensa
por um termopar, no entanto, o0 modelo matematico utilizado neste trabalho (Capitulo 3)
despreza a presenga do termopar dentro da goticula. A justificativa para isso reside no
fato de que HINDMARSH et al. (2003) relatam que trabalhos experimentais encontrados
na literatura ja demonstraram que, para goticulas e termopares com tamanhos similares
aos utilizados no ensaio, a condugdo de calor através do termopar ¢ desprezivel. Essa
informagdo foi confirmada através das simulagdes numéricas realizadas por

HINDMARSH et al. (2003).

5.2.2 Etapa 1: Super-resfriamento

Considerando a metodologia apresentada no Capitulo 4, a solucdo para a etapa de
super-resfriamento (etapa 1) obtida via GITT foi comparada aos resultados experimentais
obtidos por HINDMARSH et al. (2003). A Tabela 5.9 apresenta a convergéncia da
temperatura T[r,t] da solucdo via GITT para diferentes valores de r e t. Foram
escolhidos trés pontos para representar a convergéncia da temperatura em todo o dominio
(r=0, R/2 e R). Para testar a convergéncia da solu¢do em relagao ao tempo, a temperatura
nos trés pontos citados acima foi testada para dois valores da varidvel ¢, um préoximo ao
inicio do super-resfriamento e outro proximo ao fim desta etapa. A Tabela 5.10 apresenta

a convergéncia da solugdo para o tempo de duragdo da etapa de super-resfriamento (etapa

1).

Tabela 5.9 — Valores da temperatura da goticula T[r, t] em °C, para diferentes valores da ordem

de truncamento M. Para R=0.78mm, T..=-19 °C, Tn=-18.4 °C ¢ v=0.42 m/s.

M T[0,5] | T[020] | T[R/2,5] | T[R/2,20] | T[R,5] | T[R,20]
5 34912 | -16.8407 | -3.8240 | -16.9129 | -4.7968 | -17.1250
10 34910 | -16.8407 | -3.8240 | -16.9129 | -4.7968 | -17.1250
15 34911 | -16.8408 | -3.8241 | -16.9130 | -4.7969 | -17.1251
20 34911 | -16.8408 | -3.8241 | -16.9130 | -4.7969 | -17.1251
25 34911 | -16.8408 | -3.8241 | -16.9130 | -4.7969 | -17.1251
30 34911 | -16.8408 | -3.8241 | -16.9130 | -4.7969 | -17.1251
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Tabela 5.10 — Valores do tempo (#) necessario para alcangar a temperatura de nucleagio, para
diferentes valores da ordem de truncamento M. Para R=0.78mm, T..=-19 °C, Th=-18.4 °C ¢ v=0.42 m/s.

Tempo foi medido em segundos.

M t(s)

5 27.9020
10 27.9018
15 27.9017
20 27.9017
25 27.9017
30 27.9017

Os resultados apresentados nas tabelas acima demonstram o excelente
comportamento de convergéncia da solucao obtida via GITT. As temperaturas em todos
os pontos escolhidos e para os dois valores da variavel t possuem pelo menos 5 digitos
significativos convergidos para ordens de truncamento tdo baixas quanto M = 15. A
utilizagdo de duas técnicas de aceleracao de convergéncia (filtro implicito e problema de
autovalor nao-linear) combinadas provou ser eficiente na redugdo do custo
computacional.

Observando a Tabela 5.9 nota-se que o valor da temperatura ¢ muito proximo para
as trés posicdes escolhidas (0, R/2 e R). Isso ocorre porque os valores dos grupos
adimensionais Bic;, Bim; e Bir; sdo muito baixos nessas condi¢des. Para o caso em
estudo nesta se¢do (R=0.78mm, Too=-19 °C, Tn=-18.4 °C e v=0.42 m/s), temos: Bic; =
0.1146, Bim, = 0.0047 e Bir, = 0.0012. Como explicado no Capitulo 4, esses grupos
representam a razao entre a resisténcia térmica para condugdo e a resisténcia térmica para
a troca térmica na superficie das goticulas. Quando temos valores baixos para Bic,, Bim,
e Bir; a temperatura dentro da goticula tende a ser uniforme. As equagdes que

determinam esses grupos adimensionais podem ser vistas abaixo:

hR
Bic, = — 5.5
= (55)
h. LR
Bim, = ’"k—Tp” (5.6)
1o
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eoRT2
ky

Bir, = (5.7)

onde k; ¢ a condutividade térmica do liquido, 7= ¢ a temperatura do ar, 4 ¢ a coeficiente
de transferéncia de calor por convecg¢ao, 4, € o coeficiente de transferéncia de massa, p,o
¢ a massa especifica do vapor saturado de dgua na temperatura de 273 K, L. ¢ o calor
latente de evaporagado, ¢ ¢ a emissividade e ¢ ¢ a constante de Stefan-Boltzmann.

A Figura 5.9 mostra o grafico da variagdo da temperatura no centro da goticula
com o tempo para solugdo obtida através da GITT (para M = 15) e para o resultado
experimental obtido por HINDMARSH et al. (2003). Existe um pequeno atraso no inicio
do experimento (linhas pontilhadas em vermelho) que foi levado em conta. Esse atraso,
representado por um segmento reto no inicio do processo, € resultado do atraso entre o
tempo de inicializagdo do aparato experimental em relacdo ao tempo de medi¢do de
temperatura na goticula, e tem duragdo de aproximadamente 1.5 segundos, e por este
motivo o grafico da simulag¢do se inicia em 1.5 segundos ao invés de zero. Pode-se
observar que os resultados obtidos via GITT apresentam boa concordancia com os
resultados experimentais. O tempo necessario para a goticula alcangar a temperatura de
nucleagdo foi de 29 segundos no experimento, e aproximadamente 28 segundos pela
simulacdo. As possiveis causas para esta diferenca serdo discutidas na se¢do 5.2.6 deste

capitulo.

10 -
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30
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Figura 5.9: Grafico da temperatura no centro da goticula 7(0,t) versus tempo ¢. Comparagao entre
a solu¢do hibrida numérico-analitica GITT (M = 15) (linha continua na cor preta) e o experimento
realizado por HINDMARSH et al. (2003) (linha tracejada na cor vermelha). Para R=0.78mm, 7%=-19 °C,
Tn=-18.4 °C e v=0.42 m/s.
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Como descrito na introduc¢do deste capitulo, o sistema de EDOs acoplado obtido
através da aplicacdo da metodologia apresentada no Capitulo 4 foi resolvido através da
rotina NDSolve do Mathematica v11.3. Para M=15, o tempo de CPU gasto, ou seja, o
tempo que o NDSolve demorou para resolver o sistema de EDOs para a etapa de super-
resfriamento (etapa 1) foi de 1.24109 segundo. Para M=30, o tempo de CPU foi de
7.02006 segundos. Esses dados demonstram o baixo custo computacional relativo a

aplicagdo da GITT nesta etapa.

5.2.3 Etapa 2: Recalescéncia

Como explicado anteriormente, foi assumi que a etapa de recalescéncia ocorre
instantaneamente, ¢ sendo assim a aplicacdo da GITT ndo ¢ necessdria neste caso.
Utilizando as equagdes (3.7-3.9) podemos calcular os valores de ¢ € Rini, que sdo dados
iniciais para a simulacdo da etapa de solidificagdo (etapa 3). Aplicando os valores das
propriedades fisicas presentes na Tabela 5.7 e os dados relativos ao caso estudado
(R=0.78 mm, Too=-19 °C, Tn=-18.4 °C e v=0.42 m/s) nas equagoes (3.7-3.9), obtemos
$=0.7385 € Rini=0.758 mm.

5.2.4 Etapa 3: Solidificacao

A etapa de solidifica¢do (etapa 3) foi solucionada partindo de duas hipoteses
diferentes para localiza¢do do volume de gelo formado na etapa recalescente (etapa 2). A
primeira hipotese considera a formacdo de uma casca esférica na superficie da goticula,
onde a posi¢do inicial da frente de solidificacdo ¢ igual a Ri,. Seguindo metodologia
apresentada no Capitulo 4, a GITT foi empregada na solugdo da etapa 3 considerando
esta primeira hipdtese. A Tabela 5.11 apresenta a convergéncia da solucdo para o tempo
de duracdo da etapa de solidificag@o e as temperaturas superficiais para dois valores da
variavel t, um préoximo ao inicio da solidifica¢do e outro proximo ao fim desta etapa. A
temperatura superficial para t = 5 s apresentou convergéncia muito rapida, alcangando 4
digitos significativos convergidos para M = 5. Para o tempo de durac¢do da etapa e a
temperatura superficial para t = 23 s, a convergéncia para seis digitos significativos so
foi alcangada, na pior situagdo, para M = 60. Entretanto, para ordens de truncamento tao

baixas quanto M = 30 obtém-se quatro digitos significativos convergidos.
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Tabela 5.11 — Valores do tempo de congelamento da goticula e da temperatura na superficie da
goticula para a etapa de solidificacdo, considerando a formagao de uma casca solidificada. Para

R=0.78mm, T=-19 °C, Tn=-18.4 °C e v=0.42 m/s.

M t(s) T [R,5](°C) T [R,23] (°C)
5 24.1009 -0.2131 -2.4776
10 24.1065 -0.2131 -2.4746
15 24.1083 -0.2131 -2.4736
20 24.1093 -0.2131 -2.4731
25 24.1098 -0.2131 -2.4728
30 24.1102 -0.2131 -2.4726
35 24.1104 -0.2131 -2.4725
40 24.1106 -0.2131 -2.4724
45 24.1108 -0.2131 -2.4723
50 24.1109 -0.2131 -2.4722
55 24.1110 -0.2131 -2.4721
60 241111 -0.2131 -2.4721

A segunda hipotese considera uma distribui¢do homogénea do gelo formado na
etapa recalescente por toda goticula. Neste caso a posicdo inicial da interface seria na
superficie externa da goticula, mas o calor latente de fusdo L seria substituido por um
novo valor relativo a mistura agua-gelo. A Tabela 5.12 apresenta a convergéncia da
solugdo via GITT da etapa 3 considerando a segunda hipotese. Os valores para o tempo
de duracdo da etapa de solidificag@o e as temperaturas superficiais para dois valores da
variavel t, s3o mostrados abaixo. O comportamento da convergéncia da solucdo para a
segunda hipdtese ¢ bem parecido com o da primeira hipdtese. Novamente a temperatura
superficial para t = 5 s apresentou convergéncia muito rapida, alcangando 3 digitos
significativos convergidos para M = 5. O tempo de duracdo da etapa e a temperatura
superficial para t = 23 s alcancaram, respectivamente, 6 e 5 digitos significativos

convergidos para M = 60.
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Tabela 5.12 — Valores do tempo de congelamento da goticula e da temperatura na superficie da
goticula para a etapa de solidificagdo, considerando o gelo homogeneamente disperso no interior da

goticula. Para R=0.78mm, T»=-19 °C, Tn=-18.4 °C e v=0.42 m/s.

M t(s) T (R5) (°C) | T(R23) (°C)
5 23.5905 -0.0968 -2.8479
10 23.5961 -0.0968 -2.8418
15 23.5979 -0.0968 -2.8400
20 23.5992 -0.0968 -2.8383
25 23.5997 -0.0968 -2.8378
30 23.6002 -0.0968 -2.8372
35 23.6003 -0.0968 -2.8371
40 23.6006 -0.0968 -2.8369
45 23.6007 -0.0968 -2.8368
50 23.6008 -0.0968 -2.8367
55 23.6009 -0.0968 -2.8366
60 23.6009 -0.0968 -2.8366

Os resultados obtidos para ambas condi¢des foram bem préximos, sendo que o
tempo de congelamento para a primeira hipdtese foi 24.11 segundos e o tempo para a
segunda hipotese foi 23.60 segundos. O tempo de congelamento obtido
experimentalmente por HINDMARSH ef al. (2003) foi de aproximadamente 20
segundos. Mesmo que por uma pequena margem, a segunda hipdtese apresentou
resultado mais proximo ao obtido experimentalmente. A diferenca entre os valores
experimentais e os obtidos através da GITT serd discutida na se¢do 5.2.6 deste capitulo.
A influéncia do nimero de Stefan nesta etapa serd discutida na se¢do 5.4 deste capitulo.

A etapa de solidificacdo (etapa 3) ¢ a etapa mais complexa da andlise do
congelamento da goticula super-resfriada devido a presenca de um contorno mével, e por
isso € esperado que o tempo de CPU gasto para que o sistema de EDOs acoplado seja
resolvido nesta etapa seja maior do que o das outras. Para M=30, o tempo de CPU gasto
para resolver o sistema de EDOs relativo a etapa 3 foi de 38.8321 segundos, e para M=60,
o tempo de CPU foi de 257.345 segundos. De fato, podemos ver que para M=30, o tempo
de CPU gasto para resolver o sistema de EDOs da etapa 3 foi bem maior do que o tempo

gasto para etapa 1 (38.8321 segundos contra 7.02006 segundos). Ainda sim, a utilizagdo
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da GITT proporcionou um baixo custo computacional para solucdo da etapa 3, visto que
o resultado convergido para 6 digitos significativos (M=60) foi obtido em pouco mais de

4 minutos.

5.2.5 Etapa 4: Resfriamento

A etapa de resfriamento (etapa 4) tem modelagem matematica muito parecida com
a etapa de super-resfriamento (etapa 1), e por isso o comportamento da convergéncia da
solugdo ¢ semelhante nas duas situagdes, como pode ser visto na Tabela 5.13. Mais uma
vez foram escolhidos trés pontos para representar a convergéncia da temperatura em todo
o dominio para dois valores da variavel ¢, um préximo ao inicio da etapa e outro proximo
ao fim da etapa. Pode-se notar na Tabela 5.13 que assim como na etapa de super-
resfriamento (etapa 1), a temperatura na goticula ¢ praticamente uniforme devido aos

baixos valores dos parametros adimensionais Bic,, Bim, ¢ Biry.

Tabela 5.13 — Valores da temperatura da goticula T[r, t] em °C, para diferentes valores de M.
Para R=0.78mm, T:.=-19 °C, Tn=-18.4 °C ¢ v=0.42 m/s.

M Tr/0,53] | T/0,59] | T[R2,53] | T[R2,59] | T[R,53] | T/[R,59]
5 -7.7852 | -17.3451 -7.8615 -17.3639 | -8.0886 | -17.4201
10 -7.7852 | -17.3450 -7.8615 -17.3639 | -8.0886 | -17.4202
15 -7.7852 | -17.3450 -7.8615 -17.3639 | -8.0886 | -17.4202
20 -7.7852 | -17.3450 -7.8615 -17.3639 | -8.0886 | -17.4202

A Figura 5.10 mostra o grafico da variacao da temperatura no centro da goticula
com o tempo para a solugdo obtida através da GITT (para M = 15) e para o resultado
experimental obtido por HINDMARSH et al. (2003), sendo que uma diferenca entre as
curvas pode ser observada. Essa diferenca ocorre porque a etapa de resfriamento (etapa
4) comecga em tempos diferentes para a simulacdo e o experimento. A causa para essa

diferenga no tempo de inicio da etapa 4 sera discutida no item 5.2.6.
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Figura 5.10: Grafico da temperatura no centro da goticula 7(0,z) versus tempo ¢. Comparagdo entre
a solu¢do hibrida numérico-analitica GITT (M = 15) (linha continua na cor preta) e o experimento
realizado por HINDMARSH et al. (2003) (linha tracejada na cor vermelha). Para R=0.78mm, 7%=-19 °C,
Tn=-18.4 °C e v=0.42 m/s.

O tempo de CPU gasto para solugdo desta etapa foi de 1.23242 segundo para
M=15, e de 6.99764 segundos para M=30. Como era esperado o tempo de CPU gasto
nesta etapa foi similar ao tempo de CPU gasto na solu¢ao da etapa 1, devido a similaridade

entre as modelagens matematicas destas etapas.

5.2.6 Analise do processo completo para a temperatura no centro da goticula

A figura 5.11 abaixo mostra a comparag¢do entre o resultado para o processo
completo de congelamento da goticula obtido via GITT e o resultado experimental obtido
por HINDMARSH et al. (2003). Para a etapa de solidificagdo (etapa 3) a hipdtese que
considera uma distribui¢do homogénea do gelo formado na etapa recalescente foi
adotada, ja que esta apresentou resultado mais proximo ao resultado experimental como
mencionado na se¢do 5.2.4 deste capitulo. A ordem de truncamento para a solucao hibrida
aqui reportada foi de M = 60, bem acima do requerido para convergéncia na escala

grafica.
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Figura 5.11: Grafico da temperatura no centro da goticula 7(0,z) versus tempo ¢. Comparagado entre
a solucdo hibrida numérico-analitica GITT (M = 60) (linha continua na cor preta) e o experimento
realizado por HINDMARSH et al. (2003) (linha tracejada na cor vermelha). Para R=0.78mm, 7»=-19 °C,
Tn=-18.4 °C e v=0.42 m/s.

Como pode ser visto na Figura 5.11, a solucdo via GITT apresentou boa
concordancia com os resultados experimentais, no entanto determinadas diferengas
podem ser notadas entre as curvas apresentadas. Alguns fatos observados durante os
procedimentos experimentais explicam em parte essas diferencas. Durante a etapa de
congelamento, HINDMARSH et al. (2003) observaram o aparecimento de bolhas de ar
logo abaixo da ponta do termopar. Isso ocorre devido a diferenga de solubilidade do ar
no gelo e na 4gua. A solubilidade do ar no gelo ¢ muito menor do que na 4gua, e a medida
que o gelo vai se formando na superficie externa da goticula, o ar vai se concentrando na
parte que ainda estd liquida. Quando a concentracdo de ar na fase liquida atinge a
saturagdo, bolhas comecam a se formar na superficie interna do gelo, o que causa uma
alteracdo no processo de solidificacdo da agua (HINDMARSH et al., 2003). A
diminuicdo do ponto de solidificacdo da agua explica a diferenga observada no final da
etapa de solidificacdo (etapa 3) entre os dados experimentais e a simulacdo via GITT,
como pode ser visto na Figura 5.12. A Figura 5.13 mostra o surgimento das bolhas de ar

em imagens capturadas por HINDMARSH et al. (2003).
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Figura 5.12: Detalhe retirado da Figura 5.11. Diferenca entre a solu¢do via GITT (linha continua
na cor preta) e os resultados experimentais obtidos por HINDMARSH et al. (2003) (linha tracejada na cor

vermelha).

Figura 5.13: Formagao de bolhas de ar dentro das goticulas durante o congelamento. Adaptado de
HINDMARSH et al. (2003).

A presenca de ar dissolvido dentro da goticula liquida também pode parcilamente
explicar a diferenca observada na etapa de super-resfriamento (etapa 1). Ar dissolvido em
agua diminui a condutividade térmica desta substincia, e a diminui¢@o da condutividade
térmica causa um resfriamento mais lento para a goticula.

Como explicado na se¢do 3.2.3, a etapa de congelamento foi modelada a partir de
duas hipdteses diferentes: I) considerando o gelo formado na etapa recalescente disperso
homogeneamente em meio a goticula; II) o gelo formado na etapa recalescente se
concentrou na superficie da goticula, formando assim uma casca esférica de gelo. Foi
visto na se¢do 5.2.4, que a hipdtese I apresentou melhor resultado quando comparada ao
resultado experimental. FEUILLEBOIS et al. (1995) ja havia afirmado que o este modelo
era o mais apropriado para representar a realidade, e essa hipdtese foi posteriormente
confirmada por trabalhos experimentais (TABAKOVA et al., 2010). A diferenca desses
modelos em comparagdo com o resultado experimental pode ser vista nas Figuras 5.14 e

5.15.
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Figura 5.14: Grafico da temperatura no centro da goticula 7(0,#) versus tempo ¢. Comparagdo
solucdo via GITT para hipotese I (linha continua na cor preta), a solugdo via GITT para hipdtese II (linha
pontilhada na cor azul) e os resultados experimentais obtidos por HINDMARSH ef al. (2003) (linha
tracejada na cor vermelha). Para R=0.78mm, 7»=-19 °C, Tn=-18.4 °C e v=0.42 m/s.

Figura 5.15: Detalhe retirado da Figura 5.14. Diferenga entre a solugdo via GITT para hipotese 1
(linha continua na cor preta), a solugdo via GITT para hipodtese 11 (linha pontilhada na cor azul) e os dados

experimentais obtidos por HINDMARSH et al. (2003) (linha tracejada na cor vermelha).

5.3 Influéncia da conveccio, da radiagdo e do resfriamento evaporativo na
temperatura e no tempo de solidificacio das goticulas

Nesta secdo utilizaremos as mesmas condi¢cdes simuladas na segdo 5.2
(R=0.78mm, Too=-19 °C, Tn=-18.4 °C e v=0.42 m/s) para analisar a influéncia dos trés
modos de transferéncia de calor presentes na superficie da goticula. Os fluxos de calor
para conveccdo (g.), radiagdo (g,) e resfriamento evaporativo (¢») sdo representados pelas

equacdes (5.8), (5.9) e (5.10) respectivamente.

qc = h(T[R, t] — Tx) (5.8)

q, = o(T[R, t]* — T, (5.9)
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m = the (pvl,s [T [R; t]] - pvl,oo) (510)

onde 7/R,t] ¢ a temperatura na superficie da goticula, 7 ¢ o tempo, 7= ¢ a temperatura do
ar, h ¢ a coeficiente de transferéncia de calor por convecgdo, /4, € o coeficiente de
transferéncia de massa, L. ¢ o calor latente de evaporacdo, ¢ ¢ a emissividade, o ¢ a
constante de Stefan-Boltzmann, p.;,. ¢ massa especifica do vapor de 4gua no ar e pys €

massa especifica do vapor de dgua na superficie da goticula dada por:

1,323
T[R, t]

pors|TIR ¢1] = exp [19,83 — 5417 /TR, t]] (5.11)

O gréfico abaixo representa a variagao dos fluxos de calor para cada mecanismo
de troca térmica em fungdo do tempo ao longo da etapa de super-resfriamento (etapa 1),

a partir da solugao obtida via GITT:
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Figura 5.16: Grafico fluxo de calor g(?) versus tempo ¢. Comparagao entre os fluxos de calor para
convecgdo (cor preta e linha solida), radiagdo (cor azul e linha tracejada) e resfriamento evaporativo (cor

vermelha e linha pontilhada). Para R=0.78mm, 7»=-19 °C, Th=-18.4 °C e v=0.42 m/s.

A contribui¢do de cada mecanismo na troca térmica entre a goticula e o ambiente
durante a etapa de super-resfriamento (etapa 1) pode ser obtida integrando-se as equacdes
(5.8) a (5.10) entre os limites t =0 e t = t;, onde t; ¢ o tempo de duragdo da etapa de
super-resfriamento (etapa 1). Como era esperado, a conveccao ¢ o principal mecanismo

de troca térmica entre a goticula e o ambiente, correspondendo a aproximadamente 58,2%
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do total do calor trocado durante o tempo de duracdo da etapa de super-resfriamento
(etapa 1), enquanto a parcela relativa ao resfriamento evaporativo e a radiagdo
representaram, respectivamente, 39% e 2,8% deste total.

Quando o tempo se aproxima dos 19 segundos, o resfriamento evaporativo se
torna o principal mecanismo de troca térmica. Isso ocorre porque com o passar do tempo
a temperatura da superficie da goticula se aproxima da temperatura ambiente, ¢ a
diferenga (T'(R,t) — T,) encontrada na equagdo do fluxo de calor por convecgdo, se
aproxima de zero, enquanto a diferenca (p,,l,s (T(R, t)) — pvl,oo) encontrada na equagao
do fluxo de calor para o resfriamento evaporativo se estabiliza em determinado valor, ja
que neste caso p,; = 0. Considere por exemplo o caso extremo, em que a temperatura
da superficie da goticula seja igual a temperatura do ar externo, neste caso g, seria igual
a zero, mas q,, seria igual a 208,91 W /m?. Isso significa que, para goticulas com
temperaturas proximas a temperatura ambiente, o resfriamento evaporativo € o
mecanismo de troca térmica mais importante. A importancia do resfriamento evaporativo
para temperaturas superficiais proximas a temperatura ambiente também foi observada
por STRUB et al. (2003). STRUB et al. (2003) analisaram o tempo de congelamento de
goticulas super-resfriadas imersas em uma corrente de ar frio. Em seus experimentos, os
autores observaram que ap6s congeladas, as goticulas se estabilizavam a uma temperatura
abaixo da temperatura ambiente, e justificaram esse fato explicando que mesmo quando
a temperatura da superficie das goticulas se iguala a temperatura ambiente, o fluxo de
calor devido ao resfriamento evaporativo continua ativo, assim como mostrado na Figura
5.16.

A Figura 5.17 exibe o grafico q(t) versus ¢ para a etapa de solidificacdo (etapa 3).
A contribuicdo de cada mecanismo na troca térmica entre a goticula e o ambiente pode
ser obtida da mesma forma feita para a etapa de super-resfriamento (etapa 1). Na etapa
de solidificacdo (etapa 3) a participacdo da convecc¢do continua sendo o principal
mecanismo atuante na transferéncia de calor, com cerca de 61% do total do calor trocado
durante o tempo de duragdo da etapa de solidificagdo (etapa 3), enquanto a parcela relativa
ao resfriamento evaporativo e a radiagdo representaram, respectivamente, 36% e 3%. A
participagdo da convecgdo nesta etapa € maior porque a temperatura superficial da
goticula se mantém praticamente constante durante a solidificagdo. Como veremos na
secdo adiante, quando existe certa combinagdo de valores entre o nimero de Stefan e os

outros numeros adimensionais, como o nimero de Biot por exemplo, a temperatura
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superficial da goticula pode se manter muito préxima ao valor de sua temperatura inicial
durante a etapa de solidificacdo (etapa 3). Caso a temperatura superficial varie dentro de
um intervalo de temperatura maior para esta etapa, um padrdo parecido com o apresentado

para a etapa de super-resfriamento (etapa 1) seria observado no grafico ¢(z) versus t.
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Figura 5.17: Grafico fluxo de calor ¢(#) versus tempo ¢ para etapa de solidificagdo. Comparagio
entre os fluxos de calor para convecgdo (cor preta e linha solida), radiagdo (cor azul e linha tracejada) e
resfriamento evaporativo (cor vermelha e linha pontilhada). Para R=0.78mm, 7»=-19 °C, Th=-18.4 °C e

v=0.42 m/s.

5.4 Influéncia do nimero de Stefan na etapa de solidificacio (etapa 3)

O numero de Stefan (S7) ¢ um parametro adimensional muito utilizado na analise
de problemas de mudanga de fase, sendo usualmente definido como a razao entre o calor
sensivel e o calor latente de um sistema. Para o problema de Stefan de fase tinica proposto

neste trabalho, o nimero de Stefan ¢ dado através da expressdo abaixo:

St = cy(T, — Top)/L (5.12)

onde ¢, ¢ o calor especifico do gelo, T ¢ a temperatura do ar, 7, ¢ a temperatura de
solidificagdo, e L € o calor latente de solidificagdo.

Para o presente problema do congelamento de goticulas de 4gua imersas em uma
corrente de ar frio, o Uinico parametro varidvel na Equacdo (5.12) seria a temperatura do
ar. Sendo assim, ao analisarmos a influéncia do numero de Stefan na etapa de

solidificag@o, estamos analisando essencialmente a influéncia da temperatura do ar.
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Para analisar a influéncia do niumero de Stefan na etapa de solidificacdo das

goticulas, dois casos adicionais foram analisados conforme a tabela abaixo:

Tabela 5.14 — Parametros dos casos estudados na analise da influéncia do nimero de Stefan

Parametros | Caso 1(Secdo 5.2) Caso 2 Caso 3
Tw [°C] -19 -53 -19
St 0.11 0.33 0.11
Bic, 0.0347 0.0331 0.2583
Biry 0.0004 0.0002 0.0004
Bims 0.0212 0.0072 0.1560
T, [°O)] -18.4 -18.4 -18.4
v [m/s] 0.42 0.42 42
R [mm] 0.78 0.78 0.78

As equagdes que determinam os parametros Bics, Bims e Bir; podem ser vistas abaixo:

hR

Bics =7~ (5.13)
g
himLsRpy,

Bim, = —m-s "o 5.14
T iy (T — T,) (.19)
__ &oRT}

Bir; = (5.15)
kg

onde 7. ¢ a temperatura de equilibrio para o congelamento, 4, ¢ a condutividade térmica
do gelo, T» ¢ a temperatura do ar, 4 ¢ a coeficiente de transferéncia de calor por
convecgao, i, € o coeficiente de transferéncia de massa, pv,, ¢ a massa especifica do vapor
saturado de agua na temperatura de 273 K, L; € o calor latente de sublimacdo, ¢ ¢ a
emissividade e o ¢ a constante de Stefan-Boltzmann.

O Caso 1 se resume as condic¢oes estudadas na se¢ao 5.2. Para este caso, o nimero
de Stefan ¢ igual 0.11 e o tempo de congelamento ¢ de aproximadamente 23.6 segundos.
Nessas condigdes, podemos observar na Figura 5.18 que a temperatura na superficie da
goticula varia muito pouco durante o tempo em que ela se solidifica. Em 22.5 segundos

decorridos do inicio da etapa de solidificagdo, a temperatura superficial da goticula
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diminuiu apenas de 2.5 °C. No inicio da solidificacdo existe uma queda rapida de
temperatura, que se deve ao fato da superficie da goticula estar em contato direto com o
ar frio, mas depois a queda da temperatura se torna lenta até aproximadamente o fim da
solidificagdo. Com a aproximag¢do do final da etapa de solidificagdo a temperatura da
goticula comeca a cair mais rapido, devido a diminui¢do de calor latente liberado na frente

de solidifica¢ao.
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Figura 5.18: Grafico da temperatura na superficie da goticula 7(R,¢) versus tempo ¢ durante a etapa

de solidificagdo para o Caso 1.

No Caso 2 o numero de Stefan foi triplicado através da alteragdo da temperatura
ambiente de -19 °C para -53 °C. Neste caso o tempo de congelamento ¢ de
aproximadamente 12.2 segundos. Como pode ser visto na Tabela 5.14 os valores dos trés
parametros Bics, Bim; e Bir; diminuiram com a alteracdo da temperatura ambiente. O
parametro Bic; diminuiu muito pouco em relagdo a Bims e Bir;. A consequéncia disso
foi que a participagdo do fluxo de calor por convecgao saltou de 60% no Caso 1 para cerca
de 80% no Caso 2. Quando observamos o grafico da variagao da temperatura na superficie
da goticula com o tempo para o Caso 2, percebe-se um aumento da variacdo da
temperatura na superficie da goticula durante a etapa de solidificacdo (etapa 3). Para 12
segundos decorridos do inicio da etapa de solidificacdo, a temperatura superficial da

goticula diminuiu mais de 5°C.
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Figura 5.19: Gréfico da temperatura na superficie da goticula 7(R,¢) versus tempo ¢ durante a etapa

de solidificagdo para o Caso 2.

O aumento do niimero de Stefan significa um aumento da participacdo do calor
sensivel no processo de mudanga de fase. Assim, é esperado que sistemas com valores
maiores de S?, apresentem maior variagdo de temperatura durante a mudanga fase. Esse
efeito fica demonstrado quando comparamos os graficos 5.18 e 5.20. A variacdo da
temperatura na fase solida ¢ importante para processos em que o gradiente de temperatura
tem que ser controlado. O gradiente de temperatura pode afetar a constitui¢do do solido
formado em processos utilizados na industria farmacéutica, alimenticia e metalargica.

Como discutido anteriormente, os pardmetros adimensionais ligados a
transferéncia de calor por convecgdo (Bics), por radiacdo (Birz) e por resfriamento
evaporativo (Bim3) também afetam a distribuicdo de temperatura no gelo. No Caso 3 os
valores de Bics, Bim; e Biry foram aumentados através do aumento da velocidade da
corrente de ar. Alterando a velocidade da corrente de ar, mantemos o numero de Stefan
constante em relagdo ao Caso 1. O objetivo da comparacao entre os casos 1 e 3 € mostrar
que o aumento dos parametros Bic;, Bims e Bir;, aumenta a variacao de temperatura na
goticula durante a solidificacdo, mesmo quando o niimero de Stefan se mantém constante.
O tempo de congelamento para o Caso 3 foi de aproximadamente 4.4 segundos. A Figura
5.20 mostra o grafico da variagdo da temperatura na superficie da goticula com o tempo
para o Caso 3. Para 4 segundos decorridos do inicio da etapa de solidificagdo, a
temperatura superficial da goticula diminuiu mais de 8°C, o que significa uma varia¢ao

de temperatura da superficie muito maior do que a obtida no Caso 1.
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Figura 5.20: Grafico da temperatura na superficie da goticula 7(R,¢) versus tempo ¢ durante a etapa

de solidificacao para o Caso 3.

Em relacdio a modelagem do problema, processos com baixa variagdo de
temperatura na fase solida durante a etapa de congelamento podem ser resolvidos
considerando-se a temperatura das goticulas uniforme, ou seja, adotando-se modelos de
parametros concentrados (COTTA & MIKHAILOV, 1997). Essa consideragdo deixa a
modelagem do problema muito mais simples, reduzindo as equacdes diferenciais parciais
a uma Unica equag¢ao diferencial ordinaria em cada etapa, e produz bons resultados nestes
casos. Isso explica por que o modelo para temperatura uniforme utilizado por
HINDMARSH et al. (2003) funcionou tdo bem quando comparado aos resultados
experimentais relativos ao Caso 1, ja que este caso apresenta a0 mesmo tempo baixos

valores para Bics, Bims, Bir; e St.

5.5 Influéncia do tamanho das goticulas

A Figura 5.21 mostra o tempo de congelamento para goticulas de trés tamanhos
diferentes: I) raio igual a 0.39mm; II) raio igual a 0.78mm; III) raio igual a 1.56mm.
Como era de se esperar, quanto maior a goticula, maior sera o tempo de congelamento.
Para os dados referentes ao caso 1, para a goticula de raio igual a 0.39 mm, o tempo total
de congelamento ¢ cerca de 18.7 segundos, enquanto que para a goticula de raio igual a
1.56 mm o tempo de congelamento total ¢ aproximadamente de 183.4 segundos, ou seja,
para um aumento de 4 vezes no raio da goticula, o aumento do tempo de congelamento

chegou a cerca de 10 vezes.
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Figura 5.21: Grafico da temperatura no centro da goticula 7(0,z) versus tempo ¢. Comparagado entre
goticulas de raio iguais a 0.39 mm (linha so6lida na cor preta), 0.78 mm (linha pontilhada na cor vermelha)
e 1.56 mm (linha tracejada na cor azul). Solugdo obtida através da técnica hibrida numérico-analitica GITT.

Para T=-19 °C, Tn=-18.4 °C ¢ v=0.42 m/s.

Através da solugdo obtida via GITT, foi possivel acompanhar o comportamento
dos fluxos de calor, relativos aos mecanismos de troca térmica, atuantes na superficie a
medida que o tamanho da goticula aumenta. Foi observado que, com aumento do tamanho
das goticulas, a participagdo do fluxo que calor devido a radiagdo em relagdo ao fluxo de
calor total trocado com o ambiente externo aumenta. Isso ocorre para todas as etapas do
processo. Para a etapa de super-resfriamento por exemplo, o fluxo de calor devido a
radiacdo saltou de 2% para 2.8% quando dobramos o raio das goticulas de 0.39 mm para
0.78. Quando dobramos o didmetro novamente, de 0.78 mm para 1.56 mm, a participagao
do fluxo devido a radiagdo saltou de 2.8% para 4.3%. Ao contrario do fluxo devido a
radiacdo, o fluxo de calor devido ao resfriamento evaporativo viu sua participagdo na
troca térmica da goticula diminuir com o aumento do raio da mesma. O percentual do
fluxo devido a convecgdo em relagdo a troca total no processo se manteve praticamente

constante.
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6. Conclusoes

Neste trabalho a Técnica da Transformada Integral Generalizada (GITT) foi
utilizada para analisar o congelamento de goticulas de 4gua super-resfriadas. Esse
problema tem importancia crucial em fendmenos como a formag¢ao de gelo por nuvens
convectivas, e em processos utilizados para produg¢do de alimentos e produtos
farmacéuticos. O estudo desse fendmeno também ¢ fundamental para andlise do
revestimento de superficies para mitigagdo da formagao de gelo.

Um modelo fisico-matemadtico foi estabelecido dividindo-se o congelamento das
goticulas em quatro etapas: i) etapa de super-resfriamento (ou resfriamento do liquido);
i1) etapa de recalescéncia (ou nucleagdo); iii) etapa de solidificagdo (ou congelamento);
iv) etapa de resfriamento (ou resfriamento do s6lido). Cada uma dessas etapas recebeu
uma modelagem matematica especifica. A etapa de super-resfriamento foi modelada
como um problema de conducdo transiente, onde a goticula liquida se resfria da
temperatura inicial até a temperatura de nucleagdo. Nessa etapa, bem como nas etapas de
congelamento e de resfriamento do sélido, trés mecanismos de transferéncia de calor
foram considerados atuantes na superficie das goticulas: conveccdo, radiacdo e
resfriamento evaporativo. A etapa recalescente se caracteriza por uma elevagdo
considerada instantdnea da temperatura de nucleacdo para a temperatura de
congelamento, e um balango de energia foi proposto para se obter o volume de gelo
formado. Duas hipoteses foram propostas para localizacdo do gelo formado na etapa
recalescente. A primeira considera o gelo formado homogeneamente disperso em meio a
goticula, e a segunda considera a formagao de gelo na superficie das goticulas. A etapa
de solidificag@o consiste em um problema de transferéncia de calor com fronteira moével,
usualmente conhecido como problema de Stefan. Neste caso uma equagdo adicional
relativa a posicdo da frente de solidificacdo ¢ adicionada ao sistema de equagdes do
problema convectivo-difusivo tradicional. A etapa de resfriamento do solido foi
modelada da mesma maneira que a etapa de super-resfriamento, com a diferenga que a
temperatura inicial da goticula ndo ¢ uniforme neste caso, mas ¢ igual a distribuicdo de
temperatura encontrada ao final da etapa de congelamento.

Para aplicagdo da GITT na solu¢do do modelo do congelamento da goticula, o
procedimento demonstrado por COTTA et al. (2016) foi utilizado para obter-se uma
melhor convergéncia da solu¢do. Esse procedimento consiste em introduzir as nao

linearidades das condi¢des de contorno do problema original no problema de autovalor.
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Além disso, filtros implicitos foram utilizados para homogeneizar as condi¢des de
contorno, diminuindo o custo computacional para obten¢do das solugdes.

Para verificagdo do codigo desenvolvido, os resultados obtidos via GITT foram
comparados com resultados numéricos obtidos através da rotina NDSolve do
Mathematica v11.3, e também com resultados analiticos e numéricos presentes na
literatura. Os resultados foram analisados para diferentes condi¢des de congelamento, e
apresentaram excelente concordancia entre si. Depois da verificagdo, a solugao obtida via
GITT foi validada através da comparacdo com resultados experimentais obtidos na
literatura. Os resultados obtidos via GITT ficaram bem préximos aos resultados
experimentais, mostrando que o modelo adotado representa bem a realidade do
experimento.

Com o modelo validado, foram realizadas analises sobre a influéncia da
convecc¢ao, da radiagdo e do resfriamento evaporativo na troca térmica entre as goticulas
e o ambiente. Foi observado que a convecgdo ¢ o principal mecanismo de troca térmica
com o ambiente, correspondendo a aproximadamente 60% do calor total trocado nos
casos estudados. A transferéncia de calor por radiacdo apresentou baixa influéncia (menor
do que 3% do calor trocado) no processo de congelamento das goticulas. Quando a
temperatura superficial das goticulas se aproxima da temperatura ambiente, o
resfriamento evaporativo passa a ser o principal mecanismo de troca térmica, podendo
inclusive fazer com que a temperatura das goticulas fique menor do que a temperatura
ambiente.

A influéncia do nimero de Stefan no processo de congelamento de goticulas
também foi analisada. Foi constatado que valores maiores para o nimero Stefan
ocasionam maior variacdo de temperatura na fase sélida durante a mudanca de fase.
Sendo assim o ntimero de Stefan ¢ um pardmetro que pode ser utilizado como referéncia
em processos onde o gradiente de temperatura deve ser controlado para garantir a
qualidade dos produtos.

A variac¢ao do tempo de congelamento com o tamanho das goticulas também foi
considerada neste trabalho. Para os casos estudados, mantendo-se as mesmas condi¢oes
ambientais (velocidade da corrente de ar, temperatura de nucleagao e temperatura do ar
externo), ao se dobrar o raio de uma goticula o tempo total de solidificacdo aumentou
cerca de 3 vezes.

Concluiu-se que a GITT se mostrou um método eficaz e de baixo custo

computacional para analise do congelamento de goticulas. Com a aplicagdo de técnicas
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de aceleracdo de convergéncia, a solugdo via GITT para o processo de congelamento das
goticulas apresentou convergéncia em pelo menos quatro digitos significativos para
ordens de truncamento sempre inferiores a M = 60. As andlises realizadas através das
simulagdes via GITT se mostraram condizentes com a fisica do problema e os resultados
numéricos e experimentais encontrados na literatura. O sucesso da aplicacdo da GITT
neste trabalho, indica a possibilidade da implementacdo desta técnica em problemas do
mesmo tipo que envolvem maior complexidade. Vale ressaltar que uma das
caracteristicas da GITT ¢ a capacidade de extensdo da técnica para problemas em duas ou
trés dimensdes, com apenas um moderado aumento do esfor¢o computacional.

Devido ao crescente interesse da comunidade cientifica e da industria no uso de
revestimentos de superficies para mitigagdo da formacao de gelo, sugere-se para trabalhos
futuros a extensao do modelo para andlise do congelamento de goticulas depositadas
sobre superficies solidas. Para a andlise desse tipo de problema, o controle de erro
eficiente e o baixo custo computacional proporcionados pela GITT seriam vantajosos em
relacdo aos trabalhos numéricos ja encontrados na literatura. O novo modelo devera
solucionar a transferéncia de calor para duas dimensdes, levando em consideragdo os
diferentes valores para o angulo de contato entre a goticula e a superficie solida. A frente
de solidificacdo pode ser considerada plana, partindo da superficie solida e caminhando
da direcdo normal a esta superficie. Devido a nova configuracdo da frente de
solidificagdo, ¢ necessario a modelagem do problema como um problema de Stefan de
duas fases, ja que durante a etapa de solidificagdo a fase liquida estaria em contato direto
com a corrente de ar externo. Além das técnicas de aceleracdo de convergéncia ja
utilizadas neste trabalho (filtros implicitos e problema de autovalor ndo-linear), o uso de
um esquema de reordenamento de autovalores poderia trazer ganhos significativos para
a convergéncia do problema de Stefan de duas fases bidimensional, j&4 que evitaria a
possibilidade de ordens de truncamento independentes para cada dimensdo e garantiria

que os autovalores de maior importancia sejam incluidos no somatorio.
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