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Resumo da tese apresentada a COPPE/UFRJ como parte dos requisitos

necessarios a obtengao do grau de Mestre em Ciéncias ( M. Sc.)

METODOS DE ELEMENTOS FINITOS MISTOS E MALHAS

ADAPTATIVAS NA ANALISE DE CASCAS AXISSIMETRICAS

Eduardo Liicio Mendes Garcia

Maio de 1991

QOrientador : Abimael Fernando Dourado Loula

Programa : Engenharia Civil

Estudamos o comportamento mecanico de cascas axissimétricas delgadas, uti-
lizando modelo de Reissner-Mindlin, cuja dependéncia da espessura causa dificul-

dades a construgio de elementos finitos estaveis.

Discutimos as formulagoes classicas de elementos finitos em um e em dois
campos. Visando maior estabilidade e precisdo na determinagio do campo dos
esforgos consideramos uma formulagio mista de Petrov-Galerkin, que consiste em
adicionar, na formulacao classica de Galerkin, residuos das equagdes de equilibrio
no interior dos elementos. Resultados numéricos sdo apresentados, utilizando ele-
mentos com aproximagoes de igual ordem para deslocamentos e esforgos, para
diversos tipos de estruturas e carregamentos, confirmando a recuperacio de esta-

bilidade obtida com a nova formulacao.

Buscando melhores taxas de convergéncia consideramos técnicas auto-
adaptativas, utilizando os métodos r , & e p, aplicados a problemas com camada
limite, gerada pela singularidade do operador. Sensiveis melhoras s&o obtidas nas

taxas de convergéncia apds a aplicagao destas técnicas.
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Abstract of Thesis presented to COPPE/UFRJ as partial fullfilment of the

requirements for the degree of Master of Science (M. Sc.).

MIXED FINITE ELEMENT METHOD AND ADAPTIVE

MESH IN AXISYMMETRIC SHELLS ANALYSIS
Eduardo Licio Mendes Garcia

May, 1991

Thesis Supervisor : Abimael Fernando Dourado Loula
Department : Civil Engineering

Thin axissimetric shell studied through the use of Reissner-Mindlin theory
presents some difficulties in constructing stable finite elements aproximations due

to its dependence on the thickness of the shell.

Classical single field as well as two fields finite element formulations are dis-
cussed. A consistent mixed Petrov-Galerkin formulation is considered in order to
achieve both stability and accuracy. It consists in adding to the classical Galerkin
formulation a residual form of the equilibrium equation in the interior of each

element.

Numerical experiments, using elements with equal order interpolation, are
conducted for a variety of structures and loading, which confirms the improvement

in stability obtained by this new formulation.

Adaptive mesh refinements, in theirs r , & e p versions, are used in order
to improve the rate of convergence in presence of boundary layers, caused by the

operator singularity.
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CAPITULO I

INTRODUGCAO

H4 muito o estudo de flexdo de placas e cascas preocupa engenheiros e ma-
tematicos. O grande ntmero de variaveis envolvidas no problema assim como a
representacio geométrica de tais estruturas sao algumas dificuldades. A impos-
sibilidade de generalizar a modelagem de placas e cascas de diversas geometrias

levou ao surgimento de varias teorias.

Durante muito tempo a teoria de Kirchhoff, para estruturas delgadas, mereceu
maior destaque, porém formulac¢des variacionais, baseadas na teoria de Reissner-
Mindlin, possuem vantagens sobre aquelas baseadas na teoria de Kirchhoff. Além
disso 0 modele de Reissner-Mindlin € mais refinado pois considera a deformacao

cisalhante, que é desprezada na teoria de Kirchhoff.

No caso da teoria de Reissner-Mindlin a consideragao de deslocamentos e
rotagbes como variaveis primitivas possibilita a obtenc¢ao de formulagoes varia-
cionais envolvendo apenas derivadas primeiras destes campos, o que resulta numa,
maior flexibilidade na construgao de aproximagdes conformes de elementos finitos,
ao contrario do que ocorre quando utilizamos a teoria de Kirchhoff, cuja formulagio

variacional, em deslocamentos apenas, envolve segundas derivadas deste campo.

No limite, quando a espessura tende para zero, a teoria de Reissner-Mindlin
pode ser interpretada como uma formulacdo penalizada da teoria de Kirchhoff, cuja
penalidade é a rigidez ao cisalhamento. E bem sabido, no entanto, que formulagoes
de elementos finitos penalizadas requerem, em geral, interpolagdes especiais ou
construgoes de penalidades discretas para superar as dificuldades que surgem nes-

tes casos, tal como trancamento (excessiva rigidez do modelo discreto). Qutra
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penalidade ocorre em ambas as teorias, associada & rigidez no plano e também
pode provocar francamento em certas aproximagoes de elementos finitos, incapa-

zes de representar modos de deformacao inextensionais.

Para amenizar os efeitos do trancamento e melhorar a eficiéncia computacional
de aproximagdes C? para estruturas delgadas algumas técnicas especiais tém sido
utilizadas: integracdo reduzida (HUGHES [1987]); interpolagio independente para
as deformagGes (PRATHAP E RAMESH BABU [1986)); hipotese discreta de Kirchhoff

(BATHE [1982]); e balan¢o da energia residual (FRIED [1976]).

Outra alternativa é a utilizacdo de uma formulacio de elementos finitos mista
baseada no principio de Hellinger-Reissner, com deslocamentos e tensdes como
variaveis independentes. Desta forma, a teoria de Reissner-Mindlin pode ser vista
como uma regularizagdo da teoria de Kirchhoff. Infelizmente isto nao resolve to-
dos os problemas. Neste caso o que ocorre é que, para estruturas delgadas, as
propriedades de existéncia e unicidade do problema continuo ndo sio transferi-
das automaticamente para o problema discreto, limitagio tipica das formulagdes
mistas, que quando nao satisfeita também pode provocar trancamento e oscilacoes
espirias. No caso da casca, isto ocorre quando sua espessura tende para zero im-
plicando em que apenas algumas combinagdes entre os espacos de aproximagao do

campo de deslocamento e do campo de tensio sejam estiveis.

De modo a superar estas dificuldades, utilizaremos neste trabalho uma for-
mulagao de Petrov-Galerkin, introduzida em LouULA, MIRANDA, HUGHES E
FRANCA [1986] para o problema da casca axissimétrica, que é obtida pela in-
trodugdo, na formulagao clssica de Galerkin, de termos de minimos quadrados,
relativos as equagbes de equilibrio. Esta metodologia originou-se em trabalhos
de Hughes, Johnson e seus colaboradores para alguns problemas em mecanica

dos fluidos. Em LourLa, HUGHES, FRANCA E MIRANDA [1987], propde-se este
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procedimento para a viga de Timoshenko e em LOULA, MIRANDA, HUGHES E
FRANCA [1989] prova-se existéncia e unicidade de solu¢io do problema discreto,
além de convergéncia uniforme, independente da espessura, para o problema da
placa circular, utilizando-se elementos com interpola¢éo de igual ordem. Em geral,
o problema de cascas axissimétricas delgadas pode ser visto como um problema de
perturbagdo singular onde comportamentos de camadas limites sio esperados nas
regides proximas a apolos e a descontinuidades de carregamentos, e convergéncia
uniforme, independente da espessura, nao pode ser garantida para quaisquer geo-
metrias. No entanto tal formulagio, com elementos de igual ordem, provou ser
eficiente em FRANCA, TOLEDO, LOULA E GARCIA [1988] e em LoULA, TOLEDO,

FrRANCA E GARCIA [1989], para diversos casos de carregamento e geometria.

O interesse em determinar precisamente os esforgos em regides de camadas
limites, provocadas por concentragéo de tensdes, exige a construgio de espagos de
aproximacéo bastante refinados, seja aumentando a densidade de elementos, seja
aumentando o grau do polindmio de interpolagdo. Nestes casos a associagio de
malhas adaptativas a métodos de aproximagao estdaveis apresenta-se como uma
alternativa para evitar o excessivo refinamento em locais afastados das regides de
gradientes elevados da solu¢io. Em MALTA, LOULA E GARCIA [1989)], resultados
numeéricos ilustram a utilizagao de malhas nao-uniformes para o problema da casca
cilindrica com pressao interna. No presente trabalho fazemos alguns estudos para
obtencao automatica de malhas adaptativas para este mesmo problema, utilizando

para isso estimadores de erro a posteriori (BABUSKA E RHEINBOLDT [1978}).

No Capitulo II apresentamos as equagdes que regem o problema da casca axis-
simétrica em termos de deslocamentos e esforgos, e estudamos o comportamento
da solugao exata para dois casos particulares e extremos de geometria. Analisamos

a dependéncia da solu¢do com relagio a geometria e com relagido a um parametro
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dependente da espessura. Observamos no caso da casca cilindrica a presenca de

regices com camadas limites quando a estrutura é delgada.

No Capitulo IIT discutimos as limitagdes de formulagdes cldssicas de Galerkin
em um e em dois campos, e apresentamos a formulagio de Petrov-Galerkin que
utilizamos. Resultados numéricos mostram a eficiéncia do método adotado em pro-
blemas com diferentes tipos de geometria e carregamentos, quando comparado aos
resultados obtidos por uma formulagdo em deslocamento. Consideramos, ainda,
neste capitulo, o caso de carregamentos nao-axissimétricos aplicando, como usu-
almente nestes casos, o desenvolvimento em série de Fourier dos deslocamentos,

esforgos e carregamentos.

O Capitulo IV trata da otimizagio de malhas através de técnicas auto-
adaptativas k, r e p. A ocorréncia de concentracio de esforcos em determinados
pontos da estrutura justifica tais procedimentos, que buscam melhorar, automati-
camente, a aproximagao de elementos finitos nestes locais. Utiliza-se o estimador
de erro a posteriori proposto por ZIENKIEWICZ E ZHU [1987], obtido pela diferenca
entre o campo de esforgos de elementos finitos descontinuos e um segundo campo
de esforgos continuos calculado por pés-processamento do primeiro. Devido ao
grande numero de varidveis envolvidas e a complexidade do problema da casca,
consideramos inicialmente um problema modelo unidimensional escalar, para a re-
alizagio dos primeiros experimentos numéricos com malhas auto-adaptativas, que
sao mostradas neste capitulo. Tal problema modelo envolve singularidade depen-
dentes de pardmetro, semelhante ao que acontece com o problema da casca, como

confirmamos no Capitulo I, onde ele é introduzido.

Finalmente no Capitulo V apresentamos as conclusdes e fazemos algumas su-

gestoes para futuros desenvolvimentos.
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CAPITULO II

CARACTERIZACAO DO PROBLEMA DA CASCA AXISSIMETRICA

I1.1 Introducae

Muitos problemas de valor de contorno de interesse na engenharia podem ser

estudados pelas seguintes equagdes:

dive =f, em Q (11.1)
1 [
e(u) = E(Vu +Vu'), em (I1.2)
o =De(u), em Q, (11.3)
com condigoes de contorno
u=4a em TI,, (I1.4)
on=q em I, (I1.5)

onde' =T, UT;, =0Qel, NI, =0

Figura 2.1 - Corpo eldstico genérico IB
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Em elasticidade linear (II.1)- (II.5) representam a resposta de um corpo
elastico IB, que em sua configuracio de referéncia ocupa uma regido @ C R?
com contorno 9§, sujeito a um campo de for¢a de volume f e de superficie q,
atuando no contorno I'y € com deslocamentos prescritos u = W em I'y. Neste
caso (II.1) é a equagdo de equilibrio, (I1.2) ¢ a relagfo cinematica correspondente
a pequenas deformacgdes, (I1.3) é a equagio constitutiva (lei de Hooke), o é o ten-
sor de tensdo de Cauchy, € é o tensor de deformacdes infinitesimais, D é o tensor
de elasticidade de quarta ordem, duplamente simétrico e n a normal externa a

superficie do corpo.

I1.2 Deformagdes e Esforgos Generalizados em Cascas Delgadas

Sendo cascas corpos cuja massa se distribui na vizinhanga de uma superficie,
com uma espessura i, pequena em relagao as demais dimensées, o sistema de
coordenadas mais adequado para descrever seus movimentos é o sistema intrinseco

de sua superficie média S.

Figura 2.2 - Coordenadas intrinsecas de uma superficie



Assim sendo um ponto P* qualquer, pertencente a casca C, como mostra a
Figura 2.2, pode ser conhecido pelas coordenadas cartesianas de sua projegao P
sobre a superficie média de C e por uma coordenada { medida na diregao normal

a superficie média passando por P, isto é

X(P*y=X(P)+(n(P), (11.6)

sendo,

X(P) = Xi(ar,az2)e; 1 =1,2¢€3, (IL.7)

onde ay e @y sdo parametros reais, e definem um sistema de coordenadas cur-

vilineas sobre S, através das curvas «; ou ag constantes.

Da complexidade geométrica e das defini¢oes dos esforgos atuantes, surgem
diversas teorias de cascas. Supor que as normais a superficie média nao defor-
mada permanecemn retas apds a deformacéo (hipGtese de Love), permite escrever

os deslocamentos de um ponto qualquer da casca, da seguinte forma:

uw'=u+(s8 (11.8)

sendo, u os deslocamentos da superficie média e 3 as rotagoes da normal dadas

por:

B= 812* le=0 - (11.9)

Se, além disso, consideramos a hipdtese de pequenas deformagoes e nos limi-
tarmos cascas delgadas, admitindo, ainda, nula a deformacdo normal a superficie
média, temos:

up =u1+ (B, (I1.10)

U; = U3, (11‘12)
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onde f; e B, sao rotagdes em torno de a; e ag, respectivamente.

A teoria de Kirchhoff considera ainda que as fibras normais a superficie média
permanecem normais apés a deformagio, ou de outra forma, assume deformacio
cisalhante nula (8 = —Vu3). O mesmo nado acontece para a teoria de Reissner-
Mindlin para placas e cascas delgadas e medianamente espessas, que, por consi-
derar a deformagéao por cisalhamento, nos proporciona uma analise mais refinada.
Na Figura 2.3 ilustramos, para o caso de viga, de modo semelhante ao que ocorre

nos casos de placas e cascas, as deformagdes por cisalhamento e por flexao.

¥ B B = rotagFo da seqo transversal
\ ¥ = deformagdo cisalhante
y=u's B
geometria deformada
1 b
P
Us
superficie média [] geometria indeformada

Figura 2.3 - Deformacgoes por cisalhamento e flexdo em viga

Como usual no estudo de placas e cascas, é conveniente trabalharmos com

esforcos ao invés de tensdes. Para tanto introduzimos as seguintes defini¢des de



esforgos resultantes:

tp

N = / Ouc ,dC (IL.13)
Zin
02

M, = / 0. ,dC (I1.14)
Zip

P
Qt = T3 5dC (1115)
g

onde N,. sdo referidos como esfor¢os de membrana, M, sdéo momentos fletores e

Q. sdo esfor¢os cisalhantes, com ¢ e ¢ assumindo os valores a; e as.
I1.3 Cascas Axissimétricas com Carregamento Qualquer

Nosso interesse, neste trabalho, é o estudo de estruturas com simetria de re-
volugio, nas quais o conhecimento da geratriz e da espessura em cada ponto ca-
racterizam a geometria completa da casca, conforme ilustra a Figura 2.4, com

ay=seag =40.

Figura 2.4 - Casca Axissimétrica: geometria e esforgos



10

Seja entao, para (s,8) € & = [0, L] x [0,2x]:

U(S,G) = {ur-; uz:uﬂsﬂs;ﬁe}T 3 (1116)

o vetor de deslocamentos generalizados,

a(s,8) = {¢s1qn,98}7 , (I1.17)

o vetor de forcas de superficie,
N(SJ 9) = {N.h lVB? N.991 Q.h st Ms; Mﬂ; MsB}T B (1118)
o vetor dos esforcos resultantes,

6(‘9, 9) = {633 €9, Vb Yoz, T8z, K3, Ko, KSG}T s (II~19)

o vetor das componentes de deformacio, onde ¢,,€q,7vs¢ sdo deformacgdes de
membrana, 7,:,7¢, sdo deformacgoes cisalhantes e k4, kg, K50 sdo deformagoes de
flexao. A partir destas variaveis escrevemos as equagdes diferenciais para cascas

axissimétricas sob a acdo de carregamento nao-axissimétrico da seguinte forma,

KRrAUS [1967]:

Equacgoes de Equilibrio

d(rN,) ONg r B
a + a0 — Ngcosyp +EQS+TQS =0, (H.QO)
A(rN, ON
(:93 ) + 899 + Nygcose + Qgseny +1rqe =0, (I1.21)
d(rQs) 0Qs N, N _
5t ag m R )T =0, (11.22)
6(T‘M_,) 6]1433 _
ER + 30 Mpcosp —7Q, =0, (11.23)
3(7‘M39) aMg .
% 58 + Mpcose —rQe =0, (11.24)
com,
,

seng



com

Relagdes Cinematicas:

€5 =

S

Oug
3223:_
Va8 €39 3 + - (

Ysz = 2532 = ﬁs

0 3 + 1 [/ Ou., Ou, Ug
Yéx €gz: = Pg 89 4 KT 5 " seny

11

Ouy cos + Ou. se
Os ¥ Js 4
= 1 Jug
= 58 r’
Ous cosp + = Ou; —Zsen PP
3§ ‘¥ T g e . e
Ju, Our Ou,
eny — —s cos
s 14 Js ¥

aB,
ds ’

Kg =—

0
Ky = — (—-6%9- -l—,Bscosgo) ,

7, 1 /98,
269 = _@f+;( 5 ﬂgCOS(p)

as

Equacoes Constitutivas:

96

es = K™ (N, — uNy) |

s = K1 (Ng = vN,) |

Ys6 = G_l (Nsﬁ') 3

Yz

=G (Qs) )

Yz = G-I (Qﬁ') )

ks = D7 (M, — vMy)

kg =

D! (Mg — v M)

(11.25)

(I1.26)

(IL27)

(11.28)

(11.29)

(11.30)

(1L.31)

(IL32)

(11.33)

(IL34)
(I1.35)
(I1.36)
(I1.37)
(I1.38)
(11.39)

(I1.40)

(I1.41)
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kEt
=— I1.4
¢ 2(1+v)’ (IL.42)
Et®
kEt?

onde £ ¢ o médulo de Young, v é o coeficiente de Poisson, & é o fator de corregao

de cisalhamento e ¢ é a espessura da casca.

A dependéncia deste problema em relagdo a um parimetro pequeno pode ser
evidenciada através da forma adimensionalizada das equagdes (I1.20) a (I1.40), o
que nos permite fazer varias inferéncias a respeito do comportamento e proprie-

dades da solugio deste problema.

I1.4 Problemas Limites em Cascas Axissimétricas

De modo a facilitar a compreensao do problema de cascas axissimétricas de-
senvolvemos aqui o estudo de dois casos particulares de geometria: o de uma
placa circular e o de uma casca cilindrica. Desta forma identificamos os diferentes

comportamentos das solugdes e sua dependéncia da geometria da casca.

Fixamos as seguintes condigdes de contorno, homogéneas, para o campo de

deslocamentos, correspondente ao caso de extremidades engastadas:

un(0) = up(L) =0, (11.45)
ug(0) = up(L) = 0, (IL.46)
u(0) = u (L) =0, (11.47)
B:(0) = Bs(L) =10, (I1.48)

Bs(0) = Be(L) =0 . (11.49)
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Consideramos para esta analise somente o caso de carregamentos axis-
simétricos, assim se anulam: os esfor¢cos N,g ,Q0y e Myp; as componentes de
deformacses v¥,9 ,7g: € Kag; € as componentes do vetor de deslocamentos genera-

lizados ug e fy.

Para explicitar a dependéncia da solu¢do com relacdo ao parametro

2 t?
= II.
€ =173 (11.50)
introduzimos as seguintes variaveis adimensionais:
S Uy Un
2::3, ulz—l—, 'i.Lg——L—, U3=ﬁ (II51)
o = N,L? o — NoL? e — QsL? ML _ MyL
1~D,2—D,3—D,U4—D,05—Da
(I1.52)
_ q3L3 . ana
fl = D f2 - D (1153)
onde
Us = Uy COS P + U, SN (11.54)
Upn = UpSENY — U, COS (P (11.55)

sao as componentes tangencial e normal do campo de deslocamentos u, respecti-

vamente.

11.4.1 Placa Circular

5

Se consideramos uma placa circular com um furo no centro, temos:

=0, Ri=o00, s=r-—r(0),

que sdao os parametros que definem esta geometria particular.

Para facilitar os calculos adotamos
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r(0)
= IL.
A 7 (I1.56)
e as equacoes (11.20)- (I1.40) assim se apresentam:
Equagoes de Equilibrio:
d A
et N ] ens (IL57)
dz
d A
_dlz+Nos | _ (z+\f2, (11.58)
dz
_&E#J +os +(z+A)oz =0, (I1.59)
Equacoes Constitutivas:
du
oy —voy) = d—; , (11.60)
(o —voy) =uy , (11.61)
62[10'3 = ET.E +’LL3 3 (1162)
dz
du
gy — Vo5 = _Elf , (I1.63)
(z+ Aos —veoy) =usz, (11.64)
com
2
, =Bt _20+v) (IL65)
G K

Para problemas com esta geometria, a andlise das equagoes (II.57)-
(I1.64)evidencia a existéncia de dois sistemas que podem ser estudados separa-
damente. O primeiro, formado pelas equagdes (I1.57), (I1.60) e (I1.61), represen-
tando uma placa sob regime de membrana, ou seja, somente esfor¢os atuando no
plano da estrutura. Jd o segundo, formado pelas demais (I1.58), (I1.59), (I11.62),

(I1.63) e (11.64), representam um problema de flexdo com cisalhamento.
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Na solugao analitica destes sistemnas, para fi; = fp = 0, obtemos parao; e o9
fungdes polinomiais, de comportamento independente do pardmetro 2 e para u,
uma fungio proporcional a e?. Desta forma, quando ¢ — 0 temos representada
uma estrutura altamente rigida no seu plano. O caso limite quando €% = 0, nao
possul Interesse pritico, j4 que corresponde a uma membrana elistica com rigidez

infinita.

O problema da flexdo da placa, tem solugio para qualquer valor de 2. No
entanto, é interessante ressaltar que no limite quando €2 = 0 temos o modelo
de Reissner-Mindlin reduzido ao modelo de Kirchhoff, ou seja ug = —us', como

podemos observar na equagao (I11.62).

Este fato pode também ocorre no caso de flexdo de viga estudado por LouLA,
MIRANDA, HUGHES E FRANCA [1987]. Na teoria de Timoshenko, que também
considera a deformagao por cortante, as equagdes que regem o problema apresen-
tam uma dependéncia de um parametro de modo semelhante ac aqui apresentado.
No limite, o que temos ¢ a redugao desta teoria & de Euler-Bernoulli, na qual a

deformacdo cisalhante é nula.

11.4.2 Casea Cilindrica

Para esta geometria particular temos:

L
@:g: R1:DO, T:Ra s=2z, Qzﬁa
e assim as equagdes que regem o problema sio:
Equagoes de Equilibrio:
do
——X =y, (11.66)
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d

__._03 + eoe = f2 5 (1167)

dr

d04
- = [1.68
dr tos =0, ( )

Equagdes Constitutivas:
dm
Yoy — = 11.69
e‘(or —vay) Fnl ( )
e¥(oy —vay) = pua (IL.70)
du
eluos = -(-EQ +ug, (IL71)
0y —vOs = dug , (I1.72)
dz

Js —VOy = 0. (1173)

Diferentemente do que acontece no caso da placa circular, temos aqui o aco-
plamento entre os esfogos de membrana e de flexao o que resulta num problema
mais complexo. Agora existéncia de solugio depende do parametro 2. Isto pode
ser confirmado pela resolugdo das equagdes (I1.66)- (I1.72), com f1 = f2 = 0 que

nos leva a seguinte equagao diferencial em oy:
e (og TV —pglos ) + 0*(1 = %)y =0. (11.74)

N&o estamos preocupados aqui em analisar a solugdo particular deste sistema,
pois a dificuldade maior é intrinseca ao operador diferencial e esta refletida na sua
solugdo homogénea.

A solugéo da equagédo (I1.74) requer a determinacio das raizes de sua equagio
caracteristica,

e (w* — po’w?) + (1 —vh) =0, (IL.75)

que sao:

2 _
w =

o=

g2

(,ug? + \/,ﬂg* - 49—2(1—_—”22) . (IL76)



17

O sinal do discriminante é decisivo no tipo de solugdao que obtemos, e sabendo-

se que:

4p2(1 — 12
po® > \/#294_L(?V_) (IL.77)

a solugao poderd ser de dois tipos, a saber:
2 2 .
i} se u?pt — 2£UY) 5 0 | temos quatro raizes reais ( fw; e +un), para a

equagdo (II1.75) e assim:

o4 = Cisenhw; z + Cy coshw; z + Cisenhws z + C4 coshw, z; (I1.78)
ii) se plp* — 4—92(—;;—"2 < 0 , temos quatro raizes complexas, % (w; + w2i) e

+ (w1 — wat) , para a equagdo (I1.75) e assim:

gy = e“1? (C}SAGDLUQZ + Cqcoswaz) + e7“1* (Casenwyz + Cycoswez).  (IL79)

Pela analise da Figura 2.5 que mostra oy quando fixamos £ = 1,0;
v=20,30=10f = 0,0;f2 = 1,0; e variamos o valor de ¢, observamos que
a fungdo muda de forma a medida que € tende para zero (estrutura delgada). Os
valores usuais adotados para € estao na faixa que satisfaz ao caso ii), e o comporta-
mento de camada limite da solugio se manifesta a partir de ¢ = 1072, Nestes casos
a presenca de regides com gradientes elevados, proximas aos apolos, evidencia o
fendmeno de concentragéo de tensoes, de extrema importancia e projetos de estru-
turas esbeltas. Fica, entdo, caracterizado a singularidade intrinseca ao operador

diferencial para a categoria de problemas dependentes de parametros.

Ao tratarmos o problema da casca de forma aproximada, através do método
dos elementos finitos, a presencga de regides de gradientes elevados da solugao
exige um tratamento mais refinado nestes locais. Uma forma eficiente de garantir
uma boa aproximag¢@o da solu¢ido, quando lidamos com problemas deste tipo, é

utilizar refinamentos adaptativos nos quais aumentamos o refinamento somente
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nas areas de camadas limites. Melhor ainda é obter tais refinamentos de forma
automatica, ou seja, introduzirmos no programa de elementos finitos estratégias
que identifiquem automaticamente os locais de camadas limites e aumentem o

refinamento adaptativamente, com o minimo de interferéncia do analista.

Tendo em vista o uso dessas estratégias auto-adaptativas para o problema
de casca e considerando a complexidade deste problema apresentamos um pro-
blema escalar unidimensional com solucio, dependente de parametro, semelhante
a solugdo do problema da casca, pelo menos no que diz respeito a presenca de

camada limite, dado por:

Achar u : (0,1) - IR tal que
nu'' +u=f, (I1.80)

u(0)=u(1)=0, (I1.81)

em que 77 é um parametro pequeno, 0 < n < 1. Na Figura 2.5 podemos comparar
as solugdes exatas do problema da casca e deste problema modelo escalar, com
f = 1,0 para diferentes valores para 5. A semelhanca deste problema modelo
com o problema de casca motivou-nos a utiliza-lo nos primeiros experimentos com
estratégias auto-adaptativas que foram, em seguida, estendidas para o problema

de cascas cilindricas.

No capitulo seguinte retomamos a anélise do problema da casca, assim como
o problema modelo escalar, por meio de formulagdes variacionais, comentando
aspectos relevantes sobre existéncia e unicidade de solugéo, bem como sobre con-

vergéncia de suas aproximagées por elementos finitos.
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Figura 2.5 - Solugdes, o4 e u, das equacdes (I1.74) e (11.80)
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CAPITULO I1I

FORMULACOES VARIACIONAIS E ANALISE NUMERICA

IT1.1 Introdug¢ao

Conforme comentamos anteriormente, em flexdo de placas e cascas, quando
a espessura f tende para zero, o modelo de Reissner-Mindlin converge para o
modelo de Kirchhoff. Este fato pode entéo ser interpretado como um método de

penalizagdo natural sobre a hipétese de Kirchhoff.

Do ponto de vista numérico, embora de aparéncia simples, a discretizacao
do modelo de Reissner-Mindlin néo é trivial. Para cascas delgadas interpolagoes
usuais de Lagrange conduzem a resultados sub-6timos, mesmo para aproximagoes
de ordens elevadas (grau maior que dois). Aproximacdes aparentemente naturais
conduzem a resultados que, grosseiramente, sub-estimam os deslocamentos. Para,
elementos lineares ocorre trancamento provocando efeitos nocivos no calculo dos
esfor¢os de memnbrana e cortante. E bem sabido que formulagdes de elementos
finitos penalizadas, requerem, em geral, aproximagdes especials para evitar tal
comportamento. Por outro lado, a nao transferéncia automatica das propriedades
do problema continuo para o problema discreto dificulta a construcio de apro-

ximagoes estavels em modelos mistos.

Neste capitulo abordamos os aspectos relativos a aproximagoes de elementos
finitos para formulacées em um e em dois campos. Consideramos inicialmente
métodos de deslocamentos e mistos baseados na formulagao classica de Galerkin
que correspondem a restri¢io das equagbes variacionais do problema continuo aos

espagos de elementos finitos. Discutimos a existéncia e unicidade de solugio para
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tais problemas que séo avaliadas pelo lema de Lax ou pelo teorema de Brezzi, para
as formulacoes em um e dois campos, respectivamente.

Com o objetivo de estabilizar e aumentar a precisdo da aproximacio discreta,
apresentamos uma formulacio de Petrov-Galerkin consistente, introduzida em
LouLA, MIRANDA, HUGHES E FRANCA [1986] para o caso da casca axissimétrica,
LouLAa, FRANCA, HUGHES E MIRANDA [1987a] para a viga de Timoshenko e
LouLa, HUGHES, FRANCA E MIRANDA [1987b] para o problema do arco circu-
lar. Esta formulagao é obtida adicionando-se, a formulagéo classica de Galerkin,

termos residuais das equagdes de equilibrio, no dominio dos elementos.,

Resultados numeéricos sao apresentados comprovando a eficiéncia do método

para diversas geometrias e tipos de carregamentos, inclusive nao axissimétricos.
II1.2 Método dos Deslocamentos

Esta formulacao tem sido frequentemente utilizada para obteng¢io de solugdes
numeéricas de problemas em mecanica. Por envolver um nico campo, o dos deslo-
camentos, é facil construir aproximagoes conformes, satisfazendo a priori, a relacéo

cinematica entre o tensor deformacoes e(u) e o vetor de deslocamentos u.

No caso de cascas axissimétricas, (I1.20 - I1.40), o problema variacional, em

termos de deslocamentos generalizados, assim se coloca:

Problema D : Achar u € V tal que
au, @) = f(a)VaeV, (II1.1)
com V o espago de Hilbert dado por
Vo= {ﬁ = {ﬁr,ﬁz,ﬁg,ﬁs,ﬁo}T € (HI(Q))5 :0(0,8) =a(L,8)=0 } ,  (1IL.2)

COIN 1norina,

)% = /(ﬁ.ﬁ + Via.Vi) dQ (I11.3)
(9]
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onde

a(u,0) = /De(u).e(ﬁ)dﬂ (111.4)

f(d) = [ f.ado, (11L5)
/

que equivale a encontrar o minimo do funcional da energia potencial total,

J(a): V — IR, dado por:
. 1 .. .
J(a) = ia(u, a) — f(a) . (I11.6)
Ou seja, neste caso o problema consiste em achar u € V tal que

Ju) < J@)VaeV.

Existéncia e unicidade de solugéo para este problema sio garantidas por

Teorema 3.1 (Lax-Milgram): Se V é um espaco de Hilbert, a : V x V — R
uma forma bilinear continua e V-elitica e f um funcional linear cont{nuo, entio o

Problema D tem solucio unica.

No caso de cascas a continuidade e eliticidade da forma a(-, ) séo dadas pelas

seguintes relagdes:
. 1 - "
ja(u, )] < M)l Jall, Yuaev, (111.7)

a(@,q) > ofja))> VaeV. (I11.8)

onde M(53) < o0 e a > 0 sdo as constantes de continuidade e eliticidade, respec-
tivamente. A dependéncia da constante de continuidade com relagio a 2 pode

causar problemas quando 2 — 0.

Aproximagdes de elementos finitos para o Problema D sio classicamente
obtidas introduzindo-se o espaco de elementos finitos V, C V (aproximagdo con-

forme), com Vi = (S£(£2))°, onde $,() C C%(Q) ¢ o espago dos polinémios de
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grau k, no interior de cada elemento e, com h = maz{he}, 1 < e < ne, em que k,
é o comprimento do elemento e, e ne é o numero de elementos da malha. Por este

procedimento podemos definir o problema aproximado da seguinte forma:

Problema Dj: Achar u € V;, tal que,
a(uh, flh) = f(ﬁh), VipeV,. (IHQ)

Devido ao uso de aproximagoes conformes, o problema discreto herda as proprieda-
des de continuidade e eliticidade do problema continuo, o que assegura a existéncia

e unicidade de solugdo para o Problema Dj.

Pelo lema de Céa, e considerando (IIL.7) e (II1.8), resulta

M%)

o

u—usfly < [u =ty V iy € Vi, (I11.10)

que combinada com os resultados classicos da teoria de interpolagao

(CIARLET [1978]), conduz & seguinte taxa de convergéncia para up:
Chkﬂ I
flu—usxfly < 7 ulips (IIL.11)

com C independente de t. Da relagido anterior podemos concluir que para estru-
turas delgadas, quando ¢ — 0, o lado direito da desigualdade cresce e estaremos
sujeitos a instabilidades numéricas. Neste caso elementos lineares, & = 1, ten-

dem ao trancemento, ou seja, tornam a estrutura super rigida, impedindo-a de se

deslocar (HUGHES [1987]).
I11.2.1 Exemplos Simples

O comportamento, descrito acima, pode ser melthor entendido quando anali-
samos problemas mais simples. Isto ocorre por exemplo com o problema da viga
de Timoshenko e o problema modelo escalar, introduzido no capitulo II e descrito

pelas equagdes (I1.80) - (I1.81), como comprovaremos a seguir.
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a) Viga de Timoshenko

Através da anilise deste problema, podemos compreender facilmente o
fenémeno de itrencamente que ocorre neste caso quando empregamos elementos
lineares.

Utilizando aproximagbes de elementos finitos conformes, V3, C V, com

Vi = (Sx(0, L))z, podemos escrever o problema da viga como

Problema E; : Achar v, € V}, tal que

a(Va, V) = f(Va) VVh € Vo, (IT1.12)
comm
L
1 o
a(Vp, Vi) [ﬁh B, dx + b« —2/ — fr)dz (I11.13)
0

com vy = {vn, B}, sendo vy o deslocamento transversal e B, a rotacio, ambos

tomados a partir do eixo médio da viga.

Em (IIL.13) observamos uma penalizagdo natural sobre a deformacdo cisa-

lhante tal que quando #2 tende para zero forga a satisfagao da restricio vy — By =

(hipdtese de Kirchhoff).

Para ilustrar a questao do trancamento, tomemos o caso de uma viga esbelta,
sob a a¢ao de peso proprio, engastada na extremidade, ou seja v,(0) = 0 e

Br(0) = 0. A satisfagdo da restri¢io em z = 0 acarreta:
vi(0) — Br(0) =0e Br(0) =0 = vy/(0)=0. (I11.14)

Para o elemento linear a derivada ¢é constante em cada elemento ¢, e se conhecemos
o seu valor em z = 0, em z = k. ela terd esse mesmo valor, ou seja, v/ (he) = 0.
Consequentemente, como a derivada é nula em todo o dominio do elemento, nao

ha variagéo do valor do deslocamento, dai vp(h.) = 0. Este fato se repete para
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todos os elementos, independente do refinamento, o que nos permite concluir que
a solugdo obtida é nula em todo o dominio. Dizemos entéo, que elementos linea-
res superestimam grosseiramente a rigidez da estrutura provocando trancamento.
Fato idéntico ocorre em placas. Em cascas, porém, tal comportamento nao ocorre
da mesma forma. Neste caso o acoplamento entre os esforgos de flexao e de mem-
brana ameniza os efeitos de flexao provocados pelos apoios e descontinuidades de
carregamento. Em regides afastadas destes pontos a estrutura tem comportamento
de membrana. Isto pode fazer com que o fenémeno de trancamento néo seja tao
grave como o que ocorre em estruturas que trabalham em regime de flexdo em

todo dominio, como ocorre no caso de vigas e de placas.
b) Problema Modelo escalar

Pela analise do problema escalar apresentado no capitulo anterior, semelhante
a realizada para o problema da casca, podemos fazer uma comparagdo interessante
com o que acontece naquele problema.

Seja entdo (I1.80) - (I1.81) na forma variacional dado por:

Problema M, : Achar u € Hj(0,1) tal que

an(u,v) = f(v) Yve H}, (I11.15)
onde
1 1
ap(u,v) = q/u'v'dm —l—/uvdm Yu,ve Hy, (111.16)
0 0

flv) = /fvda: : (IIL.17)
0

Para n > 0 o Problema M, tem solugdo unica e as constantes de continuidade,

M =1 e de elitiaadade, a = 7, sao facilmente determinadas.

Adotando aproximagdes conformes, S¥ ¢ H}, o problema discreto herda as

propriedades do problema continuo e obtemos a seguinte estimativa de erro para
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elementos lineares, (k = 1):
e — up]l, < —=hju| (II1.18)
A . .
! ‘\/ﬁ ?

Neste caso a instabilidade do método provocada, quando n — 0 implica em
oscilagoes da solugao aproximada, u, proximo a camada limite, que tendem a au-
mentar & medida que 7 diminui, Figura 3.1. Porém a anilise da expressao (II1.18)
faz crer que se fizermos h <,/ 0 método podera fornecer uma boa aproximacao
para a solugao exata. Esta condigio, entretanto, pode implicar em um custo com-
putacional excessivo, quando n — 0, se ufilizarmos malhas uniformes. Malhas

adaptativas sido indicadas nestes casos.

ufx)

1.4

— Exats (eta=1.E-5)
—+— Qalerkin (eta=1.E-6)

* Exata {eta=1.E-3)
-8~ Gaterkin [eta=1.E-3)

1 1 1 L

0.05 o1 Q.15 az 0.25

Figura 3.1 - Solugées para o Problema M,

Embora exista semelhanca entre o Problema E, e o Problema M, , ve-
rificamos que a natureza dos resultados numéricos obtidos por ambos, sio bem
diferentes. O fato do lado direito das inequacdes que definem as estimativas de
erro a priori, ser grande, e depender de pardmetros (no caso da viga de Timoshenko,
como no caso de placas e cascas, devido a dependéncia de ¢ da constante de conti-

nuidade e no caso do problema modelo escalar devido a dependéncia da constante
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de eliticidade do parametro n), implica em instabilidade numérica, que pode se

manifestar de diversas formas, como constatado.

No caso de trancamento, integracoes reduzidas, ou seletivas, tém sido uma
salda frequente para contornar estas limitagdes. Entretanto a possibilidade da
presenga de modos de energia nula em decorréncia desta estratégia pode gerar
serias complicagdes (ver HUGHES [1987]). Tais modos de energia nula podem ser
detectados quando usamos a fatoragao de Crout da matriz de rigidez e encontramos

“pivots” iguais a zeros que indicam a presenga de modos de energia nula.

Outra alternativa é utilizar uma formulacio mista de elementos finitos baseada
no Principio de Hellinger-Reissner com deslocamentos e esfor¢os como variaveis
independentes. Nesta forma a teoria de Reissner-Mindlin pode ser interpretada.
como uma regularizagio da teoria de Kirchhoff, e uma escolha natural para os
espagos de aproximagdes scria adotar Ly para o campo dos esforcos e H! para o
campo dos deslocamentos. Infelizmente, no limite quando t — 0, também temos

problemas com esta formulacao, como sera discutido no item seguinte.
II1.3 Método Misto de Galerkin

A formulagdo variacional mista de Galerkin para o problema da casca, em

termos de deslocamentos e esfor¢os como variaveis independentes, assim se colocas

Problema G : Achar (N,u) € W x V, tal que
a(N,N)+b(N,u) =0, VNeW, (I11.19)
B((N,0) = f(a), ViaelV. (111.20)
com

V= {ﬁ = {ﬁraﬁnﬁﬁvﬁs'.ﬁa}T € (HJ(Q))s : ﬁ(O,G) = ﬁ(L$9) =0 } ’ (IIIE]')
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= {N = (N,, Ng, Nos, Qs, Qp, Mo, Mo, Mop)T € (Lo())°} . (ITL22)
onde
a(N,N) = — f DN.NdQ =

L 2=

_0//{ = [N, = N, + (Np = vN,) | +

+ é [N39N39 + QsQs + Qa@e] ~

_ 1 (M, — v MM, + (M — VMS)MG} .

oMo } rdéds | (I11.23)

n . sen Oty cos Ou, ig
+ Qo (ﬁ6+ G r 08 Seny r)+

¥ —!—cosgoﬁs)

. | 9B 8B
+ Mge [-87 + - ( 5 cosgaﬂg)} } rdfds

(I11.24)

PLs

L
fla) = f f (griiy + g:1i: + qotig) 7dO ds . (I11.25)
0 0

Resolver tal problema é equivalente a determinar o ponto de sela do funcional de

Hellinger-Reissner, HR(N, i) : W x V — IR, dado por:

HR(N,d) = %a(N,N) + 5N, &) + f(i1) (I11.26)
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ou seja,

Achar {N,u} € W x V tal que

HR(N,{) > HR(N,u) > HR(N,u) YNecWe VacV. (I1.27)

E importante notar que, do ponto de vista matemético, o Problema G se
enquadra nos moldes da teoria dos problema mistos estudados por BREZZI [1974]
e BABUSKA [1971]. Para fazer uso dos resultados ji estabelecidos por aqueles

autores, precisamos caracterizar os seguintes subespagos de W :
K(f)={NeW :bN,d)=f(&) YaeV}, (I11.28)

K=K0)=KerB={NeW :yN,i)=0 YaeV}. (111.29)

onde B € o operador , B: W — V',
(BN, ) =bN,i1), VNeW VaeV, (I11.30)

sendo V' o dual de V.

Uma vez que as formas bilineares a(.,.) € §(.,.) e o funcional f(.) sdo continuas,
existéncia e unicidade de solugao para esta classe de problemas sao garantidas pelo

seguinte teorema:
Teorema 3.2 ( BREZ21[1974])

Se existem as constantes & > 0 e 3 > 0 tals que podemos demonstrar

(H1) K-eliticidade:
lo(N,N)| > a||N|;y VNEK, (I11.31)

(H2) Condi¢do de Babuska-Brezzi :

(N, 1)
sup =
v NeW ”N”W

>Bllall, YaeVv, (I11.32)
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entdo o Problema G tem solugio dnica {(N,u) € W x V.

Para o problema em questao, a hipétese (H2) é trivialmente verificada. A
condic¢ao de eliticidade vale para todo o espago W para cascas de espessura finita.

O problema estd no imite, quando £ — 0, com R = min{R;, Rp}.

Para a aproximacao de elementos finitos do Problema G adotamos V, C V,
com V, = (SF(0))° definido anteriormente para o modelo de deslocamento, e
W, C W, W, = (Pl(Q))?, sendo PL() o espago C~! de polinémios de grau I,
no interior de cada elemento e descontinuos nas interfaces dos elementos. Assim

podermos escrever o problema discreto

Problema G : Achar (N, u;) € Wy x V4, tal que
a(Nu, Ny + 6Ny, up) =0, VN, € Wy, (I11.33)

B(Np, @p) = f(dn), Vi € Vi. (I11.34)

Interpolacoes de igual ordem, para esta formulagao, sao instaveis no caso de
estruturas delgadas. Tais aproximacgoes conduzem a resultados sub-é6timos, mesmo
para aquelas de ordens elevadas (k = { > 2). Para k = [ = 1, estamos sujeitos a
trancamento no calculo dos deslocamentos, o que gera problemas no cédlculo dos
esfor¢os de membrana e cortante. Este comportamento pode ser explicado pela

fraca eliticidade da forma bilinear a(-,-) para t? -» 0, que em geral é dada por
la(Nw, N)| = (@, R)INGly ¥V Ni € K (I11.35)
onde
Ky ={NyeW, ;b(Ns i) =0 V iy €V} . (111.36)

A dependéncia de o com relagio a 2 e A, reduz a taxa de convergéncia das apro-
ximagoes na maioria das situagoes, de uma forma semelhante & que ocorre com

aproximagdes intaveis para o problema da viga de Timoshenko.
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Retornando ao problema da placa circular adimensionalizada, que como vi-
mos, se desacopla em dois problemas: de membrana e de flexdo. Demonstram-
se em LOULA, MIRANDA, HUGHES E FRANCA([1989] a W-eliticidade e K-
eliticidade, dos problema de membrana e flexao, respectivamente, para valores
positivos de €2. No problema da membrana, devido a eliticidade ser valida
para todo o espago W, mesmo quando ¢* — 0, esta propriedade é transferida
automaticamente para o problema discreto. No problema de flexao, quando
e? 5 0, perdemos a W-eliticidade mantendo-se somente a K-eliticidade, que
nao é automaticamente transferida do problema continuo para o discreto. O
que se deve notar é que apesar de W, C W e V, C V (propriedades es-
senciais da aproximagoes conformes), nédo temos, necessariamente, K; C K.
Dessa forma, a construgio de aproximagoes de elementos finitos estdveis se re-
duz a um problema de compatibilidade entre os espagos adotados para o campo
dos deslocamentos e para o campo dos esfor¢os. Se escolhemos, por exemplo,
[ = k — 1, conseguimos compatibilidade entre os espacos e asseguramos existéncia,
unicidade e estabilidade do problema discreto. Dificuldades adicionais ocorrem
no caso de cascas axissimétricas, de modo que convergéncia uniforme, indepen-
dente da espessura, nao deve ser esperada, mesmo com interpolagdes de diferentes

ordens.

Visando superar algumas destas limitagoes apresentamos a seguir uma nova

formulagao mista com termos adicionais de minimos quadrados.

II1.4 Método Misto de Petrov-Galerkin

Adicionando, a formulacio classica de Galerkin, termos de minimos quadra-
dros, relativos as equagoes de equilibrio no dominio dos elementos, e adotando os
mesmos espagos de elementos finitos da formulagao anterior, Vj e W), definimos

o seguinte problema:
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Problema PG, : Achar (N,,us) € W), x V,, tal que

an(Np, Np) + (N, uy) = gu(Ny), VN, € Wy, (II1.37)
b(Np, @p) = f(@r), Vlu € Vi, (111.38)
onde
an(Nn,Np) = a(Ny, Ny) + i ac(N§, N§) (I11.39)
e=1
com

. R2[O(rN,) 0ONgp r
e Ne _ _€ - —Q,
NN = -6 [0 0 Nycosi 4 101
£,
[O(rN,)  ON, - ros
- N, — Q| dS2,
175 T o "COS"”JrRlQ}
hi '8(7'ng) BNe ]
—62f—D- 2 + 58 + Nggcos +Q98€I1Lp— X
Q.
F@(r]\}sg) ANy - 1
X ER + 50 + Nggcosep +Qgsencp_dﬂe

h2 a(rQ) Qe N, Ny
5] [ 8 59—(R—1+E>]x

(2000 % (%, ) o,

as o8 R
o B[P e ]
2.
X 8(7;133) + agﬁe — M, cos:,ade‘e
s, / r?; :B(T;ijso) ~ 3;;’9 Mo Cowj 8
x ra("gf“) - a;“gg + Msgcosgo; dQ. ,  (I11.40)

onde N é a restricio de Ny ao elemento e, r, é um valor caracteristico da casca

(valor maximo de r por exemplo), € 81,82, 83,84 e &5 constantes positivas adimen-



33

sionais a serem fixadas. Notar que para é; = 0,7 = 1,2,3,4,5, o Problema PG,
reduz ao Problema Gy, .

Esta formulagao goza das seguintes propriedades (LOULA, MIRANDA, HUGHES
E FRANCA [1986]):

- Consisténcia : Problema PQG, ¢ variacionalmente consistente, isto &, se
(N,u) € W x V é solugio do Problema G entao (N, u) satisfaz ao Problema
PG, . Isto decorre do fato de que a equagdo (II1.37) é obtida adicionando &
equagao (I11.33), a forma residual das equagdes de equilibrio (II.20) - (I1.24) no

interior dos elementos.

- Continuidade : Como a.(N§,N¢) é proporcional a k2 , podemos provar
lar (N, N)| < ClINnllw 1Nl (II1.41)

com C > 0 independente de h.

- Condi¢do de Babuska-Brezzi discreta : pode-se provar (H2) discreta,

(N, G
sup ( h)uh)

: > Bllanlly, ¥ € Vi, (111.42)
N, €wy “Nh“W

com /7 independente de A.

- Convergéncia : A convergéncia de (Ny, up) para (N, u) na norma do espago

produto W x V', requer K-eliticidade, ou seja
n ~ - 3 -
]ah(Nh,Nh)| _>_ QHN};”W A4 Nh S Kh . (11143)

Esta condigho em geral no é verificada. Para o caso particular da placa circu-
lar, escolhas apropriadas de é;, 83,8y conduzem a (1I1.43) independente de ¢ e £
LouLA, MIRANDA, HUGHES E FRANCA [1989], assim como para o caso da viga de
Timoshenko LouLA, HUGHES, FRANCA E MIRANDA [1987]. Entretanto isto nao
ocorTe para cascas axissimétricas, que por esta razdo ndo apresentam convergéncia

uniforme, nem mesmo para a formulagio de Petrov-Galerkin aqui adotada.
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II1.5 Forma Matricial das Formulagtes Mistas

A resolu¢do numérica dos problemas mistos resultantes da aplicagdo dos
métodos de Galerkin e Petrov-Galerkin, como apresentados anteriormente, levam

a seguinte expressao matricial:

~AX +BTU =G (111.44)

BX =F (I11.45)

onde X e U representam os pardmetros nodais da interpolagdo para esforgos e
deslocamentos, respectivamente, A e B sao as matrizes associadas com as formas
bilineares ap(-,-) e b(-,-), G e F os vetores de carga equivalentes. Devemos notar
que na aproximacgio de Galerkin G = 0. Além disso, como os esfor¢os sao inter-
polados descontinuamente, podemos eliminar os graus de liberdade, dos esforgos

X, a nivel de elemento, escrevendo portanto (II1.44) - (1IL.45) como:

KU = F*, com (111.46)
K=) K., K.=B.A. BT (111.47)
e=1
F*=) F!, F'=F.+B.A'G. (111.48)
e=1

onde A, e B, sdo matrizes associadas com a restricio das formas bilineares
an(-,-) e b(-,-) para o elemento e, e G, e F, sao os vetores de carga a nivel de
clemento. As expressoes (I111.47) e (I11.48) nada mais sdo do que as operacdes do
processo classico de condensago estatica, sendo K uma matriz de rigidez, onde

somente os deslocamentos séo mantidos como graus de liberdade globais.
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I11.6 Resultados Numeéricos

e Exemplo 1 - Casca cilindrica delgada (forma adimensionalizada);

Analisamos inicialmente uma casca cilindrica delgada (¢ = 10™?), sob a¢do de
pressao interna. Neste caso empregamo a forma adimensionalizada introduzida no
capitulo II. Devido a simetria discretizamos somente a metade do dominio, com
uma malha de 8 elementos. Na Figura 3.2 apresentamos os resultados obtidos pe-
las formulagées variacionais de Galerkin e Petrov-Galerkin com malhas uniformes,
para as componentes o3 € g4, proporcionais ao esforgo cortante @, e momento fle-
tor M, respectivamente, calculadas pela formulacdo de Galerkin com interpolagio
linear para os campos de deslocamento e de esfor¢os (k = I = 1), simbolizada por
(G22 (assim denominado pelo fato do elemento possuir dois valores distintos para
cada um dos campos}; e com interpolagao linear para os deslocamentos e constante
para os esforcos (k = 1, [ = 0), simboclizadas por G21 (elemento com dois valores
nodais para os deslocamentos e um para os esforgos). Séo apresentados, também,
os resultados obtidos com a formulagéo a formulagio de Petrov-Galerkin (PG22,
interpolagao linear para os deslocamentos e para os esfor¢os), e a solucdo exata.
Adotamos, neste caso, § = 63 = 6 = 1,0 em todo o dominio. E importante
notar a eliminagao das oscilagoes em o3 e o sensivel aumento da precisio para o4
obtido com elemento PG22. Neste caso verificamos que a variacao nos valores dos

deltas afeta a precisio mas nao a estabilidade do método proposto.

Na Figura 3.3 apresentamos as taxas de convergéncia, na norma do L, dos
métodos de Galerkin estavel, G21, e Petrov-Galerkin PG22, com malhas uniformes,
para as componentes g3 e g4, tratadas anteriormente. Observamos claramente,

nestes graficos, o aumento das taxas de convergéncia alcangado com a formulacio

de Petrov-Galerkin.
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Figura 3.2 - 03 e 04 para diferentes aproximacoes e métodos, ¢ = 1073
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Figura 3.3 - Taxas de convergéncia para o3 e o4, € =103
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¢ Exemplo 2 - Casca cilindrica (¢t = 2,0 e t = 40,0)
De modo a analisar a influéncia da espessura da casca sobre os resultados
dos esfor¢os, estudamos uma casca cilindrica engastada em uma extremidade com

carregamento radial na outra extremidade para dois valores diferentes de espessura

(t =2,0 et =40,0), como mostra a Figura 3.4.

I 11

7 3
, 100 10
! R E =206010,0 N/ mm’

R =160,0 mm
[ z L =450,0 mm
- F=1000 N
t R v=0,3
T YF

Figura 3.4 - Geometria e propriedades da casca cilindrica

Utilizamos neste exemplo a formulac¢do de Petrov-Galerkin com 4, = 1,0;
64 = 10,0;6, = 63 = s = 0,0 , com elementos de 3 noés (interpolacio quadratica,
k=1=2).

Para a casca espessa, ¢ = 40,0, discretizamos o dominio com 10 elementos,
igualmente espacados. Em cascas delgadas, espera-se a ocorréncia de gradientes
elevados para os esforcos, nas proximidades dos apoios, logo estas regides estdo
sujeitas aos mailores erros de aproximagdo e um modo de minimizar este pro-
blema, de forma eficiente, é aumentar a concentracdo de elementos somente nestes
locals. Assim sendo para a casca de espessura ¢t = 2,0 , usamos 7 elementos

na regiao [ e 9 na regido II. Nas Figuras 3.5 e 3.6 os esforgos para a casca es-
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pessa (¢t = 40,0mm) e para a fina (¢ = 2,0mm) sio respectivamente mostrados.
Para uma anélise comparativa, utilizamos resultados obtidos com uma formulagio
em deslocamentos, modelo de Kirchhoff, usando um elemento especial de 3 nds
proposto por FEII0O, JOSPIN, BEVILACQUA E TaROCO [1980], que provou ser
eficiente em varias aplicagGes. Observamos a concordancia entre os resultados ob-
tidos com as duas formula¢bes para as componentes Ng e M,, mostrando o bom
desempenho da nova formulagio que, inclusive ndo apresentando oscilagoes em N,
como ocorre nas formulagdes classicas. A componente {, ndo pode ser comparada

porque a formulagdo em deslocamento nao a calcula.
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Figura 3.5 - Esfor¢os na casca cilindrica, t = 40, 0mm
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Figura 3.6 - Esforgos na casca cilindrica, t = 2,0mm
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e Exemplo 3 - Vaso de contencéo

O exemplo 3 e o exemplo 4, apresentados a seguir, sdo de grande interesse da
area de tubulacoes e vasos de presséo. Inicialmente analisamos a estrutura do vaso
de contengio da usina nuclear de Angra-2, localizada na cidade de Angra dos Reis

no Estado do Rio de Janeiro

Na Figura 3.7, apresentamos os dados de geometria e propriedades dos mate-
riais para o referido vaso. O carregamento considerado é uma pressio uniforme de

p=0,53 N/mm?. A estrutura é modelada como uma casca esférica engastada no

Ago WSLE 51

m E = 206010. N/mm"
P R =28000. mm
t = 30. mm

p= 053 N/mm*

\(P v= 0.3

II

v

Figura 3.7 - Geometria e propriedades do vaso de contencio

apoio (¢ = 127,177%). e em sua discretizagio utilizamos elementos de 3 nés (inter-
polagao quadratica, k = [ = 2). Devido a presenga de camada limite préxima ao

engaste, optamos por fazer uma distribui¢io de elementos igualmente espagados,
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em trés regides, assim dispostos: 20 elementos na regido I, 10 elementos na regido
IT e 10 elementos na regido III. Como nas regides II e III aparecem somente es-
forcos de membrana (Ng = N, = pR/2), apresentamos, Figura 3.8, apenas os
esforgos na regido I. Na formulagio mista adotamos & = 1,0 e 64 = 10,0; sendo
os demais deltas nulos. Observamos que §; e 85 poderiam ter valores quaisquer
visto que est@o associados aos residuos de equagdes que envolvem componentes

que se anulam no caso de carregamento axissimétrico.

Notamos que os resultados sdo praticamente idénticos para ambos os métodos
com excegao da componente de membrana N, que na formulacdo em deslocamento

apresenta oscilagdes espurias .
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Figura 3.8 - Esfor¢os na regido [ do vaso de contencio
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e Exemplo 4 - Bocal DN290/38

Quando da andlise de tenstes de vaso de contencdo, acima citado, além das
regides vizinhas aos apoios, também ocorrem concentragio de tensdes nos bocais,
que sdo locais onde tubulages interceptam esta estrutura. Uma andlise deta-
lhada desses bocais é encontrada em LouLa, TAVARES, JosPIN E TOLEDO [1983].
Fazemos aqui uma andlise de um destes bocais, denominado DN 290/38. Suas
caracteristicas estdo descritas na Figura 3.9, sendo que neste caso também utili-
zamos elementos de 3 nds (interpolagdo quadritica, k = ! = 2). Séao distribuidos
elementos igualmente espagados como segue: 6 elementos na regido I, 7 elemen-
tos na regiao II e 4 elementos na regido III. Os valores fixados para os deltas sdo
1dénticos aos do exemplo 3. Avaliamos os resultados para trés tipos diferentes
de cargas, representadas na Figura 3.9 por F}, F; e p, uniformemente distribuidas
em f. Os esforgos na regido I para cada tipo de carregamento estao mostrados na
Figuras 3.10 a 3.12. Neste caso, para todos os tipos de carga, as respostas das
duas formulagdes se assemelham exceto para N, que, como no exemplo anterior,

apresenta oscilagoes espurias para a formulac¢do em deslocamento.

- F2 Aco WSIE 51

{ I P~ I E = 206010. N/mm’
T v =03

= F,= 28274 N

] I F,=100 N ,
P =053 N/mm

v

R =28000. mm
r,= 167.5 mm
P r,=1200 mm
t,=45 mm
t,=38 mm
see 1 =2522 mm
! ‘ L=450. mm

] R |

Figura 3.9 - Geometria e propriedades do bocal DN 290/38
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Figura 3.11 - Esforgos no bocal DN 290/38, carga F2, Regido I
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Figura 3.12 - Esfor¢os no bocal DN 290/38, carga P, Regiao I
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e Exemplo 5 - Casca cilindrca com carga nio axissimtrica

Por 1ltimo analisamos uma casca cilindrica, de comprimento L = 3600mm,
rato R = 1600mm, espessura ¢t = 160mm, médulo de Young
E = 2,06 x 10°N/mm?, cocficiente de Poisson v = 0,3; engastada na extre-

midade s = 0,0(ur = up = u, = f, = 8 = 0,0) e sujeita a uma forca cortante

na extremidade s = L (€, = 100cos#, Ny = —100senf), como pode ser visto na
Figura 3.13.
L L L
| ‘]
Y S ——————
Fy
y z
- -------- _
y
: _____ 4t _________ R
/
T YF

Figura 3.13 - Geometria do cilindro sob aco de forca cortante

Este exemplo € um caso particular de carregamento dependente de 6, que pode

ser expandido em série de Fourier, da seguinte forma:

M
= " (£2(5,8) +£2(5,9)) . (111.49)
m=0
Consequentemente, podemos também expandir os deslocamentos e esforgos nas
séries:

(s,8) = Z (5,8) +u®(s,8), (I11.50)

Nas(s, 8 Z(N (5,6) + N2 (s5,8)) , (I11.51)
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onde os superescritos s € a representam a parte simétrica e anti-simétrica, respec-

tivamente da expansido em 8, e

u’ (s,8) = {ul(s) cos mb, u(s)cos mb, uz(s)sen mé, B7(s) cos mb, By(s)sen md}’
(II1.52)
us (s,8) = {uf(s)sen mé, ul(s)sen mb,ug(s)cosmé, B;(s)sen m#b, B5(s)cos m@}"

(I11.53)

N? (5,8) = {N(s)cosmb, Nj(s)cosmb, N;y(s)sen mb, Q,(s)cosmb,
Q3(s)sen mé, M3(s) cos mb, M3(s)cos mb, M2(s)sen mé}T |

(I11.54)

N2 (s,8) = {NZ(s)sen m8, Ng(s)sen mb, NJy(s)cosmb, Qs (s)sen mé,

Q2(s) cos mb, M®(s)sen mé, Mg (s)sen m8, M%(s) cos m8}T |

(111.55)
£2(5,6) = {f2(s) cosmb, fI(s)cos mb, fi(s)sen mé}T | (111.56)
£2(s,0) = {f*(s)sen m4, f*(s)sen mb, f2(s)cos mb}” . (I11.57)

Neste caso resolvemos o sistema (II1.44) e (I11.45) para cada harmdnico se-
paradamente e superpomos o efeito de cada um para cada se¢io 8 que se deseja
a solucao. Com relagiio a discretizagao, utilizamos, neste exemplo, 25 elementos
de dois nos (interpolagio linear, X = [ = 1). Na Figura 3.14 temos as amplitudes
dos esforcos de cisalhamento @4, Ny € 0 momento M, ao longo de z, obtidos com
as formulagdes mistas de Galerkin (k = | = 1) e Petrov-Galerkin (k = 1 = 1),
(61 =62 =83 =1,0 e 84 = 85 = 10,0 ) com elementos de dois nés. Observamos a
instabilidade ocorrida em (), com a formulacio de Galerkin e como se recuperou

a estabilidade pela ativacao dos deltas, na formulagao de Petrov-Galerkin.
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Figura 3.14 - Esforcos no cilindro sob agao de forga cortante
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Os resultados apresentados neste capitulo confirmam o bom desempenho da
nova formula¢do mista estudada. Utilizando elementos de igual ordem de in-
terpolagdo para o campo de deslocamentos e de esforgos, obtemos aproximacoes
estdvels e mais precisas para o campo dc esforgos, o que nao ocorre para as for-

mulagdes de Galerkin, com a qual fizemos nossas comparagoes.

Na determinacio da resposta de cascas delgadas, pelo método dos elementos
finitos, é usual a utilizacdo de malhas nao-uniformes, como as empregadas nos
exemplos do vaso de contengao e do cilindro delgado. A concentracao de elementos
préoximo a regioes de camadas limites visa a reducao do erro de aproximagao, que
nestes locais sao mailores do que nos demais. Surge a questdao: Qual seria a

malha ideal para ser empregada nestes casos?

Ultimamente inumeros estudos, em diversas areas, tém sido feitos no sentido
de se obter malhas adaptadas a solugéo, ou seja, malhas ndo-uniformes projetadas
levando em considera¢ao algum critério de otimizagao. No préoximo capitulo apre-
sentamos alguns estudos para obtenc¢io automaética de malhas adaptativas, para o

caso da casca cilindrica, utilizando estimadores de erro a posteriori.
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CAPITULO IV

MALHAS ADAPTATIVAS

IV.1 Introdugdo

A analise de resultados de programas de elementos finitos e posteriores de-
fini¢des de sucessivos modelos aproximados, seja alterando o ntimero de elemen-
tos, seja modificando posi¢bes de nds ou ainda alterando o grau do polinémio de
interpolagao, ¢ uma tarefa de rotina. Nestes procedimentos obtemos diferentes
aproximagoes e a comparacao entre elas nos permite caracterizar a qualidade das
solugdes obtidas para o problema em questao. Esta tarefa é dificil e trabalhosa

exigindo muita experiéncia do analista.

Estimativas de erro a priori, baseadas nas propriedades da solugio do pro-
blema de valor de contorno, na teoria de interpolacgio e nos métodos de discre-
tizagao, com malhas uniformes e quase-uniformes, nos permite prever o comporta-
mento assintético do erro com o numero de graus de liberdade. Estas estimativas,
contudo, fornecem pouca, ou nenhuma, informacao sobre a qualidade da solugio

obtida por uma particular discretizacio.

Alternativamente, obtida uma primeira aproximacao, estimadores de erro a
posteriori, conforme introduzidos por BABUSKA £ RREINBOLDT [1978], podem ser
utilizados para analise da aproximagfo obtida. A partir dai podemos construir
novas bases para o espago de aproximacoes de uma maneira otimizada através de
alguma estratégia adaptativa. Extensa pesquisa bibliografica sobre este assunto

pode ser encontrada em NOOR E BaBuska [1987).
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O que se procura nestes casos € a construgao de uma malha 6tima, isto é,
aquela, entre tantas outras admissiveis, que, para determinado numero de graus
de liberdade, minimize o erro, ou alguma medida de erro, ja que para cada medida
de erro utilizada temos uma malha 6tima diferente. Em processos adaptativos,
no entanto, utilizamos o conceito de malha quase-étima que € aquela que apre-
senta uma distribuicdo uniforme dos indicadores de erro, que sao medidas de erro
calculados no dominio de cada elemento. Em KIKUCHI E TORIGAKI[1987] estes

aspectos sao abordados de maneira detalhada.

Uma nova base de aproximagao para a solugio do problema pode ser obtida de
véarios modos. O desenvolvimento de técnicas de malhas adaptativas popularizou
os seguintes termos para denotar os diferentes modos de refinamento: método h,
método p e meétodo r. Refere-se ao termo méfodo h, estruturado ou nao, aquele
em que se refina a malha, ou seja, diminui-se o tamanho do elemento. Diz-se que
um refinamento kA € estruturado se a nova malha é obtida por subdivisao dos
elementos da malha anterior. Denomina-se método p aquele em que se aumenta
o grau do polindmio de interpolagio mantendo-se a malha fixa. O método r faz
somente uma rearrumagao dos nds da malha nao introduzindo graus de liberdade
adicionais. Naturalmente é possivel utilizar-se de diferentes combinagdes destes

métodos.

IV.2 Estimadores de Erro a Posteriori

O interesse em obter malhas adaptadas as caracteristicas de cada problema
especifico fez crescer o estudo de estimadores de erro a posteriori e segundo ZHU
E ZIENKIEWICZ [1989] podem ser classificados em trés tipos: de residuo, de pés-

processamento e interpolacéo.

Neste trabalho utilizamos o de pds-processamento devido aos avancos al-



53

cancados inicialmente por ZIENKIEWICZ E ZHU [1987), para problemas de elas-
ticidade plana e posteriormente pelos resultados obtidos por ZIENKIEWICZ E
ZHu [1989], ZIENKIEWICZ, ZHU E GONG [1989], HOLZER, RANK E WERNER [1990]

e YUNUS, PAWLAK E WHEELER {1990} para aplicagdes em placas e cascas.

Tal estimador estd baseado na medida do erro em termos dos esforgos, ou seja:
e=0 —~ 0oy (Iv.1)

onde o € a solucao exata e o a solugdo de elementos finitos. Devido a impos-
sibilidade de obtermos a expressao da solugdo exata para todos os problemas de

interesse, estimamos o erro por
~ o® K
E~€E = Gh -— O} (IV-2)

com o; um campo de esfor¢os continuos entre elementos, interpolado por ¢ € Vy,
1sto é:

or = o) . (IV.3)

sendo @} os valores nodais dos esforgos, obtidos por pds-processamento de oy,

satisfazendo a seguinte equacao:

/ Plor —o4)d2 = 0. (IV.4)
LY

Diferentes escolhas da fungao P podem ser feitas implicando em diferentes
suavizagOes para op. Para P = gaT, temos o; como uma projecdo de o, sobre
o espac¢o V. Entretanto, a simples média aritmética dos esforgos que concorrem
em cada no, obtida quando escolhemos P = §;, sendo §; a funcio delta de Dirac,

proporciona bons resultados como mostra os resultados numéricos mais adiante.

Devido a dificuldade de se trabalhar com estratégias de refinamento que sa-

tisfacam, simultaneamente, todas as componentes do campo dos esforgos utiliza-
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mos duas medidas para estimar o erro a posteriori. A primeira dada por:

¢ = 'l = [ (o~ 0w D7 o - ow)d, (IV.5)
Q

baseada na expressio da energia de deformagiio de corpos eldsticos, extraida do
funcional de Hellinger-Reissner (equagdo (II1.18)), e adotada no refinamento do

método h. A segunda dada por:

& = llell; = / (oh; —on))"dQ ,j =1, ,nesf, (IV.6)
Q

que é o erro de cada componente medido na norma do Lo, utilizada no refinamento

do método r.

A questao relevante na escolha de um estimador de erro a posteriori é a capa-
cidade deste em representar o comportamento do erro real, proporcionando uma
estratégia adaptativa eficiente. Neste sentido, visando avaliar a eficiéncia dos esti-
madores de erro a posteriori, BABUSKA [1986] define um indice de eficiéncia dado
por:

o= S (IV.7)

llell ”
onde £ ¢ o estimador de erro a posteriori e |le|| é o erro real. Assim o estimador é

dito assintoticamente correto se § — 1 quando h — 0.
IV.3 Estratégias de Refinamento

De modo a determinar as dreas de maior erro, calculamos o estimador de erro

a posteriori como uma somatéria dos estimadores em cada elemento, ou seja:
ne
2 _ 2
&= xi, (Iv.8)
e=1

sendo x. os indicadores de erro, isto é, as estimativas de erro calculada a partir

da expressoes (IV.5) e (IV.6) no dominio dos elementos.
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No programa de elementos finitos utilizado, resolvemos o sistema de equagdes
pelo método direto, o que equivale dizer que na obtencio de um solugiao nao
aproveitamos nenhuma informacio de itera¢do anterior. A seguir detalhamos as

estratégias de refinamento implementadas nos métodos h, r e p.
IV.3 Método h

O objetivo desta estratégia é aumentar a densidade de nés nas regides de singu-
laridade. A cada iteracdo calculamos uma nova malha subdividindo elementos da
malha original. Para o problema em uma dimenséo, como no nosso caso, o critério
de refinamento é simples, cada elemento, de comprimento k., em que o indicador
estiver acima de um nivel especificado, dard origem a dois novos elementos de

iguais tamanhos (2=). O mimero de refinamentos é um dado inicial.

A cada refinamento devemos fazer uma avaliacao da solucdo obtida. Uma boa
medida da qualidade da solucdo pode ser dada pela porcentagem relativa entre as

normas do erro e da solugéo:

g = el (IV.9)

lell

Uma aproximagao para este valor pode ser obtida por,

_ 62 %
= —= ) ]
(nahn? n 62) (1v-10)

Utilizamos ¥ como um dado inicial em que definimos a porcentagem de erro que

desejamos na solugao aproximada.

De acordo com a proposta de BABUSKA [1983], dois patamares para o refi-
namento possibilitam uma maior eficiéncia em estratégias adaptativas. A cada
iteracdo avaliamos os dois valores ¢ tomamos o menor deles. Desta forma o refi-

namento se da segundo a seguinte estratégia:

cry = £ (IV.11)

ne
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1

2 2\ 2
cry = 3 ”O'h“—‘|‘fs (IV]_Q)
ne
cr = man(cry, cra) (IV.13)

dinidir os elementos para 0s quais x. > cr .

Os dois valores adotados sdo relativamente ficeis de serem calculados. O
primeiro, ¢ry, € simplesmente uma média aritmética dos indicadores de erro. No
segundo, cro, admitimos o erro igualmente distribuido em todo o dominio e através
do valor fixado para ¥, calculamos a contribuigio que cada elemento deveria ter

para atingir a porcentagem de erro requerida. Nos exemplos apresentados utiliza-

mos ¥ = 5%.

I1V.3.2 Método r

Mantendo constante o nimero de graus de liberdade da malha original, o
método r tem como objetivo fazer uma rearrumagao nas posi¢oes dos néds, procu-
rando posigoes tais que o erro se torne igualmente distribuido entre os elementos.
Desta forma reduzimos o tamanho dos elementos de maior erro, aumentando, as-

sim, a densidade de nds nas regides de singularidade.

Pelo fato de ndo introduzir nenhum novo grau de liberdade, com o aumento do
nimero de iteragdes, neste método o erro nao tende a zero, mas se estabiliza apds
um certo nimero de iteragées. A partir dai podem ocorrer pequenas oscilages no
calculo das posigdes dos nds da nova malha. Este fato poderia ser utilizado para.
a definicdo de um critério de parada do refinamento, mas isto nao foi feito aqui e

adotamos para isto o niimero de iteracdes como dado inicial.

Na implementagio deste método, adotamos a seguinte estratégia: de posse

dos indicadores de erro, xl,com §j = 1,2,--- nesf e e = 1,2,---,ne, a nova
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)
coordenada de cada né (exceto os do contorno) sera calculada de acordo com o

seguinte procedimento:

= Te X} + Tet X';+1

I; = FR , 7=1,---,nesf , (IV.14)
Xe T Xeq1
1 nesf
7 = o IV.15
* nesf ; Tio ( )
" =z 4+ w(z —2), (IV.16)

sendo Z; as coordenadas calculadas a partir da média ponderada, levando em conta
somente o esfor¢o j; Z, é a coordenada do ponto médio do elemento e; T é a média
aritmeética das coordenadas z;; = é a coordenada original do nd; z™°*? é a nova
posic¢ao do né; nes f é o nimero de esforcos envolvidos ( neste caso nesf =5) e w é
denominado fator de amortecimento, semelhante ao utilizado em SILVA, GALEAC
E CARMO [1989], que tem a finalidade de estabilizar este cilculo, impedindo que,
entre duas iteracoes, as novas coordenadas sejam muito afastadas das originais.
Uma maneira de minimizar esta instabilidade, no calculo das novas coordenadas,
seria considerar a distribui¢do do erro em todo o dominio no calculo das novas

coordenadas.

IV.3.3 Método p

Ao contrario dos anteriores, o refinamento tipo p, aqui utilizado, foi realizado
de maneira uniforme em toda a extensao do dominio, ou seja, todos os elementos
com polinémios de interpolagdo de mesma ordem. E bom notar que desta ma-
neira algumas areas estdo sujeitas a um refinamento excessivo. A utilizacio de

refinamento hierdrquico como em LANDAU E RIBEIRO [1986] pode ser uma boa
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alternativa para otimizagdo desta estratégia, bem como a condensagio dos graus

de liberdade do intericr dos elementos.

Utilizamos, neste tipo de refinamento, uma familia de elementos lagrangianos
de grau 1 até 6. As integrais calculadas numericamente no interior dos elementos
utilizam a quadratura de Gauss e o niimero de pontos de integragao foi igual ao

ntmero de nds do elemento.

A seguir apresentamos os resultados numeéricos obtidos para uma casca

cilindrica utilizando os trés métodos descritos anteriormente.
IV.4 Resultados Numéricos

Método h
¢ Problema modelo escalar

Anteriormente & introdugido das estratégias auto-adaptativas no problema da
casca, experimentos numeéricos, com o método k, foram realizados para o problema
modelo escalar, dado por (I11.14). Neste caso particular o valor de o, da expressio
(IV.4) é substituida pela a derivada da solugdo u, e & pela média aritmética dos

valores nodais da derivada, u}.

Os resultados a seguir foram obtidos utilizando n = 107°. Na Figura 4.1a
apresentamos o comportamento assintdtico do estimador de erro, aqui adotado,
através do indice de eficiéncia 8. O que se constata é que este é um bom estimador
j& que ganhos significativos em precisio sao obtidos com a aplicacao das estratégias
auto-adaptativas, como pode ser confirmado pela Figura 4.1b, que mostra a com-
paragio entre as taxas de convergéncia utilizando malhas uniformes e malhas adap-
tativas. A Figura 4.2a, mostra a solugio ao longo da metade do dominio, e 4.2b
uma ampliagdo da regido de singularidade. A malha de tem 60 elementos, com

he < /M, préximo a regifo de singularidade, E importante notar que, neste
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caso, o refinamento nao sé aumenta a precisio como estabiliza a solugdo numérica.
¢ Casca cilindrica (forma adimensional)

Apresentamos aqui os resultados para o problema da casca cilindrica, cm sua
forma adimensionalizada, com pressdo interna, fo = 1.0 e g=1,0 ; v =0,3 ¢
2

g? = 107®, usando aproximagdes de Petrov-Galerkin em esforcos e deslocamentos

generalizados. Para estes resultados foram fixados os seguintes valores para os

deltas: §; = 1,0 ;62 =0,001; e b3 =1,0.

Na Figura 4.3a verifica-se a eficiéncia do estimador, dado por (IV.5), para o
caso da casca. Na Figura 4.3b temos uma comparagao do comportamento dos erros
no dominio dos elementos, calculados por (IV.5), para uma malha uniforme e outra
adaptada, ambas com 42 elementos, evidenciando a tendéncia a uma uniformizagao
dos erros com a malha adaptada. A Figura 4.3c compara a porcentagem de erro
de solugbes utilizando malhas uniformes e malhas adaptadas. O desempenho do
estimador de erro também pode ser avaliado na Figura 4.4 que mostra a trajetdria
de uma malha inicial de 4 elementos para 8 iteracdes do método h. Esta figura
evidencia a concentracdo de elementos préximo aos apoios, onde ha presenca de

camadas limites.

Na Figura 4.5 comparamos o comportamento da componente o3, proporcio-
nalao cortante, para uma aproximagio de Galerkin instavel, G22, e a aproximacio
com termos de minimos quadrados, PG22, para 2 mesma malha. O que se observa

¢ que neste caso o refinamento n&o resolve o problema de instabilidade do método

de Galerkin.

A Figura 4.6 apresenta erros na norma do L, para as componentes o3, 03 e o4
proporcionais a Ng, ), e M,, respectivamente, obtidos com PG22. QObserva-se
entao o ganho em termos de precisio nos resultados correspondentes a malhas

adaptativas.
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Método r
e Casca cilindrica (forma adimensional)

A Figura 4.7 mostra a tendéncia de uniformizacio dos erros no dominio dos
elementos das componentes 02, 03 € o4, para uma malha de 32 elementosapds300

iteragoes.

Na Figura 4.8 temos a trajetoria de uma malha de 16 elementos até 50 iteracoes
do método r. Nas ultimas iteragbes ndo hé grandes alteracdes nas posigdes dos
nos. Este resultado pode ser melhor entendido quando observamos, na Figura
4.9, que mostra a rela¢io entre os erros e o numero de iteragoes, para a mesma
malha. A partir da vigésima quinta iteracgdo os valores dos erros praticamente nao
se alteram. Notamos entdao que cada discretizacio requer um valor particular do

numero de iteragdes para a qual teremos um decréscimo significativo do erro.

Ainda na Figura 4.9, as diferencas ocorridas nas componentes o3, o3 e
o4 ocorrem pela forma como foi definida a estratégia. A malha se adapta mais
a componente de maior erro, ji que esta tem o maior peso no cilculo das novas
coordenadas. Este fato pode ser observado nesta figura, pois a componente a5,
quetem maior erro, apresenta menores oscilagbes nos erros durante o refinamento.
Tais oscilagoes podem ser explicadas pela pouca eficiéncia da estratégia, e poderia
ser melhorada se, no célculo das novas coordenadas, considerdssemos a distribuicio
do erro em todo o dominio e ndo somente nos elementos vizinhos ao né em questio,

como foi feito.

A Figura 4.10 mostra as taxas de convergéncia de cada esforgo na norma do
L; e concluimos que, para solugdes com camadas limites, a distribuicio adaptativa
dos nés tem um papel importante na precisdo. Resultados mais precisos, foram
obtidos em todas as componentes do campo dos esforgos, para malhas adaptadas.

Para a malha de quatro elementos, devido a imprecisio no calculo dos indicadores,



O.

Erros dos elementos

Q.01

= Unltorma —E—Adaptada—|

0.008

0.008

0.004

0.002

O3

Erros dos eiementos { x 1E-8)

70

80 ——uniforme - Adapteda

G.

Erros dos slementos( x 1E-8)

—+—uniforme ~B- Adapteda

Figura 4.7 - Método r : distribuigéo de erros por elementos (32 elementos)



68

1

1

iteragdo i ——— %1

10* iteragdo e s S S SE S

20° iteragdo PR & $ B4 5F

3(#® iteracfo R —§—f§ - §F RS

40? iteracdo BREESB—§ 6§ g 3 sgaggg

50* iteragao REHEH 88— § & & paggeg

Figura 4.8 - Método r : trajetéria da malha, 16 elementos, 50 iteracdes




Log(erro) G2
-0.6
_1 -
—_ 1.5 -
-z ;
0 25 &0
iteragdes
Log(erro) C3
-2
-25F
_3 -
-35 -
-4 t
Q 25 50
iteragdes
Log(erro) G4
-4
-4.4
~4.81
-5.2 .
0 25 50
iteragoes

Figura 4.9 - Método r: erro real x iteragdes (16 elementos)



70

Log{erro) Oz

-5 Adaptada
—+— unitorme

c.6 1 1.6
Log(ne)

Log(erro) O

B~ Adaptada
~— unitorme

0.6 1 1.5
Log(ne)
Log(era) O4
—+J Adaptada
—t Unitarme
L 1 ]
.5 1 1.5
Log{ne)

Figura 4.10 - Método 7 : taxas de convergéncia




71

que resultou em valores iguais para todos os elementos, a malha final é idéntica
a malha inicial. Para a malha de 8 e 16 elementos fez-se @w = 0,75 e com 30
iteracoes. Utilizou-se w = 1,0 para as malhas de 32 e 64 elementos com 60 e 300

iteragdes respectivamente.
Método p
e Casca cilindrica (forma adimensional)

Na Figura 4.11 fazemos uma comparacio entre os erros dos resultados obtidos
para um refinamento p a partir de uma malha uniforme e de uma malha adaptada,
ambas com oito elementos. Como era esperado, a associagiao do método p com um

refinamento adaptativo h, produz resultados mais precisos.

Comparando os resultados obtidos com os diferentes métodos observa-se que:
neste caso com os métodos h e 7 atingimos resultados semelhantes. Nas apro-
ximacoes com polindmios de graus elevados, os niveis de erro das componentes dos
esforcos sdc menores que os do refinamento & e r quando comparamos a relagio

do niimero de graus de liberdade com o nivel de erro alcancgado.

A aplicagio de malhas auto-adaptativas, ao problema da casca cilindrica,
torna-se importante na medida em que se procura atingir, com eficicia, a precisio
maxima. Estratégias mais rigorosas poderiam ser usadas para produzir melhores

resultados.
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CAPITULO V

CONCLUSOES

Por considerar deformagGes cisalhantes, a teoria de Reissner-Mindlin para
flexdo de placas e cascas é mais precisa do que a teoria de Kirchhoff. Além disso
a consideragao de deslocamentos e rotagdes como variaveis primitivas permite ob-
ter formula¢bes variacionais envolvendo apenas derivadas primeiras destes dois
campos, o que, a principio, implica em maior flexibilidade na construgio de apro-

ximagoes de elementos finitos conformes.

No caso de formulagdes na varidvel primal, porém, devido a presenca de uma
penaliza¢do natural sobre a rigidez ao cisalhamento, discretizacoes classicas do
meétodo de Galerkin nio sdo estdveis quando a espessura tende para zero. Neste
caso elementos lineares superestimam a rigidez da estrutura impedindo-a de se

deslocar, provocando o fendmeno conhecido por trancamento.

Alternativamente formulagoes variacionais mistas em deslocamentos e tensoes,
baseada no principio de Hellinger-Reissner, para a teoria de Reissner-Mindlin,
podem ser interpretadas como uma regularizagio da teoria de Kirchhoff. Contudo,

para pequenas espessuras, discretizagdes de igual ordem sao instaveis.

Todavia ao adicionar, & formulagéo classica de Galerkin, residuos das equagdes
de equilibrio no interior dos elementos, podemos alcangar estabilidade e aumentar
a precisao da formulagao original. Resultados numéricos comprovam a estabilidade

e precisao desta nova formulacéao.

Além disso, quando a espessura tende para zero, teremos um problema de per-
turbagao singular implicando na presenga de camada limite nas regides préximas
aos apolos € em locais com descontinuidade de carregamento. Para estes pro-

blemas ndo sio esperadas taxas de convergéncia uniformes. Buscando melhora
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nessas taxas de convergéncia, estratégias de refinamentos adaptativos automaticos
sao introduzidas, nas versoes b, r e p. Resultados numéricos comprovam o ga-
nho de convergéncia e precisiao para tais métodos. Por outro lado, refinamentos
adaptativos com elementos de casca instdveis nao contribuem para estabilizar as

aproximacgoes.

Comparando os resultados obtidos com os diferentes métodos observa-se que
com os métodos h e r atingimos resultados semelhantes. J4 o método p mostrou
ser o mais eficaz, quando comparamos o nivel de erro atingido para nimero um
fixo de graus de liberdade. Isto acontece mesmo para refinamento uniforme no
dominio. Neste caso algumas areas tiveram refinamento excessivo, demonstrando
a necessidade de utiliza¢ao de um estimador de erro a posteriori que trate elementos

com p > 1.
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