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Introducao

Os ntmeros p-adicos (p primo) foram introduzidos por K. Hensel, motivado
por certos problemas de Teoria dos Numeros. Uma licida analise da con-
tribuicao fundamental de Hensel pode ser encontrada nas Notas Historicas
de [12], em cujas referéncias sdo mencionados os artigos pioneiros de Hensel,
que culminaram em [7].

Para dar uma ideia do que vem a ser um ntmero 5-adico, olhemos para
as solugoes inteiras das equagoes

X?*+1=0 (mod 5"),

quando n varia em N* = {1,2,...}. E facil ver que z € Z é solucao de
X?2+1=0 (mod5) se, e somente se, z = 2 (mod 5) ou x = 3 (mod 5).
Também é facil ver que = € Z é solugao de X? + 1 = 0 (mod 5%) se, e
somente se, z = 7 (mod 5%) ou z = 18 (mod 5?), cabendo notar que 7 =
2+ 1.5e 18 = 3+ 3.5, sendo 1, 2 e 3 inteiros entre 0 e 4. Continuando o
processo, verifica-se que existem duas sequéncias (G, )nen € (bn)nen de inteiros
compreendidos entre 0 e 4 de tal modo que x € Z ¢é solucao da equacao
X241 =0 (mod 5") se, e somente se, z = ag+a;5+- - -+a,_1 5" (mod 5")
oux =by+b 5+ +b,_15" ! (mod 5"), onde ag = 2, by = 3, a; = 1 e
by = 3. Assim, somos naturalmente levados a considerar as séries formais da
forma i e 5" (¢, € {0,1,...,4} para todo n € N), as quais em geral nao

n=0
convergem em R. Como acabamos de observar, as somas parciais das séries

oo oo

formais ) a, 5™ e > b, 5" fornecem (mddulo 5") as solucoes inteiras das
n=0 n=0

equagoes X2 + 1 = 0 (mod 5"). Como veremos, a introdugao dos nimeros

o0
5-adicos forneceu um ambiente no qual qualquer série da forma >’ ¢, 5"
n=0

[e.e] [e.e]
converge e, em particular, no qual as séries »_ a, 5" e »_ b, 5" convergem e
suas somas sao solucoes da equacao X2 +1 = 0.
O objetivo desta monografia é apresentar alguns resultados basicos e cen-
trais da teoria abstrata dos corpos valorizados, inaugurada no importante
artigo [8] de Kiirschdk, muitos dos quais sao aplicdveis aos nimeros p-adicos.
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Os principais topicos aqui abordados sao as seguintes: corpos valorizados;
corpos topoldgicos valorizaveis; corpos nao arquimedianos e valorizagoes em
Q; teorema de aproximacao; completamento de um corpo valorizado; corpos
valorizados discretos e corpos locais; lema de Hensel; corpos arquimedianos
completos; extensao de uma valorizacao a uma extensao finita. Finalmente,
cabe mencionar que o conteudo da presente monografia ja foi exposto em
cursos de pos-graduacao do Instituto de Mateméatica da UFR.J.
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§1. Valorizacoes

Nesta monografia adotaremos o enfoque de E. Artin [3], no qual [5] também se
baseia. K denotara um corpo arbitrario, salvo mencao expressa em contrario,
e K* = K\{0} o grupo multiplicativo subjacente.

Definicao 1.1. Uma aplicagao | - |: K — R ¢ dita uma valoriza¢ao em K
(ou um wvalor absoluto em K), e o par (K,| - |) é dito um corpo valorizado,
se as seguintes condigoes sao satisfeitas para quaisquer A, u € K:

(a) [0l =0e|A] >0se X €K

(b) [Aul = [Allul;
(c) existe C' € R tal que a relagao |A| < 1 implica |1+ A| < C.

E claro que a restri¢ao de | - | a qualquer subcorpo L de K é uma va-
lorizagao em L.

Observacao 1.2. Seja R = {z € R;z > 0}. Entao toda aplicacao
| - |: K — R satisfazendo as condigoes (a) e (b) acima é um homomorfismo
do grupo multiplicativo K* no grupo multiplicativo R . Consequentemente,
|1] = 1. Em particular, se | - | é¢ uma valorizagdo em K, entao C' > 1.

Proposicao 1.3. Seja | - | uma aplicagio como na Observagao 1.2. Entao
as sequintes afirmagoes sao verdadeiras:

(a) [=1]=1;

(b) | = Al = |\| para todo \ € K;

1
(c) [N = o para todo \ € K*.

Demonstragao. (a): Como 1 = [1] =|(=1)(=1)|=|—-1* |- 1] = 1.
(b): Se A€ K, [ = Al = [(=DA] = [ = 1| [A[ = [Al.

1
(0): Se A€ K, 1= AN| = A ]X"f; Togo, X1 = -
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Exemplo 1.4. Definamos |A| = 1se A € K* e [0] = 0. E claro que | - | é

uma valorizacao em K (C' = 1 é permissivel), dita a valoriza¢ao trivial em
K.

Exemplo 1.5. Se K é um corpo finito, a tnica valorizagao em K ¢é a trivial.
De fato, seja | - | uma valorizacao em K e seja A € K*. Entao existe um
inteiro n > 1 tal que \* = 1. Portanto, 1 = |\"| = |A|", e |A\| = 1.

Exemplo 1.6. Seja Q o corpo dos niimeros racionais e fixemos um natural
primo p. Para cada A € Q* existe um tunico inteiro n e existem dois inteiros
nao nulos a e b tais que mdc(a,p) = mde(b,p) =1 e A = p" g; definamos
|Al, = p~". Definindo ainda [0], = 0, é facil ver que as condigoes (a) e (b)
da Defini¢do 1.1 sdo satisfeitas. Seja A € Q* tal que [A\[, < 1e A # —L1.
Entao A\ = p”%, sendo n, a e b como acima e n > 0. Logo, 1+ \ =
b+ p" o C

b U
p<p=|
| - |,. Portanto, | - |, é uma valorizacao em Q, dita a valoriza¢do p-ddica em

Q.

Exemplo 1.7. Sejam L um corpo e L(X) o corpo das fragoes racionais com

coeficientes em L. Fixemos p(X) € L[X] irredutivel sobre L e o > 1. Para

cada f(X) € L(X)\{0} existe um unico inteiro n e existem ¢(X), h(X) €

L[X] nao nulos e tais que mdc(g(X),p(X)) = mde(h(X),p(X)) = 1 e
X

f(X) = (p(X))"%; definamos |f(X)| = a=". Definindo ainda [0] = 0

e argumentando como no exemplo anterior verifica-se que a aplicagao que

, onde m > n e mdc(c,p) = 1, e daf resulta que |1 + A, =

Alp, < 1. Assim, acabamos de ver que C' = 1 é permissivel para

acabamos de definir ¢ uma valorizagdo em L(X) (sendo C' = 1 permissivel).

Antes de continuar fagamos a seguinte convencao: diremos que uma
aplicacao | - |: K — R satisfazendo as condigoes (a) e (b) da Definigao 1.1 é
nao trivial quando houver A € K tal que 0 < |A\| < 1. No caso particular em
que | - | é uma valorizacdo em K, isto significa dizer que | - | ndo coincide
com a valorizagao trivial em K.

Exemplo 1.8. O valor absoluto usual | - |, no corpo C dos ntimeros com-
plexos é uma valorizacao em C, ja que C' = 2 é permissivel para | - | .
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Proposicao 1.9. Seja | - |: K — R uma aplicagdo satisfazendo as condi¢oes
(a) e (b) da Definicao 1.1, com | - | ndo trivial, e seja G = {|A;
A € K*}. Entdo o subgrupo G de R*. (Observagao 1.2) satisfaz as sequintes
propriedades:

(a) G € ciclico se, e somente se, o conjunto {|\|; A € K, |\| > 1} possui um
elemento minimo,

(b) se G € ciclico, entao todo elemento de G € isolado;

(c) se G nao € ciclico, entdo G € denso em R*. .

Demonstragao. Inicialmente, provemos (a). Com efeito, suponhamos G
ciclico e seja p > 1 um gerador de G. Entao existe Ay € K tal que |Ag| > 1
e p=|Xo|. Seja A € K com |A| > 1, arbitrario. Entao existe n € Z tal que
A = p™. Logo, n > 1, e |\ = p" > p = || Assim, |\o| é um elemento
minimo do conjunto {|Al; A € K, |\| > 1}. Reciprocamente, suponhamos que
p > 1 seja um elemento minimo do conjunto {|A; A € K, |A| > 1} e ponhamos
a = logp > 0. Pela definicao de p, nao é possivel encontrar A € K* tal que
0 <log|A| < aou—a <log|A| < 0. Seja § € G arbitrario. Se 8 > p, existe
um inteiro £ > 2 tal que lo < log 5 < (£ + 1)a. Logo, 0 < logf — la < a.
Mas, como (Bp~* € G, vem log(Bp~*) = logB — o = 0; assim, Sp~* = 1,
isto é, B = p’. Por outro lado, se 8 < p~', entdo = p* para algum inteiro
k < —2. Acabamos de verificar que p é um gerador de G, mostrando que G
¢ ciclico.

Provemos (b). Primeiramente, 1 = |1| é um ponto isolado pois, como
vimos na demonstracao de (a), G N (l,p = {1}. Agora, seja |A| um
elemento arbitrario de G. Se |A| néo fosse isolado, existiria uma sequéncia
(An)nen em K* tal que |A,| # |\| para todo n € N e nh_)n;10|)\n] = |Al. Mas
entdo terfamos [\, A7!| # 1 para todo n € N e 11_>I101o A A7 =1, 0 que nao

n
pode ocorrer.

Finalmente, provemos (c). Com efeito, sejam 0 < a < b arbitrérios. Por
hipétese, existe u € K* tal que 0 < log |u| < s = logb—log a. Seja m o menor
inteiro tal que mlog || > logb; entao (m — 1) log || < logb. Afirmamos que
loga < (m—1)log |u|. Caso contrério, terfamos loga > (m—1)log ||, o que
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implicaria

s =logb—loga < mlog|u| — (m —1)log|u| =log|u| < s.
Portanto, loga < log |u|™ ! < logh, e a < [u™ '] < b, sendo |p™ | € G.
Assim, acabamos de mostrar que G ¢ denso em R .

Como consequéncia imediata da Proposi¢ao 1.9, temos:

Corolario 1.10. Se | - | € uma valorizagdo nao trivial em K, entao
G = {|Al; A € K*} € um grupo ciclico ou G € denso em R* . No primeiro
caso, diz-se que |- | € discreta e, no sequndo, que | -| € densa.

As valorizagoes consideradas nos Exemplos 1.6 e 1.7 sao discretas, ao

passo que a valorizagao considerada no Exemplo 1.8 é densa, o mesmo ocor-
rendo para a restrigdo de | - |« a R ou a Q.

Defini¢ao 1.11. Sejam | - | e | - |1: K — R duas aplicagoes satisfazendo as
condigoes (a) e (b) da Definigao 1.1, com | - | ndo trivial. Diz-se que | - | é
equivalente a | - | se as relagdes A € K| |A| < 1 implicam |A|; < 1 (logo, | - |1

também é nao trivial).

Exemplo 1.12. Para quaisquer naturais primos distintos p e ¢, a valorizacao
p-adica nao é equivalente a valorizagdo g-adica, pois [p|, = — < 1le |p|, =1
E a valorizagao p-adica nao é equivalente a valorizac¢do usual |- |« em Q, pois
ply <lelplo=p>1.

Proposicao 1.13. Se | - | ¢ equivalente a | - |1, entdo |\|; = 1 sempre que
Al = 1.

Demonstracao. Fixemos p € K tal que 0 < |u| < 1 e seja A € K tal que
|A| = 1. Para todo inteiro n > 1, temos |A\"u| = |A|"|u| < 1, o que implica

1
\/n 1l

|Al1 < 1. Por outro lado, como |[A7!| = 1, segue do que acabamos de ver que

IA"uly < 1, isto é, [A|; < - Como T}LH;O Vpli = 1, concluimos que

IA71; <1, ou seja, |Al; > 1. Logo, |Al; = 1, como querfamos provar.

Corolario 1.14. A relagao, introduzida na Definicao 1.11, € uma relagao de
equivaléncia no conjunto das aplicagoes | - |: K — R satisfazendo (a) e (b)
da Defini¢ao 1.1 e ndo triviais.
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Demonstracgao. E claro que a referida relacao é reflexiva e transitiva, e a
sua simetria decorre da Proposicao 1.13.

Proposicao 1.15. Sejam | - |,| - |1: K = R duas aplicagdes equivalentes.

Entao existe a > 0 tal que | - |, = - |*.

Demonstragao. Fixemos p € K com |p| > 1 (logo, |p|1 > 1) e seja A € K*

arbitrdario. Entado existe um unico v € R tal que || = |u|”. Para ™ e Q
n

> 1, o que implica

tal que UL 7, temos |u|n > |u[" = ||, isto é,
n

m
n

\‘;—n — (jul)?, segue que

> 1, isto 6, (Jju/1)™ > [A1. Como lim (|ulr)
1 gl

n

(l|1)” > |A\l1 . Analogamente, fazendo e Q tender a 7 por valores menores

n
do que v, conclufmos que (|u|1)” < |A1. Consequentemente, |A|; = (Jul1)”.
Além disso, temos

log [\l _ _ _ log[Ah . log[Al_ log]uly
=7= ) s€ja, - ’
log || log |41 log[A|  log |l
: _ log|uh N e . .
Finalmente, ponhamos o = Tog 1 > 0. Entéao |A|; = |A\|%, concluindo assim
og |
a demonstracao.
Se | - |: K — R satisfaz as condigoes (a) e (b) da Definigao 1.1 e a desi-

gualdade triangular (isto é, | A+ pu| < |A|+|u| para quaisquer A, p € K), entao
| - | é uma valorizacdo em K, pois C' = 2 é obviamente permissivel para | - |.
(Neste caso, d(A, 1) = |A— u| é uma métrica em K e escreveremos “sequéncia
de Cauchy em (K, |-])” e “(K,|-|) completo” em lugar de “sequéncia de Cau-
chy em (K, d)” e “(K,d) completo”.) Provaremos, a seguir, que a reciproca
dessa afirmacao é valida. Mas antes, mostremos a seguinte

Proposicao 1.16. Se | - | € uma valorizagao em K satisfazendo a desigual-
dade triangular, entdao

Al = [plloe < [A = 4l
para quaisquer A\, p € K, onde | - | € a valorizagdo usual em R.

Demonstragao. Sejam A\, pu € K arbitrarios. Devemos mostrar que
A= ul < N = |g| < |A— pu|l. Mas, pela desigualdade triangular,
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Al = [(A =) +pl < |X=p[+ [p], isto é, [A] = |u[ < [A— p|. Final-
mente, trocando os papéis de A e p, vem |p| — |A| < |u— Al = |A — pl, o que
conclui a demonstragao.

Teorema 1.17. Seja | - | uma valorizacao nao trivial em K. FEntdo e-
ziste uma valorizagao | - |1 em K satisfazendo a desigualdade triangular e
equivalente a | - |.

A demonstragao do Teorema 1.17 repousa no seguinte

Lema 1.18. Para que uma valorizagao | - | em K satisfaca a desigualdade
triangular, € necessdrio e suficiente que C' = 2 seja permissivel para | - |.

Demonstracao do Lema 1.18. Ja observamos que C' = 2 é permissivel
para | - | caso | - | satisfaca a desigualdade triangular.
Reciprocamente, suponhamos C' = 2 permissivel para | - |. Afirmamos
que, para quaisquer Aq, ..., Aon € K (n € N*), tem-se
|)\1 + -+ )\Qn’ S 2" max{])\ll, ceey ’)\2n|}
De fato, vamos mostrar a afirmacao por inducao sobre n. Se A\, u € K, y #£ 0
<2 isto & A+ pl < 2] =

A
e |A| < |p|, entao ‘— < 1; logo,
0

A
1+=
W

2 max {|)\\, | ,u|} Assim, a afirmacao é vélida para n = 1. Admitamos, agora,
a afirmacao verdadeira para k > 1 e sejam Aq,..., A1 € K. Entao
A1+ Aok + Agkgy o+ Aok
S 2maX{|A1 + 4 )\2k|, |)\2k+1, Ce ,A2k+1|}
< 2max {2’C max {|)\1|, o ])\Qk]}, ok HIaX{’)\Qk+1|, ce |/\2k+1\}}
= 2" max {1, ... | Ageni| },

mostrando a validade da afirmacao para k + 1. Portanto, a afirmagao é
verdadeira.

Agora, sejam n € N* e Aq,..., A, € K arbitrarios, e tomemos ¢ € N* tal
que n < 2t < 2n. Entao

A+ Xl =+ A N+ 04+ 0] < 2 max {|\], . A}

2¢ parcelas

< (2n)max {|Mi], ..., Al < @n)(|M]+ -+ [Aa]).
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Em particular, [n|(= |n - 1]) < 2n.

Finalmente, sejam A, 4 € K arbitrarios. Entao, para todo n € N*, temos

M+(6XHM+W+( n)Mﬂ4+w
1 n—1

n n n—1 n n—1 n
<o 1) (AP () A+ [ () Nl

<) (0 ()t (Y )
=4(n+ 1) (]A] + |u)".

A+ p" =N+ p)"| =

Portanto, para todo n € N*, temos

A+ pl < VAV + 1A+ |ul)

e, como lim v/4 = lim {/n = 1, segue que |\ + pu| < |A| + |p|. Assim, | - |

n—oo n—o0
satisfaz a desigualdade triangular e a demonstracao esta concluida.

Passemos a

Demonstracao do Teorema 1.17. Se 1 < C' < 2, 2 é permissivel para | - |
e o Lema 1.18 garante que | - | satisfaz a desigualdade triangular.

Admitamos C' > 2 e seja o 0 inico numero real tal que C' = 2¢. Consi-
deremos a valorizacdo | - |, = | - |=, que é equivalente a | - |, ¢ mostremos
que | - |; satisfaz a desigualdade triangular. Realmente, se [A|; < 1, |A] <1,
e entdo |1+ A| < C. Portanto, |1+ Ay = [1+ A < Cs =2, ¢ 0 Lema 1.18
garante que | - | satisfaz a desigualdade triangular.

Isto conclui a demonstragao.

Exercicios

1.1. (a) Sejam K um corpo, (A,)neny uma sequéncia em K* e |.| : K — R
uma aplicagao satisfazendo as condigoes (a) e (b) da Definigao 1.1, com |. |
nio trivial. Prove que lim |A,| = 0 se, e somente se, lim |\,'| = +o0.
n—oo n—oo
Exiba uma sequéncia (\,),eny em K* tal que lim |A,| = 0.
n—oo
(b) Sejam K e |.| como em (a) e seja r > 0 arbitrario. Prove que existem

A € K* tais que [N <re|ul > -.
r
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1.2. Leia a demonstragao do Teorema 10 da pégina 16 de [3], cujo enunciado
é o seguinte: se | .| é uma valorizagdo em um corpo K, entao podemos tomar
C' = max{1,|2|} (se C =1 é permissivel, a afirmacao é clara; caso contrario,
a afirmacao decorre do Teorema 3.12 e de um argumento analogo aquele

usado na demonstracao do Lema 1.18).
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§2. A topologia definida por uma valorizacao.

Corpos topoldgicos valorizaveis

Neste pardgrafo utilizaremos o argumento de Nachbin [9] para estabelecer um
resultado de Shafarevich [11] que fornece uma condi¢ao necessaria e suficiente
para que um corpo topoldgico de Hausdorff seja valorizavel.

Definicao 2.1. Seja | - |: K — R satisfazendo as condigoes (a) e (b) da
Definicao 1.1. A topologia 7)./ definida por | - | em K é aquela cujos conjuntos
abertos sao os subconjuntos A de K com a seguinte propriedade: para todo
A € Aexiste r > 0 tal que B(A\,r) ={pneK; |p— A <r} CA.

Exemplo 2.2. Se | - | é a valorizacao trivial em K, 7)) é a topologia discreta
em K. De fato, basta observar que B(\, 1) = {A} para todo A € K.

Observacao 2.3. Como consequéncia da Proposicao 1.15, podemos afirmar

que se | - | e | - |1 sdo duas valorizagoes em K, nao triviais e equivalentes,
entdo 7)) = 7}, . Reciprocamente, é possivel provar que se | - | e | - |; sao
valorizagoes nao triviais em K tais que 71, = 7}.,, entdo | - | e | - |; sdo

equivalentes (ver [1], p. 35).

Proposicao 2.4. Seja | - |: K — R como na Defini¢ao 2.1, | - | ndo tri-
vial. Para que | - | satisfaca a condi¢ao (c) da Definigao 1.1, € necessdrio e
suficiente que 7. seja uma topologia de Hausdorff.

Demonstragao. Se a condigao (c) é satisfeita, | - | é uma valorizagdo nao
trivial em K. Logo, pelo Teorema 1.17, existe uma valorizacao | - |; em K
que é equivalente a | - | e satisfaz a desigualdade triangular. Mas, como 7|, é
definida pela métrica (A, u) € Kx K — |A—pu|; € R, 7, é uma topologia de
Hausdorff e, portanto, pela Observacao 2.3, 71| ¢ uma topologia de Hausdorff.

Reciprocamente, suponhamos 7, uma topologia de Hausdorff. Como
—1 # 0, existem r,s > 0 tais que B(0,7) N B(—1,s) = &. Consequen-
temente, as relagoes A € K, |A\| < r implicam |1 + A| > s. Finalmente,
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1 —-A 1
eja A € K tal que [\ < 1. Se |1 + A > — P — <7
que impli 1——/\ = ! > isto é \1+)\\<—1 Portant
O que 1mplica S, 1StO . ortanto
14+ A |1+)\| ’ 7 S ’

11
1+ A < max{— : —}, mostrando que a condigdo (c) é satisfeita para
r’s

11
C:max{—,—}-
r’s

Definicao 2.5. Seja K um corpo munido de uma topologia 7. Diz-se que
(K, ) é um corpo topoldgico se as aplicagoes

(i) € (KX K7 % 7) — A o € (K, 7),
Mp) e (KxK,7x7)— A e (K, 7)

AE (K5, 7) — At e (K, 7)

sao continuas, onde 7 x 7 denota a topologia produto em K x K e 7* denota
a topologia induzida por 7 em K*.

Exemplo 2.6. Se 7 é a topologia caética em K, entao (K, 7) é obviamente
um corpo topoldgico.

Exemplo 2.7. Se 7 é a topologia discreta em K, entao (K, 7) é obviamente
um corpo topoldgico.

Proposigao 2.8. Se (K,| - |) € um corpo valorizado, entio (K,7.) € um
corpo topologico.

Demonstracao. Se | - | é a valorizacao trivial, 7| é a topologia discreta
(Exemplo 2.2); logo, (K, 7),/) é um corpo topolégico (Exemplo 2.7). Se | - | nao
é a valorizacao trivial, o Teorema 1.17 garante a existéncia de uma valorizagao
| - |1 em K, equivalente a | - |, a qual satisfaz a desigualdade triangular.
Como 7| = 7, em vista da Observagao 2.3, podemos supor, sem perda de
generalidade, que | - | satisfaca a desigualdade triangular.

Sejam g, pg € K arbitrarios. Como, para quaisquer A, u € K, tem-se

[(A+ 1) = Qo+ po)| < [A = Aol + [ = pao
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[Ae = Aopiol = [Apw — Aopr + Aot — Aopto| < [l |A = Aol + [Aol [ — pol
< (L [poD)[A = Aol + [Aof |12 = po] (se [ — pol <1),

segue facilmente a continuidade da adi¢ao e da multiplicagdo em (Ao, po)-

A
Tomemos agora A\g € K* arbitrario. Se A € K e |A — X\g| < %, resulta
.~ ’)\0’ _ |)\0| * -1 -1 _
da Proposigao 1.16 que |A| > |)\0|—7 = Logo, N € K*e A1 =\, | =
1 1
A=Xo| A AT = — — [A = Xo| < ——= |A = X\o|, 0 que permite concluir
| 0|| 0 || | ’)\0’ ’)\|| 0| |)\0|2| 0|

a continuidade da aplicacao A € (K*, (7.)*) = At € (K, 7)) em Ao .

Proposicao 2.9. Seja (K, 7) um corpo topoldgico. Entao, para quaisquer
X € K* e pp € K, a aplicagio X € (K, 7) = AA + po € (K, 7) € um homeo-
morfismo. Logo, para que U seja um T-vizinhanga de 0 em K, é necessdrio e
suficiente que U + g seja uma 7-vizinhanga de g em K; e, para que U seja
uma T-vizinhanca de 0 em K, € necessario e suficiente que AU seja uma
T-vizinhanca de 0 em K.

Demonstragio. Ponhamos ¢(A) = A + 119 para A € K. E claro que ¢ é
bijetora, sendo ' (A\) = A\y'A — A\j o para A € K. Assim, basta justificar
a continuidade de ¢. Mas, como a aplicagdo A € (K,7) — M\ € (K, 7) é
claramente continua, segue imediatamente a continuidade de ¢.

Corolario 2.10. Seja (K, 1) um corpo topolégico. Para que T seja a topologia
discreta, € necessdrio e suficiente que {0} seja T-aberto em K.

Demonstragdo. E claro que {0} é r-aberto se 7 é a topologia discreta.
Reciprocamente, suponhamos {0} 7-aberto. Entao, para cada A € K, {A}
é T-aberto, em virtude da Proposicao 2.9. Consequentemente, todo subcon-
junto de K é t-aberto, e 7 é a topologia discreta.

Definigao 2.11. Diz-se que um corpo topoldgico (K, 7) é valorizdvel se existe
uma valorizagao | - | em K tal que 7)., = 7. Neste caso, pela Proposicao 2.4,
7 é uma topologia de Hausdorff.
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Antes de atingir o objetivo deste paragrafo necessitaremos de alguns pre-
liminares.

Definigao 2.12. Seja (K, 7) um corpo topoldgico. Diz-se que um subcon-
junto B de K é 7-limitado se para toda 7-vizinhanca U de 0 em K existe
uma 7-vizinhanca W de 0 em K tal que WB C U.

Exemplo 2.13. Se 7 é a topologia discreta ou a topologia cadtica, é claro
que todo subconjunto de K é 7-limitado.

Proposicao 2.14. Seja (K, 7) um corpo topolégico nao discreto (isto €, tal
que T nao € a topologia discreta). Para que um subconjunto B de K seja

T-limitado, € necessdrio e suficiente que para toda T-vizinhanca U de 0 em
K exista A € K* tal que A\B C U.

U

)

Demonstragao. Suponhamos B 7-limitado e seja U uma 7-vizinhanga ar-
bitraria de 0 em K. Entao existe uma 7-vizinhanga W de 0 em K tal que
WB C U e, como (K,7) ndo é discreto, existe A € K* tal que A € W
(Corolario 2.10). Logo, AB C U. Reciprocamente, suponhamos a condigao
mencionada acima satisfeita e seja U uma 7-vizinhanga arbitraria de 0 em
K. Pela continuidade da aplicacdo (A, u) € (K x K, 7 x 7) — Au € (K, 7)
em (0,0), existem duas T-vizinhancas W e V' de 0 em K tais que WV C U,
e, por hipotese, existe A € K* tal que AB C W. Como, pela Proposicao 2.9,
AV é uma 7-vizinhanca de 0 em K e

(AWV)B = (AB)V C WV C U,

acabamos de mostrar que B é 7-limitado.
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Corolario 2.15. Seja (K, | - |) um corpo valorizado. Para que um subcon-
Junto B de K seja 1).-limitado, ¢ necessdrio e suficiente que exista M > 0
tal que |\| < M para todo A € B.

Demonstragao. Se | - | é a valorizagao trivial, a afirmagao é evidente.
Suponhamos entao que | - | ndo seja a valorizacao trivial, o que implica
que (K, 7)) é um corpo topoldgico nao discreto.
Se B ¢ 7 -limitado, a Proposigao 2.14 garante a existéncia de y € K*

1
tal que uB C {\ € K; |A| < 1}, o que fornece |A| < — para todo A € B.

|

. 1 . . ..
Assim, basta tomar M = — - Reciprocamente, seja U uma 7.-vizinhanga

)

arbitrdria de 0 em K. Entao existe s > 0 tal que {A € K; |A\] < s} C U.
Logo, sendo M um nimero > 0 tal que |A| < M para todo A € B, segue que

{)\GK; \A\g%}BC{)\EK; N < s} U,
mostrando que B é 7.-limitado.

Definigao 2.16. Seja (K, 7) um corpo topoldgico. Diz-se que A € K é

nilpotente se lim A" = 0 e que A € K* é antinilpotente se A\~! é nilpotente.
n—roo

Diz-se que A € K é neutro se A nao ¢ nilpotente nem antinilpotente.

Exemplo 2.17. (a)Se 7 ¢é a topologia cadtica (respectivamente discreta) em
K, todo elemento de K é nilpotente (respectivamente 0 é o tinico elemento
nilpotente de K).

(b)Se (K, | - |) é um corpo valorizado, A € K é nilpotente (respectivamente

antinilpotente, neutro) se, e somente se, |A| < 1 (respectivamente |[A\| > 1,
Al =1).

Proposicao 2.18. Sejam (K, 7) um corpo topolégico e A\, € K. Entao
temos:

(a) se X e u sdo nilpotentes, entdo A\ € nilpotente;
(b) se A e u sao antinilpotentes, entao A\u € antinilpotente.

(c) se A é nilpotente (respectivamente antinilpotente) e p € neutro, entdo
A € neutro ou nilpotente (respectivamente neutro ou antinilpotente).
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Demonstracao. A afirmagdo (a) é clara e a afirmacao (b) decorre imedia-
tamente de (a).

Provemos (c). Com efeito, suponhamos A nilpotente e p neutro. Se Ay é
antinilpotente, entao A € K*. Por (b), como A\~! é antinilpotente, segue que
= A"Y(A\u) é antinilpotente, o que nao ocorre. Portanto, Ay é neutro ou
nilpotente. A demonstracao da outra afirmacao é analoga.

Corolario 2.19. Se (K,7) é um corpo topoldgico, as sequintes afirmagoes
sao equivalentes:

(a) o produto de todo elemento nilpotente de K por todo elemento neutro
de K € um elemento nilpotente de K;

(b) o produto de todo elemento antinilpotente de K por todo elemento neu-
tro de K é um elemento antinilpotente de K;

(¢) o produto de quaisquer dois elementos neutros de K € um elemento
neutro de K.

Demonstragao. (a) = (b): Sejam ) antinilpotente e y neutro. Entao pu~*
é neutro e, portanto, (Au)™' = A7'u~! é nilpotente por (a). Logo, Au é
antinilpotente.

(b) = (c): Sejam ), u neutros (entdao A, u € K*). Se Ay é nilpotente, A\=! =
(Ap) "' é antinilpotente por (b), o que nao ocorre. Analogamente, Ay nao é
antinilpotente. Portanto, Au é nilpotente.

(¢c) = (a): Sejam A nilpotente e p neutro. Pela Proposigao 2.18(c), A é
nilpotente ou neutro. Se A\u fosse neutro, a relagao A = (Au)u~t, o fato de
p~ ! ser neutro e (¢) implicariam A neutro, o que nao ocorre. Portanto, Ay ¢
nilpotente.

Proposicao 2.20. Sejam (K, 7) um corpo topolégico e A € K. Para que
A seja nilpotente (respectivamente antinilpotente, neutro), é necessdrio e su-
ficiente que N’ seja milpotente (respectivamente antinilpotente, neutro) para
algum ¢ € N*.

Demonstragao. A necessidade segue imediatamente da Proposicao 2.18.
Reciprocamente, admitamos A € K* e A’ nilpotente para algum inteiro ¢ > 1.
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Seja U uma 7-vizinhanca arbitraria de 0 em K e seja 0 < ¢ < £. Pela
continuidade da aplicagao p € (K,7) — pX' € (K,7) em 0, existe uma
7-vizinhanca W; de 0 em K tal que W;\* C U. Logo, considerando a 7-
vizinhanga W = () W; de 0 em K, tem-se W\" C U para 0 < i < {. Por

0<i<t
outro lado, por hipétese, existe m € N* tal que (A9)" = X € W paran > m.
Ponhamos k& = ¢m e seja n > k arbitrario. Entao n = ¢f +r, onde ¢ > m e
0 <r < /. Consequentemente,

A= (X)TA e WA C U,

mostrando que A é nilpotente. E, se A\’ ¢ antinilpotente, segue facilmente
do que acabamos de ver que A é antinilpotente. Finalmente, se A’ é neutro,
decorre do que acabamos de mostrar que A é neutro.

Podemos, agora, enunciar o resultado prometido:

Teorema 2.21. Para que um corpo topolégico de Hausdorff (K, T) seja
valorizavel, é necessario e suficiente que o subconjunto N de K formado
pelos elementos nilpotentes ou neutros de K seja 7-limitado.

Demonstragao. Como a necessidade segue imediatamente do Exemplo
2.17(b) e do Corolério 2.15, passemos a suficiéncia. Como a suficiéncia é
6bvia se (K, 7) discreto, admitamos entao (K, 7) nao discreto e N r-limitado.

Afirmagao 1. N # K.

De fato, como (K, 7) é de Hausdorff, existe um subconjunto 7-aberto A
em K tal que A # @ e A # K. Tomemos A € A e pu € K\A. Entao
A— )X ={{—- X\ € A} é uma 7-vizinhanga de 0 em K (Proposigao 2.9)
e pu—XA¢ A— X Logo, K nao 7-limitado pois, caso contrario, terfamos
0K C A—\ para algum 6 € K* (Proposicao 2.14), o que equivale a K = A—\.
Consequentemente, N # K, pois N é 7-limitado.

Sejam Ny o conjunto dos elementos nilpotentes de K e N; o conjunto dos
elementos neutros de K (logo, N = Ny U Ny).

Afirmagao 2. Se A€ Nye pu € Ny, entao A\u € Ny.

De fato, seja W uma 7-vizinhanca arbitraria de 0 em K. Como N; é
7-limitado (pois N o é), existe uma 7-vizinhanca V de 0 em K tal que
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VN, C W. Mas, como u" € N; para todo n € N* e como A" € V para
n maior do que um certo m € N*, segue que (Ap)"™ = A"u" € V.N; C W para
n > m, mostrando que Ay € Ny .

Afirmacao 3. N ¢é uma 7-vizinhanca de 0 em K.

Como Ny C N, basta ver que Ny é uma 7-vizinhanca de 0 em K, o que
faremos. Como (K, 7) é de Hausdorff, existe uma 7-vizinhanga W de 0 em K
tal que 1 ¢ W e, como N é 7-limitado, existe uma 7-vizinhanca V' de 0 em
K tal que VN € W. Logo, 1 ¢ VN, o que implica V' C Ny (se nao, haveria
t €V, t ¢ Ny; assim, ¢ seria neutro ou antinilpotente, isto é, t~! pertenceria
a N, o que forneceria 1 = tt~! € V' N). Portanto, Ny é uma 7-vizinhanca de
0 em K.

Pela Afirmacao 1, existe um elemento antinilpotente em K e, portanto,
existe um elemento a € Ny, a # 0. Para cada A € K ponhamos

)\7’1
Q;\:{me@;n>Oe—GN} e
n am™
A m At
Q;=¢—€Q;n>0 e — ¢ antinilpotente ; .
n am
Afirmagao 4. Q} # @ para todo )\ € K.
De fato, pela continuidade da aplicacao £ € (K,7) — A € (K, 7) em
0 e pela Afirmagao 3, existe uma 7-vizinhanga V' de 0 em K de modo que

—k
AV C N. Seja k > 1 tal que a* € V. Entdo Aa* € N, isto é, T c Q).

Afirmagao 5. Q) é minorante para todo A € K.
m m

M M
Realmente, sejam T e Q, com L,n >0, T <—e—€Q}. Como
n

n n
n

A
Lm — Mn > 0, a™Mn ¢ Nj pela Proposicao 2.18(a). Ora, como — €
am
)\L n A" L )\L n
Nel|l— ] == a™M" conclui-se que { — | € N (Proposigao
aM a™ CLM
L

A M
2.18(a),(c)). Logo, pela Proposicao 2.20, —— € N, isto §, T e Q.
a

Afirmagao 6. QY= o (claro); Q) # & e é majorante para todo A € K*.
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De fato, seja A € K* e seja W uma 7-vizinhanca de 0 em K tal que
A ¢ W. Como N é 7-limitado, existe uma 7-vizinhanga V' de 0 em K tal
que VN ¢ W. Como a € Ny, existe k > 1 tal que a* € V. Portanto,

A A A k
— ¢ antinilpotente (se — € N, A = a*— € VN C W), isto é, — € Q).
ak ak ak 1

Finalmente, a dltima afirmacao decorre do fato de Q? ser disjunto de Q7 e

da Afirmagao 5.

Acabamos de mostrar que cada A € K* determina um corte de Dedekind
em Q, cujo elemento separador serd denotado por \.

Fixemos 0 < r < 1 e definamos v: K — R por v(0) = 0 e v(\) = 7 se
A € K*. Por definigao, v(A\) > 0 se A € K*.

Afirmacao 7. wv(a)=r.

m a n—m
Defato,—EQ?@—m:a"_meNﬁn—mZO<:>
n a

>0«
n

1—EZO®T§1. Logo,a=1,ev(a) =r.
n n

Afirmagao 8. v(Ap) = v(\)v(p) para quaisquer A, p € K.

Evidentemente, basta considerar o caso em que A, u € K*. Sejam entao

m A"
—eQle P € Q! arbitrarios; entao —, i € N. Logo,
n q a™ aP
A" q g\ " A )™
()6 -t
am aP amq—l—pn
m n m n m —
isto é, mq+pn € Q;\“. Dali, matpn _m + d < (Am), o que implica
ngq n q

_ - m
A+ 7 < (A\p). Tomando agora — € Q) e b € Q¥ arbitrarios, conclui-se que
n q

m + P > (M), o que implica A 47 > (Au). Portanto, A = X + i, o que
n q
fornece

v(Ap) = O = M = 2 =y (N)u(p).
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Afirmacao 9. N ={) €K, v(\) <1}

3

v

< - m
De fato, se v(\) = r* > 1, A < 0, e entdo existe — < 0 em Q). Logo,
n
n
m < 0, o que fornece A" = — @™ antinilpotente, como produto de dois

elementos antinilpotentes. Lo%o, A ¢ antinilpotente pela Proposi¢ao 2.20.
Reciprocamente, suponhamos A antinilpotente. Sejam W uma 7-vizinhanca
de 0 em K tal que a ¢ W ((K, 1) é de Hausdorff), V uma 7-vizinhanga de
0 em K tal que VN C W (N é 7-limitado) e k > 1 tal que A™* € V (A71 ¢

nilpotente). Entdo A*a é antinilpotente (se Afa € N, a = \™*(\¥a) € VN C
k

. : e 1
W, o que nao ocorre), ou seja, — §é antinilpotente. Logo, —— € Q?, e
a

1
A< -z < 0. Assim, v(\) > 1.

Afirmagao 10. 7=r7,.

Para A € K e 0 < s < 1 arbitrarios, ponhamos B(\,s) = {u € K;
v(p — \) < s}. Seja L € Z tal que r¥ > B (L é forcosamente < 0) e seja
b = a’. Entao v(b) = (v(a))’ (em virtude da Afirmagao 8, v(A™!) = (v(N\))~?
se A € K*); logo, v(b) = rt > B pela Afirmacao 7. Pela continuidade da
aplicacao p € (K, 7) — bu € (K, 7) em 0 e pela Afirmacao 3, existe uma 7-
vizinhanga U de 0 em K tal que bU C N. Consequentemente, pela Afirmagao
9, U C B(0,s), o que implica A+ U C B(J,s). Portanto, 7, é menos fina do
que T.
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Vejamos, agora, que 7 é menos fina do que 7,. De fato, seja V uma
T-vizinhanca arbitraria de 0 em K. Pela Proposicao 2.14, existe p € K* tal
que uN C V| ja que N é r-limitado. Seja 0 < s < min{l,v(u)}. Entao
B(0,s) C V. Realmente, se v(§) < s < v(u), v(§p™t) < 1. Logo, pela
Afirmagao 9, £t € N, o que fornece & = p(p'¢) € uN C V. Portanto,
para todo A € K, B(\,s) C A+ V, e 7 é menos fina do que 7, .

Afirmagao 11. v é uma valorizagao em K.

Inicialmente, mostremos que existe v > 0 tal que v(A+p) < v max{v(A),
v(p)} para quaisquer A\, € K. De fato, seja W uma 7-vizinhanca de
0 em K tal que 1 ¢ W. Pela continuidade da adigdo em (0,0) e pela
Afirmacao 10, existe s > 0 tal que B(0,s) + B(0,s) C W. Dal resulta que

1
v(A+p) < = max{v(\),v(u)} para quaisquer A\, u € K. Caso contrério, exis-
s
tiriam A, u € K para os quais sv(A+ u) > max{v(A),v(u)}, o que implicaria
A
sv(A 4+ p) > v(A) e su(A+ p) > v(p). Logo, A+ pu # 0, v (m) <s
1 7

A
ev|——) < s, eentao 1 = + € B(0,s) + B(0,s) c W
A Ap A4p (0,5) (0,5)

(absurdo). Finalmente, acabamos de mostrar que v(A 4+ p) < v max{v(A),

1
v(p)} para quaisquer A, p € K, onde v = — - Portanto, as relagbes A € K,
s
v(A) < 1 implicam v(1 4+ \) < ~, provando a Afirmacao 11.
Isto conclui a demonstracao do teorema.

Corolario 2.22. Para um corpo topolégico de Hausdorff (K, T), as sequintes
condicoes sao equivalentes.

(a) (K, 7) € nao discreto e valorizdvel;

(b) N,, o conjunto dos elementos nilpotentes de K, é T-limitado e diferente
de {0}, e o produto de dois elementos neutros de K é um elemento
neutro de K.

Demonstragao. (a) = (b): Seja | - | uma valorizagao em K tal que 7 = 7,
a qual nao ¢ a trivial pois (K, 7) ndo é discreto. Como Ny = {\ € K; |\| < 1}
pelo Exemplo 2.17(b), entao Ny # {0}; e Ny é T-limitado pelo Corolério 2.15.



22 Uma Introducao aos Corpos Valorizados

Além disso, pelo Exemplo 2.17(b), o produto de dois elementos neutros de
K é um elemento neutro de K.

(b) = (a): Seja A € N,\{0}. Entao, pelo Corolario 2.19, AN; C Ny, onde
N; é o conjunto dos elementos neutros de K. Portanto, N; é 7-limitado
pelo Exercicio 2.4(a),(c) e, consequentemente, N = Ny U Ny é 7-limitado
pelo Exercicio 2.4(b). Pelo Teorema 2.21, (K, 7) é valorizéavel, e (K, 7) nao é
discreto pois Ny # {0} (Exemplo 2.17(a)).

Exercicios
2.1. Sejam (K, 7) um corpo topoldgico e L um subcorpo de K. Prove que
(L, 7r) é um corpo topoldgico, onde 77, é a topologia induzida por 7 em L.

2.2. Seja (K, 7) um corpo topolégico. Prove que todo elemento de K admite
um sistema fundamental de 7-vizinhangas fechadas.

2.3. Seja (K, 7) um corpo topolégico tal que 7 ndo é topologia caética. Prove
que 7 é uma topologia de Hausdorff.

2.4. Sejam (K,7) um corpo topoldgico e A e B dois subconjuntos de K.
Prove que:

(a) se A C B e B é r-limitado, entdao A é 7-limitado;

(b) se A e B sao 7-limitados, entdo AU B e A+ B sao 7-limitados;
(c) se A é 7-limitado e A € K é arbitrario, entao AA é 7-limitado;
(d) se A é r-limitado, entdo A é T-limitado.

2.5. Seja (K, 7) um corpo topoldgico. Prove que todo subconjunto compacto
de K é 7-limitado.

2.6. Seja (K, 7) um corpo topoldgico metrizavel (isto é, um corpo topolégico
cuja topologia provém de uma métrica). Prove que para que um subconjunto
B de K seja 7-limitado, é necessario e suficiente que, para toda sequéncia
(An)nen em K convergindo para 0 e para toda sequéncia (by,)neny em B, a
sequéncia (A,by,)nen convirja para 0.
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§3. Valorizacoes nao arquimedianas

Neste pardgrafo introduzimos e caracterizamos as valorizagoes nao arquime-
dianas em um corpo arbitrario e provamos um teorema de Ostrowski, provado
em [10], que classifica as valorizagoes nao triviais no corpo dos nimeros ra-

clonais.
Definicao 3.1. Uma walorizacdo | - | em K é dita ndo arquimediana se
C =1 é permissivel para | - |. Neste caso, diz-se que (K,| - |) é um corpo

nao arquimediano.

Exemplo 3.2. As valorizagoes consideradas nos Exemplos 1.4, 1.6 e 1.7 sao
nao arquimedianas.

Teorema 3.3. Para uma valorizacao | - | em K, as sequintes condigdes sao
equivalentes:
(a) | - | € nao arquimediana;

(b) |A+ | < max{|\|,|u|} para quaisquer A\, p € K;

(c) existe M > 0 tal que |n - 1| < M para todo n € Z (isto €, o conjunto
dos inteiros de K € 7.|-limitado).

Demonstragao. (a) = (b): Sejam A € K e p € K* tais que |A| < |ul.

Como

A A
—' < 1, segue que |1+ —’ <1, isto é, |A + p| < |p| = max{|A|, |p|}.
W

o
(b) = (a): Se A € Ke|A| <1, tem-se |[1+A| < max{|}\|,|1|} = 1, mostrando
que | - | é ndo arquimediana.

(b) = (c¢): Como |1]| =1, segue por indugao que |n-1| < 1 para todon € N,
e a Proposicao 1.3(b) garante que |n - 1| < 1 para todo n € Z.
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(c) = (b): Basta considerar o caso em que | - | ndo é a valorizacao trivial. Pelo
Teorema 1.17, podemos supor que | - | satisfaga a desigualdade triangular.
Sejam A,y € K arbitrarios. Para todo n € N*, temos

A+ (n)A"—1u+---+< " )Au”—1+u"
1 n—1

n n
)\n—l A n—1 n
(D) () [ 1

< M ((max{|A[, [u[})" + - - + (max{[A], |u[})")
< M(n+ 1) (max{|A, |ul})",

A" = (A +p)"| =

< A"+

ou seja, temos

A+l < VM V41 max{|Al ]}
Finalmente, como lim vM = lim v/n+1 = 1, concluimos que

n—o0 n—oo

A+l < max{|Al ]}

Coroléario 3.4. Sejam (K, | - |) um corpo valorizado e L um subcorpo de K
tal que a restrigao de | - | a L € uma valorizagio nao arquimediana. Entao
| - | € uma valoriza¢ao nao arquimediana.

Demonstracgao. Segue imediatamente do Teorema 3.3, ja que os inteiros de
K coincidem com os de L.

Corolario 3.5. Seja (K, | - |) uwm corpo valorizado de caracteristica prima.
Entao | - | € uma valorizagao nao arquimediana.

Demonstragao. Segue imediatamente do Teorema 3.3, ja& que a hipdtese
sobre a caracteristica de K implica trivialmente a 7).-limitacao do conjunto
dos inteiros de K.

Corolério 3.6. Seja | - | uma valorizagio nao arquimediana em K. Se
A€ K e[ # [ul, entdo [A+ p| = max{|A|, |u[}.

Demonstragao. Suponhamos |A| < |u|. Entao |\ + | < max{|A|,|p|} =
|1l Por outro lado, |u| = |(A + ) = Al < max{|A + ul, [A[} = |A + pf (se
max{|A + p, [A[} = [Al, viria [p] < [A]). Logo, [A+ pul = [u] = max{[A], |p}.
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Corolario 3.7. Seja | - | como no Corolédrio 3.6 e sejam A, Ag, ..., A\, € K
tais que |Xa| < My .- |An] < [M1]. Entao [A + X+ -+ N = [ M)
Demonstracao. Como |[Ay + -+ + A,| < max{|Xa],..., | |} < [A\i], ©

resultado segue imediatamente do corolario anterior.

Proposicao 3.8. Seja | - | uma valorizagdo nao arquimediana em K. Se
AMpueK,r,s>0eBA\r)={teK;[t=A <r}nB(u,s) ={t e K;|t—u| <
st # @, entao B(\,7) C B(u, s) ou B(u,s) C B(A,r).

Demonstracao. Seja ty € B(A\,r) N B(u,s) e admitamos r < s. Vamos
mostrar que B(\,r) C B(u, s). Realmente, para todo t € B(\,r), tem-se

£ — il < max{lt = A, ]\ —tol, [to — pl} < s.

Proposicao 3.9. Sejam |- |, A er como na Proposigao 3.8. Entio B(u,r) =
B(A,r) (respectivamente B(u,r) = B(\, 1)) para todo u € B(\,r) (respecti-
vamente u € B(\,7)), onde B(\,7) = {t ¢ K; |t — \| < r}.

Demonstracao. Seja p € B(\ r). Entdo, para todo t € B(u,r), tem-se
[t — Al < max{|t — p|,|x— A} < r; logo, B(p,r) C B(A, 7). Analogamente,
B(A\,r) C B(u,r); assim, B(u,r) = B(A, s). A verificagao da outra afirmagao
¢ andloga.

Proposicao 3.10. Seja | - | como na Proposicao 3.8. Entao, para quaisquer
ANeKer >0, B(\r) ér,-fechado em K e B(\,1) € 7j-aberto em K. Por-
tanto, todo elemento de K admite um sistema fundamental de 7.-vizinhangas
abertas e fechadas em K.

Demonstracao. O fato de que B(A,r) é 7 -fechado em K segue imedia-
tamente da Proposicio 3.8 e o fato de que B(\,r) é 7).-aberto em K segue
imediatamente da Proposicao 3.9.

Proposicao 3.11. Seja | - | uwma valorizagao nao arquimediana em K e

seja (An)nen uma sequéncia em K. Para que (A\,)nen Seja uma sequéncia de

Cauchy em (K, | - |), € necessdrio e suficiente que lim (A,41 — A,) = 0.
n—oo
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Demonstragao. Como a necessidade é clara, provemos a suficiencia. Com
efeito, para quaisquer n € N e k € N*, tem-se

|/\n+k - )‘n| = |()‘n+k - )‘n+k—1) +et (>‘n+1 - /\n)|
< Inax{’)‘n—i-k - >\n+k—1’7 R |)‘n+1 - )‘n‘}

Seja r > 0 arbitrario. Por hipdtese, existe ng € N tal que [Ai1 — Ap| < 7
para todo n > ng, e o que acabamos de ver implica que |\, — A,| < r para
quaisquer n > ng e k € N*. Portanto, (\,),en é uma sequéncia de Cauchy
em (K, | - ).

Teorema 3.12. Se | - | € uma valorizacao nao trivial em Q, entdo | - | é
equivalente a | - | ou a alguma valorizacao p-ddica.
Demonstragao. Sem perda de generalidade, podemos supor que | - | sa-

tisfaga a desigualdade triangular (Teorema 1.17).

Afirmagao 1. Sejam m, n inteiros > 2. Entao

logm

m| < (max{1, [n[})®e .

Com efeito, seja m = ag + ayn + -+ an” (0 < a; < n, a, # 0) a
decomposic¢ao n-ddica de m. Como |a;| = |14+ -+ 1| < ||+ -+ [1] =
a; < n para 0 < < r, segue que A

Im| < lao| + |ar||n| + -+ |a.| |n|” < n+n|n|+ -+ n|n|"
=n(l+n|+--+[n[") < n(r+1) (max{1,|n[})".

lo
Mas, como n" < m, tem-se r < ]

e+ 1) w1 ol})” < (2 4 1) max{, [l 5

e, consequentemente,

10 m logm
m| < n (fg i 1) (max{1, |n]}) B
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Seja s € N* arbitrario. Substituindo m por m?® na desigualdade acima,
concluimos que

logm

1
mf* < n <3 o8 1) (max{1, |n[})® &=

logn ’
ou seja,
s 1 logm
m| < /n (s 1Zgg:z +1 (max{1, |n|})"e" .

Finalmente, como lim /n = lirgo \/$ % +1 =1, a Afirmacao 1 estd

S—00 S—r
provada.

Afirmagao 2. Se |k| > 1 para todo inteiro k > 2, | - | é equivalente a | - |-

Com efeito, pela Afirmagao 1, tem-se
logm . , 1 1
Im| < |n[ten, isto &, [m|lem < |n|eer
para quaisquer inteiros m,n > 2. Trocando os papéis de m e n, vem
1 1
|n|logn S ‘m|logm
para quaisquer inteiros m,n > 2. Portanto, para quaisquer inteiros m,n > 2,
1 1
|n|logn — |m|10gm

Logo, existe a > 0 tal que |m[$ = e® para todo inteiro m > 2. Afirmamos
que |[A| = (|Moo)® para todo A € Q. Realmente, a igualdade é claramente
valida para A =0 e XA = 1. Agora, se m é um inteiro > 2, tem-se

|m| — ealogm — elogm"‘ —m& = (|m|oo)a'

Logo, se m é um inteiro < 0, |m| = | —m| = (] — m|x)® = (IMm|x)™

m
Finalmente, seja A = — € Q arbitrario (m,n € Z,n # 0). Entao
n

= E Al (17 Y 2 e

[ (Inleo)®

e daf resulta que | - | é equivalente a | - |« .
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Afirmagao 3. Se |k| < 1 para algum inteiro k > 2, | - | é equivalente a
alguma valorizacao p-adica.

Com efeito, tomando n = k na Afirmagao 1, conclui-se que |m| < 1 para
todo m € Z. Logo, pelo Teorema 3.3, a valorizagao | - | é ndo arquimediana.
Além disso, como | - | ndo é a valorizagao trivial, existe um inteiro ¢ > 1 tal
que |¢| < 1. Assim, o conjunto

I ={neZ;n| <1},

que claramente é um ideal de Z, satisfaz I # {0} e I # Z. Logo, existe
um inteiro p > 2 tal que I = pZ. Afirmamos que p é primo. Realmente,
escrevamos p = p1ps , onde py, pe € Z. Como |p| = |p1]| [p2| < 1, entao |p1| < 1
ou |pe] < 1. Se |p1| < 1isto é, se p; € I, p| p1, o que implica p; = £p
e po = £1. Analogamente, se |ps| < 1, po = £p e p; = £1. Portanto, p é
log ¢
logp

primo. Ponhamos c=[p| (0 <c<1l)ea=— - Afirmamos que

(IA[)" = |A

para todo A € Q. Realmente, a igualdade é valida para A =0e A = 1. Agora,
se m é um inteiro, com m # 0 e m # 1, existe um tnico n € N e existe s € Z
primo com p de modo que m = p"s. Logo, |m| = [p|"|s| = |p|" = ¢" (notemos
que, se |s| <1, s € I, o implicaria p | s). Por outro lado, (jm|,)* = (p™™)* =

n log ¢ logc\ " . log ¢ log ¢
p logp — plogp ="' = |m|’ po1s plogp — glogp

logp — ploge

e8¢ = c. Finalmente,

seja A = e Q arbitrario (m,n € Z,n # 0). Entao
n

() = () = =

nlp
mostrando que | - | é equivalente a | - |,.

Consequentemente, em vista das Afirmacgoes 2 e 3, a demonstragao do
teorema esta concluida.
Exercicios
3.1. Seja (K,|.|) um corpo ndo arquimediano e seja (E()\i,ri))ig uma
familia de bolas em K tal que, para quaisquer i, € I,

E()\hri) HE()\], 7“3') 7& @
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Prove que (E(/\i,n-))ie[
inclusao (isto é, para quaisquer i,7 € I, tem-se B(\;,r;) C B()j,7;) ou
B(\;, 1) C B(A\i, 1))

3.2. Seja (K, |.|) um corpo nao arquimediano (com |.| nao trivial) tal que
para toda familia (B();, m))iel de bolas em K, com B(\;, ;) N B(\j,1;) # 0

para quaisquer ¢,j € I, tem-se

iel

¢ uma familia totalmente ordenada pela relacao de

Prove que (K, |.|) é completo.

Sugestao: Seja (A,)neny uma sequéncia de Cauchy em (K, |.|). Considere a
sequéncia (B, )nen de bolas em K, onde

B, = {)\ e K; ’)\— )\n’ < I]ilzagip\k — /\k+1|}-

Nota: E possivel provar que, se (K,|.]) é um corpo nao arquimediano com-
pleto (com | .| nao trivial) cuja valorizacao é discreta, entao para toda familia
(B(\s, Ti))ie] de bolas em K tal que B(\;, ;) N B(\;,7;) # () para quaisquer
1,7 € I, tem-se

(B, r:) # 0.

il
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g84. O teorema de aproximacao de
Artin-Whaples

O objetivo deste paragrafo é estabelecer o teorema mencionado em seu titulo,
provado em [2], a saber:

Teorema 4.1. Sejam | - |1,| - |2,...,| - |n valorizagdées nao triviais em um
corpo K, duas a duas nao equivalentes. Entao, para quaisquer A1, Ao, ..., A\, €
K er >0, eriste A\ € K tal que |\; — A|; <7 para j =1,2,...,n.

Se considerarmos K" = K x---x K munido da topologia produto
—————
n vezes
Ty X Thlp X =+ X T, » 0 Teorema 4.1 afirma que a diagonal A de K" €

densa em K.

A demonstracao do teorema dependera dos resultados a seguir.

Lema 4.2. Seja (K, | - |) um corpo valorizado.
(a) Se A e K e |\ <1, entdgo lim A" = 0.
n—oo

n

(b) SeAxeKe N >1, entdogin;O1+An:1

Demonstragao. (a): Basta lembrar que |\"| = |A\|™ para todo n € N*.
n 1 (A—l)n
(b):  Como ‘1+)\n— | = ‘1—1—()\1)"‘ para todo n € N e

IA7! < 1, a afirmagao decorre de (a).

Lema 4.3. Sejam | - |1,] - |2,...,| - |n como no Teorema 4.1. Entdo existe
AeK tal que [Ny >1 e|M; <1paraj=2,...,n.

Demonstragao. A demonstracao sera por inducao sobre n. Inicialmente,

vejamos o caso em que n = 2. Com efeito, como | - |; e | - |2 ndo s@o
equivalentes, existem A, p € K tais que [A|; < 1, [A2 > 1, |ule < Le |u|; > 1.
Seja 0 = uA~!; entao |0]; = il > |uli >1e|fls= il < — <1

Al [Alz [Al2

Seja n > 2 e suponhamos o resultado valido para n — 1. Pela hipdtese
de inducdo, existe £ € K tal que [£]; > 1e [¢]; < 1 para j =2,...,n— L.
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E, pelo caso n = 2, existe t € K tal que [t|; > 1 e ||, < 1. Dividamos a
verificagao em dois casos.

1° caso: €], < 1.

Ponhamos 2z, = t£* (k € N). Entdo, para todo k € N, temos |z|; =
[t11(1610)° > (1€10)" > 1 e [zkln = [ta(€]a)* < ([€]n)" < 1. E, como |z]; =
t|;(|€],)" para j = 2,...,n — 1 e k € N arbitrério, podemos tomar k € N
suficientemente grande para que |z;|; < 1 para j = 2,...,n — 1, em virtude
do Lema 4.2(a).

2° caso: ¢, > 1.

. k
Ponhamos zj, = ¢ %ﬁk (k € N). Entao, pelo Lema 4.2(b), kILHOIO 0 f_ & —

1 por 71, (pois |£|1 > 1), o que fornece klim 2, = t por 7, . Analogamente,
—00

klim 2, = t por 7., . Por outro lado, como |{|; < 1 para j =2,...,n—1, segue

—00

que klim zr = 0 por 7, para j = 2,...,n — 1 pelo Lema 4.2(a). Finalmente,
—00

pelo que acabamos de observar e como [t|; > 1 e [t|, < 1, podemos tomar

k € N suficientemente grande para que |21 > 1 e |z|; < lparaj=2,...,n.

Corolario 4.4. Nas condigoes do Teorema 4.1, existe uma sequéncia (tx)gen

em K tal que lim ¢, =1 por 7, e lim t =0 por 7., para j =2,...,n.
k—o00 k—o00
Demonstragao. Pelo Lema 4.3, existe A € K tal que |A]; > 1 e |A|; < 1 para
)\k
j=2,...,n. Definamos t, = —— (k € N). Pelo Lema 4.2, lim t; = 1 por
14+ M\ k—oco
T, € klim tr = 0 por 7)., para j = 2,...,n.
— 00

Passemos a
Demonstracao do Teorema 4.1. Pelo Corolario 4.4, para cada j =
1,...,n existe uma sequéncia (t,i”) em K tal que klirn t,(j) =1por 7. e
. keN —00
klim t,(g) =0 por 7, para i =1,...,n e i # j. Definamos, para cada k € N,
— 00

O =t + - tDN ot
Como, para cada j =1,...,n,

O — A =t N 4+ (D — DA+ 4+, (keN),
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conclui-se que klim 0r = A;j por 7, . Portanto, para k € N suficientemente
— 00

grande, tem-se |0, — \j|; < r para j =1,...,n, concluindo assim a demons-

tracao do teorema.

Corolario 4.5. Sejam | - |1,| - |2,.-.,| = |n como no Teorema 4.1 e sejam
V1, Vg, ..., U, > 0. Entao as sequintes condicoes sao equivalentes:

(a) (IAJ)"([A|2)¥2 ... (JAln)" = 1 para todo X € K*;

(b) vy =vy=---=1v,=0.

Demonstracdo. E claro que (b) = (a). Mostremos que (a) = (b). Pelo
Teorema 1.17, podemos supor que |- |1, ||s, ..., ||, satisfacam a desigualdade
triangular. Admitamos algum v; > 0, digamos vy, e seja u € K tal que

vo+-tun

1
|y > 27 = + 3" Aplicando o Teorema 4.1 para Ay = p, Ap = -+ =

1 1 1
)\nzler:é,obtém—se)\EKtalque |)\—,u|1<§e|)\—1\i<§para

v+ +un 1
i = 2,...,n. Portanto, pela Proposi¢ao 1.16, |A|; > 2 e Al > 5
para i = 2,...,n, o que implica (|[A|})" > 227 Fn o (|\[2)” ... (M) >
1
o " 9o = P Consequentemente,
(A" (AL)™ - (JAl)™ > 1.
Exercicio
4.1. Sejam pyq, ..., p; > 1 primos dois a dois distintos, mq, ..., m; > 1 inteiros

eq,...,q € Q. Prove que existe g € Q tal que

1 .
|q—qZ‘|pi<W para i=1....,L

)
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85. O completamento de um corpo valorizado

Neste pardgrafo mostraremos que todo corpo valorizado admite um comple-
tamento, essencialmente tnico. Mas antes vejamos dois exemplos.

Exemplo 5.1. (Q,]| - |5) nao é completo.

Com efeito, vimos na introdugao que existe uma sequéncia (A, )pen+ em
Z tal que

Ans1 = A, (mod 5") e
M+1=0 (mod5")

1
para todo n € N*. Como |[A41 — Apls < En para todo n € N*, segue
da Proposicao 3.11 que (A\,)nen+ é uma sequéncia de Cauchy em (Q,| - |5).
Admitamos que exista A € Q de modo que lim A, = X por 7),. Entao,
n—o0

1
como |A2 + 1]5 < = Para todo n € N*, conclui-se que

M4+ 1=lim (\2 +1) =0,
n—oo

o que nao pode ocorrer. Portanto, (Q,| - |5) ndo é completo.
Exemplo 5.2. Seja | - | a valorizagao trivial em K. Entao (K,| - |) é
completo.

Realmente, seja (\,)neny uma sequéncia de Cauchy em (K| - |). Entao

existe m € N tal que |\, — \,,,| < 1 para todo n > m, o que implica A, = \,,
para todo n > m. Logo, (A,)nen converge para A, por 7.

No teorema a seguir, admitiremos que a valorizagao | - | em K satisfaca a
desigualdade triangular (Teorema 1.17).

Teorema 5.3. Seja (K, | - |) um corpo valorizado. Entao existem um corpo
valorizado completo (K, ||-]|) e um homomorfismo injetor ¢: K — K de modo
que ||e(N)|| = |A| para todo A € K e p(K) € 7. -denso em K. Além disso, se

(L, ||| - |]]) € um corpo valorizado completo e ¢: K — L € um homomorfismo
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injetor tal que |||(N)||| = |A| para todo X € K e ¥(K) € 7 -denso em L,
entdo existe um unico isomorfismo h: K — L tal que o diagrama
K- L
NV
K
¢ comutativo e |||h(2)||| = ||z|| para todo z € K.

Demonstragao. Consideremos o conjunto A de todas as sequéncias de
Cauchy em (K, | - |) munido das operagoes

(/\n)neN + (/Jln)neN - <)\n + Nn)neN

()‘n)neN : (ﬂn)neN = (Anﬂn)neN-

Como |(An + tn) — A + )| < A — M| + |ptn — | para quaisquer
n,m € N, segue que (Ay)nen + (fin)neny € A. E, como toda sequéncia de
Cauchy ¢ limitada, resulta de

< |Aal lttn = pan] + [pm] [An = Am| - (n,m € N)

que (Ap)nen: (fn)nen € A. E f4cil ver que (A, +, - ) é um anel comutativo com
elemento unidade (1,1,...,1,...). Seja I o conjunto de todas as sequéncias
de elementos de K que convergem para 0, o qual é claramente um ideal de

A.

Afirmagao 1. [ é um ideal maximal de A.

Com efeito, seja J um ideal de A tal que I C J C Ae I # J, e mostremos
que J = A. Inicialmente, observemos que (|A,|)nen ¢ uma sequéncia 7y.)_-
convergente em R para qualquer (\,),eny € A. Realmente, pela Proposigao
L16, || An] = [l loo < [A — Am| para n,m € N, e entdo (|A\y|)nen € uma
sequéncia de Cauchy em (R,| - |«), que é completo. Agora, seja (iy)nen €

J\I. Como lim |u,| = 8 > 0, existe ng € N* tal que |u,| > 5 para todo
n—oo
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n > ng. Vejamos que a sequéncia

(0,0,...,0, ,u;ol, ,u;olﬂ, o)
-~

no—ésima posigao
pertence a A. Realmente,

-1 -1 |Nn—Mm| 4
f = oy | = T < | — ]
| = ] = 7

para quaisquer n, m > ng. Logo, como J é um ideal de A,

(0,...,0,...,0, 1, 1,1,...)
~—
no—eésima posigao
-1 —1
=(0,...,0,...,0, fpoy Hpgy1r---):
~—
no—ésima posigao

: (,uOv s 7un0—17uno7uno+17 .. )

pertence a J, e dai resulta que

(L,1,...,1,1,1,...,1,...)
=(0,0,...,0, 1, 1,...,1,...)
. .
no—ésima posicao
+(1,1,...,1, 0, ...,0,...)
no—ésima posigao
pertence a J. Consequentemente, J = A, provando a Afirmacao 1.
Portanto, o anel quociente K = A/l é um corpo. Para cada (\,;),en € A,

designemos sua classe de equivaléncia (médulo I) por (\,),en. Para z € K
arbitrario, definamos ||z|| = lim |[\,|, onde z = (A\,)nen. Mostremos que
n—oo

|| - || estd bem definida. Realmente, se (Ap)neny = (N,))nen, a sequéncia
(A — AN)nen € I e da relacao ||\, — |N| oo < [N — AL| para todo n € N
(Proposigao 1.16) segue que lim (|A,| — |\,|) = 0. Logo,

n—,oo

lim [\, = lm (JA\.] = [A,]) + lim [A| = lim |[\]].
n— 00 n—00 n—oo n—oo
Afirmamos que a aplicacao

|- K—R
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é uma valorizacio em K. Realmente, ¢ claro que l|z]| > 0 para todo z € K

e que [|0]] = 0. E, se 2z = (A)newy € K e ||z]] = lim |A\,|] = 0, entdo
n—oo

(AM)nen € I; logo, z = 0. Sejam z = (Ay)nen € W = (ln)nen €elementos

arbitrarios de K. Entao é claro que ||zw|| = ||z]|||w]|- Além disso, como

24w = (A + fin)nen € |An + | < || + |n] para todo n € N, conclui-se

que

|z +wl] = T (A + p| < T X[+ T | = [|2]] + [Jwl].
n—oo n—oo n—oo

Definamos ¢: K — K por e(A) = (M. 0N, ..). Entdo ¢ é um ho-
momorfismo injetor (logo, ¢(K) é um subcorpo de K isomorfo a K) tal que
[le(MN)|| = |\| para todo A € K.

Afirmacao 2. ¢(K) é 7-denso em K.

De fato, sejam z = (A, )nen € K e 7 > 0 arbitrarios. Entdo existe m € N

tal que |\, — A| < r para todo n > m. Logo,

I = Ol = limn (A, = Al <1
provando a Afirmagao 2.

Afirmagdo 3. (K, || - ||) é completo.
Com efeito, seja (2, )neny uma sequéncia de Cauchy em (K, || - ||). Pela
Afirmagao 2, para cada n € N existe A, € K tal que ||z, — o(\,)|| < ——

n+1 '
Como

[An = Am| = [le(An) = eAm)ll < [lo(An) = 2nll + |20 = 2ml[ + [|2m = @(Am)]

<

para quaisquer n,m € N, (A\)peny € A. Seja z = (Ay)neny € K. Entdo

lim ¢(\,) = 2z e da relacao
n—oo

1
[12n = 2l < [lz0 = @A)l + llo(An) = 2ll < ——7 + [lo(Aa) — 2]| (n €N)

segue que lim z, = z, provando a Afirmagao 3.
n—oo
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Assim, a primeira parte da demonstracao estda concluida. Passemos a
segunda parte. Sejam entao (L, ||| - |||) e ¥ como no enunciado do teorema.
Entao a aplicagao hi: ¢(K) — L, dada por hi(¢(N)) = 1(\) para A € K, é
uniformemente continua, pois

[[1h1(2(A) = ha ()T = (11 (A) = ([l = 1A = ul = [[o(X) = e(p)l]

para quaisquer A,z € K. Como (L, ||| - |||) é completo e ¢(K) é 7-denso
em ]IA{, existe uma tnica aplicacao uniformemente continua h: K — L tal que
hloy = hi. Logo, hoy = 1. Seja z € K arbitrério. Pela Afirmacao 2,
existe uma sequéncia (A, )neny em K tal que z = 7Ih_)nolo ©(A\), 0 que implica

IR = T (1RGOl = T (1A () = Tim ([l

Jim [fe(h)l| = 12

Além disso, também é facil ver que h é um homomorfismo. Mostremos que h
¢ um isomorfismo. Realmente, seja z = (A, )nen € K tal que h(z) = 0. Entéo
z = li_>m (M), | Al = ll(A)]]] para todon € N e

lim ¥(\,) = lim h(e(\,)) = h(z) = 0.

n—oo n—oo

Consequentemente, (A, )eny € I, € z = 0. Portanto, h é injetor. Agora, seja
w € L arbitrario. Como, por hipétese, 1(K) é 7. -denso em L, existe uma
sequéncia (i, )neny em K tal que w = lim ¢ (u,). Por outro lado, como

n—oo

[o(tn) — @ (pm)|] = [ (pn) — (1) || para quaisquer n,m € N,

segue que (@(in))neny ¢ uma sequéncia de Cauchy em (]K, | - ]]), o qual é
completo. Logo, existe z € K tal que lim ¢(u,) = z. Portanto,
n—oo

A=) = b (lim () ) = T h(p(m)) = Tm (p,) = w

n—o0

Assim, h é sobrejetor.

Finalmente, seja h: K — L uma aplicagao como no enunciado do teorema.
Como h: K — L é continua e h|,k) = hi, entao h = h, provando a unicidade
e concluindo a demonstracao.
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Podemos resumir o que acabamos de ver dizendo que (K, || - ||) é um
corpo valorizado completo contendo K como subcorpo, densamente, e cuja
valorizagao estende a de K; além disso, (K, || - ||) é essencialmente tinico.
Definicao 5.4. Nas condi¢oes do Teorema 5.3, diz-se que (]IA{, |- |) éo
completamento de (K, | - |).

Observacao 5.5. Se (K| - |) é um corpo nao arquimediano, (HA{, )

também o é.

De fato, sejam z = (A)nen, W = (fn)nen € K. Como z 4+ w =
(A 4 fin)nen € |An + | < max{|\,|, |u.|} para todo n € N, obtém-se
||z + w|| < max{||z||,||w]||}. Portanto, || - || é ndo arquimediana.

Exemplo 5.6. O completamento de (Q,| - |,) ¢ dito o corpo dos nimeros
p-ddicos e denotado por (Q,,| - [,)-

A notacao usada para designar a valorizacao em Q, é justificada pela
proposicao a seguir.

Proposicao 5.7. Se (K,| - |) é um corpo nao arquimediano, entao

{A;AeKY = {|z]];z e K},

Demonstracdo. E claro que {|Al; A e K} C {||z|];z € ]IA{} Reciprocamente,
seja z € K, z # 0. Entdo existe A € K tal que A —z|| < ||z]], pois K é
7).|-denso em K. Logo, pelo Corolério 3.6, ||z|| = ||A||. Mas, como ||| = ||,
vem ||z|| = ||

Exemplo 5.8.  {[uly; p € Q,} = {p™;n € Z} U{0}.

Proposicao 5.9. Seja (A\,)nen uma sequéncia em um corpo nao arquime-
(0.9]
diano completo (K,| - |). Para que a série Y A\, convirja, € necessdrio e

n=0
suficiente que lim A\, = 0.
n— oo

Demonstracao. A necessidade é clara, sendo vélida para qualquer corpo
n

valorizado. Provemos entao a suficiéncia. Para cadan € N, seja p, = Y A
k=0
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Como fip11 — fn = Apy1 para todo n € N, a hipotese e a Proposicao 3.11

garantem que (i, )neny € uma sequéncia de Cauchy em (K, | - |). Logo, como
o

(K,| - |) é completo, a série Y A, converge.
n=0

Exemplo 5.10. Fixemos um natural primo p e seja (a,)n,en uma sequéncia

(o]
arbitraria de inteiros, com 0 < a,, < p—1 para todo n € N. Entao > a,p" €
n=0
Q-
1
De fato, como |a,p"™|, < — paratodon € N, lim a,p” = 0, ¢ a afirmacao
p” n—00

segue da Proposigao 5.9. Seja
Zp={N€Q,; |\, <1}

n
Como Y arp® € Z, para todo n € N e como Z, ¢ 7). -fechado em Q,,

k=0
o0

conclui-se que » a,p" € Z,. Em particular, > (p — 1)p" = (p — 1) +
n=0 n=0
(p—1Vp+(p—1)p*+--- € Z,. Notemos que, como

. . 1 _pn+1
(p=1+@-Dp+-+-p"=pE-11+-+p") = (p—l)ﬁ
para todo n € N, segue que > (p—1)p" = —1.

n=0
Definicao 5.11. Seja (K, | - |) um corpo nao arquimediano, com | - | ndo

trivial. Entao ¢ facil ver que A = {\ € K;|\| < 1} é um anel, dito o anel da
valorizagao, e que M = {\ € K;|A| < 1} é um ideal nao trivial e préprio de
A, dito o ideal da valorizacao.

Observacao 5.12. M é o tinico ideal maximal de A. De fato, se I é um ideal
préprio de A, entdao I C M. Realmente, se existisse A € I tal que A\ ¢ M,
entdo |A| = 1, o que implicaria I = A.

Exemplo 5.13. No caso em que (K,| - |) = (Q,,]| - |p), tem-se A =Z, e
M = pZ, .
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Proposicao 5.14. Sejam (K,| - |) como na Definigao 5.11 e (K, || - ) o
seu completamento. Sejam A = {NeK N <1}, M ={X e K;|)\| < 1},

={z € K;||z]| <1} e M = {z € K;||z|| < 1}. Entdo os corpos A/M e
A/M sao isomorfos.

Demonstragao. Definamos v: A/M — ﬁ/]\? por Y(A+ M) =A+ M\para
A € A. A aplicacao ¥ esta bem definida pois, se \,py € Ae \+ M =pu+ M,
A —pl] = [N —p] < 1, isto é, X + M = p+ M. Afirmamos que 1
um isomorfismo. De fato, é claro que ¥ é um homomorfismo. Se A € A e
YA+ M) = ]\/Z7 A E ]\/4\; logo, A € M, e A+ M = M. Portanto, 1 é injetor.
Se z € A, existe A € K tal que ||z — || < 1, pela 7). |-densidade de K em K,
o que implica [A| = [|A|| < max{||z — A||,||z||} < 1 (ou seja, A € A). Logo,
YA+ M) = A+ M = z+ M, e ¢ é sobrejetor.

Exercicios
o)
5.1. Sejam p,q > 1 primos distintos. Prove que a série Z p" converge em
n=0

1
Q, para T e diverge em Q,.

5.2. Prove a existéncia do completamento de um corpo valorizado (K, |.|)
(cuja valorizagao satisfaca a desigualdade triangular), usando o argumento
indicado abaixo.

Sejam d(\, 1) = |A— p| a métrica proveniente da valorizacao | . | e (X, d) o
completamento do espaco métrico (K, d). Para z € X, defina ||z]| = d(z,0).
Para z,w € X arbitrarios, existem sequéncias (A,)nen € (fn)neny em K tais
que (Ap)nen converge para z e (f,)nen converge para w.

(a) Prove que (Ap4/in Jnen € (Anfin Jnen S80 sequéncias de Cauchy em (X, d).
Como (X, CZ) é completo, (A, + pn)nen converge para um elemento de
X, denotado por z 4+ w, e (A, pin)nen converge para um elemento de X,
denotado por zw.

(b) Prove que as aplicagoes
(zw)eXxXm—ztweX e (z,w)eX XX —zweX

estao bem definidas e tornam X um anel comutativo com unidade.
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(c) Seja z € X, z # 0 (entao ||z|| > 0) e seja (A\,)neny uma sequéncia em
K convergindo para z. Prove que lim |\,| = ||z|| e, por consequéncia,
n—oo

podemos admitir que A, # 0 para todo n € N.

—Hnen converge para um elemento de X, deno-

(d) Prove que a sequéncia (A
tado por z7!. Prove que 27! independe da sequéncia (A, )nen escolhida

em (c).
(e) Conclua que X é um corpo contendo K como subcorpo.

(f) Finalmente, prove que ||.|| é uma valorizacdo em X satisfazendo a
desigualdade triangular e que estende |.|.
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§6. Corpos nao arquimedianos munidos de
valorizacoes discretas e corpos locais

Neste paragrafo enfocaremos fatos bésicos sobre corpos nao arquimedianos
munidos de valorizacoes discretas e estabeleceremos uma condicao necessaria
e suficiente para que um corpo nao arquimediano completo seja localmente
compacto (ou seja, local).

Proposicao 6.1. Seja (K,| - |) um corpo nao arquimediano, com | - | nao
trivial. Para que a valorizacdo | - | seja discreta, € necessdrio e suficiente
que M seja um ideal principal de A.

Demonstragao. Suponhamos | - | discreta. Pela Proposigao 1.9(a), existe
m € M\{0} tal que |r| = sup{|A\|; A € M\{0}}. Afirmamos que M = 7A.
De fato, é claro que mA C M. Por outro lado, se A € M, |A| < |«], e
entdao A = m(7~'\) € mA. Portanto, M = 1A, mostrando que M ¢é um ideal
principal de A.

Reciprocamente, suponhamos M = 7A para algum 7 € M\{0}. Vamos
verificar que |7| é um gerador do grupo {|A|; A € K*}. De fato, seja A € K*
arbitrario. Se |A| < 1, a igualdade M = wA fornece || < |7|. Se |A| = |n],
nada mais hé a fazer. Admitamos |A| < |r|. Como ]}LII;O]WW =0 (=] < 1),

existe kg > 2 tal que |7|* < |A| para todo k > kg. Seja £ o menor inteiro

k > 2 tal que |7|* < |A. Como |7[*~1 > ||, ——| <1, eentao 61‘ < |n|.
T T
Logo, [\ < |75, e |A] = |x|%. E, se |A\] > 1, o que acabamos de ver garante
1
a existéncia de um inteiro s > 2 tal que 1= |7|*; portanto, |A| = |7|~*.

Assim, acabamos de verificar que |7| é um gerador do grupo {|A|; A € K*},
mostrando que | - | é discreta.

Proposigao 6.2. Seja (K, | - |) um corpo nao arquimediano, com | - | ndo
trivial e discreta, e seja m € M tal que M = wA. Se I # {0} é um ideal
proprio de A, existe um inteiro n > 1 tal que I = " A.
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Demonstracao. Fixemos p € I\{0}. Como klim 7% = 0, existe um inteiro
de e
S

s > 1 tal que |r|* < |p|. Logo, m° = uﬂ— € [A C I. Seja n o menor

inteiro s > 1 tal que n® € I. Afirmamos que I = 7" A. Realmente, como
I é um ideal de A, 7"A C I. Por outro lado, seja A € I\{0} arbitrario, e

n

admitamos que

T
< 1. Entao existe £ € A tal que U €, o0 que implica

7"l = \¢ € IA C I, contrariando a escolha de n. Portanto,

A
fornece A = 7" — € 7" A. Consequentemente, I = 7" A, como querfamos
T

A
—1| <1, 0que
7-‘-71

provar.

Corolario 6.3. Sejam (K, |- |) e como na Proposigao 6.2. Entdo (1" A),>1
¢ um sistema fundamental de 7).-vizinhangas de 0 em A formado por ideais
de A.

Demonstragao. Cada 7"A ¢ uma 7),-vizinhanca de 0 em A, pois 7"A D
B(0,|7|"). E;se 0 <r <1, B(0,r) ={\ € K;|\| <r} é um ideal préprio de
A, com B(0,7) # {0}; logo, pela Proposigao 6.2, B(0,7) = 7" A para algum
n > 1. Isto conclui a demonstragao.

Definicao 6.4. Sejam (K, | - |) um corpo nao arquimediano, com | - | néo
trivial, A o anel da valorizacao e M o ideal da valorizagao. Diz-se que A C A
é um conjunto de representantes para A/M se para cada A € A existe um
unico p € A tal que A\+ M = u+ M.

Exemplo 6.5. Para cada primo p > 2, {0,...,p — 1} é um conjunto de
representantes para Z,/M, , onde M, = pZ,.

Com efeito, seja A € Z, arbitrario. Como B(\,1) NQ # @&, existe p € Q
tal que |u|, <1e AN+ M, = u+ M,. Mostremos que existe ¢ € Z tal que
pw+ M, =0+ M,. Como a afirmacao é 6bvia se y = 0, admitamos p # 0 e
escrevamos i = p" g, onde n > 0 e mdc(a,p) = mde(b,p) = 1. Mas, como
p~+ M, = { + M, equivale a
a

nl_y
Py

_ ‘pna - bg’p
P 10l

= |pna - b€|p < 17
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devemos ter bl = p™a (mod p). Ora, se n > 1, p"a = 0 (mod p), e basta
tomar ¢ = 0. Por outro lado, se n = 0, a equacao bX = a (mod p) admite
uma solucao inteira ¢, pois mdc(b,p) = 1/a ([6], Teorema 25). Logo, a
existéncia de ¢ € Z tal que p + M, = { + M, esta assegurada. Finalmente,
seja 0 < r < p—1 o resto da divisao euclidiana de ¢ por p. Entao, como
{+ M, =r+ M,, obtém-se A\ + M, =r + M,. E, como u+ M, # v+ M,
para quaisquer u,v € {0,...,p — 1}, u # v, a asserc¢ao estd justificada.

Proposicao 6.6. Seja (K, | - |) um corpo ndo arquimediano completo, com
| - | ndo trivial e discreta. Seja A C A um conjunto de representantes para
A/M e escrevamos M = wA. Entdo temos:

(a) para toda sequéncia (an)neny em A, > a,m" € A;
n=0

(b) para cada N € A existe uma unica sequéncia (an)neny em A tal que
A= > a,m".
n=0

Demonstracao. (a): Seja (a,)neny uma sequéncia em A. Como |a,7"| <

|7|™ para todo n € N e lim |7|" = 0, segue da Proposigao 5.9 que a série
n—oo

o0 n
> a,m converge. E, como A ¢é 7)-fechado em K e Y apm* € A para todo
n=0 k=0

o0
n €N, entdao » a,7" € A.

n=0

(b): Seja A € A arbitrario. Por hipdtese, existe um tnico ay € A tal que
A —ag € M. Logo, existe u; € A tal que A — ag = muy. Por hipdtese,
existe um unico a; € A tal que u; —a; € M. Logo, existe us € A tal que
[y — ay; = Ty . Portanto,

A= ag+ T = ag + m(ay + Ty) = ap + Tar + s .

Continuando o processo, obtemos uma sequéncia (a, ),ey em A e uma sequéncia
(tin)nen+ em A de modo que, para todon € N, A =ag+aym + -+ + a,7" +
tn1m™ L Daf resulta que, para todo n € N,

X — (a0 + a1 + - + ay7)| = |pnga | 7" < M
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o0
o que fornece A = > a,7". Finalmente, como a unicidade da sequéncia
n=0

(an)nen € clara, a demonstragao estd concluida.
o0

O desenvolvimento A = > a,n™ é dito o desenvolvimento de Hensel de
n=0

A

Exemplo 6.7. Seja p um inteiro primo > 2.

o

Ja haviamos observado, no Exemplo 5.10, que Y a,p" € Z, para toda
n=0

sequéncia (a,)nen de inteiros compreendidos entre 0 e p — 1. Por outro lado,

como {0,1,...,p—1} é um conjunto de representantes para Z, /M, (Exemplo
6.5), a Proposicao 6.6(b) assegura que o desenvolvimento de Hensel de cada

X € Zy, é daforma A= ) a,p", onde 0 < a, <p—1 para todon € N.
n=0
Agora, seja A € Q, tal que |A|, > 1. Entao |A|, = p°® para algum inteiro

s > 1. Pelo que acabamos de ver, existe uma tunica sequéncia (a,)nen de
inteiros entre 0 e p — 1 tal que p’\ = ag + a1p + -+ + as_1p*F + ap® +

as1p* Tt + ... . Portanto,
a a as_
A= e S g b agp AP
ps ps 1

Observacao 6.8. Para todo inteiro primo p > 2, Z,, /M, é isomorfo ao corpo
Z/pZ ={0,1,...,p—1}.
De fato, consideremos o homomorfismo sobrejetor ¢: Z, — {0,1,...,
o0
p—1} dado por p(A) = agse A = > a,p™ € Z,. Como Ker(p) = pZ, = M,,

n=0
o teorema do isomorfismo garante que Z,/M, é isomorfo a {0,1,...,p — 1}.

Observacao 6.9. Utilizando o exercicio enunciado nas paginas 28 e 29 de
[1], o qual pressupde o que acabamos de ver, conclui-se que (Q,| - |,) nao é
completo para todo primo p > 2.

Defini¢ao 6.10. Seja (K| - |) um corpo nao arquimediano, com | - | ndo
trivial. Diz-se que (K, | - |) é local quando A é 7).]-compacto.

Proposicao 6.11. Se (K| - |) € um corpo local, entao (K, | - |) é completo.
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Demonstragao. Seja (\,)nen uma sequéncia de Cauchy em (K, | - |). Como
(An)nen € 7 -limitada e | - | é nao trivial, existe A € K* tal que |\,| < |A| para
todo n € N. Logo, como A é 7)-compacto, existe uma subsequéncia (Ang)ren
de (\y)nen tal que (Ang A1) gen converge. Consequentemente, (Ang)ren con-
verge, e dai resulta que (\,)nen converge. Logo, (K, | - |) é completo.

Teorema 6.12. Para um corpo ndo arquimediano completo (K,| - |), com
| - | nao trivial, as sequintes condigoes sao equivalentes:

(a) (K,| - |) € local;
(b) a valorizagao | - | é discreta e o corpo A/M ¢ finito.

Demonstragao. Inicialmente, provemos que (b) implica (a). Com efeito,
seja B um subconjunto infinito de A e mostremos que B possui um ponto de
acumulagao. Seja ¢ o ntimero de elementos de A/M e escrevamos M = A
(Proposicao 6.1). Evidentemente, M"™ = 7™ A para todo n € N*.

Vamos mostrar que existe uma sequéncia (by,)nen+ em B, de elementos
dois a dois distintos, tal que B, = BN (b, + M") é infinito para todo n € N*
e B, D B,y para todo n € N*. Com efeito, como B ¢ infinito, existe
A € A tal que BN (A + M) é infinito. Assim, tomando b, € BN (A + M),
vem BN (by + M) = BN (A+ M), e a afirmagdo é valida para n = 1.
Seja k € N* e suponhamos construidos by,...,b, € B de modo que as
condigoes descritas acima sejam satisfeitas. Afirmamos que A/M ¢ iso-
morfo a M* / M*+1 Realmente, consideremos o homomorfismo sobrejetor
p: A€ A Anh+ MM e MF/MFT . Entao Ker(¢) = M. De fato,
se A € Ae p\) = MM A\nk € MM = b1 A assim, Arh = prhtl
para algum p € A, isto é, A = ur € M. Como é claro que M C Ker(yp),
temos Ker(p) = M, e o teorema do isomorfismo garante que A/M é iso-
morfo a M*/M**! . Portanto, existem pig,...,pu, € M* tais que M* =
(,Ul + Mk“) u.---u (uq + Mk“), sendo a uniao disjunta, o que fornece

By = BN (by+ M*) = B [((be 4 pa) + MY U U (b + pg) + MHH)]
= [B O (b + ) + MEY] U+ U [B O (b + prg) + ME)]

Como By, ¢é infinito, existe 1 < j < ¢ tal que BN ((bk +115) +M’“+1) é infinito.
Ponhamos By, = BN ((bk + i) + Mk“) e tomemos b1 € By tal que
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b1 # b; para i = 1,.... k. Como By, C By, a assercao é verdadeira
para n = k + 1. Seja n € N* arbitrario; como b,,; — b, € M" = 7"A,
|bri1 — bn| < |7|™. Logo, nli_{rolo(bn“ —b,) = 0, e da Proposicao 3.11 e do
fato de (K, | - |) ser completo segue que existe A € K para o qual (b,)nen+
converge. Finalmente, como cada b, € A e A é 7. -fechado em K, concluimos
que A € A. Assim, acabamos de mostrar que A é 7). -compacto, provando
que (K, | - |) é local.

Provemos, agora, que (a) implica (b). Admitamos A/M infinito. Entao
existe uma sequéncia (A, )neny em A tal que A\, + M # \,, + M sempre que
n # m, o que fornece |\, — \,,| = 1 sempre que n # m e implica que (A, )nen
nao admite subsequéncia convergente. Logo, A nao ¢ 7j.]-compacto. Por
outro lado, admitamos que | - | ndo seja discreta. Entao existe uma sequéncia
(tn)nen em K* tal que |pn| < |tnt1| para todo n € N e nll_{rolo || = 1. Dai
resulta que, para m < n, |ty — fn| = max{|wm|, |tn|} = |pn] (Corolédrio 3.6).
Portanto, analogamente ao que acabamos de ver, A nao ¢ 7.-compacto.

Isto conclui a demonstracao do teorema.

Corolario 6.13. (Q,,| - |,) € um corpo local.

Demonstragao. Imediata a partir do Teorema 6.12, lembrando o Exemplo
5.8 e a Observacao 6.8.

Exemplo 6.14. Para p um natural primo e f(Xy,..., X,,) € Z[ X1, ..., X,
as seguintes condigoes sao equivalentes:

(a) para todo inteiro n > 1 a equagao f(Xi,...,X,;,) = 0 (mod p") tem
solucao em Z™;

m

(b) a equagdo f(Xi,...,X,,) =0 tem solucdo em (Z,)

(a) = (b): Para cada n € N* existem xg’”, a2l € 7 tais que
n n n n 1 .
f(xg ), o ,xgn)) = 0 (mod p"); logo, ]f(xg ), o ,xﬁn))|p < — - Considere-

pn
mos a sequéncia ((xgn), . ,x@)) em (Z,)". Como (Z,)" é 1), x - x
neN*
7.,,-compacto, existe uma subsequéncia ((xgn’“), e ,xﬁf“)) de
keN*

((xgn), . ,x@)) convergindo para (A1,...,\,) € (Z,)™. Finalmente,
neN*
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da continuidade da fungao polinomial associada ao polinomio f(X7, ..., X,,)

e do fato de que ](xgn’“), .

n 1
.,xﬁ,ﬁ))|p < — para todo k € N* resulta que
p"k
f(A1, ..., Am) =0, provando (b).

(b) = (a): Realmente, sejam p1, ..., fy, € Z, tais que f(p1,...,pm) =0e
fixemos n € N*. Como o Exemplo 6.7 assegura que Z ¢ 7). -denso em Z,, , e-

n n . n 1 n
xistem £§ )0 € Ztais que |,u1—€§ )|p S e |um—€,(n)|p < g o que

1
implica |f(€§n), e ,Eg)ﬂp < — e permite concluir que f(f(ln), . ,Eﬁff)) =0
pn

(mod p™). Portanto, a equagao f(Xi,...,X,;) =0 (mod p") admite solucao
em Z™M.

Exercicios

6.1. Prove a seguinte extensao do Exemplo 6.14:
Para p um natural primo e f(Xi,...,X,,) € Z,[ X1, ..., X}, as seguintes
condicoes sao equivalentes:

a) para todo inteiro n > 1 existem x(n), e ,ng) € 7 tais que
1

n n 1
1F@™, 2™, < o

(b) aequacdo f(Xi,...,X,,) =0 tem solugao em (Z,)™.

6.2. Nas condicoes da Proposicao 6.6, suponha ainda que 0 € A. Prove que
todo A € K* se expressa de modo tinico na forma

A\ = Za,ﬂr” (a, € A, ay #0),

n=N

para algum N € Z.
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§7. O lema de Hensel

Neste paragrafo apresentaremos uma versao do lema de Hensel e algumas
consequencias da mesma.

Teorema 7.1. Seja (K, | - |) um corpo nao arquimediano completo, com | - |
nao trivial, e seja f(X) € A[X]. Suponhamos que exista \g € A tal que
IF (M) < |f'(No)|?, onde f/(X) € A[X] designa a derivada formal de f(X).
Entao existe X € A tal que f(\) = 0.

Demonstragao. Obviamente, basta considerar o caso em que f(\g) # 0.
Escrevamos f(X) = po + 11 X + -+ + pun X™, onde po, b1, -, ptm € A e
tm 7 0; entao f/(X) = p1 + 2ue X + -+ - + mu,, X™ 1. Temos que

(*) fX+Y)=po+m(X+Y)+ -+ (X +Y)"
= f(X)+ AX)Y + fo(X)Y?+ ...,

onde cada f;(X) € A[X] e fi(X) = f(X), sendo X e Y indeterminadas
independentes.

Como [f(Ao)] < [f/(M)[* < [f'(M)] = |fi(Ao)], entdo
existe ap € A tal que f(A\g) + ao f1(Ag) = 0. Por (*),

(o)
f1(Mo)

€ A; logo,

Qo+ a0) = fF(No) + fi(ho)ao + fo(Ao)ag + f3(Ao)ag + - ..
= fg(/\(])a(% =+ f3(>\0)(lg 4 ... s

o que fornece

[f (N0 + ao)| < max|f;(Ao)| |aol’ < max|aol’ = |ao|*.
Jj=2 j>2

o) |? ) |2
N ||£(<A(l)>||2 R ||ff'(<x?>||2 <1f(A0)l (por hipdtese); assim.

| f (Mo + ao)] < |f(No)]. Além disso,

Por outro lado, |ag|?

| f1(Xo + ag) — fi(Xo)l = [/ (Ao + ao) — f'(Xo)l

Ol _ Ol |y
A0~ 1700 <~ = 1A

< |2p2 ag| < |ag| =
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Portanto, pelo Corolério 3.6, |fi(Ao + ao)| = |fi(Ao)|. Ponhamos \; =
Xo+ag. Se f(A) =0, a demonstracao esta concluida. Admitamos f(\;) # 0.
Como

O] < 100 < AP = [AOIP < 1))
J{(())\\ )) € A, e entao existe a; € A tal que f(A1)+ay fi(A1) = 0. Raciocinando
1{"1

como acima, obtém-se |f(\; + a1)| < |a;|®. Por outro lado,

SO P 1ol

= 1R00E = 1RE < RO
_ |f(>\o)| ,
assim, |f(A; +a1)| < |f(A1)]. Além disso,
|f (A1)

|fi(Ar +a1) = fi(M)] < |a] = < [fi(A)],

[F1(A)]

e o Corolario 3.6 fornece |fi(A; + a1)| = |fi(A1)|. Ponhamos Ao = A\ + a4 .

Ja vimos que | f(A2)] < [f(A)] < [f(Xo)| e [fi(A2)] = [fi(A1)] = [f1(Ao)]-
Continuando o processo, caso seja necessario, obtém-se uma sequéncia

(an)nen em A de tal maneira que sendo \,11 = A\, + a, (n € N), tem-se

Q)] < Jaaf? = |'jf(< ));,rf( )l < 17O e 1AW = ()| para

_ ISP f )P
todon € N. Seja a = lim |f(An)|. Como [f(Anp1)] < AODE [0

,eentao | f/(No)]?2 < a < |f(N)], o

(n € N), se a > 0 terfamos 1 < ——— FOwE (

que nao ocorre. Logo, a = 0, isto é, hm f(An) = 0. Agora, como
n—oo

A |: |a ’: |f(/\n)’ _ |f(/\n)|
M IAGWDL T A0

para todo n € N, segue da Proposi¢ao 3.11 que (A,)nen é uma sequéncia de
Cauchy em (K, | - |). Como, por hipétese, (K, | - |) é completo, existe A € K
para o qual (A, )nen converge. Mas, como A é 7 -fechado em K, conclui-se
que A € A. Finalmente, como f(\) = nh—>Holo f(An), segue que f(A) =0.

’)‘nJrl -

Isto conclui a demonstracao do teorema.
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Corolario 7.2. Nas condigoes do Teorema 7.1, |\ — Ag| <

/(X))

. L . B 3 (X0l

disso, \ € a unica raiz p da equagio f(X) =0 tal que | — Ao| < 700 .
0
Demonstragao. Sendo a, e A, como na demonstracao do Teorema 7.1,
tem-se
_ - — e — e <
[Ant1 = Aol = [(Angr = An) + -+ + (M | =lan + -+ aol < max fay|

X
SOl O 1£0)
S AT 1700~ 170w

1F o)l
[0l

para todo n € N, o que implica |A — A\g| <

A
Agora, seja pu € A tal que f(u) =0e |p— Ao| < %, e admitamos
0
que § = p— A # 0. Primeiramente,
fxo
91 < ma {l — Aol 13 = ol < 00 < 70

Como A = lim A, , fi(A\) = lim f1(\,), o que implica |f1(A)| = lim |f1(\,)]
n—o00 n—00 n—o0

em virtude da Proposigao 1.16. Mas, como |fi(A,)| = |fi(Xo)| para todo

noe N, vem [fi(A)] = /i) = [F'(M)]; logo, 0] < [fi(A)|. Por um

argumento usado na demonstragao do Teorema 7.1,
0=f(p) = FA+0) = fr(N)0 + f2(N)6* + fs(\)§° +

Como, para j > 2, |f;(M07] = [f;(M[10F < 18] < [0]* < [0][/i(M)], o
Corolério 3.7 fornece |f ()| = |0 f1(N)| > 0, isto é, f(u) # 0, o que é absurdo.
Consequentemente, 1 = A.

Antes de apresentar algumas aplicagoes do lema de Hensel, vamos intro-
duzir a seguinte notagdo: para A\, i € Z,, escreveremos A = p (mod p") se

1

A — ul, < — (n € N*). Notemos que, se A, p1 € Z, recupera-se a nocgao
pn

classica de congruéncia modulo p™.

Corolario 7.3. Seja f(X) € Z,[X] e suponhamos que exista Ny € Z, tal que

f(Ao) =0 (mod p) e f'(Ag) 0 (mod p). Entio existe um unico \ € Z, tal
que A = Ao (mod p) e f(N) =
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1
Demonstracao. Como |f(A\o)|, < 5 e |f'(Mo)|p, = 1, temos [f(Xo)], <

(|f’(/\0)|p)2. Pelo Teorema 7.1 e o Coroldrio 7.2, existe um unico \ € Z, tal

A 1
que [A — Xol, < ol _ |f(Mo)|p < — (isto é, tal que A = Xy (mod p)) e
p

|f/()‘0)|p a
FON) = 0.

Exemplo 7.4. Consideremos f(X) = X? — 6 € Z[X]; entdao f'(X) = 2X.
Como f(1) =0 (mod 5) e f'(1) =2 # 0 (mod 5), o Corolario 7.3 garante
que existe um tinico A € Zs tal que A =1 (mod 5) e f(A) = 0 (isto é, A = 6).
Obviamente, A ¢ Q.

Corolario 7.5. Seja i € Zs tal que p =1 (mod 2%). Entdo existe um tinico
A\ € Zy tal que A=1 (mod 22) e \? = p.
Demonstragao. Seja f(X) = X? — u € Zy[X]; entao f'(X) = 2X. Como

B [ | 2 . (D)
FOle ==k < g elf Wl = 22 = 5. IOk < (F D))" e 5330 <

1
527 €0 resultado segue diretamente do Teorema 7.1 e do Corolario 7.2.

Corolério 7.6. Seja p um natural primo > 2. Seja p € Z, tal que |u|, =1
e suponhamos que exista Ao € Z, tal que N3 = p (mod p). Entdo existe um
inico \ € Z, tal que A = Xy (mod p) e A\? = p.

Demonstragao. Seja f(X) = X? — u € Z,[X]; entdo f'(X) = 2X. Por
hipétese, f(Ag) =0 (mod p). Além disso, f'(Ag) = 2Xg Z 0 (mod p). Real-
mente, como [\ —pl, < = < 1= |u|,, o Coroldrio 3.6 fornece |\3| = 1; assim,

|f'(Xo)| = [2|p | Aolp = |Xo|p = 1. Portanto, o resultado segue diretamente do
Corolério 7.3.

Corolario 7.7. Seja p um natural primo, p # 3, e seja p € Z, tal que
lul, = 1. Suponhamos que exista g € Z,, tal que N} = p (mod p). Entdo
eziste um tnico \ € Z, tal que A = X\ (mod p) e A\* = p.

Demonstragao. Seja f(X) = X? — p € Z,[X]; entdo f'(X) = 3X?. Por
hipétese, f(Ag) = 0 (mod p). Além disso, f'(Ag) = 3A3 # 0 (mod p). Re-

almente, como |A§ — pul, < = < 1 = |ul,, vem |5 = 1 pelo Corolario
p
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3.6. Portanto, |A\o|, = 1 e entdo |f'(Ao)|, = [3A3], = 13[,(JXolp)? = 1, isto
é, f'(Ao) # 0 (mod p). Pelo Coroldrio 7.3, existe um unico A € Z, tal que
A=) (mod p) e A = pu.

Exercicio

7.1. Prove que, para cada inteiro n > 1, a equagao X2 = 6 (mod 5")
(respectivamente X? = 17 (mod 2"), X3 = 10 (mod 7")) possui solugao
inteira.
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§8. Classificacao dos corpos arquimedianos

completos
Uma valorizacao | - | em K é arquimediana, e (K,| - |) é um corpo arquimedi-
ano, quando C' = 1 ndo é permissivel para | - |, isto é, quando | - | ndo é nao

arquimediana. O objetivo deste paragrafo é estabelecer um teorema de Os-
trowski, provado em [10], que classifica os corpos arquimedianos completos.
No enunciado do referido teorema, admitiremos que a valorizacao | - | em K
satisfaca a desigualdade triangular (Teorema 1.17).

Teorema 8.1. Se (K,| - |) é um corpo arquimediano completo, entio K é
isomorfo a R ou C e | - | € equivalente a | + | -

Pelo Corolédrio 3.5, a caracteristica de K é zero. A demonstracao do
teorema dependera dos lemas a seguir.
Lema 8.2. Se | - | € uma valorizacao arquimediana em C, entdo | - | €
equivalente a | - |s -

Demonstragao. Pelo Teorema 1.17, podemos supor que | - | satisfaga a
desigualdade triangular. Como a restricao de | - | a Q é arquimediana, o

Teorema 3.12 garante que a restrigdo de | - | a Q é equivalente a restri¢ao de
| - [« a Q. Logo, pela Proposicao 1.15, existe a > 0 tal que [A| = (|Als)”
para todo A € Q, o que implica |z| = (]x\oo)a para todo z € R.

Seja z = x + iy € C arbitrario. Entao
)zl <zl + iyl = el + Tyl = (12]oo)” + ([loo)” < 2(J2]00)

e daf resulta que | - | e | - | sd0 equivalentes. Caso contrario, existiria w € C
tal que |w| > 1 e |w|o < 1 (lembrar o Lema 4.3). Mas, como lim |w"| = +oc0
n—oo

e lim (|w”|oo)a = 0, podemos tomar ¢ € N* suficientemente grande para que
n—oo

[wf > 2 e (Jw'ls)” < 1. Por outro lado, por (*), [w’| < 2(Jw’|s)" < 2, 0
que nao ocorre. Isto conclui a demonstragao.
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Lema 8.3. Seja (K, | - |) como no Teorema 8.1. Se o polinomio X? +1 €
wrredutivel sobre K, entao

4]
)\2 + 2 > | max )\ 2’ 2
X 2] 2 g mas (AP, )
para quaisquer A\, p € K.
4
Demonstragao. Seja A = ﬁ; 0 < A < 1. Se a afirmacao fosse falsa,

existiriam A\, p € K tais que [A\? + p?| < Amax{|\]? |u|*}. Logo, A # 0

ou 4 # 0, e podemos supor |\ < |u| e u # 0. Logo, |A? + p?| < Alul?,
A2 A

isto é, <—> +1| < A. Sejad; = = Entao 6, = [N +1| <A< 1le
u u

AT+ 1 =1 = |IN+1 =1 <[(Af+1)—1] = ||, o que implica

IN24+1]—1 > —|M}], isto &, |[A}| > 1—|\24+1] = 1—6; > 0. Em particular, \; #

0. Ponhamos Ay = A\; +&;, onde & € K. Entdao 1+A3 = 1+ A2 +2)\ &+ &3

A2 +1
Fazendo & = — 12;_ ,vem 1+ M2 = ¢2. Definamos d; = |1 + \3]. Entao
1
A+ 1) 3 o1 51
5 — |£2 _ A __ % s <5 _
> == T e T e = -
)
Seja v = — 1 > 0; v < 1, pois v < 1 equivale a 6; < [4|(1 — 07)
[4/(1 —01)

e 01 < |4|(1 — 01) equivale a 6;(1 + [4]) < |4], o que efetivamente ocorre
(0y < A). Continuando este processo construimos uma sequéncia (A, )pen-
A +1

2\,
todo n € N*. Logo, para todo n € N*|

em K* tal que Ay — Ay = &, = — , 0p = [X2 + 1| e 6,11 <70, para

At = Anl? = 1G> = [T+ A2, | = 6pr <" 01,

e entdo (Ay)nen+ ¢ uma sequéncia de Cauchy em (K| - |). Como (K, | - |)
é completo, (A,)nen+ converge para um certo A € K. Portanto, \* + 1 =
lim (A2 + 1) = 0, contrariando a irredutibilidade de X? + 1.

n—o0

Lema 8.4. Seja (K| - |) como no Teorema 8.1 e suponhamos o polinémio
X2+ 1 irredutivel sobre K. Entao | - | pode ser estendida ao corpo K(i), onde
?+1=0.
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Demonstracao. Definamos || - ||: K(7) — R por ||\ +iu|| = /|A2 + 12|
Afirmamos que || - || é uma valoriza¢do em K(i) que estende | - |. De fato,
sejam A + iy, 0 + i€ € K(i). E claro que [|A +iul| > 0 ¢ [|0]] = 0. Se

2
|\ +iu|| =0, A2 4+ p? = 0. Dai, A = u = 0, pois se X # 0, <E> +1=0,

A
contrariando a irredutibilidade de X? + 1. E
1A+ i) (8 + &) =1](A — &) +i(AE + ub)|| = /[N — p)> + (A + pb)?|
= VX + 2102 + 8] = [N+ 12 V102 + €[ = (| + gl |10 + i€]l.
Admitamos que ||\ + iu|| < 1; entao [A? + p?| < 1. Pelo Lema 8.3,
1 1 1
AP < max {]AP, [p*} < TN+ p7f < %, dsto & A < —=-

A Va

1
Analogamente, < —— - Portanto,
g ] N
11+ A+ ap)[[F = [I(1+X) +apll* = [(1+ 1)+ 2] = [1+ 20+ N + 1|
2 2
ST+ 20 A4+ AP+ |pf? < 1+L+_

VA A

isto &, |1+ (A +ip)|| < (/1 2] 2
isto ¢, ||1 + (A +1 + =+ -
I VI

Acabamos de verificar que || - || é uma valoriza¢do em K(7). Finalmente, se
A e K A= VA2 = VIAR = Al
Passemos a

Demonstragao do Teorema 8.1. Como a caracteristica de K é zero, K
contém um subcorpo P isomorfo a Q. Logo, pelo Teorema 3.12, podemos
supor que | - | induza a valorizacdo usual em P. Portanto, K contém o
completamento de P com respeito a valorizagao usual, a saber, R. Hé entao
duas possibilidades a serem consideradas.
Primeira possibilidade: Existe i € K tal que i +1 = 0.

Entao K contém C e o Lema 8.2 garante que a restrigao de | - | a C é
equivalente a | - | . Vamos provar que K = C. Admitamos que exista o € K
tal que a ¢ C. Como a aplicagao

z€Cr—|a—z|l€R
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é continuae lim  |a—z| = +oo (pois |a—z| > |z|—|a| e | - | é equivalente
|2] 00 —>400
al - |w), existe w € C tal que |a —w| = iné\@—z\. Seja f=a—w € K;
1S
entao

0 <|[f] = mf[5 —z].

Seja € C tal que 0 < |u| < |B] e seja n € N* arbitrario. Como

Br—p" = (B—p)(B—wip)...(8—wp1p),

onde wq,...,w,_1 sao as raizes n-ésimas da unidade diferentes de 1, temos
g —irs—u= I (6-om.
o=1,0#1
Como

IT B-ow

= [I B-oul=18"",

on=1,0#1 on=1,0#1
segue que

16— < " = B :‘(g> _1‘ < ‘g ey

I I N ;
Mas, como lim ‘ﬁ| = 0, concluimos que |5 — p| < |S]; logo, |8 — ul = |B].
n—00

Tomando 8 — p em lugar de 3 e repetindo o processo obtemos |5 —mu| = ||
para todo m € N*. Portanto, |m||u| < |8 — mu| + |5] = 2|5| para todo
m € N*| contrariando a hipétese de | - | ser arquimediana. Assim, acabamos

de provar que K = C.

Segunda possibilidade: Nao existe i € K tal que i +1 = 0.

Neste caso, adicionemos uma raiz ¢ do polinémio X2 + 1, obtendo a ex-
tensao K(i) de K. Pelo Lema 8.4, podemos estender a valorizacao | - | a uma
valorizagao em K(¢). Finalmente, seja K(i) o completamento de K(i). Pela
primeira possibilidade, K(i) = C, o que implica K = R.
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89. Extensao de uma valorizacao

O objetivo deste paragrafo é provar o teorema a seguir, em cujo enunciado
assumiremos que a valorizagao | - | em K satisfaga a desigualdade triangular.

Teorema 9.1. Seja (K, | - |) um corpo valorizado completo, com | - | nao tri-
vial, e seja L uma extensao finita de K. Entdo existe uma unica valorizag¢do
|| - || em L de modo que (L,|| - ||) € completo e ||A|| = |\| para todo \ € K.

Como, no caso em que | - | é arquimediana, o resultado segue imediata-
mente do Teorema 8.1, resta provar o resultado no caso em que | - | é ndo
arquimediana. Neste contexto, estabeleceremos a unicidade no caso geral e
a existéncia no caso em que (K| - |) é local. Mas antes, necessitaremos de
algum preliminares.

Definicao 9.2. Seja (K, | - |) como no enunciado do Teorema 9.1 e seja £
um espago vetorial sobre K. Uma aplicacao

|- 1: E—R

é uma norma em E, e (E,|| - ||) é um espago normado sobre (K, | - |), se as
seguintes condicoes sao satisfeitas para quaisquer x,y € EF e A € K:

(a) ||z|| > 0 e ||z|] =0 sees6se x=0;

(b) [IAz[[ = [A[f]];

(©) [lz+yll < [l=[] +[lyll-

Proposicao 9.3. Seja (K, | - |) como na Definigdo 9.2 e seja E um espago
vetorial de dimensao finita n > 1 sobre K. Entao quaisquer duas normas em
E sao equivalentes, isto €, definem a mesma topologia em E.

n
Demonstragao. Seja {ej,...,e,} uma base de E. Para z = > \ie; € E
i=1
arbitrdrio, ponhamos ||z||y = max |As]. E claro que || - || é uma norma
i<n

em E que o torna um espaco normado completo. Basta entdo mostrar que
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qualquer norma || - || em E é equivalente a || - ||o, 0 que passamos a fazer.
n

Primeiramente, para todo x = > A\;e; € E, temos
i=1

n n n
S ner|| < Sl lledll < (Zw) el
=1 =1 i=1

Logo, a identidade 1g: (E,7),) — (£, 7)) ¢ continua, onde 7)., (respec-
tivamente 7).,) é a topologia definida por || - || (respectivamente || - [|o) em

||z]| =

E. Reciprocamente, para mostrar que 1g: (£, 7)) — (&, 7),) ¢ continua,
usaremos indugao sobre n > 1. Sen=1e x = \je; € E, temos
1 1
zllo = [M] = 7 [IMel] = s ]|l
|lea ] llexl] ™
e a afirmacao é vélida para n = 1. Seja m > 2 e suponhamos a afirmacgao
valida para m — 1. Inicialmente, afirmamos que para todo r > 0 existe s > 0
tal que as relagoes © € E, ||z|| < s implicam |\,,| < r. Caso contrério,

existiria » > 0 tal que para todo s > 0 haveria x € E com ||z|| < s e
T =l s
[Amm| > r. Ponhamos y = —; entéo ||y|| = ~— < — ey = ey + -+ +
Am An| 7
m—1€m—1 + €m . Trocando s por sr, vemos que para todo s > 0 podemos
encontrar y € F, da forma mencionada acima, tal que ||y|| < s. Logo,

para cada n € N* existe y, = ugn)el + -4 ,ufg),lem_l + e, € E tal que

1
llyn|| < . Seja F' o subespaco vetorial de dimensao m — 1 de E gerado por

€1y, Cm_1 € Seja z, = ,ugn)el + 4 ,ug;)_lem_l (n € N*). Entao (2p)nen
¢ uma sequéncia de Cauchy em (F,|| - ||). Pela continuidade da aplicagao
linear 1p: (F, 7)) — (F,7).,) (hipétese de inducao), segue que (2, )nen+ €
uma sequéncia de Cauchy em (F,|| - ||o), o que equivale a dizer que (,ugn))neN*
¢ uma sequéncia de Cauchy em (K, | - |) parai =1,...,m—1. Como (K, |- |)
é completo, para cada ¢ =1,...,m — 1 existe & € K para o qual (ugn))neN*

converge. Seja z =&1e1+ -+ E&n_1€m_1+ em € seja § > 0 arbitrario. Como

yn — 2l = 11(1” = €)er + -+ + (1 = Em1)em ]|
<1 —&llleal + -+ 115 = &l lemll,
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1
existe £ € N* suficientemente grande para que ||y, — z|| < g ey < §
Portanto,
g1 B B
2l < |12 —yel| + <t <Fs+5=0
el <l —ll + Dl < 5+ 7 <5+ 5 =5
Mas, como f é arbitrério, concluimos que ||z|| = 0. Consequentemente,
0:Z:§1€1+"'+£m—lem—l+em7
contrariando a independéncia linear do conjunto {es, ..., e, }. Assim, a nossa

afirmacao esta justificada, a partir da qual podemos garantir que para todo
r > 0 existe s > 0 tal que as relagoes = € E, ||z|| < s implicam ||z||o < 7,
provando a continuidade de 1g: (E, 7)) = (E, 7).}, )-

Corolério 9.4. Seja {ey,...,e,} uma base de um espago normado (E, || - ||)
sobre (K, | - |) e seja xp = Z&”i(k)ei (k € N) uma sequéncia em E. Entao
i=1

n

(xk)ken converge para x = Y &e; € E se, e somente se, (fi(k))keN converge
i=1

para & € K (i=1,...,n).

Demonstracao. Imediata a partir da Proposicao 9.3.
Passemos a

Demonstracao do Teorema 9.1 (caso nao arquimediano). Inicialmente,
provemos a unicidade. Com efeito, seja || - || uma valorizagdo em L tal que
[|Al| = |\ para todo A € K e seja n > 1 a dimensdo de L como K-espaco
vetorial. Entao (L, || - ||) é um espago normado sobre (K, | - |). Logo, pela
Proposicao 9.3, (L, || - ||) é completo.

Para cada z € L seja N(z) o determinante da aplicagao K-linear
w € L+ zw € L (obviamente, N(z) = 2" se z € K). Sendo {ey,...,e,} uma
base de L e escrevendo z € L como z = Ajeg + -+ + Apepn (A, ..., Ay € K),
segue que N(z) é um polinémio homogéneo em A,...,\,. Se z € L e
l|2]] < 1, (zF)ren+ — 0, e o Coroldrio 9.4 garante que (N (z%))ren= — 0, isto
é, (N(2))¥)ken- — 0; logo, [N(2)| < 1. Analogamente, se z € L e ||2]| > 1,
entao |N(z)| > 1. Consequentemente, se z € L e |[N(z)| = 1, entao ||z|| = 1.
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n

. . . z ~
Seja z € L* arbitrario e consideremos w = m - Entao
z

NG NE)
M= o) T wer "

e o que acabamos de observar fornece ||w|| = 1. Portanto,
[z[]" = [1="]] = [N (2)],

ou seja,
|l2l] = VIN(2)].

Em resumo, acabamos de ver que se for possivel obter uma extensao || - ||
da valorizacdo | - | a L, entao ter-se-a (L, || - ||) completo e ||z]| = v/|N(2)|
para z € L, concluindo a demonstragao da unicidade.

Para provar a existéncia, é suficiente mostrar que a fun¢ao v(z) = (/| N(2)|
¢ uma valorizacao em L que estende | - |. Ora, se z € K, N(z) = 2", de
modo que v(z) = |z|. Além disso, é claro que v satisfaz as condicoes (a) e
(b) da defini¢do de valorizacdo. Resta entdao mostrar que existe C' € R tal
que as condigoes z € L, v(z) < 1 implicam v(1 + 2) < C, o que faremos
no caso em que (K| - |) é local. Realmente, consideremos a norma || - ||o
em L (lembrar a demonstragdo da Proposigao 9.3). Como v é continua no
subconjunto compacto {z € L;||z|lo = 1} de L e v(z) > 0 para z € L com
l|z]lo = 1, existem a, > 0 tais que o < v(z) < [ sempre que ||z][o = 1, 0

v(z)

que implica o < W < [ sempre que z € L*. Finalmente, seja z € L* com
<{lo

v(z) < 1. Entao ||z|lo < —, o que fornece
a
1
o1+ 2) £ B+ llo < (1o + 1lle) <6 (Tl + 3 )

1
Assim, basta tomar C' = 3 (||1||0 + —> para concluir a demonstracao do
a

teorema.

Observacao 9.5. O argumento usado na demonstracao do fato de que v
satisfaz a condigao (c) da Defini¢ao 1.1, no caso em que (K, | - |) é local, pode
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ser encontrado na péagina 56 de [4], cabendo mencionar que as relagoes z € L,
v(z) < 1 implicam v(1 + z) < 1 (Corolario 3.4). Para uma demonstragao do
mesmo fato para (K, | - |) como no enunciado do Teorema 9.1 consultar o §4
do Capitulo 2 de [3] ou o Capitulo 7 de [5].

Exercicios

9.1. Sejam (K, |.|) um corpo nao arquimediano completo, com |.| nao tri-
vial, X um conjunto nao vazio e B(X) o espaco vetorial sobre K das aplicagoes
limitadas de X em K. Prove que a aplicagao

11+ € BX) = [1f1] = sup | f(@)] € R

é uma norma em B(X) tal que ||f + g|| < max{||f]|,||g||} para quaisquer
f,9 € B(X) (o que implica a condigao (c) da Definigao 9.2), que o torna um
espaco normado completo.

9.2. Sejam (K,|.|) e (E,||.]|) como na Definicao 9.2. Suponha, ainda,
E # {0} e ||z +y|| < max{||z||,|ly||} para quaisquer z,y € E. Prove que |. |
¢ uma valorizagao nao arquimediana.

9.3. Sejam (K,|.|) e (E,]|.]|) como na Defini¢ao 9.2 ¢ M um subespago
vetorial de dimensao finita de E. Prove que M é fechado em FE.

9.4. Seja (K, |.|) como na Defini¢ao 9.2 e sejam (E,||.||) e (F,]|.||) dois
espagos normados sobre (K, |.]|), sendo a dimensdo de E finita. Prove que
toda aplicacao linear de E em F' é continua.

9.5. Sejam (K,|.|) um corpo local e (E,||.||) um espago normado sobre
(K,|.]) de dimensao finita. Prove que E é localmente compacto.
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