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Neste trabalho sao propostas duas consistentes formulagoes Galerkin
Descontinuo-Continuo para o problema de Helmholtz: uma formulacao Galerkin
descontinua hibridizada (método HDG) que utiliza espago traco continuo e uma
formulagao Galerkin Descontinua-Continua (método CDG) que utiliza uma compo-
nente continua e outra descontinua acopladas.

Para a formulacao HDG, é apresentado a anélise da condensacao estatica de
onde concluimos que o sistema global gerado ¢ menor que o sistema global de outros
métodos hibridos ja estabelecidos. Além disto, mostramos que o problema é bem-
posto a partir de um certo grau de refinamento da malha.

Para a formulacao CDG, ¢ introduzida uma formulacao onde é utilizada uma
forma bilinear de transferéncia de estabilidade que conecta internamente as com-
ponentes descontinua e continua. Este mecanismo permite eliminar a componente
descontinua em funcao da continua o que torna o problema um problema bem-posto
localmente continuo.

Nos experimentos numéricos, é verificado o custo computacional dos métodos
HDG e CDG comparados com o custo da formulagao Galerkin continuo (CG) para
um polinémio de aproximacao fixo e diferentes refinamentos de malha. Os resultados
numéricos demonstram que o método CDG é o mais robusto e com maior acuricia,
apesar de ter um esforco computacional superior aos demais. Ja o método HDG
apresenta custo computacional similar ao esforco do método CG. No entanto, ele
necessita de menos refinamento de malha para se aproximar da solucao exata. Por
fim, concluimos que cada método possui vantagens distintas porém ambos possuem

grande potencial a ser ainda explorado.
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In this work, we propose two consistent Continuous-Discontinuous Galerkin for-
mulations for the Helmholtz problem: a hybridized Discontinuous Galerkin formu-
lation (HDG method) that works with a continuous trace space and a Continuous-
Discontinuous Galerkin formulation (CDG method) that works with a continuous
and a discontinuous component.

For the HDG formulation, we present a static condensation analysis where we
obtain a global system that is smaller than the global systems generated by other
current hybrid methods. Furthermore, we show that the HDG formulation is a
well-posed problem from a certain degree of mesh refinement.

For the CDG formulation, we present a formulation where a stability transfer
bilinear form is used internally connecting the discontinuous and continuous com-
ponents. This mechanism allows to eliminate the discontinuous component as a
function of continuous component which which makes the problem a locally well-
posed continuous problem.

As numerical experiments, we present the computational time for the methods
HDG and CDG compared with the computational time of a continuous Galerkin
approach (CG) for a fixed polynomial approximation and different mesh refinements.
Numerical results show that the CDG method is the most robust and accurate,
despite having a computational effort higher than the others. The HDG method
has a computational time similar to that of the CG method. However, it needs less
mesh refinement to converge to the exact solution. Finally, we conclude that each

method has distinct advantages, but both have great potential to be explored.
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Capitulo 1

Introducao

A equacdo de Helmholtz é uma Equagdo Diferencial Parcial (EDP) que modela
harmoénicos temporais de fenomenos de propagacao e dispersao de ondas actsticas,
elasticas e eletromagnéticas. E de grande interesse cientifico obter solucdes numéri-
cas robustas para problemas (diretos ou inversos) que envolvam esta equacao.

Um dos métodos utilizados para obter a solugao numérica aproximada destes
problemas é o Método de Elementos Finitos Cldssico (MEF) ou Método de Galerkin
continuo (CG'). No entanto, a solu¢ao pelo método de Galerkin é 6tima somente
em problemas puramente difusivos.

Em 1971, Reed e Hill, em seu trabalho classico, desenvolveram o Método de
Elementos Finitos Descontinuos, ou Galerkin descontinuo (DG?), com o objetivo de
solucionar problemas com descontinuidades internas [1]. Este método utiliza fungoes
que permitem que as varidveis internas do campo e suas derivadas sejam consideradas
descontinuas ao longo dos contornos dos elementos. Este método tem se mostrado
muito eficiente. Porém, apresenta a desvantagem de aumentar consideravelmente
os graus de liberdade do problema a ser resolvido e, consequentemente, o esforco
computacional.

O método CG é instavel e impreciso para alguns problemas descritos por EDPs li-
neares de segunda ordem, por exemplo, para a equagao de Helmholtz. Esta equagao,
quando solucionada pelo CG, apresenta oscilagoes espirias que nao correspondem a
solucao exata do problema, apresentando uma perda das propriedades de estabili-
dade e precisao do método.

Neste contexto, desenvolver um MEF cuja solucao numérica seja estavel e precisa
para esta equacao é ainda um problema em aberto. Diversas estratégias com base

em elementos finitos vém sendo desenvolvidas e serao descritas na secao 1.1.

Do ingles, Continuous Galerkin.
Do inglés, Discontinuous Galerkin.



1.1 Revisao Bibliografica

Conforme o avanco da capacidade de processamento de dados, o método de Galerkin
descontinuo (DG) tém sido utilizado na solu¢ao de um grande niimero de problemas,
principalmente envolvendo o escoamento de fluidos. O método apresenta grande
vantagem nos resultados obtidos em relagao ao método Galerkin continuo classico.

Como exemplo, podemos citar a aplicacao do método DG para problemas de
difusao [2], em problemas elasticos [3] e [4], para equagdes de aguas superficiais
[5], na solu¢ao da equacdo de Helmholtz [6], em problemas de plasticidade 7] e na
solu¢ao da equagao de Navier-Stokes [8].

O método DG em sismica foi popularizado por [9] aplicando 0 mesmo em ma-
lhas 3D nao-estruturadas. Recentemente, em [10] foi proposta uma modificac¢do
no modelo de Galerkin descontinuo visando a reducao de erros causados pelo nao-
alinhamento de elementos e interfaces curvas, obtendo bons resultados de precisao
para modelos de onda escalar envolvendo subsuperficie de geometria complexa, como
é o caso de modelos geologicos.

A grande desvantagem do método Galerkin descontinuo é o aumento conside-
ravel no namero de graus de liberdade [11]. Neste contexto, HUGHES et al. [12]
desenvolveram uma importante contribuicao: o método Galerkin descontinuo mul-
tiscala (MDG?) que parte de um espago continuo e associa um espago descontinuo a
ele através da liberacao das restricoes dos elementos de interface, permitindo assim
uma consideravel reducao dos graus de liberdade do método DG usual.

Ainda visando a reducao dos graus de liberdade, trabalhos como [13| e [14] uti-
lizam os ditos métodos Galerkin descontinuo incorporados (EDG?) que reduzem o
tamanho da matriz de rigidez através da mudanca da incoégnita hibrida transfor-
mando o espaco inicialmente descontinuo em continuo.

Formulacoes de Galerkin descontinuo utilizando um multiplicador interno foram
apresentadas por [15], [16] e [17]) com o objetivo de obter uma componente descon-
tinua. Em [15] utilizou a aproximagao descontinua do trago e em [17], continua.

Em [18] foi utilizada uma formulacao para o problema de DG, especificamente
para o caso elastico, onde todas as condicoes de contorno sao formuladas da mesma
maneira, sem imposicao de restricio ao contorno externo. Nela, é definida de
uma nova forma bilinear que apresenta componentes descontinuo-continuos valida
para todas as condigoes de contorno. Esta metodologia, chamada de Galerkin
Descontinuo-continuo foi desenvolvida por DO CARMO et al. [19] e mostra que
a introducao desta forma bilinear nao possui impacto no nimero de graus de liber-

dade pois os graus de liberdade das fronteiras internas podem ser removidos.

3 Multiscale Discontinuous Galerkin Method.
4 Embedded Discontinuous Galerkin Methods.



Em DO CARMO et al. |20] a formulagao de Galerkin descontinuo-continuo é
aplicada em problemas governados pela equacao de Stokes mostrando resultados
mais acurados e robustos, quando comparado com o método de Galerkin via minimos
quadrados (GLS?).

Quanto a aplicacao de métodos Galerkin descontinuos no dominio da frequéncia,
podemos citar [21] que adaptou o método GLS para encontrar a solugao da equacao
de Helmholtz. Uma formulacao do método DG para equagao de Maxwell no dominio
da frequéncia foi desenvolvida por [22] e [23].

ALVAREZ et al. [6] apresentaram uma formulagao de elementos finitos descon-
tinuos para a equacdo acustica de Helmholtz com continuidade C° nas fronteiras
entre elementos. A formulacao apresenta bons resultados na reducao da poluigao,
porém possui alto custo computacional por conta dos graus de liberdade associados
a descontinuidade que nao podem ser eliminados.

De modo complementar, em [24] é modificada a formulagao de Galerkin descon-
tinuo para a equacao de Helmholtz deixando de impor a continuidade no interior de
cada elemento. Neste caso, os graus de liberdade associados com a descontinuidade
no interior de cada elemento sao diluidos em termos de elemento, o que representa
uma reducao do custo computacional quando comparado a métodos DG usuais.

Adicionalmente, em [25] foi incrementada a formulacao de [6] criando uma estra-
tégia para a determinacao dos parametros 6timos visando obter o valor exato para
o nimero de onda a ser utilizado no problema actstico.

DO CARMO et al. [26] propuseram o método de Galerkin com residuo proje-
tado (GPR®) para o problema de Helmholtz. Neste método surge uma formulagao
variacional onde os residuos do método de Galerkin sao projetados num subespaco
definido para cada elemento. Este método minimiza a poluicao do erro e é robusto
para altas e médias frequéncias.

Como trabalhos mais recentes sobre o tema, podemos citar [27] e [28] que utilizam
uma classe de métodos DG onde sao empregados espacos estendidos por ondas
planas locais; [29] que analisaram algumas restri¢oes interiores ao método DG usando
polinémios lineares para a solucao da Equacgao de Helmholtz, absorvendo algumas
condicoes de contorno para os casos bi e tridimensional.

Visando minimizar o efeito da polui¢ao na solucao da equagao de Helmholtz,
em [30] é apresentado um novo método de elementos finitos de Petrov-Galerkin,
denominado QOPG7, onde é possivel observar uma maior robustez em relacio a
distorcoes da malha, no entanto, ainda com o mesmo custo computacional de um

método DG usual.

5 Galerkin Least-Squares.
6 Galerkin Projected Residual.
" Quasi Optimal Petrov-Galerkin.



Em |31] foi comparado, para ondas visco-elasticas no dominio da frequéncia, o
desempenho de um método de diferencas finitas otimizado e o método de Galerkin
descontinuo com uso de fluxo central. Em termos de precisao, o método DG apresen-
tou melhor resultado. Para modelos homogéneos, o custo computacional foi similar
entre os dois métodos. No entanto, para modelos heterogéneos, o método das dife-
rencas finitas apresentou menor nimero de graus de liberdade e consequentemente,
desempenho superior.

Em [32] é proposto um modelo baseado no método DG visando calcular o campo
difuso de um objeto elastico imerso em um meio homogéneo fluido. O modelo
apresenta significativa reducao da magnitude do erro relativo para médias e altas
frequéncias além de promover o desaparecimento da ressonancia espiria no meio
fluido nestas mesmas frequéncias.

COCKBURN et al. nos trabalhos [33], [34], [35] e [36] introduzem alguns mé-
todos mistos DG hibridizados (HDG®) para problemas elipticos de segunda ordem.
No entanto, nenhum destes métodos faz a analise local, portanto nao dando impor-
tancia a relacao direta entre o sucesso da formulacao hibrida e ter um problema
bem-posto. Uma anélise do erro de uma destas formulacoes mistas foi feita em [37].

Nos ultimos anos, MU et al. [38] descreveram uma variagao do chamado método
Galerkin Fraco (WG?) razoavelmente estével para o problema de Helmholtz. No
entanto, apesar da estabilidade para variados tipos de malha, o método possui um
custo computacional elevado por conta do grande nimero de graus de liberdade
envolvidos no WG. Em [39] & proposto um método DG para a equagao de Helmholtz
que é incondicionalmente estavel para altas frequéncias, com enfoque no tamanho
da malha utilizado.

NGUYEN et al. [40] introduziram um método hibridizado Galerkin descontinuo
para a solucao numérica do problema de Helmholtz. Este método combina a meto-
dologia DG com aspectos geométricos 6pticos gerando um método preciso e estavel,
com taxas de convergéncia 6timas. Porém, o ntimero de graus de liberdade envolvi-
dos é similar ao necessario pelo método DG hibrido convencional e, se nao houver
uma numeracao apropriada para os nos e faces associados com a variavel hibrida, o
custo computacional passa a ser similar ao método DG tradicional, o que nos leva a
supor que o método nao ¢é viavel quando trabalhamos com malhas mais gerais como,
por exemplo, malhas-nao estruturadas.

Um dos alicerces desta conjectura é que métodos HDG com espaco traco des-
continuo, apesar de ter esténcil menor, a largura de banda aumenta devido ao fato
de que a numeracao da malha é feita através das faces e a largura de banda é mul-

tiplicada pelo nimero de pontos que as faces tém. Este fato influencia fortemente a

8 Hybrid Discontinous Galerkin.
Y Weak Galerkin.



performance de um solver direto.

Deve-se observar que boa acurécia é mais facil de ser obtida para baixas frequén-
cias. No entanto, altas frequéncias necessitam de algoritmos especiais por conta
dos erros de fase e de poluigdo. Neste sentido, DIAS et al. [41] desenvolveram
uma metodologia para minimizar o erro de fase para o problema de Helmholtz bi-
dimensional para malhas estruturadas e nao-estruturadas, usando funcoes de peso
polinomiais, com base na metodologia Petrov-Galerkin proposta por LOULA &
FERNANDES [30].

A superioridade de esquemas HDG bidimensionais foi discutida em trabalhos
recentes como em [42] e [43]. As comparagoes entre métodos HDG e o método Ga-
lerkin Continuo (CG) feitas entre estes autores mostram que os métodos HDG sao
competitivos tanto em termos de entradas nao-nulas na matriz resultante do método
quanto em termos de tempo computacional. Em [44] e [45] foram comparados esque-
mas CG e HDG em 3D. Ambos concluiram que métodos HDG tem custos similares
ao do CG porém possuem vantagens adicionais, que quando exploradas, melhoram
significativamente o tempo de execucao final. No entanto, tais estudos levam em
consideracao uma malha fixa e o grau de interpolacao polinomial é feito variando
de 1 a 10. A superioridade em termos de custo computacional é descrita nestas
referéncias para interpolacgoes polinomiais com grau acima de 3 ou 4. Acreditamos
que seria interessante estudar os efeitos da largura de banda para o solver direto,
tanto para malhas nao-estruturadas quanto para malhas estruturadas, bem como

incluir no estudo os métodos HDG com espaco trago continuo.

1.2 Originalidade e Relevancia

O método de Galerkin descontinuo classico tem uma maior robustez para resolver a
equacao de Helmholtz no caso de descontinuidade do material e heterogeneidade do
meio, como o problema sismico encontrado em Geofisica. Deste modo, é de extrema
relevancia o desenvolvimento de métodos que mantenham as propriedades do Ga-
lerkin descontinuo classico mas com esfor¢co computacional do método de Galerkin
continuo, como o proposto nesta tese.

As formulagoes propostas nesta tese sao consideradas com base em extensa pes-
quisa bibliografica onde nao foi encontrada uma familia de formulagoes Galerkin
descontinuo-continuo para o problema de Helmholtz.

Tais formulacoes sao propostas considerando os trabalhos de DO CARMO et
al. |19], onde sao desenvolvidas duas familias de formulagoes Galerkin descontinuo-
continuo para a Teoria da Elasticidade, e DO CARMO et al. [20] onde, posterior-
mente, baseado em uma destas familias foi desenvolvida uma formulagao Galerkin

descontinuo-continuo e continuo via espaco traco para o problema de Stokes. Ambas



formulagoes mostraram-se robustas e com resultados de boa acuracia com signifi-
cante reducao do nimero de graus de liberdade envolvidos.

Baseado nestas formulacoes, é proposto, na presente tese, o desenvolvimento de
duas familias de formulagoes também Galerkin descontinuo-continuo: uma formu-
lacao hibrida com espago trago continuo (abreviada pela sigla HDG), e outra, com
duas componentes (uma descontinua e a outra continua) seguindo o modelo de uma
das familias propostas em DO CARMO et al. [19] (abreviada pela sigla CDG).

A principal diferencga entre a nossa formulagao hibrida e outros métodos DG hi-
bridos contemporaneos é que trabalhamos com um espaco trago continuo em todas as
arestas e vértices, que chamamos de espaco traco plenamente continuo. Consequen-
temente, quando a condensacao estatica é feita, obtemos um sistema global que é
menor que os sistemas globais gerados por outros métodos hibridos e sem dependén-
cia direta entre o sucesso do método e a numeracao apropriada das faces associadas
a variavel hibrida, o que conjecturamos impactar diretamente na viabilidade do mé-
todo. Além disto, o método HDG apresentado aqui pode ser naturalmente estendido
para um esquema HDG com espaco trago descontinuo.

Além disso, é mostrado que a condensacao estatica é um problema bem-posto a
partir de um certo grau de refinamento de malha. E importante observar que, para
altas frequéncias, esse grau de refinamento ¢ uma condicao importante. Assim, é
possivel definir uma fungao h para ser fornecida aos geradores de malha de modo
a criar uma malha adequada, chamada de funcao de tamanho. Deve-se observar
que, em nossa pesquisa bibliografica, nao encontramos nenhuma analise sobre a
condensacao estatica, apesar da sua importancia para o sucesso de qualquer método
hibridizado.

Por outro lado, a formulacao Galerkin descontinuo-continuo apresentada aqui
mostra-se amplamente vantajosa, possuindo as propriedades do método Galerkin
descontinuo classico porém com esforco computacional menor. Nesta tese, mos-
tramos que os resultados numéricos deste método sao bastante precisos mesmo em
malhas pouco refinadas, convergindo rapidamente para a solugao exata. No entanto,
apresenta custo computacional superior ao método CG classico, devido ao ainda ele-
vado niimero de graus de liberdade. No entanto, conjecturamos que o método possui
um elevado potencial uma vez que pode ser facilmente otimizado com a utilizacao

de processamento paralelo.



1.3 Organizacao da tese

Esta tese estd4 organizada da seguinte maneira: no Capitulo 2 sao revisadas as
formulagoes variacionais ja estabelecidas do Métodos de Galerkin continuo classico
e do Método de Galerkin descontinuo para o problema de Helmholtz. No Capitulo
3, é formulado o problema-modelo de Helmholtz e feita uma pequena introducao a
como este problema é encontrado na Geofisica. No Capitulo 4, sao introduzidas a
primeira e a segunda familia de formulacoes variacionais para o método Galerkin
descontinuo-continuo, especificamente para a equacao de Helmholtz. No Capitulo 5,
é realizada a andlise da consisténcia das duas familias de formulacoes propostas. No
Capitulo 6, sao estabelecidos os esquemas de implementacao computacional para as
duas familias de formulacoes descontinuo-continuo. No Capitulo 7, sao exibidos os
resultados dos experimentos numéricos realizados. O Capitulo 8 expoe as conclusoes
finais e as sugestoes de trabalhos futuros no contexto desta tese. Por fim, sao

apresentadas as Referéncias Bibliograficas.



Capitulo 2

Métodos de Galerkin

2.1 Método de Galerkin continuo classico

O método de Galerkin é baseado numa sequéncia de subespacos de dimensao finita,
que converge para o espaco-solucao no limite. Pode-se provar que a sequéncia de
solucoes aproximadas converge para a solucao exata do problema.

Neste método, utiliza-se a formulacao fraca do Problema de Valor de Contorno
(PVC). A formulagao fraca (ou Variacional) correspondente & Formulagao Forte do
PVC permite reduzir as restricoes do operador diferencial, especialmente sobre as
ordens exigidas para a derivada e de regularidade, necessarias para a solucao do
PVC.

Para uma introducao mais detalhada sobre a formulacao do método de Galerkin

classico consultar [46] e para estudos de maior profundidade sugerimos [47] e [48].

2.1.1 Formulacao Variacional do problema de Helmholtz

A formulacao forte da Equagao de Helmholtz, consiste no Problema de Valor de

Contorno:

-V -Vp—K*=Ff emnQ
p=g, em I, (2.1)
Vp-n=gq, em I
Vp-ii+ap=r, em I,

onde I' =T, Ul UT, & a fronteira do dominio aberto Q e 'y NI, =T, NI, =
I, NT, = 0. Aqui, p representa o campo (neste trabalho, a pressdo acustica), K
é o numero de onda, f é o termo fonte, 77 representa o vetor unitario normal a I
orientado para fora, a € C°(T',) onde a > ag > 0 onde o é uma constante real e g,

q e r sao as condicoes de contorno prescritas para o problema.



Note que a solucao classica da Formulagao Forte deve ser uma funcao continua
com derivadas primeira e segunda continuas no dominio 2.

Com o intuito de obter uma formulacao variacional correspondente ao PVC defi-
nido acima que permita reduzir as restrigoes de regularidade exigidas para a solugao

do PVC, tome os espacos de dimensao infinita

S={peH(Q) | p=gemD,} (2:2)
V={veH Q) | v=0emT,} (2.3)

e considere uma fungdo admissivel v € V' de modo que em (2.1) tem-se

/ [—V-Vp—KQp] vd Q) = /fde (2.4)
Q Q
Seja a formula de Green, dada pela expressao
a¢ndQ:—/¢andQ+/¢nnidF (2.5)
q Ox; o Ox; r

onde {¢,n} € C° fungoes definidas no dominio Q e n; ¢ a componente i do vetor
normal 7.

Aplicando-se a formula de Green (2.5) a equacao (2.4) de modo a reduzir a maior
ordem da derivada presente na expressao e usando a condicao de que as fungoes teste
se anulam no contorno, o termo de contorno da integracao por partes é eliminado,

obtendo assim a equagao:

/[Vp-Vv—Kva} dQ+/ ozpvdF=/fde+/
Q , Q I,

q

quF+/ rodl (2.6)

para todo v € V.

Deste modo, se

A(p,v)z/ [Vp~Vv—K2pv} dQ—i—/ apv dl’
Q

T

F(U)E/fde+/ quF+/ rvdl’
Q r, ",

a formulacao fraca correspondente consiste em encontrar p € S que satisfaca a

equacao
A(p,v)=F(v) YveV (2.7)

O método de Galerkin tem como proposta analisar uma solucao aproximada

em um espaco de fungoes de dimensao finita, trabalhando assim com um problema



variacional discreto. Para isto, toma-se uma sequéncia de subespacos de dimensao
finita V,, C V, onde n = 1,--- 00, que converge para o espaco V no limite. Tem-se
que a sequéncia de solucoes p, € S, converge para a solucdo exata do problema
sendo estas aproximacoes projegoes ortogonais da solucao exata no subespaco de
dimensao finita.

Como, agora, os espagos sao de dimensao finita /N a solucao aproximada py pode

ser escrita por

PN = ZciBi (2.8)

uma combinacao linear das funcoes bases B;, © = 1,--- , N com coeficientes ¢; a
determinar para todo 7. Aqui é utilizado o Método de Galerkin cuja caracteristica
principal é que o espaco das funcoes-peso é idéntico ao espaco das fungoes-base.

O problema variacional discreto é transformado em um sistema linear de equacgoes

algébricas

N
> AuC,=F, (2.9)
m=1

cuja matriz A é simétrica positiva definida. Se a base escolhida para a discretizacao

do problema for global, a matriz A é densa. Por outro lado, se a base for local, a

matriz A serad esparsa.

Com base nisto, o Método de Elementos Finitos de Galerkin, na sua formulacao
variacional discreta, consiste em: Dada a particao M" = {Q,--- ,Qp,} do dominio

), queremos encontrar p" € S* que satisfaca Vo' € V"

Ne Ne
Ag(ph,o") = Z/ [Vpl - Vol — K2plol] d = Z/ foldQ = Fg(v") (2.10)
e=1 Y e e=1 v e

onde
NE
ph(,y,2) = > pli)e(a,y, 2) (2.11)
=0

¢ € P! sao polinomios de grau menor ou igual a [ nas coordenadas locais dos
elementos e N, é ntimero de elementos da particao M".

Este método, apesar de amplamente reconhecido, possui algumas desvantagens
na solugao do problema de Helmholtz como: instabilidade e imprecisao para pro-
blemas descritos por EDPs lineares de segunda ordem e a constante apresentacao

de oscilacoes espirias. Além disto, o método nao é robusto a menos que se te-
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nha um grau de refinamento da malha muito alto nos casos de descontinuidade ou

heterogeneidade do material.

2.2 Método de Galerkin descontinuo

O método de Galerkin descontinuo (DG) foi introduzido em 1973 por Reed e Hill
para resolver questoes relacionadas ao transporte de néutrons [1]. Quando proposto
visava encontrar solucao de problemas nao-lineares, cuja a solucao exata evoluia
descontinuadamente no tempo. De modo geral, a formulagao DG tenta solucionar
problemas com descontinuidades internas utilizando funcoes que permitem conside-
rar as variaveis de campo ou suas derivadas descontinuas ao longo dos contornos dos
elementos. A Figura 2.1 mostra um esquema de dominio heterogéneo 2 com trés

descontinuidades internas.

P}

Q

L
I; i

Figura 2.1: Esquematizacdo de um dominio heterogéneo {2 com descontinuidades
internas I ;.

O método tem sido desenvolvido de modo que atualmente tém apresentado boa
adaptatividade a geometrias mais complexas, a malhas irregulares e a diferencas de
grau polinomial de aproximagcao entre os elementos.

A ideia principal que caracteriza o método é a escolha dos espacos de aproxi-
macao. Esses espacos devem conter funcoes polinomiais por partes com nenhuma
restri¢ao, dentro de cada elemento, em relacao a continuidade da funcao.

Note que, nesta formulagao, é possivel que uma funcao descontinua faca parte
desse espaco, desde que essa seja polinomial em cada elemento da malha. Por esse
motivo, entre elementos vizinhos, na interface, podem ocorrer saltos nos valores
dessa funcao. Para diminuir esse salto no valor da func¢ao, ou seja, para fazer com

que a funcao seja mais proxima de uma funcao continua, sao introduzidos termos
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de penalizacao que vao forcar essa continuidade, as ditas funcoes de transferéncia
de estabilidade.

Para uma introducao mais detalhada e profunda sobre a formulacao do método
de Galerkin descontinuo sugerimos a consulta de [49], [18] e [50]. Para o desenvolvi-
mento da se¢ao seguinte, utilizamos a formulacao encontrada em [6] para o problema

de Helmholtz, especificamente.

2.2.1 Formulacao Variacional do problema de Helmholtz

A formulacao a seguir pode ser vista como uma versao mais fraca do PVC dado em
(2.1), onde a continuidade ao longo da fronteira dos elementos é imposta de maneira

fraca. Para isto, sejam os espacos:

H(Q,M") = {y € L*(Q) | € H'(Q) e V-Vip € L*(Q)}
Upc = {¢ € HQ,M") |y =gem T,}
Ve ={veH(,M")|v=0em Iy}

Tomando p. como a restricao de p ao subdominio €2., redefina o problema de

valor de contorno para encontrar p € H(Q, M") que satisfaga:

V- Vpe = KZpe = fe, em Qe
Pe = Ge, em I (2.12)
Vpe - Nie = qe, em I
Vpe - ne + Qepe = 1, em I

tendo, agora, as seguintes condicoes de interface:

Pe = per = 0; (2.13)
(vPe_vpe’)'Tl_;:OemFeﬂFe/

onde p, e p., sdo as restri¢oes da fungao u aos subdominios €2, e Q./, respectivamente.
Vale observar que estas condicoes sao impostas de modo a minimizar a diferenca dos
valores da pressao p entre os elementos.

O método de Galerkin descontinuo além de depender da formulacao dada pelo
conjunto de equacgoes (2.12) e (2.13), necessita da fun¢do salto entre os elementos a

ser definida pelo problema: encontrar p € Upg que satisfaca

ag(p,v) + apg(p,v) = fa(v), Yv € Vpg (2.14)
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onde

ac(p,v) = i [

e=1

Ne
falv) = Z / Jeved Q + / Geved T + / reved I (2.15)
— | /a. IyNle Al

Ne N,
= e 1 .
oo =33 [ (54 T o

/ [Vpe - Vve — K*peve| 2+ /

QePeVed T} ,
e I'rNIe

e=1 e>e!
566/ )\ee’ .
o (pe = per) (ve = ver) + == (P = per) (Ve + Vve) - 1ic | dT
onde
hee/ = min {he, he/} (216)

ou seja, hee € a funcdo tamanho do elemento minimo, analisados dois a dois. Ja
as funcoes 3% e X sao determinadas visando reduzir os efeitos da poluicio que
o método de Galerkin classico apresenta, e suas definicoes podem ser vistas na
referéncia [6]. Vale observar que as formas ag e fg sdo claramente oriundas da
parte continua interna aos elementos e suas defini¢coes sao baseadas na formulacao
apresentada na secao 2.1.1.

De modo analogo ao realizado na discretizacao do método continuo na secao

2.1.1, definimos os espacos descontinuos de dimensao finita, de grau [ > 1, como:

Ul = {p e LX(Q)p. € P(Q%) e p=g" em I,},
V}BZG = {U c L*(Q)|v, € PZ(QE) e v=0 em Fg}

e, deste modo, a solucao aproximada para o problema de Helmholtz consiste em

encontrar ph € Ug’é que satisfaca
ag(p",v") + apa(p", ") = fa("), Vo' € VL (2.17)

Dizemos que esta formulacao consiste numa familia de métodos parametrizados
pelo par (666/, )\ee') e ela tém apresentado resultados estaveis e com alto grau de
acuracia, dependendo do nivel da frequéncia. Este par é definido numericamente e,
em geral, os valores atribuidos a A nos levam a matrizes anti-simétricas, o que acaba
por aumentar significativamente o custo computacional do método.

Note que a funcao em cada elemento da malha deve ser continua internamente.
No entanto, a descontinuidade entre elementos vizinhos é permitida, com a utiliza-

¢ao das funcgoes salto nas fronteiras. Ao permitir a descontinuidade entre elementos
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vizinhos, o processamento de cada elemento passa a ser local, sem a necessidade de
se trabalhar com matrizes de acoplamento global. Deste modo, o método é mais ro-
busto, pois a sua implementacao pode ser simplificada, favorecendo o processamento

em paralelo.

2.3 Poluicao do erro no método de Galerkin

E importante lembrar que para o problema de Helmholtz, por se tratar de uma
equacao que descreve fendomenos ondulatorios, espera-se uma natureza oscilatéria
das solucoes.

Ao buscar solucoes numéricas para este tipo de problema, deve-se aplicar a cha-
mada regra de Thumb: um ajuste entre a distancia h entre os nés da malha e o
numero de onda K, para que em cada oscilacao tenha-se um nimero minimo de
pontos que sejam capazes de capturar a solucdo numérica aproximada.

Estas solucoes sao periddicas com comprimento de onda A = % Por outro lado,
é possivel intuir que deve-se ter um niimero minimo de pontos para cada oscilacao
ou ciclo de modo que:

n = — & constante. (2.18)

> >

Desta forma tem-se

n=gor, ou ainda, Kh = % ~ constante (2.19)
sendo n a resolucao da malha, indicando quantos elementos se tem por oscilagao da
solucao. Por isto, também nos referimos a esta regra como do tipo “Kh constante”.

No entanto, de acordo com [51] e [52] as expectativas analiticas ndo sao satisfeitas
quando o dado problema é submetido ao método de Galerkin, em sua formulagao
classica. Tem-se que, para nimeros elevados de K, a regra “Kh constante” é neces-
saria porém nao suficiente para controlar o erro, o que é comprovado pela a analise
numérica do problema. Este comportamento em relagao ao K é chamado efeito de
poluicio do erro, pois o nimero de onda K aproximado ¢ diferente do namero de
onda K exato.

Deste modo, todas as formulagoes no contexto de métodos de elementos finitos
para o problema de Helmholtz devem atender a restricao “Kh constante” a fim de
minimizar a poluicao do erro. Uma anélise aprofundada do tema para o problema

em estudo pode ser encontrada em [53].
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Capitulo 3

O Problema de Helmholtz

3.1 Exemplo de aplicacao do problema de

Helmholtz em Geofisica

De maneira bem simples, porém bastante direta, SANTOS [54| enuncia o principal
objetivo dos estudos geofisicos: obter propriedades fisicas em regioes inacessiveis.
De acordo com o autor, existem duas maneiras de buscar este objetivo: i) Se a lei
fisica L e as propriedades fisicas m sao definidas, é possivel calcular um campo d
(problema direto); i) Se as ferramentas geofisicas medem campos d busca-se estimar
as propriedades m uma vez que a lei fisica L seja conhecida (problema inverso).

O problema fisico aqui tratado consiste na propagacao da onda: uma equagao
diferencial de segunda ordem

V2P(e,t) — =0 plat) = Fla, 1 (3.1)
c ot?
onde P é o campo, uma funcao escalar cujos valores representam o deslocamento
de uma onda (no nosso caso, pressao actstica), cujo dominio é o par (z,t) onde
r = (r1,%2, -+ ,%,) € uma variavel espacial e ¢t é uma variavel temporal, ' é o
termo fonte e ¢ é a velocidade de propagacao da onda acustica.

Dentro deste contexto, uma aplicacao da utilizacao da equacao de Helmholtz
estd no problema de inversao de dados sismicos: dado um conjunto de respostas P;
sobre o campo P do meio provocadas por uma fonte sismica ao longo do dominio,
desejamos obter uma imagem da subsuperficie. Segundo PRATT et al. [55], os
primeiros trabalhos em inversao sismica no dominio da frequéncia datam do inicio
dos anos 90 com resolucao pelo método das diferencas finitas.

No mar, a aquisicao dos dados é obtida através do uso de streamers para o
deslocamento dos sensores e air guns para provocar a excitacao do sistema. Em

PETERS [56] é possivel encontrar uma descrigdo bem detalhada sobre este tipo de
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processo de aquisicao de dados sismicos.

As respostas P;(t) obtidas pela aquisicao sismica sao fungoes do tempo e o pro-
blema consiste em inverter o sinal de cada um destes P, numa tentativa de descrever
a subsuperficie através do tempo decorrido entre a excitacao do sistema através do
air gun e a recepcao do sinal de volta no sensor.

De maneira resumida, este problema pode ser resolvido de duas formas: primei-
ramente, uma solu¢ao no dominio do tempo. Segundo, uma solugao diretamente no
dominio da frequéncia onde para cada frequéncia especifica determina-se um nimero
complexo especifico. A equacdo de Helmholtz é utilizada no segundo caso, quando
deseja-se calcular a solucao diretamente no dominio da frequéncia.

E importante observar que o dominio do tempo e dominio da frequéncia sdo duas
maneiras de olhar para o mesmo sistema dinamico. Eles sao permutéaveis entre si,
isto é, nenhuma informagao é perdida na mudanca de um dominio para outro. Sao
pontos de vista complementares, levando a uma compreensao completa e clara do
comportamento de um sistema. Em MANSUR et al. [57] isto é exemplificado, com
a descricao de uma analise da solu¢ao numeérica da equagao da onda escalar via
Elementos Finitos no dominio da frequéncia.

Deste modo, tomando k£ como todas as frequéncias do problema, w, como a
frequéncia angular da vibragao (com comportamento harmonico) e i a representagao
da parte imaginaria de um nimero complexo, podemos assumir que a fungao F(z, 1)

é somatoério de varias componentes de frequéncia:
= 5 [z, wy) e“r. (3.2)
k

Supondo também que a solugao P(x,t) possa ser obtida por uma soma de harmo-

nicos, teremos:

P(x,t) = Y plw,wp)e™,
k
a—2P(313 t) = Zp x, wy) (iwy,) (iwy, ) e“* = Z —wi p(x,wy) e (3.3)
ot? - ’
0? A
@P(x t) = zk: @ plx, wy)e™*,
Deste modo, substituindo na Equagao (3.1), teremos:

Z 52 p(x, wy)e™rt + Z > p T, wy) eWr = Zf(x,wk) elwrt (3.4)
k

Wk, . , A
onde K, = — é uma constante denominada de niimero de onda para cada frequéncia
c
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angular wy.

Consequentemente, para cada frequéncia wy, teremos:

82

53 D@ Ki) + K7 p(z, Ky) = f(x, Ky). (3.5)

Adicionalmente, simplificando a notacao, para cada frequéncia wy, por:

p = —p(z, Ky) (3.6)

Suprimindo o indice k£ no que se segue e substituindo as expressées de (3.6) na

Equagao (3.5) temos a Equacao de Helmholtz:
~V-Vp—K*’p=f (3.7)

Vale observar que, uma vez que utilizamos a transformada de Fourier para en-
contrar p(z, K};) podemos utilizar a transformada inversa de Fourier para encontrar
P(z,t). Deste modo, na pratica, para a obtencdo de sismogramas, por exemplo,
resolve-se o problema de inversao pela equacao de Helmholtz para varias frequéncias
no intervalo onde hé respostas. Posteriormente, aplica-se a transformada inversa de

Fourier para obter esta mesma resposta no dominio do tempo.

3.2 Definicao do problema no dominio da frequén-
cia

Com o objetivo de introduzir nosso problema modelo, considere o dominio 2 C R”,
onde v = 2,3, um aberto com contorno I lipschitz continuo. Sejam Iy, I'p e
I'g, partes do contorno I' de ) que atendem as condicoes de contorno de Neumann,
Dirichlet e Robin, respectivamente, tais que: I' = I'vUI'pUI'g e meas(I'yNIg) =0,
meas(I'y N I'p) =0 e meas(I'p N I'gr) =0, onde meas(o) denota a medida positiva
de Lebesgue, tal qual o esquema da Figura 3.1.

Assumimos também meas(I'p) > 0, meas(I'y) > 0 e meas(I'gr) > 0. Vamos as-

sumir ainda que existem abertos 2,1, -+, Qine N, com contorno lipschitz continuos
denotados por 0, (i = 1,--- , Ng) tais que:
Nq
QUT = (Qnti U 0ni) (3.8)
i=1

Seja D : Q@ — R uma funcao de € em R tal que D;,;; é a restricao de D a
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Figura 3.1: Dominio €2 e contorno I' do problema de Helmholtz.

Qnes que pertence a Ct (Qinti U OQines), isto é uma fungao de derivada continua em
Qinei U Oy i

Seja 0 uma outra funcao de €2 em R tal que 0 > gy > 0 em (2, onde o( é uma
constante real, e tal que sua restricao a €2;,;;, denotada por 0;,,;;, seja um elemento
C% (Qnei U 0Qinei). Seja ainda f € L*(Q), g € H2(I'p), g € HX(I'y), r € H*(I'g) e
a € C%I'g) com a > ay > 0, onde ay ¢ uma constante real.

O problema de Helmholtz que queremos analisar, consiste em encontrar uma
fungao p € H'(Q) tal que div (D i Vp;) € H*(Qunei), Vi € {1, -+, No} satisfazendo

o seguinte problema de Valor de Contorno:

—div (Dt Vpi) —opi = f em Qi Vie{l,---,Nqo} (3.9)
pi=g em I'pNOQn, (3.10)
Dine i Vpi-m; =q em Iy N0, (3.11)
D Vpi-mi+ap;=r em I N0, (3.12)
pi=p; em  Op; NOQine; se  meas(0Qpe; N OQine ) >0 (3.13)

Dint iVpi -1y = Diny jVpj -1 em  OQinei N OQine 5
se  meas(0Qne; N OQipe ;) >0 (3.14)

onde f € L*() denota o termo fonte, p; denota a restrigio de p a Qipri, div(o)
denota o operador divergente, V denota o operador gradiente, 7i; representa o vetor
normal unitario a 9€2;,; ; orientado para fora de €);,,,; e 77 representa o vetor normal

unitario a 9€;,, ; orientado para fora de (2 ;.
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Capitulo 4

Formulacoes Galerkin

descontinuo-continuo

Com o objetivo de obter as formulagoes Galerkin descontinuo-continuo, introduzi-

remos uma particao do dominio €2 como segue:

Seja M" = {Qy, -+ ,Qn,} uma partigdo de © em elementos finitos €2, onde
e=1,---, N, satisfazendo:
QNQe = se e#€ (4.1)
A@l
J@urn)=qur (4.2)
e=1

onde I'; é o contorno de §2.. Estes elementos sao assumidos nao-degenerados e podem
ser mapeados em elementos padroes associados por mapeamentos isoparamétricos

usuais.

Elemento
Padrio

&y B

Mapeamento
Isoparamétrico

Figura 4.1: Esquematizacao dos elementos (2. e elementos padroes associados Q..
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Além disto, para cada (). fixado, este elemento esta totalmente contido em al-
gum €);,,;; com contorno [}, ;, com ¢ = 1,---, N, onde a expressao int representa

interior, e tais que

Qinti N it j = 3

No
Qur) = U(thz U Lines)
i=1
Para cada ., seja Q. o elemento padrao associado, conforme esquematizagao
na Figura 4.1. Considere para [ > 1, P! (£.) o conjunto de todos os polinémios de
grau menor ou igual a [ nas coordenadas locais do elemento padrao Q. associado ao

elemento €2, e considere o seguinte espaco:
HY(M") = {ne L*(Q);n. € H(Q) e =1}, (4.3)

chamado de espaco das funcoes b quebradas onde 7. é a restricao de n a Q..

Com o intuito de obter as pretendidas formas bilineares necessarias as formu-
lagoes Galerkin descontinuo-continuo, introduziremos as seguintes formas bilineares
em nivel de elemento abaixo.

Para cada Q. C €, fixado, para algum 7, definimos:

a'o(0,) = [ DVO-VidQ, (4.4)
Qe

6.) = [ ovvdn, (45)
Qe

D= Dint,i em Qint,ia VQint,ia onded € Hl(Qe) e¢ S Hl(Qe). (46)

Vale ressaltar que nas formas bilineares acima definidas os indices em sobrescrito
0 e 1 representam a associacao da forma a funcao e ao fluxo da funcao, respectiva-
mente.

A forma bilinear associada ao operador diferencial é denotado aqui por a"(o, o)

e dada por:

P0.0) = 30 0.) — a00). VO.0) € HQ) X H'©Q) (A7)

Na formulacao Galerkin descontinuo é necessario definir um pardmetro de malha.
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Desta forma, para cada €., seja o h, o diametro médio de €2, onde, para a dimensao

v, tem-se:

= ([ dg)? 48

Com o objetivo de obter os pardmetros de interface, definimos:

€M = {f, tal que f é uma face de algum elemento} (4.9)
ghint — [ f € ¢" tal que fé uma face contida no interior Q} (4.10)
ghemt — [f € ¢M tal que fé uma face contida no contorno I'} (4.11)

Seja (¢ definido como segue:

[ hoIvp - ar
B¢ = B% . sup . ,onde p € P*(Q.), p # constante p .(4.12)
DIV ]*dQ

Qe

Deve ser observado que 3¢ em geral é dependente do grau k£ > 1 do polinémio
n. Considere também, para cada elemento )., o parametro adimensional 5%¢ > 0
que deve ser determinado com o objetivo de que o problema de eliminar a compo-
nente descontinua em funcao da componente continua a nivel de elemento seja um
problema bem posto, no sentido de possuir uma e somente uma solucao.

Para cada face f, tal que €. e ). s230 os elementos tais que I, NI, = f temos:

] (4.13)
1, caso contréario.

W - { min{he, he } se meas(I'e NTe) > 0,

Ou seja, heer ¢ 0 menor dentre os didmetros médios dos elementos e e €.
As defini¢oes acima sugerem a introducao das seguintes funcoes: a primeira, é
eint(0) 1 EMIM — L1 ... Ny} x {1,---, Ny} definida como:

emt(f) = (e,€'), onde e > €', f & uma face de Q. e f é uma face de Q. (4.14)
A segunda fungio é eqy(o) : £t — {1,... N} onde:

eext(f) =€, f & uma face de[', N T (4.15)
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. . A /
Desta forma, introduzimos os parametros $° como segue:

R P 119
0, caso contrario.
Agora precisamos dos espacos de aproximagoes definidos abaixo:

H"eRe = {p € H'(Q); p. € P*(Q)},

HMka = [ e L2(Q); o, € PF(QL)}, (4.17)

Tk = L € L3 (I U T); tal que existev € H™F ev = pem Iy, UT'Y,

T = {p € L*(Iy,; UT); tal que existev € H(Q)ev = pem [}, UT'},

Fint: U f

fefh,int

onde ¢, é arestriciode pa Qe, ke =1, kg > 1ek, > 1, f € ™™ faces internas e os
indices em sobrescrito ¢ e d associam os espacos acima definidos com os espacos que-
brados discretos compostos por fun¢oes continuas e descontinuas, respectivamente.
Note que, no espagco H"®*¢ as fungdes sdo descontinuas (por isso, definidas em L?)
porém localmente sao H'(().

Com estas definicoes preliminares estamos em condi¢oes de apresentar as duas
formulacoes de Galerkin descontinuo-continuo para o problema de Helmholtz apre-
sentado no Capitulo 3. Estas formulacoes consistem em, basicamente, definir formas

bilineares para os fluxos.

22



4.1 Primeira familia de formulacoes descontinuo-

continuo: método HDG

Visando obter a primeira familia de formula¢ées descontinua-continua agora de-
nominada familia de formulacao hibrida descontinua-continua via espaco
trago continuo definido em I}, N I", para o problema de Helmholtz (aqui repre-
sentada pela sigla HDG), introduziremos as formas bilineares associadas aos fluxos

numéricos. Com este objetivo, definimos as seguintes formas bilineares:

Bint wd

int

QOmt(w we?”Zl?Ue) = /
FﬂF’LVLt

Y(wd, vl) € Hhdka x Fhdka o (wt, ot) € Theke y Thek:

Ql mt(wmvgvve) — _/I; - DVw (Ud—v )dF,
eMNlint

V(wd, v?) € HMdka x Hhdka o Yyl € Tk onde Bins e hing sdo fungoes de [,; em

R, dados por:

Bint = 0 em Tew se meas(Leer) > 0 (4.19)

hint = hee/ em Fee/ se meas(Fee/) >0

Observe que os indices subscritos 0 e 1 associam a forma bilinear correspondente
@ a funcao e ao fluxo da funcao, respectivamente, assim como os indices subscritos
int e ext associam a forma correspondente ao fluxo interno ou externo, respectiva-

mente. Além disto, os termos (w?

—w!) e (v — v!) expressam a continuidade do
salto entre os elementos, sendo o traco continuo.
Com estas formas bilineares, introduzimos as formas associadas ao que denomi-

namos fluxo numérico no contorno interno:

QO,int(wd> wt7 Udv Ut) = Z QO aant (w we? Ug’ Ue) (420)
Nel
Ql,int(wdawtavdv vt’ 8) = Z [ 1 znt(w(CaI?vg? ve) - S Ql mt(v wd w )}
e=1

onde s € {—1,1}, (w? v?) € Hvdka x [hdka o (! vt) € Theke x Theke

Note que para s = 1 esta forma bilinear é antissimétrica e para s = —1 ela é
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simétrica. Esta variavel s serve para tornar a forma bilinear mais estavel e seu valor
depende da natureza do problema e do grau do polinémio.
Necessitamos ainda da forma bilinear associada ao fluro numérico no contorno

externo. Com este objetivo, definimos as seguintes formas locais:

e,t
elututiutat) = [ Bt -ty — oty ar
I'enI h
+ / B—wgvgdf, (4.21)
I'eNI'p h’e
Qalutd) = — [ D(Vul-wutar,
’ r.ulp

neste caso (Y ., sO estd definida em ['p pois nas outras partes do contorno, o fluxo
j& é prescrito. Além disto, definindo as formas associadas ao fluxo numérico no

contorno externo, temos:

Qo.car(w, wh v ) = ZQO (Wt wt vt (4.22)
N(il
Ql,emf(wdﬂvd? S) = Z[ iea:t(wd v ) S Ql ext( d)} ;
e=1

onde s € {—1,1}, (w?, v?) € HMdka x [hdka o ('t o) € Theke x Theke o pet > ()
e B¢ > 0 sao fungoes de I em R e de I'p em R, definidas para 5*¢ > 0 como:

Bt =B g¢em (I'NT,) se meas(I'NT,) >0e B e (0,1]. (4.23)

Deve-se notar, novamente, que para s = 1 esta forma é antissimétrica e para
s = —1 ela é simétrica.
Necessitamos ainda da forma local bilinear associada & condi¢do de Robin ex-

pressa por:
a%(wt, v?) = / awlv®dl,  Ywl v? € H'(Q.) (4.24)
g}

e da forma global analoga:

Nel
ag(wl,vf) =Y ag(wl,vl), (4.25)
e=1

onde (w?,v?) € Hv®ka x Fhdka,

Finalmente, para todo v¢ € H'(€),.), definimos os funcionais lineares que serdo
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utilizados na formulacao fraca do problema:
() = [ et
Qe

vo,(vd) = /FF [—vg+s(Dwg.ﬁe) gal
eNlD

he
?V(vg) = / qvgdf (4.26)
I'eNI'n
wel) = [ wotar
I'eNl'g
Nel
) = Y (bG(vd) + 5 (vf) + b5 () + b (0)) Vot € HP (M),
e=1

Definindo ainda,

Sh,c,kd — Th,c,kd ou Sh,c,kd — {(,0 c Th,c,kd; = gh em FD}
Vieke = phekagy Yok = fn e TR = 0emTp} (4.27)

onde ¢" & o usual interpolante de ¢ em I'p. As definicoes acima permitem que nossa
formulacao seja capaz de trabalhar na variavel traco com condicoes de contorno de
Dirichlet tanto fracas como fortes.

Deste modo, a familia Galerkin descontinuo-continuo via espacgo traco em [, N
I, consiste em encontrar o par (p?,p') € HMka x Sheka gatisfazendo a seguinte

equacao variacional:

a"(p®,v") + Qo.int (0%, P, 0%, 0") + Quine (7, 0", 0%, 0", 5) +
QO,eazt(pd>pt7 Uda Ut) + Ql,ext(pda Ud7 S) + aR(pd7 Ud) = b(vd)v (428)

para todo (v?,vt) € HMdka x Vhekd,
Observe que se v' = 0, toda a Equagao (4.28) ficara em fungdo da componente
descontinua, exceto os termos nos contornos interno e externo. Neste caso, na parte

d

descontinua o termo v® serd interno ao passo que se anulard no contorno externo.

Consequentemente, o problema passa a ser localmente continuo.
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4.2 Segunda familia de formulacgoes descontinuo-

continuo: método CDG

De modo a obter a seqgunda familia de formulacoes descontinuo-continuo
agora com duas componentes definidas em todo o dominio, uma continua e outra
descontinua (aqui representada pela sigla CDG), sera necessario modificar as formas
bilineares definidas no contorno interno [,; e no contorno externo I

De maneira geral, nesta segunda formulacao CDG, a componente relativa ao
volume €2 possui formulacao similar a proposta na familia HDG. A maior diferenca
estd nas formas bilineares associadas ao contorno, onde acopla-se as componentes
continuas e descontinuas; e na representacao do fluxo, que passa a ser formulado
como uma combinacao linear entre os fluxos continuos e descontinuos.

Deste modo, com o objetivo de obter esta nova formulacao, consideramos o
parametro v € [0, 1], para todo (w?,w¢) € HM®ka x [heke o (vd v¢) € HMdka x

H™eke o introduzimos as seguintes formas bilineares:

Sfﬁt(wg? wgv UZ? Ug) = / Bmt (wg - wg)(vg - ’US) dr7 (429)
’ an?nt hint
Sttt e) = = [ DVl (L= 9)DVag ) (uf - ),
Fempznt

onde SBint € hint sdo como definidos na Equagao (4.19). Vale observar pelas Equagoes
(4.29) que, localmente, para o parametro v = 0 o fluxo interno sera continuo do
mesmo modo que para v = 1 o fluxo sera totalmente descontinuo.

Observe que, da segunda sentenca da Equacdo (4.17), podemos deduzir que
ve =S, em I.o se meas(e) > 0, Voo € HMoke,

De forma similar, introduzimos as formas associadas ao fluxo numérico no con-

torno interno:

b (W, we v ) = Z@Sfiﬁ(w we, vl vf), (4.30)
Nel

P w0 oy s) = S Qs (wl w, vl of ) = s QU vt k)
e=1

Onde S € {_1’ 1}, (wd’ /Ud) (- Hh‘Vdvkd X Hhvdvkd e (wcjvc) c thcJCc X Hh7C7kc.
Novamente, pode ser notado que para s = 1 esta forma bilinear é antissimétrica
e para s = —1 ela é simétrica.

E necessério também definir as seguintes formas bilineares locais associadas ao
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contorno externo:

o (ol o ol of) = / 5wttt 1 weet) dr (4.31)
’ r.nlp he

Pttt = = [ [(DVlm)l o+ (DY) dr

’ r.nlp

Novamente, estas formas s6 necessitam ser definidas em I'p pois nas outras re-
gioes de fronteira o fluxo ja esta prescrito nas condig¢oes de contorno. Além disto,
temos que tanto a componente continua quanto a componente descontinua se apro-
ximam da solucao exata.

Adicionalmente, definimos as formas associadas ao fluro numérico no contorno

externo:
Ny
G (wh w0 00) = " Qe (wd, wi, vl v), (4.32)
e=1
Nei
Shalwt v ot s) = 3 Qe (el wE ol v) — 5 QU (e vt )|
e=1

onde s € {—1,1}, (w?,v?) € HMdka x fhdka o (e v¢) € HMeke x [heke,
Agora, seguindo as referéncias DO CARMO et al. [19] e DO CARMO et al. [20],
introduziremos o que chamamos de formas bilineares de transferéncia de estabili-

dade, dadas como segue:

(4.33)

ittt = [ [t - un)d = o)+ 9t - ) V(- )| do
Qe

sendo pj > 0 e pf > 0.

Esta forma de transferéncia de estabilidade conecta internamente as componentes
continuas e descontinuas dentro do volume 2. Além disto, a; tem como funcao gerar
a estabilizacao da componente descontinua o que é passado para a componente
continua. Deste modo, obtém-se uma aproximacgao local “forcada” entre as duas
componentes em questao: se uma estiver proxima da solucao exata, a outra também
estara.

A grande vantagem do uso desta funcdo de transferéncia de estabilidade esta

4 no interior de cada

na possibilidade de eliminacao da componente descontinua v
elemento, ao fazermos v ficar em funcao da componente continua v¢. Deste modo,
o problema torna-se continuo localmente.

E importante observar que é necessaria uma analise de sensibilidade dos parame-
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tros pf e p{ para definir os valores mais adequados a serem utilizados na formulagao.

Finalmente, definindo a forma bilinear global:

Nel
ag (i, we, of 00 = ag M (wd we, o vf), (4.34)
e=1

a formulacao descontinuo-continuo desta nova familia consiste em encontrar o par

(pd, p¢) € HMdka x HMeke gatisfazendo a seguinte equacdo variacional:

a"(p?,v%) + a" (9, 0) + @ (0, 9, 07, 0°) + Qi (07,0, 0% 0%) (4.35)
+Q1 znt( pcuvd7vcu’77 S) + Q(C]’,th(pd7pc)vdav ) + Ql eact( » P 7Ud)U 78)
+ar(p”, v?) + ar(p®,v%) = b(v) + b(v°),

para todo (v, v°¢) € H»bka x Fheke,
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Capitulo 5

Analise da Consisténcia dos Métodos

5.1 Consisténcia da primeira familia de formulacoes

(GGalerkin descontinuo-continuo

O método de Galerkin é consistente se a solucao aproximada puder ser substituida
pela solucao exata na forma fraca.

Seja, entao, p € H'(Q) a solugdo exata e p; a restricao de p a Q;,,;. Para cada
elemento €, tem-se o Problema de Valor de Contorno definido na Secao 3.2

reproduzido abaixo:

—div (Dine;Vpi) —opi=f em Qs Vie{l,---, Nqo}
pi=g em I'pNIQn,
DiniVpi-1i; =q em  I'y N0,
Din;Vpi - +ap;=r em TN O0Qin,
pi =pjem Qe N OQipe; s¢ meas(0Qine; N OQint.;) > 0
Dint iV pi - i = Dipt ;VDj - 15 em 0Qing i N OQie 5

se meas(0Qint,; N Oipr ;) > 0

Considerando o par (v? vt) € Hvdka x Thekt o que para a solugao exata temos

d

pi = pd = pt, ao multiplicarmos a Equagao Diferencial (5.1) por v¢ e v' teremos as

integrais:
/ [—div (Dint.iVp;) v — O’pﬂ)d} d§Q) = / foldQ
Qint,i Qint,i

/ [—dz’v (Dint.iVpi) v' — apivt] dQ) = / fo' dQ
Qint,i

Qint,i
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Ou ainda,
/ [—div (Dint.iVpi) v* — div (Dt sV pi) v' — apv® — Upivt} ds) (5.7)
Qint,i
= / fol + fol dQ
Qint,i

Lembrando que, de acordo com as defini¢coes dos espagos de aproximacoes em

(4.17), o espago traco T™kt 56 esta definido em I, N I e que além disto, vt = v?

em I,; NI, temos que as integrais em ;,,;; com a presenga da componente v* sdo

nulas. Logo, podemos reescrever a equagao anterior como:

/ [—div (Djny; Vpi) v* — oppv?] d = / foddQ (5.8)
Qint,i Q

int,i

Aplicando a integragdo por partes ao primeiro e ao segundo termo de (5.8),

temos:
/ ~div (D i Vi) v = (5.9)
Qint,i

/ DinesVpiVeldQ — [ Dy Vpsiisdl
Qint,i

Fint

Por outro lado,
/ Dmt’inivdﬁi dl' = / Dmt,inivdﬁ,- dl’ + (510)
Fint FinthD

/ Dint,iniUdﬁi df+/ Dint,ivPivdﬁi ar
I'iniNI'y

IintNI'R

Aplicando as condigoes de contorno do problema definidas em (5.2), (5.3) e (5.4)

acima, obtemos a formulagao fraca:

/ Dint i Vpi Vot dQ — /
Qint,i Qint,i

/ foddQ + / qutdl + / rv?dl
Qint,i IinNIy IintNIR

Considerando as formas bilineares definidas em (4.7), (4.20), (4.22), (4.25) e

(4.26), temos a formulacao variacional:

apivddﬂ—i—/ apv®dl = (5.11)

IintNI'R

a"(pi,v?) + ar(p;, vh) = b(v?) (5.12)

Como para a solugdo exata temos p; = p¢ = pt, logo as formas bilineares associa-
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das ao fluxo no contorno interno Qg in¢(ps, pi, v%, v') € Q1 int(ps, pi, v%, v', s) e as formas
associadas ao fluxo no contorno externo Qg c.t(ps, pi, v%,vY) € Q1.cxt(pis pi, v, 01, 8)
serdo todas nulas. Deste modo, a expressao acima pode ser reescrita pela forma

variacional abaixo, tal qual a forma variacional do problema proposto em (4.28):
ah(pia Ud) + QO,int(pi7pi7 Udu Ut) + Ql,int(piapi7 Uda Uta S) + (513)
QO,ea:t(pia Di, vda Ut) + Ql,ea}t (pu vda Uta 3) + a’R(pia Ud) = b(vd>7

para todo (vd,vt) c HMdka w Thieke
O que mostra que a primeira familia de formulacao Galerkin descontinuo-

continuo é consistente.

5.2 Consisténcia da segunda familia de formulacoes

(GGalerkin descontinuo-continuo

De maneira andloga, seja, p € H'(Q2) a solugao exata e p; a restrigao de p a Qjnr;.

Para cada elemento (2;,;;, tem-se o Problema de Valor de Contorno definido em

(5.1).

Considerando o par (v?,v¢) € HVFe x HheFe o que para a solu¢do exata temos
pi = pl = p¢, ao multiplicarmos a Equagao Diferencial (5.1) por v¢ e v° teremos as
integrais:

/ [—dz’v (Dint i Vi) v — apivd} dQ) = / fotdQ
Qint,i Qint,i
/ [—div (Dint i Vp;) v¢ — opv°] dQ = / foedQ
Qint,i Qint,i
Ou ainda,

/ [—dz’v (Dinti Vi) v? — div (Dint i Vp;) v¢ — opiv? — O’pﬂ]c] dQ2 (5.14)
Qint,i
= / fot 4 focdQ
Qint,i

Aplicando a integragdo por partes ao primeiro e ao segundo termo de (5.14),
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temos:
/ —div (Dmt,z‘VPi) vt =
Qint,i

/ Dint,inivvddQ - / Dmt,inivdﬁi ar
Qint,i I;

int

e (5.15)

/ —div (Dint,ini) V¢ =
Qint,i

/ Dint,ivPivvch - / Dint,iniUCﬁi ar
Qint,i T;

int

Por outro lado,

/ Dint,iniUdﬁi al’ = / Dint,iniUdﬁi dI’ +
I; I'iniNI'p

int

/ Dint,iniUdﬁi dF+/ Dmt,z‘VpiUdﬁi ar
i NI'y

IintNI'r

e (5.16)

/ Dint i Vpiv°ri; dF:/ Dint i Vpv°ri; dI' +
I I'intNI'p

wnt

/ Dt i Vv dI” + / D i Vpivn; dI’
IineNI'N [intNTR
Condensando as expressoes em (5.15) e (5.16), temos a equagao:

/ [—div (DintiVpi) vl — apivd} dQ) + / [—div (Dint i Vp;) v¢ — opv°] dQ =
Qint,i

Qint,i

/ Dy iV Vo d + / Dy iV Vv° d§) — / op;v? dQ) — / opve dQ—
Q Q Q Q

int,i int,i int,i int,i

/ Dmt,z'sz‘Udﬁz‘ dF—/ Dz‘nt,inz‘UCﬁi dF—/ Dmt,z'sz'Udﬁz’ dl'—
—FinthD FintﬂFD

IintNI'N

/ Dmt,z‘sz‘Ucﬁz‘ al’ — / Dmt,iniUdﬁi al’ — / Dint,iniUcﬁi ar
FinthN FinthR

IintNI'R

:/Q fvddQ—i-/Q foedQ (5.17)

int,?

Aplicando as condigoes de contorno do problema definidas em (5.2), (5.3) e (5.4)
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acima, obtemos a formulagao fraca:
/ Dy iV Vo d + / Dint i Vpi Ve dQ — / opiv® dQ—
Qint,i Q Qint,i

/ op;v°d§) + / ap;v?dl + / ap;vdl’

Qint,i LintNI'R I'intNI'R

:/ fvddQ—i—/ fvch+/ qudF+/ quedl+
Qint,i Qint,i iniNIy IintNI'y

/ rotdl + / ro“dl’ (5.18)
IintNI'r IintNI'Rr

7

int,i

Considerando as formas bilineares definidas em (4.7), (4.20), (4.22), (4.25) e

(4.26), temos a formulacao variacional:
a(pi, vh) + a"(ps, v°) + ar(ps, v*) + ar(ps, v°) = b(v?) + b(v°) (5.19)

Novamente, como para a solugao exata temos p; = p¢ = p¢, logo a forma bilinear
N . d . .
de transferéncia de estabilidade a;“(p;, p;, v, v¢), as formas bilineares associadas ao
. d d
fluxo no contorno interno Qg% (ps, pi, v, v°) e Q7% (pi, i, v, 0,7, 5) e as formas
. 7d 7d
associadas ao fluxo no contorno externo Qam(pi,pi,vd,vc) e Q‘{,ext(pi,pi,vd,vc, s)
serao todas nulas. Deste modo, a expressao acima pode ser reescrita pela forma

variacional abaixo, tal qual a forma variacional do problema proposto em (4.35):

c c,d c c,d c
ah(pivvd) +ah(pivv ) _I_at (pivpi7vdvv ) _I_Qo,int(piapivvdav ) (520)
c,d c c,d c c, c
+Q1:int(pi7pi7 Ud? UL S) + QO,ext(piapi> Ud? v ) + Ql,izt(pi7pi7 Ud7 v, 3)

+ag(pi, v?) + ag(p;, v9) = b(vd) + b(v),

para todo (v?,v¢) € HM®ka 5 Fheke,
O que mostra que a segunda familia de formulagao Galerkin descontinuo-continuo

é consistente.
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Capitulo 6
Condensacao Estatica

Neste capitulo, serao estabelecidos os esquemas de implementacao computacional
para as duas familias de formulagoes descontinuo-continuo apresentadas anterior-
mente. Aqui, o problema de eliminacao da componente descontinua deve ser carac-
terizado como um problema bem-posto e o sucesso da formulacao depende direta-
mente desta caracterizacao. Caso esta condicao nao seja satisfeita, teremos o mesmo

esfor¢co computacional de um método Galerkin descontinuo cléssico.

6.1 Primeira formulacao HDG

Nesta formulacao, o problema de eliminacao local s6 serd bem-posto a partir de um
certo grau de refinamento da malha, informacao de entrada essencial para o gerador
de malha. Deste modo, com a andlise a seguir, serd possivel obter a especificacao

de qual deve ser a funcao de tamanho h 6tima.

6.1.1 O problema local

Com o objetivo de determinar o problema local, tome {2, um elemento fixado da

malha M" e considere o elemento v¥* € H™%*¢ dado por:

(6.1)

A 0, em$ — (Q.UT),
v =
vl € P*i(Q,) em Q,

e consideraremos p? a restricao de p? a €., onde p? representa a solugao do problema
variacional proposto da primeira familia de solugoes (4.28). Desta forma, quando p?

é solugdo de (4.28) segue que p? é solugao do problema variacional similar:

ah,e,loc(pcel,vg> + Q(e)lz(:;(peup ) ev )+ Qi itr)zct(peup 7Ue70 S)

e,loc e,loc e,loc

Oe:vt<pe>p? Ve, )+ 1emt(pe7ve70 S)+aR (pe7 e) belOC< Z)? (62)
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para todo v? € P*4((Q),) e onde as novas formas bilineares sdo dadas por:

) =),
(e)iilct(pg ) e’ ): QO,int(pdaptvvd’*aO))
iifft(pg 7%70 5) Qunt(pd pt vd’* 0, s),
e,loc

Oext(pg ) e’ ) QOext(p p Ud* O) (63)
iioxct(pive’o S) Ql ext(p 7vd’*707$)7

e loc
(pd,v?) = ar(p?, v™)
O novo funcional linear ¢ dado por

be,loc(vd

e

) — be’loc(?)d’*) (64)

Denotando por Ab¢!¢(0, o) a respectiva forma bilinear associada ao problema

variacional local definidos por (6.2), podemos deduzir que:

Abeloc(o ) = a1 (o, m) 4+ Qe (0,0,m,0) + QT (,0,1,0, 8) +
o (9,0,m,0) + QU (p,n,0,8) + a (e, n), (6.5)

para todo (¢,n) € P*(Q,) x Pk (Q,).
J& o respectivo funcional linear associado ao problema variacional local definido

em (6.2) sera denotado por B1%°¢(0) e definido por:

B (n) = 07(n) — Q5 (0.0%,m,0) = Q70,91 0,5) (6.6
— QGen(0,0,1,0)

para todo n € P*a(Q,).
Desta forma, o problema de eliminagao da componente descontinua no nivel de
elemento, para a primeira familia HDG é dado de maneira equivalente pelo problema

variacional

Abeloc(pd py — Bheloe(py yn e PRa(Q,). (6.7)

6.1.2 Determinagao da funcao de tamanho h

Nesta secao, apresentaremos a determinacao da funcao de tamanho a ser fornecida
ao gerador de malhas de tal modo que o problema local seja bem-posto.
Com este proposito, considere CI” > 0 uma constante real que nao depende dos

parametros da malha, dependendo somente da distorcao dos elementos. Ela sera
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definida por:

cr o~ L. (6.8)

CP,*’
DinJ? / Din}?
g Al
/ )2

/ D|Vn|*dS
Qe

CP* = sup

e

(6.9)

onde n € P¥(Q.), k > 1 e n # constante.
Como P*(€,) possui dimensao finita, segue que existe C7° > CPlduas cons-
tantes positivas tais que 0 < CP0 < CF < CPL

Em seguida, considere a constante C% definida abaixo:
D 2
/ Dnl® .,
Qe (he)
2 2
/ Dinf - o / Dinl®
FeNling he r'e.n'p he

onde n € P*(Q.), k > 1 e n # constante.

Devemos observar que a constante real C" e Cf sao independentes dos parame-

Ce =inf

(6.10)

tros de malha, dependendo somente do grau k do polinomio n. Como P*(£,) possui
dimensao finita, segue que C§ > 0.

Agora, introduzimos a seguinte norma em P (,):

cr D|p|?
2— DIV |?dQ / dQ 6.11
o lP= / Vel dr+ o2 | 55 (6.11)

onde, para todo n € L?(Q.) a componente constante 77 ¢ dada por

fQ Dn dQ
=N+7 d = —F—— 6.12
n=1+17 onde 7 [, Do (6.12)
Das definigoes em (6.12) temos
/ D#d2 = 0. (6.13)
Qe

Para obter a prova da continuidade e da coercividade do problema local apre-

sentado, é necessario estabelecer os seguintes lemas:
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Lema 1 Para todo p € H* (), temos a desigualdade

. .o )2 a2
([ DIy [ DT )
I'eNlint ﬁint Ir.nI'p ﬂe,t

1
ﬁ ,min Q.

onde BO™" = inf {e e {1,--- , Na}}.

Prova  Este resultado segue diretamente das definicoes de [ dadas nas equacoes
(4.12), (4.16), (4.19) e (4.23). O

Além disto, da inequacao de Poincaré, para todo €2., temos:

o2 P |2I° |2I°
D|V@l2dQ > C. D aQ+ | D—=——adl'|, (6.14)
Qe Qe (he)2 Ie he
onde C” > ( ¢ definido na equagao (6.8).

Lema 2 Se, para todo ()., o refinamento da malha satisfaz

CP
—Cf, + 2 >0, (6.15)

)

onde C%, = sup{ D((?)

entdo, para todo o € H'(S),), tem-se a desigualdade:

(he); o € Qe} > 0 e CI ¢ como definido em (6.8),

1
/D|w|2d9—/ a¢2dQ>—/ D|V|* dQ+
Q. Q. 2 Ja.

cr D|3P? DI P [ g
¢ 5 dQ) — C¢ ds? < D dr
(2 NO) /Q (he)? NO/QE )2 T2 / I

Prova  Das definigoes (6.12) e (6.13), Vo € H'(€.), obtemos

he)? D
—/ w?dgz_/ o(he)” D¢ 1) 5
Qe Qe

D (he)?
Dy? / D¢l / Digl?
—C5 ——dQ) = —C¥ ——d) — C¥ df)
No /Qe (he)2 No Qe (he)2 No Qe (he)2

Usando a desigualdade definida em (6.14), temos o resultado desejado. O
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Lema 3 Se B3, e 3% sao tais que

B or o B0 or g (6.16)
D ¢ D e e

entao, temos a sequinte desigualdade

1 - et CP DI|& 2
—[/ &sOQdFJr/ a gonr}Jr e/ﬂdr>
2 'l hi’Rt I.NI'p he 2 Ie he

P ~12
Ce / DIel 1o
4016“ Qe (he)2

Prova  Para todo ¢ € H(£2,) temos

[ . et
/ @QDQdF—F/ b ¢2dr] _
IeN@ing Ring I.NI'p he

DN | —

i . Dp? et D2
FemFint D hlnt FeﬁFD D he

2

Note que, da equagao (6.12), temos @? < 2[p? + ¢?]. Tomando a constante C%

como definida na equagao (6.10) e as hipoteses para f;,; e %', temos que

Bint o / gt 2 cr D|95|2
—p dl+ o dl'| + — | ——dI['>
{Aﬂ[‘int h’int I'eNI'p he 2 Ie he
D 2 D 2 D ~12 D ~12
c U || dF+/ el dF+/ |l dF+/ |2 dF}
2 TeNline h'e IeNl'p he TeNline h‘e IeNI'p h’e

P =12 —12 P —12
2 C_e |:/ Dl%p‘ dl” _|_/ D|SO| dF:| 2 Cie / D|g0’2 dQ
4 TIeNling he I'eNI'p he 4012 Qe (he)

N | —

Q
&

O
Lema 4 Se o refinamento da malha de elementos finitos atende a restricao
crk cr
Cr. < —= = 6.17
w<inf { G} (6.17
onde C$. ¢ definido em (6.10) e
O > 4 (6.18)
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entao,

1
[ oot~ [ oo o [ Divepaos
Qe Q. 67mzn Q.
1 / Bint 2 / ﬁe’t 2 9
5 —p dl'+ > dl| > e
2 |: TNt hint .nl'p he || ||

Prova  Usando a norma definida em (6.11), Lemas 2 e 3 temos que

/ D|w|2d9—/ op” dQ — — / D|V|* dQ+
Q. Q. 6 ,min
1 / ﬁint 2 / Be,t 2
- o2l + = _p2dlr| >
2 |i TNl hint FeﬁFD h’e

1 cy Dig]* D|p|?

- D 240 ¢ Q- C¢ L0
(2 ﬂOmm)/ |V90| d +( 9 ON()) /P (he) d CNO /e (he)Q dSd+
P DI|& 2 1 ) e,t
Ce / |90|2 dF+—[/ @gp%uwr/ b ¢2dr}>

2 Ie (he) 2 TeNline hi’VZt I.NI'p he

L G D¢l

- D 240 dQ
<2 60”“”)/ Ve *( 2 CNO) /g 7 T

cr DigP 1 cr D|g|?
— _C¢ dQ) > D 240 dQ) =
(40; N°> / Ty M2, PV +808/ (. M= llel o

Teorema 1 Se as condigdes dadas em (6.15), (6.16), (6.17)e (6.18) sao satisfeitas,

entdo a condensacao estdtica da presente formulacdo € um problema bem-posto.

Prova O problema da eliminacao local de um componente descontinuo, nesta
formulacao, serd um problema bem-posto somente se a forma variacional associada

for continua e coerciva.

Considere a seguinte identidade

|z - y| = % -Olyl, Yo,y € R, V0 >0 (6.19)
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e a desigualdade

1
o] o] < Gl + 5l Y,y € Ree > 0. (6.20)
Usando a defini¢do dada na equagao (4.1), a identidade dada na equacao (6.19)
hin % ET he 2
com 0 = (ﬁ t) para multiplicar o fluxo em (I, N I},;) e com 0 = (ﬁet) para
int ’

multiplicar o fluxo em (I.NIp) e a desigualdade de Cauchy-Schwartz, obtemos que
o funcional linear B1*¢(0) é continuo assim como a forma bilinear Ab%¢(o o) é
continua na norma definida pela equagao (6.11) para p = 1.

Portanto, nossa formulacao variacional é continua.

Além disto, de modo a provar sua coercividade, utilizando (6.12) temos:

1
agdeQ—ﬁojmm/ D|V|?d2 +

e

6int 2 /86775 2
Pint 2 qp + p2dl’ (6.21)
TeNlyne hint I'eNI'p he

wrieg 5 [ Dt |
Qe Q

N | —

para todo ¢ € P*a(Q,).
Da desigualdade (6.21) e do Lema 4, obtemos

AL (o,0) 2 @ |? Yo € PR(Q), (6.22)

e podemos afirmar que esta forma é fortemente coerciva em P*¢({),) com a norma
dada pela equagao (6.11).

Como esta forma é continua, o funcional linear é continuo também. Segue do
Teorema de Laz-Milgram que o problema definido na equagdo (6.7) possui somente

uma solucao.
O

Deste modo, se as condigoes do Teorema 1 sao satisfeitas, o problema da elimina-
¢ao local da componente descontinua no nivel de elemento é um problema bem-posto
e, portanto, temos um problema global com o mesmo esfor¢co computacional de uma
formulagao continua.

Para isto, dos Lemas (1) até (4), a fun¢ao de tamanho deve satisfazer as restri¢oes
dadas por (6.15), (6.16), (6.17) e (6.18).

Observacio  E importante observar que em nenhum ponto da prova do Teorema
1 a condicao de continuidade do espaco traco foi imposta. Deste modo, nds conjec-
turamos que a andlise desta funcao de tamanho seja véilida também para espacos

trago descontinuos.
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6.2 Segunda formulagao CDG

A segunda familia CDG possui as formas bilineares de transferéncia de estabilidade,
que podem ser exploradas com o objetivo de garantir a eliminacao da componente

descontinua em funcao da componente continua a nivel de elemento.

6.2.1 O problema local

De maneira similar ao proposto na Secao 6.1.1, tomemos um elemento fixado €2, e

o elemento v®»* € H™%*¢ dado por:

iv |} 0,emQ—(Q.UTI),

ol 6.23
{ vl e PFi(Q,) em Q, ( )

e consideraremos p¢ a restrigao de p? a ., onde p? representa a solugao do problema
variacional da segunda familia proposto na Equacao (4.35).

Tome novamente a forma de transferéncia de estabilidade af’d’e apresentada na
Equagao (4.33) e reapresentada aqui na Equacgao (6.24) sob as mesmas condigoes
(wh, vd) € Hhdka 5 [hdba o (ye y¢) € Hheke 5 [hiche,

(6.24)
it (ututtod) = [ [t - un)d = o)+ 9t ) V(- )| do
sendo pj = 0 e pf > 0.

E reapresentando também sua respectiva forma bilinear global:
af (wl, we, v?, ve) Za“le w?, we, v vE). (6.25)

Quando p? ¢ a solugdo do segundo problema variacional proposto em (4.35),

segue que p? é a solugdo do problema variacional abaixo:

a" e (pd vf) + ag (o, 0) + QG (p 7, v, 0) (6.26)
QT (0 02, 0,7, 8) + Qi (17,02, 0) + Qe (0, p°, vl 0, 9)
_i_a;ZOC(pe’ e) . beloc( 3)7

para todo v? € P (,) e onde as novas formas bilineares locais loc sao definidas
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como:

ay ™' (pl, p° 02, 0) = ap(p?, p°, 0™, 0),

Gon (0, 0%, v, 0) = Q6 (0%, p%, 0™, 0),

Tl p% 0%, 0,7,8) = Q5 (b7, v, 0,7, 9) (6.27)
Go (0l p°, vl 0) = Q6L (0, p°, ™", 0)

iixetloc(pg 7U670 s) = iixt(pd’pc’vd,*’o’s)

Denotamos por A%¢¢(0 o) a forma bilinear associada ao problema variacional

local proposto na Equagao (6.26) e a definimos por

e,loc e,loc c,d,e,loc c,d,e,loc
AP () = a" % (p,m) + ™ (9, 0,1, 0) + Qg (,0,7,0) (6.28)
c,d,e,loc c,d,e,loc c,d,e,loc e,loc
+Q1,z’nt (@70777707’773) + QO,eact (307077770) + Ql,ea:t (9070 7770 5) + aR (90777)

para todo (p,n) € P*(Q,.) x Pk (Q,).
Ja o funcional linear associado ao problema variacional local definido em (6.26),
¢ denotado por B%4!¢(0) e definido por:

BAe4(n) = b () — ap ™o (0,p7,,0) — Qo (0,0, 0) (6.29)

sdhel el Jdie,l
- iz‘net 00(07pc77]707778) - (c]7ezet 06(07])677770) - iezet 06(071)6777707 S)
para todo n € P*a(Q,).
Desta forma, o problema de eliminagao da componente descontinua no nivel de
elemento, para a segunda familia de formulacoes, é dado de maneira equivalente

pelo problema variacional

AQ,e,loc(pCel’ ’I'}) — B2’E’ZOC(T]), VTI c Pkd(Qe), (630)

6.2.2 Existéncia e unicidade da solucgao

A segunda familia proposta neste trabalho, ao utilizar as chamadas funcoes de trans-
feréncia de estabilidade num parametro adequado a ser escolhido, faz com que a
limitagao do tamanho da malha seja desnecessaria. Estas fungoes a; estao presentes

na composicao dos funcionais lineares desta familia como discutido na Secao 4.2.

Teorema 2 Se p§ > max(o.h.)? em cada elemento Q. C Q entdo a forma variaci-

onal da formulacao CDG descontinuo-continuo € um problema bem-posto.

Prova O problema da eliminacao local da componente descontinua, nesta for-
mulacao, serd um problema bem-posto somente se a forma variacional associada for

continua e coerciva.
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De modo analogo ao feito na Secao 6.1.2 para a primeira formulagao, tome a

definicado dada na Equacdo (4.1), a identidade dada na Equagdo (6.19) com 6 =

(Z’m) 2 para multiplicar o fluxo em (I, N [},;) e com 0 = (%) : para multiplicar
0 ﬂlg}t(o em (I, N Ip) e a desigualdade de Cauchy-Schwartz, destas obtemos que
o funcional linear B*%¢(o) ¢ continuo assim como a forma bilinear A%%¢(o, o)
é continua na norma definida pela Equagao (6.11) para ¢ = 1. Portanto, nossa

formulagao variacional é continua.

Além disto, devemos provar sua coercividade. Para isto, lembrando que para
a segunda familia v € [0, 1], utilizaremos a defini¢do (6.28) e as formas bilineares
associadas & segunda formulagao definidas na Sec¢ao 4.2. Observe que, para (p,n) €
P*a(Q,), a forma bilinear A%%!¢(¢, ) associada ao segundo problema variacional,

se n = ¢, serd definido localmente por:

A%eloc(p ) = /D|V<pl2d9—/ 0¢2d9+/ [pozso”pilvwlz} s
Qe Qc Qc (he)

+ / @cﬁ dF—/ yD|V - m|dD (6.31)
Fem[‘int hint FemFint

+ / —chdF—/ DV@Q-ﬂédf—F/ ag®dl.
I'eNI'p he I'eNI'p T'enlp

Utilizando as desigualdades do Lema 1 e do Lema 3 da Secao 6.1.2 obtemos a

expressao
1
AQ’EJOC(S@7@) = / D|VQO|2 dQ—/ 0@2 dq) — o / D|V(p|2 dQ +
Qe Qe 5 ,min o
1 / ﬁint 2 / € 9
2 Tt dl+ —*dl 6.32
2 |: TeNline hint I.nI'p he ( )

o o e 2
+ / [ "+ pi|Vp }dQ.
aQ, (he)2 1’ |

Logo, de acordo com o resultado do Lema 4, teremos que a forma bilinear asso-

ciada seré tal que A%%¢(p, ) >|| ¢ ||* somente se

/ {(ffo)ﬂ)z + pflV@]Q] >0 (6.33)
onde a norma || o || ¢ a mesma definida em (6.11).

Note que, uma vez que pf > 0 e pj > 0, na forma de transferéncia de estabilidade
af’d(go, 0,7,0), devemos majorar um valor para a constante p§, de modo que nao torne
a expressdo negativa. Tomando p¢ > max(o.h.)?, em cada elemento €., o termo

serd sempre nao-negativo.
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Deste modo, da desigualdade (6.32) e do Lema 4, obtemos

A0, 0) = e | Vo € PR () (6.34)

e podemos afirmar que esta forma é fortemente coerciva em P*¢({),) com a norma
dada pela Equacao (6.11).
Como esta forma é continua, o funcional linear é continuo também. Segue do

Teorema de Laz-Milgram que o problema definido na Equacao (6.30) possui somente
uma solucao.
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Capitulo 7
Resultados numéricos

Neste capitulo apresentaremos os experimentos numéricos que verificam as propri-
edades de aproximacao assim como a precisao e a robustez das formulacoes HDG
e CDG propostas nesta tese. Estes experimentos foram elaborados em rotinas na
linguagem C-++-, como uma extensao de um programa computacional desenvolvido
no LAMEMO (Laboratério de Métodos de Modelagem e Geofisica Computacional -
PEC/COPPE/UFRJ) para formulagoes Galerkin descontinuo-continuo aplicados a
outros problemas de interesse da Geofisica.

Com este objetivo, serao apresentados exemplos numéricos para as duas formu-
lagoes em malhas quadradas, como o modelo da Figura 7.1, com diferentes refina-

mentos.

Figura 7.1: Modelo de malha quadrada utilizada em todos os experimentos.

Os experimentos foram realizados em uma méaquina com processador Intel Core
i7 e com 16Gb de memoria RAM. As malhas utilizadas possufam refinamento de
60, 80 e 120 particoes, seguindo o modelo de malha mostrado na Figura 7.1. Para
ambas as formulagoes, foram consideradas formas antissimétricas, isto é, s = 1.

Além disto, foi utilizado o parametro de estabilizacdo 3%¢ = 7,5 na formulacao HDG
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descontinuo-continuo via espago trago continuo em todos os experimentos pois foi
aquele que permitiu a melhor performance do método. Em todas as simulagoes do
método HDG, as malhas foram geradas usando a fun¢ao de tamanho h satisfazendo
as restricoes do Teorema 1. Ja para a formulacao descontinua-continua CDG, o
parametro de estabilizacao utilizado foi 3%¢ = 2,25 e o parametro py foi calculado
pela expressao py > max(o h)? deduzida na Se¢ao 6.2.2. Adicionalmente, no método
CDG, foram utilizados p; = py € v = 0,5. Consideramos o coeficiente de difusao
D=1em Qe K? =0 em  para as duas formulacoes.

Os elementos quadrangulares configuram malhas de elementos finitos de igual-
ordem lagrangeanos bilineares (Q1-Q1) sendo, entdo, também estaveis para a for-
mulagao de Galerkin continuo classico (CG). Deste modo, foi incluido a formulacdo
CG em nossos experimentos com condi¢ao de contorno de Dirichlet fraca. Foram
utilizados 8 elementos por comprimento de onda na interpolagao, de modo a atender
a restricao “Kh constante” discutida na Secao 2.3.

Em todos os experimentos, foi utilizado o mesmo problema homogéneo: uma
onda plana em meio infinito, com solugao exata (E) conhecida variando o angulo 6

da onda para cada exemplo.

7.1 Exemplo 1: Problema homogéneo com 6 =

N

Neste experimento, simulamos o seguinte problema:

V2P 4+ K?P =0em 9,
com C.C.: (7.1)
P = cos[K(cos(f) - z +sen(f) - y)] em 0N

onde K > 0 é uma constante real, 002 é a fronteira de Q e 2 = [0, 1] x [0, 1].
A solugao exata é dada por P = cos [K(cos(f) -  +sin(f) - y)] em Q e pode ser

visualizada na Figura 7.2.

s
4
interpolacao Q1 para a variavel trago também denominada de variavel hibrida.

Aqui, é usado o valor de # = T, interpolacao Q1 para a variavel descontinua e

O objetivo deste experimento é verificar a performance das duas formulagoes
propostas (HDG e CDG) em comparagdo com o método Galerkin continuo (CG)
assim como comparar o esforco computacional de ambos, em trés seccoes diferentes
para cada direcao x e y. Para a formulacdo CDG descontinua-continua foi plotada
somente a componente continua da solucao pois as duas componentes do método

apresentaram resultados similares.
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Value of P

Value of X Value of Y

Figura 7.2: Representacao da solucao exata da Equagao 7.1 para K = 16.

7.1.1 Resultados para niimero de onda K=16
Seccao x=0,5m

E possivel observar na Figura 7.3 que utilizando K = 16 tanto os métodos propostos
nesta tese HDG e CDG quanto o estabelecido método CG possuem boa precisao,

na seccao x=0,5m, com a quase eliminacao dos erros de amplitude e de fase.

15

——E

—+—CG

—5—HDG
——CDG

Value of P

0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 07 08 0.9 1
Value of Y

Figura 7.3: Solugoes Exata (E), CG, HDG e CDG para a seccdo z = 0.5m em
parti¢ao de 60x60, 0 = 7 e K = 16.

E importante observar que esse resultado é obtido ja na malha com 60 elementos,
sem a necessidade de aprimorar o refinamento desta. Em GRIESMAIER & MONK
[37], é utilizado o mesmo valor de K para uma formulagao mista usando espago
traco descontinuo. Uma vez que nao foi utilizada nenhuma técnica de otimizagao de
processamento computacional nas formulacoes propostas aqui, conjectura-se a alta

competitividade destas.
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7.1.2 Resultados para nimero de onda K=45

A solucao exata, a solucao do método CG, solucao do método HDG proposto e a
solucao da componente continua do método CDG para K = 45 sao apresentados
abaixo para as seccoes r = 0,25m, x = 0,5m, z = 0,75m, y = 0,25bm, y = 0,5m e
y = 0,75m. O valor de K usado pode ser considerado como moderadamente alto.
Devemos observar que este valor de K é quase trés vezes maior que o maior valor
de K usado em GRIESMAIER & MONK [37]. Além disto, convém frisar que a
formulagao apresentada por estes autores é uma formulacao mista usando espaco
traco descontinuo, e portanto, acreditamos ter um custo computacional maior para

0 processamento.

Seccao x=0,25m

E possivel observar na Figura 7.4 que, para uma malha de 3600 elementos Q1, os
métodos CG e HDG apresentaram significantes erros de amplitude. Ja o método
CDG apresentou melhor precisao, com resultados levemente inferiores a solucao
exata. Para malhas com particao 80x80, a Figura 7.5 mostra uma leve reducao no
erro de amplitude para os métodos CG e HDG novamante com desempenho superior
do método CDG. J4 a Figura 7.6 indica que, com o aumento do refinamento, todos
os métodos possuem bons resultados com a quase eliminacao do erro de amplitude

nas trés metodologias.

Seccao x=0,5m

De modo similar, podemos observar na Figura 7.7 que os métodos CG e HDG apre-
sentam resultados similares com alto erro de amplitude para uma particao 60x60.
Nesta particao, o método CDG demostra resultados superiores para este problema.
Na Figura 7.8, o erro de amplitude decai consideravelmente para os métodos CG e
HDG com a quase eliminacao do erro de amplitude para estes métodos. Ja a Figura
7.9 mostra que, com grande refinamento na malha, os trés métodos possuem bom

desempenho com a quase total eliminagao do erro de amplitude.

Seccao x=0,75m

A Figura 7.10 mostra resultados com bastante poluicao para os métodos CG e
HDG. Observa-se que, conforme aumenta o valor de y, o erro de amplitude nestes
dois métodos aumenta. Ja o método CDG apresenta resultados bem superiores, com
baixo erro de amplitude. Na Figura 7.11 é possivel ver que com o refinamento da
malha os resultados para os métodos CG e HDG tiveram significativa melhora e na

Figura 7.12 as trés técnicas em andlise apresentaram boa acuricia nos resultados
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Figura 7.4: Solugoes Exata (E), CG, HDG e CDG para a seccdo x = 0.25m em
partigao de 60x60, 0 = 7 e K = 45.
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Figura 7.5: Solugbes Exata (E), CG, HDG e CDG para a sec¢do x = 0.25m em
partigao de 80x80, 6 = T e K = 45.

15

——E
—+—CG
—5-HDG
—%—CDG

Value of P

0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Value of Y

Figura 7.6: Solugoes Exata (E), CG, HDG e CDG para a seccdo x = 0.25m em
partigao de 120x120, 0 = 7 e K = 45.
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Figura 7.7: Solugoes Exata (E), CG, HDG e CDG para a seccdo = = 0.5m em
partigao de 60x60, 0 = 7 e K = 45.
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Figura 7.8: Solugoes Exata (E), CG, HDG e CDG para a sec¢do = = 0.5m em
partigao de 80x80, 6 = T e K = 45.
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Figura 7.9: Solucgoes Exata (E), CG, HDG e CDG para a seccdo r = 0.5m em
partigao de 120x120, 0 = 7 e K = 45.
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numéricos para uma malha de 14400 elementos Q1, com a quase eliminacao do erro

de amplitude e de fase.

Seccao y=0,25m

Na Figura 7.13 podemos observar que os métodos CG, HDG e CDG se comportam
em uma malha de 60x60 de modo muito similar ao apresentado na seccao x = 0, 25m:
as formulacao CG e HDG apresentam resultados similares com substancial erro de
amplitude para valores x < 0,5m. Ja o método CDG apresenta boa acuréicia com
resultados proximos a solucao exata. Ja as Figuras 7.14 e 7.15 mostram que conforme
a malha é refinada, os métodos respondem melhor com a quase eliminacao do erro

de amplitude e sem apresentar erro de fase.

Seccao y=0,5m

Na Figura 7.16 é possivel observar que os métodos CG e HDG apresentam substan-
cial erro de amplitude e erro de fase, para uma malha de 3600 elementos, ao passo
que o método CDG apresenta resultados mais acurados. Na Figura 7.17 observa-se
que os métodos CG e HDG continuam apresentando resultados similares com no-
tavel erro de amplitude. No entanto, com o refinamento para uma malha de 6400
elementos, houve melhora nos resultados. De acordo com a Figura 7.18, com uma
malha de 14400 elementos, os trés métodos analisados aqui apresentaram resultados
numéricos precisos com a eliminagao do erro de fase e, praticamente, eliminacao do

erro de amplitude.

Seccao y=0,75m

A Figura 7.19 mostra que, novamente, os resultados apresentados por CG e HDG
sao similares para uma malha com 60 particoes , no entanto, com consideravel erro
de amplitude e moderado erro de fase, em especial para valores z > 0,5m. A
parte continua do método CDG possui melhor resultado, subestimando por pouco a
solugao exata. A Figura 7.20 mostra uma melhora no desempenho dos métodos CG
e HDG numa malha com 80 particoes mas ainda com expressivo erro de amplitude.
Com o refinamento da malha, os trés métodos apresentam bons resultados com a

eliminacao do erro de fase e a quase eliminagao do erro de amplitude.

51



——E
——CG
~=-HDG
L |—+—cDpG

Value of P

0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Value of Y

Figura 7.10: Solugdes Exata (E), CG, HDG e CDG para a seccao x = 0.75m em
partigao de 60x60, 0 = 7 e K = 45.
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Figura 7.11: Solugbes Exata (E), CG, HDG e CDG para a sec¢ao x = 0.75m em
partigao de 80x80, 6 = T e K = 45.
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Figura 7.12: Solugbes Exata (E), CG, HDG e CDG para a seccao x = 0.75m em
partigao de 120x120, 0 = 7 e K = 45.
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Figura 7.13: Solugoes Exata (E), CG, HDG e CDG para a seccao y = 0.25m em
parti¢ao de 60x60, 0 = 7 e K = 45.
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Figura 7.14: Solugées Exata (E), CG, HDG e CDG para a sec¢io y

= 0.25m em
partigao de 80x80, 6 = T e K = 45.
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Figura 7.15: Solugoes Exata (E), CG, HDG e CDG para a seccao y = 0.25m em
partigao de 120x120, 0 = 7 e K = 45.
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Figura 7.16: Solugoes Exata (E), CG, HDG e CDG para a secgdo y = 0.5m em
particao de 60x60, 0 = 7 e K = 45.
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Figura 7.17: Solugbes Exata (E), CG, HDG e CDG para a secgdo y = 0.5m em
partigao de 80x80, 6 = T e K = 45.
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Figura 7.18: Solugoes Exata (E), CG, HDG e CDG para a secgdo y = 0.5m em
partigao de 120x120, 0 = 7 e K = 45.
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Figura 7.19: Solugoes Exata (E), CG, HDG e CDG para a seccao y = 0.75m em
partigao de 60x60, 0 = 7 e K = 45.
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Figura 7.20: Solugoes Exata (E), CG, HDG e CDG para a sec¢do y = 0.75m em
partigao de 80x80, 6 = T e K = 45.
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Figura 7.21: Solugoes Exata (E), CG, HDG e CDG para a seccao y = 0.75m em
partigao de 120x120, 0 = 7 e K = 45.
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Anailise dos Resultados do Exemplo 1

De modo geral, é possivel observar neste exemplo que os métodos CG e HDG apre-
sentam desempenho inferior ao método CDG, com significante erro de amplitude
para malhas com pouco refinamento na quase totalidade das seccoes analisadas, tor-
nando clara a superioridade da formulacao CDG. Fica claro também a presenca de
poluicao do erro que contribui para o erro de amplitude obtido, especialmente nas
seccoes x = 0,25 e x = (0, 75 assim como nas sec¢oes y = 0,25 e y = 0, 75.

E importante observar que, para 6 = %, praticamente nao houve erro de fase nas
solucoes apresentadas, para os trés métodos numéricos CG, HDG e CDG analisados,
em todas as secgoes.

Deve-se notar que apesar de resultados similares em todas as seccoes, o método
HDG proposto aqui possui um potencial superior ao classico CG. Nele, é possivel o
desenvolvimento de enriquecimentos locais nos espacos de aproximagao assim como
o desenvolvimento de formalismos Petrov-Galerkin como os desenvolvidos por DTAS

et al. [41], os quais nao sao facilmente obtidos para a formulacao CG classica.
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7.2 Exemplo 2: Problema homogéneo com 6 =

wl

Neste exemplo, também consideramos o problema homogéneo:

V2P + K?P=0em (,
P = cos[K(cos(f) - x +sen(f) - y)] em 0N (7.2)

onde, novamente, K > 0 é uma constante real, 9 é a fronteira de Q2 = [0, 1] x [0, 1]
e, agora, 0 = Z.

Novamente utilizamos interpolacao Q1 para a varidvel descontinua nos métodos
HDG e CDG além da interpolacao Q1 para a variavel traco com o objetivo de
verificar a performance dos métodos propostos nesta tese em comparagao com o

método Galerkin continuo classico.

7.2.1 Resultados para niimero de onda K=16
Seccao x=0,5m

E possivel observar na Figura 7.22 que os trés métodos analisados CG, HDG e CDG,
na secgao r = 0,5m, para nimero de onda baixo K = 16, apresentam resultados
numéricos similares, muito proximos a solucao exata do problema dado na Equacao
7.2.

Assim como no Experimento 1, os resultados da seccao y = 0.5m e de outras
secoes sao similares as apresentadas aqui para a seccao x = 0.5m e por isso nao

serao apresentadas.
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Figura 7.22: Solugbes Exata (E), CG, HDG e CDG para a sec¢gdo x = 0.5m em
partigao de 60x60, 6 = T e K = 16.
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7.2.2 Resultados para nimero de onda K=45

A solucao exata, a solucao do método CG, solucao do método HDG proposto e a
solucao da componente continua do método CDG para K = 45 sao apresentados nas
subsecoes abaixo para as seccoes x = 0,2bm, x = 0,5m, x = 0,75m, y = 0,25m,
y=0,5m e y = 0,75m. Novamente, observamos que este valor de K usado implica
em um numero de onda moderadamente alto.

Assim como no Experimento 1, observamos que o valor de K aqui escolhido é
quase trés vezes maior que o maior valor de K usado em GRIESMAIER & MONK
[37], numa formulac¢ao mista usando espago traco descontinuo, o que caracteriza um

custo computacional superior as formulagoes propostas nesta tese.

Seccao x=0,25m

As Figuras 7.23, 7.24 e 7.25 apresentam as simulacoes numeéricas para o problema
proposto na Equacdo 7.2 para K = 45 na seccao constante x = 0,25m. Como
comentado anteriormente, este valor de K é considerado como moderadamente alto.

E possivel observar na Figura 7.23 que para uma malha regular com 3600 ele-
mentos, o método CG apresenta o pior desempenho com expressivo erro de fase
e de amplitude, seguido do método HDG. O método CDG possui melhor desem-
penho, praticamente eliminando o erro de fase porém ainda apresentando erro de
amplitude. Com o refinamento da malha para 80 particoes, conforme Figura 7.24,
o desempenho dos métodos melhora com reducao expressiva do erro de fase para os
métodos CG e HDG. J4 a Figura 7.25, mostra que numa malha de 14400 elementos
Q1, os trés métodos apresentam respostas similares onde o erro de fase é eliminado,

no entanto sem a eliminacao do erro de amplitude, subestimando a solucao exata.

Seccao x=0,5m

A Figura 7.26 mostra que para na seccao constante x = 0,5m, para K = 45 e
uma malha regular com 60 partigoes, os métodos HDG e CDG propostos nesta tese
possuem desempenho superior ao método ja estabelecido CG, este ultimo com erro
de fase mais expressivo. Com o aumento do refinamento da malha para 80 particoes,
como mostra a Figura 7.27 o desempenho dos métodos HDG e CDG se aproxima
da solucao exata. Por sua vez, o método CG continua apresentando significativo
erro de fase e erro de amplitude. Por fim, a Figura 7.28 mostra que na malha mais
refinada, com 120 particoes, os trés métodos em andlise possuem comportamento
similar. No entanto, apresentam grande erro de amplitude frente a solucao exata do

problema.
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Figura 7.23: Solugbes Exata (E), CG, HDG e CDG para a sec¢ao x = 0.25m em
particao de 60x60, § = 5 e K = 45.

1ra

—6—E
—&—HDG
—4— CDG

Value of P
o

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Value of Y

Figura 7.24: Solugbes Exata (E), CG, HDG e CDG para a seccao x = 0.25m em
partigao de 80x80, 6 = F e K = 45.

1r&G

——E
77 | —*—CG
—8-HDG
—©—CDG

05

/
i

0) g
i)

(]

Value of P

-051

Figura 7.25: Solugbes Exata (E), CG, HDG e CDG para a sec¢do x = 0.25m em
partigao de 120x120, 0 = § e K = 45.
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Figura 7.26: Solugbes Exata (E), CG, HDG e CDG para a sec¢do x = 0.5m em
partigao de 60x60, 6 = e K = 45.
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Figura 7.27: Solugoes Exata (E), CG, HDG e CDG para a seccao x = 0.5m em
parti¢ao de 80x80, 6 = § e K = 45.
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Figura 7.28: Solugbes Exata (E), CG, HDG e CDG para a sec¢ao x = 0.5m em
parti¢ao de 120x120, § = § e K = 45.

60



Seccao x=0,75m

As Figuras 7.29, 7.30 e 7.31 mostram os resultados numéricos na sec¢io constante
xr = 0,75m para diferentes refinamentos de malha. Para uma malha regular de
3600 elementos Q1, a Figura 7.29 mostra que todos os métodos apresentam erro de
amplitude, com pior desempenho para o método CG. Na Figura 7.30 o desempe-
nho de todos os métodos sao mantidos numa malha de 6400 elementos, ainda com
expressivo erro de amplitude do método CG. J4 a Figura 7.31 mostra que com o re-
finamento da malha para 14400 elementos, o desempenho dos trés métodos é similar

com a quase eliminacao do erro de amplitude e apresentando ligeiro erro de fase.

Seccao y=0,25m

Nas Figuras 7.32, 7.33 e 7.34 estao plotadas as solugoes obtidas para o problema
proposto com 60, 80 e 120 particoes, respectivamente. A Figura 7.32 mostra que, na
malha de menor refinamento com 3600 elementos Q1, os trés métodos CG, HDG e
CDG apresentam poluicao ao longo do intervalo analisado. O pior desempenho ¢ do
método CG, no entanto tanto o método HDG quanto o método CDG apresentam
consideraveis erros de amplitude e de fase. A Figura 7.33 mostra que, conforme é
aumentado o refinamento da malha, os métodos HDG e CDG melhoram seu desem-
penho se aproximando da solucao exata, com a quase eliminacao do erro de fase. O
método CG também apresenta melhora apesar de ainda apresentar notavel erro de
amplitude. Para uma malha de 120 particoes, os trés métodos possuem a mesma

resposta, com presenca de erro de amplitude, conforme observado na Figura 7.34.

Seccao y=0,5m

Quando tomamos a seccao constante y = 0, 5m verificamos que, na malha de 3600
elementos Q1, os trés métodos apresentam expressivos erros de amplitude e ligeiro
erro de fase, sendo que os métodos HDG e CDG possuem respostas similares e o
método CG tem o pior desempenho, como pode ser visto na Figura 7.35. Ja a Figura
7.36 mostra uma significativa melhora do método CG quando a malha possui 6400
elementos Q1, porém os trés métodos em anélise possuem, agora, solu¢oes parecidas
mas com bastante poluicao. Na Figura 7.37 é possivel observar que numa malha
de 14400 elementos Q1 os métodos CG, HDG e a componente continua do CDG
possuem respostas parecidas com significativa reducao do erro de fase e pequeno

erro de amplitude no intervalo analisado.

Seccao y=0,75m

Na Figura 7.38 é possivel observar que a componente continua do método CDG é

o que apresenta melhor resposta. Por outro lado, os métodos HDG e CG oscilam
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Figura 7.29: Solugbes Exata (E), CG, HDG e CDG para a sec¢do x = 0.75m em
partigao de 60x60, 6 = § e K = 45.
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Figura 7.30: Solugdes Exata (E), CG, HDG e CDG para a seccao x = 0.75m em
parti¢ao de 80x80, 6 = F e K = 45.
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Figura 7.31: Solugbes Exata (E), CG, HDG e CDG para a sec¢ao x = 0.75m em
partigao de 120x120, § = § e K = 45.

62



——E
—+—CG
—=—HDG
—<— CDG

Value of P

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Value of X

Figura 7.32: Solugoes Exata (E), CG, HDG e CDG para a seccao y = 0.25m em
parti¢ao de 60x60, 6 = e K = 45.
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Figura 7.33: Solugoes Exata (E), CG, HDG e CDG para a sec¢ido y = 0.25m em
parti¢ao de 80x80, 6 = e K = 45.
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Figura 7.34: Solugoes Exata (E), CG, HDG e CDG para a seccao y = 0.25m em
parti¢ao de 120x120, 6 = § e K = 45.
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Figura 7.35: Solugoes Exata (E), CG, HDG e CDG para a secgdo y = 0.5m em
partigao de 60x60, 6 = e K = 45.
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Figura 7.36: Solugbes Exata (E), CG, HDG e CDG para a sec¢do y = 0.5m em
parti¢ao de 80x80, 6 = § e K = 45.
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Figura 7.37: Solugoes Exata (E), CG, HDG e CDG para a secgdo y = 0.5m em
parti¢ao de 120x120, § = § e K = 45.
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Figura 7.38: Solugoes Exata (E), CG, HDG e CDG para a seccdo y = 0.75m em
parti¢ao de 60x60, 6 = e K = 45.
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Figura 7.39: Solugoes Exata (E), CG, HDG e CDG para a seccao y = 0.75m em
parti¢ao de 80x80, 6 = T e K = 45.

15

—6—E
—*— CG
—=—HDG
—<&— CDG

Value of P

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Value of X

Figura 7.40: Solugoes Exata (E), CG, HDG e CDG para a sec¢do y = 0.75m em
partigao de 120x120, § = § e K = 45.
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bastante, apresentando consideravel erro de fase e de amplitude na malha com 60
particoes. Na Figura 7.39 mostra que com o refinamento da malha para 80 particoes,
o erro de fase é bem reduzido em todos os métodos. Neste grau de refinamento, a
formulacao CG apresenta o pior desempenho, com o maior erro de amplitude. Ja
os métodos HDG e CDG apresentam respostas similares e com melhor acuracia.
Na malha com 120 particoes, a Figura 7.40 mostra que os trés métodos em ana-
lise apresentaram solugoes iguais com a quase eliminacao do erro de amplitude e

apresentando pequeno erro de fase ao longo de todo o intervalo.

Anailise dos Resultados do Exemplo 2

Numa anélise mais ampla do exemplo, observa-se que as formulacoes CG e HDG
apresentaram os piores desempenhos com menor precisao em todas as seccoes. Além
disso, neste exemplo, é possivel observar a nao-simetria nos erros de amplitude en-
contrados nas formulagoes CG e HDG, em decorréncia da poluicao do erro. Nova-
mente, assim como no Exemplo 1, as solu¢oes apresentadas pela formulagao CDG
se aproximam mais da solucao exata.

No entanto, ao contrario do Exemplo 1, para 6 = T foram identificados erros de
fase, em especial para as solucoes dos métodos CG e HDG em malhas com baixo e
moderado refinamento. J& o método CG apresentou os maiores erros de amplitude
em todos os niveis de refinamento.

Novamente, salienta-se que mesmo com resultados similares na maior parte das
seccoes, o método HDG proposto aqui possui um potencial superior ao ja esta-
belecido CG. Nele, é possivel uma série de aprimoramentos que nao sao facilmente

obtidos para a formulagao CG classica, conforme ja descrito na analise no Exemplol.
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7.3 Comparativo do tempo computacional

O objetivo desta secao é analisar os tempos computacionais necessarios para o ob-
tencao das solucoes numéricas apresentadas nas Secoes 7.1 e 7.2. Uma vez que,
dependendo do grau de refinamento da malha, os resultados dos métodos foram si-
milares entre si, a analise do custo computacional de cada método é um importante
parametro para a anélise da viabilidade de cada um dos métodos.

E importante observar que o método CDG apresentado neste trabalho possui os
resultados numéricos mais robustos por conta do uso das funcoes de transferéncia
de estabilidade. No entanto, pela sua formulacao, ele é claramente o de maior custo
computacional uma vez que, por conta das duas integracoes numéricas de volume, o
tempo de montagem da matriz global serd o dobro do tempo necessario no método
HDG.

Portanto, especificamente, desejamos fazer nesta secao a comparacao do tempo
computacional entre os método HDG e CG, uma vez que seus resultados foram
similares ou com ganho para a formulagao HDG proposta nesta tese, uma vez que
suas formulacoes sugerem desempenho computacional semelhante.

Na Tabela 7.1, o termo “Tgm-HDG” representa o tempo computacional para a
montagem da matriz global do método HDG; “Tgm-CG” representa o tempo com-
putacional para a montagem da matriz global do método CG; “TDecLU-HDG” re-
presenta o tempo computacional para obter a solucao do sistema global no método
HDG e “TDecLU-CG” representa o tempo computacional para obter a solucao do
sistema global no método CG. Para o Experimento 1 (apresentado na Se¢do 7.1),
estes tempos sao apresentados na Tabela 7.1 e os valores sao dados em segundos.
Vale lembrar que o experimento foi realizado em uma maquina com processador
Intel Core i7 e com 16Gb de memoéria RAM.

A Tabela 7.1 mostra que o tempo computacional TDecLU-HDG ¢ igual ao
tempo TDecLU-CG, como esperado, e também que Tgm-HDG é, para uma
malha de 14400 elementos, quatro vezes maior que Tgm-CG. Esta proporcao esta
coerente com o numero de arestas dos elementos Q1, o que implica em calculos

extras para a montagem da matriz global da formulacao HDG.

Tabela 7.1: Tempo de processamento para K = 45, no Experimento 1.

Niamero de | Tgm-HDG | Tgm-CG | TDecLU-HDG | TDecLU-CG

elementos (sec) (sec) (sec) (sec)
3600 7.420 2.672 0.376 0.376
6400 12.958 4.417 1.328 1.328
14400 27.068 6.782 8.364 8.364
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Neste experimento, para obter os resultados numéricos, foi usado um solver di-
reto e aproximacao polinomial de primeira ordem sem uso de esquemas de parale-
lismo. Como a montagem da matriz global da formulacao HDG pode ser totalmente
paralelizada, conjecturamos que o tempo de processamento Tgm-HDG pode cair
drasticamente se este tipo de implementacao for utilizada. Além disto, vale obser-
var também que, em problemas de grande porte, o tempo de montagem da matriz é
irrelevante quando comparado ao tempo de processamento da solucao. Deste modo,
os tempos obtidos em TDecLU-CG e TDecLU-HDG sao os mais importantes e,
em nosso experimento, foram iguais para os dois métodos comprovando assim a
competitividade do método HDG.

Comparagoes entre as performances de outros métodos hibridos descontinuos
e CG feitas em COCKBURN et al. [42] e em KIRBYet al. [43] indicam que os
métodos hibridos sao competitivos tanto em termos de entradas nao-nulas na matriz
resultante quanto em tempo computacional efetivo.

Além disto, deve-se observar que apesar dos resultados similares em quase todas
seccoes analisadas, o método HDG proposto aqui possui um potencial superior ao
CG classico. Nele, é possivel o desenvolvimento de enriquecimentos locais nos espa-
¢os de aproximagao assim como o desenvolvimento de formalismos Petrov-Galerkin
como os desenvolvidos por DIAS et al. [41], os quais nao sao facilmente obtidos para

a formulacao CG classica.
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Capitulo 8

Conclusoes e Sugestoes de Trabalhos

Futuros

Neste trabalho, foram apresentadas duas novas familias de formulacoes Galerkin
para a solucao do problema de Helmholtz: o método Galerkin descontinuo-continuo
hibridizado via espago traco (HDG) e o método Galerkin descontinuo-continuo
(CDG).

Na primeira familia, um dos diferenciais foi a introducao de novas formas biline-
ares que nao haviam sido incorporadas no contexto de métodos hibridizados para o
problema de Helmholtz. Aqui, trabalhamos com um espaco traco plenamente con-
tinuo (e que pode ser naturalmente estendido para um esquema hibrido com espago
traco descontinuo) gerando assim um sistema global menor que o gerado por outros
métodos hibridos. Além disto, apresentamos um método para a determinacao da
funcao de tamanho 6timo da malha, um passo essencial para o sucesso de qualquer
formulacao hibrida.

J&4 para a segunda familia, o diferencial foi a introducao da formulagdo com
duas componentes definidas em todo o dominio, uma continua e outra descontinua,
com a utilizacao das funcgoes de transferéncia de estabilidade como definidas em DO
CARMO et al. [20] e ainda nao inseridas para o problema de Helmholtz.

Para as duas familias de formulacoes foram introduzidas as correspondentes for-
mas bilineares. Neste trabalho, foi provado que estas formas bilineares sao consis-
tentes e suas respectivas formulacoes sao continuas e coercivas em uma adequada
norma.

Com objetivo de verificar a precisao das duas formulagoes propostas, foram apre-
sentados resultados numéricos para um problema de Helmholtz homogéneo, com dois
valores # distintos em malhas quadradas e com diferentes niveis de refinamento. Em
todos os experimentos, verificou-se que o método HDG possui resposta com precisao
similar as respostas obtidas pelo ja estabelecido método Galerkin continuo cléssico

(CG), com resultados discretamente melhores em termos de erros de amplitude e
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de fase. Ja a componente continua do método CDG possui, em geral, reducao da
poluicao mais significativa que os métodos CG e HDG.

Os experimentos também mostraram que o esforco computacional dos métodos
CG e HDG para encontrar a solucao do sistema global sao similares. No entanto,
podemos considerar que o método HDG apresentou resultados melhores pois neces-
sitou de malhas com refinamento menor para obter resposta mais proxima a solucao
exata quando comparado ao método CG.

Além disto, a formulacdo HDG possui um grande potencial quando comparado
a formulacao CG por permitir estruturalmente uma série de melhorias locais como:
o uso de técnicas de paralelismo para obter a matriz global, o enriquecimento local
dos espacos de aproximacao uma vez que nao hé requisitos para a continuidade entre
os elementos e a possibilidade de desenvolvimento de formalismos Petrov-Galerkin
para minimizar erros de fase ao utilizar fun¢oes-peso apropriadas.

Ja o método CDG, apesar de apresentar as respostas mais acuradas em termos de
erro de amplitude e de fase, para todas as seccoes analisadas neste trabalho, é aquele
que apresenta o maior custo computacional, uma vez que o tempo de montagem da
matriz global é dobro do tempo necessario no método HDG, pois sao realizadas
integracoes no volume tanto na componente descontinua quanto na componente
continua. No entanto, de modo analogo ao método HDG, técnicas de paralelismo
podem facilmente ser incorporadas de modo a reduzir este custo.

Como sugestao de trabalhos futuros, podemos citar:

e Implementar melhorias estruturais no método HDG e realizar experimentos
numéricos de modo a comprovar a efetiva reducao no custo computacional da
formulacao tais como: o uso de técnicas de paralelismo para obter a matriz
global, enriquecimento local dos espacos de aproximacao e desenvolvimento de
formalismos Petrov-Galerkin para minimizar erros de fase ao utilizar fungoes-

peso apropriadas, como os realizados em DIAS et al. [41].

e Explorar a otimizacdo na montagem da matriz global do método CDG, de
modo a reduzir o ntimero de graus de liberdade do problema sem perda da

precisao na solucao.

e Incorporar formalismos Petrov-Galerkin ao método CDG visando a reducao

de erros de fase, de modo anélogo ao proposto como sugestao para o método
HDG.
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