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Resumo da Dissertacao apresentada a COPPE/UFRJ como parte dos requisitos

necessarios para a obtengao do grau de Mestre em Ciéncias (M.Sc.)
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Escoamentos turbulentos sao dominantes em aplicagoes industriais e no cotidi-
ano, devido as vantagens inerentes as caracteristicas do escoamento e a dificuldade
de manutencao de escoamentos no regime laminar. A simulacao numérica de es-
coamentos turbulentos apresenta desafios intrinsecos em funcao do elevado custo
computacional para representacao das estruturas do escoamento e nao linearidades
presentes. Na literatura existem metodologias diversas para um tratamento analitico
das contribuicoes de pequenas escalas com o objetivo de atingir um custo computa-
cional aceitavel aos recursos disponiveis. Uma das metodologias mais recentes é o
modelo variacional multi-escala (VMS) que traz a vantagem de nao necessitar de um
processo de filtragem de escalas, bem como ser uma generalizacao de estabilizacoes
do tipo Petrov-Galerkin em formulagoes de elementos finitos. O presente trabalho
busca avaliar formulagoes VMS atuais para a equagao incompressivel de Navier-
Stokes junto de métodos de marcha no tempo de integracgao retrograda (BDF) em
primeira e segunda ordem quanto a qualidade dos resultados e desempenho computa-
cional, tanto escalabilidade como consumo energético. Foi ainda utilizada a solugao
do sistema linear de forma livre da formacao da matriz Jacobiana (JENK). A imple-
mentacgao foi realizada utilizando a biblioteca de cédigo livre libMesh, escrita em
C++ a biblioteca oferece diversas facilidades para o desenvolvimento eficiente para
computacao de alto desempenho, as execucoes foram realizadas no supercomputador

Lobo Carneiro e no protétipo Mont-Blanc, que faz uso de tecnologias emergentes.
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Turbulent flows are dominant in industrial and everyday applications, due to the
inherent advantages of flow characteristics and the difficulty of maintaining flow in
the laminar regime. The numerical simulation of turbulent flows presents intrinsic
challenges due to the high computational cost for representing the flow structures.
In the literature there are several methodologies for an analytical characterization of
the contribution of small scales with the objective of achieving a computational cost
acceptable to the available resources. One of the most recent methodologies is the
variational multi-scale modeling (VMS), which has the advantage of not requiring a
filtering of small-scale effects as well as being a generalization of the Petrov-Galerkin
stabilization in finite element formulations. The present work seeks to character-
ize the computational performance of the turbulent flows formulation with VMS
modeling for the incompressible Navier-Stokes equations, the first and second order
backward difference formulas (BDF) methods are compared, as well as the solution
of the linear system using the Jacobian free Newton-Krylov (JFNK) technique and
a semi-implicit strategy making use of the BDF discretization. The implementation
of the studied reference case was performed using the opensource library libMesh,
written in C 4+ the library offers several facilities for efficient development of high-

performance computing solvers.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Dinamica dos fluidos computacional

O rapido avanco da capacidade de processamento dos computadores nas tultimas
décadas transformou o modo como engenheiros e pesquisadores realizam andlises
quantitativas em dinamica de fluidos, fazendo-se cada vez mais o uso da dinamica
dos fluidos computacional, comumente chamada de CFD (do inglés Computational
Fluid Dynamics).

Dentro do conjunto de técnicas utilizadas em CFD o Método dos Elementos Fini-
tos (MEF), desenvolvido desde meados de 1950 na drea de engenharia aerondutica,
tem se demonstrado como uma das mais poderosas alternativas (DONEA e HU-
ERTA [6]). Recentemente a aplicacdo do MEF tem sido realizada com sucesso em
virtualmente todas as areas de CFD, com especial destaque nesse trabalho para
desenvolvimentos relacionados a modelagem do fenomeno da turbuléncia.

De forma resumida os aspectos fisicos da CFD sao governados pelas equacoes de

conservagao aplicadas a dinamica de fluidos, sendo essas:

e Conservagao da massa;
e Conservagao da quantidade de movimento (momento);

e Conservacao da energia.

Na literatura as equacoes de conservagao sao geralmente descritas por equagoes
diferenciais parciais (EDP), sendo cada EDP dotada de suas peculiaridades que
refletem de forma direta na forma como sao expressas e solucionadas através do
MEF.

No contexto da dinamica dos fluidos os estudos sao geralmente divididos con-
forme as caracteristicas dos fluidos e do escoamento em questao, sendo as classi-

ficagOes mais usuais para os escoamentos:



e Compressiveis, quando existe variagdo da massa especifica no tempo e/ou

espaco;

e Incompressiveis, quando a variagao da massa especifica é desprezada sem

prejuizo a analise;

Turbulento, quando existem flutuagoes na pressao e/ou momento;

e Laminar, quando nao existem flutuagdes na pressao e/ou momento.

Os fluidos sao geralmente classificados quanto a resposta dos esforgos viscosos

devido a taxa de deformagao, sendo separados em dois grandes grupos:

e Newtonianos - quando os esforcos viscosos sao uma relagao linear com a taxa

deformacao;

e Nao-Newtonianos - quando os esfor¢os viscosos sao uma relagao nao linear com

a taxa deformagao.

O presente trabalho ¢ dedicado a escoamentos incompressiveis turbulentos de

fluidos Newtonianos.

1.2 Computacao de alto desempenho

Apesar do mencionado avanco da capacidade de processamento os computadores
pessoais ainda nao sao capazes de serem utilizados de forma pratica para a solugao
de problemas complexos de CFD (mais de dezenas de milhdes de graus de liberdade).
Para tais cendrios é necessaria a utilizagao de sistemas especializados, construidos de
forma a fazer uso de hardware e sistemas com desempenho em ordens de magnitude
acima dos disponiveis nos computadores pessoais. A aplicacao de tais solucoes é
chamada de computagdo de alto desempenho, comumente referida como HPC (do
inglés High Performance Computing).

Os sistemas de HPC em sua imensa maioria fazem a utilizacao de sistemas
paralelos, nos quais um grande conjunto de computadores (chamados de néds de
célculo) trabalham cooperativamente em um problema. Diversas metodologias de
cooperacao ja foram propostas e aplicadas com variado sucesso em HPC. Quando
observadas quanto a aplicacao na area de CFD a forma dominante de cooperacao é o
conceito de troca de mensagens com memoéria distribuida, materializado no padrao
MPI (do inglés Message Passing Interface).

Esse trabalho utilizou-se de dois sistemas: o supercomputador Lobo Carneiro,
instalado na COPPE/UFRJ e o protétipo Mont-Blanc, instalado no centro de su-

percomputacao de Barcelona, ambos foram utilizados com o padrao MPI.



Juntamente do grande ganho de performance alcancavel com a aplicacao do
MPI em sistemas de HPC existe uma consideravel escalada da complexidade de
programagao. Essa complexidade acaba por colocar um maior stress no desenvolvi-
mento de pesquisas em CFD e pode prejudicar a produtividade dos pesquisadores.
Para solucionar tal problema diversos grupos vém trabalhando na producao de bibli-
otecas de programacao para programas cientificos e de engenharia que se encarregam
de ocultar as complexidades do MPI e expoem uma interface mais amigével de desen-
volvimento. Entre tais bibliotecas se destaca a PETSc, que vem sendo desenvolvida
desde 1995 nos Estados Unidos no laboratério nacional Argonne (BALAY et al.
[7). Na PETSc é exposto um diverso conjunto de métodos e estruturas de dados
para a solucao paralela de sistemas lineares, nao-lineares e aplicagoes relacionadas

a discretizacao de equacoes diferenciais parciais.

1.3 Meétodo dos elementos finitos para escoamen-

tos incompressiveis turbulentos

Os principais métodos numéricos para solucao de EDPs consistem na aproximacao
das equacgoes diferenciais por sistemas algébricos de equacoes. O MEF se encontra
no conjunto de métodos que trabalham com formulagao variacional das equagoes de
conservacgao. Tal formulagao é comumente conhecida como forma fraca.

De forma simplificada o MEF consiste na aproximagao das integrais resultantes
da aplicagdo do método dos residuos ponderados (MRP) no conjunto de EDPs des-
crito na forma fraca (DONEA e HUERTA [6]) como uma soma de subdivisoes do
espaco, chamados de elementos.

O sucesso na utilizacao do MEF para solucao de problemas em CFD tem sido
cada vez maior devido as vantagens apresentadas na representacao de dominios
complexos e na grande comunidade de pesquisadores dedicados a estudar o método.

O modelo variacional multi-escala (VMS) aplicado a turbuléncia para simulagoes
de grandes escalas (LES) foi primeiramente apresentado por HUGHES et al. [2]
como uma evolugao dos estudos realizados na fundamentacao tedrica dos métodos
estabilizados do MEF para aplicagoes em CFD. O grande diferencial da metodologia
frente aos desenvolvimentos passados, segundo BAZILEVS et al. [4], é o fato de nao
ser necessario nenhum tratamento especial para o tensor de tensoes das velocidades
de grande escala, e por consequéncia a diminui¢ao da complexidade no tratamento
de condigoes de contorno. A modelagem VMS ja foi estudada no NACAD por
LINS et al. [8] onde é demonstrada a implementacao do VMS jé se valendo de um
cédigo otimizado através apenas da modificagao dos parametros de estabilizacao e

em GUERRA et al. [9] onde o VMS é aplicado a escoamentos com transporte de



particulas. Recentemente AHMED et al. [10] e RASTHOFER e GRAVEMEIER [11]
realizaram extensa revisao da metodologia VMS. De forma geral o método consiste
na aplicacao de uma projecao nas equagoes escritas na forma variacional, separando
os efeitos em duas ou trés diferentes escalas, as menores escalas sao entao modeladas
em funcao de parametros das grande escalas e consideracoes energéticas. Diversas
formas de modelagem para os efeitos de pequenas escalas foram propostas, fazendo
uso da definicao de viscosidade de subescala, da solucao de um problema equivalente
na malha e na representagao em funcao dos residios de larga escalas, chamada de
modelo variacional multi-escala baseado em residuos (RB-VMS, do inglés Residual
Based Variational Multi-Scale) . No presente trabalho, foi utilizada a metodologia
RB-VMS com separacao em duas escalas.

O presente trabalho utiliza ambas as formulagoes implicita propostas por BA-
ZILEVS et al. [4] e a formulagao semi-implicita de FORTI e DEDE [12], proposta
para reduzir o custo computacional decorrente das nao-linearidades presentes no

problema.

1.4 Solucao no tempo das equacoes discretas

A descricao fisica de problemas relacionados a dinamica dos fluidos é geralmente de-
pendente do tempo, sendo assim, as EDPs resultantes contém termos com derivadas
no tempo. Apods a aplicacao do MEF para discretizacao do dominio existem duas
opgoes: aplicar o MEF novamente para discretizar o tempo; ou aplicar o método das
diferencas finitas (MDF). A grande maioria das formulagoes utilizadas em problemas
praticos se utiliza do MDF para a discretizacao dos termos dependentes do tempo,
e a formulagao espago-tempo é geralmente restrita a pesquisas no desenvolvimento
do MEF em si préprio.

Como resultado se da origem a solucoes e pesquisas dedicadas a integracao do
conjunto de equagoes diferenciais ordinérias (ODE) resultantes da aplicacao do MDF
para discretizacao dos termos dependentes do tempo. No presente trabalho um dos
itens estudados é o impacto na utilizacao de diferentes formas de integracao no

tempo.

1.5 Motivacao

A grande maioria dos escoamentos de liquidos em aplicagoes de ciéncia e engenharia
sao turbulentos, sendo a modelagem de escoamentos incompressiveis adequada para

grande parcela dos mesmos. Alguns exemplos de aplicagao sao:

e Escoamento de liquidos em dutos e tubulagoes industriais;



e Escoamentos aerodinamicos em velocidades subsonicas;
e Aplicagoes em hemodinamica;
e Aplicagoes em hidrodinamica.

Além destes, outro ponto importante é que um dos produtos de escoamentos
turbulentos ¢ a inducao de vibragao em estruturas como pontes e sondas maritimas.
Dessa forma, avancar no desempenho e formulacoes para a descricao de escoa-

mentos incompressiveis turbulentos é de crucial importancia pratica.

1.6 Objetivo

Avaliar o desempenho numérico e computacional para a integracao temporal do
sistema de equagoes diferenciais ordinarias no tempo, resultantes da aplicagao do
método de elementos finitos para a simulacao de escoamentos incompressiveis em
regime turbulento com modelagem RB-VMS de duas escalas. Verificar a eficacia
na convergencia das nao linearidades do sistema, eficiéncia na implementacao e
desempenho paralelo das metodologias de Krylov-Newton livre da matriz Jacobi-
ana (JENK) e discretizacdo semi-implicita com férmulas de diferenciagao retrograda
(BDF).

Ao final busca-se avaliar a estabilidade do sistema quanto a selecao do passo
temporal para a solucao de um caso representativo da aplicagao do solver Navier-
Stokes com turbuléncia VMS, busca-se também contribuir para a eficiéncia na im-
plementacao mediante documentacao da reorganizacao necessaria para adaptagao
do presente solver do NACAD/COPPE-UFRJ ao framework FEMSystem da bi-
blioteca libMesh.

1.7 Metodologia

Por meio da formulacio apresentada em FORTI e DEDE [12] e BAZILEVS et al.
[4], partindo do cédigo anteriormente desenvolvido no NACAD/COPPE-UFRJ uti-
lizando a biblioteca libMesh (KIRK et al. [5]), o presente trabalho apresentard a

seguinte metodologia:

e Desenvolvimento tedrico das equagodes governantes;
e Desenvolvimento da formulacao de elementos finitos;
e Desenvolvimento da formulagao VMS;

e Desenvolvimento da formulagao BDF semi-implicita;



Apresentacao dos algoritimos de solucao do sistema nao-linear;

e Desenvolvimento do caso referéncia;

Verificagao do modelo proposto;

Analise dos resultados;

Conclusao; e

Propostas de trabalhos futuros.

A linguagem de programacao aplicada no desenvolvimento é a C++ devido a
utilizagao do pacote libMesh e as vantagens em reutilizacao de codigo e gerenci-
amento de desenvolvimento proporcionadas pela programacao orientada a objetos
(POO). Para o pés-processamento dos resultados é empregado o visualizador Para-
view (http://www.paraview.org/). O desenvolvimento do trabalho como um todo
se beneficia da ferramenta de controle de versao git, dessa forma é possivel que
trabalhos futuros se aproveitem da documentacao das modificacoes realizadas.

A organizacao do presente trabalho segue a mesma sequéncia da metodologia
de desenvolvimento proposta, sendo o capitulo 2 encarregado de apresentar a for-
mulacao matematica para as equacoes incompressiveis de Navier-Stokes quando apli-
cadas a escoamentos turbulentos, introduzindo quais deficiéncias a modelagem va-
riacional multi escala tenta solucionar quando comparado ao método de simulagao
de largas escalas amplamente utilizado. O capitulo 3 aplica o método dos elemen-
tos finitos a formulacao do capitulo anterior e de posse da formulagao variacional
desenvolve a modelagem VMS, no entanto o capitulo nao trata da discretizagao no
tempo tarefa esta delegada ao capitulo 4 que apresenta as formulagoes implicita e
semi-implicita a serem estudadas bem como discute a solucao de sistemas nao line-
ares de forma a justificar a investigagao do método livre de matriz Jacobiana dentro
do presente trabalho. O capitulo 5 se encarrega de elucidar como as formulagoes
finais obtidas no capitulo 4 sao implementadas de forma pratica dentro da biblioteca
libMesh. Por fim o capitulo 6 apresenta os resultados da comparacao de desempe-
nho no caso referéncia e o capitulo 7 oferece conclusoes e proposicoes de trabalhos

futuros.



Capitulo 2
Formulacao matematica

A representacao das equagoes utilizadas no presente trabalho sao descritas em um
referencial Euleriano, onde a velocidade v é descrita para um ponto no espaco e as-
sim associada apenas ao do ponto material instantaneamente correspondente. Essa
forma acarreta em uma simplificagao quanto a aplicacao do MEF para representacgao
dos complexos movimentos do fluxo turbulento por dispensar a necessidade de modi-
ficagao da malha computacional, porém a formulacao Euleriana introduz o operador
convectivo que é acompanhado de diversos desafios numéricos (DONEA e HUERTA
6)).

Como em FORTI e DEDE [12] o presente trabalho utiliza uma descriao segundo
a mecanica do continuo cléssica escrita de forma dimensional, a adimensionalizagao
das equacoes facilita diversas analises quanto a estrutura e propriedades das mesmas,
porém o desenvolvimento de simuladores adimensionais dificulta a aplicacao de um
mesmo solver a diversas geometrias complexas onde a definicao dos parametros de

adimensionalizagao nao sao evidentes.

2.1 Equacoes de conservacao

O conjunto de equagdes para a conservagao do momento do escoamento transiente de
um fluido viscoso é dado pelas equacgoes Eq. a condicao de incompressibilidade é
data pela Eq. sendo ambas equacoes definidas em uma regiao do espaco 0 C R?
e no tempo ¢t C (0, T).
Jdpu
W—FV-(pu@u)—V'a(u,p):f (2.1)
V-u=0 (2.2)

A Eq. ¢ chamada também de equacao da continuidade e representa a con-



servacao de massa. Na Eq. V é o operador gradiente E], ® é o produto tensorial
EL p € a massa especifica, o é o tensor de tensoes, p é a pressao e f é o vetor de
forcas de volume. O tensor de tensoes para escoamentos Newtonianos é dado pela
Eq. sendo diretamente proporcional as taxas de deformagao e dada por Eq. [2.4]
a constante p é a viscosidade dinamica e representa a taxa de difusao de quantidade

movimento devido a caracteristicas intrinsecas do fluido.

o(u,p) = —pl 4 2pe(u) (2.3)
c(w) = 5 (Vu+ (Vu)") (2.4)

2.2 Equacoes de Navier-Stokes para escoamentos

incompressiveis

A substituicao das equagdes Eq. e [2.3 na Eq. juntamente com a condi¢ao
de incompressibilidade resulta nas equagoes de Navier-Stokes (ENS) para fluidos

Newtonianos incompressiveis Eq. 2.5, onde A é o operador de Laplace [}

ou

pa—l—pu-Vu—i—Vp—,uAu:f (2.5)

2.3 Condicoes de Contorno e Iniciais

Dada uma regiao €2 no espago fechada pela fronteira suave I' (Fig. as condigoes
de contorno (CC) para as ENS sao dadas pelas equagoes Eq. e Eq. , onde I'p
é o subconjunto de I" onde sdo aplicadas condigoes de contorno essenciais (Dirichlet)
e I'y é o subconjunto onde sao aplicadas condigoes de contorno naturais (Neumann)
sendo I'p =T\ I'p.

u=g em I'px(0,7) (2.6)

o(u,p)n=h em I'yx(0,7) (2.7)

Na Eq. n ¢ o vetor unitdrio normal ao contorno. As condigoes iniciais sao
dadas pela Eq. 2.8

'Definicdo: V = a%li + %j + %k, onde i, j e k sao os vetores unitarios cartesianos.

2Defini¢ao: [u® v];; = uv;
3Definicio: A =V? =V .-V




i}

Figura 2.1: Regiao (2 fechada por I

u(0) =uy em € x {0} (2.8)

2.4 Turbuléncia

Turbuléncia é o termo utilizado para descrever variacoes tridimensionais observadas
no movimento de fluidos, representada na Fig. A turbuléncia se manifesta desde
escalas microscépicas como medido no fluxo sanguineo em artérias de ratos (MAY
et al. [13]) até o movimento observado em imagens da atmosfera de Jupiter. Seu
estudo cientifico e artistico é relatado ha mais de dois mil anos, como no tratado de
Lucretius De rerum natura. Apesar do grande nimero de estudos uma justificativa
matematica formal completa da turbuléncia ainda nao foi realizada, sendo um dos
grandes problemas em aberto da mecanica do continuo (BENZI e FRISCH [14]).

Figura 2.2: Turbuléncia em um feixe, modificado de DUISBURG-ESSEN [I].



2.4.1 Simulacao de Largas Escalas

Atualmente a modelagem mais utilizada para a simulagdo numérica da turbuléncia
é a chamada simulacao de largas escalas (LES, do inglés Large Eddy Simulation) ,
que é baseada na teoria de cascata de energia de Kolmogorov e consiste na aplicagao
de um filtro nas ENS para separagao dos efeitos de sub-escala (HUGHES et al. [2]).
A aplicagao de um filtro g de suporte D, como na Eq. separa a velocidade u
em uma componente de baixa frequéncia U que representa a contribuigao das largas
escalas e uma componente de alta frequéncia u’ que representa as pequenas escalas
(Eq. , como exemplificado na Fig. [2.3]

u(x,t) :/D ( )g(x,}’)u(y,t)dy (2.9)

u=u-1u (2.10)

u MLL‘L rrf f L\"

\ .“/ ‘\ f';l \lll.\

VERVARY

\J/ \V

u’ M

Figura 2.3: Filtragem da velocidade, de HUGHES et al. [2].

A aplicacao nas ENS do referido processo de filtragem resulta na Eq. 2.11] onde
o termo V - T é o chamado tensor de stress de sub-escala originario da filtragem do
tensor de stress de Reynolds, sendo a diferenca da filtragem do produto tensorial
das velocidades e o produto tensorial das velocidades filtradas (Eq. .

ou

pp + UV VD —pAu=f+ VT (2.11)

T=u®u-u®u (2.12)

Para a solucao da Eq. ¢é necessaria a definicao de mais uma equacao para
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T (problema de fechamento); Diversos modelos sdo propostos na literatura sendo o
mais popular o modelo de viscosidade turbulenta de Smagorinsky (vg). A dificuldade
na definicao robusta de vg em termos de parametros de larga escala introduz a
primeira grande fragilidade de modelos LES (HUGHES et al. [2]).

A segunda grande fragilidade do modelo LES (compartilhada com outros modelos
que aplicam o conceito de filtragem) é a necessidade de tratamento especial aos
contornos e regioes proximas do contorno. Uma das razoes para tal necessidade
é o fato da regiao de suporte do filtro ultrapassar os contornos do dominio como
exemplificado na Fig. [2.4] pois solugoes utilizando filtros dindmicos sdo possiveis mas
acarretam em complicagoes na implementacao e custo computacional bem como na

formulagao matematica do problema.

D) € 02

Figura 2.4: Intercessao entre contorno e suporte do filtro, de HUGHES et al. [2].

2.4.2 Modelo Variacional Multi-Escala

Uma formulagao alternativa para as ENS incompressiveis em regime turbulento -
que ao invés de utilizar o processo filtragem utiliza operadores de projecao para
realizar a separacao dos espacos de alta e baixa frequéncia quando as ENS sao escri-
tas na sua formulagao variacional - foi proposta em HUGHES et al. [2] como uma
generalizacao do processo de estabilizacao. A aplicacao do método na simulagao
de regimes turbulentos foi analisada e consideravelmente expandida em BAZILEVS
et al. [4] e finalmente os parametros de estabilizagao foram posteriormente estudados

em HSU et al. [I5]. O conjunto dos trés referidos trabalhos formam uma solugao

11



atrativa para escoamentos turbulentos incompressiveis, pois a formulagao resultante
nao exige tratamento especial dos contornos nem definicao de viscosidades turbu-
lentas e, por fim, a formulacao resultante é também valida no regime laminar.
Como o desenvolvimento e definicao da formulagao VMS dependem de exprimir
as ENS na sua forma variacional, estas serao apresentadas no capitulo seguinte

juntamente a aplicagao do MEF.
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Capitulo 3

Formulacao de elementos finitos

3.1 Solucgoes aproximadas

De forma geral os métodos computacionais utilizados para a solucao de EDPs em
geometrias complexas resolvem uma versao aproximada do problema, que resulta de
forma diferente em funcao do método utilizado. Nos métodos baseados em residuos
ponderados (MRP), tais como o método dos volumes finitos, método dos elementos
de contorno, método dos elementos finitos e colocagao, a aproximagao é originaria
da interpolacao dos dominios (espago e tempo para as ENS) e das varidveis de
solugao (velocidade e pressao para as ENS). Nesses métodos uma incégnita U(x) é
aproximada como na Eq. [B.1], onde ¢; é a fungao de interpolagdo no né i e u; é o

valor da varidvel.

Mnés

Ux) = U’ = Z¢,-(x)ui (3.1)

Os métodos baseados no MRP podem ser divididos em dois grandes grupos: os
métodos com e sem malha. Malha é o nome dado a uma representacao discreta da
regiao de interesse €2, onde a regiao é subdividida em diversos elementos (2., cada
método possui limitagoes diferentes quanto a forma dos elementos que a compoe a
malha utilizada ()., sendo que quando aplicada em dominios complexos resultam
muitas vezes em uma aproximagao do dominio Qp & 2 como mostrado na Fig. [3.1]
Métodos livre de malha sao em sua maioria baseados na discretizacao do dominio
utilizando o conceito de particula, que representa pontos de interpolacao no dominio

e contorno.
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Figura 3.1: Discretizacao do dominio €2 em elementos {2,

3.2 Elementos finitos

O método dos elementos finitos baseia-se na formulagao variacional do problema,
onde o dominio €2 é representado por uma malha €, com elementos Q. (Eq.
que nao se sobrepéem (DONEA e HUERTA [6]), como formalizado pela Eq. 3.3
No presente trabalho é utilizada a formulagao isoparamétrica em quem velocidade,
pressao e espaco todos compartilham as mesmas funcoes de interpolagao ¢;, chama-
das de fungoes de base, de suporte compacto, significando que a fungao ¢ para o né
g é tal que ¢;(z;) = d;; E|, exemplificado na Fig,. ﬂ

0 X 1

Figura 3.2: Funcao de interpolacao ¢; com suporte compacto, de BRENNER e
SCOTT [3].

O suporte compacto de ¢; e a subdivisao do dominio dada pela Eq. nos per-
mite representar as integrais da formulagao variacional como uma soma da integral

em cada elemento:

Tlelem

K=> K. (3.4)

15;5 é o delta de Kronecker
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onde

Kez/ F(U)d0 (3.5)

A necessidade de realizar a integracao em cada elemento leva com que em
aplicagoes praticas do MEF os elementos sejam representados em um espaco re-
ferencia £ onde a defini¢cao das fungoes de base no elemento ¢%; sao bem definidas
e a integragao é realizada de forma numérica, utilizando alguma lei de quadratura
onde os pesos W; sao dependentes do tipo de elemento utilizado e do mapeamento
afim £ — ¥(¢) de K para K..

3.3 Equacoes incompressiveis de Navier-Stokes

Reescrevemos primeiramente as ENS pela Eq. 3.6] onde v = p/p e F = f/p, dessa

forma simplificamos algumas operacoes na implementacao das ENS no MEF.

1
—+V-(u®u)—|—;Vp—1/Au:F (3.6)

O método dos elementos finitos baseia-se na formulacao variacional do problema
(BRENNER e SCOTT [3]), sendo o espago de fungoes infinitos V, e V, dados res-
pectivamente pelas Eq. e Eq. Sendo o operador (-, ) o produto interno L?
a formulagao variacional das ENS é dada pela Eq.

V,={ue H'(Q) ulp =g} (3.7)

Vo i={ue H(Q) ulp, =0} (3.8)

du
ot

1
(W,—+V- - (u®@u)+ ;Vp —vAu) + (¢,V-u) = (w,F)+ (w,h)r, (3.9)
Deve-se entao encontrar U = {u, p} € V,, para todo W = {w, ¢} € V;, sendo a
possibilidade da escolha de infinitos W a razao de ser chamada formulagao variaci-

onal (BRENNER e SCOTT [3]).

Utilizando a integracao por partes no produto interno podemos reescrever a Eq.

como a Eq. 3.10 onde V* = (V(-) + V()T)/2.

ou s °
(w. 5p) = (Vw.u@u) = (V-w,p/p) + (V'w, 20V*(u)) (3.10)

+(¢,V-u) = (w,F) + (w,h)r,
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Na Eq. foi imbutida a concervacao da massa e transportado o operador V
para a funcao de interpolacao, de forma a nao se ter a derivacao de segunda or-
dem nem derivadas em p, permitindo assim bases lineares para u. Pela formulagao
variacional permitir esse transporte da derivada da incégnita para a funcao de in-
terpolacao ela é conhecida como forma fraca.

A aplicagao do MEF nas ENS como na Eq. [3.10] possui instabilidades que impdem
restricoes quanto a interpolacao dos campos de velocidades e pressao. Formulagoes
estabilizadas como SUPG/PSPG (Streamline Upwind Petrov-Galerkin/Pressure
Stabilized Petrov-Galerkin) foram desenvolvidas para contornar os problemas de
equagoes com operador convectivo, sendo o VMS proposto como uma generalizagao
das estabilizacoes do tipo Petrov-Galerkin (BAZILEVS et al. [4]).

3.4 Formulacao variacional multi-escala

A formulacao VMS utilizada é baseada na separagao em duas escalas e na mode-
lagem RB-VMS (RASTHOFER e GRAVEMEIER [I1]), partindo da formulacao
variacional, representa-se o espac¢o de solucao como a soma direta das solugoes de
largas escalas e de pequenas escalas, utilizando uma projecao para largas escalas P
temos a Eq. , onde I é o operador identidade, n" é uma varidvel projetada em

largas escalas e ' é a contribuigao de pequenas escalas da mesma.

y=V'g)

P:y Vb
\ (3.11)
n' =Pn

n=0-P)n

onde V pode ser V, ou Vy, n é um incégnita qualquer, n é a contribuicao de largas
escalas, i’ é a contribuicao de pequenas escalas e I é o operador identidade.
Reescrevendo a Eq. como:

A(W,U) = B(W,F) (3.12)
onde
Ju
AW, U) = (w, E) — (Vw,u®u) (3.13)

—(V-w,p/p) + (V*w,2vV*(u)) + (¢, V - u)
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B(W,F) = (w,F) + (w,h)r, (3.14)

Aplicando as relagoes das Eqgs. temos:

AWM U"+U') = B(W" F) (3.15)
AW’ U" + U) = B(W'F) (3.16)

Sendo a Eq. a parcela representada na malha. Como U’ representa as con-
tribuicoes de pequenas escalas na Eq. estas precisam ser aproximadamente re-
presentadas em termos dos campos de largas escalas sendo resolvidos. Em HUGHES
et al. [2] a metodologia do VMS é apresentada juntamente com uma formulacao onde
U’ é calculado através de parametros de larga escala mas ainda é introduzida uma
viscosidade turbulenta v;. BAZILEVS et al. [4] realiza uma aproximagao algébrica

para a solucao analitica de U’ como dos campos de largas escalas, resultando na Eq.

[3.17] e representado na Fig. [3.3

Escalas representadas Pequenas escalas
Sem 1
b1
0 k k' — oo
s e
U = F (U'Res(UY) Solucgdo analitica

Figura 3.3: Contribui¢oes de pequenas escalas, modificado de BAZILEVS et al. [4]

U’ ~ U’ = —7Res(U") (3.17)

Na Eq. 7 é a matriz de parametros de estabilizacao Eq. onde 7y é
o parametro de estabilizacao da conservacao do momento e 7 da conservagao da
massa, Res(U") é o vetor de residuos de largas escalas Eq. [3.19, onde rj; é o resfduo

da conservagao do momento e r¢ é o residuo da conservagao do massa.

L. 0
A i (3.18)

rc(uh)

Res(U") = {rM(“h’p h)} (3.19)

sendo no presente trabalho:
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ry(u®, ph) = - tu hovu o+ Vp — vAu" — F", (3.20)
re(u") =V -u”, (3.21)

v = T (u?) = (Ai252 +u". Gu" + C*G : G) Y2, (3.22)
e =(Tug-8) " (3.23)

G=0G,;= Z gi‘: gi‘; (3.24)

Z gi}z (3.25)

sendo At o passo no tempo e C; = 10.

Substituindo a Eq. na Eq. com as funcoes peso constantes no tempo,
u =0em e (VW' 20V5u)q = 0 temos a formulagio variacional final para as
ENS com VMS data pela Eq. [3.26]

A(Wh,Uh)Galerkm—|—A(Wh,Uh)SUPG—l—A(Wh,Uh)VMS — B(Wh,F) (326)

onde AGderkin o I s50 dados pela Eq. substituindo U por U" e as parcelas
ASUPG o AVMS gurgem da substituicao de U’ pela Eq. [3.18 Dividimos a equacio
dessa forma pois naturalmente recuperamos os tradicionais parametros de estabi-
lizagao SUPG, dados pela Eq. [3.27] e termos adicionais que representam os termos

do tensor de tensoes de Reynolds, dados pela Eq. (BAZILEVS et al. [4]).

A(WP UMSUPE = (ul - Vw4 Vg, yep(u, p))

3.27
+(V - w", ere(u”) (3:27)

h ghyVMS — (gt . (Vw™)T 7y (0, p"
AWE U = (u - (VW) (u*, p")) (3.28)

~—

—(VW", myrpr (0", p") @ Tyras (U ph)
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Capitulo 4
Métodos de marcha temporal

No capitulo 3 ao introduzir o método dos elementos finitos foi dito que a mesma in-
terpolacgao utilizada para o espago pode também ser aplicada para o tempo, esse tipo
de formulacao é chamado de espaco-tempo. Apesar de facilitar algumas andlises a
respeito das propriedades do VMS (BAZILEVS et al. [4] e HUGHES et al. [2]) imple-
mentagoes espago-tempo possuem aplicagoes a problemas tridimensionais limitadas,
sendo entao usual a aplicacao do método das diferencas finitas para a discretizagao
do tempo.

No presente trabalho utilizamos uma forma de interpolacao baseada em dife-
rengas finitas chamada de férmulas de diferenciagao retrégrada (BDF, FORTI e
DEDE [12]), dada pela Eq. , onde o tempo t é dividido em intervalos At sendo
cada intervalo chamado de ¢, paran =0,1,..,N; e t,, = t,,_1 + At, ag é uma cons-
tante que depende da ordem [ do método dada pela Eq. [£.3] 1) é a varidvel sendo
discretizada. A selecao de § = 1 equivalente a formulagao de Euler, de aplicagao

recorrente em CFD (DONEA e HUERTA [d]).

oY Oéﬁiﬁnﬂ - ?/JnBDFﬁ
-~ : 4.1
ot At (4.1)
onde
Un n>0, para (=1
YnBDFS = 2, — %@Dn_l n>1, para (=2 (4.2)
3y, — %¢n_1 + %1/)71_2 n>2, para (=3
e
1, para =1
ag =< 3/2, para (=2 (4.3)
11/6, para [ =3

Ap6s realizar a discretizacao da derivada no tempo precisamos decidir como
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avaliar as varidveis dependentes u" e p" nos outros termos da equacdo. Existindo
trés opgoes que dao origem as formulacoes: explicita, implicita e semi-implicita.

Se At é pequeno podemos tratar a equacao apenas como uma marcha no tempo

e utilizar u®_, e p" |, tal formulacio é chamada explicita e nao sera tratada no
presente trabalho, metodologias tratando da mesma quanto a estabilidade e pro-

priedades na sua aplicacao para as ENS sao apresentadas em DONEA e HUERTA

[6].

4.1 Formulacao implicita

A formulacao implicita é comumente escolhida devido a sua estabilidade, nela sele-
cionamos u” e p" como ul',; e pl', . dando origem a um sistema matricial onde a
escolha de At nao é importante para a estabilidade.

Aplicando a formulacao implicita e a Eq. na Eq. resulta na forma
discreta no tempo dada pela Eq. onde omitimos o subscrito n+ 1 e o sobrescrito

. _ ..h _ . h
h, sendo assim u=u,_, e p = p, ;.

gl — unBDF,ﬁ)
At
H(Vow, 20V () — (V- w, p/p

+(¢,V -u

(W, )
)
)
+(u-Vw + Vg, Tyt (u, p))
)
)
)

(Vw,u® u

(4.4)
+(V -w,7cro(u

+(u . (VW) ,TMf'M( )
—(Vw, Ty (u, p) @ T (u, p)

= (W, f) + (W, h)pN

onde

gl — UuBDF,
(7p): B n 8

1
At +u-Vu+;Vp—uAu—f (4.5)

A Eq. é nao linear em uZH e pZH para cada passo de tempo t,, a solucao do
sistema é computacionalmente custosa sendo o desempenho da simulacao fortemente
dependente da técnica de solugao empregada para o sistema nao linear. FORTI e
DEDE [12] sugerem uma formulagao alternativa semi-implicita para contornar o alto
custo computacional de formacao da matriz Jacobiana e do vetor residual quando da
aplicacao do método de Newton para solucao do sistema, tal formulacao é elucidada

a seguir.
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4.2 Formulacao semi-implicita

A formulacao proposta por FORTTI e DEDE [12] é baseada na extrapolacao utili-

zando polinémios retrégrados de Newton-Gregory. Para as ordens f = 1,2 e 3 a

extrapolagao ¢n+1 de ¥,1 é dada pela Eq. .

(O se n >0,
21% - ¢n71 s€ N Z 1
3¢n - 3Tybn—l + ¢n—2

: = h
Aplicando a extrapolacao para uj,_

VYny1,8 =

?

se n > 2,

para (=1
para [ =2 (4.6)
para (=3

h ~ . N
1 € Phyq nos termos nao lineares se obtem a

Eq. [£.7 onde omitimos o subscrito n + 1 e o sobrescrito h. Sendo assim o sistema

s 1. h h . .
resultante ¢ linear em uy,_; e p;;, precisando dessa forma ser resolvido apenas uma

vez para cada passo de tempo.

gl — unBDF,B)
At
+(Viw,2vV?3(u)) —

(w,

(Vw,us ® u)

(V-w,p/p)

+(¢q,V - u)
+(ug - Vw+Vq,TMrM

+(V-w TCI‘C

+(ug - (Vw)"

—(Vw, Tf/IrM ® TM
+(Vw, TfﬂM ® )

= (w,f)
onde

7']6[ = <At2

B ._

1
To =

(T]@g : g>7 ;

gl — UnBDF,3
At

-

f./]6\)/[ = r/]é\)/[<uﬂ>pﬂ)7

)

)

)

—(Vw, TﬁrM ® TMrM)
-

unBDFB)

+ug - Gug + C*G : G)~ V2,

1
+u5-Vu—|—;Vp—l/Au—f,

TMrM

O[Bll

+ (W7 h>FN

(4.8)

(4.9)

(4.10)

(4.11)



1
f"M:uﬁ-Vu—l—;Vp—l/Au—f, (4.12)

4.3 Solucao do sistema nao linear

A solucao do sistema de equagoes nao lineares resultantes da discretizacao da Eq.
no presente trabalho é feita através da aplicacao do método iterativo de Newton.
O método de Newton para uma fungdo F(u) consiste de iterar a expansao de

Taylor a partir de u na iteragao k:

F(uk+1) = F(llk;) + F’(uk)(ukﬂ — llk) + O(AU)2 (413)

Desprezando os termos de segunda ordem e igualando o lado esquerdo a zero

podemos escrever a Eq. onde J = F’ é a matriz Jacobiana e du, = up; — ug.

Resolve-se entao a Eq. para duy e utilizando a relagao ugy; = ug + duy
movese para a proxima iteracao k + 1. O iterador k é incrementado de £ = 0 até
que um numero maximo de iteracao seja atingindo n;.,., o residuo nao linear atinja
a tolerancia tol,.s dada pela Eq. ou a atualizacao da variavel seja menor que a
toleranca tolypqqte dada pela Eq. .

IF(w)]
R (4.15)
1P (o) |
5wl

< tolpdate 4.16
Tl = fOlusaat (4.16)

A solucao da da Eq. ¢é geralmente feita de forma a utilizar eficientemente as
caracteristicas da matriz Jacobinada e do residuo, métodos de subespaco de Krylov
sao particularmente populares, em especial o variagoes do método GMRES para o
caso de matrizes nao simétricas (KNOLL e KEYES [16]).

4.4 Newton-Krylov livre de matriz Jacobiana

Para solucao do sistema linear Ax = b os métodos de Krylov iterativos utilizam a
projecao no subespago K; de dimensao j dado pela Eq. [4.17, onde ry = b — Ax,.

Kj = SP(ITZ(I'(), AAI'()7 A2I'0, cery Aj_lro) (417)

Aplicando a metodologia a Eq. em uma iteracao k, temos entao:
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ro = —F(u) — Jou, (4.18)

A aplicacdo do GMRES consiste ao problema em minimizar ||Jéu; + F(u)||, para
cada iteracao j do método, onde du é dado pela equacao Eq. e (3; sao escalares

que minimizam o residuo.

511j = 5110 + Z 51(-])11'0 (419)

Examinando as Eq. e pode-se observar que a aplicacgado GMRES exige
apenas operacoes com o Jacobiano do tipo produto matriz-vetor. Utilizando uma
expansao de Taylor em primeira ordem podemos escrever o produto do Jacobiano J

pelo vetor v através da Eq. 4.20, onde € é uma pertubacao pequena.

Jv ~ [F(u+ev) — F(u)]/e (4.20)

A Eq. ¢é a chamada forma livre de matriz, sendo a formacao do Jacobiano J

dispensada, na prética a Eq. ¢ resolvida na forma pré-condicionada dada pela

Eq. {2]]

(JP~H(Péu) = —F(u) (4.21)

O sistema é entao resolvido para w na forma da Eq. e em seguida para du
dado pela Eq. [4.23]

(JP Hw = —F(u) (4.22)

fu=P 1 (w) (4.23)

Sendo o produto contendo o Jacobiano é dado pela aproximacao da Eq. [4.24]
Dessa forma ainda necessaria a formagao da matriz de precondicionamento P, e a

formulagao é como um todo chamada de livre de matriz Jacobiana.

(JP v ~ [F(u+eP'v) — F(u)]/e (4.24)

Diversas técnicas para o calculo da matriz de pré-condicionamento P e para
a pertubacao € sao propostas na literatura, sendo uma revisao da técnicas re-
alizada por KNOLL e KEYES [16]. O presente trabalho utiliza as técnicas de
pré-condicionamento implementadas na biblioteca PETSc, uma apresentacao
das mesmas pode ser consultada em GASTON et al. [I7]. A vantagem

de utilizar a biblioteca PETSc se da na facilidade de realizar experimentos
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numéricos com diferentes configuracoes de precondicionadores, quando uti-
lizando uma forma com formacao de Jacobiano basta utilizar o commando
de linha -pc_type para selecionar entre uma variedade de precondicionado-
res. Na formulacao PJFNK do solver nao linear SNES é necessario utilizar
o comando -snes_mf_operator e configurar a matriz de precondicionamento
corretamente na funcao SNESSetJacobian. A assinatura simplificada da funcgao é
SNESSetJacobian(SNES snes, Mat Amat, Mat Pmat, PetscErrorCode, void),
aqui Amat é a matriz Jacobiana e Pmat é a matriz de pré-condicionamento. No
presente trabalho Amat foi aproximada utilizando diferencas finitas no vetor de

residuos.
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Capitulo 5
Aspectos da implementacao

O desenvolvimento de simuladores eficientes para aplicagoes em computacao de alto
desempenho envolve a intercessao de diversas areas da ciéncias da computagao, ma-
temdtica e engenharia. Sendo necessaria a colaboragao de grupos e o estabelecimento
de tecnologias de suporte, que acelerem o processo de desenvolvimento sem compro-
meter a qualidade da analise e desempenho dos simuladores. Sendo assim se faz
necessaria a utilizagao e desenvolvimento de bibliotecas dedicadas a funcionalidades
especificas que integram os solvers, no presente trabalho a discretizacao e gerenci-
amento das estruturas de dados relacionadas a malha sao realizadas utilizando a
biblioteca 1ibMesh, ja a solucao do sistema nao linear fica sobre a responsabilidade
da biblioteca PETSc.

5.1 A biblioteca 1ibMesh

A biblioteca 1ibMesh for criada com o objetivo de facilitar a implementacao de
métodos numéricos com malha para a solucao de EDPs; em especial o MEF. Seu
principal objetivo é integrar e simplificar a utilizacao das bibliotecas cientificas de
mais alta qualidade disponiveis (KIRK et al. [5]). A biblioteca é desenvolvida no
modelo de software aberto, é desenvolvida na linguagem C++ fazendo extenso uso
da técnica de metaprogramacao de forma a prover abstracoes que facilitam o desen-
volvimento de solvers complexos sem comprometer o desempenho na execucao.
Dentre as opcoes de bibliotecas para o MEF a libMesh diferencia-se por apre-
sentar suporte robusto ao desenvolvimento de solvers habilitados ao refinamento
¢ desrefinamento adaptativo da malha (AMR/C), podendo fazer uso de diversos
estimadores de erro e algoritimos para selecao dos elementos a serem adaptados ja
implementados ou facilitando a utilizacao de algoritimos codificados pelo usuario. A
principal limitacao quanto ao AMR/C é o fato de nao ser possivel o desrefinamento

em nivel menor que o fornecido pela malha original, nivel 0 na Fig. [5.1]
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nivel O:

nivel 1:

nivel 2:

Figura 5.1: Hierarquia dos niveis de refino, adaptado de KIRK et al. [5].

5.2 Framework FEMSystem

Elevando a abstracao das classes basicas do 1ibMesh foi construida um framework
especifico para aplicagoes de elementos finitos, chamado de FEMSystem. O objetivo
do FEMSystem é prover uma interface de desenvolvimento de aplicagoes (API) para
o MEF consistente e independente da fisica (BAUMAN e STOGNER [1§]), para

isso primeiramente o problema precisa ser escrito na forma da Eq.

M(u)a = F(u), em Qx(0,7)

G(u)=0, em Qx(0,7)
u(x,0) =up(x), VvVxeQ (5.1)

u(t) = glt), em Tpx (0,7)

o(u,t)-n=~"n(t), em I'yx(0,7T)

A partir da formulagao Eq. se constréi a forma variacional equivalente dada
pela Eq. 5.2l O usudrio deve entao criar uma subclasse do FEMSystem e reimple-
menta (overload) os métodos segundo a tabela[5.1] A implementagao é realizada do
ponto de vista do ponto de integragao no dominio do elemento, sendo o processo de

integragao e montagem da matriz (assembly) delegados para a biblioteca.

M(uh, y; Vh> = F(uh;vh), Vv, € v

(5.2)
G(up;vy) =0, Vv, e V"

E possivel ainda modelar contribuicoes de varidveis escalares nos métodos
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Termo Método ou Classe

M (up,, ay;vp) mass_residual
F(up;vy) element_time derivative
G(uap;vp) element_constraint

uy(t) = g(t) DirichletBoundary

o(up,t)-n=~h(t) side_time derivative e side_constraint

Tabela 5.1: Correspondéncia entre termos e objetos do 1ibMesh

nonlocal time derivative e nonlocal constraint, porém estes nao foram uti-
lizados no presente trabalho. As formulacées implementadas para os residuos estao
descritas no apéndice A.

A motivagao légica por detras da separagao em classes da tabela5.1|é possibilitar
o desenvolvimento de formulacoes fisicas independentes do algoritimo de integragao
temporal utilizado. A integracao temporal é delegada para classe TimeSolver, que
realiza a formacao dos vetores de residuo, calcula a atual taxa de evolucao do ve-
tor solucao, o vetor de incégnitas atualizado e provém um método para marchar
no tempo, a solucao de fato do sistema é entao delegada a uma terceira classe
DiffSolver que ¢é encarregada de realizar a montagem e solucao do sistema nao
linear. A codificacao do algoritimo BDF esta descrita no apéndice B, a classe para
solucao nao linear utilizando o PETSc ja estava inicialmente codificada no 1ibMesh,
sendo que a contribuicao desse trabalho foi a solucao de falhas e a montagem correta
para utilizar o PJFNK.

5.3 A biblioteca PETSc

Desenvolvido desde 1994, inicialmente no laboratério nacional Argonne (em cola-
boracao com a universidade de Chicago) e atualmente com desenvolvedores em di-
versas institui¢oes pelo mundo o PETSc é uma biblioteca de cédigo-livre bem estabe-
lecida na computacao cientifica, sendo utilizado para simulagoes de alta fidelidade
em aplicagoes como fisica de plasmas e seguranca nuclear.

A biblioteca consiste de uma diversidade de componentes para simulagoes
numéricas, desde estruturas de dados paralelas para vetores, matriz e malhas até
métodos de marcha no tempo e solucionadores de sistemas de equagoes nao-lineares.

No presente trabalho fazemos uso das facilidades para solucao de sistemas nao
lineares do PETSc, materializadas no subframework SNES, sendo uma grande van-
tagem a possibilidade de compor diferentes estratégias e combinacoes de métodos
a passando apenas argumentos na linha de comando diferentes, sem ser necesséario
recompilar ou modificar o programa. A definicao do infinitesimal na formulagao
JFNK ¢é dada pela constante PETSC_SQRT_MACHINE_EPSILON que para dupla
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precisao tem por definicao 177, valor utilizado em todas as simulacoes desse trabalho.

No SNES sao disponibilizadas diferentes potencialidades de configuracao, como
estudaremos um método semi-implicito foram utilizadas configuragoes no line search
para limitar o passo nao linear a cada iteragao quando o sistema nao apresentar con-
vergéncia, tal algoritimo é chamado de backtracking e pode ser acionado utilizando-se

do argumento -snes_linesearch_type bt.
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Capitulo 6

Resultados numeéricos

6.1 Caso de validacao: problema de Kim-Moin

O problema de Kim-Moin é uma das raras solucoes analitias para as equacos in-
compressiveis de Navier-Stokes. A solugao analitica para os campos de pressao e
velocidade sao dados pela Eq. e definidas em Q = [1,0] x [0, 1], sendo que para
o presente trabalho os parametros de a = 0.02 e v = 0.01 foram escolhidos para

permitir a comparacio com os resultados de FORSTER et al. [19].

Uy (ZE, Y, t) == _COS((I’YT,I’)Sin(aﬂy)e_2a2ﬂzty

—2a2m2ty

uy(z,y,t) = sin(arx)cos(amy)e (6.1)

p(z,y,t) = —i(cos(?cmx) + cos(2ary))e @™
Os erros foram calculados segundo a Eq. [6.2} onde [|.|| é a norma L2. A tabela
[6.1] apresenta os resultados ao final de 100 passos temporais de 0.01s para malhas de
32 x 32 elementos lagrangeano Q1 e 16 x 16 elementos lagrangeano Q2, foi incluido
também o resultado adaptativo para 1024 (32%) elementos Q1 utilizando de 4 passos
adaptativos. Das diversas solucoes de FORSTER et al. [19] foram utilizados na
tabela[6.1) os melhores resultados para o erro na velocidade e seu erro correspondente
em pressao. Em todos os casos para solugao do sistema nao-linear foi utilizado o
método de newton inexado com backtracking, com uso do GMRES precondicionado
com LU inexato para a solugao do sistema linear em cada iteracao. Foram utilizadas
a tolerancia relativa de 1 x 1071° e a tolerancia absoluta de 1 x 10712 para o passo nao
linear e relativa de 1 x 10~'2 para o passo linear. E importante notar que o presente
trabalho utiliza uma aproximagao numérica de diferencas finitas para o Jacobiano.
Outra fonte de imprecisao ¢ a diferenga da interpolacao do BDF e a aproximacao

numérica do Jacobiano quando se tratando dos termos dependentes do tempo.
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Figura 6.1: Problema de Kim-Moin, solugao AMR e de malha fixa.

erry = |ju” — u||e2a2“2t”
erry = [ = pllet
erry erry

Q1 SUPG FORSTER et al. [I9] 0.004614 0.002460
Q1 BFD1 implicito 0.007276 0.009018
Q1 BFD1 implicito AMR 0.005439 0.007009
Q1 BFD1 semi-implicito 0.007276 0.009029
Q1 BFD2 implicito 0.008326 0.009018
Q1 BFD2 semi-implicito 0.008326 0.010488
Q2 SUPG FORSTER et al. [T9 0.002617 0.002544
Q2 BFD1 implicito 0.002514  0.003597
Q2 BFD1 semi-implicito 0.002512  0.003621
Q2 BFD2 implicito 0.003576  0.005072
Q2 BFD2 semi-implicito 0.003573  0.007755

Tabela 6.1: Erros em velocidade e pressao para caso de Kim-Moin.

Dos resultados reproduzidos na tabela é possivel notar que apesar das refe-

ridas fontes de erros todos os testes obtiveram convergéncia, nenhuma instabilidade

foi notada quanto a selecao do passo temporal na formulagao semi-implicita.

O problema em um grid 100 x 100 de elementos Q1 foi solucionado nos sistemas

HPC Lobo Carneiro e Mont Blanc para avaliagao do uso da plataforma Mont-Blanc

com o libMesh e PETSc. O supercomputador Lobo Carneiro foi projetado com base

nas tecnologias atualmente lideres no mercado sendo formado por nés de calculo
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contendo processadores Intel Xeon E5-2670 v3, membro da familia de processadores
de arquitetura x86-64, os noés sao conectados através de rede InfiniBand FDR. O
projeto Mont-Blanc (RAJOVIC et al. [20]) consiste de uma série de pequenos sis-
temas para testes, com a intencao de fazer uso de tecnologias emergentes da area
de computacao mével para construir sistemas mais eficientes energeticamente, o sis-
tema utilizado no presente trabalho (devido a requisitos de memoéria) é composto
por nos contendo processadores Cavium Thunder X, Fig. membro da familia

de processadores de arquitetura ARMvS.

Figura 6.2: N6 de calculo Thunder X, protétipo Mont-Blanc.

Na discretizacao do tempo foram utilizados 1600 passos de 0.005s, os resultados
encontra-se dispostos na tabela [6.2f onde a escalabilidade é dada como percentual
em relacao ao desempenho perfeitamente linear, as configuracoes de solucao sao
as mesmas descritas anteriormente. A relagdo do nimero de elementos por nicleo
utilizado foi consideravelmente baixa, porém essa configuragao nos permite comparar
a performance de 1/O dos sistemas, nicleos AMRv8 sao de desempenho individual
inferior e sao geralmente recomendados em menor relagao com o nimero de graus de
liberdade do problema RAJOVIC et al. [20], sendo assim o sistema de I/O precisa
ter uma elevada performance.

O fraco desempenho quanto a consumo energético do Mont-Blanc pode ser jus-
tificado pelo fato da medicao ser realizada em um conjunto de quatro ndés. Para
minimizar os efeitos os nds foram sempre todos alocados mesmo que nao realizando
trabalho. Nota-se também uma grande queda na escalabilidade em 128 e 256 pro-
cessos, cada né de calculo possui dois processadores totalizando 96 ntcleos por né,
sendo assim 128 e 256 processos representam 2 e 3 nés respectivamente. A nivel de
comparacao no Lobo Carneiro as simulagoes foram realizadas em 2, 4, 8 e 16 nés

respectivamente, e as medicoes de energia sao individuais aos nos.
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N° de tarefas MPI Energia consumida Escalabilidade Tempo de execucao

Mont-Blanc kW h - h
32 0.6103 Referéncia 1.151
64 0.4715 67.17% 0.857
128 0.6137 27.26% 1.056
256 1.8140 5.02% 2.867
Lobo Carneiro
32 0.0532 Referéncia 0.128
64 0.0745 67.79% 0.094
128 0.1404 33.70% 0.095
256 0.4321 10.83% 0.148

Tabela 6.2: Consumo energético e escalabilidade forte no problema de Kim-Moin.

6.2 Caso referéncia: Cavidade 3D Re 12000

O problema da cavidade tridimensional representado pela Fig. foi resolvido para
Re = 12000, com o numero de Reynolds definido como Re = LUy/v. Este é um
problema classico estudado por diversos pesquisadores, no problema tridimensional
complexas estruturas turbulentas se desenvolvem para casos com o numero de Rey-
nolds elevado. Os resultados aqui apresentados sao comparados com os disponiveis
em LINS et al. [§], na solu¢ao aqui obtida toda a face superior da cavidade possui
velocidade Uy = 1m/s e as demais paredes tem condigdo de nao escorregamento.
Condicoes de contorno mais elaboradas para a face superior como a utilizada em
LINS et al. [§] ajudam no tratamento da descontinuidade das condigoes de contorno,
no entanto foi feita a opgao pela configuragao mais simples pois no presente trabalho
nao buscamos o desenvolvimento de um benchmark para o problema da cavidade,

mas sim avaliar a robustez do solver desenvolvido.

Figura 6.3: Cavidade tridimensional.
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A malha representada na Fig. ¢ composta de 1 milhao (100 x 100 x 100)
de hexaedros lineares em uma geometria cubica com 1m de lado. Para solugao
do sistema nao-linear foi utilizado o método de Newton inexato com backtracking,
para solucao dos sistemas lineares foi utilizado o GMRES com precondicionador
LU inexato. Foi utilizada uma tolerancia relativa de 1 x 107% entre os passos nao-
lineares e um tolerancia absoluta de 1 x 1078, O problema foi resolvido com passo
temporal de 0.1s e 1000 passos, as velocidades médias sao a média temporal em
cada componente.

A Fig. apresenta os valores em um corte normal a y no centro da cavidade, os
resultados sao comparados com os obtidos experimentalmente por PRASAD e KO-
SEFF [21] e para a solugao de simula¢do numérica direta (DNS) de BOUFFANAIS
et al. [22].

0.6

——- DNS 4
051 — BDF1 Implicito 1
0.4 + Experimental

0.3 4

0.2

0.1+

0.0

_O'.l -

—0.2 4

0.2

0.1 A

0.0

2 —0.1 4

Figura 6.4: Comparacao com benchmarks, cavidade Re = 12000.

A Fig. apresenta as linhas de corrente na velocidade média, onde é possivel

observar estruturas turbulentas do problema.
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Figura 6.5: Linhas de corrente, cavidade Re = 12000.
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Capitulo 7

Conclusoes e trabalhos futuros

7.1 Conclusoes

Foram reproduzidas com sucesso as formulagoes implicita de BAZILEVS et al. [4]
e semi-implicita de FORTT e DEDE [12] utilizando integrador BDF de primeira e
segunda ordem solucionados pela metodologia JENK. O cédigo foi todo desenvolvido
de forma transparente e documentado de forma a facilitar a transferéncia tecnolégica.
Contribuindo assim para o entendimento e documentacao do framework FEMSystem
para trabalhos futuros. Durante o desenvolvimento do presente trabalho o fato da
biblioteca libMesh ser de codigo aberto foi bastante benéfico, pois a interagao com
os desenvolvedores permitiu a solucao rapida de falhas afetando o desenvolvimento
do trabalho.

A utilizagao do BDF2 nao trouxe grandes ganhos em precisao frente ao BDF1
quando observados os resultados do problema de Kim-Moin e da cavidade, espera-
se que a codificagdo do Jacobiano analitico (para utilizagdo na fase de pré-
condicionamento) deve melhor o desempenho quanto a precisdo numérica da for-
mulagao de segunda ordem.

Nos teste realizados nao foram encontrados problemas de instabilidade quanto a
selecao do passo temporal para a formulagao semi-implicita, apesar disso recomenda-
se cautela pois os passos temporais utilizados no presente trabalho foram em geral
conservativos. Ambas as formulagoes implicita e semi-implicita demostraram perfil
comparavel de precisao numérica.

Por fim o teste realizado no protétipo Thunder X do projeto Mont-Blanc mostra
que as plataformas ARM da atual geracao ainda nao sao competitivas para aplicagoes
HPC do MEF quando utilizando a biblioteca PETSc, é possivel que solugoes desen-
volvidas especificamente para a plataforma sejam mais competitivas porém o custo
de reimplementar toda a infraestrutura necessaria nao deve ser subestimado. Para

um mesmo problema posto na plataforma Thunder X é exigido um numero uma
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ordem de magnitude maior de nicleos para obter tempos de execucao comparaveis,
mas as caracteristicas de escalabilidade forte do sistema nao sao satisfatérias quando
comparadas ao estado da arte de processadores x86-64 utilizando os algoritimos
do presente trabalho. Os beneficios esperados com consumo energético nao foram
observados na pratica devido a dificuldade de monitor o consumo energético com
precisao e de forma comparavel entre os sistemas. Como consequéncia do presente
trabalho atualmente realizamos estudos adicionais de escalabilidade, quantificando
outros parametros e se algoritimos como pre-condicionadores especificos podem aju-
dar no perfil de escalabilidade. Apesar disso ja é largamente divulgado o projeto
de uma nova versao da arquitetura, Thunder X2 (CAVIUM [23]), que busca tornar
a plataforma mais atrativas para aplicacoes de HPC melhorando o desempenho de

acesso a memoria e rede.

7.2 Trabalhos futuros

Para continuidade e extensao deste trabalho sugere-se:

1. Desenvolver e implementar método para selegao automatica do passo temporal

que garanta estabilidade da formulacao semi-implicita.

2. Adicionar as formulagoes analiticas do Jacobinano para formagao do precon-

dicionador.

3. Implementar e comparar o desempenho dos parametros de estabilizacao 7

alternativos, como os propostos em HSU et al. [15].
4. Adicionar condicoes de contorno especificas e aplicar a casos de engenharia.

5. Estender para o tratamento de interacao fluido-estrutura (adicionando a pos-

sibilidade de aplicar o solver a problemas de aeroelasticidade).

6. Estender para o tratamento de fluidos levemente compressiveis (adicionando

a possibilidade de aplicar o solver a problemas actsticos).
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Apeéendice A
Implementacoes FEMSystem

As formulagoes descritas a seguir possuem em comum as seguinte definigoes:

3
e 98 08
G=Gy=)»_ 5 O, (A1)
k=1
3
0¢;
g=gi=) 52 (A:2)
1 axl
rc = V-u (A3)

A construcao dos componentes das equagoes, como velocidades e residuos, foi
feita de forma que a codificacao se aproxima-se ao maximo da notagao matematica
da formulagao, facilitando a leitura e entendimento da parte fundamental do solver.
Sendo assim quando representada em codigo a multiplicacao de vetores a operacao
realizada implicitamente é o produto interno entre os termos e a multiplicacao de

vetores com escalares é realizada termo a termo. As classes redefinidas estao listadas
na tabela [A.1]

Termo M¢étodo ou Classe
M (up,, ay; vy) mass_residual
F(up;vy) element time derivative
G(up; vp) element_constraint

Tabela A.1: Métodos codificados no FEMSystem

Os vetores de residuo dos termos acima na componente ¢ e suas correspondente
codificacao na competente z no lago de integracao dos pontos de quadratura sao

explicitados a seguir para as duas formulagoes implementadas.
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A.1 Formulacao implicita

M; = i,
+7arti(u - V)
+7mVg-u
+1mu; Vo, - 0

—T]%4V¢a . (UZI'M + 7’5’@'1.1)

Mu(a) -= JxW[gp]l * (

dudt * phia

+tauM * dudt * (U * Dphi)

+tauM * u * (Dphi * dUdt)

-tauM*tauM * Dphi * (dudt*rM + rS(0)*dUdt)
)

Fy=ui(u-Va,)
+2Vi0,

’ ou
vV, - (Vu; + (9_9(:2)
—TMTs,i(U : V%)
—TmTs - Vq
—T0rcViga
_TMui<rs ) V%)
+T]%4Ts,i<rs - Vo)

+¢afi

Fu(a) += JxW[gp] * (
ub * (U * Dphi)
+p * Dphi(0)
-nu * Dphi * (grad_u + U_x)
—tauM * rS(0) * (Ub * Dphi)
-tauC * rC * Dphi(0)
-tauM * ub * (rS * Dphi)
+tauM*tauM * rM(0) * (rS * Dphi)
+phia * £(0)

G=9(V-u)
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© oo ~ (=] o [ w [V -

Fp(i) -= JxW[qgpl*( psili] [gqp] * (grad_u(0) + grad_v(1)));
if (dim == 3)
Fp(i) -= JxWlgpl*( psilil [gp] * grad_w(2));

sendo:

ry =u-+r,
1
rs=u-Vu+ -Vp—-vAu—F,
p

4
T = (3 Tu Gu+ C*G: G)~YV2,

o= (Tug-g) !,

A.2 Formulacao semi-implicita

M; = t;pq
+7artii(ug - Vo)
+7vVg-1u
+Taugi Vo, -

_T]%/[(VQSa : rs)ui
2

T .
Kj‘i(v% “WuppF) U
2

ATy

At

2
™

At

+
(Voo - )T

+ (V¢a : unBDF>7nsi

Mu(a) -= JxW[gp]l * (
dudt * phia
+tauM * dudt * (U_b * Dphi)
+tauM * u_b * (Dphi * dUdt)
—-tauM*tauM * (Dphi * rS) * dudt
+(tauM+tauM/dt) * (Dphi * U_bdf) * dudt
-(alpha*tauM+tauM/dt) * (Dphi * U) * rM(0)
+(tauM*tauM/dt) * (Dphi * U_bdf) * rS(0)
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E = uﬁ'i(u : V¢a)
+2v.4,
p

UV - (Vs + g—;)

—Tursi(Ug - Voo) — Turs - Vg
—TcrcViga

—Tamugi(Ts - Vo)

+ 73 (s - V)

+¢afi

Fu(a) += JxW[qp] * (
u_b * (U * Dphi)
+p * Dphi(0)
-nu * Dphi * (grad_u + U_x)
-tauM * rS(0) * (U_b * Dphi)
—-tauC * rC * Dphi(0)
—-tauM * u_b * (rS * Dphi)
+tauM*tauM * rM(0) * (rS * Dphi)
+phia * £(0)

© oo ~ [=2] o - w N -

[
o
N
-

G =14(V-u)

1 Fp(i) -= JxWlqpl*( psilil [gqp] * (grad_u(0) + grad_v(1)));
2 if (dim == 3)

3 Fp(i) —= JxWlgpl*( psili] [qp] * grad_w(2));
sendo:
mn o Un n>0, para =1
MR 2, — Ly m>1, para =2

1, para (=1
Qg =
3/2, para [ =2

(o n>0, para =1
7vZ}n—&-l,,B =
29, —p—1 n>1, para =2

Qg — UnBDF3
= At
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(A.12)

(A.13)

(A.14)

(A.15)

(A.16)

(A.17)



1
rs=ug-vVu+-Vp—rvAu—f, (A.18)
p
4 2 —1/2
™M = (—+u§~GuB+ClV GG) s (Alg)

At?

o= (tug-8) " (A.20)
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Apendice B
Implementacoes TimeSolver

O algoritimo BDF consiste na aproximacao das derivativas temporais pela Eq.

oY Oé/WnH - ¢nBDFﬁ
- = : B.1
ot At (B-1)
onde
Un n>0, para (=1
YnBDFB = 2, — %@/}n_l n>1, para (=2 (B.2)
3?/% - %1/%—1 + %wn—2 n > 27 para 6 =3
e
1, para [f=1
ag =1 3/2, para =2 (B.3)
11/6, para [ =3

Assim como na implementagao do FEMSystem a codificagao foi realizada de forma
a tornar a implementacao o mais préxima possivel da formulacao matematica, repro-
duzimos abaixo a parte central do algoritimo, como no apéndice A nao reproduzire-

mos a formagcao das estruturas de dados e implementacao dos métodos acessorios.
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if ( beta == 1 || !(_system.time > _system.deltat))

{
// Local nonlinear solution at old timestep
DenseVector<Number> old_elem_solution(n_dofs);
for (unsigned int i=0; i != n_dofs; ++i)
old_elem_solution(i) =
old_nonlinear_solution(context.get_dof_indices() [i]);
context.get_elem_solution_rate() = context.get_elem_solution();
context.get_elem_solution_rate() -= old_elem_solution;
context.elem_solution_rate_derivative = 1 / _system.deltat;
context.get_elem_solution_rate() *=
context.elem_solution_rate_derivative;
bdf_time_derivative = 1.0;
}
else if (beta == 2)
{
// Local nonlinear solution at old timestep
DenseVector<Number> old_elem_solution(n_dofs);
for (unsigned int i=0; i != n_dofs; ++i)
old_elem_solution(i) = 4.0/3.0 *
old_nonlinear_solution(context.get_dof_indices() [i]);
// Local nonlinear solution at older timestep
DenseVector<Number> older_elem_solution(n_dofs);
for (unsigned int i=0; i != n_dofs; ++i)
older_elem_solution(i) = 1.0/3.0 %
older_nonlinear_solution(context.get_dof_indices() [i]);
context.get_elem_solution_rate() = context.get_elem_solution();
context.get_elem_solution_rate() -= old_elem_solution;
context.get_elem_solution_rate() += older_elem_solution;
context.elem_solution_rate_derivative = 3.0 / (2.0 * _system.deltat);
context.get_elem_solution_rate() *=
context.elem_solution_rate_derivative;
bdf_time_derivative = 1.5;
}
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