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RESUMO

No estudo de estruturas presentes na engenharia, ha o interesse fundamental em
predizer como serd o seu comportamento quando estdo sujeitas a solicitacbes de diversas
naturezas. Em outras palavras, € imprescindivel quantificar as tensfes e deformacgdes de um
corpo quando aplicada determinada condicdo de carregamento. Com o conhecimento dessas
grandezas € possivel avaliar se a estrutura tera resisténcia mecanica suficiente para suportar 0s

esforgos atuantes.

No projeto apresentado neste relatorio, o intuito é analisar eixos circulares submetidos
a esforcos combinados de torcdo e flexdo. Para tal, foi desenvolvida uma ferramenta
computacional no software “Excel”, utilizando-se dos conceitos pertencentes a teoria da
Resisténcia dos Materiais denominada “Analise de Esfor¢os Combinados em Eixos

Circulares”.

Para torna-la confidvel, garantindo a correta aplicacdo da formulacdo teorica e,
portanto, resultados consistentes, foi realizada uma validacdo através da analise de dados
experimentais e comparacdo com o0s Vvalores tedricos calculados pela ferramenta

computacional.

A ferramenta possui funcdes interessantes, sendo, por exemplo, capaz de tracar o
Circulo de Mohr para o estado plano de Tens6es em um ponto na superficie do eixo, além é
claro, de determinar as reacdes nos apoios e esforcos em qualquer secdo escolhida. Portanto,
com a ferramenta em maos é possivel estudar o comportamento do esforgco cortante, momento
fletor e torsor em um eixo circular genérico e descobrir o estado de tensdes em um ponto da

superficie do eixo.
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1. INTRODUCAO

Ao se projetar uma estrutura qualquer, ha o interesse fundamental em determinar
como sera seu comportamento quando sujeita a um determinado carregamento. Em outras
palavras, € necessario quantificar as tensdes e deformacBes neste corpo causadas pelos

esforcos atuantes e, dessa forma, avaliar se possui resisténcia suficiente.

A teoria de Resisténcia dos Materiais aliada a Mecanica Classica introduz os
conceitos necessarios e nos proporciona maneiras quantitativas de determinar as grandezas de
interesse citadas no parégrafo anterior. Isto é, com os recursos advindos destes ramos de
estudo da engenharia, torna-se possivel calculas tensdes e deformaces de uma estrutura

sujeita a um carregamento e, portanto, ser conhecedor de seu comportamento estrutural.

Este projeto tem como objetivo analisar os esfor¢cos combinados em linhas de eixos.
Para alcanca-lo foi desenvolvida uma ferramenta computacional de analise de tensdes em
eixos circulares, sejam eles vazados ou ndo. Dentre outras funcionalidades intermediarias,
como célculo das reacdes apoio e esforcos a que esta submetida uma secao qualquer do eixo,
o0 resultado final obtido pelo usuario ao utilizar a ferramenta € composto pelo estado de
tensGes em determinado ponto de uma se¢do do eixo escolhida, além de apresentar o Circulo

de Mohr para o estado plano de tensdes deste ponto.

Para torna-la valida, isto é, garantir que a formulacdo tedrica que esta por traz da
ferramenta computacional foi aplicada corretamente e, por consequéncia, dar confiabilidade
aos resultados que podem ser obtidos com o uso da ferramenta, foi realizada o que
denominamos de validacdo da ferramenta computacional através da utilizacdo de dados

experimentais e posterior comparagao com os teoricos calculados pela ferramenta.

O “caminho percorrido” para realizar as tarefas descritas acima ¢ apresentado neste
relatorio. Inicialmente, no segundo capitulo, é feito um resumo de fundamentos tedricos que
foram Uteis para o projeto em questdo, descrevendo conceitos da teoria da Resisténcia dos

Materiais.

No capitulo seguinte, é apresentada de forma completa e minuciosa a ferramenta
computacional desenvolvida, passando, a priori, por uma introducdo conceitual, logo apos, a
formulacdo tedrica é demonstrada em detalhes, chegando, finalmente, a um manual de
utilizacdo, no qual sdo dadas todas as orientagdes necessarias ao usuario para que ele possa

usufruir da ferramenta de maneira correta e plena.



O quarto capitulo descreve como foi realizada a validacdo desta ferramenta
computacional, demonstrando os resultados teoricos calculados, os experimentais obtidos e
anélise de comparacdo destas duas fontes. Além de apresentar as caracteristicas do aparato

experimental usado.

No penultimo capitulo, apresenta-se a conclusdo de todo este processo e sugestdes

para evolugéo desta ferramenta em projetos futuros.

As referéncias bibliograficas que contribuiram para a elaboragdo deste projeto s&o

listadas no ultimo capitulo deste relatorio.



2. FUNDAMENTOS TEORICOS

Neste capitulo serdo apresentados os fundamentos tedricos que foram uteis para
realizacdo deste projeto final. Este resumo teorico é referente a Teoria da Resisténcia dos

Materiais.
2.1.ESTADO PLANO DE TENSOES
2.1.1. Conceito de Tensao

Tensdo é definida, matematicamente, como carga (for¢a) por unidade de area e, por
consequéncia, no sistema internacional de unidades (SI), a unidade de tenséo é representada
por N/m2 (denominada Pascal). Enquanto que no sistema de unidades inglesas, € libra por

polegada quadrada (lb/in?), cuja sigla € psi (pounds per square inch).

E valido ressaltar, que em problemas praticos da engenharia, utilizam-se multiplos da
unidade Pascal (como por exemplo, MPa), pois Pascal € um valor de tensdo muito pequeno
guando comparado aos valores de tensdo atuantes nas estruturas reais. Para se ter nocao deste
fato, um psi é equivalente a quase 7000 Pascal. Veja abaixo, a conversdo exata entre 0s
sistemas:

b 4,448 N

1pSi =T

_ Eg. (2.1)
in2  (2,54.1072)2m?

N
= 6,895.103

— = 6,895 KPa
m

= Tensdo Normal devido a Forca Axial

Para forgas axiais aplicadas a uma barra, a tensdo normal média atuante na

secdo transversal pode ser calculada da seguinte forma:

F

Tmed = 3 Eg. (2.2)
Onde:
F é a forca normal atuante na extremidade da barra
A ¢é o valor da area transversal da barra.

Para definir a tensdo em um ponto especifico da secéo transversal, devemos considera

uma pequena area ao redor deste ponto e reduzi-la até o limite tendendo a zero e, entdo:



. Af Eq. (2.3)
"_Aljrﬂoﬁ

Onde:
Af ¢ a forca atuante nesta pequena area

E importante salientar que a distribuicdo de tensio da barra é, aproximadamente,
uniforme somente numa secdo distante do ponto de atuacdo da forca e caso a linha de acéo
desta carga passe pelo centroide da secdo transversal considerada. Em todos 0s outros casos,

esta distribuicdo € ndo uniforme e, estaticamente, indeterminada.
= Tensdo Cisalhante devido & Forga Cortante

De forma anéloga a relacdo entre forcas axiais e tensdes normais, podemos calcular a

tensdo média de cisalhamento causada por uma forga transversal aplicada a uma barra:

. _ 5 Eq. (2.4)
med — A
Onde:
F é a forca transversal atuante
A é o valor da area transversal da barra.
F
™

F

Figure 2-1: Forcas Cortantes Aplicadas a uma Barra. (Beer Johnston) [1]

=  Estado Tridimensional de Tensdes



As tensdes provenientes de um carregamento genérico sdo tridimensionais. Para
facilitar a visualizacdo e melhor ilustrar este estado de tens@es, seréd utilizado um elemento

diferencial em um ponto qualquer de um corpo sujeito a um determinado carregamento.

Py

i
e
Z Ou N
| A Pz
P
X T:r:r _ -
T, 1 Ox Ty Ta
T |T Y TH’ G:“!’ T:-"a
T y T, Tn O,
Oy ex by £z

Figura 2.1: Cubo representativo do estado tridimensional de tensdes em um ponto. [2]

H4, entdo, as tensdes normais atuantes nos planos perpendiculares aos eixos X, y e z,
representadas por cyx, Gyy € Gz, respectivamente ou apenas, ox, oy € 6, . As tensdes cisalhantes

possuem duas componentes em cada plano e seguem a seguinte simbologia:

Ty € & componente em y da tensdo cisalhante que atua no plano cuja normal é
paralela ao eixo x. De forma genérica, a primeira letra representa o eixo perpendicular ao

plano de atuagdo da componente de tenséo e a segunda indica qual sua direcao.

Portanto, além do exemplo dado acima, as tensdes cisalhantes representadas no

cubo sdo:

v' 14, € a componente na direcdo z da tensdo cisalhante que atua no plano cuja

normal é paralela ao eixo X;

v 1y € a componente na direcdo x da tenséo cisalhante que atua no plano cuja

normal é paralela ao eixo y;



v’ 1y, é a componente na direcdo z da tensdo cisalhante que atua no plano cuja

normal € paralela ao eixo y;

v' 1, € a componente na direcdo x da tensdo cisalhante que atua no plano cuja

normal é paralela ao eixo z;

v’ 1,y € a componente na direcdo y da tensdo cisalhante que atua no plano cuja

normal € paralela ao eixo z;

A principio, pode-se concluir, entdo, que para definir um estado de tensdes em um
dado ponto Q, submetido a um carregamento genérico sdo necessarias nove componentes,

sendo trés componentes de tensédo normal (cy, oy € ;) e seis de tensdo cisalhante (tyy, Txz, Tyx,

Tyz, Tax € Tay).

Porém, isso ndo verdade. Ao aplicar as equacdes de equilibrio deste elemento
diferencial centrado no ponto Q, percebe-se que Sa0 necessarias apenas seis componentes de

tensdo para definir seu estado, pois:

Ty = Tyx Eg. (2.5)
Txz = Tzx Eqg. (2.6)
Tyz = Tzy Eq. (2.7)

Veja, abaixo, a deducdo das igualdades acima.

Como o cubo estd em equilibrio, serdo utilizadas as seguintes equagoes:

YE =0 Eq. (2.8)
YE, =0 Eqg. (2.9)
2XE =0 Eq. (2.10)
XM, =0 Eq. (2.11)
YM, =0 Eq. (2.12)
XM, =0 Eq. (2.13)



As equacdes do equilibrio de forcas estdo satisfeitas ja que nas faces ocultas do cubo

da figura 2.1 agem tensfes de mesma intensidade, porém sentido contrério.

Utilizando a equacdo de momentos em torno do eixo z como exemplo e considerando

a area do cubo igual a “A” e o lado “L”, temos:

L

-
—— F .|_'_'|'

T l iy
-— 0 .

xy
Ty
l iy

Figura 2.2: Projecdo do Cubo no Plano xy. (James M. Gere) [3]

+0¥M, =0 Eq. (2.14)
(Tay-A).L — (Ty2.A).L =0 Eq. (2.15)
Portanto:
Ty = Tyx

Ou seja, a componente da tensdo atuando em um plano perpendicular ao eixo x na
direcdo y é igual a componente da tensdo que atua em um plano perpendicular ao eixo y na

direcdo de x.

A deducdo das outras igualdades é anéloga, isto €, lancando méo das equacOes de

equilibrio de momentos em relacéo ao eixo y e z, encontraremos respectivamente:

Txz = Tz

Tyz = Tzy



2.1.2. Conceito de Deformacéo
= Deformacéao devido a Tensdao Normal Axial

Ao se aplicar uma determinada forca axial em uma barra, por exemplo, seu
comprimento ira se alterar, tornando-se menor (caso seja uma carga compressiva) ou maior
(caso esteja sujeita a uma carga de tracdo). Esta variagdo no comprimento ocasionada pela
tensdo axial (advinda de uma forca axial aplicada) é denominada deformacdo e é representada

pela letra grega 6.

Pode-se definir também a deformagao especifica (representada pela letra €), que nada
mais é do que a propria deformacéo dividida pelo comprimento original da barra, como pode

ser visto abaixo:

Eg. (2.16)

M
I

= Deformacgéo devido a Tensdo Cisalhante

Considera-se um cubo elementar sujeito as tensdes cisalhantes tyy € tyx, conforme pode

ser visto na figura abaixo:

e

Figura 2.3: Cubo Elementar sujeito a Tensdes Cisalhantes tyy € tyx . (James M. Gere) [3]

Estas componentes de tensdo cisalhante tém valores equivalentes, como ja fora

demonstrado, anteriormente, na se¢ao 2.1.2.
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Este elemento ira sofrer uma deformacéo angular no plano xy, como consequéncia, o

valor dos angulos formados pelas faces sob tensdo do elementos varia da seguinte maneira:

v O valor de dois dos angulos (opostos) se reduz e torna-se:

/A

> Yxy Eq. (2.17)

v O valor dos outros dois angulos aumenta e torna-se

T
7+ ¥y Eq. (2.18)

A figura a seguir apresenta a deformacéo de cisalhamento (em relag&o ao plano xy) no

cubo elementar devido as tensdes cisalhantes atuantes:

Figura 2.4: Cubo Elementar sujeito a Tensdes e Deformagdes Cisalhantes tyy, Tyxe yxy - (James
M. Gere) [3]

O angulo yxy € medido em radianos e € conhecido como deformacao de cisalhamento.
A convencdo de sinais para a deformagéo cisalhante é descrito abaixo:

Considera-se positiva a deformacdo cisalhante na qual o angulo entre as faces
positivas ou negativas do elemento é reduzido, caso contrario, isto &, este angulo seja

aumentado, a deformagéo por cisalhamento € considerada negativa.

Entende-se por faces positivas, faces cujo vetor normal estd na diregdo positiva do
eixo de referéncia. Faces negativas, por razGes Obvias, possui vetor normal apontando na

direcdo negativa do eixo de referéncia.
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Portanto, no exemplo da figura mostrada acima, a deformacao é positiva, tendo em
vista que h& uma redugdo no angulo referente ao vértice g, sendo este formado pelas faces

positivas (cujos vetores normais apontam na dire¢do positiva dos eixos X e y).

2.1.3. Relacéo entre Tenséo e Deformacéo
= Diagrama Tenséo - Deformagéo

O diagrama de tensdo — deformacdo de um material demonstra a relagdo entre as
tensdes e suas, respectivas, deformacdes especificas, sendo esta igual ao alongamento

dividido pelo comprimento do corpo.

Através de um ensaio de tracdo em um dado corpo de prova é possivel determinar o
diagrama de tens&o-deformacéo para um determinado material. O exemplo a seguir mostra o

diagrama de um material dictil:

Ultimate—_, |
stress

-

\E
Fracture

Yield stress .

Proportional
limit

Porfect ' Strain : Necking :
Linear plasticity hardening
region or yielding

Figura 2.5: Diagrama de Tensdo-Deformacdo de um Material Ductil. (James M. Gere) [3]

E possivel observar na figura 2.5 que ha, inicialmente, uma regido onde o gréfico tem
comportamento linear e o material esta no que se denomina regime elastico (do ponto O ao
A). O coeficiente angular representa justamente 0 mddulo de elasticidade do material e a
funcdo que representa esta reta é denominada de Lei de Hooke, conforme serd apresentada,
detalhadamente, adiante.
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ApOls ultrapassar o valor de sua tensdo limite de escoamento (ponto A), o
comportamento do material entra em regime pléstico (do ponto B ao D) e a relagdo linear
entre tensdo e deformacdo especifica ja ndo é mais valida.

Finalmente, na Gltima parte do gréfico (do ponto D ao E), ha uma inclinacdo negativa

demonstrando o fenémeno de reducdo do diametro do corpo de prova, denominado estriccao.

Observe o0 exemplo de um diagrama de tensdo-deformacao de um material fragil:

Figura 2.6: Diagrama de Tensao-Deformacdo de um Material Fragil. (James M. Gere) [3]

Observe que a deformacdo especifica desta classe de materiais € significantemente
menor quando comparado aos materiais ducteis. Além disso, o fenémeno de estric¢do nao é
observado. O ponto A representa a tensdo limite de escoamento, enquanto que o ponto B é a
tensdo de ruptura.

= | ei de Hooke

Os materiais quando sujeitos a um determinado carregamento, isto €, quando ha
tensdes atuantes devido aos esforcos aplicados a uma estrutura qualquer, sofrerdo deformacao.
Até que as tensdes nesta estrutura alcancem um determinado limite (representada pela tenséo
de escoamento do material), dizemos que 0 corpo estd em seu regime elastico, em outras

palavras, a relacdo entre deformacdes e tensdes € linear e pode ser descrita pela Lei de Hooke:

o = Ee Eq. (2.19)
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Onde: E representa a constante de proporcionalidade entre tensdo e deformacéo
conhecida, normalmente, como mddulo de elasticidade do material (sua a unidade é a mesma

de tenséo).

Caso, as tensdes superem a tensdo de escoamento do material, 0 comportamento
estrutural do corpo entrara em regime plastico e a relacdo linear entre tensdes e deformacées
ndo é mais valida. Neste regime, a deformacdo do corpo ndo se torna nula ao cessar o
carregamento, resultando em uma deformacdo permanente (mesmo quando as tensoes

atuantes sdo iguais a zero).

A Lei de Hooke aplicada as tens6es e deformacdes por cisalhamento é andloga ao que

foi explicado acima e é descrita pela seguinte equacdo:
T =Gy Eqg. (2.20)

Onde: G representa a constante de proporcionalidade entre tensdo e deformacdo de
cisalhamento conhecida, normalmente, como modulo de elasticidade transversal (sua a

unidade é a mesma de tensdo, pois a deformacao de cisalhamento é medida em radianos).
= Coeficiente de Poisson

Este coeficiente representa a relacdo entre a deformacdo especifica transversal
proveniente de uma carga longitudinal e a prépria deformacéo longitudinal. Ou seja, qual é o
percentual de deformacdo especifica transversal ao carregamento aplicado, em relacdo a
deformacdo especifica longitudinal. Por exemplo, caso uma barra seja submetida a um
carregamento axial “P” no eixo x, sabemos que apesar de as tensdes normais em y € z serem

nulas, ha sim uma deformag&o nestas diregdes. Portanto:

P
Ux=Zin=OiUz=0 Eg. (2.21)
&
Vyy = — == Eqg. (2.22)
gx
&
Vox = = Eq. (2.23)
X

O sinal negativo das equacgdes acima se deve ao fato de que a deformac&o transversal é
contraria a deformacdo longitudinal. Em outras palavras, quando ha um alongamento

longitudinal, ocorre uma contracdo do material nas direcdes transversais e vice-versa.
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No caso especifico em que o material é isotropico, isto €, suas propriedades mecéanicas
sdo independentes da direcdo considerada, entdo, a deformacao especifica devera ser a mesma
para qualquer direcdo transversal. Consequentemente:

Eyx = Ezx Eq. (2.24)

Vyx = Vzx Eq. (2.25)

= Lei de Hooke Generalizada

O que foi apresentado acima € a aplicacdo da Lei de Hooke em sua forma uniaxial.
Porém, para generalizd-la, ser4 considerado um carregamento multiaxial no elemento

diferencial, como é mostrado no exemplo:

|
Tz: T}":.
TI?. G
= Uyy
TI.‘r' T;x —Y
GI‘I /

/

X

Figura 2.7: Cubo representativo do estado triaxial de tensées em um ponto. [2]

Para analisar os efeitos provocados por este carregamento combinado, langaremos

mao do “Principio da Superposi¢do”, cuja defini¢do ¢ descrita abaixo:

Principio da Superposicdo: Afirma que os efeitos de um carregamento combinado

atuando sobre uma estrutura pode ser considerado como a combinacdo do efeito de cada

carregamento sobre esta estrutura, analisado independentemente.

Para que este principio tenha validade € preciso que as condigdes listadas a seguir
sejam satisfeitas:
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O material deve estar no regime elstico;

O efeito de um dos carregamentos ndo influi nas condic¢des de aplicacdo dos demais

carregamentos.

Deformacoes devido as Tensdes Normais:

Portanto, como foi visto, anteriormente, uma deformacdo axial de um corpo qualquer
implica, também, em uma deformacdo transversal ao eixo em que foi aplicado o

carregamento.

Aplicando o principio descrito acima, podemos afirmar que a deformacéo normal total
em um determinado eixo serd a combinacdo das deformagdes provocadas pelos trés

carregamentos mostrados na figura acima (oy, oy € 6):

Por exemplo, vamos determinar qual serd a deformacdo especifica total no eixo X,

ocasionada pela propria tensdo normal em x e pelas tensdes normais emy e em z:

Ex = Exx T Exy T Exz Eq. (2.26)

Eq. (2.27)

& = ———

Onde: & € a deformacdo normal total na direcdo do eixo x, somando as contribui¢es

de cada deformacdo de forma independente;
exx & a deformacéo na direcéo x causada pela propria tensdo normal em x;
exy € a deformagdo na dire¢éo x causada pela tenséo normal em y;
exz € a deformacéo na direcdo x causada pela tenséo normal em z;
v € o coeficiente de Poisson.

De forma anéloga, pode-se descrever a deformacdo especifica total para as outras

direcdes:

Emy:
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gy = +ey &+ &, Eq. (2.28)

Vo, Oy VO,

= - —— Eq. (2.2
Em z:
£, = &z + &5y t+ &y Eq. (2.30)
VOo. V0. 0.
gg=——"m L2 Eq. (2.31)

Deformacoes devido as Tensdes Cisalhantes:

Aplicando a Lei de Hooke para tensdes e deformagdes de cisalhamento, temos:

T

Yoy = Eq. (2.32)
TXZ

Vxz = ? Eq. (233)
T

Vyz =2 Eq. (2.34)

Conjunto de Equacotes da Lei de Hooke Generalizada:

Enfim, o conjunto de equagfes pertencentes a Lei de Hooke em sua forma geral é

formado pelas equacdes relativas a tenséo e deformacdo normal (axial) e cisalhante:

1
Ex = E (0x — Vo, —Vv0y)
&=t (—vox + 0y, —vo,)

1
&, = I (—vox —va, + 0;)
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= Dz
sz G

_byz
yyZ - G

Em resumo, as trés primeiras representam deformacéo axial nas trés direcdes X,y ez e
as trés dltimas estdo relacionadas a deformacéo dos trés planos perpendiculares aos €ixos X, Y,
e z (plano xy, xz e yz).

N&o é necessario determinar, de forma experimental, as trés constantes E, G e v
pertencentes ao conjunto de equagdes acima, pois ha uma relacdo entre elas representada pela
formula a sequir:

E

C=2awm

Eq. (2.35)

2.1.4. Transformacéao de Tens6es no Estado Plano

O estado plano de tensbes é uma condicdo especifica do estado tridimensional de
tensdes apresentado no subitem 2.1.1, na qual:

0,=0;7T,,=0;7,5=0;T,,=0;7,,=0 Eqg. (2.36)

A figura a seqguir apresenta o elemento infinitesimal no estado plano de tensdes:

Figura 2.8: Elemento Infinitesimal no Estado Plano de Tensdes. (James M. Gere) [3]
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Este estado é encontrado, por exemplo, nas superficies livres de um corpo, desde que

ndo haja forgas externas atuando exatamente sobre o ponto considerado.

Uma questdo relevante e de extrema importancia nos projetos de engenharia é se for
alterada a orientacdo do elemento infinitesimal analisado, como as tensdes seriam afetadas.
Em outras palavras, ha o interesse em saber se as tensfes atuando em um ponto Sao

dependentes do eixo de referéncia utilizado e sera visto a seguir que a resposta é afirmativa.

Considerando que o elemento mostrado na figura acima tenha sido rotacionado no
plano Xy, isto é, em torno do eixo z e um novo sistema de eixos coordenados Xiy; seja

utilizado, conforme pode ser visto abaixo:

v
J e 07
\

Figura 2.9: Nova Orientacdo do Elemento Infinitesimal. (James M. Gere) [3]

Estamos interessados em determinar o estado plano de tensdes neste elemento
reorientado em funcdo das tensdes do elemento original. Para isso, basta aplicar as equagdes
de equilibrio de forgas no elemento mostrado a seguir, em que o plano inclinado € referente ao

elemento X;y; e 0s outros planos sdo pertencentes ao elemento xy:

19



¥1

Ty \
B e

A X
Txy

Figura 2.10: TensBes Atuando no Elemento cujo Plano Inclinado Pertence ao Elemento x1y1.
(James M. Gere) [3]

As equacdes resultantes, ap6s manipulacdes algébricas e substituicdes trigonométricas,

denominadas “Equag¢des de Transformagao para o Estado Plano de Tensdes” sdo:

_ (o + Uy) n (o = Uy)

Ox1 > > cos 20 + Ty, sin 26 Eq. (2.37)

Oy — O
Tx1iyr = — gsin 260 + 1y, cos 26 Eq. (2.38)

Para calcular a tensdo normal oy, ¢ necessario apenas substituir o valor de 6 por (6 +

90), que é o0 angulo entre 0s €iX0s X3 € Y1:

_(Gx+0y) (Gx_gy)
R

cos 20 — Ty, sin 26 Eq. (2.39)

Perceba que se somarmos as equagoes das tensdes normais ox; cy1, temos:
Ox1 + 0y = 0x + 0y Eqg. (2.40)

Isto quer dizer que as soma das tensdes normais atuando nas faces de um elemento
plano de tensdes (em um ponto de um corpo submetido a um carregamento) é constante e,

portanto, independe da orientagdo do elemento considerado.

= Circulo de Mohr
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Portanto, o estado plano de tensbes em um determinado ponto de um corpo €
dependente da orientacdo do elemento infinitesimal considerado. Assim sendo, surge um
questionamento natural que consiste em determinar em qual dire¢do atuam as tensdes normais

e cisalhantes maximas.

Sera utilizada a representacdo grafica das equacdes de transformacdo de tensbes
apresentadas anteriormente para responder & pergunta acima e a outras pertinentes. Esta

representacdo é conhecida como Circulo de Mohr, cuja equacgéo é:

2
+ — 2
<0x1 _ ("xT“y)> tZ, = (ax : oy) r 12, Eq. (2.41)

Observe que a equacédo acima representa um circulo com as seguintes caracteristicas:

2 Eq. (242 e

(O'x + O'y) O, — O'y
— — R = (—2 ) + T;ZCy 243)

Omed = ) ;

Onde: R ¢ o raio do circulo e a posi¢do de seu centro € 6x1 = Gmed € Tx1y1 = 0.

Veja a representacdo do Circulo de Mohr para o estado plano de tensdes:

Eﬁ'*-..\

a \i? oy 1

je—— 'f'rm el —*

Tx V1

Figura 2.11: Circulo de Mohr para o Estado Plano de Tensdes. (James M. Gere) [3]

Tendo construido o circulo de Mohr, pode-se facilmente determinar o estado de
tensbes em um ponto para qualquer plano (orientagdo) por inspecgdo visual. Isto é, através da

geometria do circulo podemos calcular as tensdes para qualquer angulo de orientac&o.

21



Finalmente, a direcdo na qual atuam as tensdes normais maximas e minimas,
conhecidas como tensdes principais, € denominada direcéo principal. O valor das tensbes é

calculado pelas expressdes abaixo:

Omax = Omed T R} Omin = Omea — R Eq. (2.44)

_ 0yt oy Ox — 0y 2 5
Omax,min = 2 T \/( 2 ) T Tay Eq. (2.45)

Enquanto que a direcdo principal é calculada igualando a zero a equagdo de
transformagdo para t, pois, ao observar o circulo, vé-se que quando as tensdes normais sao

méaximas ou minimas, a tensdo cisalhante é nula:

O, — O.
Tyiy1 = —(xz—y)sin 20 + 1y cos20 =0
Portanto:
2T
tan 20p = —= Eq. (2.46)
Oy — Oy

O angulo 0 referente a dire¢do principal ¢ metade do calculado acima.

O médulo da tensdo cisalhante maxima € equivalente ao raio do circulo:

Oy — O\ 2
Tmax = j( ol 5 y) + Tyy? Eq. (2.47)

Enquanto que o valor da tensdo normal para o plano no qual a tenséo cisalhante é
maxima é:

Ox + 0y

Ox1 = Omed = > Eq. (2.48)

2.2.ESTADO PLANO DE DEFORMACOES

2.2.1. Transformacéo de Deformacdes no Estado Plano
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De forma analoga as transformacdes de tensdes, dada as deformacdes especificas de
um elemento infinitesimal, caso ocorra rotacdo do eixo de referéncia, as deformacgOes

especificas sao alteradas.

Portanto, assim como havia o interesse em determinar as tensées normais e cisalhantes
maximas, ha também este objetivo no que diz respeito as deformacdes normais e cisalhantes.
Em outras palavras, pretende-se encontrar o valor da deformacdo normal e cisalhante

méaximas.

Quando hd uma rotacdo no eixo de referencia, as equacBes resultantes, apos
manipulacdes algébricas e substitui¢des trigonométricas, denominadas “Equacdes de
Transformacdo para o Estado Plano de Deformagdes” s3o andlogas as “Equagdes de

Transformacao para o Estado Plano de Tensdes”. Veja a seguir:

Ext e Ex— &
gxlz(xz y)+(x2 y)c0529+yx7ysin29 Eq. (2.49)
Vxiy1 — _ (Ex B SY) sin 20 -|-yx—yCOS 20 Eq (250)
2 2 2

Para calcular a tensédo normal &y, ¢ necessario apenas substituir o valor de 6 por (6 +

90), que é o0 angulo entre 0s €iX0s X € Y1:

_(gx‘l'gy) (gx_ey)
T T T

cos 20 —y;—ysin 20 Eq. (2.51)

Perceba que se somarmos as equagoes das tensdes normais ey €y1, temos:
Ex1 &y =&t g Eqg. (2.52)

Isto quer dizer que as soma das deformacgdes normais atuando nas faces de um
elemento plano de deformagdes (em um ponto de um corpo submetido a um carregamento) é

constante e, portanto, independe da orientacdo do elemento considerado.
= Circulo de Mohr

Portanto, o estado plano de deformacgdes em um determinado ponto de um corpo é
dependente da orientacdo do elemento infinitesimal considerado. Assim sendo, surge um
questionamento natural que consiste em determinar em qual direcdo atuam as deformacdes

normais e cisalhantes maximas.
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Sera utilizada a representacao grafica das equacdes de transformacdo de deformacdes
apresentadas anteriormente para responder & pergunta acima e a outras pertinentes. Esta
representacdo é conhecida como Circulo de Mohr de Deformagdes, cuja equagao é:

(6 - %) Py S (G22) 4 () eres

Observe que a equacédo acima representa um circulo com as seguintes caracteristicas:

e =) j(@)z () Eq. (254

Onde: R € o raio do circulo e a posi¢do de seu centro € €x1 = €med € Yxiy1 = 0.

Veja a representacdo do Circulo de Mohr para o estado plano de deformacdes:

€]
& iﬁm = 90°)
S S
| \
\\.
1, { | \
o/ R\\M \
[ |I “\1\ I'|P I
0 P, ch Flot €
\ \\\“«\ le’Zw. }r.‘g:'l

!
L]
| &y
n’"-'-;r- g
=i L
n
ol

— | 4(#=0)

Figura 2.12: Exemplo de um Circulo de Mohr para o Estado Plano de Deformacdes. (James
M. Gere) [3]

Tendo construido o circulo de Mohr, pode-se facilmente determinar o estado de
deformacbes em um ponto para qualquer plano (orientagcdo) por inspecdo visual. Isto é,
através da geometria do circulo podemos calcular as deformagdes para qualquer angulo de

orientagéo.
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Finalmente, a direcdo na qual atuam as deformacfes normais maximas e minimas,
conhecidas como deformac@es principais, € denominada direcdo principal. O valor das
deformac6es é calculado pelas expressdes abaixo:

Emax = €med TR 5 Emin = Emea — R Eqg. (2.55 e
&t e R 2 2.56)
e =555 [(252) 4 (2
Eq. (2.57)

Enqguanto que a direcdo principal é calculada igualando a zero a equagdo de
transformacéo para vy, pois, ao observar o circulo, vé-se que quando as deformacdes normais

sd0 maximas ou minimas, a deformacdo cisalhante é nula:

Vx1y1 _ (Sx - EY)
2 2

sin 20 +y;—y00529 =0

Portanto:

Vxy

tan 260p = Eqg. (2.58)

Ex — &
O angulo 0 referente a diregdo principal ¢ metade do calculado acima.

O modulo da deformacéo cisalhante méaxima é equivalente ao raio do circulo:

oar = 2R = 26— £,) 413 Eq. (259)
Enquanto que o valor da tensdo normal para o plano no qual a tenséo cisalhante é
maxima é:

&, + €&
€x1 = €med = = 2 - Eq. (260)
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3. FERRAMENTA COMPUTACIONAL

A ferramenta computacional desenvolvida neste projeto de fim de curso, em resumo,
tem como funcdo calcular, analiticamente, as tensdes atuantes em determinado ponto de uma

secdo pertencente a um eixo circular.

A seguir sera relatado de forma mais aprofundada o conceito e funcdes desta

ferramenta, sua abrangéncia de aplicacdo, além de apresentar sua formulacédo analitica.

Em seguida, para facilitar a utilizacdo da ferramenta, sera apresentado também um

manual explicativo para o usuario.

Vale ressaltar que sera realizada uma validacdo desta ferramenta através de

experimentacao. Este contedo sera apresentado, em detalhe, no capitulo 4.
3.1.CONCEITO

A ferramenta computacional analisa, em termos estruturais, um eixo circular

submetido a uma forca aplicada em uma alavanca, conforme é mostrado na figura abaixo:

Figura 3.1: llustracdo de um Exemplo de Eixo Analisado pela Ferramenta Computacional.

Como pode ser observado, o eixo esta sendo apoiado por dois mancais e um parafuso

na extremidade oposta ao carregamento.
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Conforme serd visto na descricdo da formulagcdo analitica desta ferramenta, 0s
mancais impedem apenas a translagdo do eixo na direcdo vertical, enquanto que o parafuso é

responsavel por impedir a rotagdo do eixo.
Faz parte do escopo desta ferramenta, a determinacao dos seguintes itens:

v/ Reag0Oes de Apoio: ReacGes nos mancais e na extremidade do eixo onde se

localiza o parafuso.

v' Esforgos na secdo considerada: Esforco cortante, momento fletor e torsor na

secdo considerada.

v’ Estado de Tensdes: Tensdes em um dado ponto devido aos esforcos atuantes na

sec¢do considerada.

v Circulo de Mohr (Estado Plano): Tensfes principais, dire¢des principais,
tensdo méaxima de cisalhamento para o estado plano de tensdes no ponto

considerado.
A ferramenta concebida suporta variacdo de qualquer um dos dados de entrada abaixo:
v" Magnitude da Forca Aplicada;
v Posicdo Longitudinal dos Mancais;
v’ Caracteristicas do Eixo Circular, isto €, comprimento, raio interno e externo.

Ou seja, ela e valida para eixos circulares de quaisquer dimensdes e submetidos a

qualquer magnitude de forca vertical.
A ferramenta computacional foi implementada utilizando o software “Excel”.

O proximo toépico aborda a formulagdo analitica que esta por tras desta ferramenta

computacional.

3.2.FORMULACAO TEORICA
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Para modelar o problema e deduzir as formulacdes analiticas utilizadas pela
ferramenta computacional, foram utilizados os fundamentos teodricos da disciplina de

Resisténcia dos Materiais descritos anteriormente neste relatério.

Os célculos realizados pela ferramenta seguem uma sequéncia bem definida, cuja

ordem das etapas € descrita a seguir:
v Dimensdes do Eixo e Caracteristicas do Problema;
v’ Caélculo das Reagdes de Apoio;
v’ Calculo dos Esforcos na Secdo Considerada;
v Calculo das Tensdes Atuantes na Secdo Considerada;
v" Circulo de Mohr (Estado Plano de Tensdes);

Cada uma destas etapas sera, minuciosamente, detalhada nos subtopicos a seguir.

3.2.1. Dimensoes do Eixo e Caracteristicas do Problema

Veja abaixo uma ilustracdo do eixo analisado com suas dimensdes e a posi¢do dos

mancais:

Secao Transversal

Figura 3.2: Dimensdes do Eixo Analisado na Vista Longitudinal (a esquerda) e na Secao

Transversal (a direita).

Onde:
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L é o comprimento total do eixo;

Lsc € a posic¢do longitudinal da secdo que ser analisar;
D. é didametros do eixo;

Re € 0 raio externo do eixo;

I. € 0 raio interno do eixo;

Lmz € a posicao longitudinal do primeiro mancal,

Lm2 € a posicao longitudinal do segundo mancal;

Perceba que o usuario podera, sem restricdes, posicionar os mancais em qualquer
coordenada longitudinal que julgue conveniente. Além disso, a ferramenta é valida para eixos

de quaisquer dimensdes L (comprimento) e D, (didmetro).

3.2.2. Célculo das Reacdes de Apoio

Para calcular as reacdes nos apoios do eixo analisado, sera utilizado um diagrama de corpo

livre e, entdo, serdo aplicadas as equacdes de equilibrio de forcas e momentos.

i
T lRMI J/erz T,
<< —>> .
TF lF‘E
L/2 Z
Figura 3.3: Diagrama de Corpo Livre do Eixo Analisado.
Onde:

F é a forca aplicada no braco de alavanca;
T € o torque aplicado no eixo devido a for¢a F;

Rz € a forca de reacdo no primeiro mancal.
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Rwmz2 € a forca de reacdo no segundo mancal.
T, € o torque de reacéo na extremidade onde esta o parafuso.

Pe € 0 peso do eixo, sendo igual ao produto da massa do eixo pela aceleracdo da
gravidade.

A massa do eixo € calculada através da multiplicacdo de seu volume pela massa
especifica do material que o compde. Veja:

me = (AL)p Eg. (3.1)
Sendo: me a massa do eixo;
p a massa especifica do material do eixo;
A. é a area transversal do eixo circular, cuja formula é: A, = m(RZ — 1.2)

Ha, entdo, trés incognitas para serem calculadas, que Rmi, Rwm2 € Tp. Portanto, serdo
utilizadas as equacdes de equilibrio de forcas na dire¢do do eixo y, de momentos em relacéo

a0 eixo z e eixo X, Como segue:

ZFy=F_RM1_P€_RM2=O Eq. (3.2)
P,L
ST, =TT, =0 Eq. (3.4)

Da ultima equacéo, determina-se, facilmente, que:

T=T, Eq. (3.5)

Portanto, o torque de reacdo na extremidade estd calculado. Restam, entdo, apenas
duas equacdes e duas reacOes de apoio a serem descobertas. Através deste sistema de

equacOes mostrado abaixo, calcula-se as reagcdes nos mancais:

PL
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Isolando Ry2 na primeira equacao e substituindo-o na segunda, determina-se a reacao

de apoio no primeiro mancal:

F(L—=Lyz)+ P (LMZ —g)

LMl - LMZ

Eq. (3.8)

Ryy =

E, finalmente, a reacdo de apoio no segundo mancal é calculada como segue:
Ry2 =F —F — Ry Eg. (3.9)

Com as reacdes de apoio determinadas, torna-se possivel calcular os esfor¢os na se¢éo
do eixo considerada. A deducdo das equacdes dos esforcos serd apresentada no proximo

subitem.
3.2.3. Célculo dos Esforgos na Secédo Considerada

Para calcular os esforcos numa determinada se¢éo do eixo, cuja distancia em relacéo a
extremidade de aplicacdo da forca é igual a x, imagina-se que o eixo tenha sido cortado

exatamente sobre ela e, novamente, aplica-se as equacdes de equilibrio de forcas e momentos.

A ferramenta devera ser capaz de calcular os esfor¢os em qualquer secdo pertencente
ao eixo. Como estes esforcos na secdo dependem de sua posicdo longitudinal é preciso dividir
0 eixo em trés intervalos, pois para cada um destes haverd uma formula para o esforco

cortante e momento fletor.

O momento torsor é constante ao longo de todo eixo, ja que ha apenas um torque
aplicado ao eixo e este ocorre na extremidade do eixo. Portanto, a formula para céalculo do

momento torsor é a mesma para todos os intervalos do eixo.
= Primeiro Intervalo: 0 < x < L — Ly

Neste primeiro intervalo, a secdo a ser analisada do eixo é anterior ao primeiro mancal,

conforme ¢ ilustrado abaixo:
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Figura 3.4: Diagrama de Corpo Livre do Eixo antes do Primeiro Mancal.

Para calcular o esforgco cortante na secdo, utiliza-se a equacao de equilibrio de forcas

na direcdo vertical (em y):
YE,=F—-P+E. =0 Eqg. (3.10)
E. = —F + A.gx Eg. (3.11)

Onde P é o peso da parte do eixo de comprimento x e é determinado através da

equacao a sequir:
P =2.9x Eg. (3.12)

Para calcular o momento fletor na secdo, utiliza-se a equacdo de equilibrio de

momentos em torno do eixo z:

X
SM, = ~Fx + PS5+ My =0 Eq. (3.13.)

1
Mg = —E/legxz + Fx Eq. (3.14)

Finalmente, para calcular o momento torsor na secdo, utiliza-se a equacdo de

equilibrio de momentos em torno do eixo x:
T,=T—-T;, =0 Eqg. (3.15)
T, =T Eqg. (3.16)

= Segundo Intervalo: L —Ly; < x < L — Ly,
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No segundo intervalo, a se¢do a ser analisada do eixo esta entre 0os mancais, conforme

é ilustrado abaixo:

Figura 3.5: Diagrama de Corpo Livre do Eixo antes do Segundo Mancal.

Para calcular o esforco cortante na secdo, utiliza-se a equacgdo de equilibrio de forgas
na direcdo vertical (em y):

YF,=F—Ry,—P+E, =0 Eq. (3.17)

Para calcular o momento fletor na secdo, utiliza-se a equacdo de equilibrio de

momentos em torno do eixo z:

X

1
My = —Elegxz + (F = Ry)x + Rya (L — Lygp) Eq. (3.20)

Finalmente, para calcular o0 momento torsor na secdo, utiliza-se a equacdo de

equilibrio de momentos em torno do eixo x:
,=T—-T;, =0 Eq. (3.21)

T, =T Eq. (3.22)

= TerceiroIntervalo: L — Ly, < x< L

No terceiro intervalo, a se¢do a ser analisada do eixo é posterior ao segundo mancal,

conforme ¢ ilustrado abaixo:
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e

T lRMI iﬁmz { T,
{:_'% A Ill T j

“ |
F P B M;

Figura 3.6: Diagrama de Corpo Livre do Eixo antes de sua Extremidade Direita.

Para calcular o esforgco cortante na secdo, utiliza-se a equacao de equilibrio de forcas

na direcdo vertical (em y):

Para calcular o momento fletor na secdo, utiliza-se a equacdo de equilibrio de

momentos em torno do eixo z:

XM, = —Fx + Ry [x — (L — Ly ] + P; + Ruz[x — (L — Lyz)] + Mg =0 Eq. (3.25)

1
Mp = —5Acgx> + (F = Ry1 = Ru2)x + Rua (L = Lupa) + Rasz(L = Lz) - EC. (3.26)

Finalmente, para calcular o momento torsor na secdo, utiliza-se a equacdo de

equilibrio de momentos em torno do eixo X:
ST, =T—T, =0 Eq. (3.27)
T,=T Eq. (3.28)
3.2.4. Caélculo das Tensdes Atuantes na Secdo Considerada

Conhecidos os esforgos atuantes na secao escolhida, a proxima etapa € o célculo das

tensdes provenientes de cada um deles.

= Tensédo Cisalhante na Sec¢éo devido ao Esforgo Cortante
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Figura 3.7: Esforco Cortante na Secao.

A tensdo cisalhante atuando no plano perpendicular ao eixo x, na direcéo de y é:

E,
Ty = Eqg. (3.29)
e
Onde A. é a area da secdo, cuja formula para secdo circular é:
A, = (R: —72) Eq. (3.30)

Repare que para tornar a secdo transversal do eixo macica, basta que o usuario da

ferramenta anule o valor do raio interno.

= Tensdo Normal na Secdo devido ao Momento Fletor

Figura 3.8: Momento Fletor na Secdo.

A tensdo normal na direcdo de x é:

_ Mgy

; Eq. (3.31)

Ox

Onde I, € 0 momento de inércia da secdo em relagéo ao eixo z, cuja formula para secéo

circular macica é:

I, = Z(R* =1 Eq. (3.32)
e 4 e e " .
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No ponto marcado em vermelho na figura acima, y é equivalente ao raio do circulo e a

tensdo normal naquele ponto é m&xima, cuja equagao torna-se:

Eq. (3.33)

= Tensdo Cisalhante na Secéo devido ao Momento Torsor:

Figura 3.9: Momento Fletor na Secao.

Para o ponto em vermelho da figura acima, a tenséo cisalhante atuando no plano

perpendicular ao eixo x, na dire¢do de z é:

Taz = Eq. (3.34)

Onde I,. € 0 momento polar de inércia da se¢do em relagdo ao eixo X, cuja formula

para secao circular macica é:
— T 4 4
Ipe = E (Re — T ) Eq (335)

Enfim, as tensdes atuando na se¢do foram determinadas e o estado de tensdes no ponto
em vermelho (cuja distancia em relacdo ao centro do circulo € o proprio raio) também ja e

conhecido.

Porém, ha o interesse, neste momento, em descobrir quais sdo as tensdes principais
para 0 ponto em questdo, aléem da diregdo onde ocorrem estas tensdes (chamada direcdo
principal). Outra informacéo relevante € a tensdo de cisalhamento maxima e sua diregdo de

atuacdo. Todas estes dados serdo explicados a seguir.
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3.2.5. Circulo de Mohr (Estado Plano de Tensdes)

Como ja fora explicado neste relatorio, na secdo de apresentacdo da teoria da
resisténcia dos materiais (mais precisamente, no subitem 2.1.4), o estado plano de tensdes em

um determinado ponto é dependente da orientacdo do elemento infinitesimal considerado.

Portanto, para calcular a tensdo normal maxima e minima, a ferramenta utiliza:

Omax = Omed T R Omin = Omea — R Eq. (3.36)

Oy + 0y Ox — Oy
Omax,min = 2 + (

2
)+ Eq. (3.37)

Onde R € o raio do Circulo de Mohr € omeq € 0 Valor de seu centro.

Enguanto que para determinar a direcdo principal, lanca-se mao da férmula a seguir:

tan20p = - Eq. (3.38)

Onde 6, é 0 angulo referente a diregdo principal.

No que diz respeito a tensdo cisalhante, a equacdo abaixo € utilizada para determinar

seu valor maximo:

Ox — 0y 2
> ) + Ty ? Eq. (3.39)

Tmax = (
Para determinar o angulo no qual ocorre a tensdo cisalhante maxima basta somar 45°
ao 0p, ou seja:
Ormax = Hp + 45° Eq. (3.40)

Além de realizar os calculos supracitados, a ferramenta também é capaz de desenhar o

Circulo de Mohr para o estado plano de tensdes no ponto da secéo escolhido pelo usuario.

Todavia, para tracar o Circulo de Mohr no software Excel (no qual foi implementada

esta ferramenta), ao invés de utilizar os valores de raio e centro previamente calculados, séo
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utilizadas as equacdes parametrizadas do Circulo de Mohr em funcéo do angulo de orientacédo

do elemento infinitesimal:

_ (o, + Gy) N (o = Gy)

Ot > 5 cos 20 + T,y sin 20 Eg. (3.41)

Oy — 0O
Tyiyr = — wsin 20 + T,y cos 260 Eqg. (3.42)

Em outras palavras, o valor da tensdo normal e cisalhante é calculado a cada 15 graus
no intervalo de 0° a 360° e, entdo, cria-se um grafico a partir destes dados.

Além deste circulo de Mohr que representa o estado plano de tensbes devido aos
carregamentos impostos ao eixo, € tracado também outro Circulo de Mohr considerando
apenas a torcdo do eixo, em outras palavras, como se 0 eixo estivesse sujeito a tor¢do pura.
Para isso, usam-se as mesmas formulas descritas nesta secdo, porém utilizando apenas a
tensdo cisalhante proveniente do momento torsor atuante na secdo e desconsiderando, por

consequéncia, as outras componentes de tensao.
Veja a seqguir, as formulas desta secdo aplicadas a Torcéo Pura:
Tensdo normal maxima e minima:
Omax =R ; Omin=—R Eq. (3.43)
Omazxmin = i\/; Eq. (3.44)
Onde R ¢ o raio do Circulo de Mohr e omeq € 0 Valor de seu centro.
Direcéo Principal:
tan 20p = 214, Eq. (3.45)
Onde 0, € 0 angulo referente a dire¢do principal.

Tensdo Cisalhante Maxima:
Tmax = |Txy® Eq. (3.46)

Para determinar o angulo no qual ocorre a tensdo cisalhante maxima basta somar 45°

ao 0p, ou seja:
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Ormax = Oy + 45° Eq. (3.47)

Em resumo, a ferramenta computacional traca estes dois circulos de Mohr a titulo de
comparacdo do estado plano de tensGes em determinado ponto da secdo considerando, no
primeiro caso, os carregamentos combinados (flexdo e torcéo) e, no segundo, apenas torcéo

pura.
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4. VALIDACAO DA FERRAMENTA COMPUTACIONAL

Faz parte do escopo deste projeto, validar a ferramenta computacional desenvolvida
para anélise de tensdes em eixos circulares. Para atingir este objetivo, langa-se mao da andlise
experimental atraves da medicdo de deformacgdes em um ponto escolhido de um eixo real

utilizando-se extensdmetros.

Apbs a realizacdo do experimento e tomada de dados dos resultados, € realizada uma
comparacdo com os resultados teodricos obtidos usando a ferramenta computacional. Ao
analisar o cenario de comparacdo resultante, € possivel avaliar se a ferramenta em questao é

valida.

4.1.APARATO EXPERIMETAL

O experimento foi realizado em um eixo com as seguintes dimensdes e propriedades:

Vista Longitudinal

L
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DADOS

Valor Unidade
Loas 0,282|m
Lz 0,035|m
L 0,382|m
Leg 0,105|m
D, 0,0318|m
R. 0,0159|m
e 2)m
d 0,31|m
A, 0,0007942|m"
I, 5,02E-08|m”
lpe 1,00E-07|m*
E 9,81|m/s"
Paco 7860 |ke/m”
Mg 2,38|Kg
A 6,24 kg/m

Figura 4.1: Dimensdes e Propriedades do Eixo Real Analisado.
Onde:
Lm1 € a distancia do primeiro mancal até a extremidade direita do eixo;
Lm2 € a distancia do segundo mancal até a extremidade direita do eixo;
L é o comprimento do eixo;
Lsc é a coordenada longitudinal do Extensémetro (Strain Gage) colado ao Eixo;
D. é o diametro do eixo;
Re € 0 raio externo do eixo;
r.€ 0 raio interno do eixo;
d é o comprimento do brago de alavanca utilizado para produzir o torque no €ixo;
A, é a area transversal do eixo;

le € a inércia da secdo transversal do eixo;
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I, € a inércia polar da se¢éo transversal do eixo;
g é a aceleracdo gravitacional;

p ¢ a massa especifica do material do eixo;

me € a massa do eixo;

Le € a densidade linear do eixo.

Veja, também, uma ilustracdo e a foto do eixo real analisado:

Figura 4.2: llustracdo do Eixo Real Analisado.
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Figura 4.3: Aparato Experimental.

Foram aplicados quatro carregamentos distintos neste eixo através da utilizacdo de um
macaco hidraulico. Para medir o valor da forca aplicada no brago de alavanca, foi utilizada a

celula de carga mostrada na figura acima.

Veja, abaixo, o valor das forcas aplicadas:

Condictes de Carregamento
Kgf N
F 1 104 1020,24
F 2 151 1481,31
F 3 174 1706,94
F 4 134 1903,14

Figura 4.4: Carregamentos Aplicados no Eixo Real Analisado.

4.2.RESULTADOS TEORICOS

Os resultados tedricos descritos abaixo, obtidos com a utilizagdo da ferramenta

computacional para cada carregamento aplicado estdo apresentados na figura abaixo:

v Reag0es de Apoio;
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v’ Esforcos na Secéo;
v’ Estado de Tenséo no Ponto da Secdo Analisada;

v Tens0Bes Principais e Tensdo Cisalhante Maxima no ponto da se¢do onde foram

colados os Strain Gages.

Apresentacdo dos Resultados Tedricos

Y
L
T \l/le \I/Rmz T,
R A "
L F P
56 = /2 z
Lz
=
L
=

Carregamento Esforgos na Se¢do Estado de Tensdo Tensdes Principais  Cisalhante Maxima

F T P, Ry Rpz T, X E, M T, Ty 0, Te | Omax | Omin 8, Tyomax B max
ikgfl] N1 [in.ml| N1 | (a1 [ (1 [Nl [l | [ND [ [N.m] ] [N.m] [ [Mpa] | [Mpa] [ [Mpa]| (Mpal | [Mpa] [[Graus]| [Mpa] | [Graus]
104 | 1020,24 | 316,27 1418,52 | -421,67 | 316,27 404,71 99,695 | 316,27| 0,51 |-31,58| 50,09 | 36,73 | -68,31 | 36,25 | 52,52 81,25
151 | 1481,31| 459,21 23,39 20066,26 | -608,34 | 459,21 0,105 591,38 | 144,87 | 459,21| 0,74 |-45,89| 72,73 | 53,32 | -99,20 | 36,25 76,26 81,25
174 | 1706,54 | 529,15 2383,23 | -099,69 | 529,15 682,72 | 166,97 | 529,15| 0,86 |-32,89| 83,80 | 61,43 |-114,32| 36,24 | 87,88 81,24
194 | 1903,14 | 589,97 2658,37 | -779,12 | 589,97 762,16 | 186,2 | 589,97| 0,96 |-58,98| 93,44 | 68,49 |-127.47| 35,24 | 97,98 81,24

Figura 4.5: Resultados Teoricos.
Onde:

X é a secdo do eixo analisada.
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4.3.RESULTADOS EXPERIMENTAIS

O software utilizado para processamento dos dados de cada experimento foi o
“LabVIEW SignalExpress”, desenvolvido pelo co-orientador Ulisses A. Monteiro.

E valido ressaltar que este software registrou a medicdo de voltagem para 0s

extensdmetros na configuracdo abaixo:

v' Medicdo de Torque: Um extensometro utilizado apenas para medir
deformacdes devido ao torque, posicionado a 45° em relacéo ao eixo.

O intervalo de registro da medicédo foi de 10 segundos (conforme pode ser constatado
ao observar o grafico das figuras abaixo). O valor utilizado para comparacdo com o0s

resultados tedricos sera o valor médio da amostra.

Os resultados experimentais obtidos com a utilizagdo dos extensdmetros (Strain
Gages) descritos acima para cada carregamento aplicado estdo apresentados nas figuras

abaixo.
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4.3.1. Medicéo de Torque

Para calibrar o experimento de medicdo de torque, utilizou-se 0 método denominado

voltagem de saida.

“Calibracdo por Resisténcia Shunt”. Consiste em colocar uma resisténcia em paralelo ao

sistema, simulando a aplicacdo de um torque no eixo analisado e, entdo, faz-se a medicdo da

Portanto, é conhecido o valor do torque simulado e da voltagem medida, tanto para o

quanto para o caso em que foi colocada e resisténcia em paralelo.

eixo sem deformacdo (no qual nenhum torque foi simulado e a voltagem de saida € nula),

Com estes dois pontos, torna-se possivel obter a relacdo direta entre torque aplicado e

sendo a sensibilidade do sistema.

Veja, a seguir, a calibracdo realizada e o grafico obtido:

SMEG TT10K - AJUSTE DA CURVA DE CALIBHAQED

| EIXO SEM DEFORMACAO

[ Referéncia 00, Re. (k) |

|anque Simulado, Tg, (N.m}: I
0,000

ﬂ Voltagem de Saida, Ve, (mV):

| CALIBRACAO POR "SHUNT RESISTOR" - 02

[Referéncia 02, R, (k) |

|anque Simulado, T3, (N.m]): I

ﬂ Voltagem de Saida, Ve (mV): 871,000

| CALIBRACAO & SENSIBILIDADE (REAIS)

Fator de Calibragdo, C, (N.m/mV): 0,1980

Sensibilidade do Sistema, 5, (mV/MN.m): 5,051

IZI: ENTRADA DE DADOS
| |: RESULTADOS

Figura 4.6: Ajuste da Curva de Calibracdo de Torque.

voltagem medida, denominada fator de calibracdo e, também, seu inverso, definido como
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Figura 4.7: Curva de Calibracdo do Torque.
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= Experimento 1 - 104 kgf
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3 Step Setup Playback Options . [il] CO0_TORQUE | & C01_SGBRANCO |[[a§ CO2_SG VERDE (45)

'h Add Display ~  ExportTo - Properties

alold 7

| !
5 9,76733

Tempo (5)

Torque_Médio (V) Torque_Min (V)

Torque_Max (V)

Figura 4.8: Dados de Voltagem no Extensémetro de Torque Puro para o Experimento 1.
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= Experimento 2 — 151 kgf

r
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a-
)
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Z 15-
a
= a75-
2-
-2,25-
25-
-275-) | | | | | | | | | |
(1] 1 2 3 4 5 [ 7 8 ¥ 9,76733
T
[ TORGUE 3 x
Torque_Max (V) Torque_Médio (V) Torque_Min (V)
4 [
2 8
-70e-27 10
-44,913e-27 -2,131 -2,595
File

Figura 4.9: Dados de Voltagem no Extensémetro de Torque Puro para o Experimento 2.
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= Experimento 3 — 174 kgf
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Figura 4.10: Dados de Voltagem no Extensémetro de Torque Puro para o Experimento 3
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= Experimento 4 — 194 kgf
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Figura 4.11: Dados de Voltagem no Extensdémetro de Torque Puro para o Experimento 4.
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4.3.2. Resumo dos Resultados Experimentais

Veja a seguir os valores das voltagens médias registradas nos experimentos:

Experimento Voltagem Média

N° Forga Torgque Puro
[Kgfl [M] vl

1 104 1020,24 -1,848

2 151 1481,31 -2,595

3 174 1706,94 -2,996

4 194 1903,14 -3,295

Figura 4.12: Resumo das Medic¢des de Voltagem Média nos Experimentos.



4.4 ANALISE DOS RESULTADOS

Neste subitem serd realizada a comparacdo dos resultados tedricos e experimentais

apresentados nas se¢Oes anteriores.

Este procedimento é denominado de validacdo da ferramenta computacional e sera
utilizado para verificar se a formulagéo teorica da ferramenta é consistente e, por conseguinte,

se os resultados provenientes dela sdo confiaveis.

Seré apresentada a comparacdo dos valores de torque obtidos experimentalmente com

os calculados pela ferramenta.
4.4.1. Comparacdo de Torque

Os valores de torque experimentais e tedricos sdo apresentados na figura abaixo:

Carregamentos Valores de Torque

N° Forga Experimental Tedrico | Diferenca
[Kgf] [M] [mv] M.m N.m Percentual

1 104 1020,24 1848 365,90 316,27 15,69%

2 151 1481,31 2595 513,81 459,21 11,89%

3 174 1706,94 2996 593,21 529,15 12,11%

4 1594 1903,14 3295 652,41 589,97 10,58%

Figura 4.13: Comparacéo entre os Valores de Torque Tedricos e Experimentais.

Os dados experimentais sdo superiores aos tedricos, cuja diferenca percentual maxima

é de, aproximadamente, 16%.

Esta diferenca ja era esperada, pois 0 eixo estd sujeito a esforcos combinados de
flexdo, torcdo e cisalnamento. Por este motivo, a direcdo principal ndo se encontra a 45°

conforme o extensdmetro fora colado.

Além disso, previa-se também que, o torque experimental seria superestimado quando
comparado ao calculado teoricamente pela ferramenta, pois a deformacdo medida no
extensdmetro de 45° é proveniente da combinacdo dos esforgos atuantes e, quando assumimos
gue ha apenas torque agindo, naturalmente, ele deve ser maior para produzir a mesma

deformacéo.
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5. CONCLUSAO E RECOMENDACAO

Conforme fora dito na introducdo a este relatorio, havia o intuito de analisar os
esforgos combinados em eixos. Este objetivo fora alcancado através do desenvolvimento da
ferramenta computacional de anélise de tensfes em eixos circulares e, posterior, validagao de

seus resultados através da experimentacao.

Através dela, é possivel calcular as tensdes provenientes de cada um dos esforcos a
que estd submetido um ponto de uma se¢do qualquer pertencente ao eixo. Isto €, conhecido 0s
esforcos de flexao, torgéo e cisalhamento de uma determinada secdo transversal de um eixo,

determinam-se as tensdes provocadas em um ponto desta parte do eixo.

No que diz respeito a validacdo que foi realizada, pode-se perceber que os valores de

torque calculados pela ferramenta e obtidos experimentalmente sdo bem proximos.

Uma sugestdo véalida para projetos futuros é a realizacdo de novos experimentos em
outros pontos da superficie do eixo ou até mesmo, o desenvolvimento de um modelo

numérico que represente o eixo analisado, seus carregamentos e condi¢fes de contorno.

Uma recomendacdo para agregar valor a ferramenta computacional é implementar o
calculo de tensbes em qualquer ponto da superficie do eixo e, em seguida, determinar as
deformacdes a partir deste estado de tensGes determinado. Dessa forma, incorpora-se o efeito

decorrente das tensées num ponto analisado.

A respeito da abordagem teorica realizada, outra forma analisar o eixo é considerar
que a extremidade oposta ao carregamento imposto esta engastada, ao invés de supor que esta

apenas a rotagao do eixo, conforme fora modelado neste projeto.
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7. ANEXOS
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7.1.MANUAL DE UTILIZACAO

Serd apresentado aqui um manual explicativo de utilizacdo desta ferramenta
computacional de anélise de eixos circulares submetidos a esforcos combinados. Este topico
servira como um guia para o usuario, demonstrando como os dados devem ser inseridos para

que a planilha funcione adequadamente.

Com o intuito de facilitar o uso da ferramenta, seré descrito uma sequéncia de passos a

serem executados, cuja ordenacao é mostrada abaixo:
v Definicdo das DimensGes do Eixo;
v Escolha do Carregamento Aplicado;
v" Escolha da Secéo do Eixo a ser Analisada.

Antes de iniciar 0s passos que serdo descritos a seguir, ao abrir a planilha do software
Excel onde estd implementada a ferramenta de andlise, o usuario vera a tela mostrada abaixo
e, entdo, deve clicar no botdo “Anélise de Tensdes em Eixos Circulares” para ser direcionado

a interface de utilizagdo.

UFRJ Projeto Final

Escola Politécnica Analise de Esfor¢cos Combinados em
Linhas de Eixo de Navios

Engenharia Naval e
Ocednica Aluno: Fabio Palma
Orientadores:Ulisses Monteiro e Luiz Vaz

Analise de Tensédo em
Eixo Circulares

Figura 7.1: Capa da Ferramenta Computacional.

A partir de entdo, basta seguir as etapas seguintes.
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7.1.1. Dimensoes do Eixo

Nesta etapa, o usuario vera as figuras e tabela mostradas abaixo, onde definird as
dimensodes do eixo a ser analisado alterando somente as células verdes. As células brancas ndo

devem ser modificadas, pois sdo calculos realizados pela ferramenta.

Segdo Transversal
Vista Longitudinal 4
L
T -~
D, .
Lz
>
Ly
Ty -

Figura 7.2: Vista Longitudinal e Se¢do Transversal do Eixo a ser Analisado.

DADOS
Valor Unidade

Figura 7.3: Tabela de Dimensdes do Eixo e Caracteristicas do Problema.
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Onde:

Lm1 é a distancia do primeiro mancal até a extremidade direita do eixo;
Lwm2 € a distancia do segundo mancal até a extremidade direita do €ixo;
L é o comprimento do eixo;

D é o didmetro do eixo;

Re € 0 raio externo do eixo;

r.€ o raio interno do eixo;

d é o comprimento do brago de alavanca utilizado para produzir o torque no €ixo;
A¢ é a area transversal do eixo;

I € ainércia da secdo transversal do eixo;

I, € a inércia polar da segdo transversal do eixo;

g é a aceleracdo gravitacional,

p ¢ a massa especifica do material do eixo;

me € a massa do eixo;

Xe é a densidade linear do eixo.

Caso 0 usuario queira analisar um eixo macigo, basta colocar o valor do raio interno

(re) igual a zero.
Ap0s a definicdo das dimensdes do eixo, 0 proximo passo € aplicar o carregamento.
7.1.2. Carregamento Aplicado

O usuario devera definir qual sera o carregamento aplicado ao eixo circular. Para isso,
basta inserir o valor da forca F (na célula verde) aplicada no brago de alavanca definido na
secdo anterior. Dessa maneira, a planilha ja calcula, automaticamente, o torque T produzido
no eixo e apresenta na célula amarela. O peso do eixo (Pe) € calculado a partir dos dados

inseridos na etapa anterior.
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O usuério, caso queira um outro valor de torque, que nao o calculado pela ferramenta,

tem a opgdo de alterar a célula amarela e inserir a intensidade que deseja.

Finalmente, para alterar o sentido dos carregamentos aplicados como na figura a

seguir, é necessario apenas utilizar o sinal negativo.

A interface desta etapa € apresentada abaixo:

¥
Ly
T lﬁrm J/RME T,
{_'% T l LME = %
F P. =
L/2 z
L
Figura 7.4: Diagrama de Corpo Livre do Eixo.
Carregamento
N
T MN.m
P. N
Reacoes de Apoio

Tp M.m

Figura 7.5: Carregamento e Reacdes de Apoio.

Onde:

F é a forga vertical aplicada na extremidade do brago de alavanca;

T € o torque atuante no eixo produzido pela for¢a F. Como fora dito, o usuario podera,
caso queira, inserir qualquer intensidade do torque, ao invés de utilizar o calculado pela

ferramenta.
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Pe € 0 peso do eixo circular;
Rz € a reacdo de apoio no primeiro mancal;
Rwm2 € a reacdo no segundo mancal.

As reacdes de apoio sdo dados de saida da ferramenta e, portanto, ndo devem ser
alterados.

7.1.3. Secéo do Eixo Analisada

Para finalizar o preenchimento da planilha, resta apenas escolher a posi¢ao da sec¢ao do
eixo que se deseja analisar. Para isso, 0 usuario deve inserir na célula verde mostrada abaixo o

valor da coordenada longitudinal da secdo.

Valor de x na Segdo Intervalo

-

Figura 7.6: Posicdo Longitudinal da Secdo do Eixo a ser Analisada.

Vale ressaltar que a ferramenta identifica a posicao relativa (em relagdo aos mancais)
da secdo escolhida pelo usuario e, entdo, mostra o nimero do intervalo de acordo com as

figuras apresentadas abaixo.

Intervalol (Anterior ao Primeiro Mancal): 0 = x < L-Ly,,

( T,
< A I. T —_—
F IF’" E. M.

Figura 7.7: Intervalo 1 — Secdo do Eixo Anterior ao Primeiro Mancal.
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Intervalo 2 (Secao entre Mancais): L-Ly,, =% < L-Ly2

Figura 7.8: Intervalo 2 — Segéo do Eixo entre Mancais

Intervalo 3 (Secdo apdsSegundo Mancal): L-L,, < X< L

T l/ﬂ M1 l{ﬁ M2 I:‘
)

SR
be

Ts
r) >
E. M.

Figura 7.9: Intervalo 3 — Se¢do do Eixo Posterior aos Mancais.
Os esfor¢os na secdo do eixo circular mostrados nas figuras acima sao:
E. é o esforco cortante;
Mg € o momento fletor;
Ts € 0 momento torsor.

Caso o usuario cologue uma coordenada de se¢do que esteja fora do eixo, a ferramenta

computacional mostra a seguinte mensagem:
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Valor de x na Secdo Intervalo
x
Esforgos na Secdo
E, N
M, MN.m
T, N.m

Figura 7.10: Mensagem de Erro quando o Usuario Seleciona uma Sec¢&o fora do Eixo

Circular.

No exemplo acima, por exemplo, o usuario havia colocado que a valor de x da se¢édo

era 0,5 metros, enquanto que eixo tinha apenas 0,4 metros de comprimento.

Esses mecanismos servem para reduzir os erros na entrada de dados realizada pelo
usuario.

Enfim, finalizada esta Gltima etapa, ndo hd mais dados de entrada a serem inseridos e,

portanto, todos os resultados da analise ja estdo disponiveis na ferramenta.
Veja, nos proximos subitens, como a ferramenta apresenta estes resultados.
7.1.4. Reac0es de Apoio

As reacOes de apoio sdo apresentadas juntamente com o carregamento aplicado,
conforme é visto abaixo:
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Ly
T lRm LRmz T
S
T l Lo
F P, —
L2
L
Carregamento

Veja a seguir o diagrama de corpo livre do eixo a ser analiado:

~ [ o

T 316,27 N.m
P, 23,39\
Reagbes de Apoio

Ry | 14185177N

Ry | 420,674

N

Forca vertical aplicada na extremidade do braco de alavanca,

Torgue (em relagio a0 eixo x) atuante no eixo produzido pela forca F.

Peso do Eixo, cujo centro de gravidade estd localizado a meio comprimento.

Reagao no primeiro mancal.

Reado no segundo mancal.

T, 316,274

N.m

Torgue de reagdo na extremidade direita do eixo analisado gerado pela restricdo de rotagdo emrelagdo ao eixo x.

Figura 7.11: Interface de Apresentacédo das Reagdes de Apoio no Eixo Circular.

7.1.5. Esforgos na Secéo

A ferramenta computacional apresenta os esforcos atuantes na se¢do analisada devido

ao carregamento aplicado através da interface mostrada a seguir:
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(0s esforgos que atusm em determinada segdo dependem de sua posicéo longitudinal x.
Partanto, 0 eixa ser dividido em trés intervalos, pois em cada um as fomulas de esforgo cortante e momento fletor séo distintas;

Intervalol (Anterior a0 Primeiro Mancal]: 0 £ x< 1L, Intervalo 2 (Segio entre Mancais]:L-Ly, Sx < Ly, Intervalo3 (Segioapds SegundoMancal): L-Ly, £ x< 1
R
T T T LW / T 1
< :T - %WT 5 > 5 =
J /
FVP E P’
P E My f £, M; M:
— —
X
Valor de x na Segio Intervalo
W |
Esforgos na Seqdo
E AN Esforgo Cortante atuando na Segdo,
M; 9,70|.m  |Momento Fletor atuanda na Secao.
T, 316.27INm  |Momento Targor atuando na Segdo.

(0bs.: Quando o sinal dos esforgos for negative, quer dizer que seu sentido é cantrario ao adotado nas figuras acima,

Figura 7.12: Interface de Apresentacdo dos Esforcos na Secdo do Eixo Analisa.

7.1.6. Tensdes na Se¢do

As tensdes atuantes na secdo analisada provenientes dos esforcos sdo apresentadas
através da interface mostrada abaixo:

6. Calculo das Tensdes atuantes na Se¢do Considerada

Com o conhecimento dos esforgos atuantes na segdo considerada, passamos ao célculo de seu estado de tenstes:

Estado de Tensdo
Ty Mpa Tens#o Cisalhante perpendicular ao eixo x na diregiio de y proveniente do Cortante E_ que atua na seggo.
0y Mpa Tensdo Normal devido ao Momento Fletor M. que atua na sedo.
T Mpa Tensdo Cisalhante perpendicular ao eixo x proveniente do torgue T, que atua na segdo.

Figura 7.13: Interface de Apresentacéo das Tensdes Atuantes na Se¢do Analisada.
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7.1.7. Circulo de Mohr

As tens@es principais, direcdo principal, tensdo de cisalhamento méxima sdo apresentadas

como pode ser visto a seguir:

Elemento Infinitesimal Equacgdo do Circulo de Mohr (Plano xz)
[N — (0 =252 #72 = 5% 4 5
X : - -
— 1,
z
Circulo de Mohr
Ry Mpa Raio do Circulo de Mohr.
Oined Mpa Abscissa do centro do Circulo de Mohr.
Tensdes Principais
O max Mpa Tensdo Mormal Maxima.
O min Mpa Tensdo Mormal Minima.
8, graus Angulo da Dirego Principal.
Tensdo Cisalhante Maxima
Trmax Mpa Tensdo Cisalhante Maxima.
B max graus Angulo do Plano no qual ocorre a Tensdo Cisalhante Maxima.

Figura 7.14: Interface de Apresentacéo das Tensdes Principais, Dire¢éo Principal e Tenséo

Cisalhante Méaxima.

A ferramenta computacional também apresenta dois Circulos de Mohr para o estado
plano de tensdes do ponto na se¢édo analisada. Um deles considerando os esfor¢os de torcéo e

flex&o e outro apenas de torcdo pura. Veja o exemplo abaixo:
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Circulo de Mohr (Torcdo + Flex3o)

m— Circulode Mohr  =——PlanoXZ

uuuuu

oo

-60,00 -40, -20,00 0,00 20,00 40,00 60,00 80,00

F. | O
N L/

uuuuu

Figura 7.15: Exemplo de Circulo de Mohr (Torcéo + Flex&o) para o Estado Plano de Tensdes

no Ponto da Se¢do Analisada.
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Circulode Mohr (Tor¢do Pura)

s Circulo de Mohr == PlanoXZ

T

Jax]

=5
ot

Figura 7.16: Exemplo de Circulo de Mohr (Torcéo Pura) para o Estado Plano de Tensdes no

Ponto da Secdo Analisada.

68



