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PREFACIO

A Reforma Universitér'ra,‘” implantada no Rio de Janeiro por iniciativa

pioneira da PUC/RJ (Pontificia Universidade Catélica do Rio de Janeiro) e logo
acompanhada por outras universidades locais, teve reflexos profundos na didatica
do ensino universitario deste Estado.

Por outro lado, o ingresso nessas universidades, sofreu também alteracdo
de critério, no sentido de se obter maior uniformidade quanto & forma de selecéo
da “massa humana’ que aspirava nelas ingressar. Assim, do critério de exame vesti-
bular, feito por iniciativa de cada universidade isoladamente, passou-se ao ‘‘vesti-
bular unificado”, sob a responsabilidade da “FUNDACAO CESGRANRIO", entidade
criada com o proposito de promover essa selecao. Entretanto, pela conviccdo firmada
de que uma das ““finalidades do ensino de 2° grau” é conduzir o estudante ao 39 grau
{universitario), as questoes propostas sob a responsabilidade do CESGRANRIO (forma
exclusiva de maltipla escolha) tém tido mais a preocupacdo de verificar o conheci-
mento do candidato nas disciplinas obrigatérias do 29 grau. Assim, as ndo obrigaté-
rias e aquelas que ndo merecem especial atencdo dos estabelecimentos de ensino
médio, ndo oferecendo conteido programatico que propicie questdes de multipla
escolha, tem sido relegadas ao quase total abandono quanto 3 responsabilidade “ensi-
no/aprendizagem’ em nivel de 29 grau.

— O que estd ocorrendo, entdo, no ensino universitdrio?

— De um lado, o candidato ingressando na universidade despreparado em
dreas basicas; de outro, a propria universidade reduzindo a carga horéria nessas dreas,
pela necessidade de propiciar disponibilidade de tempo para o ensino de disciplinas
recem criadas, integrantes de seus novos curriculos.

O professor das disciplinas de areas basicas tem que ensinar para aqueles
que ingressam despreparados e dispondo de uma carga hordria semanal que corres-
ponde, via de regra, 4 quarta parte daquela que dispunha antes da Reforma (quando
seus alunos traziam conhecimentos das disciplinas que serviam de fundamento, uma
VeZ que tais conhecimentos eram pedidos nos exames vestibulares).

— Como conmseguir resultados favordveis ao ensino/aprendizagem diante de
tais problemas?

(1) Lei n® 5540 de 28/11/68, publicada no D.O. de 29/11/68, retificada no de 3/12/68 e
Decreto-Lei n?-464 de 11/2/69, publicade no D.O. de 12/2/69.



— Pensamos poder chegar a esses resultados reformulando totalmente a
didética de ensino/aprendizagem de tais disciplinas, no sentido de possibilitar a mais
ampla e geral fundamentacdo lbgica de conceitos basicos que permitam ao aluno
tirar conclusoes, fazer adaptacoes, dai resultando fécil, plena e rdpida aplicacdo dessas
disciplinas onde elas se evidenciarem necessarias.

Sentindo o problema, procuramos reformular nosso ensino de Geometria
Descritiva, para que ele possa ser entendido por aqueles que nunca haviam tido o
menor conhecimento dessa disciplina. Empreendemos essa experiéncia e o que pro-
pomos decorre de vérios anos de pesquisa e constante preocupacao de aperfeicoamen-
to dessa orientacdo.

Adotamos como fundamentacao logica as idéias basicas e gerais da “‘Geome-
tria Projetiva” (Capitulo | de nossa tese). Estruturamos nosso trabalho nas ‘‘Operacdes
fundamentais’® e “Propriedades projetivas”, porque estamos na firme conviccdo de
que os “Sistemmas Projetivos’* que tém maior aplicacdo para os profissionais das areas
de Engenharia, Arquitetura, Belas Artes e, de modo geral, para todo aquele que
trabalha com projetos, representam simples aplicacdo daquelas “operactes funda-
mentais e suas propriedades’’. Daf, nossa preocupacao quanto as particularizacoes
focalizadas (Capitulo Il) objetivando aplicacdoes aos Sistemas Projetivos de maior
utilizacdo e que constituem exemplos de emprego do raciocinio geral das referidas
operacoes projetivas e propriedades.

Em resumo, com o presente trabalho, sugerimos o estudo dos Sistemas
Projetivos de forma sintética, alicercado numa “‘|6gica sequencial do pensamento
conclusivo”’,

Rio de Janeiro, 27 de agosto de 1981

Léa Santos de Bustamante




SINTESE DA TESE

ojetar’”” e ‘‘cortar”. -

tivas e suas proprledades. - :

As transformagOes projetivas nos sistemas monopolares podem ser distri-
as em grupos de hipoteses, compreendendo trés teoremas que ormmm o
smprego de raciocfnio geral e basico para concluir o processamento dessas transfor-







SIMBOLOS

SINAL SIGNIFICADO CONDICAO
A iguais e segmentos propor-
= Igual ou semelhante _ngu!os G o9 R
cionais.
m nto
/ S P Conter Lfm/a'e s?mente um/a po
ou reta improprio/a.
; Paralelo/a ao Admitir centro, eixo ou plano de
anti// g i ; )
simétrico/a. simetria.
P dicul
i A R TTEaT Formar angulo reto.
ortogonal
N3o formar angulo reto, nem angu-
£ Obliquo/a RERpEEE & G
lo nulo.
A Triangulo Qualquer espécie.
y y Posicdo ordenada, obedecendo a um
i Em seguida h
sentido.
Diregdo do ente im- Nio importa o sentido. Colocado
e proprio (no infinito) sempre junto a letra que designa
o ente.
% Angulo Qualquer grandeza.
(0] osicionado contido no
= Pertence m el
maior.
- O menor posicionado nao contido
& Nao pertence . e
no maior.
2 Contém O maior dimensionado contendo o

menor,
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SINAL SIGNIFICADO CONDICAO
o O maior dimensionado n3o conten-
D N3o contem
do o menor.
c A 5 Elementos iguais, coincidentes ou
. Idéntico, coincidente : o
= - equivalentes. Estdo no mesmo lugar
ou equivalente. i :
por superposicao.
3 N&o idénticos, Elementos distintos, ndo coinciden-
distintos. tes ou nao equivalentes.
Quando colocado sobre as letras
—_ Segmento : ;
que denominam suas extremidades
N&o importa a posicdo do ent -
M Qualquer P i i/ poE
que gualguer que ela seja, satisfaz.
- Pertence, simultaneamente, a duas
@ Intersecdo. :
figuras.
X p 7 Corresponde por Decorrente ou obtida em funcao
projecao. da “operacdo projetar”.
ik Corresponde por Decorrente ou obtida em fungao
secdo da "operacdo cortar”.
s> equivale a Dupla interferéncia.
f0 Figura de origem, Ser submetida a "“operagdo proje-
dada ou original. tar”.
Figura resultante da Ser constituida somente de retas ou
f1 “operag3do projetar” planos projetantes (resultar da ope-
racdo projetar f0).
Lugar de tragcos ou intersecdes de
2 Figura “projecdo” projetantes com plano de projecdo

de f0.

(resultar da secdo de f1 pelo pla-
no m).




11

SINAL SIGNIFICADO CONDICAO
) Contorno de fO Figura envoltéria de 0.
1 | Contorno de f1 Figura envoltoria de 1.
!
2 Contorno de 2 Figura envoltoria de 2.
Servir ou nao de jazida ou suporte
o Plano no espaco ;
| a pontos, retas e figuras planas.
!
m Plano de projecao Cortar projetante, determinando 2.,
|
(A). (r) Ponto e reta do es- Pertencem a figura fO ou consti-
- paco (fig. de origem) tuem fO.
A, r Ponto e reta pro- Pertencem a f2 ou constituem f2
jecao de (A) e (r) . (contida no plano 7).
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PROPOSITOS GERAIS

1 — Sintese do raciocinio conclusivo (economia do pensamento).
2 — Globalizacdo de conhecimentos pela possibilidade de aplicacdo do raciocinio
logico:

— concluindo e desenvolvendo detalhes dos sistemas projetivos estudados.

— criando sistema de representacdo projetiva mais adequado & resolucdo do
problema que demanda solucdo.

— capacitando a leitura de qualquer representacdo de figura que aplique o
raciocinio projetivo (resultante das operacGes projetivas).






Capitulo |

apitulo ||

PROPOSITOS ESPECIFICOS

— Estudo analitico da figura:
Conceitos, classificacoes.
Correlacao entre figura e contorno.
Analise:

Operacdes projetivas e propriedades.

— Particularizacao e conclusdes:

Teoremas basicos relativos a projecdo da figura.

Teoremas relativos ao contorno da figura.

— Apreciacdo sucinta e conclusiva de/a:

Raciocinio basico que preside a todos os Sistemas Projetivos que
operam apenas com um centro projetivo proprio ou improprio.
Relagdo entre uma figura e sua representacdo projetiva.

Possibilidades de generalizacdo da aplicacdo dos teoremas relativos
a figura que admite jazida reta ou plano.






17

ITULO | — ENTIDADES GEOMETRICAS — OPERAGCOES PROJETIVAS

ESPACO GEOMETRICO E SUAS ENTIDADES

Conjunto Universo da Geometria.

Ente ou elemento fundamental.

Peculiaridades

Ente real e imagindrio: determinacdo e representagao.
Ente real improprio: determinacdo e representacao.

Figura.

Conceito.

Geracao.

A geratriz.

A lei de geracdo, elementos diretriciais.

A origem, instituicdo da figura “'f0".

Classificacdo.

Nocdo de “contorno”, “fronteira” ou “limite”: instituicdo da figura e
Influéncia do niumero de dimensdes das figuras ““f0”" ou “{" na relacdo
entre elas. .

Importéancia da figura 2" na classificagdo de “f0", quanto a ser ‘‘aberta”
ou “fechada” (itens 11232, 1124, 1125).

Formas geométricas fundamentais.

Geracdo.

Lugar comum aos entes de uma forma: jazida, eixo, centro.

Classificagdo.

Linha e superficie: curva e superficie curva em particular. Aplicactes
dos itens 1121 a 1126.

Geracdo: critério, geratriz, lei de geracao.

Estudo comparativo considerando propriedades.

Estudo comparativo considerando elementos.

Estudo comparativo entre curva e superficie geométricas, considerando
a classificacdo.



il
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12

120

121

1211
1212
1213
1214

122

1221
1222
1223
1224

123
124

125
1251
1252
12521
12522
125623
12524
12525

OPERACOES PROJETIVAS ou OPERAGCOES FUNDAMENTAIS.

Instituicdo da figura "“f1".

Operacdo “projetar”.

Significado.

Condicoes.

Posicoes do centro ou eixo de projetantes em relacdo a “‘f0"".
Formas geométricas fundamentais geradas pela "‘operacdo projetar”.

Operacdo “cortar”.

Significado.

Condicoes.

Posicoes do plano ou da reta secante a “"f0", relativamente a essa figura.
Formas geométricas fundamentais geradas pela “‘operacdo cortar”,

Generalizacdo das operacdes projetivas. Projecdo, secdo.
Instituicao da figura “‘f2". Figuras consecutivas.

Propriedades das operacdes projetivas.

Generalidades.

Correlacdo entre as operacdes projetivas. Conceito. Aplicacdo. Conclusio.
Pertinéncia.

Dualidade.

Reciprocidade ou inversdo.

Reversibilidade, involucdo.

Razdo.
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CAPITULO |
ENTIDADES GEOMETRICAS
OPERACOES PROJETIVAS

— ESPACO GEOMETRICO E SUAS ENTIDADES

— Conjunto Universo da Geometria:

Pela expressio ESPACO, denominamos o “Conjunto Universo da
Geometria”.

No referido “conjunto” citamos, a titulo de exemplo, ponto, linha,
superficie, corpo (solido), enfim, todas entidades que podemos supor exis-
tirem no referido espago.

Destacaremos, como mais elementares, os denominados:

— Entes ou Elementos fundamentais:
Admitiremos os seguintes: ponto, reta, plano.

Nenhum deles é passivel de definigdo. Cada um tem existéncia por si
préprio, capaz de “gerar” e “ndo de ser gerado”’.

111 — Peculiaridades:

Podemos compreender a existéncia de cada um pela aplicagio do
seguinte raciocinio:
PONTO — ndo tem dimensdo, é zero dimensional, ndo admite extensao.
RETA — ¢ uni-dimensional, admite somente uma extensdo. 2
PLANO — ¢ bi-dimensional, admite somente duas extensdes. 2!

(2)

sultar “Biblioteca de Matemética Moderna”, Tomo |, p&g. 230, Edicdo LISA, 1968,
Onio Marmo de Oliveira e Agostinho Silva,
NSAO do latim “extensione” significa que deve ter dimensio ou tamanho, que
® Conter: comprimento, largura, altura, profundidade, espessura. O referencial, por sua
824 e posicio no espago, é que indicard qual dessas expressdes deve ser adotada.
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1112 —

Justo Pascali V! adota a designacdo “E " < “Espaco de zero dimensao"
para entes como os acima referidos, aos quais denomina “entes elementares”.
Admite, além do ponto, reta e plano, a elipse e outros. Supomos que a )
expressdo “‘zero dimensdo” tenha sido utilizada para exprimir “existéncia
autdnoma”, independente de qualquer idéia de localizacdo no espaco. Daf
os postulados que propoe, de n%s | a VIl em sua obra.

Entes real e imagindrio: determinagdo e representacio.

Ndo distinguiremos um ente fundamental “real proprio” (€ ao chamado
“Espaco Euclidiano”) de um “‘real impréprio” (admitido no “Espaco Argue-
siano”’). Consideramos que 0s entes reais, proprios ou improprios, pertencem
ao:

ESPACO PROJETIVO <= ESPACO ARGUESIANO < CONJUNTO UNI-
VERSO DA GEOMETRIA.

Do mesmo modo, admitiremos nesse espaco, os ‘‘entes imaginarios”,
assim denominados porgue ndo tém existéncia real (ndo podem ser conce-
bidos como realmente existentes), sdo admitidos apenas por imaginacdo.

Assim:
real 2 : Pincrtan [ possivel
Ente | . oy € aquele cuja existéncia é sempre | . i
imaginario impossivel
no “campo real”’.
. - real :
Algebricamente, a representacdo de um ente | . A e esta na
. imaginario
; - real
dependéncia de uma equacdo , : e |
P Sl imaginaria
o o real :
Geométricamente, a representacdo de um ente | . s estd na
imaginario i

dependéncia da construgdo grafica de outros entes que substituem sua
imagem.

Um ENTE IMAGINARIO ndo pode ser DETERMINADO porque isso
equivaleria a fornecer, grafica ou algebricamente, elementos que possibili-
tassem seu perfeito conhecimento. Entretanto, propomos que possa ser
REPRESENTADO, uma vez que isso equivale a substituir o ente imagindrio
por uma "imagem simbélica'?) ”, que “convencionalmente” facilite sua ima-

ginacao.

(1) Consultar “Geometria Proyectiva”, pag. 22 e segts., Ed. Buenos Aires, Centro de Estu-
dantes de Ingeniaria de B. Aires, 1955, 22 Edicion.

2) De “simbolo’ que, por sua forma ou natureza, evocd, representa ou substitue, num deter-
minado contexto, algo abstrato ou ausente (Novo Diciondrio Aurélio), 12 Edicdo, 22 Im-
pressdo. Editora Nova Fronteira).



Para maior esclarecimento, citamos 0s seguintes exemplos:

1 — “Um plano e uma reta & plano, determinam um ponto.”
g - onto
2 — “Duas retas reais e distintas representam um | zlano | deter-

minado quando as retas sdo -coplanares”’.

real I
3 Duas retas reais e distintas representam um ponto imaginario
coplanares |
nao coplanares
4 — “Duas retas reais e distintas representam um planol
.. | coplanares
se saol 29 I."
ndo coplanares

se Sao |
real I
imaginario

Sempre que nos referirmos a Um ente imaginario, empregaremos a
palavra “imagindrio’”” apds a expressdo que o designa, ndo a empregando,
admitiremos que esse ente seja real.

 — Ente real improprio — Determinagdo — Representagdo —

& Bbnhanos a/v:.) reta (r), fig. 1 / I ponto (P) dzl (r) |
plano m, fig. 2 reta (p) 3
ponto (P) I I retas (a) € plano (P) (r)
Pelo/a I st (o) facamos passar lan et .
retas (a) (r) I pontos (A)
Asfos l planos & Syl Fr Rdh(as retas (s)
Os angulos de I NErtice (i I tendem a diminuir sua grandeza, enquanto
aresta (s)
aumenta a distancia entre I (P) I (A) I Quando a grandeza do angulo

M | (s) I for infinitamente pequena, serd infinitamente grande a distincia de
I (P)
(p)

impréprio/a, significando € espago infinito (campo do chamado “Espaco
Projetivo”, referido na pag. 20).

A
ponty (84 é denominado/a pontoI

(A) I
N
I ' essa hipotese, o/a veta (o) ot

A representagdo convencional desse/a ponto I I :':::
(a) // (r)

SlHlia

, correspon-

de a direcdo I



Pl (@) fin

{al)
(a}

(A} (A1)

(p)
Fig. 1
Sin f

{r}

A

{Soo)
P —
[
9
) (s1)
T
/ Fig. 2

Por oportuno, transcrevemos da tese ‘‘Projecdes da Esfera”, de nossa
autoria, pags. 52 e 53 o seguinte:

“Quanto aos elementos improprios, tem-se a seguinte no¢do:

o reta ponto improprio ponto
— Direcdo de | | correspondi : :
plano 2 4 reta impropria reta

do infinito.

O conjunto de todas as direcoes, quer de retas ou de planos, é o plano
impréprio ou absoluto. Em outras palavras, plano absoluto, é o lugar geo-
métrico de todos os pontos improprios e de todas as retas (mproprias
de um espaco”.

Do mesmo modo que podemos considerar a reta como circulo de
raio infinitamente grande, consideramos o plano como uma esfera de raio
infinitamente grande. Dai, podemos concluir que: “Plano absoluto é uma
esfera de raio infinitamente grande que admite, todas as retas reais d
espagco, como cordas. Todos os pontos improprios sdo pertinentes a ela”.



112 — Figura

21 — Conceito:

A palavra tem sentido amplo, quando aplicada a qualquer atividade
de natureza artistica, cientifica, técnica, industrial e outras. Pode exprimir
“gstrutura e configuracao geral do corpo’’, “forma exterior de um corpo”,
“desenho’’, “ilustracdo’, “‘imagem”, simbolo”, etc...

Em Geometria, entendemos que o vocdbulo FIGURA tanto se aplica’
a um ENTE (item 111, pags. 19 e segts.), como a um “conjunto gqualquer
de pontos, linhas ou superficies, associados entre si por determinadas con-
dicoes’’. Portanto, pode exprimir uma forma resultante do “grupamento”’,
“campo’’ ou “sistema” de ENTIDADES. ') Com esse sentido, figura é um
“sub-conjunto” ou “grupo” do espaco.

~

— Geracdo:
Existem vérios critérios para estudar a geragdo de uma figura. Via de

regra, sao correlatos ao emprego dado a essa figura. A resolugdo de um
problema pode depender desse critério. Assim, analisemos:

1— A Geratriz

Pode ser figuras quaisquer, desde as mais elementares e, por isso
mesmo, mais utilizadas, como ponto, linha (reta em particular), até as
figuras bi, tri ou poli-dimensionais.

Sua caracteristica principal 6 o MOVIMENTO, sem o qual ndo existe
geracdo. Mas pode ocorrer que, durante esse movimento, a geratriz sofra
alteracdo de forma e grandeza.

A Lei de geracdo, elementos diretricionais:

Estabelece condicoes do “‘movimento da geratriz e suas possiveis
alteracdes”’, disciplinando movimento e transformagdo, sem deixar nada
indeterminado. Para conseguir isso, introduz os chamados “elementos dire-
triciais”, aos quais vincula o movimento e condicdes de alteragdo da
geratriz,

Consideramos FIGURA com sentido mais amplo que o atribuido a palavra ENTIDADE,
Uma “figura pode representar, simbolizar, ou determinar uma entidade’’, mas nao aceitamos
‘@ interpretacdo reciproca.
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11223 — A origem, instituicao da figura "“f0":

112231 -

112232 -
1122321

1122322

Exemplos:

1)

2)

Os elementos diretriciais, via de regra, sao fixos quando servem
apoio. Porém, podem ser introduzidos com o objetivo de servir de referenci
para determinar a posicao da geratriz. E o caso do plano e do cone di

Algebricamente, a “Lei de geracdo’’ se representa por uma equa

Duas hipoteses poderdo ser formuladas para uma ‘‘figura origi
que denominaremos “f0",

Nao existe geracao:

possibilidade de ser gerada, embora possa gerar (item 111).

Existe geracdo nas seguintes condicoes:

— Sem “Lei de geracao”.

— Com “Lei de geracao”.

“Uma reta (geratriz) se destoca no espaco, conservando-se apoi
em um circulo fixo (diretriz) e em um ponto fixo (dergtriz
plano do circulo, gera uma superficie conica geral do 29 grau®

“Uma conica (geratriz), cujo eixo de simetria descreve
plano, gera uma quadrica. No seu movimento, a conica p
variar segundo formas homotéticas, de modo a se apoiar ¢
tantemente em outra conica”.'’’ Nesse 20 exemplo, o “pla

e a “segunda conica’ sdo “elementos diretriciamais” (fix

A figura “f0” é denominada “elemento” ou “ente”’, ndo se admite @

fO é constituida por um sistema de varios entes ou outras figt
associadas entre si por determinadas condigcoes (item 1121).

Exemplos:

1) figuras relacionadas a resolucao de problemas geométricos;
2) figuras graficas.

A geratriz (item 11221) se desloca no espago obedecendo as cond
cbes impostas pela “Lei de geragdo” (item 11222), podendo @
ndo mudar de forma e grandeza. Nessa hipotese, “f0** é figul
geométrica.

(1)  Bustamante, L.S.: “Projecdes da Esfera’ ................, pag. 18.




23 — Classificacdo:

a serem classificadas.

Qualquer trabalho de natureza classificatéria adota “critério” decor-
rente das "‘caracteristicas”’ que se apresentam comuns ao conjunto de figuras

Formulamos os seguintes exemplos, considerando a possibilidade de
aplicacdo a qualquer figura:

entes improprios.

CRITERIO CARACTERISTICA DENOMINACAO
. hilimero de Zero-dimensional. Ponto.
dimensoes. Uni-dimensional , Linha.
Bi-dimensional. Superficie.
Tri-dimensional. Figura tri—dimepsional.
Poli-dimensional. . ‘ Hiper-figura.”
—  Conter ou ndo N3o possue entes Figura fechada'?’
entes impro- improprios. 2)
prios. Possue um ou mais Figura aberta

- Figura geratriz
estar ou nao
submetida a
“Lei de Gera-
¢do”.

Admite “Lei de gera-
cao" (representada alge-
bricamente por uma
equacao).

Nao admite “Lei de

geracao”’.

Figura geométrica.

Figura grafica.

plano de sime-
tria.

—  Admitir ou ndo

Pode ser cortada em
partes simétricas.

N3o pode ser cortada
em partes simétricas.

Figura simétrica.

Figura assimétrica.

=  N&o admitir ou

admitir geracdo.

N3o pode ser gerada
por outra figura
(somente gera).

Pode ser gerada por
outra figura (capaz de
gerar ou de ser gerada).

Ente ou elemento.

Figura (ndo elemen-
tar),

o confundir figura

p fechada
«| @Presenta interrupc3o, nio é seguida ou sucessiva
! ﬂ‘o hd interrupgdo, é seguida ou sucessiva

40 fechada,ndo sera descontinua.

descontinua
continua

ativa ao espaco de mais de 3 dimensdes, denominado HIPERESPAGO.
| cujo significado é:

‘. A figura pode ser aberta e continua.
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1124 — Nogdo de “contorno”, “fronteira” ou “limite”, instituicdo da figura ",

Seja uma figura qualquer “f0", entendida conforme referido nos itens
1121 'a ' 1123.

Denominaremos “€'" a uma outra figura (equivalente a “f0") de zerg
uma, duas, trés ou mais dimensoes, que serve de envoltoria para “‘f0”. Es
duas figuras sdo associadas de tal modo, que “¢" ndo existird sem *
A figura “f0"” é o campo e “{", seu contorno, fronteira ou limite.

.

Entretanto, é possivel admitir:' 1!
11241 — “f0" sem “'Q".
11242 -~ "f0” e "' integrados de modo que uma figura se entrosa 3 @

sem necessidade de denominacdo diferente para cada uma.

1126 — Influéncia do nimero de dimensdes das figuras “f0” ou “¢" na relaca
entre elas:

11251 — Convencionemos que o nimero de dimensdes de "‘f0” ou ‘" seja e
presso por:

J
2

n=1:nt1=| |
0

:n+2=3:n+m >4 (mnimero real e positivo>3

11252 — O seguinte quadro permite melhor exame da relacdo entre “f0" e

NO de dimensdes DENOMINACADO
IJQII llfof-l -N‘Qlf itfol'
n—1 ponto (zero-dimensional).
.n—1 |n ponto (zero dimensional). |linha (uni-dimensional).
n n+ 1 [linha (uni-dimensional). superficie (bi-dimensiona

n+1 | n+2 |superficie (bi-dimensional). | espaco (tri-dimensional).
n+2 | n+m |espaco (tri-dimensional). espaco de 4 dimensoes.
n+m | n+m |espaco de 4 dimensdes. espaco de 5 dimensdes.

................................................................................................ nasn

(1) Itens 1125 e 1126, detalham o assunto.
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Pelo quadro do item 11252 verifica-se:

A figura “f0” denominada “ponto”, ndo possui “2".

As figuras “f0”, denominadas “linha” e “superficie’” podem ser consi-
deradas como exemplos dos itens 11241 e 11242,

0 contorno ‘¢ é denominado “ponto’” quando a figura 'f0" é linha reta.
0O contorno “¢" é denominado “linha”, quando a figura contornada ““f0*

é “superficie plana”. {Fig. 3) Serd “superficie”, quando contornar uma
figura “f0” do espaco (tri-dimensional), (Fig. 4) e assim, sucessivamente. .

0 = circulo

Domem

\

s

Fig. 3 Fig. 4

Importancia da figura “2" na classificacido de “f0”, quanto a ser “aberta”
ou

“fechada” (itens 11232, 1124, 1125).

Se a figura “f0” é "‘aberta”, podemos formular uma das seguintes hi-
poteses, quanto a figura "“0":

“R" ndo existe (item 11231). Os elementos impréprios que caracterizam
a figura “aberta” pertencem a ‘“f0”’. Portanto, “f0’" é “figura sem con-
torno”,
”
existe, mas é constituida somente de elementos improprios. Pode
reduzirse a um “ponto improprio” (item 11255). Seus elementos se
identificam com os elementos impréprios de “f0” (item 11242), de
modo que a figura “f0” & considerada como tendo “contorno impré-
l)!‘io".

MEM

* "% apresenta um, mais de um, mas ndo a totalidade de seus elementos

impréprios. As figuras “'f0” e “2” se integram (item 11242), sendo “f0"

~ figura que apresenta “‘contorno com um ou mais elementos improprios”.
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11262 — Se a figura “f0” é “fechada” (itens 11232 e 11242), """ ndo contém
elementos improprios.

(1)

1127 — Formas geométricas fundamentais

Séo figuras abertas, apresentando “contorno improprio” (item 11261 2),
geradas pelos entes fundamentais ponto, reta e plano (item 111).

S3o ao todo, nove figuras que se distribuem em trés grupos, confol
seu ente gerador, ndo se admitindo elemento de natureza diferente na me
forma.

11271 — Geragdo pelo/a:

112711 — PONTO (P) —

1127111 — Ponteada'?’ (fig. 5) reta (j)
1127112 — Plano ponteado'?! (fig. 6)| “f0” < 1g.pts.(P) € | plano B = jazida,
1127113 — Espaco ponteado'?’ (fig. 7) espaco £

Observacdo:
O espaco () serd considerado jazida somente quando estiver incluido
no hiperespaco (itens 11231 e 11272).

PONTEADA (j)
ESPAGO PONTEADO (£)

P (P2} (P3)
) + 4 } +HP1)
Fig. 5 0 +{P2)

PLANO PONTEADO (§)
+(P3)

+P1) +p3) B +HP4)
+(P5)
+(P2} +{P4} Fig. 7

Fig. 6

(1)  Lé-se em:1) “Lezioni di Geometria Proiettiva” de Frederico Enriques, pag. 7 § 1: “Um
conjunto de elementos fundamentais, isto &, um conjunto de pontos, retas
e planos denomina-se FIGURA",
"Geometria Proyectiva” do Héctor Ceppi, Alejo M. Fournier, pag. 1, §39da
Edicdo de 1951 de G, Kraft, B, Aires: '‘As formas ou FIGURAS geométricas
sdo o resultado da combinagio de trés elementos fundamentais: pontos, retas
e planos”,

(2)  Admite-se também o vocdbulo “pontilhado/a".

2



_ RETA (r) —

— Plano de retas'"’ (fig. 8) pl. B = jazida,
] €| pl. B =jazidae
— Feixe de retas'?! (fig. 9) | “fO" <= 1g.rts (r) 5 Pt. (O) = centro
7123 — Estrela de retas (fig. 10) D pt. (O) = centro

7

PLANO DE RETAS

y - (rx) \ /

Fig. 8

ESTRELA DE RETAS

Fig. 10

Admite-se também os vocébulos ‘‘reguado” e “regrado”.

Justo Pascali faz diferenca entre “feixe de retas” e “‘feixe de réios”. O primeiro declara o
autor em nota de roda-pé & pag. 22 de sua ja citada obra “Geometria Projetiva’’, & o
conjunto de retas que estdo em um plano, por hipdtese, e passam por um ponto chamado
centro P do feixe; o segundo é um conjunto de retas que passam por um ponto P e que
estdo contidas em um plano T denominado suporte.

Entretanto, outros autores consideram estas duas expressdes sindnimas (ver Guida Castel-
nuovo, “Lecciones de G. Analitica.... pg. 192),

Frederico Enriques adota somente “Feixe de raios” < figura constituida de todas as infi-
nitas retas que passam por um ponto (centro do feixe) € plano (suporte de feixel. Ver
“Lezioni di Geemetria proiettiva”, pdg. 8
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112713 — PLANO (a) —

1127131 — Feixe de planos (fig. 11) ~ | rt. 'e) = eixo
1127132 — Estrela de planos (fig. 12)] "f0” <= 1g.pls. (@) pt. (O) = centro
1127133 -~ Espaco de planos (fig. 13) € espaco £ = jazida
Observacao:
O espaco £ sera considerado jazida somente quando estiver incluido
no hiperespaco (itens 11231 e 11272),
FEIXE DE PLANOS ;
3 |

ESTRELA DE PLANOS

ESPACO DE PLANOS

Fig. 13
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11272 — Lugar comum aos entes de wma forma: jazida, eixo, centro —

12721 —

Conceito de:

“jazida, "base” ou “suporte’” —

pontos (P) reta (j)
Quando o lugar comum de | retas (r) €| plano B | a forma
planos {(a) espaco £
reta (j)
gerada admite essa/e | plano f | como JAZIDA, BASE ou SUPORTE.
espaco £
ponteada
Assim, por exemplo, na/o feixe de retas jazida é alo
espaco de planos

reta (j) pontos (P)
plano § que contém retas (r) posicbes do ente
espaco £ planos a
ponto
reta que gerou essa forma. Ver ilustracdo, Fig. 5, representa ja-
plano

zida reta (j); figs.6,8e 9 a jazida é o plano f ; Figs. 7 e 13 o0 espaco

¢ corresponde a jazida.

“Eixo”

Quando o lugar comum aos planos (@) é uma reta (e), a forma
gerada admite essa reta como EIXO.

Assim, no “feixe de planos’, eixo é a reta comum a todos os planos,
posicbes do ente que gerou essa forma. Ver ilustracdo na fig. 11, reta (e).

“Centro” —

J retas (r)
Quando o lugar comum as/aos | glarios. o

forma gerada admite esse ponto (O) como CENTRO.

: feixe I | retas l !
centro é o ponto
Assim, por exemplo, no/a | | de ol .

|empmto103.a

comum a todas/os as/os ::::; I posicdes do ente que gerou a forma,

Ver ilustracdo nas figs. 9, 10 e 12, centro (0).



As nocdes de “jazida”, “eixo” e “centro’ foram introduzidas pela
necessidade de definir uma forma.

Assim:

“Ponteada’”

reta =)
5 - ¢ lugar de pontos & | ' azida da forma.
Plano ponteado” 9 P i plano ! o

Logicamente, ndo ha objetivo em estabelecer o espago como jazida,
por exemplo, da “estrela de retas”, “estrela de planos” ou feixe de
planos”, porque esse mesmo espago seria, também, jazida de outras estre-
las de retas, de planos ou de feixe de planos. Logo, para essas formas,
torna-se desnecessaria sua introducdo como “jazida’’.

Justifica-se a “jazida espacial”, isto é, espaco jazida £ , quando se
admitir a existéncia do HIPER-ESPACO,'" para as formas “espaco de
pontos’’ e espaco de planos.

11273 - Classificacdo

Quanto a:

112731 — Natureza do ente gerador (ponto, reta ou plano):

1127311 — Formas de pontos;

1127312 — Formas de retas;

1127313 — Formas de planos.

112732 — Numero de pardmetros necessarios e suficientes para localizar uma posi-
cdo do ente na forma a qual ele deu origem:

1127321 — 12 espécie

Um s6 pardmetro situa o ente em sua forma, uma vez que um
s6 movimento'2! é necessério e suficiente para que ele gere a forma.

Pertencem a esta espécie:
11273211 — Ponteada.
11273212 — Feixe de retas (ou de raios).
11273213 — Feixe de planos.

(1) Justo Pascali a pdg. 29 faz apreciagdo sobre HIPERESPACO lobra j4 citada em nota de
roda-pé). Se aceitarmos que o hiperespaco possa conter mais de um espaco, justifica-se 0
“'espaco jazida”.

(2)  Aplicado com o sentido de “translacdo” ou de '‘rotacdo”.

o
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— 22 espécie
Dois parametros situam o ente em sua forma, uma vez que dois
movimentos'!! s3o necessirios e suficientes para que ele gere a forma.
Pertencem a esta espécie:
— Plano ponteado.
— Plano de retas.
= Es‘trela de retas (ou de raios).

— Estrela de pianos.

— 32 espécie
Trés parametros situamr o ermte e sua forma, uma vez que

trés movimentos''! sdo necessarios e suficientes para que ele gere a
forma.

Pertencem a esta espécie:
— Espaco ponteado.
— Espaco de planos.

Ndo se considera o “espago de retas”, porque qualquer reta
fica necessaria e suficientemente determinada no espaco, por dois
pontos I
planos

Linha e superficie (curva e superficie curva em particular)

Conforme j& estudado para as figuras em geral (itens 1121 a 1126),
“linha” (curva em particular) é uni-dimensional e “superficie” (superficie
curva em particular) é bi-dimensional.

— Geracdo: Critério, geratriz e lei de geragdo — estudo comparativo.

Ja declaramos que o critério de geracdo (itens 1122) pode estar
associado a necessidade de utilizacdo dessas figuras. Muitos problemas
sdo resolvidos em funcdo disso.

Assim, podemos estudar ““linha” e superficie” partindo da idéia de:
112811 - "Envoltéria” ou “envolvida” das virias posicdes de outra figura geratriz.

112812 — “Transformagio” de uma figura em outra, como se verifica pelo critério de:

—

(1)

Translacdo e/ou ‘rotagao.



1128121 — “Projecdo”.
1128122 — “Anamorfose”,

m Por serem de simples aplicacdo, as geratrizes mais utilizadas
1 3 ~ - ,
| sao ponto, reta e plano. Esses entes poderdo gerar linhas e superficies,

Assim:

PONTO
RETA

PLANO
. obedecendo determinadas condicbes (lei de geracaol, a “linha” ou
ﬁ' “superficie’’ gerada, denomina-se “‘geométrica’”’. Quando nao é possivel
'i estabelecer “lei de geracdo”, ela é conhecida como “‘grafica”.

“Quando ofa gerador/triz se desloca no espa "'f

\ 112813 — Aplicacoes:
ENTE
GERADOR

FIGURA GERADA

linha

PONTO i
superficie

curva e poligonal (multivértice) fechada/aberta.

multilatero
multiaresta

linha

RETA l o
superficie

I curva e poligonal I fechada/aberta.

multilatero
multiface
ou poliedro

linha

- PLANO
superficie

curva e poligonal fechada/aberta.

i 112814 — Curva e superficie curva: geracdo pontual e linear,

5 Sonlir linha |
v ol

1!‘ 1128141 Uma das formas de maior aplicacao, para gerar sunerficia

ponto l

pontual I ..| Linha
’ linha

: e é a trajetoria de um/a
linear Superficie l e

muda constantemente
nao muda

curva I

reta |

1128142 — Se o ponto descrevente

| sua diregdo, a linha

gerada denomina-se

, . reta ; 3 retigrafica |
1128143 Se a linha geratriz é I it l a superficie descrita é I curvigrafichl

it 1128144 — Toda superficie | retlg.réf’lc? l admite geratriz “linha curva”.
| curvigrafica

U w1 Y
t
.I'
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198145 — Algumas superficies curvigréficas s6 admitem a reta como geratriz
imagindria.

— Estudo comparativo considerando propriedades.

s I é suscetivel de ser avaliada em sua extensao com
~ | superficie OO
uma . o
de | I dimensdo/soes.
duas
Linha i A duas | .. =
- .. | é limite de extensao a it dimensoes.
Superficie trés
linhas : ponto
— Duas e admitem um/a | | em comum.
superficies linha

— Estudo comparativo considerando elementos.

linha

T I em dois ou mais pontos,
superficie

— SECANTE é reta que corta a

denominados “pontos de secancia”.

E sempre possivel admitir um plano, contendo a reta secante,
linha
também secante W
superficie
linha

sop (i ', compreendido

— CORDA ¢ qualquer trecho de secante a

entre pontos de secancia.

— TANGENTE é a secante a e N4 I que contém corda infinitamente
superficie
pequena.
E sempre possivel admitir um plano, contendo a reta tangente,
também tangente a linha |
superficie
» LINHA ; e
SUPERFICIE I DIAMETRAL é o lugar dos pontos médios de cordas
paralelas (relativas a “linha” ou a “superficie’).
DIAMETRO I linha g RETA
PLANO DIAMETRAL i I superficie I diametey | PLANA |’
12836 l EIXO 'é & diametro
PLANO PRINCIPAL (PLANO DE SIMETRIA) plano diametral

cordas paralelas.
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1128361

1128362

112837 —

112838 —

11284 -

112851 —

112852 —

112853 —

Tanto o EIXO como o PLANO PRINCIPAL dividem a “linha” oy
“superficie” em duas partes simétricas. 1
— EIXO e PLANO PRINCIPAL s3o sinonimos de “eixo” e “plano de
simetria” da figura. ‘

— Nas superficies, EIXO resulta da intersecdo entre dois ou mais “planos
de simetria”., Portanto, somente as superficies que admitirem m
de um plano de simetria possuem eixo.

) . | linh
VERTICE é o ponto comum ao eixoed | . o l
superficie
dois 1 linha
CENTRO é o ponto comum a é eixos da 7
es superficie

Estudo comparativo entre curva e superficie geométricas, considera .5
a classificacdo.

Aplicando o que ficou declarado no item 11233 (pdg. 8), verifica-se
que:
Curva
Superficie
esse movimento se submete a uma “Lei de geracao’ (quando pode si
representado algebricamente por uma equacao).

I geomeétrica resulta do movimento da geratriz, quando

curva W g

l " l geométrica pode ser classificada quanto ao/a:
superficie .

curva

GRAU que corresponde ao grau da equacao que representa a I supertiah

plano l

ORDEM que corresponde ao numero de pontos que o/a s

curva ndo plana
superficie ndao plana
Se a curva for plana, seré de ORDEM “M" quando uma reta de
seu plano cortala em “M" pontos, reais ou imaginarios, distintos ou
confundidos, & distancia finita ou infinita.

CLASSE que corresponde ao nimero de pontos de contato entre planos

curva

G e esta.
superficie '

que passam por uma reta & '

Se a curva for plana, serd de CLASSE “M"”, quando uma reta de set
plano, contendo um ponto € curva, tangenciar essa figura em “M*’ pontos,
reais ou imagindarios, distintos ou confundidos, a distancia finita ou infinita.
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_ OPERAGCOES PROJETIVAS ou OPERACOES FUNDAMENTAIS

Sdo responsédveis pela passagem de uma a outra figura (transformacao)
através do raciocinio projetivo. Com esse recurso é possivel representar
qualquer figura, substituindo-a por outra, dela resultante, por uma operagdo
de “PROJEGAO” ou de “SECAQ".

— |Instituicdo da figura “f1”:
Seja ""f0" a figura de origem, entendida conforme proposto nos itens

111, 112 e sub itens (pdgs. 19a36). Por uma das operacbes projetivas
obtém-se “‘f1", figura derivada de "“f0’" (por “projecdo ou ‘‘secdo’).

— Operacdo “projetar”

— Significado:
(1)

P %) ‘ denominadas/os PROJETANTES,

planos
que devem atender as sequintes.

Consiste em tracar ‘

Condicoes:

ponto (P)
reta (p)
CENTRO PROJETIVO, VERTICE DE PROJETANTES, POLO |

RETA ou EIXO DE PLANOS PROJETANTES ........ccormrneees Ly
€ espaco (item 11).

12121 — Passar por um/a l I real, fixo/a, proprio/a ou impréprio/a, deno-

minado/a

2122 - Conter, cada “projetante”, um ENTE ou ELEMENTO, real, proprio ou
improprio, € a forma ou figura “f0" a ser projetada. A figura “f1”
resultante, serd constituida de projetantes de tal modo que cada elemento
€ f0, tera projetante correspondente € f1,

Ndo sendo possivel o atendimento dessas condiges, diz-se que a
operagdo é INCOMPATIVEL.

Adotada a “linha reta (raio)” por ser o “mais simples elemento” determinado por dois

pontos: “CENTRO PROJETIVO” e “PONTO QUALQUER € f0 (suposta gerada de pon-

tos)",

Adotado o “plano’’ por ser o “mais simples elemento” determinado por:

1) “Uma reta, EIXO dos planos projetantes” e “PONTO QUALQUER € f0 (suposta
gerada de pontos)'’; ou:

2] “Um ponto, CENTRO dos planos projetantes” e “RETA QUALQUER € f0 (suposta
gerada de retas)’’.



i -

|

M " 1213 -
|

K" ‘l

I

A ||

| ! 12131
B 121311
121312

121313

12132

121321
121322

121323

1214 —

CENTRO PROJETIVO (P)
EIXO (p) DE PLANOS PROJETANTES
ou figura “f0" a ser projetada:

Posicoes do em relagdo a forr

— CENTRO PROJETIVO (P)

(P) a jazida da forma reta (j) ou plano f .

ao eixo (e) da forma.

P)

AM MAm

1]

- (P ao centro (O) da forma.

H

EIXO (p) DE PLANOS PROJETANTES

reta (j)

o Eou$| o I
(p) & ci & a jazida da forma plano B I’

— (p) £ | ao eixo (e) da forma.

— (p) 3 I centro (O) da forma.

Formas geométricas fundamentais geradas pelaoperacdo projetar”. Apli
do esta operacdo a forma “‘f0” (entendida conforme item 1127, pag. 2
segts.), obteremos outra forma “f1”, via de regra, da mesma espécie
JlfO!l.

Os quadros seguintes, permitem melhor analisar o raciocinio i
operacdo:



" _ Projetar de um CENTRO PROJETIVO (P)
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POSICAO DO
FORMA “f0'" DADA CENTRO FORMA “f1' OBTIDA
PROJETIVO (P)
Ponteada (= Reta.
jazida = reta (j) (P) (j) Feixe de retas, sendo (P) =
& = centro; plano (P)(j) = ja-
zida.
Feixe de retas N
jazida = plano f3; 6 |:(0) = plano .
centro = ponto (0) ®) = (0) : _
¢ Feixe de planos de eixo =
8 = (P)(0).
Feixe de planos = = feixe de planos.
eixo = (e) (P) (e) ‘
& Incompativel. H
Plano ponteado =3 Feixe de retas de centro (P) e
jazida = plano f {P) B jazida f.
‘ & Estrela de retas de centro (P).
I Plano de retas (< = plano g
jazida = plano f | (P) p
& Estrela de planos de centro
P).
Estrela de retas = =10
centro = ponto (0) | (P) (0)
¥ Feixe de planos de eixo (P)(0).
Estrela de planos = = f0
centro = ponto (0) | (P) (0)
£ Incompativel.!!

%€ pode projetar o plano, suposto ente gerador e ndo gerado, considerado “indecom-

Onfvel em pontos ou retas” {item Ill, pag. 19).



POSICAO DO
FORMA "f0"" DADA CENTRO FORMA “f1"" OBTIDA
PROJETIVO (P) 1
;
121418 Espaco ponteado ?
jazida = espaco £ p) " W £ Estrela de retas de centro (P). |
|
121419 Espaco de planos Incompativel (chamada de 5
jazida = espaco £ p) V £ rodapé pag. 39). |
12142 — Projetar de um EIXO (p) de PLANOS PROJETANTES.
- T
POSICAO DO
FORMA “f0"” DADA | EIXO (p} DE PL. FORMA *f1" OBTIDA
PROJETANTES i
i
N iy ; |
121421 | Ponteada tp) = (i) kil !
jazida = reta (j) (p) coplanar (j) | Plano determinado por (p) e |
(). |
{p) ndo copla- ‘
nar (j) Feixe de planos de eixo (p). }
121422 Feixe de retas =8 ’
jazida = plano f (DE I B: p | 2O Feixe de planos de eixo (p). |
centro = ponto (0) DO Feixe de planos imagindrios il
eixo (p) = reta real. Somente um |
dos planos desse feixe serd real |
(determinado por (p) e uma rem
€ {8 coplanar com (p)). i
121423 Feixe de planos = = ot 1
eixo =reta e (p) e |
= Incompativel (chamada de |
rodapé pag. 39).
121424 | Plano ponteado = =115 i
jazida = plano f (p) B |
¢ Feixe de planos de eixo (p). |




pr—

POSICAO DO
FORMA “f0” DADA | EIXO (p) DE PL. FORMA “f1” OBTIDA
PROJETANTES
- € = 8.
5 I.l'la_no rf e (p) [ Feixe de planos imagindrios de
' jazida = plano. B & eixo (p) = reta real. Somente
um dos planos desse feixe se-
ra real (determ. por (p) e uma
reta € f coplanar com (p)).
Estrela de retas = Feixe de planos de eixo (p).
centro = ponto (0 (p) (0) Feixe de planos imaginérios
D de eixo (p) = reta real. So-
mente um dos planos desse
feixe sera real (determinado
por (p) e pelas retas de fO
coplanares com (p)).
27 | Estrela de planos D
centro = ponto (0) (p) (0) Incompativel (chamada de
BY) rodapé pag. 39).
Espaco ponteado
jazida= espago & (p) 1 V1& | Feixe de planos de eixo (p).
Espaco de planos
jazida = espago £ (p) IV 1§ Incompativel (chamada de
rodapé (pag. 39).

- — Operagdo “cortar”

- Significado
. . » MUM™ / plano m
Consiste em determinar o “LUGAR COMU a um/a rote 1o

a uma forma “f0".

b e . “segdo” ou “projecao” |
Este “LUGAR COMUM® é denominado “intersecio” ou “trago

A expressdo “intersecdo” tem sentido mais amplo, abrangendo todas
as demais.
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1222 —

12221

12222

1223 -

12231

122311

122312

122313

12232

122321

122322

122323

1224 —

Condicdes:

— A secdo ou projecao “f1" resultante, devera ficar constituida de entes
representativos de todos os elementos € f0.

— Nao podera existir um ente € f0 que ndo tenha seu correspondente € ]

N3o sendo possivel o atendimento dessas condicoes, a operacao
INCOMPATIVEL.

PLANO 7

RETA (s) I secante a f0, relativamente a essa forma

Posicoes do/a

— PLANO SECANTE m:

=) b i
-—m| _ o a jazida da forma f0 = I reta (j) §
Zou ¥ plano §
= | b
-7 b l eixo (e) da forma f0.
2
— 1 I centro (O) da forma.
— RETA SECANTE (s):
Eouifl,.. Ireta(i)
(s) € ou & 4 jazida da forma Blosie 64

- (s)

eixo (e) da forma.

S U H#H ol

= 5} l centro (O) da forma.

Formas geométricas fundamentais geradas pela “operacdo cortar':

Aplicando esta operagdo a forma “f0" (entendida conforme i
1127, pdg. 28 e segts.), obteremos outra forma “f1”, via de regra,
mesma espécie de “f0".

Os quadros seguintes, permitem melhor analisar o raciocinio des
operacao: |



_ Cortar com um PLANO =

POSICAQ DO
FORMA “f0" DADA PLANO SE- FORMA “f1"" OBTIDA
CANTE 7
Ponteada = =11
jazida reta (j) i (i)
b Incompativel n
Feixe de retas & = 0.
jazida = plano g m B Reta fn D (0).
centro = ponto (0) ¥| Bn j:;‘ ()
Ponteada de jazida fn.
Feixe de planos 2 Reta = (e).
eixo = reta (e) 1 (e) Feixe de retas de jazida = m
i) e centro = ponto m(e) (mMN(e)).
Plano ponteado = =10
jazida = plano T B lncompatn’vel.“’
ES
Plano de retas = = 10,
jazida = plano () | = g
¥ Ponteada de jazida 8 7 (w N B)
Estrela de retas )] Feixe de retas de centro (0).
centro = ponto (0) |7 (0)
)] Plano ponteado de jazida m.
Estrela de planos = Feixe de retas de centro (0).
centro = ponto (0) |7 (0)
B2 Plano reguado de jazida .
Espaco ponteado
jazida = espaco £ A Incompatl've-l.“J
Espaco de planos
jazida = espaco £ nV & Plano de retas de jazida m.
T“___-_‘_

) Consultar itens 12221 e 12222.
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12242 — Cortar comuma reta (s)
POSICAO DA
FORMA “f0"” DADA |RETA SECANTE FORMA “f1” OBTIDA
(s]
122421 Ponteada = = (j).
jazida = reta (j) {s) (j)
¥ Incompativel.'!!
122422 Feixe de retas > = (s} D (0).
jazida = plano 3 ; = b (0)
centro = ponto (0) [(s) B b Ponteada de jazida (s).
& 5 0)f = (0).
Incompatfvel.‘ e
122423 | Feixe de planos = C?;|'| = el
eixo = reta (e) {s) {e) |ndo | Ponto (s) M (e).
i copl| Ponteada de jazida (s).
(e)
122424 | Plano ponteado e | Incompativel.'!!
jazida = plano 8 (s) B
& Incompativel bl
122425 Plano de retas (= ‘Ponteada de jazida (e).
jazida = plano B8 (s) B
& Incompativel il
122426 Estrela de retas 5, = {0)
centro = ponto (0) | (s) (0)
b Incompativel 0
122427 Estrela de planos D = (0).
centro = ponto (0) | (s) (0)
i) Ponteada de jazida (s).
122428 Espago ponteado
jazida = espaco £ | (s) V E Incompatrvel.' "
122429 Espaco de planos
jazida = espaco £ ish V¢ Ponteada de jazida (s).

(1)  Consultar itens 12221 e 12222,
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93 — Generalizagdo das operagbes projetivas. Projecdo, segdo.

— Operacdes projetivas aplicadas a uma figura qualquer “f0".

O que estudamos para as nove figuras geométricas fundamentais (itens
12141/2 e 12241/2) pode ser aplicado a qualquer outra figura.

E sempre possivel admitir que uma figura fO, ndo necessariamente
forma geométrica fundamental, possa ser gerada pelo/a ponto, reta ou plano
(item 1128). A figura 1 obtida, estd sujeita a mesma ‘‘incompatibilidade”
verificada para aquela forma fundamental.

Essa generalizacdo nos leva a analisar:
— Diferenca e semelhancga entre “projecdo” e “seq;io".“’

Os vocabulos “projecdo” e “secdo’ tém o mesmo significado, quando
aplicados ao resultado da operagdo projetiva cortar (item 122) entretanto,
considerando as aplicacoes a Geometria Descritiva e ao Desenho Técnico,
existe diferenca entre os referidos vocabulos.

Seja uma figura fO cortada por um plano & segundo a secdo, linha’
plana (s).

O lugar comum aos elementos de fO e § é a secdo (s).

Se ndo considerarmos o plano secante 8 como plano de projecio, ele
nao estard sujeito as condicdes referidas nos itens 12221 e 12222 (pag. 41):
“conter elementos representativos de todos os entes de f0''.

Nessa hipotese, fO sera constituida de geratrizes e ndo de projetantes.

Resumindo:

projetantes (com fungdo projetiva)

o 2 |
geratrizes (sem funcdo projetiva) RS

Se f0 é constituido de I

A jeca ; f ! =
secdo é equivalente a | :::;:cao |, figura | (:) I resultante da intersecdo do

de projecdo w
secante §

projetantes

plano :
geratrizes

| com as I I € f0.
representativos de fO

_ f1 I 2 I
de elementos
A figura | fuy | SROe e @ nb comunsaflea$

O vocdbulo “projecdo” pode ser empregado com significado mais
amplo, o de estudar a “representacdo projetiva de uma figura” (abrange
as operacoes projetivas).

1) Consultar Bustamante, Léa Santos: ""ProjecGes da Esfera’ pags. 69 e 70, tese publicada em
1960,
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124 — instituigdo da figura “'f2". Figuras consecutivas.

Conforme proposto no item 11223 (pég. 25) e aplicado no item 12
e sub-itens (pag.37 e segts.) a  figura “f0” é "original”, “primitiva” ou
“dada”, da qual deduzimos a figura “f1” aplicando uma das operacdes

projetivas.

Considerando essa aplicacao consecutivamente, vem:
— PROJETA-SE f0 (figura dada), obtém-se f1.
— CORTA-SE f1 (figura resultante de f0), obtendo-se f2.

A figura f2 é denominada “projecdo de f0".

Por outro lado, a seqiiéncia:

Re B2 il S0 g vif2

sera entendida como resultando da aplicacdo sucessiva, a figura 0, das
operacbes projetar e cortar. Por esse motivo, denominaremos f0, f1 e 2 de

“figuras consecutivas’’.

125 — Propriedades das “operagdes projetivas”. f

1251 — Generalidades.

Também denominadas '‘Propriedades projetivas’ sdo as que se trans

w mitem as figuras resultantes das operacOes projetar e cortar.

L Seja uma reta (r) € fO (exclufmos nesse exemplo, as incompatibili -r"
: indicadas nos itens 12141/2 e 12241/2, pégs. 39 e 44).

— PROJETANDO fO de um centro projetivo (P), obtém-se uma figh

— CORTANDO

Verifica-se, em ambas as operagdes, aplicadas a figura f0, a exis
das seguintes propriedades:

Algumas dessas propriedades podem ser deduzidas das condicBes est
| belecidas para aquelas operacOes (item 1212 e 1222, pags. 37 e 41).

f1. Nesta figura existird um plano dete
por (P) e (r), que representa a reta (r).

f0 com um plano 7, obtém-se uma figura |
Nesta figura f1 existird um ponto (r) = (r} £
que representa a reta (r).
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12511 — PERTINENCIA — Projetando fO do ponto (P), a reta (r) fica repre-

sentada pelo plano (P) (r).

(r) € (P) (r)

— Cortando fO com plano 7 a reta (r) fica correspon-
dendo ao ponto r = (r) N 7.

A=

12512 — DUALIDADE — A simples troca de determinadas palavras como:
”reta" mr "planc"; "mtﬂ" pOI'“pOﬂtO": “pfﬂietar"
por “cortar’’, caracteriza essa propriedade.

12513 — RECIPROCIDADE - Projetando fO do ponto (P), passa-se de uma reta
(r) € f0 a um plano (P) (r) € f1; cortando fO
com um plano 7, transforma-se (r) em ponto
Fi=erEin & 11

Nesta propriedade, admite-se como reciprocos os
elementos: “reta e plano”™; “reta e ponto”.

Existem outras propriedades que ndo verificamos no exemplo dado,
como REVERSIBILIDADE, RAZAQ. Nos proximos itens (12521/5) te-
remos oportunidade de constata-las.

252 — Correlagio entre as operagdes projetivas. Conceito. Aplicagdo. Conclusdo.

Examinando os quadros relativos aos itens 12141/2 e 12241/2, pags.
39 a 44 e considerando a classificacdo quanto a espécie (12, 22 e 32, item
11273, péags. 32 e 33), verificase que se f0 é figura de 12 espécie, f1 e
21 também serdio.

Assim:
f0 (12 espécie) X_P_ 7 f1 (12 espécie) X__S__# 2 (12 espécie)
Se f0 é figura de 22 ou de 32 espécie, isso nem sempre se verifica.

Em termos de “propriedades projetivas’’, existe correlacdo entre as
figuras:

0 0, G T B L el T

Estudaremos cada propriedade, analisando conceito, aplicacdo e tiran-
do conclusdo.

—

ltem 124, psg. 46.
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12521 — PERTINENCIA

125211 — Conceito:

Se um ente € f0, ele estara representado, por transformacao
tiva, nas figuras f1 e f2 resultantes das operacoes projetivas aplicadas sue
sivamente a partir de f0".

Exemplo:

Seja um ponto (A) € f0. Pela operacéo.

PROJETAR fO de um ponto (P), obtém-se f1. Ao ponto (A), cn
ponde uma reta projetante “(P){A) € 1. Essa figi
foi determinada conforme item 121, pags. 37 a 41,

CORTAR f1 com um plano m, obtém-se 2. A projetante (P)(A)E
corresponde um ponto “A € f2” = (P)(A) N 7 € |
Essa figura foi determinada conforme item 122, pags.
a 44.

125212 — Aplicacdo:

reta (r)

olano (8)(C)(D) ou, de um modo geral, (A)

1252121 — Se um ponto (A) € I

linha (c) finh Gl r (r)
superficie (0) sua projecao A € proleq:aol BCD I de (B)(C)(D.
c (c) :
IG I de @) | (figs. 14 a 17).

1252122 — Corolario do 1252121 —

reais, 0

Se um ponto real (A) € simultaneamente a 2 |

planos
R P B reais, sua projecdo A € simult
Sl superficies ! e 1
: i ret linhas
neamente as projecoes das/os 2 I T ou das 2 I .
planos superficies

(figs. 18 a 21).
1252123 — Coroldrio do 1252122 —

retas linhas
se 2 | h 4
planos superficies
sdo concorrentes (coincidentes, em particuiar} e a projecao dc

ponto
linha

Iséo concorrentes, suas projego

I de intersecdo € a projecdo do/a I de intersecdo di

! nh
oy ; iy : retas linhas
projecoes relativas as/aos referidas/os .ou .
planos superficies

figs. 18 a 21).



52124 — Corolario do 1252122 —
) Se 2 retas determinam um ponto real, determinam também, um
plano real, jazida do feixe de retas que admite esse ponto como centro.
572126 — Corolario do 1252122 —

2 planos ponteados determinam uma reta, jazida de pontos
comuns aos 2 planos.

952125 — Coroléario do 1252122 —

ponteada
reta

ponteada

€ pl i
reta | i

Se 2 pontos de uma l I & plano, a

5213 — Conclusao:

“A pertinéncia é invariante nas operacoes projetivas"(”

Justo Pascali, pag. 50, item 36, 28 Ed, 1952, B. Aires, Editora Centro Estudantes de
Ingenieria de Buenos Aires.
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_ puALIDADE'Y

— Conceito:
“Nas operacOes projetivas, a simples permuta de determinadas pala-
yras possibilita resultados verdadeiros para ambas as operacdes”.
Assim, formulado o enunciado da propriedade decorrente de proje-
tar, indicada nos exemplos seguintes, o de cortar dele se infere, obtendo-se
resultados verdadeiros para ambas as operacses.

Exemplos:
PRDJETANDOI i mIPONTO (P) um/al PONTO (A)
~ | CORTANDO YT pLANO 7 RETA (P) (A)

RETA (P) (A) (fig. 22)
PONTO (A) (fig. 23)1"

o | e I PONTO (P) RETA (r)
CORTANDO PLANO = PLANO (a)

que nao contenha (P)/coincida com 7, determina-se um/a

PLANO (P) (r) | _ | PLANO (a) (fig. 24)

RETA (a) 7 " | RETA r (fig. 25)I"

determina-se uma/um I

PROJETANDO I
uma/um

e PROJETANDO DE PONTO (P) arv Bike o RETAS (r1), (r2),... }
P CORTANDO COM PLANO * PLANOS (a,1)(a,2),...

PLANOS (fig. 26!)!
RETAS (fig. 27)I'

JAZIDA (B) D (P)

EIXO (e) & 7 | PR S e |

cuja/o '

DUALIDADE = Carater do que é dual ou duplo.

Em Geometria Projetiva se aplica essa expressdo para designar proposigGes verdadeiras,
relacionadas por grupos de palavras comuns e diferenciadas pela permuta de outras.
Exemplos nos “Postulados Fundamentais da Geometria Projetiva’":

1- Dois/duas l ;%Nr;gs representam uma/um ‘ ?g;#o :

2- Dois/duas I PRLS':(S)S representam uma/um I gf::‘o .
i Um ' :(L):;g e uma reta, distintos um do outro, representam um I g(‘iﬂg d

4 Trés l :E:;gg ndo colineares/coaxiares, representam um | :Bﬁ%‘-g 2

Relativamente aos exemplos n® 1 e 2, convém esclarecer (item 1112, pag. 20):

ponto

plano | real proprio (retas concorrentes), real

“Duas retas tém sempre em comum um |

ponto

I comum real,
plano

i""""f'ciricn (retas paralelas) ou imaginario (retas que ndo admitem

ponto
] plano
determinado pelas referidas retas.

imaginario”, O | PONID | sendo real, ficard também,

O que representam um | plano
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Verifica-se que as palavras escritas em letras mintsculas foram
conservadas (com adaptacOes) enquanto que as escritas em letras
maiusculas foram permutadas.

2 — Aplicacao:
= ggg#rf:gg > | de/com um l ::S:;:g LP} l uma forma gerada por
:‘Céq&_:(s)s | obtém-se uma forma gerada por diversos/as : :g;?gs y
= ZRO?(.‘{'E:}?S(I)) & I de /com um I :E::g ;P’ uma forma gerada por
S i o

Nao consideramos, nessas aplicacoes, as posicOes particulares do
centro projetivo (P) ou do plano , previstas no item 121; pédgs. 37 a
41 e 122, pags. 41 a 44,

“*Sdo duais as operagOes projetar e cortar”,
— RECIPROCIDADE'!! ou INVERSAQ'?
125231 — Conceito:
De um modo geral, as operacOes projetivas conduzem a resultados
contrérios.
Assim (fig. 28):

centro projetivo (P)
eixo_(p) de pl. proj.
quer 0,'®) obtém-se f1, figura constituida sempre de
l retas/pl.

planos

1252311 — PROJETANDO de um/a | I-uma figura qual-

plano secante 7
— CORTANDO com um/a voth te(s) |’

retas/pl. | obtém-se f2, formada sempre de
planos

pontos/rts.
pontos

a figura f1, constitufda

B RECIPROCO = troca ou permuta, podendo significar (matematica “INVERSO™).
2% INVERSO = que segue sentido, ordem, etc., “‘contrario’’ ao sentido ou ordem natural.
que a operagdo seja possivel, no importa o ente gerador (ponto, reta ou plano).
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Exemplos tirados dos itens 121, pags. 37 a 41 e 122, pégs. 41
ad4:

12562312 — (fig. 29 )

PROJETANDO f0 = ponteada (jazida (j)), centro projetiv
(P) € (j), obtém-se:

f1 = feixe de retas de centro (P) e jazida {
determinada por (P) (r). :

CORTANDO f1 com um plano 7, obtém-se f2 = ponteada d
jazida [.

1262313 — (fig. 30 )

PROJETANDO f0 = espaco ponteado (centro projetivo 3.:;‘
obtém-se:

f1 = estrela de retas de centro (P).

CORTANDO f1 com um plano 7, obtém-se f2 = plano po
teado de jazida m. X

1252314 — (fig. 31 )

PROJETANDO f0 = feixe de retas (centro (0)), jazida 3, di
um centro projetivo (P! € 3, obtém-se:

f1 = feixe de planos de eixo (P} (0).

CORTANDOQO f1 com um plano 7, obtém-se f2 = feixe |
retas de jazida 7.

Nesses exemplos, se tivéssemos cortado as figuras f1 com
reta (s), em vez de utilizar plano 7, teriamos obtido os seguintes r
tados (itens 121 e 122, pags. 37 a 44):

para item 1252312 — incompatibilidade (caso geral);
para item 1252313 — incompatibilidade (caso geral);
para item 1252314 — ponteada.

125232 — Aplicacdo (excluindo as hipéteses particulares previstas nos itens 12
122):

1252321 — Se fO é constituida de PONTOS, RETAS ou PLANOS, f1 sera gerd
por RETAS ou PLANOS e f2 por PONTOS ou RETAS.
1252322 — Relativamente ao nimero “‘n” de dimensodes de f0, quando:

12623221 — "n” = 0, 1 ou 2, PROJETANDO de um ponto (P) uma figura f0d
dimensdes, gera-se uma figura de “n + 1" dimensoes. !
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CORTANDO com um plano m a figura f1, obtém-se f2 de dij-
dimensdes = (n + 1) — 1.

[y

n” = 3,f1serd ainda tri-dimensional e f2 se apresenta bi-dimensional.

Ndo foram consideradas as hipoteses que resultam aspectos par-

ticulares de f2, decorrentes de (P) € jazida de f0.
265233 — Conclusdes:
— Pelas operacBes projetivas, podemos transformar figuras de:

PONTOS em formas de RETAS e reciprocamente;

RETAS em formas de PLANOS e reciprocamente;

PONTOS em formas de PLANOS e reciprocamente.
— Se a figura fO tem “n” dimensdes, séndo:

n=0, 1ou 2, afigura f1 terd “n + 1" dimensoes e f2, reciproca-
mente terd n dimensoes;

— n = 3, a figura f1 conserva-se tri-dimensional e f2 serd bi-dimensional.
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12624 — REVERSIBILIDADE'!! —iNvOLUGAOQ'?

125241 — Conceito:

12562411 — PROJETANDO de um/a |

(P)

Fig. 30

P / V

Fig. 31

As operacOes projetivas podem se apresentar “reversiveis”.

Exemplo:

ponto (P)

reta (p) .

PONTOS, obtém-se uma figura f1, constituida

l RETAS
PLANOS I’

plano
reta (s)

uma figura fO, formada

CORTANDO f1 com um/a | obtém-se f2, fo

PONTOS.

(1)
(2)

De REVERSIVEL = voltado para traz = que pode retornar ou retorna ao primitivo es
Movimento regressivo. Em Matematica: “Transformagdo que é idéntica a sua inversa’’s




".r 42 —

2652422
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52412'1'— PROJETANDO de um ponto (P) uma figura 0, formada de RETAS,

obtém-se uma figura f1, gerada por PLANOS.
CORTANDO f1 com um plano 7, obtém-se f2, formada de RETAS.

"QUANDO f2 = f0, A REVERSIBILIDADE DENOMINA-SE INVO-
LUGAQ".
Utilizando o que foi apresentado nos itens 121 e 122, pags. 37 a
44, poderemos formular outros exemplos.

Aplicacdo:

(excluindo as hip6teses particulares previstas nos itens 121 e 122):

35 4 PONTOS | retas I (2)
— Se f0O é constituida de l RETAS e .f1 de Blanoy f2'“' retorna ou
PONTOS

reverte a uma figura de | RETAS

— Considerando o nimero de dimensdes, zero, uma, duas ou trés exis-
tentes em f0, f1 e f2, verifica-se reversibilidade entre f0 e f2 pelo
seguinte quadro:

Numero de dimensdes de

0 f1 2
0 1 0
1 2 1
2 3 2

Ndo haverd reversibilidade para casos particulares e quando f0 é
tri-dimensional.
Conclusdo:

— A reversibilidade fica caracterizada quando f2 admite o mesmo ele-
mento gerador e nimero de dimensdes de 0.

— A involugdo é caso particular de reversdo, em que f2 = f0.
Sdo exemplos de involugdo:
— reta ou plano suporte de fO € 7 (fig. 32);

Fig. 33
Fig. 34 I’

centro projetivo | t;’»' | = ponto central da involugdo. I

1) Nesse
{itens

exemplo ndo se aplicou "projetar de uma reta (p)"” devido 3s incompatibilidades
121 e 122). Tampouco “cortar com uma reta (s)”’, porque n3o haveria reversibilidade.

Desde que resulte de “‘cortar com plano”.
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f = jazida de 0




_ RAzAoO!"

95251 — Conceito:
A palavra foi empregada para exprimir “relacao entre grandezas da
mesma espécie”’.

Portanto, torna-se necessario, para estabelecer ou fixar razdo, intro-
duzir “elementos referenciais” que possibilitem determinar tais grandezas.

O numero de referenciais necessdrios a localizagdo de um ente
(elemento) na forma & qual deu origem, conforme estudado em ““Formas
geométricas fundamentais™: classificacdo (itens 1127, 11273, pags. 28 e
32), poderia servir como critério para o estabelecimento de uma razédo
nessa forma.

Entretanto, essa possibilidade ndo impede adogdo de outros critérios.
E o que se verifica em relagdo as ““formas de 12 espét:ie"‘?l para as quais
se aplica o seguinte teorema'>’

“A razdo dupla (ou anarrnbnica),m que se pode estabelecer entre

quatro elementos de uma forma fundamental de 12 espécie, é

invariante nas operacoes projetivas”.

Demonstracdo:

Seja f0, forma fundamental de 12 espécie, a ponteada de jazida (j)
na qual destacamos os pontos (A), (B), (C) e (D) (fig. 35).

Projetando (j) de um eixo (p).
(p) ndo coplanar (j); gera-se f1, feixe de planos projetantes de eixo
(p), no qual destacaremos, por correspondéncia com os pontos (A), (B),
(C) e (D), os planos projetantes a, B, y e 6 do referido feixe de planos.

'8m viarios significados, mesmo no ambito das ciéncias matematicas (Novo Dicionério
Aurélio, 12 edicio (22 impressdo). EDITORA NOVA FRONTEIRA.
em 11273, pag. 28 a 32.
Atribuido a Pappus de Alexandria (séc. 1V), conforme se encontra em Luis de Albuquergue,
¥ lementos de Geometria Projetiva e Geometria Descritiva’”, pag. 31 e demonstrado
Por Poncelet (Alvaro J. Rodrigues, Geometria Descritiva, 20 Volume, pag. 19 e segts.,
Edicso 1953, Editora Agir).

ponde a divisdo entre duas razbes simples (produto de uma pelo inverso da outra).




Llﬁ Fig. 35

Cortando f1 com um plano 7 D (j) e sendo 7 L (p), gera-se
de retas de centro (O) = (p) N 7 e jazida 7.7 Nesse feixe de retas
remos, por correspondéncia com os planos «, 3, y e 8, as retas de inters
desses planos com 7, ou sejam, retas-(0) (A), (O) (B), (O) (C), (O}

Sejam a, b, ¢, d os trechos dessas retas, compreendidos ent
centro (O) e (A), (B), (C), (D), respectivamente.

Destaquemos no plano 7 os A (O) (A) (C) e (O) (B) (C).

Nesses /A podemos estabelecer as seguintes relacoes:

(A (C)  _ senac 0 (B) (C) _ senbe
(0) (A) sen o(j) (0) (B) sen ST

Dividindo, membro a membro, as igualdades @ e @

A€ _ O A, sen®

B) (C) (O (B) son e

(1) Desde que T ndo contenha (p), o resultado da secdo sera sempre '‘feixe de retas” {
12241, pags. 41 a 44). As condigBes estabelecidas para a posicdo do plano 7, visem !
ralizar a demonstracdo (T O (j)), determinando simultaneamente, a grandeza dos af
diedros (7 L (p)) formados entre os planos do feixe de planos de eixo (p).
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Repetindo esse raciocinio para A (O) (A) (D) e (O) (B) (D) deduzimos:

(WD _ O’ seni @
(B) (D) (0) (B) sen bd

Dividindo membro a membro as igualdades @ e @. vem:

(A) (C) (A} (B) _  sen ac _ sen ad @
(B) (C) (8) (D) sen b sen/b\d

Essa relagdo corresponde & razdo anarmonica verificada entre Os pontos
(A), (B), (C) e (D) da ponteada de jazida (j); entre os planos (a), (8),/(8) e 15}
do feixe de planos de eixo (p) e entre as retas (0O) (A), (O) (B), (D) (C) e
{0) (D) do feixe de retas de centro (O) e jazida 7.

Na forma classica de apresentacdo da relacdo (5) tem-se:

((A) (B) (C) (D)) = ({a) (B) @) (8)) = (a, b, c, d)

Portanto:

PROJETANDO de um/a I v
reta (p)

jazida (j), a razdo anarmonica ((A) (B) (C) (D)) entre

os pontos da, ponteada (j) se mantém “invariante”
(a, b, c, d)

uma figura fO = ponteada de

na quaterna de projetantes () (B) (3) (6)) obtida
em f1 = feixe de | i projetantes gerado com
planos

essa operacao.

CORTANDO  com um/a | P12 T | a figura f1, obtémse f2 =
reta (s)

E | s [ na qual se verifica a mesma razao

ponteada

anarmonica entre os elementos correspondentes
| {{a, b, c, d))

({a) (B) (3) (8))
rida a f1.

ja estabelecida em f0 e transfe-
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125252 — Aplicagdo:'"
Tratando-se de uma figura qualquer f0, ndo necessariamente fol

de 12 espécie, poderemos decompd-la em formas de 12 espécie, se

atil a aplicacdo dessa propriedade.

em geral ndo & projetiva. Todavia, existem aspectos particulares de fi
e das operaces projetivas, onde se constata a invaridncia dessa razig
Estudaremos o assunto no Capitulo I,

De um modo geral:

PROJETANDO uma quaterna de elementos € f0 = forma funds
mental de 12 espécie, obtém-se em f1 = fol
de 18 espécie, uma quaterna cujos entes ¢
pondentes, guardam entre si, a mesma razdo anal
maonica estabelecida em 0. _

CORTANDO f1 obtém-se f2 = forma de 12 espécie, na qu;
constata-se a presenca da quaterna correspond
com igual razdo anarmonica aquela estabelecic
em fO e transferida a f1.

125253 — Conclusdo:

Pelas quaternas anarménicas

({A) (B) (C) (D)) = ((a) (B) () (6))

podemos afirmar:

(a,. b, c, d)‘21

“E constante o produto entre as grandezas determinadas por quat
elementos geradores de formas de 12 espécie, quando essas form
sdo consecutivas,m isto é:

1 et Sl ol T R T

os referidos quatro elementos estdo em correspondéncia projetivé
as grandezas resultam de uma razdo dupla”,

(1) Em "A Geometria Descritiva nas Artes” de Maria Izabel do Rego Barros P. de Olivel
encontramos interessante estudo sobre o assunto. Edigcdo de 1974. GRAFICA EDI
BAHIENSE.

(2) Relagdo 5, pag. 61. E

{3) Resultantes das operacBes projetivas, aplicadas sucessivamente a figura fO (item1



APITULO Il — CONCLUSOES DO EXPOSTO NO CAPITULO | OBJETIVANDO

APLICAGAO AOS SISTEMAS PROJETIVOS.

PARTICULARIZACAO E ANALISE, TENDO EM VISTA OS ITENS
22 E 23 DESTE CAPITULO E APLICACAO AOS SISTEMAS PRO-
JETIVOS,

Figura "“f0".

Centro Projetivo (P) ou (Poo).

Figura projetante ou figura “f1".

Natureza de f1.

“Feixe'” e "Estrela’ de projetantes, conica e cilindrica.
“Superficie de projetantes’’.

f1 transformada de fO. .

Plano secante m ou plano “m de projecdo”.

Projecao “f2". Significado fO x_p 7 2.

Posicdo relativa entre o plano de projecdo e o centro projetivo.
Posices de 7 relativamente a projetante. Consequéncias para f2.
Posices de 7 relativamente & f0. Consequéncias para f2.
Propriedades das operacBes projetivas.

Proposicdo geral.

Conclusdes:

Pertinéncia.

Dualidade.

Reciprocidade ou inversdo.

Reversibilidade e involucao.

Razdo.

ESTUDO DA CORRESPONDENCIA PROJETIVA ENTRE f0, f1 e 2.

Elementos fundamentais da operagdo projetiva.

Hipoteses referentes aos elementos fundamentais da operagdo projetiva.
Figura fO a ser projetada.

Centro projetivo (P) ou (Pw).

Figura projetante f1.

Plano de projecdo 7.

Conclusdes do item 221 aplicadas a relacdo entre fO e 2.



223

2231
2232
2233
224

2241
2242
2243
225

2251
2252
2253
226

23

230
231
2311
2312
232
233
2331
2332

235
236

Teoremas bdsicos da relacdo entre fO, f1 e f2 (decorrentes dos itens 221
e 222).

T.1 — "0 admite jazida e (P) ou (Pw) € jazida ..."”

T.2 — "f0 admite jazida e (P) ou (Pwc) & jazida ...”

T3 — “n 4 projetante ..."

Teoremas referentes ao contorno de f1 e f2 (figuras “R1” e "€2%).
T.1 — “f1 é tri-dimensional e admite contorno €1 ..”

T.2 — "f1 admite contorno €1, f2 tera contorno €2 .."”

T.3 — “Projec@o da linha (a) de contato ou apoio entre 21 e fO ..."”

Homologia e operacdo projetiva.

Conceito de homologia.

Comparacdo com operacao projetiva.

Operacdo projetiva no “Teorema de Desargues”’.
Representacdo projetiva da figura f0.

ELEMENTOS FUNDAMENTAIS PERTINENTES A CADA OPERA
PROJETIVA. INFLUENCIA NA “CLASSIFICACAQ DOS SISTE
PROJETIVOS”. POSIGOES RELATIVAS E DENOMINAGOES USUAIS
EM CADA SISTEMA. -

Observacoes preliminares.

Distribuicdo dos elementos fundamentais por operacdo projetiva.
Projetar.

Cortar.

Sistemas conico e cilindrico.

Sub-divisbes dos sistemas cdnico e cilindrico.

Sistemas conicos ou centrais.

Sistemas cilindricos ou paralelos.

Posicoes do centro projetivo (P) ou (Peo) relativamente a figura fO as
projetada e ao plano de projecdo 7, quando esses trés elementos S
distintos. Correlacdo com os teoremas dos itens 223 e 224, .
Denominagdes usuais atribuidas aos elementos da operagdo projetiV
Significado da expressdao '‘sentido de visada".
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CAPITULO 11

CONCLUSOES DO EXPOSTO NO CAPITULO |
OBJETIVANDO APLICACAO

AOS SISTEMAS PROJETIVOS

— PARTICULARIZAGCAO E ANALISE, TENDO EM VISTA OS ITENS 22 e
23 DESTE CAPITULO. E APLICACAO AOS SISTEMAS PROJETIVOS.

Quanto:

910 — A Figura''! “f0"".
Preferivelmente suporemos que seja gerada pelo ponto.

Entretanto, podemos admitir outros entes geradores, que possibilitem
aplicacdo do raciocinio das operagoes projetivas a qualquer figura, conside-
derada, para efeito de representacdo projetiva, como figura dada, generica-
mente denominada *‘f0"". No Capitulo |, item 11223, pag. 24 e segts, desen-
volvemos estudo sobre esse assunto. Ela independe do critério e caracterf(s-
ticas de classificacao (item 1123, pég. 25).

No item 12, Cap. |, pags. 37 a 44, referimo-nos as "incompatibilidades”
que podem ocorrer na aplicagdo das operagBes projetivas. Essas incompatibi-
lidades, decorrem do elemento gerador de fO (nota n® 1, roda-pé da pag. 39)
ndo se submeter as condigbes impostas para as referidas operagdes (quadro
dos itens 12141/2 e 12241/2, pags. 39 a 44).

Considerando as particularizagcdes que proporemos nos itens seguintes,
verificaremos possibilidades de maior generalizagdo, quando se considera
que o ente gerador de f0, em ordem de preferéncia, seja: ponto, reta, plano
etc. (item 112813, pag. 34).

1 — Ao Centro Projetivo.'3’

Tendo em vista aplicacio aos “Sistemas projetivos mais utilizados"
(Caprtulo 1l1), operaremos somente com "‘projetar de um ponto”.

Item 112, pag. 23 a 36

De um modo geral, verifica-se incompatibilidade quando fO é constitufda de planos, Item
12141, pags. 39 e 40,

ltem 12, pags. 37 e segts..




¢o finito, ou impréprio (Psd), € espago infinito. i2)

212 — A Figura-Projetante ou Figura “f1".

2121 — Natureza de f1.

podendo ser constituida de uma ou mais retas ou planos projetantes.

21211 -

23212 —

212121 ~

Considerado ponto fixo do espaco, ele pode ser préprio (P),(”

O centro projetivo pode ou ndo estar situado em f0.

Entdo: (P) ou (Poo)

el 0.
&

No item 2121 desenvolveremos esse assunto.

Por ser o resultado da operacdo projetar £0,"®! contém (P) ou (1

“Feixe’ e “Estrela’ de projetantes, conica ou cilindrica.

Adotaremos a expressio ‘‘projetante’’ associada as palavras “fei
ou “estrela”, embora ndo estejamos considerando todos os enti
constituem as formas sob essas denominacdes, mas somente,
que tém “‘funcdo de projetar’”. Assim, a figura “f1" (item
apresentara sempre como um “‘feixe” ou “‘estrela” de “projetantes™ |
centro é o centro projetivo (P) ou (Pso).

Quando o centro projetivo é ponto préprio (P), f1 terd
conica, quando impréprio (Pw), sua forma sera cilindrica.

"Superficie de projetantes’’.

Empregaremos essa expressdo com o objetivo de distinguir pr
tantes que:

Estdo situadas na “periferia’” da estrela de projetantes f1, se
“contorno” a essa figura. Constituem, portanto uma figura
A figura fO fica envolvida por “f1”. Assim: 21 € f1 e {1 envol
modo que 21 fica constituida de: “retas ou planos tangentes(m
“retas ou planos, que se “apoiam em f0", ndo se admitindo f0,

(1) Usa-se também “S” (de Spectateur), V" (de ponto de Vista), “O" (de Observa
denominar o “centro projetivo’’, “vértice de projetantes” ou “polo de projetan
forme referido no item 1212, pag. 37, Cap. |.

(2) Itens 1112/13, pags. 20 a 22, Cap. I..

(3)  Item 121, pags. 37 a 41, Cap. I.

(4)  Itens 1124/26, pags. 26 e 28, Cap. . Usamos 1" por se tratar de contorno da figura

(5)  Item 112833, pag. 35, Cap. |.
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por £1. A projetante € €1 néo pode ser secante!!) 3 10 (se o fosse, ndo
seria geratriz de 1), porém é possivel existir mais de um ponto de

tangéncia ou apoio em fO.

genericamente).

y — Constituem somente uma superficie (caso de fO ser uni-dimensional,

Portanto, f1 pode ser “uni, bi ou tri-dimensional”, isto significa
que f1 pode ser “reta”, “plano™ (projetante ou jazida de feixe de retas
projetantes), estrela de retas projetantes.

f1 transformada de f0.

NZo se admite projetante, reta ou plano que deixe de conter elemento

| Ef(.‘l,‘zi| servindo fO como “diretriz de £1".'3!

A figura f1, constitufda de retas ou planos projetantes é “transformada

projetiva de f0".

Podemos formular hipétese para f0, concluindo f1, conforme quadro

seguinte:

HIPOTESE
Quando fO for igual a:14)

CONCLUSAO
f1 sera igual a:

Ponto (zero-dimensional).

Reta (uni-dimensional) 2 (P) ou (Peo)

Reta (uni-dimensional).

Reta, jazida ou ndo (uni-dimensional,
D (P) ou (Poo).

Plano, jazida ou ndo (uni ou bi-dimen-
sional D (P) ou (Peo).

Plano (bi-dimensional).

Linha ndo plana (uni-dimensional)

l (P) (P)
| (Peo) (Poo)

Plano, jazida ou ndo (uni ou bi-dimen-
4 [P |
| (Po) |

) ou:bl

sional)

Item 112831, pag. 35, Cap. |.
Item 1212, pag. 37, Cap. |.

ltem 11222, pags. 23 e 24, Cap. |
ltem 112, pags. 23 a 36, Cap. |.

Superficie nio plana (bi-di-
mensional) ou Figura tridi-
mensional.
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HIPOTESE CONCLUSAO
Quando f0 for igual a: f1 serd igual a:
Figura ndo plana (bi ou tri-dimensio- Figura ndo plana (bi ou tri-
P) (P) dimensional).
21224 5 |t
nal (Poo) ou D (Poo)

2123 — Quando f1 é forma cilindrica (centro projetivo (Peo)) e (Peo) € f0, concluimaos:

21231 — Se f0 admite um ou mais pontos improprios (é figura aberta, conforme
item 11261, pag. 27, Cap. 1), (Px) € somente a uma diregdo asslntét"
de f0, ) f|935

21232 — Se f0 ndo admite ponto impréprio (é figura fechada, conforme item
11262, pag. 28, Cap. |) existirda “incompatibilidade” com a hipot
(Pod € 0. Assim, “ndo é possivel admitir (Pe) € fO quando esta fig
é fechada.

e

f0 = parabolbide
de revolucdo.
(e) = eixo de fO
(P=) € (e) =direcdo
. do ponto improprio
de f0.
Fig. 36

213 — Ao Plano Secante 7 ou Plano “n” de Proje¢do.

Ainda, tendo em vista aplicagdo aos “Sistemas projetivos mais
zados’’, operaremos somente ‘‘cortando comum plano 7.
p

E oportuno observar o seguinte:

2131 — Projecdo f2. Significado de f0 1_P_7 f2.
“Projecdo” resulta da operagdo “cortar f1 com o “plano e
E a figura que denominamos “f2"2), lugar de pontos comuns &
retas ou planos projetantes e ao plano .

(1)  Direcio dofa | PO"® l de contato entre |

reta ou curva plano ou superficie eurva | L

curva
superflcie curva I é impréprio/a.

(2)  Item 124, pég. 46, Cap. |.

ponto

I quando esse/a
reta ou curva



21332

e —

Portanto: f2 € f1 e f2 € 7.

Porque f2 € 7, apresenta no méaximo, duas dimensdes. E constituida
de um/a ou mais pontos ou retas de intersecdo (traco de projetante/s,
reta/s ou plano/s) no plano .

Entio adotaremos: f0 x_P__ 7 f2 significando que 2 resultou de fO
por “projecao’’. Aqui, esse vocdbulo (projecdo), tem sentido amplo, pois
engloba “projetar f0", determinando f1 e “cortar f1", obtendo f2. No Cap. I,
item 123/4, péags. 45 e 46, fizemos referéncia a esse assunto.

Posicao relativa entre o plano de projecdo e o centro projetivo.
O plano de projecdo m nao deverd conter o centro projetivo.

Essa restricdo é Unica e visa evitar “‘total descaracterizacdo” da repre-
sentagdo projetiva de fO, porque a projecdo f2 ficaria reduzida a um ponto
= (P) ou (Pe), uma reta que contém (P) ou (Ps) ou um setor de feixe de
projetantes que admite (P) ou (Pes) como centro.'"

Posictes de m relativamente a projetante (reta ou plano, elemento de f1, ou
toda a figura f1). Conseqiiéncias para f2.

— w // projetante: resulta que a intersecdo da reta/plano projetante com
7 serd “ponto ou reta improprio/a.
Isso significa que, aos elementos (préprios ou impro-
prios) de f0 € projetante // m, corresponderdo “‘ele-
mentos improprios de f2*.

— m/ projetante: resulta que a intersecdo da reta/plano projetante com
m serd ponto ou reta proprio/a.
Isso significa que, aos elementos (préprios ou impro-
prios) de fO € projetante / m, corresponderdo elementos
préprios de f2.

1) BUSTAMANTE, LS., in "Projecdes da Esfera” ... , pigs. 70 a 73 (tese j& referida no
item 1232
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2134 — Posicoes de 7w relativamente a f0. Conseqliéncias para f2.

FORMA DE f0 € f1 POSICAO de 7 FORMA DE 2
21341 — zero dimensional (ponto) qualquer zero dimensional (ponto)
21342 — uni-dimensional (linha,
reta em particular):
213421 — € plano B (jazida de f0). | 7 // B ou uni-dimensional plana,
nanti// g | < f0:
n / B nao uni-dimensional plana,
sendo m anti homéloga de f0. '
Il B).
213422 — & plano f§ (fO nao é qualquer uni-dimensional plana.
plana).
21343 — bi-dimensional (superficie,
plano em particular):
213431 — € plano f (jazida de 0)12)| 7 1/ B ou bi-dimensional (plana)
m anti// B. =40,
m / B (ndo bi-dimensional plana,
sendo 7 anti homéloga de f0.
/1 B).
213432 — & plano # (fO ndo é qualquer bi-dimensional plana. .
plana).
21344 - tri-dimensionaf‘s' qualquer bi-dimensional plana.
(1) Figuras planas “anti-paralelas” sSo tais que, uma delas é paralela a simétrica da outl

(2) O mesmo que para item 213421, sendo que fO referido naquele item (213421) serve :
“contorno”, figura %", para fO (estudada nos itens nPs. 1124 a 1126).
(3) Quando f0 é “poliedro’ podemos decompd-lo em faces, arestas e vértices, aplicand

racioclnio dos itens relativos a essas figuras.




914 — As propriedades das “Operacdes Projetivas”.

Aplicando as particularizaces referidas nos itens 210 e 211
formular a seguinte

141 — Proposicao:

I Projetando de I G |'ponto (P)
Cortando com plano @

i
."l

Y f0, zero, uni, bi ou tri | A
L T , 1, uni, bi ou tri
pontos ou retas

dimensional, constituida de '
retas ou planos

, obtém-se uma figura

f1, uni, bi ou tri retas ou planos

f2, zero, uni, bi pontos ou retas
ndo serd possivel existir ente € f0 que n3o tenha seu correspondente re-
presentado em f1 e f2.

| -dimensional, constituida de I tal que,

Dessa proposicdo tiramos as seguintes

2142 — Conclusdes quanto a:

21421 — Pertinéncia''! (figura 1).

Seja fO constiturda de pontos‘z}:
01" constituida de

214211 — A figura f2 € 7 serd projetantes da peri-
constituida de pontos feria de f1.
reais proprios e impro-
prios”, tal que, “ao ,
ponto (AQ) € {0, corres- B e o
ponde somente o ponto b
A2€ 2" (correspondén- g Bpos g
cia univoca). iy
Fig. 37 o
02" = ap.
s contorno de f2,

) item 125m pags, 46 a 62, Cap. 1.
2) Poderfamos raciocinar com fO constitufda de retas, conforme previsto na proposicio 2141,
Concluirfamos ser f2 formada de retas (reversibilidade).
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214212 — Entretanto, “o ponto A2, poderd corresponder a védrios pontos € 4(

214213 — Quando, “a um ponto A2 € f2, corresponde ume somente um pontg

214214 — Qualquer ponto (AD) € f0, estarad representado ﬁas operacOes projetiy

214215 — Portanto: “Se um ente € f0, a projegao do ente € 2 (projecdo de f0 ny

214216 — Estando projetante (P) (AQ) // m, a projecéo de (A0} serd ponto impropr

214217 — Se a figura f2, constituida de pontos € 7 (portanto, figura € m) pos

214218 — Pode haver mais de um ponto de tangéncia ou de apoio entre (m1) e f

214219 — Quando a projetante (m1), tangente a fO ou nela apoiada, tiver

contidos na projetante (P) (A0) € f1’" (correspondéncia multivoca),

(AD) € fO e reciprocamente”, a correspondéncia denomina-se bi-univog
(Gnica que da aos SISTEMAS PROJETIVOS, possibilidade de ““conhe
cida f2, determinar fO e inversamente’’).

por uma reta “(P) (AO) ou (Pw) (AO), projetante’” e um ponto
projecao de (A0} em 7",

plano m)".

“A2 o". |sso significa que o traco de (P) (A0) no plano 7 estd n
infinito.

contorno ‘02" (adaptacdo para f2 do estudo feito nos itens 11
1126, pégs. 26 a 28, Cap. 1), a cada ponto M2'E €2, corresponde ui
reta projetante (m1) € Q1,‘” que estard tangente ou apoiada em f0, ng
correspondente ponto (MOQ).

(conforme item 212121, pdg. 66. Na fig. 37,0 lugar dos pontos (MO}
a linha (a), de contato ou apoio de 21 em fO.

Ndo pode existir ponto € f0, cuja proje¢do esteja exterior ao contorn
02. Verifica-se que a2 = 2 (teorema 2243) pégina 90).

ponto de intersegdo com m, no infinito, M2ss, significando estar (m1)
ou (P) (MO) // =, a figura f2 serd “parcialmente contornada” (i
112613), porque M2 oo = ponto impréprio. Pode existir uma ou m
projetante //-m. Portanto, o “contorno 22" pode ter mais de um pont
impréprio. :

k)

" Pelos referidos itens 1124 a 1126, (Cap. |) e pelo 212121, pég. 66, verifica-se a corre

déncia entre a superficie "1 € estrela de projetantes “f1” e {2, trago da referic
superficie (21) no plano 7. Verifica-se também, que “21" envolve fO, tangenciando-a @
nela se apoiando e o lugar dos pontos de contato ou de apoio, como (MO), & uma linh
&€ f0 e € f1. Essa linha se projeta em £2. A figura £2 & denominada “contorno aparenté
de fO, Teoremas 2241 a 2243, pégs. 87 a 91.



22 — Dualidade.'"!

a dualidade.

Dada uma figura
qualquer f0, zero, uni,
bi ou tri-dimensional,
pela operacdo projetar,
passa-se a uma figura f1,
cujo nimero de dimen-
soes, sera:\3)

14231 — uni-dimensional, se f0
é zero ou uni-dimensio-
nal.

14232 — bi-dimensional, se f0 é
uni ou bi-dimensional.

4233 — tri-dimensional, se f0 é
bi ou tri-dimensional.

Seja fO0 = parale-
lepipedo (AD) (BO) ...
... (HO), composto de
faces, como retangulo
(AD) (DO) (EO) (HO),
arestas como (DO) (HO),
vértices como (AO0).

Para o item 214231

2142311
sional).

2142312
(uni-dimensional).
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Expressoes que se encontram entre as barras (item 2141) indicam

— Reciprocidade ou inversao'2! (fig. 38)

o (P)

(Fo) |IGO)

/

A2 D2 = H2

Admitindo que (f0) seja decomposto em suas faces, arestas e vértices,
podemos verificar a aplicagdo dos itens 21221 a 21224,

— f0 = vértice (AQ) (zero-dimensional); f1 = reta (P) (A0Q) (uni-dimen-

— f0 = aresta (DO) (HO) (uni-dimensional); f1 = reta (P) (D0O) (HO)

1) 1tem 125, pag. 46 e 12522, pégs. 51 a 53, Cap. 1.
2)  1tem 125, pag. 46 e 12523, pags. 53 a 56, Cap. I.

B)  1tem 2122, pag. 67.
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Para o item 214232

2142321

2142322

Para o item 214233
— f0 = face (AOQ) (BO) (CO) (DO) (bi-dimensional}; f1 = figura f

2142331

2142332

— f0 = paralelepipedo (A0) (BO) .... (HO) (tri-dimensional); f1

Para a hipétesé de fO ser uni-dimensional (item 2122-}_’
condicdes necessdrias e suficientes: i

21423121 — f0 admitir como suporte uma reta;

21423122 — que a reta suporte de fO = projetante, isto é, cont
o centro projetivo (P).

Cortando com um plano 7 a figura f1 (suposta uni-dime
obtém-se 2, figura “reciproca” ou “inversa” de f1, porque é
{zero-dimensional): f2= A2 ou f2 = D2 = H2.

fO = aresta (A0) (DO) (uni-dimensional); f1 = plano (AQ) (P)
(bi-dimensional). ]

f0 = face (A0Q) (DO) (EO) (HO) (bi-dimensional); f1 = plano (
(E0) (HO) contendo centro projetivo (P) (portanto bi-dimen

Para a hipotese de f1 ser bi-dimensional, sdo condicdes nece'
suficientes.

Relativamente ao item 2142321:
21423211 — f0 admitir como suporte uma reta;

21423212 — que a reta suporte de f0, ndo contenha o centro g
tivo (P).

Relativamente ao item 2142322:

21423221 — f0 admitir como suporte um plano;

21423222 — que o plano suporte de fO = plano projetante, I8
contenha o centro projetivo (P).

Cortando com um plano 7 a figura f1 (suposta bi-dimensional), obté
f2, figura “reciproca’ ou “inversa” de f1, porque é “reta” (un
sional): f2 = A2D2 ou f2 = reta que contém projecoes A2D2EZ
= traco do plano (P) (AO) (DO) (EQ) (HO) no plano .

(BO) (CO) (DO) (tri-dimensional). !

tri-dimensional (P) (A0) (BO) .... (HO).

Cortando com um plano 7 a figura f1 (tri-dimensional), obtém
figura “reciproca’ ou “inversa” de f1, porque é plana (bi-dimens



4242 —

14251 —
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f2 é constituida de pontos ou retas € plano 7. Esses pontos ou retas
sdo os tracos da “‘estrela de projetantes’ (f1) no plano .

Reversibilidade e Invoiuc'éo.“’

Da proposicdo relativa ao item 2141, pag. 71, conclue-se a reversi-
bilidade quando:

Projetando fO (zero, uni, bi ou tri-dimensional), constituida de pontos
ou retas, obtém-se f1 (uni, bi ou tri-dimensional), constituida de retas
ou planos.

Cortando f1 (uni, bi ou tri-dimensional), constituida de retas ou planos,
obtém-se f2 (zero, uni ou bi-dimensional), constituida de pontos ou retas.

A reversibilidade estd perfeitamente caracterizada pela constituicao
de f2, apresentando o mesmo ente gerador de fO.

Quando f2 = f0 considera-se que houve “involucdo”.

Razdo.'2!

De um modo geral, essa propriedade é relativa a “‘razdo anarmonica”,
sendo aplicada somente as formas fundamentais de 12 espécie,m' isto é,

ponteada, feixe de retas e feixe de planos.

A "razdo simples” também ndo é projetiva, sendo constatada so-
mente em casos particulares.

Para uma figura qualquer .fO, nao necessariamente forma funda-
mental de 12 espécie, podemos admitir uma das seguintes possibilidades
de aplicacao dessa propriedade:

“f0 seria decomposta em formas de 12 espécie”.

Admitindo f0O constituida de pontos ou retas, criamos um sistema
de formas de 12 espécie que constituiria a estrutura de f0. As razdes
anarmonicas estabelecidas em f0, seriam transferidas a f1 (figura consti-
tufda de projetantes) e a f2 (projecdo de f0).

f0, centro projetivo e plano de projegdo apresentam particulan’dadam
que possibilitam a aplicacdo da razao simples.

No item 22: “Estudo da correspondéncia projetiva entre f0, f1 e
f2", desenvolveremos esse assunto.

ltem 125, pag. 46, 12524, pags. 56 a 57, Cap. |.

ltem 12525, psgs. 59 a 62, Cap. .

Item 1127, pags. 28 a 32, Cap. |.

Empregando o raciocinio referido no item 2122 combinado ao do item 213.
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22 — ESTUDO DA CORRESPONDENCIA PROJETIVA ENTRE fo, .

220 — Elementos fundamentais da operacdo projetiva.

Sdo quatro. Podemos deduzi-los pelo estudo desenvolvido n
12 (Capitulo |, pégs. 37 a 62) e 21 (Capitulo Il, pags. 65 a 75) ec
tacamos na seguinte ordem:

2201 — fO

designacdo genérica da FIGURA A SER PROJETAD,

2202 — (P) ou (Poo) — designacdo que adotamos para o CENTRO PROJ
ponto fixo do espaco finito (P) ou infinito (Peo);

2203 — f1 — designagdo genérica da FIGURA PROJETANTE,

da operagcdo “projetar f0”. E constituida de retas ou
projetantes;

2203 — « — designacdo adotada para o PLANO DE PROJECAD, ou
da operacdao “cortar f1”. A figura de intersecdo entre
é denominada PROJECAO DE fO e designada generica
por “'f2".
221 — Hipbteses referentes aos elementos fundamentais da operagdo projeti

Relativamente aos quatro elementos referidos no item 220,
lamos as seguintes suposi¢Ges quanto 3/ao:

2211 — Figura a ser projetada (f0):
22111 - fO admite jazida reta (j) ou plano ().
(i)
B

22112 — f0 ndo admite jazida reta (j) ou plano (B).

oe|

(i)

o g

Quando f0 é figura composta (ndo elementarm). pode-se
hipotese 22111 ( ) pela decomposicdo de fO em pontos (vér
retas (arestas/geratrizes (retas ou curvas)) ou planos (faces/secdes)

(1) 11235, pég. 25
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_ Centro projetivo:

_ (P) ou (Ps) € 10

— (P) ou (Peo) €& fO

®®©

Figura projetante:

— f1 apresenta projetante/s // @

@ @

— f1 ndo apresenta projetante/s // m

Plano de projecdo:

n // f0 ou 7 // somente a alguns elementos € f0 I_ @
@ anti// fO ou m anti// somente a alguns elementos € f0

— 7 / fO sem ser anti// fO (inclusive em relagdo a quaisquer —
de seus elementos).

Conclustes do item 221 aplicadas a relacdo entre fO e f2,
A hipétese do item 2214: ‘
7 // f0 ou 7 anti// fO @

en / fO sem ser & anti// fO

reta (j)
plano (B)

serd possivel, quando fO admitir jazida

EOR!

Ainda neste item, pode-se admitir secdo plana de f0, tal que:

1/
anti//

&

Aplicando o raciocinio da “decomposicdo” de fO (jé referido no item
2211) a hipétese 2214 recai na 2211.

referida no item 22111

T plano secante a f0.
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sessenta e quatro

(1)

Combinando quatro a quatro as oito hipoteses referidas no item 2
podemos formar quatro grupos de dezesseis hipoteses cada, num total
combinacoes, distribuidas da seguinte forma:

GRUPO 1 01) A B c D
02) A B C D1 TEOREMA 1
03) A B €+t Item 2231
04) A B c1. b

GRUPO 2 05) A BT €& B
06) AT EE]. G D TEOREMAS 2 e 3
07) A B1 €1 Dbi ltens 2232 e 2233
08) A Bl € D1

GRUPO 3 09) At BT € DY TEOREMAS 2e 3
10) Al B1 ¢ D Item 2232 (ft(!;‘agc')r::o;ici
i s - 5 planas) *3
LS G DV (e 2293,

GRUPO 4 13) A1 Bl €31  Di TEOREMAS 1, 2 e 3
1 0N B O R Decomposigio de f0'2'em
15) Al B Ci1 Di figuras planas.
16) Al B cCi1 D

(1) Aplicando a férmula de combinacdo de 8 elementos 4 a 4, temos:
=170

Cga =

8!

4! 8 - 4!
Entretanto, ndo podemos considerar a existéncia de 2 hipoteses contrarias, rel
mesmo elemento, numa fila horizontal, Ndo é possivel: A, A1; B, B1; C, C1; D,
A, A1, B, Bl ou C, C1, D, D1. Portanto, das 70 combinagdes, teremos que eli

(2)  Sempre possivel quando fO é figura composta (ndo elementar), conforme item

pag. 25 e aplicado no item 2211, pag. 76.
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Teoremas bésicos da relagdo entre fO e f2 (decorrentes dos itens 221 e 222)

reta (j)

plano (8) e o centro projetivo (P) ou

T.1: “Quando fO admite jazida |

BaE I :é: I' S rite 1. I s I ponto (j) M 7 In

reta (B N =
— Hipbteses:
sl el reta (j)
— f0 admite jazida I plano (8) @
reta (j)
— (P) ou (P) € fO € | plano (6)

i) N
— Tese: f2 = ?:;tow)(l% ﬂﬂ |
4]
(Poe)
=GH=n

m

Ay

2 Fig. 40

2=\




4/
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22313 — Demonstracdo (figuras 39 a 42).
Pela hipotese (223112) concluimos que f1, resultante da operag

reta (j) (i)
plano () B

Cortando f1 com plano 7, obtém-se nesse plano, a figura f2
| ponto (j) N 7 ]
etV () N A l

Esse teorema independe da figura projetante ( @ ) e
e da posicdo do plano de projecao | @ ) el ), desde que 7 n@
contenha (P) ou (Psol, conforme restricdo referida no item 2132, p
Ela abrange todas as hipoteses contidas no GRUPO 1 do item
péags. 77/78.

“projetar f0” é a/o propria/o | | Entdo f1 =

reta (j)

e o centro projetivo (P)
plano () P i

2232 — T.2: “Quando fO admite jazida |

(Poo) & I ((;il) , sua projecdo f2 serd:

‘ou 7 anti// | :é: I

1) = f0 se o plano de projecdo m // I :é:

I1) — homoéloga de fO (homologia geral ou afinidadel se 0 plano
projecdo m / l :‘;; ndo sendo w anti// l 0

22321 - Hipoteses:

223211 — 0 admite jazida | ;:‘“:“{m OF
223212 — (P) ou (Pwo) & 0 ‘
223213 — 7 // 10 ou = anti// O ©)
223214 — @ / fO sem ser m anti// fO
22322 - Teses:

223221 - f2 = (f0)

223222 — 2 hombloga de fO (homologia geral ou afinidade).

(1) A denominagdo “reta” foi empregada com sentido genérico. Conforme a natu
plano projetante ou feixe de retas, pode ser: “reta” ou “ponteada”, "‘semi-Tt
“semi-ponteada’’, “segmento” de reta ou de ponteada.
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22323 — Demonstracdo para as hipoteses nimeros 223211/13 e tese 223221
(figs. 43, 44 e 45).

Sejam (A0), (BO), (CO) pontos ndo colineares € fO.

Projetando, de (P) ou (P a figura fO, gera-se f1 na qual destacamos
as projetantes (P) (A0), (P) (BO) e (P) (CO) quando f1 tem forma cénica''!,
fig.44 ou (Peo) (A0), (Poo) (BO) e (Peo) (CO) quando 1 é cilindrica' !, fig. 45.

Cortando a figura f1 com « // 0 ou 7 anti// fO (hipotese 223213),

obtém-se f2, onde destacamos os pontos A2, B2, C2 que correspondem,
respectivamente a (AO), (BO) e (CO).

As figuras (A0) (BO) (CO) € () e A2B2C2 € m, sdo iguais ou
semelhantes entre si.

Podemos verificar que os planos projetantes (A0)(P)(BO), (BO)(P)(CO)
e (AQ) (P) (CO) ou (AQ) (Ps) (BO), (BO) (Peo) (CO), (AD) (Pe) (CO) sdo
transversais aos planos 7 // (8) ou w // fO (hip. ref. 223213).

Entdo: (AD) (BO) // A2B2, (BO) (CO) // B2C2, (A0) (CO) // A2C2
e % (AD) = % A2, % (BO) = % B2, % (CO) = & C2,

B mg planos simétricos relativamente S
AOEfeB € m
BOEBe As € g

Pares simétricos:

ABLC.D, = ADBO ... etT ...............

A2B2C2D2 € m, // mg

A2B2C2D2 ~ A0BOCODO

m

ltem 21211, p4g. 66.



1]
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Esse raciocinio, aplicado a todos os pontos e retas de f0, possibili-
tam concluir que:
f2 = O (tese 223221).

93231 — Interpretacdo para: f2 = f0

2311 — Quando f1 é figura conica, isto é, o centro projetivo é ponto proprio
[ (P) e f2, simétrica''! de fO com relagdo a (P) (seus respectivos planos
jazida, m e (B) sdo simétricos relativamente a(P),fig.44 oua § D (P),

fig.43.'2)

932312 — Quando f1 € figura cilindrica, (fig.45) istoé,0 centro projetivo é
impréprio (Pso) e f2 // 0O (plano @ // (8)) ou 2, anti// fO (plano m,
anti// (B)).

A condigdo f2, anti// fO (f2, anti-paralelo de f0) verifica-se
quando 7, // (B} (fig.45) sendo o plano (B,) simétrico de (8) com relacdo
ao plano § de simetria (51 direcdo das projetantes).

Entdo @, anti// de (§), logo 2, = f0.

Na fig. 45 destacam-se A2,, B2,, C2, de f2, € 7.

123232 — Interpretacdo para: f2 = fO (figuras 43 e 44).
Quando f1 é figura conica, isto €, o centro projetivo é ponto proprio
(P) e 2 // 10 (plano 7 // (B)) ou 2, anti// fO (plano , anti// (8)'?)).

O caso particular de homdlogia, denominado “homotetia” (figuras
semelhantes e semelhantemente dispostas), identifica-se ao exemplo dafig.44.

No item 225, péags. 91 a 94, abordaremos o assunto.

— Demonstracdo para a hipotese 223214 e tese 223222 (figs. 46 e 47).

Sejam (AD), (B0), (CO) pontos ndo colineares € 0.

Projetando, de (P) ou (Pw) a figura fO, gera-se f1, na qual desta-
camos as projetantes (P) (AO), (P) (BO), (P) (CO) quando f1 é conica,
fig. 46 ou (Pwo) (ADQ), (Poc) (BO) e (Poo) (CO) quando f1 é cilindrica, fig. 47.

Cortando a figura f1 com n / f0, sem ser  anti// fO (hip. 223214)
obtém-se f2, onde destacamos os pontos A2, B2, C2 que correspondem,
respectivamente a (A0Q), (BO) e (CO).

O plano (), jazida dos pontos (A0), (BO), (CO) e =, jazida de A2,
B2, C2 admitem em comum a reta (8) N 7 e somente ela (figs. 46 e 47).

Figuras simétricas sdo iguais,
Essa hipotese s6 se verifica quando f1 admitir plano de simetria (§), fig. 43.




Os planos projetantes (AO) (P) (BO), (BO) (P) (CO) e (AQ)
ou (A0) (Po) (BO), (BO) (Poo) (CO) e (AD) (Peo) (CO) sdo transversa
planos m / (B) ou = / fO sem ser m anti// fO (hip. 223214).
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Entio as retas (AO) (BO) € (B) e A2B2 € =, (BO) (CO) € (B) e
B2C2 € w1, (A0) (CO) € (B) e A2C2 € 7 tém seus respectivos pontos
comuns em 15 = 1,, 2 =2, e 3, =3, € (Bl N m.

Esta observacio permite concluir que as figuras: f0 O (A0Q), (BO),
(CO) e 2 O A2, B2, C2 sdo homélogas (em relagdo a (P)) ou afins'"’
(relativamente a (Poo}).

Logo: f2 homologa de fO (homologia geral ou afinidade'”),

conforme tese 223222,
- No item 225 apreciaremos esse assunto.

O teorema 2232 abrange todas as hipéteses contidas no GRUPO 2
do item 222, pégs. 77/78 e, por decomposicio‘z’ de fO em figuras planas,
todas as dos GRUPOS 3 e 4.

Para as: hipotese m / fO sem ser m anti// fO e

tese f2 homologa de 0,
verificamos que m pode ou nao, se apresentar // projetante (f1), conforme
esta previsto no item 22131, correspondendo a . pag. 77.

Quanto as demais hipoteses (n® 223211/13) e respectiva tese
223221, o plano 7 podera se apresentar // f1 (ou somente a alguns de
seus elementos, conforme item 22131 @ ) unicamente quando f0
possuir um ou mais pontos improprios.

— T.3: "Quando w // elemento de f1, projetante I ::::10 I, a projecao 2,

apresentara elemento correspondente, l ?:t:m | impréprio/a.”

31 — Hip6tese:

reta
2 ll | S I € fi. @

2 — Tese:

f2 D elemento correspondente ‘ '::;m I impréprio/a.

Afinidade é caso particular de homologia; o centro projetivo é ponto improprio.
Sempre possivel quando O é figura composta (ndo elementar), conforme item 11235,
Pag. 25 e aplicado nos ltens 2211, péa. 76 e 222, pag. 77/78.
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22333 — Demonstracdo:
Seja f0 uma figura qualquer, bi ou tri-dimensional (figs. 48

Projetando fO de um ponto fixo préprio tPl(”, gera-se f1, |
conica de projetantes, constituida de retas ou

reta

Cortando f1 com um plano 7 // ' € f1 (hip.

obtém-se em m, uma figura f2 constituida de
das projetantes de f1.

Pela hipotese, existe reta ((P)(AD), fig. 48) ou plano ((A0) (P)
fig.49) € f1, que sdo projetantes // m, logo essa reta ou esse pl
traco impréprio no plano @, conforme se deduz do estudo correspor
ao item 1113, pag. 21 e 22, Cap. |.

IBOI
B2

Ao
Fig. 49 =

A2co

(1)  Sem interesse prético, projetar de (Poo) = ponto impréprio porque as proje
se forem retas ficardo entre si paralelas, sendo planos se cortardo segundo
Estando o plano 7 paralelo a reta de f1 (hip. 22331), estard as demais. E
constitufda de pontos improprios.

Estando o plano 7 paralelo a plano de f1 (hip. 22331), estara paralelo as retas
entre os demais planos de f1. Entdo, f2 seria constituida de retas paralelas, que
direcdo da reta improépria, intersecdo de T com plano de f1, para o qual, T
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Portanto:
f2 O elemento correspondente l ?:::o I improprio/a (Tese 22332).

Esse teorema pode ser aplicado a quaisquer dos quatro grupos
relativos ao item 222, pags. 77/78.

Teoremas referentes ao contorno de f1 e 2 (figuras 01" e “02").

T.1: “Se f1 é tri-dimensional e admite contorno “21”,'1! constituido de
retas, esse contorno é figura bi-dimensional (superficie). As posicoes
das projetantes € {1 estdo tangentes a fO ou nela apoiadas”. Figs. 50
a 54, pdgs. 88 e 89.

— Hipotese: A figura projetante f1 é tri-dimensional e admite contorno
€1 (tem periferia) constituida de retas.

— Tese:
— Q1 é bi-dimensional (superficie).

— 01 é gerado por retas tangentes a fO ou apoiadas em fO.

— Demonstracdo:
Pelo quadro do item 11252, pdg. 26/2) (Cap. 1), conclue-se que se

f1 é tri-dimensional e admite contorno €1, isto é, tem periferia (hip.:
22411), 21 sera bi-dimensional (superficie, conforme tese 22412).

Ainda, pela hip.: 22411 combinada com estudo desenvolvido no
item 212121, pég. 66, verifica-se que:

“Q1 é gerada por retas tangentes a f0, ou apoiadas em f0" (Tese
224122).

— Interpretacdo:
DA 2o conica l piramidada l
Geralmente “£1 é superficie ndo plana | aitabicy Srimitics

. Exemplo fig. l:so : :l 4

Corresponde a 2" estudado nos itens 1124/26, pags. 26 a 28,Cap. | e 212121, pag. 66, Cap. I

0, no referido quadro, tem caracter geral e pode servir para interpretar qualquer figura,
portanto pode ser aplicado & f1 e consequentemente, """ corresponde a “€1".

relativa & ‘ (P)
(Poo)
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Quando €1 é superficie plana, seu contato ou apoio em fO se

“linha plana” (porque € €1). Fig. 52.

f1 (tri-dimensional)

21 (bi-dimensional
n3o plana)

{Poo)

linha de contato P i
f0 linha de apoio / |

Fig. 50

| g1 (bi-dimensional / /
piramidadal /

- Fig 51

21 (bi-dimensional plana)




Fig. 53

f1 (tri-dimensional )

21 (bi-dimensional) Fig. 54

21 (bi-dimensional
prismatica)

£1 (tri-dimensional)

2242 — T.2: “Se f1 admite contorno £1,'"" 2 também admitira contorno £2,'2!
sendo €2 traco de €1 em 7",

Figs. 97 (pag. 71) e 38 (pag. 73).
22421 — Hipodtese: f1 admite contorno £1.

1224221 — 2 tem contorno 92;

224222 — 92 é trago de 21 em 7.
22423 — Demonstragio:
Projetando f0 de um ponto fixo l ::; I gera-se f1, que admite
contorno €1 (hip.: 22421). Entiio ¢1 € f1. ©)
Cortando f1 com =, obtém-se f2 (f1 N 7). Logo f2 € 7 ___@

IS

(1) 1tem 212121, pag. 66.

2)  Adaptacido da figura “8”, conforme estudo nos itens 1124/26, pégs. 26 a 28, Cap. |. Usamos
“02" por se tratar de contorno da figura “f2”, conforme jé aplicado no estudo de
“Pertinéncia”’, item 214217, pag. 72.




Pela propriedade da “Pertinéncia”, itens 12511, pdg. 47; 12
pag. 48 (Cap. 1); 21421, pégs. 71 e 72.

— Cada projetante de f1 determina em m um/a PO l

reta
pondente € f2. Portanto f2 € f1

— Se ¢1 € f1 (conclusio (1)), o traco de €1 em = serd
pontos
retas
Logo €2 € ©1

e 2 €n

lugar de l de intersecdo de €1 com =m (€1 N

Conseqiientemente (conclusdes ® a @ I

f2 tem contorno ¢2
e ¥2 é traco de U1 em

l e 224221
’ 224222
Exemplo aplicado a fig. 38 da pag. 73:
U1, contorno de f1 é superficie piramidada, constiturda pelas f;
(AO) (P) (BO), (BO) (P) (CO), (CO) (P) (DO) e (DO) (P) (AO).

02 sera a figura A2B2C2D2, traco de ¢1'em m.

2243 — T.3: “A projecao da linha {a) de contato ou de apoio, entre %1 e |
a2 = 2”.\") Figs. 37 (pag. 71) e 38 (pag. 73).

22431 — Hipotese:
Linha (a) é linha de contato ou apoio entre 21 e fO.

22432 — Tese:
a2 = 2.
22433 — Demonstracdo:

Na fig. 37 (pag. 71) seja (a) linha de contato ou apoio entre 1 €
(hip.: 22431). Entdo: (a) € f0 e (a) € 21

Mas €1 é contorno de f1 (item 212121, p4g. 66). Dai €1 €
Cortando f1 com m, obtém-se f2 € 7.

Pelo T. 2 (pag. 89, teorema 2242), €2 é contorno de f2 o'.,_'
1 em 7.

Como (a) € 21 (conclusdo @ ), sua projeco a2 = £2 (tese 2241

(1) Item 21421 (PERTINENCIA), pag. 71 e 72, sub item 214217,
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434 — Aplicagdo: “CONTORNO APARENTE".
Podemos verificar: “a2 = €2, correspondente a projecdo de (a) e
traco de £1 no plano =, representa o contorno aparente de f0”, ji refe-
rido na nota n? 1, do rodapé da pag. 72.

Na fig. 38 da pag. 73, f0 ou seja o paralelepipedo (AQ) (BO)...
tera seu contorno aparente a2 = €2, no poligono A2B2C2D2, sendo
(a) = linha (AQ) (BO) (CO) (DO) € €1 (correspondente ao contato ou
apo&o de f1 em f0).

A linha (a), de contato ou apoio (entre f1 e fO), pode ou ndo ser
plana, continua ou descontinua, idéntica ou ndo ao contorno “Q" de f0,
porém estara sempre contida em €1 (fig. 55).

{a) € 10

0=t /‘
TLT'LT‘" ‘"T"' A

225 — Homologia e operacdo projetiva.

2251 — Conceito de homologia:
Da tese: “Projecbes da Esfera” .......... (), pags. 61 e segts. transcre-
vemos 0 trecho:

“Segundo Poncelet, homologia é uma correspondéncia entre
duas figuras obedecendo as seguintes condicdes:

22511 — 12 _ Retas que unem pontos correspondentes devem concorrer a um
unico ponto do espaco (centro de homologia).

S

] Trabalho de Léa Santos de Bustamante, j4 referido nesta tese.
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22512

* -t

-—rr

I’Lj 2252 — Comparacdo com operacao projetiva:

— 23 — Qualquer reta de uma figura terd sua correspondente na
figura, dita sua homéloga e os pares de retas homologas conco
numa Unica reta (eixo de homologia) ou tinico plano (plano de
mologia ou plano central), se as figuras correspondentes sdo planas
ou do espaco, respectivamente’’.

Para .0 atendimento da 12 condicdo (22511), verifica-se a aplica
da operacdo “projetar de um ponto fixo (P) ou (Pw)” porque, retas
unem pontos cprrespondentas equivalem a “projetantes’”’; o ponto de
curso, ou seja, centro de homologia é o ponto fixo (P) ou (Peo) = “ce
projetivo”’.

Assim, dada uma figura qualquer f0 (fig.56), constituida de pontos ot

P
de retas, projetando f0 de ponto {(P) ] I gera-se f1.
o0

Cortando f1 com o plano 7 obtém-se 2, projecdo de fO em .

Mas f2 é lugar de pontos A2, B2 ... ou de retas A2B2, B2C2, ..
{item 214, pags. 71 e segts.) cujos correspondentes (AO), (BO) --en
(AD) (BO), (BO) (CO), ... € fO.

T2 \ 1,,3'1

\ ! Fig. 56
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Entdo (A0) (A2), (BO) (B2).... decorrentes da operacdo projetar fO,
sdo também as retas que atendem a 12 condicio de homologia.

Por outro lado, os pontos A2, B2 e C2 € m, tém por correspondente
em fO os pontos (AO), (BO) e (CO) que determinam um plano m,, lugar de
pontos e de retas homodlogas daqueles € 7. Esses dois planos se cortam se-
gundo a reta my7, que corresponde ao eixo de homologia referido na 22
condicdo (22512). Esse eixo é lugar de “pontos unidos”, isto é, pontos
cujos homoélogos sao eles proprios. Exemplo: 14 = 15; 2, = 2, ...

Os pontos 15 = 15; 25 = 2, .... 530, respectivamente, pontos comuns
as retas correspondentes (A0) (CO) e A2C2; (AQ) (BO) e A2B2 ...

A figura fO pode ser decomposta em planos 7g;, g2, ...., jazidas de
pontos e retas cujos correspondentes € m. Para cada par de planos como
Mo @ m: Moy € 7 ... 0s eixos de homologia sdo, respectivamente To T, gy 7 ....
podendo ocorrer correspondéncia ‘‘multivoca”, conforme item 214212,
pag. 49.

Com emprego desse raciocinio, atendemos integralmente a 22 condicao.
Esta portanto, definida a correlacdo: plano a plano.

2253 — Operacdo Projetiva no “Teorema de Desargues":‘” (fig. 57)

“Dois triangulos (AQ)
(BO) (CO) e A2B2C2, co-
planares ou ndo, que tém
seus pares de vértices (AQ)
A2, (BO)B2, (C0O)C2 deter-
minando retas que concor-
rem em um Unico ponto
(P) ou (Poo), tém também,
seus pares de lados (retas
suporte) (A0} (BO) e A2B2,
(A0) (CO) e A2C2, {BO) (CO)
e B2C2 determinando pon-
tos 1oy = 22, 2= 25e
30 = 3; que pertencem a
uma mesma reta (mom.”

(1) Pascali Justo: "“Geometria Proyectiva” — "Exercicios” — Tomo |, pég. 55, item 42.
Centro Estudiantes de Ingenieria de Buenos Aires, 1942,



22531 — Hipdtese: “pares de vértices determinam retas (projetantes) que

22532

226

2261

Esse teorema, demonstrado com emprego do mesmo raciocinio j
lizado para o teorema do item 2232, pégs. 80 a 85, figs. 46 e 47 da pag,
pode ser interpretado como aplicacdo de operacdo projetiva, confor
deduz da:

correm em um unico ponto (centro de homologia =
projetivo) .

Al, se pode verificar a ‘‘operacdo projetar /A (AQ) (BO) (CO) d
centro projetivo (P) ou (Pes), construindo-se f1, constituida de |
tantes (P) (A0), (P) (BO) .... ou (Px) (AQ), (Pso) (BO) ....

— Tese: “tém também, seus pares de lados (retas suporte) determi
pontos que pertencem auma mesma reta (eixo de homologia = myn

A “operacdo cortar f1 com plano m, determinando A AZ2B:
possibilita que se chegue a essa mesma conclusdo.

— Representacdo projetiva da figura f0.
Excetuando a informacao simbénlica,[1 ! verificamos que a represe

de uma figura qualquer (f0), pode ser resultado de uma operacao pr

Os recursos mecanicos' 2 utilizados atualmente, tambhém podem

sentar a possibilidade de serem interpretados com esse sentido.

Entendemos que a representacdo projetiva de f0, isto é, sua
ma:,:'a']o em f2, depende das operacdes projetivas aplicadas sucessiva
3
fo.

Dai a necessidade do estudo das “‘condigdes necessdrias e suficie
ao conhecimento de f0” e da "‘escolha do sistema mais convenien
sua representacao projetiva’’.

— Condicoes necessarias e suficientes ao conhecimento de fO.M)

Conforme sua natureza, podemos aplicar:

(1)
(2)
(3)
(4)

De “simbolo”, j& referido em nota de rodapé n® 2, do item 1112, Cap. |, pag
Executado por maquina ou mecanismo.

Item 124, Cap. |, pag. 46.

Item 112, Cap. |, p4gs. 23 a 36.
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22611 — Recursos mecanicos:

A Ciéncia, no seu atual avanco, oferece os mais variados, desde a
fotografia, aos mais requintados processos aerofc»togﬁtmétricos.‘'l

Esses recursos sao aplicados, principalmente quando fO ndo é figura
geométrica.

Apesar das facilidades propiciadas pela mecanizacao, pode haver
necessidade de aplicar raciocinio matematico, partindo dessa mecanizagdo
(correcao de distorcOes, comparacdes, aproximacdes, composicdes).

22612 — Raciocinio matematico:

A utilizacdo desse recurso é aplicada quando:

226121 — f0 é constituida de elementos geométricos ou neles decomposta (item
112232, Cap. |, (péag. 24).

Por exemplo: “Determinar a distancia de um ponto (M) a uma
reta (r), dadas as projecoes desses dois elementos’.

226122 — f0 é figura geométrica ndo elementar (itens 11221/2 e 1122322, Cap. |,
pags. 23 e 24), tornando-se necessario conhecer:

2261221 — Geratriz;

2261222 — Lei de geracao (com seus elementos diretriciais).

226123 — Nao existem “incompatibilidades”” em relacdo aos dados para o conheci-
mento de fO.

Via de regra, condices que tornam suficiente a aplicacdo do racio-
cinio matematico, sem as impossibilidades que podem surgir (principal-
mente relacionadas com problemas de pertinéncia, posicdo e grandeza).

2262 — Escolha do sistema mais conveniente para representacdo projetiva:

Do exposto, concluimos ser decorrente da finalidade a que se destina

essa representacao.

Por exemplo: — Se desejamos conhecer f0 como é visto no espaco,
por um determinado observador, utilizamos sistema
projetivo (fig.58) diverso do que empregaremos, quando
precisamos conhecer a verdadeira grandeza de elementos
de fO (fig. 59).

1 “Biblioteca Cientifica Life”, EDITORA LIVRARIA JOSE OLYMPIO, 1980. Entre os
diversos volumes descatamos: “O Engenheiro”, “As maquinas”.



As figs. 58 e 59 representam

uma pirdmide de base quadrada.

Pela fig. 58, pode-se ter uma
idéia de sua vista espacial, em posi-
cdo que, faciilmente permite identi-
ficar o solido quanto a forma, mas
ndo, quanto a grandeza de seus ele-

mentos.

Na representacdo correspon-
dente a fig. 59 pode-se conhecer
esse elemento quanto a grandeza,
mas perde-se a nogdo da vista es-

pacial.

Fig. 58

Fig. 59
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23 — ELEMENTOS FUNDAMENTAIS PERTINENTES A CADA OPERACAO
PROJETIVA. INFLUENCIA NA “CLASSIFICAGAO DOS SISTEMAS PRO-
JETIVOS”. POSICOES RELATIVAS E DENOMINACOES USUAIS EM
CADA SISTEMA"”

230 — Observacoes preliminares.
No item 220, pag. 76, verificamos serem quatro os elementos funda-
mentais da operacao projetiva. Sem quaisquer desses elementos, ndo pode
existir *'‘projecao’’.

Eles podem ser distribuidos da forma como se segue, objetivando
analise da influéncia que t8m no estabelecimento de um “‘sistema projetivo’’
e, conseqilentemente, no critério para ‘‘classificacao dos sistemas de repre-
sentacao projetiva’’.

231 — Distribuicdo dos elementos fundamentais por operacdo projetiva.

Pertencem a operacao.

2311 — PROJETAR:

23111 — f0° = figura a ser projetada;
23112 — (P) ou (Px) = centro projetivo;
23113 - f1 = figura constituida de projetantes, retas ou planos.

2312 — CORTAR:

7 = plano de projecdo, no qual fica determinada a “projecao 2,
da figura fO (f2 é o trago ou intersecdo de f1 em 7).

232 — Sistemas conicos e cilindricos

Dos trés elementos da operacdo projetar, um deles, o relativo ao
centro projetivo (item 23112), apresenta opgdo entre (P) ou (Poo).

Dai resultam dois grandes sistemas a saber:
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2321 — Conico ou central proprio

2322 — Cilindrico ou paralelo

quando ocentro projetivo é ponto

impropri

Em qualquer dos dois sistemas, a figura f1, resultante de Droi
podera ser reta, plano, feixe de retas e estrela de retas ou de plan
tantes (item 212, pag. 66 a 68).

Quando for “estrela”, devemos distinguir projetantes da peri
gura U1, item 212121, pag. 66) que pertencem a superficie conica
drica de projetantes (tangentes a f0 ou nela apoiadas) das outras
inferiores a essa superficie (item 2243, T. 3, pag. 90). A linha de

apolo la) & f0, serve de diretriz‘al asuperficie de “projetantes da p
(fig. 60).

Para efeito de generalizacdo, podemos constatar que cada p
pode tambem, ser considerada uma posicao da geratriz da referida s
conica ou cilindrica. Assim, conforme o problema apresentado,
-se, seja essa superficie gerada por “'projetantes’” ou por “‘posicoes d

que admite como “‘centro projetivo’’ ou “vértice”,'® o ponto (P)

Podemos opetar com f1, aplicando o mesmo raciocinio e
para f0. Seria como se projetassemos de um novo centro projetivo.
escolhido convenientemente, uma nova figura "“f0", composta das pril
fO e f1 (fig. 60).

A vantagem dessa interpretacdo é “‘possibilitar economia de ra
pois a representacdo projetiva de f0, acarretard também a de f1
superficie conica ou cilindrica).

(1)

(2)

(3)

{4)

Significa que sua distancia a fO (figura a ser projetada) pode ficar determing
meio de grandeza (entidade suscetivel de medida).

Significa que sua distancia a fO (figura a ser projetada) ndo pode ser determi
uma grandeza e sim, por uma direcio (relacdo entre dois pontos nio depe
distancia entre eles). Item 1113, Cap. |, pags. 21 e 22

Referida no item 11222, pég. 23. Significa ‘‘dirige’’, "'orienta” o movimento da ge
jetante.

Segunda “diretriz’’ da superficie cénica ou cilindrica.



2
relativa a (Pco)

i

roj. de f1, no plano 7, relat. (P1 oo}

Fig. 60
3 — Sub-divisdes dos sistemas conico e cilindrico.

Da operacdo cortar (com plano m) resultam sub-divisdes desses dois
grandes sistemas (que consideramos ‘‘sistemas tronco”’).

Assim, derivam do sistema.

2331 — Conico ou central (fig. 61):
23311 — '*Axonometria geral conica ou central”.! ")

23312 — “'Perspectiva Linear conica’’, que pode ser estudada como caso particular
da anterior (Axonometria geral conica).

12332 — Cilindrico ou paralelo:

23321 - “‘Projegdo ortogonal”, caracterizada por ser m | direcdo das projetantes
(fig. 62).

—

1) Consultar GREGORY, R. MONIZ, in “Classificagdo dos Sistemas de Representacdo. Prin-
cipio Axonométrico. AXONOMETRIA”, publicado sob a forma de apostilha, pela Escola
Fluminense de Engenharia da U.B., em 1954, Posteriormente (1962) a Escola Nacional de
Engenharia da U.B. republicou esse trabalho. O autor defende o estudo dos “Sistemas
Projetivos”” pelo princ(pio axonométrico.
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Sdo exemplos de sistemas de projecao ortogonal:
233211 — “Projecao de Felippe Bliache” ou “Projecdo cotada”,
233212

“Projecao de Gaspard Monge”, "Sistema de Monge” ou “Projecdo d
muitas vistas”.'"

233213 — "‘Axonometria ortogonal” ‘2!

23322 — “Projecdo cilindrica obliqua”, caracterizada por ser m / direcdo das
projetantes (fig. 63). |

Sao exemplos de projecao cilindrica obliqua:

233221 — "'Axonometria geral cilindrica”. (2)
233222 — “Projecdo cavaleira”, que pode ser estudada como caso particular d
anterior Axonometria geral cilindrica).

(L}
Poa) | w

Pl L ¥
\

Fig. 61 Fig.62 "

25 /r = 7/ A

234 — Posicdo do centro projetivo (P) ou (Poo), relativamente a figura fO a ser
pro,emda e ao plano de projegdo m, quando esses trés elementos sdo distin-
tos.'3 Correlat;ao com os teoremas dos itens 223 e 224,

Considerando o que foi analisado no item 22 e a aplicagdo dos teore-
mas basicos da relagdo entre f0 e f2 (item 223,pags. 79 e 87)e os referentes
ao contorno de f1 e f2 (figuras “1” e 22", conforme item 224, pégs. 87 a
91), esse estudo tem particular interesse pelas referidas relages.

(1) Tradugdo de “MULT-VIEW PROJECTION".

(2) Consultar GREGORY, R, MONIZ, in “Classificagdo dos Sistemas de Representagdo. Prin-
cipio Axonométrico, AXONOMETRIA”, publicado sob a forma de apostilha, pela Escola
Fluminense de Engenharia da U.B., em 1954, Posteriormente (1962) a Escola Nacional de
Engenharia da U.B. republicou esse trabalho. O autor defende o estudo dos "Sistemas
Projetivos” pelo principio axonométrico.

(3)  Extraido, com adaptagdes, da tese “PROJEGOES DA ESFERA ..." de Léa Santos de
Bustamante, pags. 70 a 72.
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2341 — O centro projetivo é ponto proprio (P):

23411 — (P)> 0> 7 ®

A figura fO esta
compreendida entre o
centro projetivo (P) e
o plano m (fig. 64).

Fig. 64

23412 - (P> m > fO

O plano de pro-
jecdo (P) esta compre-
endido entre o centro
projetivo (P) e a figu-
ra fO (fig. 65).

23413 — f0 = (P) = =« _ Fig. 66
O centro projetivo
esta compreendido entre . f2
a figura fO e o plano de (P)
projecdo m (fig. 66). ” i

2342 — O Centro projetivo é ponto improprio (Poo):

Do ponto de vista tedrico, ndo importa a posicao relativa entre (Poo),
fO e m, podendo se admitir:

(Poo) = m = fO ou (Peo) = fO = 7

Quando f0 admite jazida reta ou plano (inclusive pela hipotese da
decomposicdo de fO em secOes planas), é importante destacar a aplicacdo
dos teoremas 2232, 2233 e os relativos ao contomo aparente de f0 e f2,
conforme item 2243, que estudam a rglacéo entre fO e f2.
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235 - Denominagbes usuais atribuidas aos elementos da operacdo projetiva.
Conforme aplicagdo (Sistema Projetivo), podemos constatar denomi-
nacoes, como as constantes do seguinte quadro:
ELEMENTO DA DENOMINACAQ SISTEMA PROJETIV
OPERACAO PROUJETIVA EQUIVALENTE ONDE E
UTILIZADO
2351  — Figura fO a ser projetada Objeto, Figura. Perspectiva, Sistema
de Monge
Figura objetiva Axonometria
12 figura Homologia
2352  — Centro projetivo, Observador (olho Perspectiva
Polo ou vértice de do observador) Sistema de Monge
projegdes (P) ou (Poo). Ponto de vista
Foco luminoso Sombra
Foco objetivo Fotografia
Centro de homologia| Homologia
Centro de afinidade | Afinidade
Centro de homotetia| Homotetia
2353 — Projetante (figura 1) Raio visual Perspectiva, Sistema
de Monge
23531 — Projetante (reta) Raio luminoso Sombra
Raio de homologia Homologia
Raio de afinidade Afinidade
Raio de homotetia Homotetia
23532 — Projetante (plano) Plano visual Perspectiva
Plano limite Homologia
2354 — Plano de projecdo Plano do quadro Perspectiva
Axonometria

Projecdo cavaleira
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ELEMENTO DA
OPERACAQ PROJETIVA

DENOMINACAO
EQUIVALENTE

SISTEMA PROJETIVO
ONDE E

MAIS
UTILIZADO

2355 — Figura f2 (projecdo de
fO em ).

Vista, projecao.
Imagem

Perspectiva

Sombra (projetada)
Figura axonométrica
Figura homéloga ou
24 figura

Figura afim

Figura homotética
Projecao cavaleira
Epura'

Sistema de Monge
Perspectiva
Perspectiva
Sombra
Axonometria
Homologia

Afinidade
Homotetia

Projecdo cavaleira
Sistema de Monce
ou qualquer outro' "

236 — Emprego da expressio “sentido de visada”

Como recurso para auxiliar a abstracdo, raciocinio e visualizacdo espa-

cial, julgamos Gtil considerar:

2361 — ‘“‘Centro projetivo” como simbolo de observador.

Logicamente:

2362 — "Projetante’” (reta) sera raio visual e

2363 — "“Projecdo’ equivalera a vista.

Dai a expressdo “sentido de visada”, de larga aplicacdo a resolucdo
do problema de indicar a visibilidade de 0.

(1) Vocaoulo empregado no Sistema de Monge (item 233212). O professor Felippe dos Santos
Reis deu sentido mais amplo, utilizando-o para exprimir “‘a representativade um ser qualquer
(sentido universal da palavra ser) que possibilita descrever e obter qualquer das variaveis

geométricas, métricas ou de posicdo

39 Vol., pag. 21, 1964, R.J., de sua autoria.

. Transcrito de “Anélise Geométrica das Jazidas ..."



® | t
(P 7 A
/ (Poo)
//.. .

/ Fig. 67
f1

Quando o ceniro projetivo é ponto proprio (P), o “sentido de vj
podera ter aplicacdo para os itens 23411 e 23412 (figs. 64 e 65 pag.
sendo aplicado para o item 23413 (corresponde a denominada
virtual”’, fig. 66, pag. 101.

Tratando-se de centro projetivo improprio, indicado por d
conforme item 2342, pag. 76, teremos que considerar a possibili
desdobramento em “‘dois sentidos’’. Isso influira na resolucdo do
da visibilidade de fO (fig. 67).

ol Tl

®

f2 para o sentido de
visada 1
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CAPITULO 11l — APLICACAO AOS “SISTEMAS PROJETIVOS”

REPRESENTACAO PROJETIVA DA FIGURA

Historia“e finalidades.

Operacdes projetivas e suas propriedades.
Proposicoes fundamentais de posicao relativa a:
Duas retas.

Reta e plano.

Dois planos.

Inclinacao da reta ou do plano.

RELACAO ENTRE “f0" e “f2”

Representacdo projetiva dos entes fundamentais.

Estudo projetivo da posicdo relativa entre duas retas.

Peculiaridades dos “Sistemas Cilindricos”.

Peculiaridades dos “'Sistemas Ortogonais’’.

Peculiaridades dos “Sistemas Conicos”.

Estudo da relacdo entre f0 e f2, quando f0 ou plano 7, esta animado de movi-
mento de translagao.

CONCLUSOES FINAIS

Relativas aos “‘Sistemas Projetivos’’ mais utilizados na vida profissional.
Referentes a relacao entre f0, f1 e f2.

Quanto a possibilidade de generalizar a aplicacdo dos teoremas relativos a
fO € jazida reta ou plano.






107

CAPITULO 11
APLICACAO AOS
“SISTEMAS PROJETIVOS”

31 — REPRESENTAGAO PROJETIVA DA FIGURA.'"

310 — Historia e finalidades:

A "historia da representacdo da figura' tem idade do proprio homem(zl.

Entendida essa representacdo como servindo, entre outros "‘objetivos”, para
comunicar ou informar, ornamentar.

Esses objetivos obrigam, muitas vezes, o destague de informacdes que
levaram o homem a criar uma multiplicidade de “‘sistemas de representacdo
projetiva’. Desses, alguns ndo sd@o mais utilizados nos dias de hoje, outros,
aperfeicoados ou ndo, se compararmos com a época em que foram criados,
tém tido grande aplicagdo na atualidade.

— Operagdes projetivas e suas propriedades:
Pela natureza de nosso trabalho, destacaremos somente, os “sistemas
projetivos” que podem ser analisados como resultantes de:

“Projetar fO de um ponto fixo (P) ou (Pco)”,

“Cortar f1 com um plano 7".

Qualquer que seja f0, sua representacdo projetiva, isto é, sua trans-
formagdo em f2 (figura € m, depende das operacdes projetivas aplicadas,
sucessivamente a f0, de modo a se ter:

foN P 72 f1 s 7 .83

Conforme ji referido na “Representagdo projetiva de uma figura f0"
(item 226, Cap. |l, pdgs. 94 e 95), os inimeros sistemas de representagdo
projetiva existentes e os que vierem a ser criados, foram e serdo consequentes
de exigéncias de ordem técnica e profissional (via de regra, relacionadas com
informacdes de pertinéncia, posicdo de grandeza).

1) ltem 226, Cap. I, pags. 94 a 96.

2) REGO BARROS P. DE OLIVEIRA, M. IZABEL, in “A Geometria Descritiva nas Artes”,
péags. 18 a 20. GRAFICA EDITORA BAHIENSE, 1974,

Item 124, Cap. 1, pég. 46.
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312 —

3121 —

3122 —

3122V = proprio, significa que. (r) |f l (@3,

Os sistemas baseados em ‘“raciocinio matematico” (item 22612),
se fundamentam nas “‘operacGes projetivas’’, devem apresentar as correl
“propriedades projetivas”, dentre as quais, destacamos a pertinéncia={i
12521, Cap. |, pags. 48 a 50 21421, Cap. ||, pags. 71 e 72 e a reversibil
de (itens 12524, Cap. |, pags. 56 a 58 e 21424, Cap. |, pag. 75), merece
particular atencdo a importancia da “correspondéncia bi univoca' entre |
elementos de fO e f2, ou seja, correspondéncia que ndo possibilite my
plicidade de interpretacdo quanto a uma completa e precisa infor
de f0.

Em resumo, dado f2, conclue-se por essa representacdo projetiva,
as informacoes sobre fO e reciprocamente, dado fO, o sistema proje
escolhido deve ser tal, que seja possivel determinar f2, apresentando para
f0, “correspondéncia bi univoca".

Proposicoes fundamentais de posicao relativa a:

Duas retas.
=

&

coplanares

ndo coplanares l significando: que

“Duas retas podem ser

mesmo plano real (item 1112, Cap. |, pags. 20 e 21).

“Retas coplanares’” representam e determinam um plano real; adi

: : roprio
tindo também, um ponto em comum, ra-al“_j | ipmp‘:éprio l. quando as
retas estdo entre si I i ;)/u 4

“Retas ndo coplanares” representam, mas ndo determinam, um pl
e um ponto imaginério.‘z' Porque ndo admitem plano real comum, elé
também ndo possuem ponto real comum. :

Reta e plano.
“Uma reta (r) e um plano (&) admitem sempre um ponto em comum’’.

Quando esse ponto é:

(1) Sendo o ponto comum prbprio, emprega-se a expressdo geral “retas concorrentes™. N
posicdo particular de ser o ponto comum improprio, as retas s3o denominadas “‘paralela:
(item 1113, Cap. I, pags. 21 e 22).

(2)  Item 1112, Cap. |, pdgs. 20 e 21).

(3}  “Quando (r) L (@), (r) seréd | qualquer reta € (&) (teorema).
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— impréprio, significa que (r) // ().

Quando (r) tem dois pontos € (a), significa que (r) € ()2,
Consideramos essa posicdo como particular de “{ // (a)" porque,

todos os pontos € (r) estao equidistantes de (a), sendo essa equidistancia
nula.

3123 = Dois planos.

31231

31232

“Dois planos (a) e (B) admitem sempre uma reta em comum®.

Quando essa reta é:

— propria, significa que (a) If | B):

— impropria, significa que (a) // (B).

3124 — Inclinacao da reta ou do plano.

Seja uma reta (r) ou um plano (a) e m o plano de referéncia (admi-
tido ou ndo, como plano de projecdo).

(r)

(a), de méximo declive de (a) | forma com

“E o angulo que a reta I

sua projecdo ortogonal I ; I no plano 3,

r ;
:a;l byt i WUEEEE T
Quando @ sua inclinagdo = gl =15 inclinac@o de (r)
o
(r) // menor
()
ou (a), relativamente ao plano .
(1) Quando (r] // ), esse plano conteré retas que tenham a mesma direcdo de (r), Esse teorema

pode ser demonstrado com o seguinte raciocinio: “As retas € (@) e // (r) podem ser projecio,
conica ou cilfndrica de (r) em (). O plano projetante (f1) fica determinado pelo centro
projetivo (P) ou (Poo) e reta (r).

{2) Condicdo necesséria e suficiente de pertinéncia entre reta e plano.

(3) Reta de méaximo declive forma o maior angulo possivel com sua projecdo ortogonal no
plano de referéncia, Corresponde ao “retilfneo de dngulo diedro aar”’. Quando o plano de
referéncia estd de frente essa reta & denominada de “méxima inclinacdo”, expressio ado-
tada no Sistema de Gaspard Monge.
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2=

320 —

3201 —

3202 —

3203 —

321 =

3217 —

RELACAO ENTRE ““f0” E “f2"

Representagdo projetiva dos entes fundamentais:

Para qualguer sistema de representacio projetiva, a projecdo dofa::g.{ )
Ponto (A) é sempre outro ponto A.

Reta (r) é outra reta r ou ponto r = (r) N 7 (item 2231£ap. I, pags.
80). Se (r) // =, sua projecdo r // (r) e (A) (B) € (r) < AB € r (item 2232,
(Cap. I, pags. 80 a 85).

Quanto ao plano, sua representacdo projetiva é feita pela projecdo ¢
elementos necessarios e suficientes a sua determinacdo (trés pontos
colineares; uma reta e um ponto & reta; duas retas coplanares).

Estudo projetivo da posicdo relativa entre duas retas.
Sejam as retas (r) e (s), figs. 68 a 71

Quando (r) e (s), coplanares ou

ndo tém seus respectivos planos ®
projetantes, f1‘ e f‘t‘ 5)» distin-

tos, suas projecoes serdo retas r y

e s, distintas, concorrentes (fig. \< /
68) ou paralelas(fig. 69), conforme /

sejam concorrentes ou paralelos 1, 0 £1
os referidos planos projetantes. / {r) fs)

Fig. 68

(1)

No item 22 e sub itens, estudamos o assunto para possivel aplicagdo a qualquer




3212 — Se uma das retas (r) D centro
projetivo, proprio ou improprio,
duas hipoteses poderdo ser for-

muladas:
32121 — As retas (r) e (s) ndo sdo co-
planares: (Peo)
— suas projecoes serdao “‘um
ponto r'' = (r) N 7 (intersec3o
da reta (r) O centro projetivo, (n= ﬂ‘ :
r

com plano 7 % e "uma reta
s = (P) (s) N 7 ou (Peo) (s)
M m (intersecao do plano pro-
jetante ftm de (s) com o
plano de projecdo m). Verifi-
case que ponto r € reta s
(fig. 70).

32122 — As retas (r) e (s) sdo copla-
nares:

— suas projecoes serdo ainda
“um ponto " e “uma reta
s”, porém ponto r € reta s
( fig. 71).

Fig. 71

(1) Nessa hipbtese a projetante de (r) serd uma reta (r) = ﬂtr) e distinta do plano projetante
da reta (s) (item 2231, Cap. 1),



3213 — Se as retas (1) e (s) séo copla- P}
nares e o plano por elas deter-
minado O centro projetivo pro- d‘\
prio ou impréprio, é plano pro- / '
jetante comum as duas retas v, \
(F1(,, = f1,)), as projecdes se- \
rdo retas r = s, resultante da (r)
intersecdo do referido plano com (s)

o plano de projecao w item
2231, Cap. Il, pags. 79 e 80).

Fig.

3214 — Quando duas retas sdo perpendiculares ou ortogonais“},fig. 73,sua proj
geralmente apresenta deformado, o angulo reto existente entre elas.
significa que, ao referido angulo reto, corresponde por projecdo, via de r
um angulo agudo ou obtuso.

(P)
(Pos)

g
/ : R Fig. 73

Em casos particulares, a grandeza angular entre as projecoes das retas
poderé ser = 90°.

Sejam dadas retas coplanares (r) 1 (s).

Suponhamos uma esfera £ cujo centro (0) € plano (a) determinado
por (r) e (s).

{1)  Palavra de origem grega, significa “Angulo reto”. Equivale a palavra “perpendicular’’,
origem latina, significando “figuras que se cortam em &angulo reto’’, A expressdo ‘'re
ortogonais’’ tem sido utilizada para indicar posicdo relativa entre duas retas ndo coplan:
tais que, é sempre possivel, uma delas € plano | outra; ou construir terceira reta, perpen-
dicular a uma das duas, porém // outra.
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Consideremos a distancia (0) (M) = raio de £ sendo (M) o ponto de
concurso das retas (r) e (s).

Consideremos que (0) € m.

Sejam (A) e (B) os tracos de (r) e (s), respectivamente, no plano 7.
Logo (A) = A e (B) = B.

Verificase que (@) e 7 cortam £ segundo circulos maximos que admi-
tem como diametro comum (A) (B) € (a)m, sendo (Q) (A) = (0O) (B) =
= (0) (M) e & (A) (M) (B) = 90° (hipdtese).

Mas o circulo € , de diametro (A) (B) ou AB, também, é “arco capaz”’
de angulo de 90°. EntZo, a projetante do ponto (M), cujo traco ou projecio
M € referido arco capaz, sera o vertice dos angulos de 90°, cujos lados D
pontos (A) = A e (B) = B.

Entio & AMB = 90°.

A projetante (M)M podera ser relativa a (P} = centro projetivo proprio
ou (Pss) = centro projetivo improprio.

322 — Peculiaridades dos “Sistemas Cilindricos™:

Podemos concluir, do item 2232, Cap. Il, pags. 80 a 84, que se f0
admite jazida reta (j) ou plano (B):

(i)
B

3221 — f2 = f0 quando w // ou anti//

:é;l (Conforme fig.45,Cap. I1,pag. 82).

3229 ~ 60 ity de 90, ‘auandow £ 11 (Conforme fig. 47,

‘ sem ser m anti// ’ (i
(B)

Cap. I, pédg. 84).

3223 — Se fo(fig. 74)D (A) (B), (B) (C), (C) (D) ... € (j), f2 DAB, BC ... €], sendo:

(A)(B) _ (B)(C) _ (C)(D)
AB ‘BC <D

A demonstracao dessa proporcionalidade estd baseada nos A seme-
Ihantes, cujos lados € (j), j e a direcdo (P=) das projetantes.

Quando (A) (B) = (B) (C) = (C) (D) ...; AB = BC = CD = ... (fig. 75).
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3224 — Se f0 é constituida de retas (g) // (r) // (s)(fig. 74). f2 sera formada de

retas q // r // s. Dai a conclusdo:

“Retas entre si paralelas, se projetam segundo retas, também entre si
paralelas”.

A demonstracao desse teorema se baseia no sequinte:

— Os planos projetantes das retas (q), (r) e (s) estdo entre si paral
e sdo cortados por m, logo as intersecOes ¢, r e s sdo retas paralela

Quando o centro projetivo (Pes) € direcdo das retas (q), (r) e (s
respectivas projecoes serdo pontos q = ((q) N o), r = ({r) N 7), s = (ls)
(fig.74) .

(Poe)

\_”m ,

Fig. ! \
g. 77 {\ 2 (N
/ a= g0y $2EIOT
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323 — Peculiaridades dos Sistemas Ortogonais:”'
3231 — f0 é constituida de duas retas entre si perpendiculares ou ortogonais.

32311 — Teorema:
“Para que a projecao ortogonal do angulo reto, formado entre
duas retas, perpendiculares ou ortogonais, se apresente em verdadeira
grandeza, é condicdo necessaria e suficiente, estar um de seus lados // 7.

. 32312 — Demonstracao:
Conforme as trés condicdes contidas na hipOtese:

h (s)
— Sejam as "e‘a“'“l (s1) // (s) ou (r) L (8) e (s) € (8) (fig. 73;.l

— Suponhamos (r) // . P
S
(S1)

(a) 90 /
(r)
i

(S)

= oft 90}\
/ >
\ / b

— projetemos ortogonalmente em m, as retas (r) e (s). Sejam ainda,
(a) e (8), respectivamente, seus planos projetantes.

Esses planos sdo cortados pelo plano m, segundo retas am e &m.

oafr determina “r'* e &m, “s”, projecoes de (r) e (s) no plano 7.

Mas | (@ | Lm (1) #/ e (6) L (r) trés condices da hip.).

(8)
Sendo (r) // @, sua projecdo r // (r).2
Entdo r 1 (). Como s € (8), conclue-se: 5 liss

(1)  Caso particular do Sistema Cilfndrico (item 23321, Cap. I, pag. 99).
(2)  Item 3202,
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3232 — f0 € jazida reta ou plano.

32321

32322

— Teorema: ,

(C)
“A razao entre f0 €
jazida reta ou planoe f2 € 7 (Poo)
¢ igual ou menor que a uni- (A)
dade".m
(B)
A c
B 7
Fig. 79
— Demonstracio:

Seja f0 = A (A) (B) (C), fig. 79.

Suponhamos que o plano 7 de projecdo, esteja / (A) (B) (C)
rem m // (A) (B). A projecdo ortogonal & (A) (B) (C) em 7 sera
construindo projetantes // (Pw<) L (A) (B) e cortando essas pro
com 7 L (Poo). ]

Assim, obtém-se em @, A ABC, no qual se verifica:
AB = (A) (B), porque admitimos m // (A) (B), logo, quadril
AB(A) (B) = retangulo (projetantes (A)A e (B)B L m)

AC < (A) (C) porque 7 / (A) (C). Entdo, a figura AC(A)
pézio retangulo. Suas bases sdo as projetantes (A)A e (C)C.
menor AC corresponde ao que estd adjacente aos angulos retos jue
projetantes formam com .

Portanto AC < (A) (C). ;
Essa demonstracdo se aplica a relacio entre BC < (B) (C).
Logo, A ABC tem menor srea que A (A) (B) (C). '
Quando, A (A) (B) (C) // m, A ABC = A (A) (B) (C).

(1)  Caso particular do Teorema n® 2, item 2232, Cap. ||, pags. 80 a 84.
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324 — Peculiaridades dos Sistemas Conicos:

3241 — Teoremas:
paralelas (r1), (r1,),... (fig. 80)

concorrentes (r2), (r2,),. (fig. 81)
improprio (M1e)

“A projecdo conica de retas

cujo ponto comum é , sera constituida de retas

proprio (M2)
concorrentes r2, r2,, ... ) | M2
paratelas r1, r1,, ... Cujo ponto comum e | ., | quando esse
. . . (P) (M1ce) )
ponto ficar determinado por uma projetante P) (M2) na posicao

(P) (M1ec)M2 /
(P) (M2)M1oo // m

3242 — Demonstragao:
(r1, (r1,) (fig. 80)

(r2), (r2,)(fig. 81)

Sejam: — Duas retas que admitem (a) como

plano jazida.
— (P) = centro projetivo.

— m = plano de projecao.

: . (R1) (R1,)
Cortando (&) com 7, obtém-se em am 0s pontos S
ot [ iray | ® 1 (R2,) |y
= tracos de trtl il em 7. Esses pontos sdo “pontos unidos”
(r2) (r2,) £
porque suas projecoes em m = eles proprios: (R1) = R2 e (R1,) = R2,.
P) (M1
Projetando o ponto ::;T) , a projetante :P: :M?T, corta 0
M2 . 2
plano m em . Quando essa projetante se apresenta 7, o ponto
M1oo "
|M2 | s e as projecdes Y vey no plano 7, terdo que
Moo improprio e e I 2 ' 4
M2 improprio (M1ce)
ter , A
con M‘ml correspondente ao ponto préprio (M2)
L [ S 5
Portanto, as projecdes Ll se apresentam segundo retas
. 1

concorrentes
paralelas




325 — Estudo da relagio entre f0 e f2 quando fO ou o plano , estd animade
movimento de translat;é'o.‘”

3251 — Teorema relativo a projecdo cilindrica.

“A projecao cilindrica f2 n3o se altera, em forma e grandeza,
fO (invariante em forma e grandeza), descreve movimento de transla
direcdo da projetante, ou quando fO fica imo6vel e 7 se desloca em movi
de translacdo na direcdo (Pwo) (cada ponto €'f2 descreve reta projeta

Destaque da:
32511 — HIPOTESE — f0 ou m, descreve movimento direcionado por (Peol.

32512 — TESE — f2 conserva-se invariante em forma e grandeza.
Seja fO (fig. 82) constituido de pontos (A), (B), ....

Projetando fO de (Poo), gera-se f1, constituida de retas projetan’
! (Poo).

{1)  Movimento no qual todos os pontos da figura, fO ou plano T, tém em cada in
mesma velocidade e esta se mantém em diregdo constante. Se uma reta, determi
dois pontos quaisquer € figura, ela se conservaré paralela a sua posicao primitiva,
essa figura (fO ou 7 descreve translagdo.
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Cortando f1 com plano , gera-se f2 constituida de pontos A, B,....

Se ' f: I se desloca na direcdo (Pco) (hipbtese), cada ponto
' (A) | c l f0 (Poo) (A)
A m

(Pso) A
- - o N ¥ (A)
tante sera entdo, suporte ou jazida de todas as posicOes de Al

descreve reta projetante l I /I (Peo), Essa proje-

o ; . f0
Isso se verifica para todo o sistema de pontos que constituem a1

Assim, f1 é uma estrela ou feixe de retas projetantes de centro impréprio
(Po), tendo cada uma dessas retas, ndo somente a funcdo de projetante,

il A <
mas de “‘suporte” ou “jazida” de pontos | (A) ] correspondentes as
e 5 fo e
varias posicoes desse ponto, quando % se desloca direcionado por (Peo).
el . fo #AP
O mesmo se verifica para os demais pontos € o Ao “sistema

o ; fo 2 :
de pontos” que constituem 2l corresponde ‘“‘somente um sistema de

IO\:‘M \
&

I :g pode ser constitufda de retas. Com as devidas adaptacdes

retas projetantes 1",
Portanto, para as in-
finitas posicoes de | f: I
direcionado por (Peo), exis-
te somente uma figura f1,
que cortada pelo plano 7,
produzird f2, Como f1 é

unica, f2 sera invariante em
forma e grandeza para qual-

quer deslocamento de | f: l

na direcdo (Peo).

chegaremos a mesma conclusdo.

3252 — Teorema relativo a projecdo conica (Figs. 83 e 84).

conserva-se invariante deslocou-se
; ; ; quando fO | .
varia homoteticamente fica imovel

“A projecao f2
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i " | animado de movimento de translacdo
) plano 7 desloca-se // posicdo primitiva
um de seus elementos, ponto ou reta, descreve projetante do sistema cé

de modo que

As projetantes que constituem f1, representam a trajetoria dos varic
entes € I f: I e possibilitam que ' :g I nao varie de forma.

conserva invariante
varia homotéticame
desloca-se l I varia homotéticamente I
permanece fixo |’ conserva-se invariante

O mesmo ocorre com a grandeza. Quando f0

sua grandeza, e T

. & redu BIM-5¢

No sistema conico de jeca i f I .
i projecdo, as figuras, fO ou f2 ampliam il

pequeno

grande I quando f0 ou 1

em grandeza, tendendo para o infinitamente

proximo

afastado I de:{F). ‘

esta infinitamente (

Esses teoremas (3251 e 3252) sdo coroldrios do estudado no item
2232, Cap. I, pédg. 80.
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33 — CONCLUSOES FINAIS

331 — Todos os sistemas projetivos que adotam centro projetivo, ponto préprio
ou impréprio, podem ser estudados como aplicacdo das operacdes projetivas:

“PROJETAR" e “CORTAR"

332 — A relaca@o entre as figuras fO (figura dada), f1 (figura resuitante da “‘operacdo
projetar f0"') e f2 (figura obtida pela secdo que o plano 7 de projecao, pro-
duz em f1) pode ser sintetizada nos seguintes teoremas:

NO 2231

N© 2232

N© 2233

NO 2241

NQ 2242

(Cap. Il, pags. 79 e 80).
“Quando fO admite jazida | reta (j)

biano 1 I e o centro projetivo (P)

ou (Peo) € ' (g: , a projecdo f2, de fO sera:

e

ponto (j) N m
reta (B) N«

{Cap. Il, pags. 80 a 85).

“Quando fO admite jazida | reta (j)

plano (8) | € © centro projetivo {P)

ou (Peo) & | Eg) , sua projecao f2 sera:

I) = fO se o plano de projecio m // I ((IB)} I ou m anti/ | :g}

I1)  homologa de fO (homologia geral ou afinicade) se o plano de
projecdo m /. I (d;) nao sendo 7 anti// | :é; :

(Cap. I, pags. 85 a 87).

ta 3G
Quando w // elemento de f1, projetante ' :ano l, a projecao f2

ponto

improprio/a”.
e | imerop

apresentara elemento correspondente, l
(Cap. Il, pags. 87 a 89).

“Se f1 é tri-dimensional e admite contorno “2£1”, constituido
de retas, esse contorno é figura bi-dimensional (superficie). As
posicoes das projetantes € e {1 estdo tangentes a fO ou ne-
la apoiadas”.

(Cap. I, pags. 89 e 90).
“Se f1 admite contorno £1, f2 também admitird contorno 22,
sendo 22 traco de £1 em =".



122

N© 2243 (Cap. Il, pag. 90 e 91).

“A projecdo da linha (a) de contato ou de apoio, entre €1 e fo
é a2 = 02",

333 — Para generalizar os teoremas referidos no item 332, torna-se necessario
admitir que qualquer figura € jazida possa ser determinada por uma estrutura
composta de figuras que admitem jazida reta ou plano.
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