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I - INTRODUÇÃO

Desde os mais remotos tempos, o homem se preocupa em obser-
var e interpretar a Natureza, através atividades que se convencionou
chamar Arte e Ciência. A História nos ensina que 'essas duas ativi-
dades têm tido desenvolvimentos paralelos. As épocas de grandes
produções artísticas são, também, via de regra, férteis em grandes
progressos científicos. De fato, Ciência e Arte não só caminham pa-
ralelamente, como se entrosam e, curioso é notar, freqüentem ente a
Arte abre caminho à Ciência. Muitas pesquisas científicas têm sido
feitas em tôrno de manifestações artísticas e para justificar tais
manifestações, mas também é certo que a Ciência aprimora a Arte,
porque não só lhe fornece os fundamentos técnicos para o seu de-
senvolvimento, como auxilia a educação da sensibilidade artística,
formando no artista a mentalidade do pesquisador.

Dentre os ramos da Ciência que mais se entrosam com a Arte,
está a Matemática e, dentro desta, a Geometria, principalmente a
parte que se convencionou chamar Geometria Deseritiva. A Geome-
tria, e em particular a Descritiva, são eficazes ferramentas da Arte.
O genial Leonardo da Vinci descobriu importantes leis de perspec,
tiva, as quais procurou provar com os recursos do seu grande talento.
Somente mais tarde, com o método do imortal matemático francês
Gas+ard Monge, tais leis foram confirmadas pela Geometria Des-
critiva. Muitas outras observações idênticas poderíamos citar. Para
que se não alongue esta introdução, indagamos o seguinte: não es-
tará a chamada "Arte Moderna" ligada aos mais recentes conceitos
da Matemática? As concepções da Geometria de Poncelet, com suas
teorias sôbre a Geometria Proj etiva, com o estudo de homología
plana e espacial, as modernas teorias sôbre Axonometria, não s-erão
'Osfundamentos científicos de tal Arte? Estamos convencidos de que
se pesquisarmos melhor, se estudarmos mais profundamente a Geo_
metria Descritiva, como já está sendo realizado nas nações mais
adiantadas do mundo, teremos uma resposta afirmativa a tal in-
dagação.

Bar esta razão, orientamos nosso trabalho de acôrdo com essa
convicção. Eis porque, ao lado do estudo das "Projeções da esfera",
incluimos, se bem que em caráter introdutório, o de "Transforma-
ções homológicas do sistema projetivo da esfera". A L' Parte, de-
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dicada principalmente à Geometria Métrica e Projetiva, serve de
fundamento à 2." Parte, concernente à Geometria Descritiva, além
de "Conclusões" e "Aplicações" específicas do trabalho proposto.

~s "Conclusões" evidenciam como se pode sintetizar o estudo da
Geometria Descritiva quando se orienta êsse estudo pela Geometria
Projetiva. Recomendamos esta síntese como um estudo de cúpula,
de visão geral e de unificação, sempre útil a quem se dedica a qual-
quer atividade, principalmente de caráter artístico ou científico.

Nem sempre pudemos evitar fossem apresentados neste traba-
lho conceitos e propriedades já conhecidos e divulgados. Entretanto,
o fizemos com dois propósitos:

1.0 - pretendemos dar cunho didático a nosso trabalho;
2.° - freqüentemente, precisamos nos basear em tais conceitos

e propriedades para tirar conclusões ou deduzir outras
propriedades.

Devendo a maior parte de nossa formação de nível superior à
Escola Nacional de Belas Artes, que há mais de século e meio vem
formando gerações de artistas e técnicos, muitos dos quais de re-
nome universal, não podemos deixar de consignar aqui nosso teste-
munho de gratidão a essa Casa, onde haurimos os alicerces que nor-
te iam nossas atividades profissionais.

Desejamos agradecer, especíalmente, a dois ilustres mestres, Dr.
Alvaro José Rodrigues e Dr. Roberto Muníz Gr·egory. O primeiro, pela
ínexgotável messe de seguros conhecimentos que, na Geometria de
Monge, pôs ao nosso alcance; o segundo, a quem assistimos como
Técnico Especializado, durante mais de três anos, proporcionou-nos
a feliz oportunidade de ampliar êsses conhecimentos, pois encontra-
mos em Roberto Muníz Gregory não apenas o catedrático renomado,
mas também, o mestre dedicado, ao qual devemos grande parte de
nossa iniciação à Geometria Descritiva Moderna.

NOTAÇõES

Usamos notação ja empregada no trabalho: "Casos em
que os eixos dos triedros são lugares geométricos dos centros das
secções triangulares", que apresentamos, em 1957, à Congregação da
Escola Nacional de Belas-Artes da Universidade do Brasil, para obten-
ção do título de livre docente de Geometria Descritiva daquela Escola.

Naquele trabalho, como no presente, adotamos muito da notação
empregada pelo professor Roberto Muniz Gregory, para as diversas
representações de pontos, linhas e planos. ~sse eminente professor,
por sua vez, inspirou-se no célebre geômetra italiano Luigi Cremona.
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Relativamente aos elementos fundamentais, a notação cremo-
niana denomina um ponto por letra maiúscula do alfabeto latino,
uma linha por letra minúscula dêsse mesmo alfabeto, um plano por
letra minúscula do alfabeto grego.

Partindo dêsse princípio, e a exemplo do que fez o professor
Grezorv, distinguimos um ponto ou uma linha de suas respectivas
projecõ=s, colocando entre um parênteses êsse ponto ou essa linha.

Assim, tratando-se de um ponto do espaço e de sua projeção sôbre
um plano:

(A) corresoonde ao ponto do espaço e A à sua projeção sôbre
um plano.

O mesmo se observa relativamente às linhas:
(m) corresponde à linha no espaço e m à sua projeção sôbre

um plano.
Quando a denominação se refere a um ponto ou uma linha im-

próprios, acrescentamos 'O sinal 00, como índice, às respectivas letras
que dão nome a êsses elementos.

Assim: Aoo é projecão de um ponto (Aoo), ímprónrío.
Quando a reta resulta da ínterseccão de dois planos, poderá ser'

designada pelas letras gregas que denominam os planos que lhe
deram origem.

Dêsse modo, a reta resultante da íntersecção dos planos a e f3
será .()! R.

Quando se trata de ponto ou línha rebatidos, colocamos, entre
.parênteses, a letra que designa um dêsses elementos, e fora do pa-
rênteses, corno índice," um número índícatívo da ordem do rebati,
mento.

Assim: (S) 1 corresponde ao 1.0 rebatímento do ponto (S);
(S) 2 corresponde ao 2.° rebatimento do ponto (S).

Denominamos os sólidos por letras maiúsculas do alfabeto grego.
Suprindo deficiência de recurso tipográfico, usamos e = psr.,

tence, em substitui cão ao símbolo adotado para a palavra "pertence"
pelo matemático G. Peano (natural da Itália). O símbolo de G. P.eano
lembra aquela letra grega, razão pela qual a empregamos.





II - BREVE APRECIAÇÃO SôBRE CURVAS CôNICAS

1) CÕNICA COMO LUGAR GEOMÉTRICO

Geometricamente, pode-se considerar a cônica como uma curva
plana, lugar geométrico dos pontos cujas distâncias a um ponto
fixo (foco) e a uma reta fixa (diretriz), pertencente ao plano da
curva, estão entre si, numa razão constante k.

Quando k é menor que a unidade, a cõníca é uma elípset quando
igual a unidade, uma parábola e, quando maior que a unidade, é
uma hipérbole.

Sabe-se que, analiticamente, em coordenadas retilíneas, essas
curvas traduzem-se por equações tio 2.0 grau, o que justifica serem
também denominadas curvas do 2.0 grau.

Verificaremos mais adiante (pág. 40) como, em Geometria Pro,
[etíva, se pode conceítuar tal curva.

2) CõNICA COMO RESULTANTE DA SECÇÁO PLANA DE UMA
SUPERFíCIE

Pesquisas históricas demonstram que os primeiros estudos sôbre
cônicas datam de Platão (1). A consideração dessa curva como re-
sultante da seccão plana de uma superfície cônica de revolução teve
em Apolloníus de Perga o primeiro estudo de vulto e sistematizado
sôbre o assunto (2). A .denominação "côníca" resulta dêsse estudo.

Posteriormente, oom o desenvolvimento das ínvestãgações em
tôrno de certas superfícies, denominadas quâdrícas, constatou-se a
natureza, também côníca, das secções planas de tais superfícies .

.----_._--
(1) Platão introduziu em seus estudos o método analítico, as secções

cônicas e a doutrina dos lugares geométricos (ver "Quádricas de revolução"
de Roberto Muniz Gregory, pág. 3. Rio de Janeiro, 1949 trabalho apresen-
tado à Congregação da Escola Nacional de Engenharia da Universidade do
Brasil, no concurso para provimento do cargo de professor catedrático de
Geometria Descritiva, Elementos de Geometria Projetiva, Perspectiva, Apli-
cações Técnicas>.

(2) Deve-se a Apollonius de Perga as generalizações, as construções
e os teoremas referentes às secções feitas por planos na superfície de um
cone circular... (ver "Geometria Descritiva" de Álvaro José Rodrigues, 3.-
edição, "Ao Livro Técnico" - Rio - 1960.
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Poncelet provou que um plano impróprio secciona uma quádrica
segundo uma côníca,

Outras superfícies, como as quártícas, podem, em certos casos,
admitir secções cônícas (superfícies pseudo-appollônícas) .

3~ CõNICA COMO RESULTANTE DA INTERSECÇAO DE DUAS
SUPERFíCIES

A intersecção de duas superfícies pode, também, dar origem a uma
cônica. Na pág. 28, citaremos alguns teoremas relativos ao assunto.

4) CõNICA GOMO RESULTANTE DA PROJEçaO DE OUTRA
CõNICA ou DE UMA CURVA REVli:SSA

No caso de projeção de outra cônica recaímos na hipótese de
secção da superfície cônica ou cilíndrica do 2.0 grau, cuja diretriz é
a cônica a ser projetada. No caso de projeção de uma curva revêssa,
temos, ainda, a secção de uma superfície cônica ou cilíndrica do 2.0
grau na qual a curva revêssa diretriz resulta, geralmente, da ínter;
secção entre duas quádrícas, obedecidas determinadas condições (3).

5) PR.oPRIEDADES DAS CõNICAS

1) Com relação a urna reta de seu plano:

"Uma reta e uma cônica têm em comum dois, e sõmen,
te dois pontos:

a) reais e distintos - caso da reta secante à cônica:
bl reais e confundidos - caso da reta tangente à.

côníca:
c) imaginários (4) - caso da reta exterior à côníca",

II) Com relação a outra cônica:

"Duas cônícas têm em comum quatrc, e somente quatro
pontos:

(3) Diversos autores tratam dêsse assunto. Assim, por exemplo, no
livro "Exercices de Géométrie Descriptive, par F. J., troisiêrne édition, chez
les éditeurs" Tours Alfred Mame et Fils - Paris Ch. Poussielgue, Rue Cas-
sete, 15 - 1893,pág, 623 e seguintes, destacamos o teorema: "A intersccção
de duas quádricas que têm um plano principal comum se projeta sôbre êste
plano segundo uma cônica".

(4) O conceito de imaginário foi introduzido na Geometria para prover
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a) todos reais - ca;so, por exemplo, de duas cônicas
secantes;

b) reais e imaginários (4) - caso, por exemplo, de duas
cônicas que têm somente dois pontos reais de se,
cância;

c) todos imaginários (41 - caso em que as duas côní-
cas não têm pontos reais em comum.

uma necessidade de maior generalização, permitindo que aquela pudesse
acompanhar os outros ramos da Matemática.

Dêsse modo, admite-se que os problemas tenham sempre solução, tal
qual se faz, por exemplo, em Analítica. Problemas como o da íntersecção
entre uma cônica e uma reta de seu plano têm sempre solução, isto é:
"uma cônica e uma reta do seu plano são sempre secantes". Na
solução pela Analítica, quando a reta é exterior à cônica a solução do sis-
tema de equações correspondente nos fornece números imaginários con-
jugados (ou complexos conjugados); na solução pela Geometria, a reta é
traçada exterior à cônica e diz-se que os dois pontos de secãncía são ima-
ginários, isto é, não têm existência real.

Deve-se a Poncelet, com o seu célebre "Princípio da Continuidade" a
extensão dos imaginários à Geometria (ver Justo Pascali, pág. 244, 2.' Ed.
2.' Reimpresion, B Aíres - Centro Estudiantes de lngenieria de B. Aires
- 1952).

Nas págs. 52 a 57 em "Secções circulares", faremos breve referência aos
imaginários.



•



m BREVE APRECIAÇÃO SôBRE SUPERFÍCIES

1) SUPERFÍCIES - SUPERFÍCIES DE REVOLUÇÃO

Não nos deteremos com a análise dos diversos conceitos de su-
perfícies já conhecidos. Quaisquer dêles, como por exemplo, o de
Monge, satisfaz ao estudo que pretendemos desenvolver. Também
n.ão nos aprofundaremos quanto à forma de ser gerada uma supor ..
fície. Sabemos que inúmeras são as maneiras de conceber tal ge-
ração, como seja:

a) Pelo movimento de uma linha plana (geratriz), sujeita no
seu movimento a determinadas condições (lei de geração);

b) Pela envoltória das diversas posições de uma superfície (ge-
ratríz) , que se desloca segundo determinadas condições.

Podemos verificar que, para conceituar essa geração, e mesmo
para os estudos sôbre as diversas superfícies, tornou-se necessário
introduzir elementos que podem ou não pertencer à superfíci, mas
que participam do sistema que permite conceber sua geração. Ésses
elementos são: geratriz, diretriz e lei ou condição que associa uma
a outra, permitindo sistematizar a geração da superfície.

No caso particular das superfícies chamadas de revolução, ou
seja, daquelas superfícies que "resultam do movimento de rotação
de uma linha (geratrtz) , invariável em forma e grandeza", na ex-
pressão "movimento de rotação" está contida a "lei de geração" E' a
"diretriz". Salfémos que outros conceitos podem ser admitidos para
a g-eração dessas superfícies; porém, pela ímportâncía de suas apli-
cações, êsse é dos mais generalizados e o responsável pela denomi-
nação "superfície de revolução".

Verificamos, também, que os já conhecidos elementos de uma
superfície de revolução, como eixo, meridiana, paralelo .etc., são ge-
ralmente definidos em função dessa conceítuação de superfície de
revolução.

2) QUÁDRICAS

a) Apreciaç.ão geral

As quádricas pertencem ao grupo das superfícies que têm por
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geratriz uma cônica cujo eixo de simetria descreve um. plano. No seu
movimento, a côníca pode variar segundo formas homotétícas, de
modo a se apoiar, constantemente, em outra cônica.

Analiticamente, em coordenadas retilíneas, essas superfícies são
representadas por equações do 2.0 grau, o que faz sejam, também,
denominadas "superfícies do 2.0 grau". Na pág. 40, teremos a opor-
tunidade de dar a conceituação que em Geometria Projetiva se pode
estabelecer para essas superfícies, em paralelo com as cônícas.

Classificaremos as quádrícas em:

a) planificáveis ou desenvolvíveis;
b) não planífícáveís ou reversas.

Pertencem ao grupo das quádricas planificáveis ou desenvolvíveis
as superfícies cônicas e cilíndricas do 2.0 grau.

Pertencem ao grupo das quádrícas não planificáveis ou reversas
as seguintes superfícies: elipsóides (esfera em particular), híperbo-
lóides de uma e duas fôlhas, parabolóides, parabolóide híperbólíco.

b) Propriedades das quádricas

1) "Uma reta (que não seja geratriz, nem diretriz) e uma quá-
drica têm em comum com ela, dois e somente dois pontos:

a) reais e distintos - caso em que a reta é secante à su.,
perficíe;

b) reais e confundidos - caso em que a reta é tangente à
superfície;

c) imaginários (5) - caso em que a reta é exterior à su-
fície".

Quanpo a reta é geratriz ou diretriz, ela terá mais de dois pontos
em comum com a superfície, isto é, pertence à superfície.

2) "Todo plano corta uma superfície do 2.0 grau segundo uma
curva do 2.0 grau (côníca) , pois tôda reta do plano secante
encontra a superfície em dois pontos:

I - se o plano for impróprio (plano absoluto ou plano do
infinito) (6), a quádrica é cortada segundo uma:

a) cônica real (caso dos hiperbolóides de uma e de
duas fôlhas e 'Outras superfícies cônícas do 2.0 grau) ;

(5) O conceito de imaginário serve, nessa propriedade, para genera-
lizá-Ia, tornando-a sempre possível.

(6) Ver págs. 52 a 57 "Secções circulares", onde faremos breve referên-
cia aos elementos impróprios.
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b) cônica imaginária (caso dos elípsóídes e da esfera,
em particular) ;

c) cônica degenerada em duas retas reais (caso do pa,
rabolóide hiperbólico) ;

d) cônica degenerada em duas retas imaginárias que
têm um ponto real comum, na direção do eixo da
superfície (caso dos parabolóides: o ponto real co-
mum é o ponto de tangência entre as mencionadas
superfícies e o plano impróprio; caso das superfí-
cies cilíndricas do 2.0 grau: o ponto real comum é
o ponto de secância entre as citadas superfícies e
o plano impróprio.

:II - se o. plano for próprio:

1.0 - sendo tangente à superfície, a quádrica é cortada
segundo uma côníca degenerada em:

a) duas retas reais e sempre distintas, visto ser
o ponto de contato um ponto duplo (caso dos
hiperpobolóides de uma fôlha, parabolóide hí;
perbólíco) ;

b) duas retas imaginárias e sempre distintas,
cujo ponto de contato é um ponto dupln
real (7) (caso dos elípsóídes, em particular
esfera; hiperbolóides de duas fôlhas; para-
bolóídes) ;

c) duas retas reais e confundidas, visto serem
todos seus pontos de contato, pontos duplos
(caso das quãdrícas cônicas e cilíndricas).

2.0 - sendo secante à superfície, a quádrica é cortada
segundo:

a) uma conzca real: elípse: círculo em partí;
cular; parábola ou hipérbole - se as geratri-
zes da superfície tíverem traços reais e dis-
tintos no plano secante (caso das quádricas em
geral) ;

b) uma cônica real reduzida a um ponto, se a
quádríca for uma superfície côníca e se o pla-
no só tiver em comum com tal superfície o
vértice;

(7) Sabe-se que o ponto comum a duas retas imaginárias pode ser
real (ver "Quádricas de Revolução" de -Roberto Muniz Gregory, pág. 10,
§ 3.°, já citado em nota de roda-pé da pág: 13.

19
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c) uma cônica real degenerada em duas retas
concorrentes, se a quádrica fôr uma superfí-
cie côníca e o plano contive~ duas de suas
geratrizes;

d) uma cônica tmaomarta, se as geratrizes da
superfície tiverem traços imaginários no plano
secante (caso dos elipsóides; esfera em par-
ticular; parabolóides - sendo o plano secan,
te exterior à quádrlca).

Pelo exposto no n.? II , ítem 1.0, conclue-se que:

1°) Tôda quádríca admite dois sistemas de geratrizes retilíneas reais
ou imaginárias. Quando as gera trizes são reais, a quádrica é
denominada retilínea; quando imaginária, ela se denomina
curvilínea. Assim, tôda quádrica curvilínea, só admite como
geratriz real a linha curva.

2.°) Podemos identificar uma quádrica adotando critério baseado
em suas propriedades. Assim:

"Quádrica é uma superfície que pode ser interceptada por:

a) uma reta qualquer, em dois e sõmerute dois pontos;
b) uma plano qualquer, segundo uma côníca".

3) PROPRIEDADES DE UMA SUPERFÍCIE DE REVOLUÇãO (8)

1.~- "A perpendicular ao eixo, traçada por um ponto qual-
quer da geratriz, conserva-se perpendicular a êste eixo,
qualquer que seja a posição da geratriz".

2.• - "O segmento de perpendicular ao eixo, compreendido
entre a gera triz e o eixo, para qualquer posição da ge-
ratriz, tem sempre a mesma grandeza".

3.• - "Os planos meridianos são planos de simetria da su-
perfície".

4.• - "As meridianas são linhas simétricas em relação ao
eixo da superfície".

5.• - "Os paralelos e as meridianas são dois sistemas de li-
nhas ortogonaís".

6." - Por qualquer ponto da superfície passa sempre um

18\ Apresentamos as propriedades das superfícies de revolução com o
objetivo de "9Jicação ao caso particular da esfera.
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sistema formado de um paralelo e 'uma meridiana, e
somente um".

7.' - "Qualquer meridiana pode ser considerada como uma
gera triz da superfície (hipótese da geração pela ro;
tação de uma linha) ".

8.' - "Tôdas as meridianas de uma superfície de revolução
são iguais entre si".

9.• - "Os paralelos de uma superfície de revolução são sem-
pre circulares".

4) ESFERA

a) Apreciações gerais

A esfera é considerada superfície de revolução padrão.
Conforme é sabido, sua geração pode ser concebida de diver-

sas maneiras, sendo das mais divulga das aquela que considera êsse
sólido como resultante do movimento de rotação de um semi-círculo
em tôrno de s·eu diâmetro.

Freqüenteme'll.te, confunde-se o emprêgo das palavras "esfera"
e "superfície esférica", usando-se a primeira em lugar da segunda,
tio mesmo modo que se emprega "círculo" por "circunferência de
círculo" (vide "Traité de Géométrie" pág, 156, Eugêne Rouché e Ch.
de Comberousse, 7.iême édition, 2e. partie. Géométrie dans I'espaee,
ed. Gauthier-Villars, Paris, 1900).

Sabemos que:

I - "Qualquer reta que contenha IQ centro da esfera po-
derá ser eixo da superfície".

n - "Qualquer círculo máximo de uma esfera pode ser sua
merídlana desde que se considere como eixo a reta su-
porte de um diâmetro dêste círculo (essa reta servirá de
eixo de revolução para geração da superfície esfé-
rica) ".

ln - "Qualquer meridiana pode ser considerada como ge-
ratriz da superfície".

b) Propriedades das superfícies esféricas

As propriedades já estudadas de um modo geral para as quá ,
dricas serão, agora, particularizadas para a esfera. Assim:

1.' - "Uma reta e uma superfície esférica têm em comum dois
e somente dois pontos:

a) reaís e distintos
esférica;

caso da reta secante à superfície
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b) reais e confundidos - caso da reta tangente à super-
fície esférica;

c) imaginários - caso de reta exterior a esfera, segundo
a distância do centro da esfera à reta seja menor, igual
ou maior que o raio da esfera".

2.' - "Todo plano oorta uma superfície esférica segundo um cír,
culo, e somente um círculo, cujo centro é o traço, nêsse
plano, do raio esférico a êle perpendicular:

a) o círculo é real de raio ::/= O se o plano fôr secante à
esfera;

b) o círculo é real de raio = Ose o plano fôr tangente à
esfera;

c) o círculo é imaginário se o plano fôr exterior à esfera".



IV - TANGÊNCIA E SECÂNCIA

1) CONSIDERAÇÕESGERAIS

Se duas superfícies têm uma linha cujos pontos pertencem símul-
admitem

tãneamente a ambas, e se estas duas superfícies J-------
não admitem

planos tangentes comuns ao longo de todos os pontos da referida
"contato"

linha, diz-se que essa linha é de 1-----1 e que, ao longo dela,
"secância"

"concordantes ou tangentes"
as superfícies são 1 1

"secantes".

2) PLANOS TANGENTES - CONCEITO; DETERMINAÇAO:

O plano tangente a uma superfície qualquer é o lugar geomé-
trico das retas respectívamente tangentes a tôdas as curvas da su-
perfície que passem pelo ponto de contato.

Demonstra-se, em Geometria Analítica, que o conjunto de tôdas
as tangentes às inúmeras curvas da superfície que podem passar pelo
ponto de contato, pertencem, a um único plano, a menos que o ponto
de contato seja um ponto singular.

Empregando a linguagem da Geometria Projetiva, verífícamos
que:

"Plano tangente a uma superfície qualquer pode ser considera-
do suporte de retas que têm como centro o ponto de contato e como
raios, as tangentes traçadas às inúmeras curvas da superfície que
passam pelo 'ponto de contato".

Daí, podemos tirar a seguinte conclusão:

"Um plano tangente a uma superfície qualquer fica su-
ficientemente determinado por duas retas tangentes a
duas curvas distintas, pertencentes às superfícies, que
passam pelo ponto de contato (exceção para os pontos
singulares") .

Evitando alongar demasiadamente êste trabalho, não faremos
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estudo minucioso sôbre "Teoria Geral dos Planos Tangentes". Líml.,
tar.nos-emos a destacar, ainda, o seguinte:

- Se temos que determinar um plano- tangente a uma superfí,
cie retilínea, devemos observar a seguinte propriedade:

"O plano tang-ente num ponto da superfície contém qualquer
geratriz retilínea dêsse ponto:

a) se a superfície retílínea é planificável, o plano tangente num
ponto da superfície o é, também, ao longo de tôda a geratriz
retilínea que passa no ponto de contato, sendo um e úníco
para todos os pontos que pertençam à geratríz do ponto de
contato; :

b) se a superfície retilínea é reversa, embora o plano tangente
contenha tôda a geratríz do ponto de contato, êle só é tan-
gente, à superfície, apenas num ponto da geratriz - o ponto
de contato, porque nos demais pontos êle é secante à super-
fície; o plano tangente à superfície varia para cada ponto
da gera triz (lei de Ohasles) :

i
c) se duas superfícies têm uma geratriz retilínea comum e em

três pontos distintos dessa geratriz admitem planos tangen-
tes comuns, aquelas superfícies são concordantes ao longo
dessa geratriz.

E' de ressaltar a particular importância da discussão e ínterpre,
tação da lei de Chasles, que permite generalizar 'o estudo de planos
tangentes para qualquer superfície retilínea.

3) PROPRIEDADES DOS PLANOS TANGENTES A UMA SUPERFÍ-
CIE DE REVOLUÇAO E, EM PARTICULAR, A ESFERA

a) Superfície de revolução

Por demais divulgadas, Iímítar-nos.emos a enunciar as proprie-
dades relativas aos planos tangentes a uma superfície de revolução
e, em particular, à esf-era. Essas propriedades correspondem a teore-
mas cujas demonstrações são bem conhecidas e cujos enunciados se
seguem:

1.') "O plano tangente a uma superfície de revolução é per-
pendicular ao meridiano do ponto de contato".

2.') "A normal à superfície de revolução está contida no me;
rídíano do ponto de contato". (Corolário da 1.').
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3.') "A tangente à meridiana concorre com o eixo da superfície
de revolução".

4.') "As tangentes traçadas de um ponto pertencente ao eixo
de uma superfície de revolução e exterior a esta superfície
estão contidas nos seus meridianos e seus pontos de contato
pertencem a um mesmo paralelo".

9.') "As normais à superfície de revolução, relativas a um seu
paralelo concorrem num mesmo ponto do eixo da super-
fície. il:ste ponto de concurso é o centro da esfera tangente
à superfície ao longo do referido paralelo".

5.') "As tangentes à superfície de revolução ao longo de um
mesmo paralelo e pertencente aos planos merídíanos, for-
mam ângulos iguais com o plano do paralelo e concorr-em
em um mesmo ponto do eixo da superfície". (Corolário
da 4.')

6.') "O plano tangente num ponto qualquer de uma superfície
de revolução contém sempre a tangente à meridiana dêste
ponto e concorre com o eixo". (Corolário da 4.')
Podemos, então, reunir os dois últimos corolários no se-
guinte:

7.') "O lugar geométrico das tangentes às meridianas que con-
corroem ao mesmo ponto do eixo de uma superfície de re-
volucão é a superfície côníca de revolução circunscrita, cujo
vértice é o ponto de concurso das tangentes e que tem,
como linha de contato, um círculo paralelo, lugar geomé-
trico dos pontos de contato das tangentes".

8.') "A superfície de revolução é a envolvente de tôdas as super-
fícies cônícas de revolução circunscritas à primeira super-
fície, cujos vértices pertencem aos seus eixos".

10.') "Qualquer esfera inscrita na superfície de revolução tem
seu centro sôbre o eixo da superfície, e a linha de contato
entre as duas superfícies é sempre um círculo paralelo de
ambas as superfícies (admitindo que a esfera tenha seu
eixo coincidente com o da superfície)".

11.') "O lugar geométrico das tangentes a uma superfície de re-
volução, paralelas a uma direção perpendicular ao eixo da
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superfície de revolução, é uma superfície cilíndrica que cir-
cunscreve a de revolução ao longo de uma de suas merí-
dianas e é perpendicular ao plano desta meridiana".

b) Esfera

Todos os teoremas apresentados para as superfícies de revolu-
ção se relacíon.an com a esfera. Límítar.nos.emos, somente, a des-
tacar as propriedades dos planos tangentes relativas de modo es-
pecial à esfera ou, pela sua grande aplicação, a repetir alguns teore,
mas já conhecidos, mas adaptando-os ao caso da esfera.

A

1.0) "A normal relativa a qualquer ponto da superfície esférica
passa sempre pelo centro dessa superfície".

2.°) "O plano tangente a superfície esférica é perpendicular ao
raio, no ponto de contato", (Corolário do 1.0)

3.°) "Os planos tangentes ao longo de um círculo da esfera
concorrem num mesmo ponto da reta que passa pelo cen-
tro da esfera, sendo a mencionada reta perpendicular ao
plano do círculo de contato".

4.0) "Se, de um ponto exterior à superfície esférica, traçarmos
planos tangentes a essa superfície, os pontos de contato
pertencerão a um e somente um círculo, cujo plano é per-
pendicular à reta que une 'O ponto exterior ao centro da
superfície".

5.0) "A superfície coruca ou cilíndrica que circunscreve a es.,
fera é de revolução, e somente de revolução, e a sua linha
de contato é sempre circular". (Corolário do 4.0)

6.°) "Não é possível circunscrever, numa esfera, uma superfície
cônica ou cilíndrica do 2.° grau, que não seja de revolução".
(Corolário do 5.°)

4) OS SEIS ASPECTOS CLASSIOOS DOS PROBLEMAS SóBRE
PLANOS TANGENTES APLICADOS A ESFERA

O estudo de planos tangentes à esfera pode ser resumido no es-
quema (9) que apresentamos na pág. 27:
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TRAÇADO DE PLANOS TANGENTES À ESFERA

Condições a que se deve
submeter

1) por um ponto da super-
fície

II) por um ponto exterior
à superfície

1.° - ponto próprio

2.° - ponto impróprio
(plano tangente
deve ser para-
lelo a uma reta
dada)

III) contendo uma reta ex-
terior a superfície

1.° - reta própria
2.° - r e t a imprópria

(plano tangente
deve ser para-
lelo a um plano
dado)

IV) sendo tangente a:

1.0 - outra esfera

2.° - outra superfície
qualquer

I
I
1

___ I
1
I
I uma solução
1

I
I
I as infinitas soluções são in-
'volutas de uma superfície
1 cônica de revolução circuns-
I criia à esfera.
1
I as infinitas soluções 'São in-
I volutas de uma superfície
1 cilíndrica_ de revolução cir-
1 cunscrita à esfera.

_____ 1 _

I
·1
I duas soluções
\ duas soluções

I
1
1

Determinado
ou indeter-

minado
Número de soluções

t

determinado

índetermina-
do

indeterrnina -
do

determinado
determinado

índetermina-
do

determinado
em casos'par-
ticulares

as inifinitas soluções são as
ínvolutas de duas superfícies
cônícas de revolução circuns-
critas às esferas

(9) Êste esquema foi tirado de um outro sôbre "Traçado de planos
tangentes a uma superfície qualquer", publicado na tese intitulada "Quá-
dricas de Revolução" e também numa apostilha "Teoria Geral dos Planos
Tangentes", ambas de autoria do Prof. Dr. Roberto Muniz Gregory, Fizemos
1daptação ao caso da esfera.

27
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5.°) "Se uma quádrica tem um círculo em comum com uma es,
fera, o conjunto da Intersecção se comporá de outro círculo
além do primeiro".
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5) TANGÊNCIA E SECANCIA ENTRE QUADRICAS

Destacaremos os seguintes teoremas, necessários ao desenvolvi-
mento de nosso trabalho:

1.0) "Secções paralelas de uma quádrica são cônicas homoté,
ticas".

2.°) "Se duas quádricas são tangentes, sua linha de contato é
uma côníca".

3.°) "Se duas quádricas são tangentes em dois pontos, sua ín-
tersecção é um sistema de duas cônicas".

4.°) "Uma esfeta bt.tangente a uma quádrica a intercepta se-
gundo dois círculos" (caso particular do teorema n.? 2).

6.°) Teorema de Monge:
"A ínzersecção de duas quádricas, circunscritas ou inscritas
a uma terceira quádrica, se compõe de duas curvas planas,
cujos planos passam pela reta de íntersecção dos planos
das duas curvas de contato".



v - POLARIDADES NO PLANO E NO ESPAÇO

1) POLO E POLAR NO PLANO

a) Conceito:

Polo e rolar, em r-elação a uma figura plana ou do espaço, são dois
entes geométricos que satisfazem as condições seguintes:

1 - O pala é sempre um ponto;
2 - A polar é, geralmente, uma reta ou plano;
3 - A figura é doetal sorte que tôda reta que contiver o pala

e seja secante à figura a intercepta em_dois pontos;
4 - As distâncias do pala e da polar, consideradas sôbre a se-

cante mencionada e em relação às intersecções citadas, estão
entre si l)uma razão harmônica.

Se a figura de referência fôr plana, são complanares com ela o
polo e a polar .Nesse caso, a polar é uma r-eta. Se a figura de refe-
rência fôr uma figura do espaço, a polar será um plano.

Consideremos, inicialmente, uma figura de referência plana, re-
presentada por duas retas r e rI concorrentes em P1 (fig. 1). Para
determinar a polar p do pala P, relativamente a r e r1' usa-se a co-
nhecida construção que consiste em traçar, passando pelo ponto P,
secantes como m e ml' que determinam em r, respectivamente os
pontos R e Rl e em r1> resoectívamente, os pontos R' e R',. As retas
RR', e R R' permitem conhecer P2• A reta P'P2 é a polar do ponto P
com relação a r e rI; por esta razão a denominamos p. Qualquer
secante, rn, m1, do feixe que tenha P como centro, cortará p em pon;
tos como Q', Ql' que são conjugados harmônicos de P com relação a
R e R', R, e R'1 respectívamente.

Verifica-se que a secante m2, que passa pelo ponto de concurso P 1

corresponde ao caso limite, para o qual o segmento R2R' 2 está re.,
duzido a um ponto sôbre a polar P.

Para essa posição, temos R~= R'2 = Pl e
(PP1R2R'2) = - 1

Conclue-se, então, que a polar passa sempre pelo ponto de con-
curso P1 das retas r € r,.
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Verífícacse, também, que há reciprocidade entre os feixes que
têm, respectivamente, P e PI por centros. Assim como P tem por
polar p, >O ponto P1 tem por polar PP2' relativamente às retas m e m1;

daí denominarmos essa reta de PI. Referimo-nos aos feixes, porque
poderíamos ter tomado outras duas retas quaisquer de um dêles e te-
ríamos, ainda, as polares passando por P ou PI> variando, apenas, a
posição do ponto P2 sôbre p ou sôbre PI' Lembremo-nos, ainda,
de que o ponto P2 pode ser polo relativamente às retas r e rI (RIR')
ou me ml (RR'I) sendo PPI sua polar, que denominamos P2'

Fi~. 1

No quadrívértice plano completoRR'RIR'I' determinado pelas
lntersecções das secantes m e ml com r e rI' a figura PPIP2 é seu
triângulo diagonal.

b) Elementos conjugados

Pontos conjugados (correlativos ou recíprocos) - Dois pontos
M e P2 (fig. 1) são conjugados com relação a um quadrívértíce plano
completo RR'RIR\ quando um deles (M, por exemplo) pertence a
polar do outro, PPl (ou p~) e více-versa.

Quando o ponto pertence a sua própria polar, é denominado
auto-conjugado ou duplo.

Retas conjugadas (correlativas ou reciprocas) - São duas retas,
P e P2 tais que o polo Pl de uma o». pertence à outra (P2) e rectpeo,
camente, Duas retas conjugadas que coincidem passam a se deno-
minar auto-conjugadas.

Feixes conjuçaâos (correlatívos ou recíprocos) - Dois feixes são
conjugados quando seus centros e seus raios são pontos e retas con-
jugados; três ou mais são conjugados quando conjugados dois a dois.
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c) Triângulo auto-polar

E' o triângulo formado por três centros de feixes conjugados.
Seus vértices são polos, sendo polares correspondentes seus lados
opostos. Na figo 1, consíderando o quadrivértice RR'R1R't o triângulo
PP1P2 é auto-polar porque, cada vértice é polo do lado oposto. O
triângulo auto-polar é também denominado auto-recíproco ou auto;
coní ugado.

d) Polos e polares com relação a uma comca C. Triângulo
auto-polar - sua importância em relação às cônicas

Seja a cônica c e um ponto P, suposto exterior a c (fig. 2). Com
auxílío das secantes m e ml' determina-se as cordas RR' e R1R'1 que,
por sua vez, permitem conhecer outras duas cordas RR1 e R'R'1 supor-
tes das secantes r e rI que concorrem em Pr- Considerando o quadrí.,
vértice completo RR'R,R't inscrito 'em c, no qual o triângulo PP1P2
tem seus vértices como pólos e os suportes dos lados opostos como,
respectivas polares, verifica-se ser êle triângulo auto-polar.

P,
Fig. 2

Sabemos que, quando a secante m gira em tôrno de P, a corda RR'
varia, tendendo para zero quando R se aproxima de R'; no Iímlte,
ou seja quando R está infinitamente próximo de R', a secante se
torna tangente à cônica C. Nessa hipótese, que corresponde na fig 2
às posições m2 e m3 da secante m, temos os pontos R2 = R'2 =Q2

e R3 = R'3 = Q3' respectivamente. ~stes pontos pertencem, ainda, à
polar P1P2. O mesmo se verifica para a secante r, relativamente ao
polo P1. Podemos considerar as tangentes m2, ma, r2, ra como 'Oslados
de um quadrilátero completo circunscrito em c, no qual, ainda o
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triângulo PP IP, tem seus vértices e lados opostos como palas e res-
pectivas polares.

A medida que o pala se aproxima da cônica c, o ângulo Q2PQ3'
formado entre as tangentes m2 e m3 aumenta e, quando P pertence a a,
Q2 está infinitamente próximo de Q3 e as tangentes passam a ter a
mesma direção, permanecendo ainda, tangentes à c.

Donde: "A polar de um ponto P, pertencente à c, é a tangente
à c no ponto P".

As propriedades já estudadas de um modo geral para o quadrí;
vértice completo RR'RIR'1 (fig. 1, pág. 30), permanecem as mesmas
(considere-se que o quadrívér tíce e o quadrilátero: o primeiro ins-
crito e o segundo circunscrito em c, têm o mesmo triângulo auto-
polar PPIP2).

Como se pode verificar, os palas PI e P2 dependem das secarites
m e ml, havendo, conseqüentemente, uma infinidade de triângulos
auto-polares para c.

Vejamos quando um dos palas poderá coincidir com o centro de c:
1 - Quando um dos palas P 00, por exemplo, é impróprio (fíg. 3), #

as secan tes m e ml passam a ser paralelas en tre si e a polar P IP 2

(para o pala P (0) passará por 0, centro de c.

m3

Fig. 3 Fig. 4

Então PIP2 corresponde ao suporte de um diâmetro (10) de c,
cuja direção do conjugado é dada pela direção da polar P2Poo.

2 - Quando dois dos palas, P 00 e P I 00, por exemplo, são ímpró;
príos (fig. 4) , além de termos paralelas as secantes m e mp veríríca.,
remos, também, serem paralelas entre si as retas RRI e R'R' I e as po-
lares POOP2e PlOOPZpassarão pelo centro de c e serão os suportes

(0) Sabemos que diâmetro de uma cônica é o lugar geométrico dos
centros das cordas paralelas a uma direção dada. Nas págs, 38 a 40 exa-
minaremos as propriedades que melhor o caracterizam.
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de dois diâmetros conjugados de c. O polo P2 será êste centro e sua
polar será a reta imprópria P ooP100 .'

Quanto à posição dos pelos em relação à natureza da cónica,
observa-se o seguinte:

I - Se a côníca c é fechada (elípse ou círculo, como caso par ,
tícular) , verifica-se que:

a) um dos polos ou vértices do triângulo PP1P2 é interior
à c e os outros dois são exteriores, porque sendo con-
jugados dois a dois os vértices do triângulo PP1P2, não
é possível admítírcse dois vértices interiores à c. Se-
não, analisemos (fig. 2):

- Para que P seja conjugado harmônico de P2 re-
lativamente à corda da cônica c que tem PP2 por su-
porte, P só poderá ser exterior, uma vez que P2 é in-
terior a essa corda e, portanto, P é exterior a c. O mes-
mo raciocínio, aplicado em relação a P 1 e P 2 nos p-er-
mite concluir que P 1 também só pode ser exterior à c.

b) O polo considerado interior à c nunca poderá ser im-
próprio.

II - Se a cônica c é aberta (hipérbole ou parábola), verifica-se
que:

a) a hipérbole pode admitir:

1.0) dois polos impróprios, caso em que o terceiro polo coin-
cide com seu centro;

Fig. 5 Fig. 6
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2.°) um polo impróprio, caso em que sua polar, ou seja, a
reta que pertence aos outros dois polos, passa pelo c-en-
tro (fig. 5).

1.0) nunca admite dois polos impróprios porque, se isso
fosse possível, o terceiro polo teria que coincidir com
o centro da curva, devendo também, ser próprio (pois
é impossível os três polos impróprios); porém, a pará-
bola tem seu centro impróprio, logo não é possível que
o triângulo pp]p2 relativo' a essa curva tenha dois
vértices impróprios;

2.°) quando um polo é impróprio, a direção de sua polar é
paralela ao eixo (11) (e conseqüentemente um díâme,
tro (tíg. 6». Se uma polar coincidir com o eixo de c,
a direção do respectivo pelo impróprio é perpendicular
ao eixo.

b) a parábola:

a) Conceito

Estudamos o caso em que a figura de referência é plana: duas
retas concorrentes, (no problema geral), ou uma côníca.

Vamos, agora, estudar o problema quando a figura de referên-
cia é uma quádrica.

2) ror.o E POLAR NO ESPAÇO

o conceito já foi dado de uma maneira geral na pág. 29.
Seja (P) um ponto exterior à quádrica e (fig. 7). Uma r-eta (r)

que contenha (P) e seja secante a e determinará em e a corda
(A) (B). Designemos pela letra (Q) o conjugado harmônico doe (P)
com r-elação a corda (A) (B).

No limite as secantes a e tornam-se tangentes a essa superfície.
O conjunto de tôdas as tangentes a e que passem por (P) é a su-
perfície côníca do 2.° grau que tem (P) por vértice e uma cônica (c)
por linha de contato (12).

O plano 0:, de (c), lugar geométrico de todos os conjugados har-
mônicos de (P) com relação a e é o plano polar de (P) relativamen-
te a e.

(11) Sabemos que eixo de uma comca é o diâmetro perpendicular às
cordas paralelas a uma direção dada. Nas págs, 38 a 40 examinaremos as
propriedades que melhor o caracterizam.

(12) Ver pág. 28, ítem 5, 2.' propriedade.



PROJEÇÕES. DA ESFERA

Daí definir-se plano polar de um ponto (P) com referência a
uma quádrica (), como sendo:

Fig. 7

"O lugar geométrico dos conjugados harmônicos de (P) com
relação à quádrica ()".

Qualquer plano f3 que contenha (P) e seja secante a () cortará
essa quádrica segundo uma cônica (c), cujo plano interceptará o::
numa reta (p) que é a reta polar de (P) com relação a (e). (13)

Reclprocamen,te, um ponto qualquer (Q), pertencente a cx:, terá
como plano polar, um plano que contenha (P).

Assim, (P) é o centro de uma estrêla de planos polares cujos
polos pertencem a 0::.

b) Elementos cotiiuçtuios (correlatívos ou recíprocos)

Pontos conjugados - Dois pontos (P) e (Q) são conjugados com
relação a uma quádrica () (fig. 8) quando um dêles (Q) pertence ao
plano polar, óc l' do outro (P).

Retas conjugadas - Se de dois pontos quaisquer (P) e (Q)
(fig. 9) traçarmos as superfícies cônícas circunscritas a uma quádri-
ca (), ficam determinados os planos polares o:: 1 e o:: 2 que contêm às
cônicas de contato (c1) e (c2). Os planos o:: 1 e o:: 2 se cortam se-
gundo a reta (p) polar comum aos dois palas (P) e (Q). Esta reta
(p) é denominada "reta conjugada de (r) com relação a e:

A reta (p) conjugada de (r) é uma e única para todos os palas
que pertençam a (r).

Planos conjugados - Dois planos o:: 1 e o:: 2 (fíg 8) são conjuga-
dos, quando o pala (P) de um (o:: 1) pertence ao outro. (o:: 2)

(13) Ver págs. 19 e 20, 2.• propriedade.

35
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Reta conjugada de um plano ou plano conjugado de uma reta -
Uma reta (P) (Q), figo 8, se diz conjugada de um plano <X '- quando
o polo (P) de <X 1 pertence a (P) (Q) e a reta (p), conjugada de
(P) (Q) pertence a <X r-

P)

Fig. 8 Fig. 9

Cones conjugados - Dois cones são conjugados quando, círcuns,
critos a uma mesma quádríca, o vértice (pelo) de um pertence ao
plano da curva de contato (plano polar) do outro e reciprocamente.
Os cones de vértice (P) e (Q) da figo 8 são conjugados.

c) Tetraetiro auto-polar - sua importância em relação às quâ:
dricas - propriedades

E' o tetraedro cujos vértices são pontos conjugados, as arestas
são retas conjugadas, as faces são planos conjugados 'com relação a
uma quádrica ().

Assim, na figo 10, o tetraedro (P) (PI) (P2) (Pa) é auto-polar com
relação à quádrica (). '

Constrói-se um tetraedro auto.polar com relação a uma quá;
drica () da seguinte maneira:

- De um ponto (Pa) exterior, qualquer, traça-se a superfície
cônica circunscrita a () que tangencia essa quádrica segundo uma
cônica (c), cujo plano <X a é polar de (Ps) com relação a (). Cons,
tróí-se no plano desta cônica c e relativamente a ela, o triângulo
auto-polar (P) (P1) (P2). Os planos definidos pelos grupos dos qua-
tro polos que ficam formados, considerados três a três, são as faces
de um tetraedro auto-polar, relativamente a ().

Assim, são faces dêste 'tetraedro:
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o: - polar de (P) à qual pertencem os vértices (pólos) (P1) ,(P),
(Pa)'

o: I - polar de (PI) à qual pertencem os vértices (pólos) (P),(P~),
(Pa) .

0:2 - polar de (P2) à qual pertencem os vértices (polos) (P) ,(PI)
(Pa) .

o: a - polar de (Pa) à qual pertencem os vértices (pólos) (P),(Pti,
(P2) •

São arestas dêsse tetraedro as retas p, PI' Z, r, s, polares nas
polaridades planas que se verificam em cada uma das faces do tetrae-
dro, sendo ainda, os vértices dêsse sólido, pólos nessas polaridades
planas.

Ir
Fig. 10

"Um tetraedro auto-polar relativo a uma quádrica curva tem
uma face exterior à quádrica e as três outras secantes".

Se a quádrica é regrada, não planífícável, tôdas as faces se apre,
sentam secantes, porque nenhuma delas pode ser somente tangente
à uma superfície retílínea revêssa,

Para facilitar nosso estudo, denominaremos as faces, que em qual-
quer hipótese são sempre secantes à quádrica, da seguinte maneira:

face o: - formada pelas polares p e z.
face o: 1 - formada pelas polares PI e z.
face o: 3 - formada pelas polares p e PI'

Destacaremos as polares p, PI e Z porque elas podem se identi-
ficar com as arestas de um triedro trt.retângulo (tornando-se eixos
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da quádríca, conforme verificaremos a seguir), quando são ímpró,
príos (P), (PI) e (P3). Do mesmo modo que o triângulo auto-polar
pode ter um ou dois vértices (palas) impróprios, o tetraedro auto-
polar também pode ter um, dois ou três dos seus vértices (palas) im-
próprios.

E' oportuno lembrar a correspondência entre a polaridade no
plano e no espaço.

Com o propósito de destacar essa correspondência apresenta-
mos, simultâneamente, as propriedades concernentes à polaridade no
plano em analogia com as relacionadas à polaridade no espaço, con-
forme fazem muitos autores que estudam êsse assunto:

A reta uma reta
P) 1 polar de todo ponto de 1 1 passa pelo

O plano um plano
dessa reta

pala 1 1 e reciprocamente.
dêsse plano

tôda reta
2.a) O pala de 1 1 passando por um ponto perten,

todo plano
à reta

ce I -_ .. - ...- ...: polar dêsse ponto.
ao plano

a reta
3.a) Se o pelo é impróprio 1 ] polar passa pelo centro

.) plano
coruca reta

da ] ] e se denomina ]--1 diametraL
quádríca plano

4.a) O lugar dos pontos médios das cordas paralelas a uma di-
a reta

reção é 1 ] polar do ponto impróprio determinado em
o plano

reta
relação às referidas cordas e denomina-se 1---] diametral

plano
(ou, simplesmente, diâmetro).

cônica da reta imprópria.
1 ]õ.") O centro da 1----] é o polo

quádríca do plano impróprio.

cônica
6.a) Diâmetro da ----I é a reta que pertence ao centro

quádrica
cônica

da 1 Verifica-se que a reta conjugada do diâme-
quádríca.

um pala impróprio.
tro passa por

dois palas impróprios.
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Portanto, com referência às quádricas, a reta conjugada de
um diâmetro é imprópria.

cônica
7.a) A cada diâmetro de uma 1----1 corresponde um

diâmetro
quádrica

só --------1 conjugado com êle e reciprocamen,
plano diametral

diâmetro
te. O polo dêsse 1 1conjugado é impróprio

plano díametral
triângulo auto-polar cônica

e pertence ao 1---------
tetraedro auto-polar

que terá, então, dois polos impróprios.

relativo à r----
quádrica

triângulo
B.") Se o 1 1 auto-polar tiver um vértice (polo) coíncídin,

tetraedro
côníca, o lado oposto impróprio

do com o centro da 1 Iserá ·1 1
quádrica, a face oposta imprópria,

lado concorrente
polar do centro e cada 1 1

uma das três arestas concorrentes
será diâmetro conjugado

no centro 1 I
serão diâmetros conjugados

outro lado concorrente no centro.
com 1 I

o plano diametral, determinado pelas outras duas faces.

Uma reta cônica paralela
9.a) i 1tangente a uma 1----1 é 1----

Um plano quádrica paralelo
diâmetro conjugado do diâmetro que passa pelo ponto de
contato.

Quando se trata de uma quádríca, o plano tangente é,
também, paralelo ao plano díametral conjugado do diâme-
tro que passa pelo ponto de contato.

A reta comca
IO.a) 1 1polar de um ponto pertencente a uma 1-----1

O plano quádrica
a reta curva

é 1 1tangente a essa 1 1no referido ponto.
o plano superfície

Tôda reta
IP) (Recíproca da IO.a) 1 1 ta n g e n t e a uma

Todo plano
côníca

tem por polo o ponto de contato.
quádrica

39
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Daí podermos identificar plano tangente a uma quádríca
como sendo: "Plano auto-conjugado com relação à quá,
drica, cujo pólo é o ponto de contato".

Planos principais - eixos - vértices.

as retas
12.a) Quando 1 1 polares que passam pelo centro são per.,

os planos
retas

pendiculares à sua direção conjugada, passam a ser 1--·__ ;
planos

cônica
de simetria (14) da 1---- e são denominados

quádrica
.. eixos da cônica.

1-----------
planos principais da quádrica.

Os planos principais de uma quádrica determinam os
três eixos da superfície, ou sejam, as três arestas do tetrae-
dro auto-polar que tem um dos vértices coincidindo com I()

centro da quádrica. :Ê:sses eixos são, pois, ortogonaís e cada
um deles é perpendicular a um plano principal. Nesta hipó-
tese, a face oposta aJO vértice coincidente com o centro é im-
própria e o tetraedro transformacss num triedro trí-retángu,
10, cujo vértice é o centro da quádríca.

. .

côníca
13.a) Vértices de uma 1 são os pontos de intersecção

quádrica
cônica curva

com a I dos eixos da
quádrica superfície.

Essas propriedades permitem conceítuar de modo maís
geral as cônicas e as quádricas.

Assim, para a Geometria Proj etiva:
"Cônica pontos e retas

1 1 é o conjunto de 1 1 auto-
"Quádrica pontos, retas e planos

plano".
conjugados de uma involução do 1 L

espaço".

(14) Simetria significa: disposição de duas figuras cujos pontos estão
dois a dois a igual distância de um outro, de uma linha reta ou de um
plano. Quando tratarmos de secções simétricas de uma quádrica, págs. 48 a
50, teremos oportunidade de voltar a êsse assunto.
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Assim, também, certos elementos, tanto das comcas corno das
quádricas podem ter uma conceituação mais ampla.

Fig. 11

à) Trieâro auto-polar - sua importância para a superfície cônica
do 2.0 grau

Quoilquer ponto (V) do espaço (fig, 11) pode ser considerado
vértice de um tríedro que denominaremos auto-polar em relação à
quádrica e. íl:sse triedro é constituído por três das faces laterais do
tetraedro autopolar de e. Sendo assim, êle gosa das mesmas proprle,
daàes do tetraedro do qual é parte, ou seja: "suas arestas e faces
S3.0 conjugadas com relação à quádríca, para a qual cada aresta é
lugar dos polos da face oposta".

Qualquer ponto (V) do espaço pode ser vértice de uma ínfíní.,
dade de triedros auto.polares, nos quais, cada aresta é conjugada
da face oposta.

Dentre os inúmeros triedros auto-polares relativos a uma quá,
drica, um será trí..retângulo e terá vértice (pólos) exterior-es impró-
prios. Conseqüentemente, o vértice interior, próprio, coincidirá com
o centro da quádrica. Conforme já verificamos (pág. 40, ns. 12 e 13),
suas faces são planos de simetria da figura, sendo, por essa razão,
denominados "planos principais" da quádrica. Suas arestas e seu vér-
tice são, respectivamente, eixos e centro de simetria da quádrica.

Se considerarmos a superfície cônica de vértice (V) que círcuns,
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creve a quádrica O (fig. 11), verificaremos que o triedro de faces
(P2) (V) (PI) = (3; (P2) (V) (P) = cx:; (P) (V) (PI) = Y é, também,
auto.polar com relação a essa superfície cônica.

Fig. 12 Fig. 13

Sendo dada uma superfície cônica de vértice (V) (fíg. 12), para
construir um triedro auto-polar a ela relativo, será suficiente cortar
essa superfície por um plano a, e neste plano, considerar um ponto
arbitrário (P) e sua polar (p) com relação à secção cônica (c), de-
terminada por a na superfície cônica. Sôbre (p), considerar um
ponto (PI) exterior a (c). Sua polar (PI) = a: a interceptar i (p)
num ponto (P2). Fica, assim formado o triângulo auto-polar
(P) (PI) (P2). As retas determinadas pelo vértice (V) e pelos pon-
tos (P), (PI) e (P2) são arestas do triedro auto-polar relativo à su,
perfícíe cônica de vértice (V) e que admite (c) como uma de suas
secções.

Assim, verifica-se que:

1.0) Uma reta (V) (P) e um plano (3 são conjugados, com re,
Iação à superfície côníca do 2.° grau, quando passam pelo
vértice (V) da superfície cônica e a reta (V) (P) é o lugar
dos palas de (3 com referência à superfície côrdcã. O pla-
no (3 é, por essa razão, plano pala! da reta (V) (P). Qual-
quer plano a secante à superfície cônica e à reta (VI (P)
(fig. 12) determina, nessa superfície, uma secção côníca (c),
na reta (V) (P) o ponto (P) e no plano (3 uma reta
(p) = (3a, que será polar de (p) com relação a (c).

Se o ponto (P) se desloca sôbre «V) (P), o plano po-
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lar f3 não se modifica, pois é sempre possível admitir-se
que a cônica de secção (c) seja uma cônica de contato entre
a superfície cônica do 2.° grau e uma quádrica nela ins-
crita. A cônica de contato é polar de (V) com relação à
quádríca.

Fig. 14
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•.

Denominaremos a reta (V) (P), conjugada do plano f3,
de reta dos palas de f3 com referência à superfície cônica.

2.°) Dois planos são conjugados, com relação à superfície cõ,
nica do 2.° grau, quando passam pelo vértice e cada um
dêles contém a reta dos polos do outro. Assim, na figo 12,
são conjugados os planos o: e Y; o: e f3; f3 e y.

3.°) Duas retas são conjugadas com relação à superfície cônica
do 2.° grau, quando passam pelo vértice e cada uma per.,
tence ao plano polar da outra.

Assim, na figo 12, são retas conjugadas (V) (P) e
(V) (P2); (V) (PI) e (V) (P); (V) (PI) e (V) (P2).

As arestas do triedro auto-polar são, pois, retas de
pelos, relativamente à superfície cõníca. Uma das arestas
do triedro auto-polar da superfície cõníca do 2.° grau é
interior à superfície, sendo as duas outras exteriores. O traço
dêsse triedro num plano qualquer o (fig. 12), secante à
superfície côndca e que não contenha (V) é um triângulo
polar (15), com relação à cônica de secção determinada
por c na superfície côníca.

Já verificamos que êsses triângulos têm, sempre, um
vértice interior e os dois outros exteriores à cônica (ver
págs. 32 a 34, ítens I e TI). Portanto, o mesmo sucederá com
referência às arestas das quais tais vértices são traços.

4.°) "A aresta de um triedro auto-polar, com relação à superfí.,
cie cônica do 2.° grau é o lugar geométrico dos centros das
cônicas de secção cujos planos são paralelos à face oposta
do triedro".

Reja a superfície cônica (J do 2.° grau e (V)-(P) (PI) (P2) um seu
triedro auto-polar que tem o: e f3 como faces secantes e y como face
exterior a (J (fig. 13 no espaç-a e 14 na épura) .

Seja y,l!y determinando em (J a elípse (c).
O traço de (V) (P2) em YI é (O) cura polar pertence aos planos

Mas Y1/lr
Então o traço de y em YI é impróprio.
Logo (O) é o centro de (c) (ver pág. 38, n.? 5).
Se o plano secante fôr .alOU 81, isto é, fôr um plano paralelo a

uma das faces secantes do triedro auto-polar, a cônica (c) de secção
é uma hipérbole que tem o centro pertencente ao traço de (V) (PI)

ou de (V) (P) em «i ou em f31'

(15) Êste triângulo pode ter um ou dois vértices impróprios (ver es-
tudo feito nas págs, 29 a 34.



PROJEÇõES DA ESFERA 45

Dos inúmeros triedros auto-polares que se pode construir com
vértice na superfície cônica do 2.° grau e relativamen.te a esta su-
perfície, um é trí.retãngulo,

Seja o triedro trí.retângulo e auto; polar (V) -(P) (P1) (P2) re-
lativo à superfície cônica do 2.° grau fi (fíg. 15). Suas faces
a = f3 = y = 90° são planos diametrais conjugados e como são
ortogonais, passam a ser planos de simetria da superfície cônica,
denomínados planos principais (16) (conforme já verificamos ante-
riormente de um modo geral, págs. 40 a 42).

Fig. W Fig. 16

As arestas dêsse triedro são retas conjugadas e como resultam
da intersecção de planos de simetria, são eixos de simetria da figura.

Os planos principais têm as seguintes denominações:
1.0 plano principal ou 1.0 plano de simetria, denominado sim-

plesmente "plano principal" (17) é o plano ,a (fig. 16), perpendicular
aos planos das secções circulares (c) e (c1) e que contém as retas
(V) (O) e (V) (01) que unem o vértice ao centro dessas secções (8)
Alguns autores denominam êsse plano de "plano da pequena secção",
por ser o plano que contém o eixo meno~ (B) (Bl) da elípse (e) de

(16) Ver Luiz Porfirio Mota Pegado: "Curso de Geometria Descritiva"
pág 152 § 304,1899 - Lisboa _ AcademiaReal de Ciências.

(17) Ver Rouchet e Comberousse:"Traité de Géométrie", 2.° vol. Géo-
métrie dans l'espace",pág 495 e Perez Beato "Geometriametrica, Proyetiva
y Sistemasde Representacion",SegundaEdición,TomolI, págs, 1215 a 1221.

(18) Ver "Secçõescirculares", págs. 52 a 57.
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secção, cujo plano é perpendicular ao eixo interior (eixo principal a{3,
conforme verificaremos).

2.oPlano principal ou 2.0 plano de simetria, é o plano {3 (fig. 16),
perpendicular a cc . Denomina-se também, "plano da grande secção",
por ser aquele que contém o eixo maior (A) (A]) da elípse de secção
cujo plano é perpendicular ao eixo interior (já referido), a{3.

3.0 Plano principal' ou 3.0 plano de simetria, é o plano y (fig. 16),
perpendicular aos dois primeiros. E', também, denominado por alguns
autores (17), simplesmente, "plano principal". Porém, preferimos não
adotar esta denominação, por julgar que ela melhor se adapta ao 1.0
plano de simetria, plano <X que, contendo 'o eixo principal (eixo in..
terior) serve de plano de referência para a construção do plano {3e
determinação do eixo principal.

As arestas do triedro tri-retângulo ficam determinadas da se-
guinte maneira e passam a ser os eixos da superfície cônica P (figs.
15 e 16):

Eixo principal ou 1.0 eixo de simetria ou eixo interior ==
== (V) (P2) = a{3

Resulta da intersecção do plano <X (plano principal) com o
plano {3 (plano da grande secção) .
Grande eixo = 2.0 eixo de simetria = (V) (P) == {3y

Resulta da intersecção do plano <X (plano principal) com o
plano {3(!llano da grande secção) ,

E' a aresta 'exterior do tríedro auto-polar, resultante da ínter ,
secção do plano {3(plano da grande secção) com o plano y (3.0 plano
de simetria. E' chamado grande eixo por ser paralelo ao eixo maior
da elípse de secção cujo plano é perpendicular ao eixo principal.
Pequemo eixo = 3.0 eixo de simetria = (V) (P1) = ay.

Fig. 17
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E' a aresta exterior do triedro trt.retângulo e auto-polar, resul-
tante da intersecção do plano principal a com o plano y (3.° plano de
simetria)
Centro (];e simetria = Ponto de intersecção dos três eixos de simetria.

No caso da superfície cônica do 2.° grau, êle coincide com o vér.,
tice da superfície.
O plano da grande secção e o plano principal (da pequena secçào) ,

são aqueles que cortam o cone segundo geratrizes que formam entre
si o maior e o menor ângulo, respectivamente, sendo o eixo prin-
cipal bissetriz comum a êsses dois ângulos.
Teorema - "Tôda secção feita numa superfície côníca por um plano

perpendicular ao eixo principal (1.0 eixo de simetria) é eliptíca
e somente elíptica (círculo corno caso particular)".

Demonstração - (Fig. 17)
Seja a superfície côníca do 2.° grau, p na qual temos a - plano

principal, (3 - plano da grande secção.
Cortemos essa superfície por um plano (J 1.. a e (J 1..(3.
Temos:r (AI) (V) (A) _ a = plano príncípal ou 1.0 plano de

I simetria
I (BI) (V) (A) = (3 = plano da grande secção ou 2.° plano

Hipótese: ~ de simetria
I (V) (O) = .a(3 = eixo principal

L
I (AI) (A) (BI) (B) e (J 1.. (V) (O)

(O) e (J

e:
Então:

(J 1.. (V) (O)

0° < <t: (BI) (V) (B) < 180°
<t: (BI) (V) (O) = <t: (B) (V) (O) < 90°

Tese: (AI) (A) (BI) (B) = elípse ou círculo (caso particular).
Sendo plano (J 1.. (V) (O) é paralelo a y (3.° plano de simetria).

Ora y só tem em comum com a superfície cônica o vértice (V). En-
tão, (J só pode seccionar tal superfície côníca, segundo uma curva
elíptíca (19).

Se a superfície cônica é de revolução <t: (AI) ·(V)(O) = <t:
(A) (V) (O) <t: (BI) (V) (O) -r (B) (V) (O) e (O) (AI) =
= (O) (A) = (O) (BI) = (O) (B) a elípse passa a ser um círculo.

Quanto a ser "somente eliptica", é conseqüência da hipótese de ser

(19) Generalizaçãodo teorema de Apollonius "Um plano seccionaa su-
perfície cônica do 2.° grau segundo uma elípse, parábola ou hipérbole se
um outro plano, paralelo ao plano secante, passando pelo vértice tiver
em comum com a superfície somente o vértice, seja tangente ou secante
à superfície".
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Sabe-se que <t (Bl) (V) (B) é o maior ângulo formado entre duas
geratrizes diametralmente opostas da superfície cônica (20).

Então, os ângulos formados entre o eixo principal (V) (O) e qual-
quer geratriz são sempre agudos.

Mas: <t (AI) (O) (V) = <t (A) (O) (V) = <t (B1) (O) (V) = <t
(B) (O) (V) = 90°

Então, as geratrizes como: (V) (AI)' (V) (Bl)' etc., têm próprios
todos os seus traços em (j.

Logo, a curva determinada em o por êsses traços "só pode ser
elíptica".

e) secções principtii» das quáâricas e em particular das superfícies
cônicas do 2.° grau

Secções simétricas

O conceito de simetria é conhecido e divulgado. Em nota de
rodapé da pág. 40, já tivemos oportunidade de apresentá.Io em seu
aspecto mais amplo.

Considera-se simetria um caso particular de homologla.
Em relação a um eixo 'Ou a um plano, a simetria pode s-er orto,

gonal ou oblíqua. Para o estudo que vamos fazer, só nos interessa a
simetria ortoçonal, também chamada simplesmente simetria axial
(quando é relativa a uma reta) ou simetria especular (quando é re-
lativa a um plano) .

axial mediatriz
de simetria é lido

mediador

eixo
Na simetria 1 1'O1--1

especular plano
segmento cujas extremidades são pontos simétricos.

Demonstra-s-e que duas figuras simétricas são sempre iguais.
Atendendo à necessidade de maior generalização, visto que nem

tôdas as quádricas admitem centro de simetria próprio (as que têm
um de seus planos de simetria impróprio têm, também, seu centro
de simetria impróprio: caso do parabolóide hiperbólico e parabolól,
des) , estudaremos as secções das quádricas considerando, sàmente, a
simetria em relação aos eixos e aos planos de simetria dêsses sólidos.

Teorema:

"Se duas secções de uma quádrlca pertencem, respectivamente, a
planos simétricos em relação a um de seus eixos ou planos de síme ,
tria, elas são simétricas".

(20) Ver Rouchet e Comberousse, "Géométrie dans l'espace", pág, 475
(já citado>.
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Fig. 18

Demonstração:

Sejam (c) e (c1) (fig. 18) as duas secções mencionadas na pro-
priedade citada, que, por hipótese, pertencem a planos simétri-
cos (J e !TI' em relação a (3 (um dos planos de simetria da quádrica (J).
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Consideremos um ponto (P), pertencente a cônica (c), cujo
plano é a. Sej a (P1) seu símétrico em «i- E' fácil demonstrar que
(PI) pertence à cônica (cl).

De fato: (P) pertencendo a (c), será um ponto da quádrica (J,
seu homólogo (P2)' também pertencerá a (j, por serem (P) e (P2)

pontos simétricos em relação ao plano de simetria {3,de (j.

Então, dois pontos (PI) e (P2), simétricos do mesmo ponto (P),
são coincidentes.

Portanto, (PI) pertence à quádrica (j e está sôbre a1, logo, per-
tence a (cl).

Então, (c) e (cl) são simétricos, como lugares de pontos simé-
tricos.

Com emprêgo de raciocínio semelhante, poderemos demonstrar
o teorema quando a simetria é relativa a um dos eixos de símetria
de (j. No exemplo da figo 18, (c) 'e (cl) são simétricas em relação ao
'eixo .IX v-

Em virtude dessa proposição, podemos dar a seguinte definição:
"Duas secções de uma quádrica se dizem simétricas quando seus
planos se dispõem simetricamente em relação a um dos eixos
ou planos de simetria da superfície".

Conclusão:

"Duas seccões simétricas de uma quádrica são iguais".
A expressão "simétrica" faz concluír, imediatamente, a propríe-

dade de igualdade.
Aplicando essa conclusão à superfície cônica do 2.0 grau, veri-

fica-se que:
"Duas secções simétricas da superfície cônica do 2.0 grau são

.íguaís",

Secçôes anti-paralelas

o conceito de plano anti-paralelo é uma extensão do de retas
an ti- paralelas.

Considera-se que "duas retas são antt.paralelas com relação a
uma terceira de seu plano, se uma delas é paralela à simétrica da
outra, relativamente à terceira. (21)

:Ê:sseconceito é, também, aplicado ao antí.paralelísmo em re,

(21) Ver L. Sanchez-Marmo e M. Perez-Beáto "Geometria Métrica,
Proyectiva y Sistemas de Representacion", Segunda Edición, Tomo I, pág,
218 a 221, S.A.E.T.A., 1945 - Madrid.
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lação aos lados de um ângulo (para duas retas pertencentes ao plano
dêsse ângulo) e, por analogia, podemos estendê.lo ao diedro. Assim:

"Duas retas an ti-paralelas

Fig. 19

paralelo ao simétrico do outro
linear".

ângulo I I
diedro".

Podemos aplicar êsse conceito em relação às secções planas de
uma quádrica:

"Duas secções planas de uma quádrica são antícparalelas quando
uma delas fôr paralela à simétrica da outra, relativamente a um dos
eixos ou dos planos de simetria dêsse sólido".

Daí, podemos concluir as seguintes propriedades relativas a
duas secções antí-paralelas de uma quádrica: -

1." - formam pares de ângulos iguais com quaisquer dos planos
ou dos eixos de simetria de uma quádrica que lhes seja
corresponden te;

2.• - seus traços num mesmo plano de simetria formam pares
de ângulos iguais com um mesmo eixo de simetria".
Se a quádrica fôr uma superfície cônica, Verifica-se, ainda,
que:

3.• - 'Ostraços das secções antí-paralelas nos planos de simetria,
formam ângulos iguais com as geratrizes dessa superfície,
contidas nesses planos.
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Seja () uma superfície cônica do 2.° grau que admite ir e 0"1 como
secções planas antí-paralelas 13 como um de seus planos de simetria
e (V) (Q), como seu eixo principal (fíg. 19).

Os traços de o e 0"1 em f3 são (A) (B) = f3u ê (O) (D) = f3O"l'

respectivamente .Os traços de (V) (Q) em (c) e (c.), são, por sua
vez: (Q) e (Ql).

Fàcilmente pode-se concluir que:
1: (V) (A) (B) = <t (V) (O) (O)

Do mesmo modo, verifica-se a 3.' propriedade, qual seja:
1: (V) (Q) (A) = -r (V) (Ql) (C)

visto ser Ul paralelo a um simétrico de 0".

Considerando o teorema: "Secções paralelas de uma quádríca são
cônícas homotéticas"". (22), e ainda, o conceito que acabamos de
apresentar para secções antí-paralelas podemos concluir a seguinte
proposição:

"Secções antt.paralelas de uma quádrica são cônícas seme-
lhantes".

Particularizando:
"Secções anti-paralelas de uma superfície côníca do 2.° grau
são cônícas semelhantes".

Secções circulares

Todo plano que corta uma quádrica segundo secção circular é de-
nominado "plano cíclico".

De modo geral, as quádricas admitem três pares de direções de
planos cíclicos, podendo ser real apenas um par. No parabolóide
hiperbólico não há secções circulares reais.

O raciocínio que permite chegar a essa conclusão baseia-se no
estudo dos elementos conjugados de um quadrívértíce completo e
na noção dos elementos impróprios e imaginários.

Já apresentamos, resumidamente, nas págs. 29 a 47, a noção de
elementos conjugados.

Quanto aos elementos impróprios, tem-se a seguinte noção:
reta ponto impróprio

- Direção de 1---1 corresponde a 1 ou
plano reta imprópria

ponto
1--1 do infinito.
reta

O conjunto de tôdas as direções, quer de retas ou de planos, é o
plano impróprio ou absoluto. Em outras palavras, plano absoluto, é

(22) Ver pág. 28, n.? 1.
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o lugar geométrico de todos os pontos impróprios e de tôdas as retas
impróprias de um espaço.

Pode-se concluir que:

I
Uma reta I \ um I \ um ponto imprópria.,

1.0 Um plano II tem uma I e somente uma reta imprópria.
Um espaço I I um I I um plano impróprio.

I
O ponto impróprio é o centro de uma estrêla de retas paralelas.
A reta imprópria é o eixo de um feixe de planos paralelos.

\
O plano impróprio é o lugar de todos os centros e eixos, respec-

tivamente, de estrêlas de retas paralelas e de feixes de
I planos paralelos.

2.°

elementos imaginários

Já fizemos referência aos imaginários, em notas de rodapé das
págs. 12, 14 e 15. (23)

Do ponto de vista do raciocínio, opera-se com os imaginários
como se fossem elementos reais.

Nas propriedades de uma "cônica" (págs. 14 e 15, n.? 5) e nas de
uma "quádríca" (págs. 18 a 20), verificamos que os pontos imaginá-
rios podem ser determinados pelo:

cônica uma- reta
- lugar de pontos comuns a uma I e I I exterior

quádríca um plano
plano.

de seu I I
espaço.

Quando a côníca é um círculo e a reta e Imprópria, os pontos
imaginários passam a se denomínar pontos cíclicos.

Todos os círculos de um plano têm em comum, com a reta ím,
própria de seu plano, dois pontos cíclicos.

Tôdas as secções circulares de uma quádrica, cujos planos são
paralelos, têm em comum, com o plano impróprio de seu 'espaço, uma
reta imprópria que passa por dois pontos ciclícos.

Os pontos cíclicos são os centros dos feixes de retas paralelas de-
nominadas isõtropas, absolutas ou cíclic!ls. As retas isótropas são
retas imaginárias que têm um ponto real comum e são sempre per;
pendículares a si próprias, sendo nula a distância entre quaisquer
de seus pontos.

(23) Ver "Quádricas de Revolução" de Roberto Muniz Gregory, págs,
9 a 12, já citado em nota de roda-pé das págs. 13 e 19.
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Quando o plano tangente a uma quádrica. é determinado por
duas retas ísótropas, isto é, por duas retas que passam por pontos
cíclicos, êsse plano tangente é um plano cíclico. O ponto de contato,
ou seja, o ponto real comum às duas retas ísótrop as, é um círculo
de raio nuto, porque seu plano é paralelo às secções circulares da quá,
dríca, isto é, às secções que são cortadas pela reta imprópria de Seus
planos nos dois pontos cíclicos.

O ponto de contato (círculo de raio nulo) é denominado ponto
umbelical ou ponto cíclico. (24)

__ »> - - í·Plano C{é fico real

Fig. 20

Na figo 20, apenas a quádrica () pode ser representada. Quanto aos
plano absoluto, círculo absoluto (c.) e cônica imprópria (e), do ponto de
vista geométrico, não tem sentido sua representação gráfica, razão pela qual
adotamos as convenções indicadas na figura para o destaque do plano im-
próprio (absoluto) e a representação das referidas cônicas. Entretanto, com
o propósito de facilitar e esclarecer o raciocínio, tentamos tal representação,
apelando para a interpretação do leitor no sentido de fazer as devidas
adaptações que a concepção do campo impróprio e dos imaginários exige.
Tratando-se de um trabalho elaborado para um concurso numa Escola de
Belas-Artes, pensamos ficar perfeitamente justificado êsse nosso esforço,
porquanto, tanto para o artista plástico, como para o futuro professor de
Desenho de curso de grau médio, é sempre interessante concretizar tudo
que de mais abstrato conceba a imaginação humana.

(24) Preferimos não adotar a denominação "ponto cíclico", nêsse caso,
para não confundir com a empregada para os pontos comuns a um círculo
e a reta imprópria de seu plano, já referidos.
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o conjunto dos pontos cíclícos do plano impróprio é um único
círculo imag~nário do infinito, denominado círculo absoluto ou de
pontos cíclicos.

"O lugar dos pontos impróprios de tôdas
quádríca a côníca imprópria

uma [-------[ é [ [

as secções
quádríca

secção da [----[ pelo
esfera

plano impróprio".
o círculo absoluto ·esfera

Justificação dos planos cíclicos de uma quádrica

No plano impróprio ou plano basoluto (fig. 20), temos duas es-
pécies de cõnícas: o círculo absoluto (c.) e a cônica imprópria (25)
de secção da quádrica por aquêle plano impróprio, que denominare,
mos (e).

As duas cônicas (c) e (e) têm em comum quatro pontos (26)
imaginários e conjugados dois a dois (27), determinando um qua.,
drívérttce completo (R 00) (R' 00) (R 100) (R~oo ). Como cada um dêsses
quatro pontos são cíclícos, as seis cordas que êles determinam, distri-
buídas em três pares 'conjugados dois a dois, serão eixos de feixes de
planos cíclícos e contém retas isótropas. Dêsses três pares de feixes de
planos cíclicos, um somente é real: (R 00) (R' 00) e (R#oo) (R' 100) (por
hípótese) , p-or que só há dois pares de pontos cíclícos conjugados de-
terminando retas reais e, portanto, somente duas cordas podem ser
reais (28). Daí conclurímos que, numa quádrica só há dois feixes de
planos cíclícos reais.
No quadrivértice, as duas cordas reais (R 00) (R' 00 ) e (Rl 00) (R' 100)

determinam um polo impróprio (P 00). o segundo polo (Pl 00), perten-
ce a duas cordas imaginárias (R 00) (Rloo) e (R' 00) (R' 100) e o ter-
ceiro pala (P200) está na intersecção das outras duas cordas imagi-
nárias (Roo) (R' 100) e (R100) (R' 00).

í!:ssespolos (P 00), {P100) e (P 200) são os vértices do triângulo
auto-polar imprópria, face do tetraedro auto-polar (O) (P 00) (Ploo)
(P200) da quádrica que tem (O) (Poo) (P200), (O)(Ploo)(P2oo) e
(O) (P 00) (P 100) como planos principais ou planos de simetria da
quádrica, sendo (O) (Poo), (O) (Ploo) e (O) (P200) seus eixos de si,
metria.

Os planos cíclicos que contiverem, respectivamente, as cordas

(25) Essa cônica pode se apresentar segundo o já referido em "Proprie-
dades das quádricas", págs, 1a e 19, n.? 2, ítem I.

(26) Ver págs. 14 e 15, "Propriedades das cônícas", n.? 5, ítem 11.
(27) Podemos dizer que os quatro pontos, conjugados dois a dois, for-

mam uma involução, porque a correspondência é recíproca entre cada par.
A cônica de referência tanto pode ser (c!), como (e).

55
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reais (R (0) (R' (0) -e (RIoo) (R' 1(0) e passarem pelo centro (O) de (),
conterão, também, o polo (P (0) e, portanto, todo o eixo (P (0) (O) .

Sendo assim:

1..) "Os planos cíclicos são perpendiculares a um dos planos de si-
metria de ()" (aquêle que contém os pelos (P1(0) e (P2(0), ou
seja, os pontos d·e concurso das cordas imaginárias).

Os planos principais que contêm o eixo, que é aresta do
diedro formado pelos dois planos cíclicos, são planos bissetores
dêsse diedro.

Logo:
2.') "Os planos cíclicos que têm uma reta em comum com um dos

planos de simetria de (),são simétricos com relação a êsse plano".
(No exemplo, a simetria pode se verificar em relação aos

planos de simetria (Poo) (P200) (O) ou (Poo)(P100)(O».
Em conseqüência dessa propriedade:

3.") "Duas secções cíclicas de (), 'em direções distintas, são ant.Lpa;
ralelas" (Portanto, gozam das propriedades das secções antí,
paralelas, já estudadas nas págs. 50 a 52).

A esfera é cortada pelo plano impróprio, segundo o círculo abso-
luto. Nêste círculo, há uma infinidade de pares de pontos cíclicos
conjugados. Portanto, qualquer plano do espaço poderá conter uma
corda que passa por dois pontos cíclicos, seccionando a esfera se-
gundo um círculo (29). Daí (considerando ainda -o que já foi estu-
dado) :
4.•) "Dois círculos de uma quádrlca pertencem a uma mesma es-

fera". (30)

Quando a quádrica () é de revolução, o plano ímpróprío corta
essa quádríca segundo um círculo (e), cujo centro coincide com o
círculo absoluto e que tem em comum com êle quatro pontos, agora,
reunidos dois a dois (R (0) = (Rl (0) e (R' (0) = (R' 100), rorman,
do um duplo contato imaginário. Os planos que contiverem a corda
comum dêsse duplo contato imaginário serão os planos cíclicos da
quádrica de revolução e serão perpendiculares ao seu eixo. Portanto:

(28) "O círculo absoluto e a secção determinada pelo plano impróprio
em uma quádrica, cônica imprópria. têm quatro pontos comuns, que cons..•.
tituem dois pares de pontos imaginários conjugados. pois aquelas duas cur-
vas são representadas por equações de coeficientes reais" ("Quádricas de
Revolução", Roberto Muniz Gregory pág, 55, § 1.0, obra já citada por várias
vêzes.

(29) Ver pág, 21, letra b.
(30) Ver pág, 28, n.? 5.
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5.•) "Quando a quádrica é de revolução, as duas direções de-planos
cíclicos passam a ser coincidentes e perpendiculares ao eixo da
superfície" .

Em relação à 4.• propriedad·e, podemos observar o seguinte:

a) na esfera, planos paralelos são perpendiculares ao diâmetro
que passa pelo centro das secções circulares;

b) na quádrica, tal propriedade só se v-erifica quando essa su-
perfície é de revolução e os planos são perpendiculares ao
eixo; não sendo a quádrica de revolução, o diâmetro que
contém os centros das secções circulares paralelas é oblíquo
ao plano dessas secções.

Então: "para que uma esfera e uma quádrica, não de revolução,
tenham em comum dois círculos, êsses círculos nunca pode-
rão ser paralelos".

Portanto:
"Dois círculos de uma quádríca pertencem a uma mesma es-
fera e são sempre antí-paralelos da quádríca".

Para determinar secções circulares numa quádrica qualquer, é im-
portante lembrar os teoremas ris. 3, 4 e 5 da pág. 28.

As secções circulares antí-paralelas auxiliar a determinação do
eixo principal de uma quádríca: "a bissetriz do ângulo formado entre
as retas que unem os centros de duas secções circulares paralelas e
duas secções circulares antí.paralelas é o eixo principal da quádrica"
(aplicação da 2.• propriedade).

Além de teoremas como os citados na pág. 28, ns. 3, 4 e 5, que
permitem determinar secções circulares numa quádríca qualquer, com
o emprêgo de uma superfície auxiliar, existem outros processos que
dispensam o emprêgo de tal superfície. (31)

3.°) SEGMENTO E CõNICA POLAR (32)

a) Conceito-

segmento polar P
Oonsideraremos I I de um ponto I-I, exterior a

cônica polar (P)
côníca corda côníca

uma I I e relativamente a ela, ai I da I Iquádrica côndca quádrica

(31) No caso da superfície cônica do 2.° grau, por exemplo, em A.
Taibo Fernandes "Geometria Descritiva", pág , 434, problema n.? 2, da 2."
edição, Libreria 'Y Editorial "EI Ateneo", 1947, encontramos interessante
processo.

(32) Para maiores esclarecimentos consultar as págs, 29 a 47.

57
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a reta P.
que tem por suporte 1 1polar de 1--1

o plano (P).
Assim, na figo 21, o segmento polar da cônãca c e correspondente

ao polo P, é a corda AB, pertencente à polar p, do referido polo P.
Na figo 22, a cônica polar da quádrica (j, correspondente ao polo

(P) é a côníca (c), pertencente ao plano polar a, do referido pelo (P).
AeB

Nos pontos 1-------------1, as cordas determinadas

cônica c
pertencentes à cônica (c)

na 1-----1 pelos raios polares são nulas, visto serem tangen,
quádrica (j

c
tes a I-I os raios polares

e
raios polares) .

PA e PB
---------1 (posição limite dos
(P) (A), (P) (B), etc.

b) Círculo como caso particular de cônica polar

A cônica de contato (c), cônica polar (fíg. 22), será um círculo:
"quando o raio polar que passa pelo centro do circulo jôr perpen-
dicular ao seu plane'
Isso poderá se verificar "somente na hipótese da quádrica de re:

[erência ser de revolução e o pelo pertencer ao eixo de revolução"

a) A exigêncía de ser "o raio polar que passa pelo centro do
círculo perpendicular ao seu plano" resulta do fato de que

p~--------~~--

Fig. 21 Fig. 22

a superfície dos ralos polares que circunscreve uma quádrica
é uma superfície côn.ica do 2.° grau (pág. 34, n.o 2). Nessa
superfície, os planos cíclicos, quando são dístíntos não são
perpendiculares ao eixo príncípal ; quando são coincidentes,
é porque a superfície cônica é de revolução (4." e 5.".proprie-
dades das págs. 56 e 57).
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b) A exigência de ser de revolução a quádrica de referência de-
corre dessa mesma observação, pois não sendo a quádrica
de revolução, não admitirá círculo polar, isto é, círculo de
contato entre a quádrica e os raios polares que lhe sejam
tangentes, porque êstes raios polares pertencem à superfície
cônica do 2.° grau circunscrita à quádrica, superfície esta
que não admite secções circulares por planos perpendiculares
ao eixo principal, a não ser que seja de revolução (págs. 52 a
57). Mas, se a superfície cônica do 2.° grau fôr de revolu-
ção, ela só será circunscritível numa quádrica de revolu-
ção, se tiver em comum com a quádrica seu eixo principal.





VI - HOMOLOGIA PLANA E ESPACIAL

1) CONCEITO DE HOMOLOGIA

Segundo Poncelet, homologia é uma correspondência entre duas
figuras' obedecendo às seguintes condições:

L' - Retas que unem pontos correspondentes devem concorrer
a um único ponto do espaço (centro de homología) .

2.• - Qualquer reta de uma figura terá sua correspondente na
outra figura, dita sua homóloga e os pares de retas homó,
Iogas concorrem numa única reta (eixo de homologia) ou
único plano (plano de homologia ou plano central), se as
figuras correspondentes são planas ou do espaço, respecti-
vamente.

A homologia plana s·e verifica entre duas figuras situadas no
mesmo plano, podendo ser considerada como resultante de uma ho-
mología do espace, por uma operação de projeção, secção ou rebati-
mento dessa homología do espaço.

A homologia do espaço se v-erifica sempre que se pode relacionar
duas figuras planas, que não são complanares, ou duas figuras não
planas.

Como conseqüência da 2." condição, podemos concluir que: sec-
cionando uma das figuras não planas por um plano, seu homólogo
seccionará a outra, figura e as secções serão homólogas.

2) ELEMENTOS FUNDAMENTAIS - PROPRIEDADES

Raios de homologia - centro de homologia - pares de pontos
tiomôtoooe -

Raios de homologia são retas convergentes n,um único ponto,
denominado centro de lurmoloçia ou pote, Os raios de homologia fi-
cam determinados por pares de pontos, numa correspondência chama;
da bi-únivoca, isto é, numa correspondência que associa um ponto de
uma figura a um e somente um ponto da outra figura e více.versa.
Assim, o conjunto de raios constitue um feixe de raios (homologia
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plana) ou estrêla de raios (homología do espaço), cujo centro é o
centro de homologia. Os pares de pontos homôioços são, também, de-
nominados correspondentes, não havendo um ponto de uma figura
sem ter seu correspondente na outra e reciprocamente

Os pontos de uma figura, considerada de referência, são deno-
minados pontos da l.' figura e os da outra figura, referida àquela l.',
são chamados pontos da 2 .• figura.

Retas homólogas -

Dois pontos da l.' figura determinam uma reta cuja homologa
fica conhecida pelos dois pontos homólogos da 2 .• figura.

Assim, os pontos (AI) e (B1) da l.' figura (fig. 23) determinam
a reta (A1) (B1) cuja homóloga é a reta (A2) (B2)' determinada pelos
pontos (A2) e (B2) homólogos, respectivamente, dos pontos (A1)

e (B,).

Planos homólogos -

Três pontos da L' figura (não colíneares) , determinam um plano
cujo homólogo fica conhecido pelos três pontos homólogos da 2 .• fi-
gura.

Assim, os pontos (AI)' (B1)' (C1) (fig. 23), determinam o pla-
no aI cujo homólogo Uz fica determinado pelos pontos (A2) , (B2),

(C2), homólogos, respectivamente, dos pontos (A1), (B1)' (C1) .
O mesmo se verifica para quaisquer três pontos, da l.' figura 'em

relação a quaisquer três pontos da 2." figura que lhes correspondam.

Eixos de homologia (eixos centrais ou eixOs de pontos unidos) -

Um plano e seu homólogo se interceptam segundo uma reta,
lugar geométrico dos pontos comuns aos dois planos ou dos pontos
cujos homólogos são êles próprios Por essa razão, denominamos a
reta comum aos dois planos homólogos de eixo de pontos unidos.
Entretanto, ela é mais conhecida sob a denominação de eixo de ho:
moloçia,

Verificamos que qualquer eixo de homologia fica determinado
pelos pontos de intersecção de dois pares de retas homólogas. Assim:
(A1) (B1) - (A2) (B2)/se encontram no ponto (11)=(12) e (B1) (C1).<--

'---, (B2) (C2) no ponto (21) = (22); a reta (11) = (12) - (21) =
= 22) é um eixo de homologia.

Planos do centro de homologia -
Todos os planos determinados por dois raios de homologia de-

nominamos planos do centro de homologia. Assim, na figo 23, os raios
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(V) -(AI) (A2), (V) -(BI) (B2)' determinam um plano do centro de ho....
mología. O conjunto de todos os planos do centro de homologia é uma
estrêla de planos cujo centro é o centro (V) de homologia.

( )

Fig. 23

Podemos verificar, também, que os planos do centro de homoío;
gia ficam d·eterminados por pares de retas homólogas como (AI) (BI)
e (A2) (B2), (BI) (CI) e (B2) (C2)' (CI) (DI) e (C2) (D2)' etc ..

Plano central ou plano de pontos unidos -

Os eixos de homologia (eixos centrais ou eixos de pontos unidos)
são complanares e o plano suporte de todos êstes eixos é o plano
central ou plano de pontos unidos.

Podemos verificar que êste plano é um plano reguado, formado
por todos os eixos de pontos unidos, ou seja, é suporte de tôdas as
retas de intersecções dos infinitos pares de planos homólogos. Do
m-esmo modo, êle pode ser, também, considerado um plano pontilhado
de pontos unidos, determinado pelos concursos dos infinitos pares
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de retas homólogas. Daí, denominarmos a êsse plano de "plano de
pontos unidos".

Retas limites -

Os pontos impróprios de uma figura plana têm seus homólogos
na outra figura pertencentes a uma única reta, que se denomina reta
limite. As retas limites têm especial importância na homología plana.

Planos limites -

São os lugares geométricos dos homólogos dos pontos impróprios
de uma figura, relativamente a. um único centro de homología.

Assim, plano limite da 1.' figura é o lugar geométrico dos homó.,
lagos de todos os pontos impróprios da 2.' figura e relativamente ao
centro de homologia (V) (fig. 23). Plano limite da 2.• figura é o
lugar geométrico dos homólogos dos pontos impróprios da 1." figura,
relativamente a (V).

Além das propriedades contidas nos conceitos dos elementos que
acabamos de estudar, podemos ainda destacar a seguinte:

eixo de homologia
---------1 ao 1--------1 tem sua transfor ,
"Todo plano paralelo plano central

eixo".

"Tôda reta, paralela

mada homológica paralela ao referido 1 1
plano".

3) DEFINIÇÃO DE UM SISTEMA DE HOMOLOGIA

phl\na
De um modo geral, um sistema de homologia 1 1

espacial

fica detínído pelo centro de homología, par de pontos homólogos e

eixo de homologia.
1- 1

plano central.
Não nos deteremos em indicar outros modos de definir um sis-

tema de homologia, por não termos necessidade de empregá-Ias.

4) TRANSFORMAÇÕES HOMOLóGICAS DO CíRCULO E DA
ESFERA

do círculo uma elípse, parábn,
A transformação homológica 11-----1é 1---------

da esfera um elípsóíde, para,
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Ia ou hipérbole a reta
----------1 se 1 1limite, lugar dos homólogos
bolóíde ou hiperbolóide o plano

dessa elípse, parábola ou hipérbole
1 1
dêsse elípsólde, parabolóide ou hiperbolóide

ao círculo..
fôr exterior, tangente ou secante 1 1

dos pontos impróprios

à esfera.





2.> P A R T E





VII - PROJEÇõES DA ESFERA

1) CONCEITO DE PROJEÇAO E DE SECÇAO APLICADOS A ESFERA

Se, de um ponto qualquer (V), próprio (fig. 24) ou impróprio
(fig. 25), denominado c-entro projetivo, construirmos uma estrêla
cujos raios projetantes tocam os inúmeros pontos da esfera e seccío,
narmos essa estrêla por um plano, temos na secção o que se chama
"projeção da esfera".

Em Geometria Projetiva, os vocábulos "projetar" e "projeção"
têm, via de regra, significados distintos. Assim, no caso da projeção
cônica ou cilíndrica da esfera, projetar êsse sólido, se restringe a
construir a estrêla de raios projetantes da esfera, cujo centro, polo
ou vértice é um ponto (V), por hipótese exterior à esfera. Cortando-se
a estrêla projetiva (côníca ou cilíndrica) por um plano 7T; a curva
da secção c obtida, seria o contôrno da projeção cônica ou cilíndrica
da esfera.

Dentro dêsse conceito, projeção e secção se contundem em Geo-
metria Projetíva, (33)

Em Geometria Descritiva adota-se, também, 'a mesma distinção

Fig, 24 Fig. 25

(33) Ver: Guido CasteInuovo "Lecciones de Geometría Analítica, Geo-
metria Analítica del Plano y del Espacio - Conceptos Fundamentales de
Geometría Proyectiva - Curvas y Superfícies de Segundo Ordem", pág.
181, § 3.° da Primeira Edición Castellana, traducida de Ia Séptíma Edición
Italiana Editorial "Mundo Cientifico" - C. Calomino - Buenos Aires - Ar-
gentina - 1955; e Luigí Cremona "Elementos de Geometria Projectiva",
versão portuguêsa por C. G S Shalders, pág, 2, Casa Duprat - S. Paulo
- 1918.
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Esta pesquisa é de ordem geral e se aplica ao estudo da projeção
de qualquer figura.

Seja: (V) = centro projetivo, polo ou vértice de projeção
() = esfera de centro (O)
7T' = plano de projeção

L' HIPÓTESE - (V), () e 7T' são elementos distintos.

Podemos ter as seguintes posições relativas:

entre os vocábulos "projetar" e "projeção", porém, relativamente à
"projeção" e "secção", razões de ordem didática e muitas vêzes, de
aplicação técnica, fazem distinguir "projeção" de "secção". E' verda,
de que não há distinção de conceituação teórica, isto é, ambos são
traços de linha (retas ou não) numa superfície, mas do ponto de
vista prático, "projeção" é a figura resultante do corte numa estrêla
de retas projetantes e "secção" é a figura, resultante do corte numa
outra fi.gura cuja superfície é formada ou não de linhas retas (que,
geralmente, não são consíderadas projetantes, e sim geratrizes ou
linhas da superfície seccíonada) .

Entretanto, na Projetiva ou na Descritiva, "projeção" pode ter
também, um sentido mais amplo abrangendo as operações projetar
e seccionar.

2) POSIÇÕES DELATIVAS DO SISTEMA: CENTRO PROJETIVO -
ESFERA - PLANO DE PROJEÇãO

(V) ~ () ~ 7T' (fíg. 26) (~

Fig.26

b) (V) ~ 7T' ~ () (f'ig. 27)
(~

~
Fig. 27

c) 7T' ~ (V) ~ () (fíg. 28)

Fig. 28
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d) (V 00) ~ 7T ~ (}

ou
(V00) ~ () ~ 7T (fig. 29)

Fig. 29

Por não haver denominação especial para a posição a, ela é cha,
mada simplesmente projetiva (de projeção, que é a denominação
geral); a posição b é chamada perspectiva; a c, virtual; finalmente
a posição d é denominada paralela. Para êsse caso, do ponto de vista
teórico, não importa a posição relativa entre (V00 ), () e 7T. Esta posi-
ção pode ser considerada caso particular das duas primeiras.

Para quaisquer dessas posições, verifica-se sempre que os raios
que pertencem à superfície de projetantes da esfera constituem uma
superfície de revolução, cônica ou cilíndrica (côníca de vértice im-
próprio), para a qual o plano de projeção tr é sempre secante e, por-
tanto, a projeção será sempre uma; côníca,

2.' HIPÓTESE. - (V), () e 1T apresentam-se parcialmente confun-
didos.

Podem-se verificar os casos, que reunimos no quadro da pág, 72:
Verifica-se, pelo quadro dessa página, o seguinte:

1.0) Quando (V) E 1T a projeção de () pode ser:

a) um ponto
b) uma reta que pertence a (V)
c) um setor do feixe de retas que têm (V) como centro e

1T como suporte.

2.0) Quando (V) e () a projeção de () é um plano pontilhado (o
plano 7T)'

3.°) Quando (V) é distinto de 1T e também de () a projeção de () é
uma cônica.

1.0) - Quando (V) pertence a 7r «V) E1T), 1.0 ao 3.° caso do quadro
da pág ..72, verifica-se que a estrêla de raios projetantes de (}
que tem (V) como centro é cortada por 7T com a condição de
1T passar sempre por (V). Se a estrêla de raios projetantes
da esfera só tiver em comum com 7T o ponto (V), a proje;
ção se reduzirá a êste ponto, mas se além de conter (V), o
plano 1T contiver, também, um ou inúmeros dos raios da es.
trêla, então a projeção da esfera será constituída pelo setor
do feixe de raios projetantes contidos em 7T.



N.O
do

caso

Figura projeção
de (}Esquema gráfico do

conjunto

Posição relativa
entre (V), O

er.

2.Ó

3.°

4.°

5.°

(V) e 7r
(} tg, 7r em (V)

ou
(V) e ir

(} exterior 7r

(V) e 7T'
(}tg. r. em pon-

to =1= (V)

(V) e 7r
To secante fi

Ponto

\V) distinto 7T'
(V) e (}

(V) pode ser um
ponto da superfí-
cie de (} ou de
seu interior)

(V) distinto 7r po-
dendo ser <V 00 )
\V) distinto (J
Não importa a
posição relativa
entre 7T' e (J, po-
dendo ser 7r se-
cante, tangente
ou exterior a (}.

Reta que passa
por (V)

Setor do feixe de re...
tas projetantes que
têm (V) como centro.
(A projeção é constí-
tuida do ponto (V) e
das retas projetantes
de ~ que pertencem
a '7r e que passam
por (V).

(V) c-entro projetivo
(O) = centro de uma esfera (}
7r plano de projeção

Plano pontíthado
IA projeção é
constituída de to-
dos os pontos de
7r' inclusive seus
pontos ímpró-
prios),

A projeção será
uma cônica de-
terminada do
mesmo modo que
para a 1.' IDPÓ-
TESE.
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2.°) - Quando (V) pertence a () «V) -E (), seja à superfície ou ao
interior de (). 4.° caso do quadro da pág. 72, verifica-se que
a estrêla de raios projetantes da esfera será constituída por
tôdas as retas do espaço que têm (V) como centro. O plano 71'

será sempre um plano secante a essa estrêla, logo a projeção
obtida será o plano pontilhado, ou seja, o lugar geométrico
de todos os pontos que pertencem ao plano 71', inclusive seus
pontos impróprios.

~sse caso só tem interêsse para o estudo da projeção. de
figuras pertencentes à superfície esférica, como a loxodrôml;
ca da esfera. Como não pretendemos desenvolver nosso tra,
balho nesse setor, não nos interessa considerar tal posiçâo,

Também não apresentam interêsse para o nosso estudo
os casos correspondentes à suposição de que (V) E tt (1.0 ao
3.0 caso) .

3.°) - QUaJntoao 5.° caso, em que (V) é distinto de 71' e de n, vert,
fica-se que a estrêla de raios projetantes da esfera. relativa-
mente aos raios que tangenciam a esfera, formará uma su,
perfície cônica de revolução (se (V) estiver a uma distância
finita de 71') ou uma superfície cilíndrica de revolução (se
(V) estiver a uma distância ínfíntta de 71'). Domo (V) não
está contido em 71', o plano tt será sempre secante aos ráíos
projetantes da esfera, logo: "a projeção obtida será sempre
uma côníca", qualquer que seja a posição de 7r relativamente
a (). Sendo assim, recaímos na I.' HIPÓTESE, que será objeto
de estudo mais minucioso.

3) NATUREZAE REPRESENTAÇÃODA SUPERFíCIE PROJETANTE
DA ESFERA

De acôrdo com o estudo feito em "Posições relativas do sistema:
centro projetívo - esfera - plano de proj-eção", podemos considerar
a 1.' HIPÓTESE, no caso a, ou seja quando a posição do sistema é
(V) ~ () ~ 71', a básica para o estudo de tôdas as demais, a posição
para a qual utilizamos a denominação geral de "projetiva". Estuda-
da, esta posição, tôdas as outras seguem o mesmo raciocínio. Anulí;
semos, então, a natureza e representação da superfície projetante da
esfera quando o centro projetivo (V) é um ponto próprio e a esfera
está compreendida entre êle e o plano de projeção:

Seja a esfera (), de centro (O) e eixo vertical (e). Seja (V) o
centro projetivo ou polo pelo qual passarão as projetantes da esfera
(), (fig. 30, espaço e figo 31 épura) ,
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-30-

v

Fig. 31
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Fig. 32

Fig.33
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Para projetarmos a esfera dêsse centro (V), será suficiente cons-
truirmos a estrêla de raios projetantes de centro (V) que passam
pelos diversos pontos da esfera.

Estudemos nessa estrêla de raios projetantes da esfera, aqueles
que pertencem a sua periferia, isto é, que constituem a superfície
cônica de proietantes da esfera. . .

Essa superfície cônica é o lugar geométrico das retas que, pas-
sando por (V), são tangentes à esfera. Estas retas são as geratrízes
de uma superfície cônica de revolução que admite (V) por vértice
e (J por diretriz (ver "Propriedades dos planos tangentes a uma su-
perfície de revolução e em particular à esfera,", págs. 24 a 26). Essa
superfície côníca de revolução é envoltória dos div-ersos planos tan-
gentes à esfera que contém (V).

Pelo teorema n,o 4 da pág. 26, verifica-se que os diversos pontos
de contato entre as duas superfícies pertencem a um, e somente um
círculo, cujo plano é perpendicular à reta que une o ponto exterior
(V) ao centro (O) da esfera. O centro (S) dêsse círculo pertence ao
raio projetante (V) (O).

Fizemos a representação projetiva (sistema mongeano, figo 31),
considerando apenas as geratrizes do contôrno da superfície côníca
de projetantes da esfera e a projetante de seu centro. Destacamosi
ainda, as projeções do círculo (c) de contato.

Quando 'O centro projetivo (V) é um ponto impróprio, a super.,
fície projetante da esfera será constituída por uma estrêla de raios
projetantes cujo centro estará nIQinfinito, (V00), figo 32 - espaço;
figo 33 - épura. Os raios da periferia dessa estrêla pertencerão a
uma superfície cilíndrica de revolução, lugar geométrico dos raios
projetantes que, passando por um ponto impróprio (V00), isto é,
sendo paralelos a uma direção dada (d) , são tangentes à esfera de
centro (O).

Êsse problema é apenas um caso particular do anterior (ns. 4 e 5,
pág. 26).

A curva de contato é um círculo máximo (c) da esfera, cujo
plano é perpendicular à direção (d) = (V00) dos raios projetantes.
O centro (S) do círculo de contato será, pois, coincidente com o cen,
tro (O) da esfera.

A representação projetiva obedeceu ao mesmo critério observado
para o problema anterior.

Êste problema corresponde ao caso d da V HIPÓTESE, os casos
b e c correspondem, ainda, a superfícies cônícas envolventes da es-
fera Essas superfícies pertencem à família das superfícies do 2.° grau
ou de 2.• 'Ordem.
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4) NATUREZA E TRAÇADO DAS PROJEÇÕES DA ESFERA

Tem-se estudado as proj eções da esfera como uma secção cônica
da superfície de revolução envolvente e seguindo o processo clássico
de determinação dos traços dos raios da estrêla de projetantes tan,
gentes àquela superfície, utilizando-se, para êsse fim, o método bí,
proj etivo de Monge. _

O que vamos apresentar agora é um estudo das projeções da
esfera, pelo seu círculo de contato.

Na apreciação das projeções do círculo; adotamos muito do pro-
cesso aplicado pelo professor Dr. Roberto Muniz Grégory.

Pretendemos, com isso, colaborar na divulgação de um método
baseado em raciocínio de ordem geral (transformadas homológicas
do círculo), que oferece recursos interessantes.

~sse método, que resulta da. associação en,tre a figura no espaço
e sua projeção, permite:

1 - determinar, com relativa facilidade, retas e pontos que apre,
sentam interêsse para o desenho da projeção, possibilitan-
do construcão rápida e, por vêzes, economizando constru-
ções auxiliares;

2 - depender muito pouco do sistema bí-projetívo, (apenas o ne,
cessárío para determinação de um par-de pontos homó;
logos) .

Passemos, pois, ao estudo do círculo ele contato da superfície
côníca de projetantes da esfera.

a) O círculo de contato como única figura ela esfera necessária à
sua prOjeção

Já verificamos que a superfície projetante da esfera é sempre
cônica (ou cilíndrica, como caso particular) de revolução, tangen,
ciando a esfera segundo um círculo cujo plano é perpendicular ao
eixo da superfície cônica.

Verificamos, também, que essa superfície é constituída pelo lugar
geométrico dos raios projetantes da esfera, que são tangentes àquela
superfície (víde "Natureza e representação das superfícies projetan-
tes da esfera", págs. 73 a 76). Portanto, a esfera fica envolvida por
êsses raios, que são os responsáveis pelo contôrno da projeção do
sólido. Todos os outros pontos da figura serão projetados mediante
raios secantes a ela, apresentando seus traços, no plano de proje-
ção, interiores aos traços dos raios da periferia, ou seía, ao daqueles
raios que constituem a superfície cônica de projetantes.

Então, tem particular importância o circuio ele contato, ou seja,
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o lugar geométrico dos pontos de tangêncía dos raios projetantes da
esfera, pois a projeção dele é responsável pelo contôrno da projeção
da esfera.

Lembrando que o centro projetívo de uma esfera é, também, o
polo do círculo de contato, relativamente à esfera, podemos formular
o seguinte TEOREMA: "Projetar uma esfera é projetar o' círculo cujo
polo é o centro proietioo da estera:",

Assim, não poderemos sempre afirmar que: "Tôda superfície pro ,
jetante de um círculo é superfície projetante de unia esfera"; porque:

1.0 - O centro piojetivo pode 'não pertencer à reta perpendicular
aIOplano do círculo que passa pelo centro dêste círculo.

Se o centro projetivo pertencer a uma reta que, passando pelo
centro do círculo, é oblíqua ao seu plano, podemos afirmar que a
superfície cônica que tem por vértice aquele centro projetivo e por
diretriz o círculo, "não é de revolução", pois "as superfícies de retõ:
lução, do 2.° grau, só admitem secções circulares por planos perpendi_
cularee ao seu eixo". (34)

Sabe-se, também, que: "As secções feitas numa superfície de re-
volução por planos perpendiculares ao eixo são sempre círcula,
res". (35)

Não sendo possível ter secções circulares oblíquas ao eixo, exami-
nemos:

"se é possível uma superfície cônica de revolução tangenciar
uma esfera, sem ser segundo um círculo".

Pelo teorema n.o 4 da pág. 26, verifica-se ser impossível tal hi-
pótese, logo:

"não é possível uma superfície comca de revolução tangen,
ciar uma esfera, sem ser por um círculo, cujo plano é per-
pendicular ao eixo comum às duas superfícies".

Resta-nos, agora, verificar:

"se é possível inscrever uma esfera numa superfície cônica
do 2.° grau, que não seja de revolução".

Pelo teorema n.? 5 da pág. 26, verifica-se que isso não é possível,
logo:

"Somente a superfície cônica ou cilíndrica (cônica de vértice
impróprio) d}e revolução é circunscritível numa esfera".

(34) Ver Capo lU "Breve apreciação sôbre superfícies" págs .. 17 a 22, e
"Secções circulares das quádrícas", págs. 52 a 5r7.

(35) Ver "Propriedades de uma superfície de revolução", n. 3, ítens
1, 2 e 9, págs, 20 e 21.
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. Sendo assim:

"se a superfície comca ou cilíndrica do 2.° grau não é de
revolução, não é circunscritível numa esfera".

2.° - Mesmo que o centro projetivo pertença à reta perpendi-
cular ao plano do círculo, levantada pelo seu centro, isto é, que o
centro projetivo seja vértice de uma superfície cônica de revolução,
à qual pertence o círculo, pode não ser verdadeira a afirmativa:
"Tôda superfície projetante de um círculo é superfície projetante de
uma esfera", porque a superfície côníca de revolução pode ser secan,
te à esfera, Somente se essa superfície fosse tangente à esfera, tal
afirmativa seria verdadeira.

Então, valendo-nos do estudo que acabamos de fazer sôbre o teo-
rema da pág. 78, podemos formular tal teorema, também, com a se-
guinte redação:

"Tôda superfície projetante de um círculo é superfície pro-
jetante de uma esfera que admite êsse círculo como linha de
contato".

b) Natureza e traçado das projeções de um círculo

Analisemos o sistema: (V), (c), 71",no qual:

(V) = centro projetivo,
(c) = círculo a ser projetado, cujo plano é (T

7r = plano de proj eção.

Considerando a pesquisa feita nas págs. 70 a 73, e adaptando-a
ao caso do círculo, podemos ter:

I ;

7T

1.' HIPóTESE

a) (V) ~ (c) ~ 7r (fig. 34)

b) (V) ~ 71"~ (c) (fig. 35) »:7T
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c 7T
c) 7T -7 (V) -7 (C) (fíg. 36)

~
Fig. 36

d) (V00) ~ 7T -7 (c)
ou

(V00) -7 (c) -7 7T (fig. 37)

C
Fig. 37

Em qualquer dêsses casos teremos sempre o círculo como díre-
triz circular de uma superfície cônica de projetantes (se (V) é pró,
prío, como nos casos a, b e c) ou cilíndrica (se (V) é impróprio, como
no caso d) do 2.0 grau.

A projeção dêsse círculo (c) é a curva de secção, pelo plano 70,

da referida superfície de projetantes do 2.0 grau.
Pelos estudos de secções cõnícas, em -tôrno do teor ema de Apollo,

nius, é possível prever a natureza da secção obtida nessa superfície
retílínea do 2.0 grau, que sabemos ser, de modo geral, uma cônica. (36)

A natureza dessa secção côníca, ou seja, da curva que chamaremos
c e que corresponde à projeção de (c), depende da posição relativa
entre 7T e os raios projetantes de (c).

Assim, a projeção de (c) em 7T será, respeetiv'amente, "uma elípse
(ou círculo), uma parábola ou uma hípérbole - se nenhum dos ratos
projetantes de (c) tiver pontos impróprios em 7T, se houver, apenas
um raio projetante com ponto impróprio, ou se forem dois os ràíos
projetantes que tiverem pontos impróprios no plano 7T".

Para se verificar isso, será suficiente fazer passar pelo centro,
projetívo (V), vértice) da superfície eôníca de proljetantes, um plano
paralelo ao plano de projeção 7T. Se êsse plano paralelo a 7T só tiver
em comum com a superfície de projetantes o vértice (V), a projeção
de (c) será uma elípse; se for tangente à superfície de projetantes,
a projeção será uma parábola; se for secante,a projeção será
uma hipérbole.

Vamos considerar como caso básico, isto é, como aquele que ser-
virá para enfeíxar todos os demais, o relativo à posição:

(V) -7 (c) -7 7T

(36) Ver ítem n.? 2 (pág, 18>'
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Esquema das projeções do círculo, considerandO' Q estudo da pág. 72,

2." HIP6TESE, adaptado a uma figura plana
----~_..~.._-------.,.-------.,.----_.- --

Posição relativa
entre (V), (c) e 71'

Figura projeção
de (c)

2.°

4.°

. ;r: !T (V) e 71"

V}· (c) tg. 71" em (V) Ponto (V):;1 ou -
(V) e 71"

(c) distinto 71" (

1T
(j/)

(V) e 71'
Reta

~t) 71

(c) tg, 71' em pon- que passa
to 0::1= (V) por (V)

<>--'-'--

Gràfico do conjunto

7f
~J (V) e 71"

(c) secante a 71"

ou
(c) e 71"

(e)

I
(r}

rI
(V) distinto de 71'

(V) e a
(V) pode ser pró-
prio ou impró-
prio.

«~ (V) distinto 71"'
(V) pode ser pró-
prio ou impró-
prio. (V) distin-

C) "to a- Não impor-
----+V-"-'-'---"--.:..-I ta a posição rela-

tiva entre a e 71"

Setor do feixe de
retas projetantes
que têm como
centro (V).
(A projeção é
constituída do
ponto (V) e das
retas projetantes
de (c), que perten-
cem a 71' e que
passam por (V)

Reta pontilhada
ou segmento de
reta pontilhada,
pertencente ao
traço de o em 71'.

A projeção será
uma cônica deter-
minada do mesmo
modo que para a
1.a HIPóTESE.

(V) centro projetívo
(c) círculo a ser projetado, sendo o seu plano

71' plllino de projeção
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ou seja, o caso a da 1.• HIPÓTESE, que chamamos projetiva (ver
pág. 71).

Julgamos que o estudo dêsse caso seja IQ' surícíente para o enten,
dímento de todos os demais. Pretendemos nos dedicar, principal-
mente, a êle,

Por essa razão, no esquema que apresentamos nas págs. 88, 89' e
90, 91, rocalízaremos o caso a, referindo-se aos casos b, c e d somen-
te para destacar particularidades interessantes por êles apresen-
tadas, como sejam: a relação entre os raios dos círculos (c) e c, ou
as relações de semelhança e afinidade entre (c) 'e c.

Projeções do círculo qualquer

1.0 -. Projeção cânica do círculo -'Ou seja, do círculo quando (V) é
próprio.

Tomemos, como exemplo, a resolução do seguinte
Problema: "Determinar a projeção cônica 'Ü~ central de um círculo

(c) num plano 17"'" (fig. 38 da pág. 83).
Dados: 1.0 - Plano de projeção 17", suposto horizontal.

2.° - Círculo (c) de plano a:
I - traço horizontal a17" do plano (c) em 7r
11 - raio (r)
lU - projeção em 17" de (S), centro de (c), bem

como cota ~ de (S).
3.° - Projeção em 17" do (centro projetivo (V), bem como

sua cota M(V) l'

Resolução na épura

Sejam: ,(X17" o traço de (c) em 17", 8 e V, respectivamente, as pro ,
ieções ortogonais de (8) e (V) em 17".

Com auxílio de um plano (3 .La: tt e (3 .1 ir, rebate.se em (8) 2 o
centro (8) do círculo e com êle todo o círculo (c) (charneira a 17").

Por processo semelhante, rebate-se (V) em (V)~, tendo como ehar-
neira o traço em 17" de um plano que contém (V) 11 a·

Determiria.se o traço 81 'em 17" do raio projetante de (8).
Tem-se, assim, um sistema de homologia entre a figura (c) re-

batida e sua projeção cônica, sendo:

a17" = eixo de homologia
(V) 2 = centro de homología

(S) 2 e Sl = par de pontos homólogos

Com aplicação do método de homología, determina-se, fàcilmen-
te, a projeção cônica do círculo (c), em c (destacado em linha grossa).
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Fig. 38
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No exemplo da pág. 82, figo 38, a projeção cõníca do círculo é
uma hípérbole, porque duas projetantes (V) (E) e (V) (F) têm traços
impróprios em 71".

A natureza da projeção fica previamente determinada passando
por (V) um plano li 71", conforme ficou dito nas págs. 79 e 80.

~sse plano corta o plano de (c) segundo a reta limite da 1.'
figura (círculo (cr ) , ou seja, reta 7, que determina em (c) os pon-
tos (E) e (F), cujos homólogos são, conforme sabemos, impróprios.
2.° - Projeção cilíndrica do círculo - ou seja, projeção do círculo

quando o centro projetivo é
impróprio - (V 00 ) •

Como exemplo, resolvamos o seguinte
Problema l-Determinar a proj eção cilínarica oblíqua de um cír-

culo (c) num plano 71" (fig. 39 da pág. 85).
Dados: - 1.0 - Plano de projeção 71", suposto horizontal.

2.° - Círculo (c) de plano a:
l-traço horizontal oat do plano de (c) em 71",

II - raio (r),
III - projeção em 71" de (S), centro de (c), bem

como. cota S (S) 1 de (S).
3.° - Projeção d = V 00 em 71" da direção (d) das proje,

tantes e o ângulo, (â) , que (d) forma com 71".

Resolução na épura:

Sejam: oat o traço de (c) em 71", S e d = V 00, respectivamente,
as projeções ortogonais de (S) e (V 00) em 71".

Com auxílio de um plano f3 1. a 71", f3 1. 71", rebate-se, em (S) 2' o cen-
tro (S) do círculo, e com êle, todo o círculo (c) (charneíra a 71")'

Com auxílio de um outro plano y1.7I" ff(d) , faz-se um segundo re,
batimento de (S) em (S) 3' que permite determinar o traço SI da pro,
jetante de (S) em 71" (com emprêgo de â).

Tem-se, então, um sistema de homologia particular (afinidade)
entre a figura (c) rebatida e sua projeção cilíndrica oblíqua, sen.do:

eixo de afinidade
= par dei pontos afins

direção de afinidade

Considerando a afinidade, determina-se a proj eção cilíndrica de
(c) em c (destacado por meio de uma linha grossa).

ProblemaII - Determinar a projeção ortogonal de um círculo (c)
num plano 71" (fig. 40, pág. 86).

Dados: - 1.0 - Plano de projeção 71", suposto horizontal.
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Fig. 39
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Fig. 40
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2.0 - Círculo (c) do plano a:
r - traço horízon tal a tt do plano de (c) -em 7T,

I! - raio (r),
rI! - projeção em 7r de (S), centro de (c), bem

como cota S(S) 1 de (S).

Resolução na épura:

Sejam:a7r o traço de (c) em 7r S a projeção ortogonal de (S) em tr-
Com auxílio de um plano f3 ..1 a e f3 ..1 7r, rebate-se em (S) 2 o cen-

tro (S) do círculo, e com êle, todo o círculo (c) (charneira a7r)'

Tem-se, então, um sistema de homclogía particular, afinidade
ortogonal, erutre a figura (c) rebatida e sua projeção ortogonal em
que a dir-eção de afinidade é perpendicular ao eixo de afinidade,
sendo:

eixo de afinidade
par de pontos afins
direção de afinidade.

Considerando ã afinidade, determina-se, fàcilmente, a proj-eção
ortogonal de (c), destacando-se c por meio de uma linha grossa.

Nos exemplos da pág. 85, figo 39 e pág. 86, figo 40, as projeções
cilíndricas do círculo são elípses.

Se examinarmos o, esquema das págs. 88 e 89 verificaremos que a
projeção, seja côníca ou cilíndrica, do círculo, pode ser outro círculo"
se o plano secante fôr paralelo ou antí .paralelo com relação a (c).

O referido esquema faz uma síntese das posições relativas entre
o plano de projeção tt e a superfície de projetantes, entre 7r e o cír-
culo (c) a ser projetado, destacando ainda, mais algumas particula-
ridades que podem despertar interêsse.

5) PROJEÇõES DO CíRCULO POLAR - PROJEÇõES DA ESFERA -
ELEMENTOS PRINCIPAIS DA CõNICA PROJEÇÃO

Consideraremos o círculo cuías projeções pretendemos estudar
como um círculo de contato com a esfera.

Sendo assim, admitiremos que o raio projetante do centro dêsse
círculo seja sempre p-erpendicular ao seu plano, o que não invalida
a generalização do raciocínio feito e permite uma imediata aplica-
ção às projeções da esfera, que é nosso objetivo atingir (ver págs. 77 -8

78), o que se segue ao título "Natureza e traçado das projeções da, es-
fera") .

Por ser o círculo de contato da esfera um círculo polar do cen,
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(V) li', Posição relativa entre os raios
projetantes e 71'

ou
, I Particularidades entre

(V 00) I I 71' e (c)

,
I
I Posição do sistemaI (V), (c), 71'

l I
.l Projetantes têm I
I II ,
I I
I II traços próprios I

(V) I em 71' \, ,
" "I I, ,
I I, I
, I

I I
I I

--------,
71' Ii (c) ou 71' anti- 11.0)
paralelo (c) I ~~) ~ (c) ~ 71'

i (V) ~ 71' ~ (c)
I 3.°)
I tr ~ (V) ~ (c)
I
I,
I
i'

I
I

i
I

I

I Sem interêsse
I

i

, I
I Uma projetante I

(V) I tem traço ím- I
I próprio em 71' I
I (g),#7I' i

I I
I ;
I Duas projetan- I
. I tes têm traços I

(V) I impróprios em 71' ,

! (g\(g)21:7'1T I
I I
I I
I I
, I

I
I

I Sem interêsse,
I

li

I
Sem interêsse

I
i
I
I,
I

(V) 00 I traços
I

I
"em 71'

I,
I
I
!

I
Projetantes têm :

I,
Independente

I
I
r

ir
I'
I
I
I
I
I
I
I
L

i---------
próprios 1 71' Ii (c) ou tr anti-

paralelo (c)
I

i
i,

(V) ou (V00) = c-entro projetivo próprio ou impróprio.
c projeção de (c); quando esta projeção fôr círculo, seu

raio = rc-
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I
\ Relação entre
I (c) e c

I
I
\ Hornologia geral -

I
I
I
-II rc > rCc)

\ r, ,<5' rCc)
I re ~ r(c)

II Seme:hança se
17T' /1 (c)

1 , 1i Homologla gera se

117T'<.nti-paralelo (c)
I

i
1
1
1 -- I-- _=_~
1 ------------

I
I , 1I Homologla gera
I

!
1--_-----------
\ Homologia geral
1,,

"I'-----------------
II Afinidade
I
l
I-r~== r(c)

I Congruência, se
17T' /1 (c)
I Homologia geral, se
I 7T'antiparalelo (c)
I
I
I
I

Gráfico da posição
do conjunto

{~ V)CJ
(' íT C

fT

Espécie da
projeção c

Elípse

ou

Círculo

como caso

particular

Parábola

Hipérbole

Elípse

ou

Círculo

como caso

particular

(c) círculo 'TIO espaço, cujo raio = r(c)'
7T' = plano de proj eção.
g = proj etante.
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ESQUEMA REPRESENTATIVO DAS PROJEÇõES n
1\

Posição relativa entre â e v ,
~ I

â :;Ç 90°; v < 90° I
\ II Paricularidades entre I
I 7!' e (p) !
I !

Posição do sistema
(V), (p), 71'

VI
11 <OS

1\
â > v

Sem
interêsse

o
O

I
I
II 1.0)
I (V) ~ (p) ~ 7!'

I
! 2,°
I (V) ~ 7!' ~ (p)
,
I

I I
i I
I I
I I
! I
I I
I I

7!' // (p)

â = 90°
3,°
7!' ~ (V) ~ (p)como caso

particular

1 I
I I
! I
I 1

I I
I I
I I
i I___________~J-----------------------------
I I
i I

I
I
I
I,,
I

Sem
interêsse

t,
â < v

Sem
interêsse

â < 90°

Independente
â = 90°

7!' // (p)

v como caso

particular

e â > O
'(P) ou (P 00) = polo próprio ou impróprio

p = projeção de (p); quando esta projeção fôr círculo, seu
raio = rp

â = ângulo de tt com (P) (S), sendo sempre 900 :::::: â C I\v~ <
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II l.0}

I rn » rro)
II 2.0}

I ro < rru)
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I
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I
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I
I
I
I
I
I
I
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(P)

P $..1
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SI p../ 7T

Espécie da
projeção p

Elípse

ou

/\
V = semt.ãngulo da superfície cônica de revolução de pro

jetantes
(p) = círculo polar de (P), relativo a uma esfera; r (p) = raio;

(S) = centro

Círculo

como caso

particular

Parábola

Hipérbole

Elípse

ou

Círculo

como caso

particular
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tro projetívo ou polo, denominaremos êsse círculo de o». sendo (P)
o seu polo e p sua projeção em 71". Chamaremos (S) ao centro de
(p) e () à esfera de centro (O), em relação à qual foram considerados
(P) e (p).

Sendo a superfície de projetantes sempre de revolução, é inte-
ressante considerar a inclinação do plano secante, ou plano de pro;
jeção 71", em relação ao eixo da superfície, ou seja, a reta projetante
do centro (S) do círculo (p) . Essa reta, (P) (S) ou (P) (O), formará
com o plano de projeção 71" um ângulo (â) , e com qualquer proje ,
tante da superfície de projetantes (ou geratriz da superfície de re ,

/\
volução) , outro ângulo (v).

No esquema das págs. 90 e 91, organizado segundo o mesmo cri-
tério já apresentado para o "esquema representativo das projeções de
um círculo qualquer", das págs. 88 e 89, levamos em corsslderação a

ti
relação entre â e v, por se tornar mais simples, visto se tratar do
caso particular de uma superfície de revolução. Estaremos, com isso,
fazendo uma aplicação direta do teorema de Apollonius, nos têrmos
em que êle é geralmente apresentado.

~sse teorema foi, posteriormente, generalizado e aplicado a uma
superfície cônica qualquer do 2.° grau. Baseados nessa generalização,
organizamos o esquema das págs, 88 e 89.

Então, aplicando o teorema de Apolloníus à projeção de um cír,
culo polar (p), poderemos ter, de um modo geral, a projeção p, se-
gundo uma: Ã

elípse, se â > v
/\

parábola, se â v
/\

hipérbole, se â < v

Os casos particulares estão previstos no esqu-ema das págs. 90 e
91 (1.' HIPÓTESE) ou nos esquemas das págs. 72 e 81 que correspon;
dem à 2.. HIPóTESE. Como êsses casos não oferecem dificuldades
maiores, não faremos estudo especial dêles, a não ser para o caso da
projeção cilíndrica (quando (V) é impróprio) em que p é uma elípse,
por uma questão de coerência com a orientação seguida, já que ana,
Iísamos a projeção cilíndrica e a ortogonal de um círculo qualquer
(ver págs. 85 e 86, figs. 39 e 40). Nosso propósito, ao analisar tais
casos é, apenas, o de salientar a perfeita identidade com as proje-
ções de uma esfera que tem (p) como círculo de contato.

1.0) Projeção cônica de (p)

Problema: Determinar a projeção comca p de um círculo (p)
polar de um ponto (P) com relação à esfera () (fig.
41, pág. 93; figo 42, pág. 94; figo 43, pág. 95).



PROJEÇõES DA ESFERA 93

Fig. 41
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Fig. 42
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Fig. 43
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Dados: 1.0 - Plano de projeção 7r, suposto horizontal.
2.°_ Círculo (p) de plano a:

! - traço horizontal oar do plano de (p) em 7r,
II - raio (r),
lI! - projeção em 7r de (S), centro de (p), bem como

cota S (S) 1 de (S).
3.° - Distância (I) do polo (P) ao centro (S) do cír-

culo (p).

Resolução na épura:

Sejam: a7r o traço de (p) em 7r. S -e P, respectivamente, as pro-
jeções ortogonais de (S) e (P) em tr-

Num plano auxiliar (3 l.a7r' projeta-se (S) em (S) l' sendo S(S) 1=
= cota dada.

Rebatendo a sôbre 7r, obtem-se (S) 2 e com auxílio de (r) cons,
tróa.se o círculo (p) 2' rebatimento de (p) sõbre 7r. Do mesmo modo,
rebat-e-se também (P) em (P) 2 sôbre tt tendo como charneira o
traço em 7r de um plano que contém (P) // a.

Determina-se o traço S1' em 7r, do raio projetante de (S).
Dessa fase em diante, com emprêgo do método de homologia,

pode-se determinar a projeção p do círculo (p) .
De fato, observa-se uma homologia de rebatimento entre o cír-

culo rebatido e sua projeção cônica p, sendo:
cctt = eixo de homologia,

(P) 2 = centro de homología,
(S) 2 e (S) 1 = par de pontos homólogos.

Nas figs. 41, 42 e 43 destacamos em linha grossa a projeção p do
círculo o».

O círculo (p) , projetado em (3, fica determinado traçando-se
em a8, a partir de (S) os segmentos (s)-;:-fÃ) 1 = (SG(B) 1 = (r).

No /), (S) 1(P) 1(A) 1 retângulo em (S), tem-se: <t: (S) 1(P) 1(A) 1 =
/\

=v
A reta (P) 1(S) 1 forma com (37r o ângulo que chamamos â, for-

mado entre o eixo da superfície cônica de projetantes e o plano de
projeção (ver págs. 87, 90 e 91).

Conforme já foi exposto, pela comparação entre êsses dois ângu-
los, podemos reconhecer previamente a natureza da projeção p.

r.
No desenho da pág. 93, figo 41, p é uma elípse, porque â· > v; no

/\
da pág. 94, figo 42, temos p = parábola, verificando-se que â = v e

/\
rínalmente, na pág. 95, figo 43, â < v, caso em que p = hípérbole.

No caso em que p é uma elípse, a reta limite i (da L' figura) é
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exterior ao círculo rebatido (de centro (S) 2; no da parábola, ela é
tangente, e no da hipérbole ela é secante ao referido círculo.

Note-se que j = .a 7Tl = traço em a de um plano 7Tl ff 7T, con-
firmando-se, assim, o princípio já referido de reconhecimento prévio
da natureza da projeção (ver pág. 80, § 6.°).

Projeção cônica da esfera

Determinada a projeção cônica do círculo (p), está determinada
a da esfera (), para a qual estão referidos (p) e (P).

Traçando-se (A) 1(O) 1 1.. (P) 1(A) l' obtem-se em (P) 1(S) 1 o pon-
to (O) 1 centro da esfera () cujo ráio é (O) 1(A) 1 = (O) 1(B) l'

2.°) Projeção cilíndrica de (p)

Problema: Determinar a proj eção cilíndrica p de um círculo
(p) polar de um ponto (P 00) com relação à esfera ()
(fig. 44, pág. 98). .

Dados: - 1.0 - Plano de projeção 7T, suposto horizontal.
2.° - Círculo (p) de plano a:

I - Traço horizontal att do plano de (p) em 7T,

II - raio (r),
III - projeção S, no plano 7T, de (S), centro do

círculo (p), bem como cota S(S) 1 de (S).
Resolução na épura:

Sejam: a7T o traço de (p) em 7T, S a projeção ortogonal de (S)
em 7T.

Num plano auxiliar (3 1.. a7T, projeta-se (S) em (S) 1'( sendo
S(S) 1 = cota dada).

Sôbre a(3 (traço de a em (3), marca-se (S) 1(A) 1 = (S) 1(B) 1 =
= (r). Dêsse modo, fica determinada a projeção de (c) em (3.

Rebatendo a sôbre 7T, obtém-se em (S) 2(A) 2(B) 2(C) 2(D) 2' o cír-
culo (p) rebatido sôbre 7T.

Determina-se o traço SI' em 7T, do raio projetante de (S), sen-
do (P 00) (S) 1 1..a. Logo (P 00) 1 1..a(3 e P 00 1.. a7T, que eorrespondem
às projeções, respectivamente, em (3 e em 7T da direção de todos os
raios projetantes de (p), visto tratar-se de projeção cilíndrica.

Dessa fase em diante, com emprêgo do método de homología,
pode-se determinar a projeção p do círculo (p) .

De fato, observa-se um caso particular de homología, afinidade
ortogonal, entre a figura (p) rebatida e sua projeção cilíndrica,
ambas no plano 7T, sendo a direção de afinidade perpendicular a a7T.
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F'ig, 44
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Assim temos:
mr eixo de afinidade

(S) 1 e (S) 2 par de pontos afins
(S) 1 (S) 2 = direção de afinidade

Determina-se, fàcilmente, pela afinidade, a projeção p, destacada
em lihha grossa.

Projeção cilíndrica da esfera

Tratando-se de projeção cilíndrica, o pala de (p) é impróprio,
de modo que, para a esfera (j de referência, que tem (O) como cen;
tro, (p) será um círculo máximo; portanto, (S) e (O) são coinci-
dentes. Logo: raio (j = raio de (p) = (S) 1(A) l'

1.0 - Eixo focal -
o eixo focal da côníca p pertence a (3, ou seja ao
plano que, sendo plano de simetria da superfí,
cie cônica de projetantes, é perpendicular a a C

a 7r (porque deve conter os dois raios da esfera
que são, respectivamente, perpendiculares a tt e
a ,a). Portanto, o "eixo focal das cônicas perten-
ce a (37r" .

.2.0 - FOcos e diretriz -
a - Quando tr é tangente à esfera (j, um dos focos

de p, bem como sua diretriz, ficam determinados
imediatamente pelo teorema já citado de Daude,
lin-Quetelet;

b - Se 7r não fôr tangente à esfera (), será paralelo a
um plano 7rI' tangente a (j, que determina na su-
perfície cônica de projetantes uma segunda côní.,
ca PI' homotética da primeira (37). O foco e a

Elementos principais da cônica p projeção de (p)

Pelo teorema de Daudelin-Quetelet, assim enunciado:

- "A secção de um cone circular, por um plano tangente a uma
esrera inscrita nesse cone, é uma cônica que tem um foco no
ponto de contato e, para diretriz correspondente, a intersecção
do plano secante e do plano da circunferência de contato da
esfera e do cone",

vertríca.se que:

(37) Ver pág. 28.

99
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diretriz da côníca p pertencerão, respectivamente,
aos traços prójetantes do foco e da diretriz da
cônica Pl' em 7r e relativamente a (P).

Se (P) fôr impróprio (como é o caso da figo 44, pág. 98), tudo
que ficou observado relativamente aos elementos da cônica p, ainda
é verdadeiro, visto que do ponto de vista teórico, a superfície cilín-
drica é um caso particular da superfície cônica.

6) CASOS PARTICULARES DE PROJEÇÃO DA ESFERA

Compar arido os quadros das págs. 88 e 90, verifica-se, na coluna
Particularidades entre tr e (c) ", pág. 88 ou "Particularidades entre 7r

e (p), pág. 90, que na primeira está prevista a posíção:
7r jI (c) ou 7r anti-paralelo de (c)

enquanto que, na segunda, somente se apresenta:
7r jI (p)

Isto é conseqüência de serem circulares, nas superfícies comcas
ou cilíndricas de revolução, somente as secções feitas por planos per-
pendiculares ao eixo da superfície (págs. 77 a 79).

Assim, enquanto na superfície cônica ou cilíndrica do 2.° grau,
não de revolução, é possível obter duas direções de planos cíclicos
(antí-paralelos) , as de revolução só apresentam uma direção.

Sabe-se que, na superfície cônica ou cilíndrica de revolução, as
secções antí.paralelas que são circulares têm a mesma direção e, PQr_
tanto, passam a ser paralelos (págs. 52 a 57).

Como podemos concluir, o cone de revolução é um caso particular
do oone geral do 2.° grau ou seja, aquêle que admite secção perpendi-
cular ao 1.0 eixo de simetria (eixo principal), na forma de um círculo
(quando, no caso geral é sempre uma elípse) . (38)

Como o esquema da pág. 90, estuda o círculo polar, ou seja aquêle
cujas projetantes (raios polares) determinam uma superfície cônica
ou cilíndrica de revolução, nêle não interessa especificar o caso das
secções antt.paralelas.

Assim por essa razão, concluímos que:

"A projeção côndca ou cilíndrica de uma esfera só será um
círculo, se o círculo de contato fôr paralelo ao plano de
projeção, ou: se a projetante do centro do círculo de con-
tato fôr perpendicular ao plano de projeção".

(38) Ver págs, 47 e 48 (Teorema).



"Projetar projetar o
a) 1 1uma esfera é 1-------

"A projeção de a projeção do

polar, cujo polo é o centro projetívo dêsse sólido".
b) "A projeção de uma esfera é a transformação homológica

espacial do círculo polar da esfera, sendo seu polo corres-
pondente, o centro de homologia; 'Ü eixo de homologta é a
reta de interseção entre o plano do círculo polar e o plano
de projeção".

c) Com exceção dos casos apresentados na pág. 72:
"A projeção de uma esfera será uma elípse (círculo como
caso particular», parábola ou hipérbole, segundo o raio
projetante (raio polar) do seu centro forme com o plano
de projeção um ângulo

â ~ ~
A <

sendo v o ângulo formado por êste mesmo raio com qual-
quer dos raios da periferia".

d) "A perspectiva de uma esfera é um círculo desde que o
centro dessa esfera pertença ao raio visual principal".

círculo

VIII - CONCLUSõES

I.') RELATIVAMENTE AS PROJEÇõES DE UMA QUÁDRICA:

"Projetar
-------1 uma quádrica é
"A projeção de

cujo pelo é o centro dêsse sólido".

- Quando a quádrica é uma esfera:

-------1 cônica polar
a projeção da

projetar a

2.') RELATIVAMENTE A ASSOCIAÇÃO ENTRE O SISTEMA "CíR-
CULO POLAR DE UMA ESFERA" E O SISTEMA "CôNICA
POLAR DE UMA QUÁDRICA":

"O sistema cônica polar de uma quádríca pode ser con-
siderado como transformada homológica espacial do sis-
tema círculo polar da esfera" .. (39)

(39) A particularização para a esfera é conveniente, por ser êsse sólido
padrão.
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Um cone de 2.° grau, não de revolução, não é círcunscrítível numa
esfera, mas, do mesmo modo que uma esfera pode se transformar,
pela homologia, num elipsóide, parabolóíde ou níperbolóíde, "um cone
de revolução circunscrito numa esfera, pode se transformar, pela ho;
mologia, num cone do 2.° grau, não de revolução, circunscrito num
elípsóíde, parabolóíde ou hiperbolóide, em que se transforma a esfera",

A título de divulgação, faremos em "APLICAÇÕES", pág. 104, uma
iniciação dêsse estudo, no caso particular da transformação homoló-
gica do sistema: "esfera-cone de revolução circtmscrífo" em sistema:
"elípsóide-cone geral do 2.° grau, não de revolução", ou seja, da re-
lação entre o cone de revolução e o cone do 2.° grau não de revolu-
ção, quando a esfera inscrita no primeiro se transforma em elipsóide
inscrito no segundo.

Eintretanto, esclarecemos que o estudo comporta amplitude muito
maior e somente êle daria lugar a nova tese.

,



IX - APLICAÇÕES

1) NO CAMPO DA PERSPCTIVA E SOMBRA, DA GEOMETRIA
DESCRITIVA E PROJETIVA

A - Na resolução de problemas de sombra da esfera:

a) Determinação da linha separatriz de luz e sombra
(págs. 73 a 76).

b) Determinação da sombra proj etada:
A posição é (V) ~ 8 ~ 7r (pág. 70, posição a), consi-
derados os casos estudados nos quadros das págs. 72
e 90, 91, e dos problemas das págs. 87 a 100.
Esta aplicação abrange a hipótese da sombra prove-
niente de foco luminoso natural ou artifiical (sombra
cilíndrica ou côníca) .

B - Na resolução de problemas de perspectiva da esfera isolada
ou em conjunto ccm outras figuras:

A posição do sistema é (V) ~ 7r ~ 8 (pág. 70, po,
síção b)

a) Se a esfera está isolada, sua perspectiva é um cír-
culo desde que o raio visual príncípal passe pelo seu
centro (pág. 90, e item d da pág. 101).

b) Se a esfera perten.ce a um conjunto de várias figu-
ras, de modo que o raio visual principal não passe mais
pelo seu centro, sua perspectiva terá um dos aspectos
focalizados no quadro da pág. 90. Para resolução do
problema, empregar raciocínio equivalente ao utílíza ,
do para 'Os problemas estudados nas págs. 87 a 100,
adaptados ao sistema (V) ~ 7r ~ 8

C - Como método de raciocínio auxiliar na resolução de pro:
blemas de Geometria Descritiva, como sejam: tangência,
secções planas, contõrno aparente, intersecções, etc ..

a) Construção de planos tangentes: a duas ou três esfe-
ras, à esfera e a uma outra quádrica qualquer, etc ..
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b) Determinação da secção plana de uma quádrica qual;
quer, etc ..

c) Contôrno aparente da esfera e de inúmeros outros
sólidos.

d) Vários problemas de intersecções de quádricas.

NOTA - Nos itens A, B e C, limitamo-nos a indicar algumas das
inúmeras aplicações do estudo feito sôbre "Projeções da

esfera", porque tais aplicações são divulga das em muitos livros es-
pecializados nesses assuntos; entretanto, no que diz respeito à asso-
ciação entre o sistema círculo polar da esfera e côníca polar de uma
quádrica, encontramos na bibliografia que consultamos matéria geral
de fundamentação ·e, como aplicação, .algumas indicações sôbre a
transformação homológica da esfera. Por esta razão, demos maior
desenvolvimento a essa associação. Esclarecemos, porém, mais uma
vez, que o assunto comporta amplo estudo, do qual fazemos, apenas,
uma introdução.

D - No estudo da transformação tiomoláçica do sistema: "Super-
fície cônica de revolução circunscrita na esfera" em sistema:
"Superfície cÔ'nica do 2.° grau, não de revolução, circunscrita
num elipsóide em que se transforma a esfera".

a) Estudo da transformação homológica da superfície cônica de re-
volução em uma superfície cônica geral do 2.° grau, não de re-
volução:

. Seja a superfície cônica de revolução de vértice (V) cuja diretriz
circular (c) de centro (O) tem (O) (A) = (O) (B) como raio (fíg.
45, pág. 105).

Admitamos que esta superfície seja representada dentro do siste-
ma mongeano com seu eíxo (V) (O) vertical, sua diretriz circular (c)
pertence a 7T.

Para se conseguir fazer a transformação homológica desta super-
fície de revolução numa superfície cônica geral do 2.° grau, não de
revolução, bastará qu-e se tenha como dados:

1.0 - o centro (P) de homologta;
2.0 - o plano central ou plano de pontos unidos Ji.' suposto de

tôpo;
3.° - o homólogo (TI) de um ponto qualquer (T) da diretriz

circular (c).

Para facilitar a construção suporemos complanares (P) e (c),
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Fig. 45
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p

Fig. 46
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sendo esta última determinada pelo plano 7/" na superfíci-e cônica.
Logo o plano 7/" é plano do centro de homologia para o sistema super-
fíci-e cônica de revolução superfície geral do 2.° grau não de revo-
lução no qual 7/", secante a ambas as superfícies é ainda, o suporte
da homologia plana que permite determinar a cônica diretriz da 2.'
superfície. Esta cônica (no exemplo, elípse) é a transformada homo-
lógica do círculo (c), sendo eixo de homología o traço (p) = p:r.
de JL em 7/".

Construída a diretriz (c1), homologa de (c) para determinar (V1)

homólogo de (V) bastará determinar a homóloga (V1) (A1) de uma.
geratriz (V) (A) por exemplo, da superfície cônica de revolução. O
vértice (V1) pert-ence ao raio de homologia (P) (V).

Os planos limites (À) e (I), êste último não representado nas
rígs. 45 e 46 (págs. 105e 106) são paralelos ao plano central e contêm as
retas limites do sistema de homología plana círculo (c) elípse (c1).

Propriedades - (deduzidas das propriedades gerais de homologia no
espaço) .

1.') - Todo plano do centro de homologia seccíona ambas as super;
fícies segundo figuras planas homólogas que admitem (P)
como centro de homologia; o traço do plano do centro de ho-
mologia no plano central, corno eixo de homologia; os traços
do plano do centro de homologia nos planos limites como
retas limites.

2.") - O raio de homologia (P) (V) é o lugar geométrico dos centros
de homologia dos diversos sistemas de homologia plana que
permitem associar as duas superfícies.

Cada centro de homología contido em (P) (V) funciona como
centro de uma estrêla de planos que cortam ambas as superfícies
segundo curvas homólogas que têm c' eixo de homologia na íntersec-
ção de seu plano com o plano central, mas cuías retas limites não
pertencem mais aos planos limites do sistema que admite (P) como
centro.

Verifica-se que cada centro de homologia tem seus planos limites
distintos, embora sejam todos paralelos entre si (visto ser-em pa,
ralelos ao plano central).

Na figo 46, para o sistema que tem (P) como centro, os planos
limites são À e c (êste último não representado na figura). para o
sistema que tem) RI) como centro, os planos limites são À1 e íl (não
representado) e, assim por diante.

Então podemos destacar os seguintes lugares geométricos:
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Reta (P) (V) - lugar geométrico dos centros de homologia que per;
mitem associar as duas superfícies cônicas do 2.0
grau;

Plano central - lugar geométrico de todos os eixos de homologia dos
inúmeros sistemas planos cujos centros pertencem
a (P) (V);

Planos limites - relativos a um centro de homología, são os lugares
geométricos das retas limites de todos os sistemas
planos da estrêla que admite como centro, o cen-
tro de homologia.

Para cada centro de homologia, teremos um par
de planos limites.

.
b) Estudo da transformação homclôçica de uma superfície cônica de

revolução circunscritai numa esfera em superfície cônica do 2.°
grau circunscrita num elipsóide em que se transforma a esfera:

Por transformação homológica do espaço, pode-se admitir que
um sistema de esfera e cone de r-evolução nela circunscrito se trans-
forme num sistema elipsóide e con-e geral do 2.° grau nele circunscrito.

Seja 'O cone de revolução de vértice (V) circunscrito numa esfera
de centro (O), figo 47 (pág. 111). O círculo (c) (da base dêsse cone),
cujo plano é 7/' tem (S) por centro, sendo portanto: (S) (V) 1. 7/'.

Façamos o estudo da transformacão homológica dêste sistema,
adotando como método de repres-entação auxiliar o do sistema mon-
geano, conforme já procedemos no item a.

Sejam dados, ainda, os seguintes elementos que permitem rea-
lizar a operação de transformação homológica:

1 - Ponto (P) - centro de homologia - que suporemos perten-
cer a 7/'.

2 - Plano fL - plano central - que suporemos de tôpo e passan,
do por (V).

3 - Plano), - plano limite da L' figura; seu traço em 7/' supore;
mos exterior a (c) a fim de que a transformada
(cI), de (c), seja uma elínse, para mais fàcílmen-
te se perceber a superfície cônãca que se pretende
obter.

Se, por hipótese, são complanares (P) e (c), e 7/', a transformada
homológica de (c) pertence também a 7/' e temos a homología plana
que relaciona a diretriz circular (c), do cone de revolução com a
diretriz elíptíca (cl) do cone do 2.° grau, não de revolução.
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Nessa homologia plana, temos:
1 - (P) - centro de homologia dos dois sistemas (plano e sólido).
2 - P = p:1I" eixo de homologia - resultante da intersecção de p:

com 7T.

3 - j = À7T reta limite da 1.2 figura, que por hipótese é exterior a (c).

Imediatamente determina-se (c1), elípse homóloga de (c) e a
reta i = '-7r, reta limite da 2.• figura. O plano t, limite da 2.• tígu,
ra /I À /I fL passa por i.

Se (V) EP.' (VI) - (V).
Conhecidos a diretriz elíptica (c.) e o vértice (VI), está deter-

minado o cone do 2.° grau, não de revolução, homólogo do cone de
revolução dado. ltsses dois cones definem duas superfícies cônicas
que lhes pertencem e que podem ser consideradas, a segunda como
resultante da primeira, por transformação homológica, dentro do sis-
tema determinado.

Conforme já verificamos (item a), (P) (V) é a reta dos centros
de homologia de tôdas as homoloqias planas que permitem associar
as secções planas da superfície cônica de revolução às da superfície
cônica do 2.° grau não de revolução (situadas, conseqüentemente, no
mesmo planosecante que é o plano em que se verifica a homología
plana) .

Daí: - "O plano secante a duas superfícies cônicas do 2.° grau,
entre si homólogas, determina nessas superfícies curvas
cônícas, também entre si homólogas, cujo centro e eixo
de homología são os traços, respectivamente, da reta dos
centros de homologia e do plano central no plano se-
cante".

De fato (f'íg. 46), observa-se que os planos que passam por esta
reta (P) (V) formam um feixe de planos que poderemos chamar "feí.,
xe dos planos de pares das geratrizes homólogas". Se cortarmos êsse
feixe por um plano 7T1, resultará um feixe de retas, traços dos di-
versos planos do feixe em 7T1 e cujo centro é o traço, RI, de (P) (V)
no plano 7T1• Sôbre essas retas, estarão os traços das diversas geratrí,
zes (e demais retas) homologas, sendo portanto; pares de pontos ho ..
mólogos.

Note-se que o eixo de homologia (Pl) deverá pertencer à ínter ,
seccão do plano central com 7T1, visto constituir êste plano o lugar
geométrico dos pontos de íntersecção e das retas de intersecção de
tôdas as retas e planos homólogos, respectivamente.

Já analisamos, no item a, que se o plano das figuras homólogas
não pertencer ao centro de homologia (P) suas retas limites não
pertencerão ao plano limite À, conservando-se, entretanto, paralelas
a êsse plano. Donde:
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1) - "O plano limite da L" figura, À está em função do centro
(P) e é paralelo ao plano central p.., contendo a reta limite, j do sis-
tema plano de homología que passar por (P) (no exemplo da figo 47
é o plano 71")".

2) - "Se o plano de homologia não contiver (P), sua reta limite
também não pertencerá ao plano limite À, eonservando.se entretan-
to, paralela a êsse plano".

Portanto, se varia o centro de homologia de (P) para (RI) a reta
limite passará de (j) para (jl) (fig.46).

Conclusão:

o plano limite À (L" figura) é determinado em função da ho.,
mología do espaço relativa a um único centro de homología, sendo
o lugar geométrico das retas limites como (j), das homologias pla-
nas aue passam pelo centro de homologia.

Se o centro de homologia do espaco fôr (RI), o plano limite se
deslocará de À para AI, porque para êsse centro, uma das retas li-
mites das homologias planas que passam por (PI) é (j I) .

Na figo 46, a título de verificação, quanto à posíção do plano
limite À (L" figura), procuramos determinar o homólogo de um pon-
to imnróprio Moo da geratríz (VI) ~AI), traçando por (P) um raio
(P) (M) paralelo a eVI) (V00) 'Ou (VI) (A). :Este raio d'etermina em
(V) (A) o ponto (M) que pertence a À.

A esfera de centro (O) inscrita na superfície cônica de revolu-
ção se transforma no elipsóide inscrito na superfície cônica do 2.°
grau não de revolução. Isso, porque o plano limite da L" figura À não
corta a esfera. De fato, a reta limite j do sistema círculo (c) -
elípse (cl) é o traço de À em 71", sendo A plano limite da L" figura.
:Este plano, paralelo a u, só poderá s·er exterior a esfera de centro (O)

porque ela está compreendida entre (V) e (c).

c) Determinação do elipsóide transformada homológica da esfe-
ra - (fig. 47)

Sendo a tangência uma propriedade que se transfere por pro-
jeção, podemos encontrar os elementos determínantes do elipsóide
com o emprêgo do recurso da tangência.

Determinemos a transformada homológica do círculo de contato
entr-e a superfície cônica de revolução e a esfera. O plano a dêste
círculo encontra o plano p.., segundo uma reta oc p.. =: cc lp.. por onde
passará o plano cc 1 homólogo de CC· O plano aI conterá a transtor ,
toada homológica do círculo de contato, que será a curva de contato
entre o elípsóíde e a superfície cônica do 2.° grau não de revolução. O
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plano aI será um plano de tôpo, visto o: /L = o: lP. ser de tôpo. Para de-
terminar aI será suficiente conhecer o homólogo de um ponto como 3'
ou 4', pertencente ao círculo de contato. Para isso, bastará traçar os
raios de homologia relativos a P', visto serem fàcilmente conhecidos
os pares de geratrlzes homólogas, como V'A' e VI'AI'; V'E' é Vl'El.
Assim, o raio P'3' determina em Vl'Al' o ponto 3'1>homólogo de 3'
e o raio P'4', em V'El', o ponto 4'1' homólogo do 4'. O plano a' ccn,
terá aI /L e 3', bem como todos os pontos homólogos dos pontos con-
tidos em a.

Com o emprêgo do mesmo raciocínio utilizado para os pontos 3'1'
4'1>determina-se todos os demais pontos da curva, que será uma
elípse (pois seus raios projetivos não têm pontes impróprios) e per-
tence, conforme já vimos, ao plano 0'1' homólogo de a com relação ao
plano p..

O elípsóide tangenciará a superfície cônica do 2.° grau não de
revolução segundo a elípse que passa pelos pontos 3'14'1'

Para a construção de outros pontos do elipsóide, podemos traçar
na L" figura (sistema superfície cônica de revolução-esfera) um pla-
no /3, tangente à esfera em, T'T. Seu homólogo /31conterá T\Tl (ho,
mólogo de T'T), ponto de tangêncía do elipsóide com /31'

Para facilitar a construção do plano /31' fiz·emos que /3 passasse
por R'R, traço do raio P'V'-PV em a, de modo que /31 pertence à
reta /3/L e ao ponto Rl'RI (homólogo de R'R).
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d) O elipsóide de contato apresenta secções circulares paralelas ao
plano de homologia

"A transformada homológica de uma V figura plana, paralela
ao plano /L é uma 2." figura plana semelhante à V".

Realmente, sabemos que os planos homólogos dessas duas figuras
vão encontrar o plano central, /L, segundo uma reta imprópria. Assim,
para a estrêla de raios projetivos das duas figuras, os planos dessas
duas figuras, sendo paralelos, determinam secções semellhantes.

Então: "A transformada, homológica dos círculos da esfera cujos
planos' são paralelos a /L são círculos do elipsóide".

Se a reta que une o centro (P) de homologia ao centro da es-
fera fôr perpendicular ao plano /L' o elipsóide será de revolução, por-
que a transformada homológica do diâmetro da esfera que se apoia
em (P) (O) será também perpendicular ao plano j, e, portanto, per-
pendicular aos planos dos círculos paralelos ao plano /L' Logo, êsses
círculos passam a ser paralelos do elípsóíde.

Para determinar as extremidades da transformada homolôgíca
do diâmetro da esfera perpendicular à /L tracemos os planos TI e
"2 tangentes à esfera e paralelos a /L' Os pontos de contato serão 5'5
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Fig. 48
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e 6'6 que determinam o diâmetro 5'6'-56 cuía, transformada homcló.,
gica será 5'151' 6'161 pontos de contato dos planos tangentes ao elípsóí-
de (planos êstes homólogos dos planos tangentes à esfera).

O segmento 5'16'1-5161 será diâmetro do elipsóide e, conforme [á
fizemos referência, será eíxo se (P) (O) ..L p.. Nesta hipótese, pode-se
determinar o círculo da esfera que se transforma no círculo equador
do '_h_sóíde, que será elipsóide de revolução.

e) O elipsóide tançencia o plano f31' num ponto T'tTt que não e
mais o jaco da cônica de secção dO plano f31 na superfície cônica
geral do 2.0 grau:

Pelo teorema de Quetelet e Daudelm, sabemos ser T'T, ponto de
contato 'entre a esfera inscrita na superfície cônica e o plano secante
f3, o foco da secção plana produzida na superfície cônica pelo plano f3.

Mas, sabemos também não serem projetivas as propriedades dos
focos e, conseqüentemente, dos eixos e centro de uma cônica. De fato,
o ponto T'1T1 de contato entre f31 e o elipsóide não tem qualquer re-
lação com o foco da cônica de secção de f31 no cone geral do 2.0 grau.
Esta cônica tem 1\2\-1121 como eixo menor e 9\10\-911°1 como eíxo
focal.

Determinação de planos âiametrias e do centro do elipsóide (fig. 48,
pág. 113).

Dado o sistema superfície côníca de revolução circunscrita numa
esfera de centro (E) e determinado o sistema superfície cônica do 2.0
grau não de revolução circunscrita num elipsóide em que se trans,
forma a esfera, para conhecer um plano diametral do elipsóide bas-
tará estender o raciocínio já aplicado para o conhecimento de secções
circulares (item d) .

Assim, na esfera de 'centro (E) traçamos diâmetro (M) (N) ..L ,v.'
A transformada homológica (M,) (N1) de (M) (N) é linha díame-

tral do elipsóide, portanto seu ponto médio, R\, será o centro do
elipsóide. Qualquer plano que contenha R' 1 será um plano diametral
dêste sólido. Por transformada homológica, determina-se a elípse de
secção de qualquer plano diametral. Basta atentar para o homólogo
de (R1), que é (R) (L" figura).

O plano diametral, paralelo a p., será circular.
Nas figuras 47 e48 não levamos em consideração o problema da

visibilidade nas respectivas projeções verticais, a fim de dar maior
destaque às relações de homología.
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2) NO CAMPO DAS ARTES PLASTICAS EM GERAL

O estudo de projeções da esfera assume particular importância
pelas suas inúmeras aplicações na representação das superfícies cur;
vas e na interpretação de tudo que delas depender; quer no efeito
do claro escuro (sombras; própria e projetada), auxiliando o pro-
blema do relêvo (método dedutivo), quer na melhor compreensão dos
diversos aspectos do contôrno aparente de muitas figuras do espaço.
Permite, também, melhor compreensão das relações entre tais figuras
e os planos sôbre as quais elas são representadas (método índutívo) .

As transformações homológicas talvez auxiliem para melhor com-
preender a harmonia de certas composições da chamada "Arte Mo;
derna". Como sugestão, no presente trabalho fazemos breve apre-
ciação assocíatíva e em caráter particular, entre cônicas e entre quá-
dricas. Tanto umas como outras, em nossos dias têm desempenhado
importante papel no campo das Ciências, das Técnicas -e,em especial,
na da Arquitetura, despertando de modo geral maior atenção de
n-ossos artistas.



..
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Onde se lê Leia-se
1 i
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__ 1__ .__ ._1 _

I I
29 I 21 I
32 I Fig. 4 I P 1

37 I 9 I p, Pl> Z, r, s
37 I Fig. n.? 10 I (e)
42 I Fig. n,? 12 I

I i
I I

42 I Fig. n.? 13 I
43 I Fig. n.? 14 I

I I
43 I Fig. n.? 14 I

I I
45 I 16 i (8)

46 I 22 e 23 i Resulta da ínterse;
I \ cção ... (plano da
I I grande secção i

I 1
46 I Fig. n.? 17 \

\ I
I I

47 \ 21 I (B1) (V) (A)
55 I 10 \ basoluto
55 \ 23 1 conclurimos
57 \ 20 I auxiliar
70: 14 I DELATIVAS
79 I 26 I Fig. 34
79! 27 I Fig. 35
87 I 7 : em 7r S
96 I 25 \ (S) 2 e (S) 1

96 I 30 i retângulo em (S)
96 I 34 \ (ver págs. 87,90 e 91)
97 I 10 i ráio
99 I 3 \
99 I 4 \

100 I 23 \
109 I 31 I
109 I 32 I
109 I 33 I
109 i 37 I
110 I 8 I
110 1 15 I
110 I 17 I (PI) é (jl)
110 i 20 I M00 da geratriz

1
110 I
112 I
112 I
112 I
112 I
112 \
112 I
112 I

I
1
I

1 -

I
I
I RI
I p, P1' P2' z, r, s
1 (c)
I colocar letra (c) dz-
i nomínando a curva
! da base do cone

(c)
c' (na projeção ver-
tical)
c (na projeção ho,
rizontal)

(18)
Suprimir as duas li-
nhas relativas ao

I texto indicado na
i coluna "Onde se lê".
I Colocar (o) no cen,
I .

: tro da secção e (J no
I seu plano.
I (B1) (V) (B)

I absoluto
I concl uirmos
I auxiliami RELATIVAS
i Fig. 35
i Fig. 34
I em 7r, S
I (S) 2 e S1
i retângulo em (S) 1

I (ver págs. 90, 91 e 92)
I raio
i SI
I SI (S)2
I paralelas

I
I
1

!
I
I
I
I

1 (VI) (AI) I (VI) (AI)
I (VI) (V 00) ou (VI) (A) I (VI) (Moo) ou (VI) (AI)

I aI I
i aI I
I VI'AI' VI'BI I V1'A1'

I V1' A1' I VI' AI'
I aI I aI

I a1p. I a1p.

I RI' R1 1 RI' RI

RR'

(e)

e' (na; projeção verti-
cal)
e (na projeção hori-
zontal)

(S) 1

(S) 1 (S) 2

paralelos

21
1
2
5
6
7
8
23

7r1
7r1
7rl

(Pl)

(P1)

(Pl) é (h)
(Moo) da gera triz
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