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INTRODU(I0

Submetendo a apreciacio da douta Congregacio da Escola Nacional
de Belas Artes o presente trabalhe, para o concurso de provimento da
cadeira de Geometria Deseritiva, aproveitamos a oportunidade, em que
0 nosso pais se transforma numa poténcia industrial, de lembrar alguns
topicos do preficio do primeiro volume da Geometria Desceritiva, eserito

por Monge sen genial crviador, sob o titulo de **Programme’

Dirigindo-se¢ & Nacdo Franeésa, apresenta =na obra como base de
uma edueacao téenica da juventude franeésa, educacio capaz de tornar

sua Piatria independente das indistrias cstrangeiras.

E justifica essa nova educacao pelo desenvolvimento da faenldade
orafica, formando engenheivos e artistas aptos a coneeber mentalmente
um projeto de engenharia ou de uma obra de arte o de representa-los
mma linguagom acessivel aqueles que devem dirigir sna exeencao ¢ por

fim aos operarvios, que manufaturam sues diversas partes ou pecas.

Quiz Monge disciplinar pela sua obra cientifica, primeivamente a
hnaginacao inventiva no trabalho inteleetual de o coneeber, dando-lhe
uma vealidade pelo desenho, gque tem somente duas dimensoes, dos objetos
que tem até trés, deduzindo da desericio exata dos corpos, tudo o que
se]a necessario o a apresentacao  de sna forma e de smas respectivas

Posicoes.

Nesse sentido a Geometria Deseritiva é e meio decisivo na pro-
cura da verdade nessa representaciio, tornando veal ¢ objetiva a capacidade
de invencao.

Em segundo hnear, den a Geometria Deservitiva ordent e unifor-
midade a0 plancjamento na execuedo de wm trabalho ¢ por dltime a
perfeicio no acabamento, pelo gran de exatiddo em sua confecedo, acostu-

mando ox operarios ¢ os arvtifices a léren ¢ interpretarem essa linguagem
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no mancjo de instrmmentos de todos os @bneros, que soevem para dar
precisio a obra manufaturad

Dontro desse espirito ¢ da atualidade brasileiva, foi nosso propasito
nesta tese a apresentaciao de nma enrva vevessa ddealis da por nds, trea-
cada na superficie de nm eillindro eirenlar de geratrvizes verticais, que
Justilicasse pelas projeedes mwongranas ¢ «cns mdétodos anxilinres, o ob-
tenciao de curvas grométricas planas usnais o de aplicacio na indastria.
bem como o da simplificacio dos tracados ceométricos de alomn < destas
Curvas.

Tomamos por isso, como ponto o partida neste teabalho, wm

erupo das curvas de M. Lissajous, quo sio estudadas em st

As figuras de Lissajous, sao curves planas resultantes da combi-
nacao de dois movimontos periodicos e simultineos, cujas trajetdrias sio
normais entre si.

Quando as freqgiiéneias e<tao entre T na razio de 2:1. a< enrvas
resultantes apresentam aspectos variaveis, oro uma parabola, ora wm oito
deformado e ainda podem apresentar a forma caracteristica de mm oito
{lemmniseata) .

As figuras de Lissajons, constituem um meio util de e librar
oscilador ¢létrico ¢ também para caracterizar os infervalos musicais sem
a participacao do ouvido humano,

A cmrva revessa tracada na superficie do eilindro civeular de wern-
trizes verticais ¢ que projetada sdobre wm plano  parvalelo ao vixo do
cilindro, »eproduz as fieuras de Lissajous mencionadas, davemos o nome

de HIPOPEDA CILINDRICA.

Quando numa certz posiciio da curva revessa a sua projocan sObry
wm plano paralelo 4o cixo do eilindro apresenta-se segundo nma quirtica
plana. com o formato de wm oito. daremos 4 curva obtida o vome de:
LEMNISCATA (1LINDRICA.
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Objctivos

Entre os virios, um déles sora o de mostrar gque a Ilipopeda de
Budoxio de Cnide ¢ ¢ so partienlar de Hipopeda Cilindriea,

A hipepeda de Ewdoxio de Cnide é atnalmente obtida pela inter-
secdio de e cilindro civeular de geratvizes verticais, com nma estfera ¢ajo
eixo ¢ wma geratriz do cilindro, tendo como ralo. o didmetro da base
do cilindro.

A hipopeda eilindriea serd obtida inicialmente, por um trecado
convencional na supesficie do ellindreo civeulur. do qual tratarenos mais

adiante.

Postrpiormente, mediante a projecao da hipopeda  cilindrica de
um centro proprio pertencente 4 enrva, poderemos considerar a mesma,
como eirva resiltante da interseciio de duas superficios: a de um cilindro
cireular do geratrizes verticais ¢ nm eone de revolucao de duas tolhas nas

seenintes condicnes

a) — O cixo do ¢one é uma gervatriz do cilindro.

by — A distineia entre as bases do eone é jenal o altura do
cilindro,

) — O vértice do ¢one & equidistante das bases,

d) — O raio das circuanferéncias das bases do edne, & ignal ao

didmetro da divetriz civenlar do cilindro.

Considerando a particulzrvidade acima deserita, teremos como con-
seqiiénein que as parabolas virtuais, inclusive a de Gregoive de Saint-
Vinvent, a hosdcea do mesmo autor ¢ a lemniseata de Gerono também se-
rao cases particulzres das curvas obtidas  pela projecio da hipopeda
cilindrica sobre nm plano pavalelo ao eixo do ecilindro,

Determinaremos também o Cisséide de Dioelés, como Tugar dos
tracos das tangentes a hipopeda c¢ilindrvica. s6bre um plano horizontal

equudistante das bases do cilindro.
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As estrofdides reta ¢ obliqua. obtidas pela projecio ednica de uma
hipopeda cilindrica, quando o vértice das projetantes, pertencer 3 curvi,

Mostraremos a obtencio do trifdlio obliquo, o trifélio reto ¢ g
folha dupla reta, projetando convenientemente a hipopeda cilindrica doe
um centro improprio.

Outra parte de nosso trabalho, se destina a divalgar uma simpli-
ficacao no tracado grométrico do trifolio obliguo, do trifdlio veto ¢ da

folha dupla reta.

Também para a cisséide de Dioclés apresentamos un processo para
construcao planimétrica desta curva .

Lzualmente para a parvibola, quando se conhecem o eixo, o vértice
¢ um ponto da eurva.
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A Cissside de Dioclés

Os problemas da gquadratura do cireulo, da duplicacao do cubo e
da divisio do angulo em partes iguais. constituiram por varios séenlos o
objetivo dos mais eminentes gedmetras, muitos dos quais proeurando con-
tornar as dificuldades sureidas, adotaram curvas de génese complexa,
Assim originaram-se numerosas classes de curvas: guadratizes, dopliea-
trizes, ete. ..

Dioclés gedmetra  posterior a  Avquimedes, idealizon uma curva
enja geracio pode ser exposta considerando um civeulo de centro () e
dois de seus didmetros AD o D, perpendicnlares entre =i (fig, 1) .

Ml
¢ A e AF
e M D -
B
FIG. 1
Se tomarmos na periferia do civenlo dois arcos jguais Al = Al

o se conduzirmos por G uma paralela ao didmetro AB. esta corta CE em
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nm ponto M da curva de Dioclés, O Ingar dos pontos M oaprestnta nma

certy semelhanea com a {olha d» héra.

I controvérsias quanto ao nome atribuido a curva, todavia ao

lugar dos pontos M & dado o nome de Cissoide de Dioelés,

Nota-se que se a reta CE corta em F g tangente ao eireulo dado
em D) oos dois segmentos CE = ME resultam igucis o coneluimos die
a cissdide pode ser construida mais facilmente tomando-se sobre a reta
CF o comprimento KM jgual ¢ de sentido contrarvio a CE ¢ se tomarmos
sObre a mesma reta FAMT jeual a4 CE, teremos wma nova curva determi-

nada pelo Tugor dos pontos M7, denominada: “eémea da eissoide™ on

também nlterior.

A Clissoide de Dioelés & shmétrica em rvelacio ao didmetro (D do

civenlo govador ¢ contéim ox extremos A e B déste didmetro,

Cmhora a cnrva tenha ramos assintoticos em relacio o tangente @
circunferéncia no ponto D, os antigos censideravam  soments os dois

arcos internos ao eireulo, que partem de O até os pontos A e BB,

Tisses arcos juntamente com a  semicireunferéneia ABD Timitam
tma regiao do plano enja forma lembra nma folha de héva, dando a ori-

aom o nowe da Clisséide.

Tsnae Newton  apresentou wm trorema gue  peemite gerar ma

cissOide com nm movimento continuo de um esquadro.

Do ponto de vista tedrico, temos aleuns métodos e obtencao da

cissoide, de mma pardbola:

1) — A poddria de wma parabola em relacdo ao s véctice, é

wina Cisedide de Dioelés.

27 — O Inear dos pontos simétrices do vértice de wma pordabola
ent relacio 4 =ua tangente, & mma Clsoide de Dioelés,
3) — Se nma parvibola vola 6bre outra pardbola izual, tocando-a

sempre Cxternamente, o vértice desta desereverda uma Cls-

sOide.

A dver da poreao do plano compreendida entre a Cissdide e sua

assintota, ¢ igual ao triplo do cireulo gerador.
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Fsta proposicao foi comunicada per Fermat o Carcavy, que trans-
mitindo por sua vez a noticia & Huyvegens, éste lhe comnnica haver doe.

monstrado o proposicio acima, quatro anos antes,

O centro de gravidade da Cissoide divide o diametro CD em duas

partes tais, que a mais proxima do etspide & gqnintupla da ontra.

O volume gerado prla rotacio de uma Cisséide om torno de sua

assintota, ¢ igual 4 do anel gerado pela rotacio do cireulo eerador. Rsta
& uma bely proposicio de R. de Sluse,
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A Cotrofside

A estrofdide entron na literatura matematica na metade do see.
XV quando em 1857 foi publicado o vol. IV do INSTITUTI BNO-
NIESIS COMMENTARIL intitulado **De Conteormm Sertonimm Foeis™
¢ dedicado a4 estrofaide.

A estrofdide ¢ a podavia de wma parabola cm relacio ao ponto
e que o diretriz corta o eixo™’

FOCAL DE QUETELET OU ESTROFOIDE OBLIOU |
LOGOCTCLIC DEE BOOTH OU ESTROFOIDE RET.A

Assim denomina Gino Loria a Focal de Quetelet ¢ a Logocielica de
Booth, no Vol 1 do liveo Curve Prane Speceiali Algébriche ¢ Transcen-
denti, a pag. 69, cap. VIIT,

Considerando um eone de revolucao, sendo e’ mma geratriz e
uma tanginte 77 perpendicular & mesma, um plano o conduzido por
St eorta o eone sceundo uma eonica cujos foeos sao My e M., O lugar
drsses focos quando o plano e gira em torno de 77 & ums curva plana
contida no plono gque contém a geratriz ¢ o eixo do e¢one. T a > foeal de
Quetelet ™

Negundo o teorsma de Dandelin-Quetelet, para se determinar os
focos My ¢ M. da conica, basta determinar os pontos de contato das

duas esferas inseritas no cone e tangentes ao plano seeante a.

Se a0 invés de um eons econsiderarmos um eilindro veto, rvacioei-
nando como no caso anterior, o lugar dox focos de wma scedo produzida
néste cilindro por um plano @ conduzido pela tangente 1" perpendi-
cular & uma geratriz g’ ¢ uma curva plana contida no plano que

passa pelo ¢ixo ¢ por e’ B oa Logociclica de Booth.

Uit proeosso parva construir planimétricamente as curvas acima
citadas, ¢ o de Gino Loria o qual ¢ detalhadamente exposto em sua obra.
a pags. T0-T1 e do gual faremos referéneia mais adiante, sendo bastante
divalgado nos livieos especializados,
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Criféslio Obliguo

O trifolio obligquo, assim denominado por G, de Longehamps e
n=ado por Brocard, autor de uma monografia ** Le Trifolinm™ (Jonrnal
de Mathem, Spéeiales, 1891) pae. 17,

Esta enrva plana ¢ podaria de mna hipocieloide tricuspide em re-

lacio a 1 ponto do eireulo tritangente,

G. de Longehamps a define ds wm modo geral da seguinte ma-

Nera :

“Dada wma civennferéneia, wm ponto P da mesma ¢ uma reta
fixa "r', se conduzirmos por P (fig. 2) nma corda arbitraria PD, em
seguida vma cirennferéneia de centro 1D ¢ raio PD corta a paralela tra-
cada por D oa e em dois pontos Moo MU oenjo lugar é un trifélio
obliguoe™

FIG. 2

Observacao: — 1 facil verificar que construciao equivale a mna

transformacio especial geométriea, efetnada sobre a eivennferéncia dada.

O Arifdlio ¢ wma curva de £ ovdem da qual o ponto I & um
ponto triplo,



Chamando-se de o o angulo formado pelo eixo polar 12 O D com

St podemos ter dois casos partienlares:

a direcio fr',
( 1 o = {) ¢ i'l\ o — —_
2
As curvas que corvespondem a @ = O ¢ a = — foram
9

denominadas por G, de Longchamps respectivamente de:

TRIFOLIO RETO ¢ FOLHA DUPLA RETA

TRIFOLIO RETO
G, de Longehamps determinon um método especial para gerar o
trifolio reto que ¢ o seeninte

= . tracemos por O nma

“Dado mm segmento retilineo O OF
perpendicular O'M (fig, 3.

reta arbitrdria sobre a qual baixamos wma

FIG. 3

Seja Mo simétrico de M oem relacio a O O ¢ o pé da perpendicular

tracada de M"a O M. O Ingar dos pontos . ¢ um teifdlio reto.

A curva & constituida por trés folhas, duas das quais simétricas

em relacio a O O e a ferceira simétrica em relacio & mesma reta.
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Fé6lha dupla: Obligua ¢ Reta

Dado v dngalo reto AOB sébre enjos lados sio tomados dois
pontos A e B, nma reta qualquer conduzida por B e a perpendicular
tracada por A, determinam um ponto M . Se por M tracarmos M 1T
perpendicular a O A ¢ por H . H P pependienlar a A M . o Ingar
dos pontos P ¢ wma tolha dupla obliqua (fig. 4).

g
1

ON_ H A | H

FIG. 4 FIG. 5

Quando o ponte A coincide com o vértice O do dngulo veto, a

cirva ¢ constituida por dois ramos simétricos, dai o nome de: folha du-

la reta, (fig. 5) que pertenee a celasse das quarticas planas simétricas.
= | |
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Pardbolas * Pirtuaid

Gino  Lovia denoming e 2 parvabolas virtuais™  (Corve Plane
Speciali Pags. 224 ¢ 225) 4 um grupo de curvas de 42 erdn e euja cons-

trucao planimétrica ¢ a seeninte:

) Dade wm efvenlo de centro € 0 tomemos um ponto qualgues
A da eirennferénci e uma reta e’ qualquer passando por A . Se con-
duzirmos por éste ponto e corda arbitraria A G e por (f mma perpen-
dicular o e’ seenndo GHL <1otomarmos sobre esta HP = AGL o lugar

des pontos 17 & wma paviaboly virtual (fig. 6) .

FIG. 6 FiG. 7

b) — Dado um civenlo de diametro CD ¢ e ponto A de sua
prriferic (fig. 7). se conduzirmos por A wna corda AB qualyuer e sobre
a perpendicular conduzida por B ao didmetro CD, o segmento do reta
PP = A B de modo que P P’ fique dividido ao meio por ('D. o Ingar
dos pontes P e PP7 @ mna parabola virtual.






Beddcea de “Gregoire de Saint-"Dincent”

B omma quéartiea plana vesultante  da projecio vortical de una
gquartica revessa, obtida pela intersecao de wma esfera com wm cilindro
cirenlar de geratrizes vertieais. que tangenceia interiorments a esfera, no
ciso enm o que o raio da esfera é dgual ao didametro do cilindro, estando os
eixos das superficies localizados em um plano vertical cujo traco hori-
zontal inelina-se de 452 com a linha de terra. Sua construcao planimé-
trica pode ser obtida a4 partir de uma circunferéncia de centro O (fig.
8) ¢ didmetro MN,

(@)

Ql

FIG. 8

Tomando-se wm ponto A situado na extremidade de um diametro
A Cinelinado de 432 com M N ¢ conduzindo uma corda qualguer A 13
Sobre a perpendicular a M N tracada por B, ox comprimentos 11 P =
H P o= AR determinam I« 7 enjo lugar & a Besdcea de Gregoive de
Saint-Vineent,

— D



Pardbola virtual de Gregoire de Oaint - Dincent

E mm caso especial da besacea, podindo ser obtida pela mesma dis-
posicio anterior, estando porém os cixos do cilindro ¢ da estera eontidos

no mesmo plano de frente,

P~

PIN

FIG. 9

Quanto & sua construcae planimétrica, basta consid rav o ponto A\
na extremidade do difmetso horizontal AC. Procedendo como da forne
anterior. isto é, tracando-<e uma corda AD e conduzindo sobre a perpen-
dicular a AC tracada por B. os comprimentos: HIP = HP" = AB. o
Iugar dos pontos I & denaminado: Parvibola vivtu | de Gregeive d- Saint -
Vinceent (fig, 9.
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Lemnidcara de (qerono

E wma quirtiea plana obtida pela projecio verticual da interseeaa
de uma esfera o wn cilindro eirenlar de geratrizes vorticais que tangencia
teriormente o esfera o cujo raio & icual ao diadmetro da base do cilindro,
quando os eixos das dnas superetivics estdo contidos ne mesmo plano e

perfil.

Sua construcao planimétyica é obtida pelo tracado de mma eivenn-
feréncia de centro O (fig. 100 ¢ nm ponto A sitnado na extecmidade do

i didmetro vertical,

FIG. 10

Seja CD oa tangents & cireunferéneia no ponto AL

Conduzindo por A uma corda qualquer AB ¢ sobre o perpendi
erlar a CD tracada por B. os comprimentos HP= HP" = AD determi-

nam P o P oengo Ingar ¢ a lemniseata de Gerono.
; g
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A Kipopeda Cilindrica

Desejamos inicialimente apresentar duas  modalidades para conse
trucio da curva revessa Chipopeda cilindrica) tracada na superficie de

um cilindro civenlar de geratrizes verticais.

(1) Primcivamente consideremos um eilindro dado por suas proje-
ches em épura (fig. 115, Chamemos de v o raio da divetriz civenlar
e a’ g altura do oeilindro considerado.

Consideremos o dobro do desenvolvimento da superficic lateral do
cilindro dado, que serd constituido pelo retingnlo de base 4 = ¢ ¢ altura
. Bste retingnlo podera portanto ser cnrvolado por duas vezes na
superfivie do ¢ilindro dado.

Se imaginarmos o referido retingulo como contdrno aparente ver-
tical de novo eilindro cirenlar de geratrizes vortieais, que tenha como
didmetro da nova diretriz civenlar, a altura “*a’" do cilindro inicialmente
dado, podemos determinar néste contdrno aparcnte, a projecao vertical

de wma espiva de uma hélice eilindrica normal tracada em sua supesficie,

Para obtencio da sendide, dividiremos portanto a semi-cireunfe-
réncia de didmetro “a’ em 12 partes iguais, o que corresponderd a divi-
a0 da base em 24 partes, porque o contorno aparente vertical comporta
24 divisdes justificadas pela razio do duplo enrolamento na superficie
do eilindro inicial.

A projecao da sendide resultante é dada na figura pelos pontos:

FV T oo IV 1Y TT% s o X1,

Ao efrtuarmos o enrolamento do retingulo do contorno aparente
no qual se acha desenhada o sendide, o mesmo ofetna duas voltas ao redor
da superficie do cilindro inicial ¢ poderemos obter os pontos A° 17 ... T

o AN By Lo LT enga projecido horizontal sevd A B .. Lo A curva
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revessa que  determing os pontos  indicados  corvespondera i Hipopeda
Cilindrica .

Pela situacao do ponto origem A situado sobre a extremidade de
wm diametro paralelo 4 linha de terra. a curva apresenta pontos e¢ujas

projecoes verticais B e LY, O e Ky ¢ ontros, coincidem dois a dois.

Voerifica-se gue a curva que une os pontos obtidos, apresenta a
forma da wma pardbola, ¢ corvesponde & projecio vertical da curva ro-

vessa (hipopeda eilindrica) tracada na superficie do cilindro cireular.

Efetuemos uma mudanea de plano vertical de sorte que o ponto
origem N\ figue situado nmuon plano de perfil que passa pelo eixo. As
novas projecoes verticais dos pontos serao AT BT .0 L7 e permiti-
vito o tracado de nma eurva com a forma de i oito a gual denominanios
de lemniseata eilindreica™

() Podenios obter a curve a0 partiv do desenvolvimento da super-
ficie lateral de wum eilindro  civenlar  de geratvizes verticais (fig. 12).
Considerando o retangulo como contorno aparente vertical de um nove
cilindro cujo diametro da base ¢ o altura do cilindro inicial, podemos
determinar a projecio vertical de duas semi-sendides idénticas ¢ simé-
fricas v velaco ao eixo comunt, ¢ teremos pontos como 17117 00 XL

6 Wy s XD g

Ao efetuarmos o envolamento do retanenlo na superficie do eilin-
dro, teremos os pontos A" B’ ... 1. e A" By ..., 1.

Como na figura, o ponto A pertence a um plano de perfil gue
passa pelo cixo do eilindro, 2 eurva gque une os pontos acima determinan:
a lemmiscata cilindrica.

A curva obtida apresenta um ponto duplo real e G7 G Passe-
mos a0 tracado das projecoes da tangente a curva neéste ponto. Comn
efeito, o tangente a sendids no ponto duplo VIIT VI terd sen traco
horizontal no scgundo cilindro, determinada pelo comprimento do areo |
VI, segundo VIE My enja projecio vertical serda VIIT M’y Exta corta
a base do retangulo no ponto P27, Transportando OF Yy para OF P

__ 929 __



podemos tracar as projocoes da tangente & lemmiscata no ponto duplo

(3" Gy ogue serdo: G P GLHDPT.

Observando a figura vemos gue o traco horizontal PP da tangente,
pode ser obtido pelo tracado de um arco de civeunferéneia de centro G
e raio AG (didmetro da base do eilindro) .

FIG. 12

Em relacio a civeanferéncia tracada com este raic faremos obser-
vicao interessante mais adiante,

Para finalizar podemos simplificar a constrneio da projecao ver-
tical da hipopeda eilindrica, dividindo a base do eilindro em 12 partes
lennis e também tracar wma semi civeunferéneia de difimetro ignal 4 al-
tura do cilindro dado, a qual também dividimos em 12 partes iguais. As
projecoes verticais das geratrizes ¢ as perpendiculares ds mesmas peratri-
zes tracadas pelos pontos de divisio da semi eivennsferénceia, determingm
pontos que corvespondem a projecio vertical da hipopeda.
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Cangente a um ponto gualquer da hipopeda cilindrica

Na figura 13 vemos um cilindro civenlar de geratrizes verticais
dado por suas projecoes om épura.

Tracemos as projegoes da hipopeda eilindrica para euja obtencio
dividiremos o cireunferéncia da base em 12 partes iguais, para obter-
mos A B ... L, a partiv de mm ponto situado num plano de frente que
passa pelo cixo do cilindro ¢ tracemos as projecoes verticais das oera-
trizes.

Dividindo igualmente em 12 partes iguais a semi cireunferéncia
cijo didmetro é igual a altura do eilindro dedo. o pelos pontos de divi-

sao I IT.. . XIL. perpendiculares ds geratrizes determinam os pontos
A B L LLL e A B LA

Pela situacio da orieem A a curva se projeta verticalmente se-
gundo mma pariabola .

Determinvmos  ieualhmente a nova projecio  vertical da curva
sobre um plano de perfil o a hipopeda se projetard seeundo a lemniseata
formada pelos pontos A” B” .. L" ¢ A“, B”, ....L",.

Suponhamos que o ponto pelo qual se deseja tracar uma tangente,
seja B B, A projecio horizontal da mesma, tangeneia a cirennferéneia
em E e sua projecio vertical tangencia em By a povdbola e sua deter-
minacio pode sor efetuada, aplicando-se a propriedade da subtangente,

obtendo-se o ponto Q" em que a mesma corta o eixo da parabola.

O ponto Q" & também o traco da tangente sdbre wm plano hori-
zontal a que passa pelo ponto duplo (G) da curva, sendo Que a sna
projecdao horizontal.

A tangente & curva na projeciio auxiliar sébre o plano de perfil
poderd ser facilmente obtida, pois o ponto (Q) projeta-se agora cm

Q" ¢ a reta Q" By representa a projeciio da taneente.

N, S



Desta mancira podemos determinas as projecoes da tangente e

qualquor ponto do curva, com a observacio de qut o tangente no ponto
(A sera paralela ao plano a.

LUGAR GEOMETRICO

Observando a figura 13 podemos  verificar que a hipopeda se
projeta segundo mina pardbola.

Ora wma pardabols ¢ o Jugar dos pontos de wn plane, que equi-
distam e um ponto fixo “foeo™ o de uma reta fixa *divetriz™".

A pavabola projetada  verticalmente pela hipopeda, admite um
foco M" ¢ uma diretriz d° gque se projetam no plano horizontal seenndo
M o d respeetivemente.,

Verifiquemos que um ponto (E) quarquer da curva, é euidise
tante do foeo (M) e da divetriz (d). Com efeito, determinemos a verda-

diva erandeza das distineias do ponto (M) a divetriz (1) ¢ ao foeo (M),
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A verdadeiva erandeza do segundo retilineo M B M'ES & ignal
ao seemento de rveta MBS, A distaneia do ponto (1) a divetriz (d) é
dada na projecio horvizontal por d E. A igualdade entre dE e ME%

era 0 que desejavamos foealizar. A mesma igualdade verificamos existir

enire MDD ¢ (D prra um outro ponto qualgquer (D) da eurva,

Constatamos  assim que os pontos  da curva revessa  (hipopeda
cilindrica) eozam da propricdade de serem equidistantes de wm ponte
fixo (M) interior a superficie do cilindro ¢ de uma reta fica (d) exte-

rior @ superficie o paralela as snas gerotvizes,

Fiea portanto estabelecido mm lugar gcométrico  de pontos na
superficie de um eilindro  de revolucdo, que resulta da aplicacio ao
espaco da definicio da paribola que & wma curva plana ¢ aberta, resul-
tando nmmna curva revessa feehada: a hipopeda eilindrica.






Ciddcide de Dioclés

“A Cissoide normal on regular, ¢ o lugar dos tracos das tangen-
tes & hipopeda cilindrica, sobre um plano horizontal que passa pelo ponto
duplo da curva’’.

Seja ume cilindro civenlar de geratrizes verticais, dado em épura
por suas projecoes (fig. 14) . Determinemos as projecoes da hipopeda
tracada em sua superficie ¢ para tal, dividimos a divetriz cirealar em
12 partes iguais de A a L, tendo como origem A um ponto sitnado num
plano frontal que contém o cixo do eilindro,

Dividindo a semi civcunferéncia que possui como diametro a altura
do c¢ilindro ¢ tracando pelos pontos de divisao perpendicnlares as gera-
trizes do cilindro, teremos a projecao vertical da hipopeda que nessas
condicors se apresenta segundo mma parabola.

Determinemos o seeir as tangentes aos diversos pontos da hipo-
peda, eujas projecocs horizontais tangenciam a diretriz nos respeetivos
pontos e cujas projecoes verticais serao obtidas pela aplicacio da pro-
priedade da subtangente da pardabola.

O plano horizontal que passa pelo ponto duplo da hipopeda, apre-
senfa em épura o traco vertical confundido com o eixo da parabola ¢ os
pontos em que as tangentes cortam éste eixo, representam os tracos das
mesmas sObre o plano horizontal referido.

Represente-mo-los por MMy, N'N°, 00 'Yy e QF Q' enjas
projecies horizontais se localizam sobre as tangentes a divetriz civenlar
na projecio horizontal, tracadas por 1 ¢ 1, 1 ¢ E, .J ¢ D, K e (),
L e B respectivamente nos pontos M ¢ My, N ¢ Ny, O ¢ Oy, P e
Py, Qe .

Bstes pontos estdo sObre uma enrva plana que é a Cissoide de
Dioelés.

35 —

e |




FIG. 14

A tangente a hipopeda e A Ay é paralela ao plano horizontal
e representa wm ponto  improprio da Cisséide. euja assintota ¢ a
retai “¢p??

A assintota T r’7 @ uma reta que dista da eiveunferéncia divetriz
do cilindro, de wm comprimento igual ao sen didmetro.

Com efeito a tangente a paribola em A" ¢ A’y corta o eixo da
mesima a uma distineia do vértiee, ienal ao diametro da cireunfervéncia
diretriz.




Na projecao horizont:l podemos observar que a Cissdide obtida
pelos tracos das tangentes. corresponde a que se poderia obter wEoN -
tricam nte em relacio i cireunferéncia de centro S, tangente a divetriz
do cilindro, com o mesmo raio e a tangente v’

Se tracarmos por (i uma secante qualquer GN
cunfertneia em No o oa tangente v em R Notamos a ieunaldads cotre
MR & GN.

. osta corta g elr-

Outra sceante GP, determina U7 ¢ Vo de modo gque G = TV,

de sorts que a constrnedo planimétrics da eisséide fica bem caracterisada.

B Punedo desta épura, apresentaremos mais adiante un processo

paca constrnedo da eisséide de Dioelés,

s G







Cquacéed da pardbola e da lemniscata ciliindrica,
redultanted da projecao da hipopeda ciliindrica
d6bre um plano paralelo ao eixo do cilindro.

Corroborando com a nossa solucio grifica, o ilustre Prof. Luiz
Cactano de Oliveira, apresenta a solucao analitica da obteneio da para-
hola ¢ da lemniseata eilindrica.

A PARABOLA

Na figura 15 vepresentada pelas projecoes de uma hipopeda eilin-
drica tracada na superficie de um cilindro de diretriz eireular ¢ gera-
trizes vertieals, o ponto origem da curva na base, pertencee a uma gera-
triz. contida em um plano de frente gque passa pelo eixo do eilindro,
resultando o projecao vertical da hipopeda numa pardbola limitada pelas
goratrizes do contorno aparente do cilindro.

Seja tal o altura do eilindro ¢ v’ o raio da cireunferéneia de
base. As coordenadas cilindricas de wm ponto (M), qualquer da curva,
serao dadas por:

{
k ™= i = ¥ Gy B (1)
|
]
o 7]
‘ 1 —  sen — (2)
2 2
De (1) obtemos: &= r (1 — cos 8)
" L 0
porén 1 —cos @ = 2 se1* —
' 2
.
r = 2 r sen® — ()
9
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abtemos

= 8
Elrvando ao gquadeado: sen — =
5]
Substituindo (41 em (3. temos:
y o
Sy
Nk
a®
o :. .“
on v= SE r
S
Equacio da forma v = 2 s
as
na gqual 2 p = ——
S

o (parabola)

A distancia do foco ao vértice da pavibola serd dady por
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A LENUNISCATA

Na fig. 16 vemos as projecoes de uma I_aipup:clal cilindrica tracada
na superficie de um cilindro civeular de geratrizes verticais. cujo ponto
origem pertence a e geratriz contida cm nme plano de perfil  gue
passa pelo eixo do eilindro,

Nestas  condicoes o projecio vertical o hipopeda  apresenta o
aspecto de i oito.

Chanando v a™ a altura do eilindro ¢ por
di base, as coordenadas cilindvieas de e ponto (M) da

s o rato da eir-

cunferénei:
curva sao dadas por:

i I sen A i [
: H f
? uy — & — (2)
o 2
4 #
D 1) temos: sen 2 sn ey —
2 2
# | ER
o €0 8 = B sen — 1 sen - A
2 2
De (2) obtemos:
#H 9 i 24 4 g 2
s — A o sen — 4
2 a o) -

Substituindo (4) ¢ (3) em (1) tewmos:

f vt
= 2y iR - 1 i
2 az
ey 4yv+*
on: = — 1 = =
a a3
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Elovando ao guadrado:

Tr2y?

e

.

= (%)
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-

Equacio do quarto griu representando o lemniseata
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A logociclica de Booth ou estroféide reta e a focal
de Quetelet ou estrofcide obligua, como projecéed
cGnicos da hipopeda ciliindrica.

Gino Loria no volume | do liveo **Curve Piane Specialli™ deno-
ming a Logociclica de Booth e o Focal de Quetelet, respectivamente por
Estrofdide reta e obliqua. (pags. 689, 70 ¢ 71).

Estas curvas planas sdo obtidas como lugar dos focos das conicas
obtidas no cilindro ¢ no ¢one de revolucho, por feixes de planos que
passam por uma reta tangente a superficie ¢ perpendienlar a mna gera-
triz. (Teorema de Dandelin-Quetelet) .

Admitem wma construcio planimétrica que para a estrofoide reta
ot logociciclica de Booth, é obtida tracando-se de wm ponto M situado
no prolongamento do lado de um dngulo reto AODB (fig. 17), transver-

sals M1, M2, M3, ... M8, ete. A weguir marcamos os comprimentos
01, 02, 03, ... a pavtir de 1, 2, 3, .. . s0bre as respectivas transversais,

obtendo os pontos | e 1y, [T e [y, TID ¢ 111 e assim por diante. A
enrva que une os pontos I e [T ITL, .. ete. e Iy 1L 11T, ... efte., pas-
sando por 0 ¢ pelo ponto M, é a estrofdide reta.




Secoangulo AOB for agudo, proced ndo de igual modo. tereimos
pentos de mne enrvie que ¢ a estroféide obligua, vista na fienra 18,

A LOGOCICLICA DE BOOTH O ESTROFOIDE RET.A

“ A projecao de uma hipopeda eillindrica, sdbre wm plano horvizon-
tal que passa pelo ponto duplo, é nma logociclica de Booth on estroféide
reta, ¢uando o vérties das projetantes eonicas pestence ao ponto de
maior cota da cenrva’’

Clom efeito, sej. um eilindro cirenlar de geratrizes vertieais dado
por suas projecoes em épura. Dividindo a cireunferénein da base em 12
partes iguais 4 partir de wm ponto AT situado b nma geratriz
contida num plano de perfil que passa pelo cixo do eilindro, determine-
mos as projecoes verticais das geratrizes que passam prlos pontos (e
divisio: B, ¢,... L.

Tracemos na projecio vertical nma semicivennferéncia de didme-
tro igual a altwra do eilindro, que tumbém  dividimos c¢m 12 partes
iguais o pelos pontos de divisio perpendiculares as geratrizes determi-
nam AT B L UL e A BY ) LU LY pelos quais possa a enrva
correspondente i lemniscata cilindrica. projecio vertical da hipopeda
cilindrvica. (fig. 19).

Tomemos como vértice das projetantes conicas o ponto enjas pro-
jeeors A Ay corvespondem ao de maior cota da cnrva.

Projetemos do vértice a A’y os pontos da curve, determinando os
tracos das projetantes sdbre wm plano horvizontal o que possa pelo
ponto duplo G G°.




FIG. 19

A projetante AB AN B terd sou traco sobre o plano horizontal
nume ponto ewja projecao horvizontal é o ponto 1L Do mesmo modo, as
projetantes que passam pelos pontos ¢ (5, D D', B R
termincm no plano horizontal os tracos cujas projecoes horizontais sao

ITL, TV: o onnes XI.

..... K K di

O traco da projetante A T, Ay T/ acha-se fora dos limites da
nossa dpura. A projetante que passa pelo véetice, constituida pela pro-
pria tangente o curva néste ponto, & paralels ao plano horizontal, tendo
como traco une ponto heproprio déste plano,

Tgual raciocinio faremos para os pontos Ly K5 0 L. U4 enjas
projetantes determinam sébre o plano herizontal os tracos representados
pelos pontos X1\, Xy, IX;... IIl,. O ponto B B devd uma proje-

tante que terd seu traco fora dos limites da épura.

A cnrva gue une os pontos LI 1IT IV ... . NI .\, XL X
<AL é uma logociclica de Booth on estrotéide reta.

Podemos confirmar o vesultado, verificando que o didmetro A6
e a tangente a cirennferéncia da base do cilindro no ponto (i, formam
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entre s wm angulo reto. As transversais que partem de A e passam
por B € D, ete, cortam a tangente & cireunferéncia em (i, nos pontos
34 0.0 11 As distancias G6, G5, G4, sdo respectivamente ignais
6VE e 6 VI 5V ed Vi, 4 IV e 4 IV, ¢ assim sucessivamente, vemos
pois que o resultado da épura coineide com a construcio planimétrica
da curva.
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A Focal de Quetelet on edtrofoide obligna

“A projecio doowma hipopeda cilfndrien sdbre plano horizon-
tal que passa pelo ponto duplo, & wma focal e Quetelet on estrofdide
obliua, quando o vértice das projetantes  conieas encontra-se om
ponto qualquer da curva, xelusdio feita do ponto de major cota o
ponto duplo™

([(l

Seja um cilindro de diretriz civeular o geratrizes verticais (fie.
20) dado por suas projecoes em épura. Dividindo a civeunferdneia da
base tm 12 partes icuais i partiz de nm ponto

A situado sobrs vma vera-
triz contida

num plano de perfil que passa pelo vixo do cilindro, deter-

minemos s projeeoes verticais das geratrizes que passam pelos pontos

de divisio: B, ¢, D,.... 1.

Na projecio vertical, tracenios uma somio cireunferéneia de
metro ienal

-

dia-
valtura do eilindro, a qual dividimos o 12 partes iguais
e pilos pontos de divisio tracenios perpendiculares as goratrizes enjas
intersecdes com as mesmas determinam A7 B e A B L L',
pelos quads passa a curva que representa a lemniseata cilindrica, pro-
jecio vertical da hipopeda eilindriea.

Consideremos o vértice das projetantes ednjcis represnt o pelo
ponto (JJ) cujas projecoes sio JJ J7.

Detorminemos os tracos das diversas projotantes sébre um plano
horizontal que passa pelo ponto duplo da curva,

A projetante JA J'AY terd seu traco sébre o plano reforido. mne
ponto euja projecio horizontal corresponde o 1.

¥

A projotante JB o J'BY terd sen traco correspondente em 1L JC
JC" o ponto [T ¢ assim sueessivamente,
I

A projecio chnica do vértice (J3 serd dada pela tangente 4 curva
néste ponto ¢ eujo traco sera o ponto N.

o |, [




FIG. 20

Do mestmo modo as projetantes A A o 0B B, determinam

os tracos Tpoo 1.

A projetante D DY sendo paralela ao plano, ferd cono traco
wn ponto improprio deste plano.

Completadas ax determinacoes dos tracos das projetantes. a curva
quie e os mesmos, corvesponderd A foeal de Quetelet ou estrofoide

obligua.

Para verificarmos a exatidao da eurva obtida, observemos que
a corda J G oeoa tangente A cireunferéncia no ponto G formam wm dngu-
lo agudo. As transversais tracadas por G, corfam a tangente a eiveun-
Forencia nos pontos 1. 20 3. 5,0 6. ete. Ox comprimentos G1T G2 GH GG,
sio respectivaments dewais a 1L o1 L 2 10 ¢ 2 11, 5 Vo e 5V, GV
¢ 6V, ete.

Portanto, o resultado a que chegamos na épnra, coincide exata-
ments com a constroedo planimétrica da curva,

_ 48 —



A circunferéncia

“A projecio eonica de wma hipopeda ecilindriea, sobre o plano
da diretriz do cilindro, quando o vértice das projotantes comicas eneon-

tra-se no ponto duplo da curva. ¢ nma cirennferéncia cujo rato ¢ ieual
ao didmetro da base do cilindro™.

Considercmos um eilindreo de divetriz cireular de veratrizes ver-
ticais (fig. 21), dado por suas projecdes cm épura. Tomando como ponto
origent dix hipopeda, wn ponto da base pertencente a nma geratriz con-
fida num plano de frente que passa pelo eixo do eilindro, determinemos
a projecaovertical da curva que se apresenta segundo uma parabola

real, Timitada pelas gevatrvizee do contérmo aporente do eilindro .

Efetuemos o divisio  da  cicennfertneia da base om 12 partes
iznais, determinando  as projecoes verticais das geratrizes que passam
pelos pontos de divisdo: A, B, (' ... I..

Ewn seguida tracamos na projeciio vertical uma semi cireunferen-
¢l cujo didmetro seja dgual a altura do eilindro e dividindo-a em 12
partes iguais, fracamos por estes pontos perpendiculares s geratrizes
do cilindro que determinam os pontos A" B* C* ... I/ ¢ A4, By €4
v A eurva que mne os pontos obtidos ¢ uma pardbola veprosen-
tativa d: projecio vertical da hipopeda.

Tomemos o ponto duplo (G) da hipopeda, como vértice das pro-
jetantes eonicas ¢ efetnemos o tracado das projecdes de cada projetante.
As projecoes horizontais das projetantes concorrem ao ponto (3

¢ o8 respeetivas projecdes verticais ao ponto G° (7,

Determinemos os tracos das projetantes, sobre o plano da base
do cilindro, obtendo os pontos: | 7 11 M SR XII e 1, IIy, IIL,,
I¥ys s s X1l Verificomos que os miesmos, se situam numa cireunfo-
réleia cujo centro ¢ g projeciao horvizontal (" do vértice das projetant s

¢ cjo raio & igual ao didmetro da cirennfertneia da base do eilindro.

G
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FIG. 21

A obtencito da cirennferéncia resultante da projecao ednica da
hipopeda, leva-nos & conelusao de que a mesma & diretriz de um eone
do resolucio cujo vértice & ((G) e enjas divetrizes, sao as projetantes

ennieas que aeabamos de tracar.

A observacio da figura mostra que cada ponto da hipopeda como
por exemplo: o ponto enjas projecoes sao 1 D7 é a intersecio da gera-

triz G IV G IV do eone, com a superficie do cilindro.

leualments, o ponto cujas projredes sio B KL é a intersecio da

ceratriz do eone GV GV com o superficie do eilindro dado.

Podemos afirmar portanto, que a hipopeda cilindvica ¢ a curea
de interscedo de e ellindro corentar de geratrizos verlicals, cow win edne
de revolucdo de dias follas cuja distaneia cilre as bases ¢ agual a altura
do cilindro, sew cioo ¢ wma geratriz do cilindro, sew vévtice ¢ cquidistan-

Lo das bases ¢ o rafo das mesmas ¢ igial ao did@gmetro da base da ctlindro.
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“Pro jecGed cilindricad Obliquad da hipopeda

O TRIFOLIO OBLIQUO
O TRIFOLIO RETO

A FOLIIA DUPLA RETA

*A projecao de ume hipopeda sobre e plano perpendicular ao
eixo do cilindro ¢ pavalelamente a mma divecio frontal gue forma com
o eixo do eilindro um anenlo ignal ao formado pela tangente 4 curva
no ponto duplo, ¢ wmn trifélio obliguo, wm trifélio reto on wma folha
dupla retua, segundo o ponto duplo da curva acha-se vespectivamente
numa gecatriz contida e o plano que passando polo cixo do eilindro,
inelina-se de 309 com o plano vertical de projecio, ¢ parvalelo ao mesno
(plino fontal) en & perpondicnlar ao mesmo  (ploo de perfil)”,

O TRIFOLIO OBLIOUO

Como Ji vimos, o trifdlio obliquo pode s considerado como ma

transformaciao especial efetuada numa cireunferéncia.

Seja um cilindro de geratrizes verticals, dado por suas projecoes
em épura (fie. 22).

Efcturmos  a  divisao da  eiveunferéncia  da base om 12 partes
ignais, considerando o ponto origem sitnado numa gevatriz portencente
a um plano vertical passando pelo eixo ¢ inelinado de um dngnlo de 302
com o plano vertical de projecio. A projeciao horizontal da hipopeda
serd o cirennferénein dada pelos pontos A, B, L .. .. Li.

Determinemos  as  projriedes verticals das geratrizes gue passam
pelos pontos de divisiio da base do cilindro o tracemos wna semi cireun-

feréncia na projecio vertical, de didmetro igual a altura do eilindro, a



qual dividiremos em 12 partes iguais, ¢ por eujos pontos conduzimos
perpendiculares as geratrizes do cilindro gque dardao A', B" " 0 L e A
By, (L0 L0 A curva que une os pontos obtidos na projecio ver-

tical. serd a projecio corvespondente da hipopeda.
; I

| S | AN L) ' _J1

E| ARV . N | '

\D\Tﬂcﬂ _ig __:_\—_E*-—-.:‘m—‘ i
FIG. 22

Tracemos pelas projoeoes dos pontos da curva, projetantes fron-
tais o paralelas 3 direciio da tangente & eurva no ponto duplo, determi-

nando sens tracos no plane da base do eilindro.

Com cfeito, as projetanies que passam pelos pontos Clujas proje-
ches sio BB (L DD L ete, terdo seus tragos em 1T, IT,. TV, et

A projetante que passa pelo ponto duplo G GG também passa
pelo ponto KKy ¢ sen traco no plano da base do cilindro sera wn ponio
triplo VII VI, XT,.

A curva que une os tracos das projetantes, apresenta o aspecto

de i tritélio ebliquo ¢ possui o ponto triplo VIT VI X1, mencionado.
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Procuromos verificas se a curva obtida apresenta vealmente as

propricdades indieadas para o trifélio obliquo:

Com efeito, tracemos uma civeunferéneia de centro 0 ¢ passando
pelo ponto triplo da eurva, cujo raio seja igual ao da divetriz eivenlar

do cilindro dado. veremos ser possivel a segninte constrieio

Do ponto triplo. fracamos uma corda qualquer VI M, observe-
mos que os comprimentos VT M, M X, ¢ M X, sfio iguais entre si.
Outra corda qualquar VEL N, permite verificar a igualdade entre VI N
el 1o N Ty,

A propriedade se rvepetiva para todos os pontos da curva, somos
levados a coneluiv que o vesultado da épura, coineide com a constrneio
planimétrica da curva.

Mais adiante proporemos unm proeesso parva i construeio  plani-

métriea da enrva, deduzido da épura que ora aprosentamos,
O TRIFOLIO RETO

A projecao de uma hipopeds etlindvica sobre um plano perpen-
dicular ao cixo do cilindro ¢ pavalelamente 4 mma diveedo frontal que
forme com o ecixe. angulo dgnal ao que a tangents no ponto duplo da
cirva forma com o mesmo, quando o ponto origem < encontra sébre nma
geratriz contida nnm plano de frente gue passa pelo eixo. ¢ am fri-
folio reto™”

Considersmos ume eilindro  cireular de geratrizezs verticais (e,
23) ¢ divetriz cireular, dado por sunas projeedes em épura. Dividindo a
cirecunferéneia da base em 12 partes iguais, tendo como origem wm ponto
A situado sobre nma geratriz contida em wm plano de frente que passa
pelo eixo. teremos pontos: B 0 D T L. 1. da projecao horizontal
da hipopeda.

Tracemos as projecoes verticaits das geratvizes que passam pelos
pontos de divisio da base ¢ cm seguida uma civeunferéncia de diametro
ienal a altura do cilindro, a qual dividimos em 12 partes iguais. Pelos
pontos e divisao ddesta, as perpendienlarves as geratrizes determinam
o8 pontos A BL 0% DG s eIt 8 Ay Bl . DY v e s L'y que darao

a projecao vertical da hipopeda. seeundo wm pavabola real.
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FIG. 23

Nessas condicoes, a tangente no ponto  duplo tornada frontal,
passa pelo ponto origem A A Troeimos pois pelos pontos da hipopeda,
projetantes paralelas a G A G A0 Os tracos das referidas projetantes
sobre o plano da base do cilindro, determinam pontos: 11, T TV, V),

NIL el Iy, 1L o0 XD o A curva que une os pontos achados,
correspornde a um trildlio reto,

Com  efeito, observemes & fionea o considor mos o pontos

O . 07 ¢ tomemos o ponto X como xemplo,

Tracemos por O a reta OX ¢ g perpendicular tracada por O7 en-

contra a mesma prolongsda em M.

A perpendicular a OM tivada por M7 simétrico d M oem relicao

a 007, determina o ponto X, do trifolio reto.
A mesma construcio pode sor verificada para o ponto VI,

.



Verificamos portanto, gque a construciao planimétrica da  curva,
coineide com a curva obtida em nossa épura.

Mais adiant . daremos outra construcio para o trifdlio reto em
funciao da épura que obtivemos, pois como pode-se observar a construcao
exist nte ¢ pouco preeisa ¢ trabalhosa.

A FOLHA DUPLA RETA

“A projecio de wuma hipopeda cilindriea sébre o plano da hase do
cilindvo ¢ paval lanente a umy divecao frontal — cuja inelinacio com o
eixo do eilindro seja igual ao que a tangente no ponto duplo da curva
Forma com o mosmo eixo, quando o ponto duplo da hipopeda pertencer
a um plano de perfil gue contem o cixo do cilindro. ¢ uma folha dupis
reta’’

Imaginemos i cilindro civenlar de geratrizes verticias ¢ divi-
dindo a base em 12 partes jguais tendo como ofigem o ponto A sitwado
sobre uma goratriz contida em i plano de perfil gque possa pelo eixo,
obtemes: B, €. D ..., L pontos da projecio horizontal da hipopeda
(fie. 24).

Nestas condiedss a projecao vertical da hipopeda serd wma lem-
nisenta cilindrica obtida  pela divisio da semicireunferéncia que tem
para diametro a altura do eilindro. O tracado de perpendiculares s
seratrizes do cilindro que passam pelas divisoes da hase, determin m
«Obre as mesmas os pontos A’y BY, G4, o LYy oe AL DB L Lo T

Determinemos em sceuida, as projecoes da tangents 2 curva no
ponto duplo (i (. Na projecio horizontal tracemos com abertura de
compasso G A ¢ contro em G o semicireunforéncia que corta a tangente
A cirennf réneia no ponto VI o qual corresponde ao traco da tangente,
no plano da base do cilindro. A projecao vertical desta tangente servd

GVIF.

Tracando-se pelos demais pontos da eurva projetantes puaralelas
a tangente no ponto duplo e determinando seus tracos no plano da base
do cilindro, obtemos os pontos 11, L IV XTE e 1y, 1o T
Wy aws o XLy

A curva gque une os pontos obtidos apresenta v ponto de rever-
siio cm VI ¢ corvesponde i f6lha dupla rota.



A tolhe dupla reta citada por Gino Loria, apresenta wmma cons-
trucdo planimétrica a qual coinelde com a curva obtida em nossa épura.
Com efetto, designando por “*p™7 ¢ " respeetivamente a tan-
gente a cireunferéncia da base do cilindro no ponto (v ¢ a tangente a
folha dupla no ponto de reversio e considerando o ponto M sthre a reta
St podemos verificar o seguinte tracado
Pelo ponto VI conduzimos wma rveta que passa por 1. Tracamos
por M uma perpendienlar M N a esta reta. Seja R o pé da perpendi-
cular tracada de N a reta ' p7'. Finalmente conduzindo por R wma per-
pendicular a VII N, obtemos o pouto I,. Vemos pois que o ponto 1,
satisfaz a condicdo de pertencer i curva. Na épura acham-se indicadas
as obtenedes de alguns pontos de acordo com o mesmo prineipio ¢ o

Ingar dos pontos obtidos pelo mesimo processo. ¢ mma folha dupla rota.
Mais adiante. darems wm processo para a construcao planimétrica

da folha dupla reta.. o qual foi deduzido das propriedades encontradas
na épura.
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AS PARABOLAS VIRTUAIS

Gino Loria em sua obra: “*Cheve Piane Speeiali™, 1.9 vol, a pag.
224 denomin: de parabolas virtuais a curvas do 42 e@an, cuja construeio
planimétrica Fizemos referéncia no indcio déste trabalho.
B ode nosso desejo mostrar agora, que as curvas citadas por Gino
Lovia, correspondem a projecoes verticais de hipopedas eilindrie s tra-

cadas na superficie de cilindros eiveulares de goratrizes verticais,

Seja um cilindro de divetriz civenlar ¢ geratrizes verticais dado
por suas projecoes ent épnra o euja altura seja o dobro do diamcetro da
basy. (fie. 25).

Dividindo a cireunferéncia da base em 12 partes iguais a partir
de um ponto A situado sobre uma geratriz gue & contida num plano
vertical cujo traco horvizont:l & inelinado de 309 com a linha de terva.

obtendo os pontos B, ¢, D, ..o L da projecio hovizontal da hipopeda.

FIG. 25

Tracando na projecao vertical e dividindo em 12 partes iguais
a semi circunferéneia de didmetro igual a altura do cilindro ¢ tirando

pelos pontos de divisdo perpendicnlares s geratrizes do cilindro, tere-
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nmigs o8 pontos AY By ¢ DL L e AY BY, O o0 LY gue permi-
tem o tracado de nmma curva, a qual apresenta as propricdades citadas
por Gina  Loria.

Para verifica-las, tracemos na projecao vertical wme cireunferén-
cia de centro O tangente as geratvizes de contorno aparente do cilindro
e passando pelo ponto duplo G G0 Sen raio sesd dgual ao da divetreiz

cirenlar do cilindro,

Seja e o corda que passa por GY oo paralela ao diametro hori-

zontal da cireunferéneia .

Se tracarmos por G nma corda qualguer G'M° ¢ por M oa perpen-

dicular a e’ segundo MN verificamos a igualdade entre os compri-

mentos:
GM" = XK' = N'EKY4

Esta propriedade se repetiva em relacio o gqualquer outra corda

tracada por G'.

Outra pardabola virtnal citada por Gine Loria a pag. 225 pode
ser obtida pila projecao vertical de uma hipopeda tracada na superficie

dooume eilindro eireular, cuja altura ¢ jgual ao diametro da base.

C‘om efeito, seja na fig. 26w cilindro civenlar de geratrizes ver-
fieais dado por swis projeedes e épura ¢ cuja altuea é igual ao dia-

metro da hase,

Efetuenmos a  divisdo da  eizennforéneia  da base em 12 part.s
fetais a partiv de um ponto A sitwado s6bre wma geratrviz contida nu
plano vertical que passondo pelo ¢ixo, possui o traco horizontal inelinado

de 309 com a hinha de terrea.

Na projecao vertical. a semicivennforéncia de didmetro igual a
altura do cilindro, dividida em 12 partes iguais, permite obter por meio
de perpondieulares ds gevatrizes do ceilindro, tiradas pelos pontos d» divie
sio, os pontos: AL B L e A DY Lo L que determinam
projecao vertical da hipopeda.

A seguir com ecntro em O deserevemos wma cireunforéncia de
didmetro M N’ tangente ao quadrado do contdrno aparente vertical do

eilindro.




Sendo Iy um dos pontos de interseciio da cireunferéncia com i
porabola virtual, tracemos pelo mesmo  ponto, uma  corda  qualquer
I'y P Conduzindo por P wma perpendicular ao diimetro M N/, esta

corta a curva em dois pontos R e RY.

FIG. 26

Podenos verificar gqne a distineia R R, é igual a corda Iy 17

fica dividida ao weio pelo didmetro M N* da eirennforéneia de contra 07

Esta propricdade pode ser constatada para outros pontos da eur-
v, portanto nestas condicdes a projeciio vertical da hipoprda, é pre-

cisamente a pardbola virtual eitada por Lino Loria.
A BESACEA DE GREGOIRE DE SAINT-VINCENT

O dlustre Prof. Dr. Alvaro Rodrignes cita a Besiee: e Gregoirve
de Saint-Vineent, como sendo a projociao vertieal da hipopeda de Eudd-
xio de Cnide que é a cureva obtida pela intersecio entre um cilindro eir-
cular de goratrizes verticais, com wma esfera (o cilindro tangenein inte-
riormente o esfera, o raio da esfera é ieual ao didmetro da base o
cilindro) quando os eixos das duas snperficies cstao contidos num plano

vertical cujo traco hovizontal inelina-se de 452 com a linha de torrea,
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Nowsa inteneao sera obter a Besacea de Gregoive de Saint-Vineent
simplesmente pela projecao vertical de g hipopeda eilindriea, tracada

na suporficie de nm eilindro eirenlar.

Com efeito. consideremos um cilindro de divetriz civeular ¢ de
oeratrizes verticais, dado por suas projecoes em épura fig. 27 euja altura
¢ o dobro do didmetro da base,

Dividindo a circunferéncia da base em 12 partes ignais, a partir
de e ponto situado numa gervatriz contida em um plano vertical que

passando pelo eixo do eilindro, possue o traco horizontal inclinado e
452 com a linha de terea, os pontos A B O, Dy L determinam a pro-

B

Jeean horizontal da hipopeda.

L A

1

B o

D
FIG. 27

Detorminando a projecao vertical das geratrvizes qu- passam pelos
pontos de divisio da base, tracamos nesta projeciio nma semi-cireunfio-
rencia ejo didmetro sejaoa altwee do cilindro, Dos pontos de divisido
da semicireunteréneia cm 12 partes iguais, perpendiculares is geratrizes
peeniitem Jocalizay A7, B!, ¢, ... L"e A%, By, O, e 1y pontos

pelos guais tracamos a curva que corresponde 4 projeciao verties] da
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hipopeda cilindrvica ¢ tawmbhém cepresnta a heséeea de Gregoire de
Saint-Vineent 7,

Para vorificarmos, tracemos na projecao vertical nma  cireunlo-
renci de centro O tangente ds geratrizes do contérnoe aparents do cilin:
dro, cujo diametro horizontal passe pelo ponto duplo G° (G, Seja M o
pouto em que a civeunferdneia corta a projecao da geratriz que  passi
pelo ponto duplo da enrva.

Tracemos por I duas cordas quaisquer 17Q" ¢ "R ¢ por Q7 ¢ R

perpendienlares ao didmetro M'N" da eiveunferéncia.

Podemos verificar gue aplicando as distaneias 'R ¢ Q" sdbre
as respectivas perpendiculaves, a partic do diametro M'N' obtemos  os
pontos K" K o A" A’ respectivinnente,

Vemos portanto, que o resultado da nossa épura, coineide perfei-
tamente com a construcao planimétrica da besicea de Gregoire de Saint-
Vineent, ¢ que esta pode ser considerada como caso particular da enrva

que apresentanios,
A PARABOL.Y VIRTUAL DE GREGOIRE DE SAINT-VINCENT

Bsta ¢ um coso especial das besdceas do respeetivo autor, sendo
obtida pela projecio vertical da cnrva de intersecdo entre nme cilindro
civenlar de geratrizes verticais ¢ uma esfera cujo raio é icual ao dia-
metro da base do cilindro. este tangenciando interiormente a esfer:, es-

tando os cixos das duas superficies contidos no mesmo plano de frente,

A construcao planimétreica da parvdbola victual de Gregoive de
Saint-Vinent, e efetua, quando nmma eivennferéncia de diametro A D
que sira considerado como cixo de simetvia da o curva, tomamos como
origem o ponto A Tracando-se wma corda qualguer AM e de sua ex-
tremidade M ouma perpendicular ao cixo, mareamos na perpendicular
de ot e de ooutro lado do didmetro X B. o comprimento da corda AM,
obtemos 1* e PP cujo lugar ¢ a pardbola virtual de Gregoire de Saint-
Vineent, (g, 28-A)

B desejo nosso, focalizar a pavibola virtual, como coso pavticular
da hipopeda cilindrica, tracada na superficiec de wm eilindro eivenlar
de geratrizes verticais, que tenha como altura o dobro do didametro da
hase ¢ o ponto nt'i;_:'['nl na base, pertenee g uma ;_rn-r;nriz contida em um

plano frontal que passa pelo eixo do cilindro.
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Nissas condiedes, considerimos um cilindro  civenlar, dado  por
i~ projecies em épura (fie. 281 ¢ partindo do um ponto A da base
satisfazendo a condicio acima imposta. a divisio da ecireunferéneia em
12 parvtes iguais: A, B, C, ..... determinam a projeeio horvizontal da
curva. (Obsirvacio: — para shaplificoeao do nosso desenhe. dividing s
sominte a s micireunferéneia em 6 pastes jguais) .

rA:
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FIG. 28-A e FIG. 28-B

Em seguida o tracado da semicireunferéncia cujo didmeteo <cja
igual a altura do ecilindro ¢ sna divisdo em 12 portes ignais por cojos
pentos tracanos perpendiculares as geratrizes, permitivd obtr os pontos
AL B € DY BY R e Ay B O DYy By Y 38 prodticio ver
tical da hipopeda, que corresponde i pardbola virtual de Gregoire (e
Saint-Vinceent .

Podemos fazer tal ofirmacio, pois se tracarmos pelo ponto G
e civeunferéncia de diametro G'P gne tang neia o contdrno aparente
vertical do cilindro ¢ nma covda qualquers GM. a perpendienlar M\
ao diametro, permitivd verificar a ienaldade existente ontre N =
Mot = G,

A propriedade se verifica para gualguer ponto da enreva.

Desejamos assinalar que a obtencio da cneva foi foita pelo racio-
cinio geral estabelecida para a hipopeda cilindrica que corresponde a
intersecdio do eilindro eirenlar. com a superficie doomn edne de revolu-

cao de duss tolhas.
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A LEMNISCATA DE GERONO

A lemmniseata de Gerono é apresentada como resultante da inter-
seciao entre a superficie de um cilindro eireular e uma esfera. cujo raio
¢ ignal ao diametro da base do eilindro, o qual fangeneia interiormente
a esfera e os ecixos das duas superficies estdo contidos num mesmo plano
de perfil.

Como a besicea de Gregoire de Saint-Vineent, a lemniseata de
Gerono sera focalisada como caso particular  da lemniscata cilindriea.
Basta que consideremos  um eilindro de divetriz civeular o geratrizes
verticais cuja altura seja o dobro do didmetro da base ¢ a projecao ver-
tical da hipopeda cilindrica cujo ponto duplo pertencer a nm plano de
perfil que passe pelo cixo do cilindro, se apresentard secundo a lemnis-
cata de Gerono.

Considercmos  por um cilindro de  divetriz civeular ¢ geratrizes
verticals, cuja altura é igual ao didmetro da base, dado por suas proje-
coes em épura (fig. 29) .

Dividindo a civeunferéncia da base em 12 partes iguais a partir
de mm ponto A situado numa geratriz contida num plano de perfil
yue passa pelo eixo, teremos os pontos: B, C, D, ..... 1. da projecio
horizontal da hipopeda.

Tracando na projecio vertical um semicireunferéncia de  dijime-
tro igual a altura do cilindro, ¢ pelos pontos de divisdo, perpendiculares
as projecoes virticais das geratrizes, obtemos os pontos A, B, (... .1/ ¢
A By O e LY. pelos quals passa a curva que corresponde #
lemmiseata cilindrica ¢ também vepresenta a lemniscata de Gerono.

Para verificarmos, tracemos na projecio vertical uma civennte-
réncia de centro () tangente as geratrizes de contérno aparente do eilin-
dro ¢ passando pelo ponto duplo G Gy,

De um ponto qualquer P da circunferéncia, tracomos uma per-
pendicular Q" a reta que tangencia a circunferéucia no ponto duplo
" G, Sobre a perpendicular, tomamos os comprimentos G’ ¢ G'Q" a
partiv do ponto R’ de nm e do outro lado, para obtermos os pontos
' Cie B Ei.

Vemos portanto que o resultado da nossa épura, coincide exata-
mente com a construcio planimétriea da lemniscata de Gerono e que
podemos desta forma, considera-la como caso particular da lemniscata
cilindrica.

e



FIG. 29
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Concludao

I nosco desejo inicial, considerar a Hipopeda Cilindrica como
uma enrva de earater geral, porque a mesma pode ser tracada na super-

ficie de qualquer eilindro de divetriz eivenlar e de ecratrizes verticais.

A hipopeda cilindrica admite como caso particular, a hipopeda
de Eudoxio de Cnide, quando o cilindro sobre a gual fér tracada apre-
senta como altura, o dobro do didmetro da base.

A hipopeda cilindrica como vimos pode ser obtida pela intersecao
da superficie de um ellindro cireular de geratrizes verticais, ecom a de
um cone de revoluedo de duas f6lhas, quando o eixo déste, coineide com
uma geratriz do cilindro, o distincia entre as bases é igual a altura
do cilindro ¢ o raio da base do eome & 1gnal ao didmetro da eirconferén-
cia diretriz do cilindro.

A hipopeda no entanto vem sendo obtida pela intersecao de mn
cilindro cirenlar de eeratrizes verticais, com uma esfera de raio ieu2l
ao diametro da base do cilindro ¢ o eilindro tangeneia interiormente a
esfera.

Vimos também gue a hipopeda projetada sébre nm plano paralelo
a0 eixo do eilindro permite a obtenciio de duas pardbolas virtuais, do
acordo com determinada posicio da geratriz que centém o ponto duplo
e que sdo citadas por Gino Loria.

A besacea de Gregoire de Saint-Vineent, obtida nas mesmas con-
dicoes, tendo o ponto duplo sdbre uma geratriz contida em um plano
vertical que passando pelo eixo, forma dngulo de 45% com o plano ver-

tical de projecao, ¢ a altura do cilindro & igusl ao didmetro da base.

A projecao ednica da hipopeda tracada em qualquer cilindro de
diretriz c¢ivenlar e geratrizes verticais, sdbre um plano horizontal (ue
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passa pelo ponto duplo da curva, estando o vértice das projetantes loca-
lizado no ponto de maior cota da curva, é numa Logociclica de Booth,
on estroféide reta.

Quando o vértice das projetantes conicas, ¢ um ponto qualquer
da enrva, exclusiio feita ao ponto duplo, a projecio da eurva sobre o
plano horizontal que passa pelo ponto duplo, é a Focal de Quetelet, ou
estrotoide obligna.

Se o vértiee das projetantes coineide com o ponto duplo da enrva,
a projecio comiea da enrva sobre o plano da base do eilindro ¢ uma
circunferéncia, cujo raio ¢ igual ao diametro da base do cilindro, tendo
como centro a projecio do ponto duplo s6bre a base.

A projecao eilindrica obliqua da hipopeda, feita sobre o plano
da base do cilindro, paralelamente a uma direcao frontal que forma com
o eixo do ecilindro, angulo igual ao que a tangente no ponto duplo forma
com o mesmo eixo, & nm trifélio obliquo, um trifélio reto on uma folha
dupla reta, segundo o ponto duplo da curva acha-se sobre nma geratriz
contida em um plano vertical que passa pelo eixo e sen traco horizontal
é respectivamente inclinado de um dngulo de 30° com a linha de terra,
¢ paralelo a linha de terra (frontal) on perpendicular i mesma linha de
terra (de perfil).

Com esta projecao obliqua, a familia das curvas planas obtidas
por projecoes de curvas revessas, fica ampliada com as trés gque citamos
acima.

Vimos também que o lugar dos tracos das tangentes a wma hipo-
peda tracada na superficie de qualquer cilindro civeular de geratrizes
verticais, sobre um plano horizontal gue passa pelo ponto duplo, é wma
Cissoide de Dioclés.
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Simplificacaoc do tracado planimétrico de tréé
curvaé geométricad planad

Entre as nossas conclusdes, uma das mais importantes que consi-
deramos, é a simplificacio e uniformizacio do tracado planimétrico de
trés curvas planas, cuja construciio clissica que apresentamos no inicio
de nosso trabalho, devida a Gino Loria (Curve Piani Speciali). Pode-
mos verificar que cada cnrva: trifélio obliquo, trifdlio reto e a folha
dupla reta, possue mma construcao propria e complexa cuja precisao se
torna duvidosa.

Apds obtédas em nossas épuras, por meio da projecao cilindrica
da hipopeda, observando-as cuidadosamente  conseguimos deduzir um
processo geral para construi-las de modo continuo e que passaremos a
apresentar:

O TRIFOLIO OBLIQUO

Seja uma civeunferénceia de centro O e raio arbitririo, a gual di-

vidimos em 12 partes iguais e pelos pontos de divisio iracamos retas
paralelas a0 didmetro horizontal. (fig. 30).

Sobre o diametro  horizontal ¢ A partir do centro, tomemos o
comprimento 1 1; igual ao débro do didametro da civeunferéneia.

Em seguida, projetemos sébre 1 1, os pontos que dividem em 12
partes ignais, uma semi-cireunferéncia cujo diametro é o segmento de
reta 1 1;. Obtemos pontos gue numeramos: 2, 3, 4, 5,... 12 ¢ em segui-
da em ordem inversa: 2., 3y, 4, 55, .... 125

Considerando o primeiro ponto do trifolio obliquo = A" situado
na cirennferéneia e so6bre nm raio inelinado de 309 com abertura de
compasso igual ao raio da circunferéneia e eom centro nos pontos 2, 3,
4,5, ..... 12, cortamos as paralelas que passam pelos pontos de divisdo
da cirenunferéncia, nos pontos: B, ¢, D, E, .......1, respectivamente.

Continuando com a mesma abertura ¢ com centro em 1y, 2. 34,
Bi. By vwe v 12, determinamos os pontos: Ay, By, C;, Dy, E,



L. A curva que une os pontos obtidos, apresenta um ponto triplo em
G Gy Ky, @ um teifdlio obligno, pois suas propriedades podem ser
verificadas na propria fignro, apresenta continuidade na construcio, ¢
mais preciso ¢ a construcio que apresentamos assemelha-se 4 de wma
cieldide, com a diferenca que nesta, os pontos de divisio sébre o difime-
tro horizontal sdo equidistantes, enquanto na construeio do trifélio obli
(no, os pontos sobre o didametro horizontal, resultam da projecio de
arcos iguais,

&l 5 1

y o *?—V.wﬁ‘r” © FIG. 30
a4 sl FIG. 31

it ‘ID rf &
FIG. 32

O TRIFOLIO RETO

lgual disposieio " pode ser aplicada na obtencio do teifolio reto,

(fig. 31).
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Basta que tomemos o primeiro ponto A" na civennferéncia, situa-
do sobre o diametro  horizontal.

Com abertura do compasso igual ao raio da circunfréncia e com
centro nos pontos: 2, 3. 4, ... 12 ¢ 1402, 3, 4. ... .. 12, obftewmos
respectivamente: B, C, DL L& Ay By T Dy 2 oy
A curva que nne os pontos obtidos, coresponde ao tritolio rete,

cugas propricdades podsam ser veriifeadas na figorea,
A FOLHA DUPLA RET.)

Proced: ndo de maneiva andloga, podemos  obter a [6lha dupla
reta, bastando que o primeiro ponto seja tomado na civeunferéneia, si-
tuado <obre e raio perpendicular ao didmetro horizontal, (g, 52

Com centro de compasso nos pontos 20 3,0 .00 12 ¢ 10 240 SGhen s
12, ¢ com abertura igual ao raio da civeunferéneia os pontos obfidos: 1,
O Loe Ay By Cha s Ly permitem o tracado de nma folha dupla veta,
a qual apresenta nm ponto de veversao e G G0 ¢ cujas propriedades

podem ser verificadas na propria figura
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A Ciddéide de Dioclés

Desejamos  apresentar uma construeao  planimétrica, parva obter
a cissoide de Dioelés, ou cisséide normal, derivada da épura na qual
a mesma curva foi obtida pelos tracos das tangentes a hipopeda eilindri-

ca, sObre um plano horizontal que passa pelo ponto duplo da enrva.

Da observaciao da épura, concluimos que a cissoide pode ser ob-

tida pelo processo que apresentamos o seguir:

FIG. 33

Sejam duas cireunferéneias de mesmo raio e tangentes entre si
(fie. 33)

Dividindo-as ¢m 12 partes ignais & partiv de mn difdmetro ver-
tical comum, sejam A, BB, ¢, D, ... L. os pontos de divisdo da primeira
cireunferéncia num  sentido, colocamos as mesmas letras na seeunda

cireunferéncia porém em sentido contrarvio.

Tnindo dois a dois Ha F. I a E,Ja D, K a C, L aDB os pontos
da segunda cireunferéneia por meio de retas perpendiculares ao diame-
tro vertical comum, tracamos na primeira circunferéneia tangentes aos

pontos de divisio.

Tstas tangentes cortam as reftas gque passam pelas letras corres-
pondentes na segunds civennferéncia, em pontos que pertencem a cissoide

de Dioclés.

Sy ) [e—



Assim, as tangentes em B e L. cortam a reta L B nos pontos 2

e 12, As tangentes em C ¢ K. cortam a reta C K nos pontos 3 ¢ 11,
ooassim por diante. obtemos os pontos 4 ¢ 10, 5 ¢ 9. 6 8B,

A curva que une os pontos obtidos, € wma cissoide normal, euiss
| A

propriedades podem ser verificadas na figura .




A pam:ibo/ 7]

Em virtude da projecao vertical de wma hipopeda cilindviea  se
apresentar segundo wma parabola limitada pelas geratrizes do contorno
aparente vertieal do cilindro, quando o ponto origem da curva perten-
cer a nma geratriz contida num plano de frente que passa pelo cixo do
cilindro, podemos apresentar nm processo para coustruir uma parabola
gqaundo sdo conhecidos: o vértice, a direcio do eixo ¢ um ponto M da
curva.,

Com efeito, sejum os elementos conheeidos: V7o vértice, e’ o
cixo da pardabola ¢ M num ponto da curva, (fig. 34)

Determinemos o ponto simétrico M’ do ponto M da curva, tra-
cando a perpendicular ao eixo seeundo M 1P, tomando PM° = MP,

En secuida com didmetros vespectivamente iguais a V17 ¢ M M,

descrevemos duas semi-civennteréneias. A primeira dividimos cn 6 par-




tes iguals que numeramos de 0 a 6. ¢ a segunda em 12 partes iguais
enja nmumeracio efetuamos de 0 a 6 ¢ de 0 a 6' em sentido opostos.

Se tracarmos pelos pontos de divisdo da primeira cireunferéncia
perpendiculares ao eixo e pelos pontos de divisio da segunda civennfe-
réncia, paralelas ao eixo, as retas que partem de pontos cujos nimeros
ge correspondem, determinam A DB, ¢, D, E ¢ A, I, (", D', E".

A curva que une os pontos obtidos, passando pelo vértice V7,
corresponde a uma pardabola.
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