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RESUMO HISTORICO:

Uma curva plana que exerceu grande influéncia no desen-
volvimento dos métodos infinitesimais e que ocupou todos os
grandes matematicos da primeira metade do século XVII, foi
sem duvida a: CICLOIDE,

Segundo E. T. BELL (lLos grandes mateméticos), apareceu
na literatura matemitica, pelo ano de 1501, guando Charles
Bouvelles a descreveu em relacao a quadratura do- circulo.

O nome de CICLOIDE ¢ atribuido a Galileu que juntamente
€om seu discipulo V. Viviani a estudaram resolvends o proble-
ma do tracado de uma tangente em qgualquer ponto da curva.

Aconselharam seu emprégo como arco para pontes e agora
desde que se tornou comum o emprége do concreto armado,
os arcos de cicldide eram vistos com frequéncia no alto dos
viadutos.

Em 1634 o Geémetra G. P. de Roberval a denominou de
“TROCHOIDE" (denominagdo grega de RODA) e demonstrou
que a érea compreendida entre uma cicldide e sua base é o

triplo da érea do circulo gerador, proposicdo esta extremamente
notavel . '

Ainda estudou e determinou um método cineméatico para
tragar tangentes a tédas as curvas planas de sua época entre as
Guais a atual SENOIDE a qual denominou: “"Companheira da
Cicldide”.






Nesse ano Descartes deu solugdo elegante ao tragado da
tangente a cicldicde e que serviu 8 uma teoria dos centros instan-
taneos de rotagao.

O nome definitivo de CICLOIDE & curva, foi dado nesta
época, por G. de Beaugrand.

Em 1644, Roberval determinou a cubatura dos volumes

gercdos pela cicléide ao girar em térno de seu eixo ou de sua
base.

Pascal e a Cicldide: .

Blaise Pascal foi um grande pensador e matematico, nas-
vica em 1623. Contempordneo de Descartes e Fermat, tornou-
se cé'ebre por suas obras filosoficas e matematicas.

Em 1658 durante uma noite’ de insdnia motivada por sofri-
mentos fisicos, meditou longamente sbbre a cicléide e entregou-
se durante varios dias a geometria da Cicldide, resolvendo muito
de seus problemas.

Mo entanto resolveu ndo publicar seus resultados e dese-
jando mostrar superioridade sébre os matematicos da época,
lancou um desafio propondo-lhes os seguintes problemas:

1) — Quadratura de um segmento de cicléide compreen-

dido entre o eixo, um arco e uma paralela a base.

2) — Centro de gravidade deste segmento.

3) — Volume gerado pela rotagdo deste segmento em

torno da base ou de uma paralela & mesma.

4) — Volume gerado pela rotacdo do segmento girando

ao redor do proprio eixo.

5) — Centro de gravidade deste volume.

6) — Centro de gravidade do sélido obtido, secionando o

Vvolume precedente com o plano que contém o eixo.

Os quatro primeiros, inclusive o da relagdo entre as éreas
da cicléide e do circulo gerador (3:1), | tinham sido estudados
por Roberval, problemas que foram propostos por P. Mersenne.
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Este apds conhecer seus resultados pediu-lhe que manti-
vesse segredo durante um ano, enquanto escrevia a diversos
gedmetras, propondo-lhes os mesmos problemas e tendo decor-
rido o prazo, ndo obtendo resposta, publicou as solugdes no ano
de 1637 em sua "Harmonie Universelle”.

v

Nesse ano, Pascal publica em francés e latim a “Histoire
de la roulette”.

Foram grandes as polémicas que a seguir se formaram
pela disputa dos matematicos, para demonstrar as elegantes
propriedades da cicléide. Pascal durante essas polémicas, nem
sempre era escruploso para com seus adversarios.

Finalmente em 1659, Pascal faz conhecer as solu¢des dos
problemas propostos, sob pseuddnimo de Amos Dettonville
publicando as “Letres provinciales”, dirigidas a M. de Carcavy,
M. de Sluse, M. Huygens e a A.D.D.S. (Augusto D. de San-
glin}.
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A CICLOIDE

Quando um circulo rola sem escorregar sébre uma reta
fixa (base), um ponto de seu plano descreve uma curva plana

chamada: Cicléide (no passado chamada TROCHOIDE e ROU-
LETTE em francés).

"~ E precisamente a cicléide ordinaria ou regular se o ponto
gerador pertance a periferia do circulo mével, é encurtada se
0 ponto é interior e alongada se o ponto é exterior.

A cicléide é uma curva periddica, apresentando diversos
pontos singulares como sejam:

Na regular encontramos um nimero infinito de pontos de
reversdo, na encurtada um nimero infinito de pontos de infle-
xd0 e na alongada uma infinidade de pontos duplos.







EPICICLOIDES E HIPOCICLODES EM GERAL

A definicdo de cicléide admite uma natural extensao apli-
cando-se o mesmo conceito ao partirmos da “Conchéide de
NICOMEDE" para a “Limagao de PASCAL" (O nome desta curva
foi dado por STEFANO PASCAL, pai do célebre filésofo francés),
Gue consiste em substituir a base retilinea da primeira, por uma
base circular.

Assim, o circulo mével passando a rolar sébre uma base
circular, o contacto pode ser exterior ou interior.

No primeiro caso, a curva descrita pelo ponto gerador é a
- "Epicicloide” e no segundo caso teremos uma “Hipocicldide”.

Como vimos anteriormente o ponto gerader pode perten-
cer a periferia, ser interior ou exterior ao circulo mbvel, teremos
assim: Epicicldide ou Hipocicldides respectivamente regulares,
encurtadas ou alongadas.

Se a relacdc entre os raios dos dois circulos considerados
€ um nUmero racicnal, o circulo moével depois de um certo
numero de voltas retorna & sua primitiva pasicas.

L. Euler em 1781 propde que se use indistintamente o
nome de Curvas Ciclicas para as epicicldides e hipocicldides, pela
insignificante dstingdo existente entre as mesmas.

Podle-se obter uma epicicléide quande num paralelogramo
articulado ABCD se fixa um vértice A e seus lados AB e AD
giram com velocidades constantes mas diferentes em térna
de A, o quarto vértice descreve uma epicicléide.
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Baseado nestas consideragdes foram construidos uma série
de aparelhos pela Casa Schilling e que sdo mencionados por F.
Schilling na obra Zeit. Math, Phys. (1889) p. 214-277, que po-
dem descrever mecanicamente curvas ciclicas (Enciclopedia delle
Matematiche Elementare e Complementi — L. Berzolari — G.
Vivanti — D. Gigli p. 414-416).

Nas definicoes da epi— e hipocicldides se imaginarmos o
raio do circulo mével igual a infinito, teremos a evolvente do
ciiculo. (PH. DE LA HIRE, Mém. Ac. sc. Paris 1706, p. 369).

Pode-se estender ainda a defini¢do de epi— e hipocicldide
a esfera. Teremos as epi— e hipocicldides esféricas. Sdo curvas
aue apresentam as mesmas propriedades que as suas congéne-
res planas. Sdo estudadas e representadas analiticamente recor-
erndo-se s coordenadas geograficas sébre a esfera. (G. Loria
— Curve Sghembe Speciali).
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O TORO CIRCULAR

Como sabemos, o téro circular é a superficie gerada pela
rotagdo de uma circunferéncia em térno de uma reta do seu
plano que nado passa pelo seu centro. )

Conforme a distancia do centro da circunferéncia geratriz
a reta que serve de eixo ao téro circular é maior, igual ou
menor do que o seu raio, o téro circular serd: aberto, fechado
ou reentrante.

O téro circular é também denominado: Anel Circular.

Chamaremos a superficie do tdro circular de: Superficie
Torica.

O tdro circular também é uma superficie de circunvelugao,

pois pode ser descrita por uma esfera de raio invaridvel cujo

centro gira em torno de uma reta fixa.

As esferas tangenciam a superficie ao longo de seus meri-
dianos que constituem os proprios meridiancs da superficie
térica.

 Se o centro da esfera de raio invaridvel se deslocar sébre
uma linha reta, a superficie descrita serd a de um cilindro cir-
cular de revolucdo.

Os meridianos de contacto serdo circunferéncias paralelas
entre si, que podemos reproduzir pelo deslocamento de uma
circunferéncia de raio invaridvel, cujo centrc & submetido a um
movimento de translacdo ao longo de uma diregdo A (eixo do
cilindro) normal ao seu plano (Figura 1).

Se a direcdo A assumir uma forma curvilinea transforman-
do-se numa circunferéncia, por exemplo, a circunferéncia e
raio invariavel (geratriz) passard a ter seu plano passando pelo

— I3 —






N

centro da forma curvilinea (circunferéncia) e se o centro da ge-
ratriz deslocar-se sobre a forma curvilinea, a superficie gerada
serd a Superficie Tdrica. (Figura 2).

A forma curvilinea passara a ser denominada: Linha dos
Centros.

Fig. 2

al O feixe de planos que contém a circunferéncia geratriz em
suas diferentes posicées durante a geracdo da superficie térica,
apoia-se numa reta “E” perpendicular ao plano da linka dos
centros e que constitue o “eixo” da superficie tdrica.

Numa esfera as segdes planas contendo o eixo, sdo cir-
cunferéncias de raio constante denominadas: “meridianos”. As
seccbes perpendiculares ao eixo, sdo circunferéncias de raio va-
ridvel chamadas: “Paralelos” e ao paralelo de maior raio, deno-
mina-se “Equador”. :
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Estendendo a um cilindro de revolucdo os conceitos acima,
veremos que as secgoes planas contendo o eixo, serdo linhas
retas paralelas ao mesmo, portanto os meridianos serdo as
"geratrizes”.

As seccbes perpendiculares ao eixo, correspondendo aos
paralelos serdo circunferéncias de raio constante.

Numa superficie tdrica aberta, as secgdes planas contendo
o eixo, determinam meridianos de raio constante e os planos
perpendiculares ao eixo determinam na superficie dois para-
lelos concéntricos de raios varidveis. Se o plano passa pelo cen-
tro teremos um paralelo de raio maximo: “Equador” e outro de
raio minimo: “Circulo de gola”.

Imaginemos um pequeno arco da linha dos centros e faga-
mos o centro da circunferéncia geratriz percorrer este arco. Esta
descrevera um pequeno trecho de uma superficie térica.

Se fizermos variar o raio do arco acima referido, crescendo
e tornando-se superior a qualquer guantidade dada, quando
est2 assumir um valor infinitamente grande, o limite do trecho
da superficie térica, serd a superficie cilindrica de revolucao.

Tomando este artificio como base, poderemos aplicar a su-
perficie torica o raciocinio empregado no cilindro de revolucio
para cbtencdo da hélice cilindrica, tends como Unica finalidade
3 obten¢do de curvas revessas na superficie térica, andlogas 3
hélice cilindrica, como veremas mais adiante.

~ Representagdo de um ponto e tracado do plano tangente
\ a superficie térica.

Na figura 3 vemos as projecSes de uma superficie térica
aberta, em épura. Na projecdo horizontal, o contorno aparente
é formado pelo equador e pelo circulo de gola.

O contorno aparente vertical é obtido por duas posicdes
de frente da circunferéncia geratriz, unidas por tangentes para-
leles & linha de terra, representando os paralelos limites que
em projecdo horizontal se confundem com a projecdc da linha
dos centros,
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Sendo M um ponto qualquer da superficie, dado por sua
projecdo horizontal “m”, tragamos por este ponto um paralelo.
A este paralelo correspondem na projecdo vertical dois planos

I " ra

horizontais, sébre um dos quais estard a projecdo vertical “ m

Fig. 3

Para tracarmos por este ponto um plano tangente a super-
ficie, trazemos o ponto para uma posicao de frente por meio
de uma rotagdo em torno do eixo da superficie, obtendo "m,” e

" T

my

O plano tangente nesta posicao é de tépo, tangente ao ma-
ridiano de frente em “ m’; “ e por uma rotagdo inversa obtemos
os tracos do plano qualquer P a P'. '
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TRACADO DE CURVAS NA SUPERFICIE TORICA

As szccdes planas paralelas ao eixo do toro foram denomi-
nades de ‘Espiricas” por Perseo, denominacdo essa oriunda do
Grego “Espira ou Anel”, nome que designava as superficies

eradas por uma circunferéncia girando em térno de um eixo
de seu plano.

Vemos portanto que as ‘espiricas” sdo curvas planas.

As curvas que iremos estudar neste trabalho, sd3o revessas
e andlogas & hélice cilindrica.

A “HELICE CILINDRICA NORMAL” como,sabemos, € uma
curva tragada na superficie do cilindro de revolugas, cortando
tcdas as geratrizes sdb angulo constante.

E também definida como sendo a trajetdria de um poanto,
suizito & dois movimentos

1) - DEBROTACAO, com velacidadz angular constante, em

1orro de um eixo fixo.

2} ~ DT TRANSIACAD, com ve'scidade tambam constante,

naralelamente a esse eixo.

O primziro mavimento resulta da rotacdo de um “paralelo”
do ci‘indro em térno de sa2u centro.

O segundo é resu'tante do deslocaments ds centro do mes-
mo “paralelo” ao longo do eixo do cilindre.

Apliguemos & uma superficie térica os conceitos acima
emiridos em relagds ao cilindro de ravolucdo e poderemos supor
agora um ponto animado de dois movimentos de rotacdo, a
saber:

1) — DE ROTACAOQ, em térno d3 linka dos cenrros, com

velocidade angular constante.







2) — DE ROTACAQ, em-térno de um eixo fixo (eixo do
téro) também com velocidade angular constante.

A combinagao dos dois movimentos fara o ponto descrever

sobre a superficie térica uma curva revessa andloga & hélice
cilindrica que denominaremos de “PSEUDO HELICE TORICA”,

Vemos assim, que enquanto na hélice cilindrica normal a
trajetoria do ponto é resultante da combinacdo de dois movi-
mentos, sendo um de ROTACAQ do paralelo do cilindro em tér-
no de seu centro e outro de TRANSLACAO resultante do deslo-
cemento do centro do mesmo paralelo ao longo de seu eixo, na
pseudo hélice torica a trajetdéria do ponto gerador é resultante
de dois movimentos de ROTACAD.

O primeiro pela rotagao do meridiano que contém o ponto
gerador em torno de seu centro situado sébre a linha dos
centros.

O segundo pelo deslocamento do mesmo centro, ao longo
da linha dos centros, resultante da rotagao do meridiano em
torno do eixo do tdro.

Devido a diferenga de movimentos a que esta sujeito o pon-
to gerador, sendo na hélice cilindrica um de rotagdo e outro de
translagdo, enquanto que na pseudo hélice térica ambos sao de
rotacao, a propriedade fundamental que possue a hélice cilin-
drica de cortar todas as geratrizes do cilindro sob &ngulo cons-
tantz, ndo persiste em sua analoga.

Estendendo as nogdes de “espira” e “passo” da hélice cilin-
drica, 8 nova curva, poderemos dizer que:

A porcdo da curva descrita pelo ponto ao passar por duas
vezes consecutivas por um mesmo paralelo serd uma “ESPIRA”.

Ao arco dz paraleio correspondente & passagem do ponto
pele mesmo, por duas vezes consecutivas, arco ésse cuja me-
dida ¢ feita em fungdo do dngulo descrito pelo plano do meri-
diano em térno do eixo do téro, denominaremos de “PASSO
ANGULAR".

Resumindo, temos que a cada rotacdo completa (3607 do
meridiano em torno de seu centro, corresponderd uma rotagdo
(narcial ou total) de seu plano em torno do eixo do téro.






.

Se o “passo angular” é nulo, o ponto gerador descrevera
o meridiano da superficie. -

Se o “passo angular” é igual a 360° a curva descrita pelo
ponto gerador terd uma Unica espira.

Para valores atribuidos ao passo angular compreendidos
entre 0° e 380°, a curva apresentard tantas espiras, quantos fo-

‘rem os multiplos de 360°, para o valor atribuido ao passo.

Exemplo:

Passo angular igual a 180°, teremos .... 2 espiras.
Passo angular igual a 90°, teremos .... 4 espiras.
Passo angular igual a 45°, teremos .... 8 espiras.

Verificamos assim, que 4 medida que o passo angular di-
minue, o numero de espiras aumenta.
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PROJECOES DA PSEUDO HELICE TORICA

Seja uma superficie torica de eixo vertical, dada por suas
projecoes em épura (figura 4). A projecdo horizontal da curva
seré obtida por .um raciocinio semelhante ao empregado na
hélice cilindrica. Dividimos o meridiano de frente na projecao
vertical em 12 partes iguais, por exemplo, pelas quais tragamos
planos horizontais, determinando na projecdo horizontal os pa-
ralelos correspondentes.

Suponhamos fixado o passo angular, igual a 90° Dividi-
mos o mesmo, no mesmo numero de partes iguais (no caso, 12
divisées), unindo-as ao centro para termos as projecdes hori-
zontais das posi¢d2s da circunferéncia geratriz no seu movimen-
to em torno do eixo do téro.

Os pentecs de encontro dessas projecdes com os paralelos
dardo os pontos de 1 ate 12 na projeqdo horizontal e linhas de
chamada dardo sobre os paralelos correspondentes na projegao
vertical, os pontos de 1" a 12". Obteremos assim as prcje¢ées de
uma espira, sendo as demais obtidas da mesma maneira. No
exemplo dado, teremos 4 espiras.

A visibilidade na projecdo horizontal é limitada pelo equa-
dor e pelo circulo de gola, sendo visiveis os pontos acima do
equador, assim os pontos de 2 a é serdo invisiveis, sendo os
demais visiveis nesta espira. Na projecdo vertical a visibilidade
é limitada pelos paralelos tangentes aos meridianos de frente,
que na projecdo horizontal se confundem com a projecio da
linha dos centros; assim os pontos de 5 a 9 $erdo invisiveis,
sendo visiveis os pontos de 1" a 4’ e de 10" a 1', nesta espira.
O raciocinio é repetido para as demais espiras,
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Fig. 4
Observando a curva, verificamos que cada espira tangen-

cia o equador e o circulo de gola, existindo uma simetria em
relacdo acs pontos de tangéncia, na projegado horizontal, e na -
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tical a curva que une as quairo espiras, é simétrica

projecao ver
em relagdo ao eixo do téro e também em relagdo ao equador.
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RELACAO ENTRE A PROJECAO HORIZONTAL DA PSEUDO
HELICE TORICA E O SiSTEMA DE COORDENADAS POLARES

A sendide é a curva resultante da projecdo de uma hélice
cilindrica normal, sébre um plano paralelo ao eixo do cilindro
nucleo. :

Observando-se a projecao horizontal da pseudo hélice to-
rica da figura 4, verificamos que as espiras tangenciam alterna-
damente o equador e o circulo de gola.

Assim sendo, se considerarmoes para Pélo de um sistemsa de
cocrdenadas polares o centro da superficie tdrica nesta projecas,
sabemos que um ponto qualguer deste planc é fixado por duas
cocordenadas:

A primera linear “raio vetdr” correspondendo a distancia
do ponto censiderado ao pélo.

A segunda, anguliar “dngule polar” correspondendo ao an-
gulo formadsc entre o eixo polar e o raio vetér.

Supondo que o eixo polar passa pelo centro do toro, é
paralelo a linha de terra e observando a curva, podemos dizer:

— "Se imaginarmos um ponto do espago percorrendo a
curva com velocidads constante, teremos ra projecas horizontal
variagdes constantes do angulo polar e os raios vetéres corres-
pondentes aos diversos pontos, crescem ou decrescem de guan-
tidades iguais as cotas relativas entre os paralelos, passando
por minimos no circulo de gola e por méximos as atingirem o
equador”.

Isto se deve ao fato de que na projegdc vertical, as distan-
c.as relativas entre os planos horizontais que determinam os
paialelos, passando pelos pontos de divisdo do meridiano de
frente, sdo iguais as distdncias entre os paralelos na projecis
horizontal.
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TANGENTE POR UM PONTO DA PSEUDO HELICE TORICA.

Antes do tragado da tangente, observemos a figura 5, na
qual vemos um detalke da geragdo da curva, passando por trés
pontos: 4, 5 e 6. Vejamos qual o raciocinio que empregaremos
para fracar uma tangente pelo ponto 5 por exemplo. Observe-
mos o ftridgngulo: 5 N 6. Este tridngulo é curvilineo possuindo
seus veértices sébre a superficie do téro, poderemos chama-lo de
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“tridngulo térico”. Por construcdo é um tridngulo retdngulo em
N. Seu lado 5 N é um arco que corresponde a 1/12 do meridia-
no gue passa pelo ponto 5.

O outro lado 6 N é um arco que corresponde a 1/12 do
passo angular do paralelo que passa pelo ponto vizinho (6). Se
imaginarmos um plano tangente ao téro, passando pelo ponto-
5 e retificermos o arco 5 N, este passard para o plano corres-
pondendo ao segmento 5 N.. Se a partir deste ponto tomarmos

Fig. 6

sdbre uma perpendicular ao segmento, o comprimento N. 6.
igual & retificacdo do arco de paralelo 6 N, obteremos sébre o
plano tangente, a planificagdo do tridngulo térico antes refe-
rido. Assim, a hipotenusa 6. 5 seré a retificagdo do arco de hélice
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correspundente aos pontos 5 e 6. Esta hipotenusa é tangente 3
curva no ponto "5".

Em épura, (figura 6), sejam as projecoes de uma espira da
pseudo hélice térica e o ponto 5 5’ pelo qual desejamos tracar
a tangente a curva. Por meio de uma rotacdo em térno do eixo
do téro, trazemos o ponto para o meridiano de frente, em 5, 5';.
Tracemos pela projecao vertical 5'; uma tangente ao meridiano,
sobre a qual tomamos o comprimento 5'l r1'E igual a 1 12 deste :

: k
meridiano, (comprimento ésse correspondente ao arco 5 n'y), 4
obtemos na projegao horizontal n_ Por rotagdo inversa, obtere- é

mos n. e por este ponto uma perplendicular & 5 n. na gual assi-
nalamos o comprimento n. 6., do arco de paralelo n 6. A pro-
jecdo vertical do ponto 6. serd &', sébre a horizontal que passa
por n’, e a tangente tera por projesdes 6. 5; &'. e perten-
cendo 1ao plano tangente a superficie do téro no ponto 5 5°
deverd ter seus tracos: horizontal e vertical sobre os trages cor-

respondentes do plano, como mostra a figura.







PROJECOES HIPERBOLICAS

Sabemos que um ponto A qualquer do espago, pode ser
projetado sébre um plano, de diferentes modos:

1 — Projecao cilindrica — A projecdo de um ponto € feita
paralelamente & uma direcdo dada, podendo ser
obliqua ou ortogonal, se a diregdo for inclinada ou
parpendicular ao plano de projegdo.

2 — Projecdo cénica — Neste caso, a projetante é obriga-
da a passar por um ponto fixo chamado: “vértice”
das projetantes conicas. .

As superficies cilindrica e cénica sao geradas pela rotacdo

de uma reta, girando em torno de um eixo fixo de seu planc.

Se a reta girar em térno de um eixo fixo ndo situado em
sey plarg, a superficie descrita serd a de um Hiperboldide de
revolucas de yma filha A superficie cbtida é portanto regrada
cv reguada, como o 337 3 cilindrica e a3 ¢conica.

Tcmando por base os conceitos acima, podemos dizer que
a PROJECAO HIPERBOL!CA dz um ponto, é o trago da proje-
tante tracada pelo ponto, paralelamente 3 posicdo de uma ge-
ratriz de um HIPERBOLOIDE DE REVOLUGCAO DE UMA FOLHA.

O hiperboldide € determinado por uma reta vertical (eix2)
e uma geratriz frontal, paralela & uma direcdo “D” formando
um angulo dado com o plano horizontal de projecio.

Para tragarmos pelo ponto uma projetante, torna-se neces-
sario trazer o ponto por meio de uma rotagdc em térno do eixo,
para um plano de perfil que passa pelo mesmo. A seguir tra-
gamos pelas novas proje¢dss, projetantes paralelas a direcdo
frontal e determinamos seu trago horizontal. Trazendo de volta
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a projetante para a projecao inicial do ponto, o traco horizontal
reoresentard a projecao hiperbdlica do ponto. Sejam, portanto, a
e a’ (figura 7) as projecdes ortogonais de um ponto A do es-
paco. Tomemos um eixo vertical mn, m'n’, e uma diregao “D”
frontal caracterizada pelas projegdes d, d' formando com o pla-
no horizontal dngulo de 45° E, por exemplo.

al. ha'
e % —
4
mn
Fig. 7

Por meio de uma rotacdo em térno do eixo, fagamos o
ponto assumir a posigdo de perfil a, a’; e fragamos por estas
projecées uma projetante paralela a direcdo dada, cujo trago
horizontal é ha,. Por uma operacdo inversa, trazemos a proje-
céo horizontal da projetante de volta para a projegao inicial
*a’ do ponto e o trago horizontal passaré a ser ” ha ", projegao
hiperbdlica do ponto A.

Dasejamos assinalar que a projegdo hiperbélica obtida uti-
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liza os planos de projecdo, é determinada pelo trago de uma
projetante, portanto utiliza-se dos processos Mongeanos.

Um exemplo podemos dar, projetando hiperbolicamente
uma hélice cilindrica normal dada pelas. projecdes Mongeanas.

Apliquemos em seguida aos pontos de uma hélice cilin-
drica normal o principio das projecdes hiperbélicas, consideran-
do para eixo do Hiperboldide Diretor o préprio eixo do cilindro
nicleo e como inclinagdo das geratrizes com o plano horizontal,

o angulo formado pala tangente & halice com o mesmo, obtere-
mos a Evolvente da base do cilindro nucleo. )
Representemos em épura (figura 8) uma espira de uma
hélice cilindrica normal. Tracemos pelo ponto 1, 1” as projecées
da tangente & curva. Por meio de uma rotagdo em térno do eixo
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do cilindro transportemos todos os pontos da hélice para a
P p P
geratriz de perfil que passa pelo ponto “1”. Pela projecao ver-

tical, de cada ponto (2, 3',... etc.) tracemos projetantes fron-
tais paralelas a tangente, teremos assim a possibilidade de de-
terminar os tracos horizontais: hg] , |-131 , h‘1 e hwr

O traco horizontal correspondente ao ponto 1 1’ corresponde
ao proprio ponto na projecao horizontal.

Em seguida, trazendo as projetantes na projecdo horizon-
tal para seus devidos lugares, passando pelos pontos: 1, 2, 3,
........ , 12, teremos em: hy, hy, hy, hs, he, he, oo on B
as projecdes hiperbdlicas dos pontos da hélice. A curva que
reune ésses pontos é a evolvente perfeita & circunferéncia da
base do cilindro nucleo.

Na mesma figura (figura Ba) tracemos as projecdes de um
eixo vertical mn m'n’ e de uma reta frontal h h, h* h';, forman-

do com o plano horizontal o mesmo éngulo do que o formado

pela tangente 3 hélice. Supondo a reta animada de um movi-
mento circular em térno do eixo, esta descreverd a superficie
de um hiperboldide de revolugdo de uma félha. Suponhamos
que durante o seu movimento, fixamos a posigao correspondén-
te ao ponto 6.

Tracemos uma geratriz da superficie tangente ao circulo de
gola no pento 6, paralela & tangente tragada pelo ponfo corres-
pondente, & base do cilindro. Levantemos pelo ponto h; de uma
e outra tangente, linhas de chamada, determinando a projecdo
vertical h'y.

Unindo este ponto e o seu correspondente na hélice, ao
ponto &’ sébre o circulo de gola e na projegac vertical da hélice,
verificaremos que a geratriz do hiperboldide é paralela a tain-
gente tracada pelo ponto &' na hélice. Se repetirmes o raciocinio
precedente para qualquer ponto da hélice, concluiremos que
“as tangentes a uma hélice cilindrica normal, s3o paralelas as
geratrizes de um hiperboldide de revolugio de uma folha. Se
tomarmos essa superficie como superficie diretora, a projegio
hiperbélica da Hélice cilindrica, sera a evolvente & circunferéncia
da base”;.
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APLICACAO DAS PROJECOES HIPERBOLICAS A PSEUDO
HELICE TORICA — OBTENCAO DAS CURVAS CICLICAS.

(Epicicioide e hipocicléides, regulares, alongadas e encurtadas)

Por meio das projecoes cilindricas obliquas podemos obter
& partir da hélice cilindrica as Cicldides regulares, alongadas ou
encurtadas, como o demonstra o Teorema de GU!LLERY.

Pretendemos nesse estudo demonstrar a possibilidade de
obtencao do restante do Grupo das Curvas Ciclicas, isto &, as
Epicicloidas e Hipocicloides regulares, alongadas e encurtadas,
que s30 curvas geomélricas planas de grande imoorténcia na
Engenharia, pels aplicacdo nos perfis conjugados.

Estudarerncs a oSrengao das curvas acima referidas pels

" aplcazao das proestes hipertal cas a pseuda hélice térica, de-

‘.

minandes essas pre ecies schre o plano do eaquador.

A Epiccizde e yma curva clana gerada por um ponto fixo
de uma crcunferéncia, cuio circulo, rola sem escorregar sébre
cutro crcula. A Hopooicloide @ obtida quands o circulo rola na
parte interna de outro circu'n, sem escerregar. De acérdo com
3 posicéo do panto essas curvas pedem ser alongadis, regula-
res e encurtadas.

PRINCIPIO GERAL:

Partiremos do seguinte principio geral:

A projecdo horizontsl de um téro possue como contornc
aparente o circulo de gola e o eguador. Consideraremos a cir-
cunferéncia c uz possue como didmetro a diferenca entre o equa-
dor e o circulo de gola.
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Se imaginarmos essa circunferéncia rolando sem escorregar
sobre o circulo de gola, podemos obter Epicicldides regulares,
alongadas e encurtadas.

Se a0 invés de rolar sébre o circulo de gola a circunferén-
cia rolar no interior do ejuador sem escorregar, poderemos
obter as Hipocicldides regulares, alongadas e encurtadas.

PRINCIPIO FUNDAMENTAL:

“A projecdo hiperbdlica de uma pseudo hélice torica sébre
c plano do equador, é uma curva ciclica (epicicléide ou hipo-
cicléide), quando as geratrizes do hiperboldide diretor forma-
rem com éste plano, dngulo de 45°”.

NOTA — Para a obtencao das curvas ciclicas acima referi-
das, é necessdrio que existam determinadas relacdes entre os
circulos de gola e do equador, as quais passamos a enumerar:

1 — Epicléide regular — O passo angular marcado sobre
o circulo da gola, igual ao arco cujo comprimento € o da cir-
cunferéncia resultante da diferenga entre o raio do equador e
o circulo de gola. Exemplo: Raio do equador é o dobro do raio
do circulo de gola. Passo angular igual a 180°.

2 — Epicldide regular (CASO PARTICULAR DA CARDIOI-
DE) — O passo angular marcado sobre o circulo de gola igual
a0 arco, cujo comprimento e o da circunferéncia resultante da
diferenca entre o raio do equador e do circulo de gola, isto &,
o raio da circunferéncia € igual ao raio do circulo de gola. Exem-
plo: O raio do circulo de gola € igual a um térgo do raio do
eavador. Passo angular igual a 360°.

3 — Epicléide alongada - O passo angular marcado sobre
o circulo de gola, mencr do que o arco correspondente ao com-
primento da circunferéncia resultante da diferenga entre o raio
do equador e do circulo de gola. Exemplo: Raio do circulo de
gola igual a um terco do raio do equador. Passo angular igual
a 90°.

4 — Epicléide encurtada — O passo angular marcado sé-
bre o circulo de gola, maior do que o arco correspondente ao
comprimento da circunferéncia resultante da diferenga entre o
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raio do equador e do circule de gola. Exemplo: Raio do eguador
igual a 20cm, raio do circulo de gola igual a 16 ¢cm, passo an-
gular igual a 120°.

5 — Hipocicloide regular — O passo angular marcado sébre
o equador, igual ao arco correspondente ao comprimento da
circunferéncia resultante da diferenca entrz o raio do eguador
e do circulo de gola. Exemplo: Raio do equador igual ao dobro
do raio do circulo de gola. Passo angular igual a 90°.

6 — Hipicléide alongada — O passo angular marcado so-
bre o equador, menor do que o arco correspondente ac com-
primento da circunferéncia resultante da diferenca entre o raio
do equador e do circulo de gola. Exemplo: Raio do circulo de
gola igual a um tergo do raio do eguadcr. Passo angular igual
a 90°. )

7 — Hipicléide encurtada — O passo angular marcado
sébre o eguador, maicr co que o arco correspondente ao com-
primento da circunferéncia re:uitante da diferenca entre o raio
do eguedor e do circuio de gola. Exemp'o: Riio do eguador
igual a 20cm. raio do circule de gola igual a 16cm, passo an-
gular igual a 120°.







A EPICICLOIDE REGULAR

Imaginemos um semi-téro oriundo da seccdo plana feita
num téro circular aberto de eixo vertical,: por um plano de frante
(figura 9) dado por suas projecdes em épura. Suponhamos que
o raio do circulo de gola seja a metade do raio do eguador.
Assim, a circunferéncia resultante da subtracao dos raios ters
como raio a metadz do que corresponde ao circulo de gola. Se
esta rolar sdbre este Ultimo, sem escorregar, 8 uma rotagas
completa (360”) terd percorrido a metade desta, por causa da
relacdo existente entfrz os raios de 1:2.

Por isso, tomaremos o passo angular igual ao arco percor
rido sdbre o circu's de gola igual a 1807, determinando em se-
guida a3 pro eqtes da pseudo helice trica nos pontos de 12 a
‘??; na proesdd Forrontal @ de 12° a 12°) na projecas vertizal

Cs pontss de 12 a 6 serdo visiveis na projecds horizontal,
tends invisivers s restantes de 7 a 11. Na projecdc vertical,
serdc mvisivers 17, 2, 10" e 117, sendo os demais visiveis.

Observagao: - Os pontos 12, 6, 12,, partencem as plang
horizental que passa pelo equador.

-Apliquemos em seguida aos pontos da pseudo hélice 16-
rica, o principio das Projecdes Hiperbdlicas, supondo um hiper-
boldide diretor que tenha as geratrizes inclinadas de 45° E com
o plano horizontal de projecdo, projetando os pontos sdbre o
plano do equador.

Por uma rotagdgo em térno do eixo do téro, trazemos os
pontos da pseudo hélice para o meridiano de perfil, de menor
afastamento, obteremos os pontos de: 1, a 11, na projecao ho-
rizontal e de 1'y a 11, na projegdo vertical.

.
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Fig. 9

As projetantes frontais aue passam por estes pontos terdo
seus tracos sobre o plano do ejuador na projecao vertical, de

h'," a h' /" e na projecao horizontal, de h —a h“ per-
1 1 1 1
tencentes a circunferéncia cujo diametro é a diferenga entre

pertencentes a circunferércia cujo didmetro é a diferenca entre
os raios do equador e do circulo de gola.

Por uma rotacdo inversa, trazemos os pontos de 1; a 114,
juntamente com os tracos das projetantes hiperbdlicas de hy, @

h

pectivos tracos obtemos os pontos de h; a hy;. A curva que une

yi,0 P37E S posicoes primitivas de 1 a 11, que com os res-
ssses pontfos representa a Epicicléide Regular gerada por um
ponto da circunferéncia dos tragos das projetentes hiperbdlicas,
quando esta rolar sébre o circulo de gola, sem escorregar.
Como vimos, acabamos de obter uma curva geométrica
plana pela projesdo hiperbdlica de uma curva revessa tracada
na superficie do toro circular aberto, aplicando os principios
fundamentais da Geometria Descritiva de Gaspar Monge.
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CASO PARTICULAR DA “CARDIOIDE”

Para obtermos a “Cardioide™ por meio da projegdo hiper-
bélica de uma pseudo hélice, Emagin;mos (figura 10) as pro-
jecoes de um toro circular aberto, de eixo vertical, no qGual o
raio do circulo dz gola seja igual a um térco do raio do eguador.
Evidentemente, a diferenca entre os raios, dard uma circunfe-
réncia, cujo didmetro serd igual ao do circulo de gols.

Determinemos no téro mencionado, as projegdes da pseudo
hélice, supondo o passo angular igual a 360° obteremos na
projecdo herizontal os pontos de 1 a 12 e de 1’ a 12’ na pro-
jecdo vertical. Apliquemos & curva obtida o principio das pro-
jecces hiperbdlicas, tomando como superficie diretora, um hi-
perocic de qgue fenha suas gerafrizes inclinadas dz 45°E com
2 £'ans rorizental ae projesao, determinando as projecdes dos
linre tog prntcy da helce, siure o plano do eauador da 9-o.

Do azirds

pantos p

29 €2 exs do 'oro, para o

meridianc de rrensr afastarmento e de perfil, chrends os pontss

de 1, 2 12, na projecao horizontal e de 1, a 12" n3 proesis
vartical

Tracemos por éstes pontos as projetantes frontais, cuios
tragos sdbre o plano do eguador determinam na projecao hori-
zontal os pontos de h @ h:-" pontos ésses, gue pertencem a

1 1
ciicunferéncia de diameiro igual & diferenca entre os raios do

equador e do circulo de gola. Esta circunferéncia rolando sébre
este Ultimo, sem escorregar, poederd dar lugar a uma CARDIOI-
Dt, porque seus raios sdo iguais.

Com efeito, se por uma rotagdo inversa, trouxermos os

pontos de h1 a hr- para seus lugares de crigem, obteremos
1 "1
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sobre tangentes aos paralelos dos pontos 1 a 12, as projecdes
hiperbolicas désses pontos, de h; a hy.. A curva que reune ésses
ponios € uma CARDIODE. Pode-se ver na figura a construgao
planimétrica desta, coincidindo com as proje¢des obtidas.
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A EPICICLOIDE ALONGADA

Suponhamos um semi-téro originado pela seccdo por um
plano frontal, num toro circular aberto, de eixo vertical (figura
11), no qual o raio do circulo de gola é igual a um térco do raio
do equador.

A circunferéncia que tem como didmetro a diferenga entre
os raics do equador e do circulo de gola é igual a éste Ultimo.
Se esta circunfaréncia rolar sébre o circulo de gola, sem escor-
regar, © arcc descrito serd de 360°,

Se langarmos mao do seguinte artificio- “Imaginarmos que
uma creunferérca concéntrica a3 esta, com um raio menaor, rolar
sSbre cutro circuis, de tal mareirs que descreva sibre éste,
U™ arc2 menor do que 367° por exemplo um arco de 90°
para urma volta completa, urn pents da primeira circunferéncia
durante éste movimento descrevera uma Epicicldide Alongada,
ae azé-do com o que jd conhecemos para a construcac planimeé-
trrica desta curva,

Este raciocinio nos mostra a necessidade de construirmos
uma pseudo hélice com um passo menor do que 360° (se con-
servarmos o passo angular de 360” recairemos no caso anterior)
e € o gue faremos determinando na épura as projecées orto-
gonais de uma pseudo hélice com o passo angular de 90°, por
exemplo. Teremos os pontos de 12 3 12, na projecao horizontal
e de 12" a 12', na projecdo vertical.

Por uma rotagdo em torno do eixo do téro facamos os
pontos coindirem com o meridiano de perfil, de menor afasta-
mento obtendo de 1, a 12,, na projecdo horizontal e de 1'; a
12’y na projegdo vertical,
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Tomando como superficie diretora das projecdes hiperbd-
licas um hiperboldide que tenha suas geratrizes inclinadas de
um éngulo de 45°E com o plano horizontal de projecao, traca-
remos por esses pontcs projetantes paralelas a direcdo dada,
cujos tragos sdbre o plano do equador se localizam na projegdo
horizontal nos pontos de hh 4 hn,. pertencendo todos & cir-
cunferéncia de diametro igual a diferenca entre os raios do
equador e do circulo de gola.

Trazendo os pontos do meridiano de perfil, por uma rota-
¢do inversa aos primitivos lugares, os tracos das projetantes

1

3 * a5
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Fig. 11

localizar-se-30 sébre as tangentes aos paralelos tragados por:

1, 2, 3... etc., nos pontos; hy, hy, hy, oo hyi, que reuni-

dos por uma curva, teremos uma epicicldide alongada.
Observacdo: — Os pontos 12, 6 e 12, ndo necessitam de
projetantes, porque pertencem ao plano do equador.
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A EPICICLOIDE ENCURTADA:

Consideremos um semi-toro aberto, de eixo vertical, dado
por suas projecoes em épura (figura 12), no qual a diferenga
entre os raios do ejuador e do circulo de gola, dé uma circun-
feréncia de raio tal, que o passo angular marcado sébre o circulo
de gola, seja um arco maior do que o comprimento do arco
descrito por esta, sdbre o circulo de gola, quando sébre éste
rolar, sem escorregar,

Suponhamos por exemplo que, sendo o raio do equador
igual a 20cm e do circulo de gola igual a 16 cm, a diferenga
serd de 4 ¢cm. Ora, a circunferéncia com esse didmetro, rolando
soébre o circulo de gola sem escorregar, descreverd sdbre éste
um arco de 45°. Se fixarmos um passo angular maior co jue
45°, por exemplo: 120°, poderemos fazer um raciocinio andlogo
¢c do caso anterior:

“— Se imaginarmos uma segunda circunferéncia concéntri-
Ca TOmM g prnimeird & apresentand? um ra'gs maior, tal gue, ro-
lards (3 teg -

snda) sttre Ut Cittu's decreva, scbre éste © seu

orip v entn dands L arss de 1207, para uma volta comple-

rera cirzunterércia descrevera

ety uma “epicicloide encurtada”.

Este raciocinio foi feito baseado no processo construtivo
de uma hipocicléide encurtada,

Baseados neste raciocinio, determinemos no téro dado, as
projecées ortogonais de uma pseudo hélice tendo como passo
angular um arco de 120°.

Teremos na projecdo horizontal, os pontos de 12 a 12, e
de 12° a 12, na projegdo vertical. A rotacdo em térno do eixo
do tdro os traré para o meridiano de perfil: em 1,, 2;, 3, .. etc.
e 14, 29, 3", .... etc. Observemos que os pontos: 12, 6 e
12, pertencem ao plano do equador. )
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Fig. 12

Tomando como superficie diretora um hiperboléide de re-
volugdo de uma félha que tenha suas geratrizes inclinadas de
45°D com o plano horizontal de projegdo e tragando désses pon-
tos as projetantes frontais, determinaremos sébre o plano do
equador seus tragos, que na projecao horizontal dardo os pontos

de h ah = situados sobre a circunferéncia que possue como
1 1

didmetro a diferenca entre os raios do circulo de equador e do
circulo de gola.

Por uma rotagdo inversa, obteremos os tragos das proje-
tantes: de h; a h;;, sdbre as tangentes aos paralelos correspon-
dentes aos pontos da pseudo hélice.

A reunido dos pontos obtidos pelos tragos das projetantes
hiperbdlicas sébre o plano do equador, sera uma curva corres-
pondente & EPICICLOIDE ENCURTADA.
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A HIPOCICLOIDE REGULAR.

Seja um semi-toro circular aberto, dado por suas projecdes
em epura (figura 13) no qual o raio do circulo de gola é a me-
tade do raio do equador.
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Fig. 13

Se a circunferéncia que possue como didmetro a diferenca
entre o raio do equador e o circulo de gola, rolar na parte inter-
na do eguador sem escorregar, descreverd sdbre o mesmo um
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arco igual ac seu compnzimenro, que no exemplo dado, corres-
ponde a 90° porgue seu raio € 14 do raio do equador.
Portanto se fixarmos o passo angular em 90° e construir-
mcs as projecdas ortogonais da pseudo hélice, teremos os pon-
tos de: 12 a 12; na projegdo horizental e de 12" a 12°; na pro-
| iecdo vertical. Observemos que os pontos 12, 6 e 12, estao
situados sdbre o eguador do toro.

Tomemos como superficie diretora das projecdes hiperbd-
licas, um hiperboldide de revclucdo de uma félha que tenha as
geratrizes inclinadas de 45°D. com o plano horizontal de pro-

. jecdo. '

Por meio de uma rotacdo em térno do eixo do toro, faga-
mos com que os pontos da hélice se transfiram para o meridia-
no de perfil de menor afastamento e obtemos os pontos de: 1,
a 11, na projezdc horizontal e de: 1°; a 11’y na projecao vertical.

4 Tracemos por estes pontos.projetantes fronials, paralelas as
N geratrizes de frente do hiperboléide, determinando os tracos
sébre o plano do equador. Estes na projecdo horizontal se loca-

lizam sobre a circunierancia cujo diametro & a diferenga entre
i os raios do eguador e do circulo de gola.
A rotacdo inversa frard os fracos, para as posicdes primi-
3 tivas dos pontos da pseudo hélice, situados sobre as tangentes
tracados destes pontos aos respectivos paralrlos, nos pontos de:
hy a h;.

A curva que une ésses pontos serd uma HIPOCICLOIDE
i REGULAR, gerada pela circunferéncia que passa pelos tracos das
projetantes hiperbolicas e cujo diametro € a diferenga entre os
raios do eguador e o circulo de gola, quando esta rolar no inte-
rior do equador, sem escorregar.

B
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A HIPOCICLOIDE ALONGADA.

Imaginemos um semi-téro circular aberto, dado por suas
projecdes em épura (figura 14) no qual vamos supdr o raio do
circulo de gola igual a um térgo (1 3) do raio do equador. A
diferenga entre os raios, dard uma circunferéncia de raio igual
a 1/3 do raio do equador.

Se esta circunferéncia rolar na parte interna do equador
sem escorregar, descrevera um arco correspondente a 1207
(pels relagdo de 3:1 entre os raios). Se imaginarmos porém uma
segunda circunferéncia concéntrica ccom a primeira e de raio
menor, rolando no interior de outro circulo, descrevendo neste
um arco de 90° por exempls, para uma volta completa, um
ponto qualquer da primeira circunferéncia acompanhando o
movimento, deascrevera uma hipocicldide alongada.

Determinemos no téro dado as projegdes ortogonais da
pseudo hélice 1érica, fixande o passo angular em 90°, teremos
assim na proje;do horizontal cs pontos de 1 a 1, e de 1" a 1/,
na projegdo vertical. Observemos que os pontes 1, 7 e 1; en-
coniram-se sobre o plano do eguador. Trazendo os ponteos do
eixo do téro, teremos os pontos de: 2, a 11, e de: 27 a
11" nas projecdes horizontal e vertical respectivamente,

Em seguida, projetemos os pontos obtidos, paralelamente
as geratrizes de um hiperboloide de revolugdo de uma fdlha
que servira de superficie diretora e na gual as geratrizes fron-
tais, formam &ngulo de 45° D com o plano horizontal de pro-
jecao.

Tracemos pelos pontos, projetantes paralelas a diregao da-
da, acharemos os seus tragos sobre o plano do equador, sendo
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que na projecado horizontal éstes se localizam sbdbre a circunfe-
réncia que tém como diametro a diferenca entre os raios do
equador e do circulo de gola.

Transferindo os pontos da pseudo hélice por meio de rota-

'¢do inversa, para seus primitivos lugares a 1 a 1,, na projegao
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Fig. 14

horizontal, os tracos das projetantes hiperbdlicas estardo sobre
tangentes aos paralelos, tracadas por cada ponto da curva e
obteremos entao os pontos de h. a h;,. A curva que une ésses
pcntos é uma Hipocicldide alongada resultante da projegao hi-
perbdlica dos pontos de uma pseudo hélice sébre o plano do
equador.
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A HIPOCICLOIDE ENCURTADA

Seja o semi téro aberto de eixo vertical dddo por suas pro-
jecoes em épura (figura 15). Se construirmos as projecdes cor-
togcnais da pseudo hélice, fixando o passo angular (120° por
exemplo) maior do que o arco descrito pela circunferéncia que
tém como didmetro a diferenca entre os raios do eguador e do
circulo de gola, quando esta rolar sem escorregar ns interior
do equador, a projecdc hiperbdlica da curva acima, sdbre o
plano do equador, sera uma Hipoccldide Encurtada.

O raciocin'o gue empregaremss, serda baseado em imagi-
nar uma seg.ndy crcunferéncia concéntrica com a primeira e

de rac mawe, r2laris no intesior de um outro circulo, sem es-

gorregar, de moUo 3 descrever neste um arco igual a0 seu com-

primento (120° por exemplo), um pants qualquer da primeira
circunferéncia durante ésse movimeanto, descreverd uma Hipo-
c'cicide Encurteda.

A:sim sendo, de'erminemzs em éaura, as 2rajecdes orto-
gereis €2 pseuc'o hi'ice e teremos os oontes de: 12 3 12, n3
pro'ecdn herizontal e de: 12° 3 12°), na projecio vertical. Obser-
vemss que os ponites: 12, 6 e 12,, pertencendo ao plano do
e7wador, ndo precisam ser projetades hiperbolicamente.

Tomemes cemo superficie diretora um hiperbsléide de re-
volucdo de uma félha, que tenha as geratrizes inclinadas de
45°D com o plano horizontal de projecao.

Por meio de rotacdo em térno do eixo do téro, fagamos
w. pontos da curva coincidir com o meridiano de perfil, nos

ouifes de: 1; a 11, ede 1, a 11 nas projecdas horizontal
e veriical respectivamente.
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Tracemos por éstes pontos as projetantes hiperbdlicas fron-
tais cujus tragos sbbre o plano do eguador na projegdo horizon-

tal, dardo os pontos de h , @ h” , localisados sébre a circun-
1 1
feréncia que tem como didmetro a diferenca entre os raios do
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Fig. 15

equador e do circulo de gola. Por rotacdo inversa, fagamos os
pontos do meridiano de perfil voltarem &s primitivas posicoes,
juntamente com os tragos das projetantes hiperbdlicas darao os
pontos de: h, a hy;. A curva que une os pontos obtidos é uma
Hipocicléide Encurtada.
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CURVAS DO TIPO LEMNISCATA

Como sabemos, as lemniscatas sdo quérticas planas resu!-
tantes da projecdo de quarticas revessas.

Sao curvas que possuem a forma de um oito, apresentanda
um ponto duplo (nd) com duas tangentes principais para cada
ramo.

As mais importantes sao:

LEMNISCATA DE GERONO — resultante da projegdo verti
cal da interseccdo entre uma esfera e um cilindro circular de
geratrizes verticais, cujo didmetro é igual ao raio da esfera, de
sorte que uma geratriz coincida com o eixo da esfera, estando
os eixos no mesmo plano de perfil.

No toro circular, aberto, temos:

LEMNISCATA HIPERBOLICA DE BOOTH — & uma curva
plana resultante da seccao paralela ao eixo de uma superficie
térica, feita por um plano tangente a gola.

LEMNISCATA DE BERNOULLI — é uma curva plana resul-
tante da seccao feita por um plano paralelo ao eixo de uma su-
perficie térica cujo raio da circunferéncia geratriz @ igual a 1 3
do raio do equador, plano ésse tangente a gola da superficie.

Esta lemniscata juntamente com a de Gerono, se distingue
das demais por apresentar no ponto duplo, as tangentes princi-
pais ortogonais entre si.

Desejamos apresentar nesse trabalho, curvas do tipo lem-
niscata que resultam da projecdo de curvas revessas tragadas na
superficie térica e que possuem aspectos diversos de acérdo com
as relacdes entre o circulo de gola e do equador da superficie.
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A condicdo para se obter as curvas do tipo lemniscata é
que a pseudo hélice seja formada por duas espiras e como
consequéncia cada espira deverd ter o passo angular igual
a 180°.

Imaginemos em primeiro lugar, uma superficie térica aber-
ta, dada por suas projecdes em épura (Figura 16).
Tracemos as projecoes de duas espiras da pseudo hélice
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Fig. 17

na superficie dada, fixando o passo angular em 180° e partin-
do de um ponto do equador situado no meridiano de frente. O
ponto gerador na projegdo horizontal descrevera uma espira de
1 a 12 ¢ a segunda espira de 1, a 12; correspondendo na pro-
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jecdo vertical os pontos de 1' a 12’ para a primeira espira e de
1, a 12’y para a segunda.

A reunido dos pontos na projecdo vertical dard uma curva
plana resultante da projecdo de uma curva revessa tracada na
superficie térica, apresentando um ponto duplo 7° 7, e em
forma de oito.

A projecdo horizontal apresenta uma curva que tangencia
o equador e possue um estreitamento nos pontos em que tan
gencia o circulo de gola.

O estreitamento nos leva a raciocinar que serd maior, quan-
to menor fér o circulo de gola e que aproximara os pontos de
tangéncia neste circulo, quando éste tiver o raio nulo.

Evidentemente nessas condigdes o téro que apresentar o
circulo de gola com raio nulo, serd um téro fechado e a curva
resultante da projecdo de duas espiras de uma pseudo-hélice com
passo angular igual a 180° (Figura 17) apresentard uma curva
tipo lemniscata na projegdo horizontal, cujo ponto duplo serd o
centro do téro e teremos uma segunda curva do tipo lemniscata
na projecdo vertical, com a particularidade de apresentar uma
Unica tangente aos dois ramos no ponto duplo, sendo a tangente
o préprio eixo vertical de simetria.

Vemos assim a possibilidade de obter duas curvas do tipo
lemniscatas resultantes da projecdo sobre o plano horizontal e
vertical de uma curva revessa tracada na superficie de um téro
circular, ‘
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CONCLUSAO

Escolliendo a superficie do Tara Civeulor para a clabora-
cia dessa lese, a finalidade do awtor foi estudar as curras re-
vessas lracadas nesta superficie ¢ suwas projecies ortogonais.

A introducio do conecito de ** Projecio Hiperbolica™ tor-
nou-se uecessaria para obtencio das curvas ciclicas: epi e hipo-
cicloides regulares, alongadas e encurtadas na Geomelria Des-
eritire.

Estes coneeitos permitirvam eonsiderar o Hiperboliide deé
rerolucdo de wma falla como superficie dirctora para um sis-
teina de projecies. A aplicacio das projeciocs hiperbolicas a
hélice cilindrica nornial mostrow a possibilidade de obtencido
da evolvente a buse do cilindro miceleo,

Sabenos tamhdm do tmpartdncia qie possiem na Enge-

nlharia as epicicloides ¢ hipucieldides, pois sio curvas gromé-
'vicas que satisfazem as condigies geumitricas e ecinemiticas
dus perfis conjugadus, pois as engronagens que possitcnr perfis

ciclotduls aprisentan menvres resisténcias passivas.
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