
- - ·- --··----_;;: ___ _ 

MENDEL CO IP .\1 ..1.Y 

E" l ]" 1 ' 1,-JO '~ trl "'' ' !)C..;;, ·1 ), - , ~ r ·· , •)r-r-r · - ·. L r ...... 1 '-- • v , . -. ... ' r , u 1..... : .. '\1 -:..:....:; • 

!{ l I ' I) E .J .\ \ E l H < t 

--- 1 9 58 -·-



~,._.... _....,....__ .. ___________ ·- -----

t 
! 

.... 

·' 

., 

I' 



li 

\ 
I 
I 

TESE APRESENTADA POR MENDEL COIFMAN À CONGRE· 
~~l.A3 ~ras 

GAÇÃO DA ESCOLA NACIONAL DE PARA 

CONCURSO DE DOCENTE LIVRE DA CADEIRA DE 

GEOMETRIA DESCRITIVA. 





CURVAS REVESSAS NA SUPERFICIE DO TORO CIRCULAR 

1t PROJEÇ ÕES HIPERBóLICAS CURVAS CICllCAS : EPI-: 

E H:POCICLÓIDES REGULARES - ALONGADAS E ENCURTADAS . 
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RESUMO HISTóRICO: 

Uma curva plana q ue exerceu grande influência no desen
volvimento dos métodos infin ites im ais e que ocupou todos os 

grandes matemáticos da primeira metade do século XVII , foi 
sem dúvida a: CICLóiDE. 

Segundo E. T. BELL (Los grandes matemáticos), apareceu 
na literatura matemática, pelo ano de 1501, quando Charl es 

Bouvelles a descreveu em relação à quadratura do· círculo. 

O nome de CICLóiDE é atr ibu ído a Galileu que juntamente 
(Om seu discípulo V. Viviani a estudaram resolvendo o proble· 

ma do tra çado cie uma tangente em qualquer ponto da curva. 

Aconselharam seu emprego como arco para pontes e agora 

desde que se tornou com um o emprêgo do concreto armado, 

os arcos de cicló ide eram vistos com freq uéncia no a lto dos 
viadu tos. 

Em 1634 o Geômetra G . P. de Roberval a denom inou de 
"TROCHOIDE" (denom inação grega de RODA) e demonstrou 

que a área compreendida entre uma c iclóide e sua base é o 

triplo da área do círculo gerador, propos ição esta extremamente 
notável . 

Ainda estudou e determ inou um método c inemático para 

traçar tange ntes a tôdas as curvas pla nas de sua época entre as 

quais a atual SENÓIDE a qual denominou: " Companhe ira · da 
Ciclóide". 

5 





Nesse ano Descartes deu· solução elegante ao traçado da 

tange nte à c ic lóide e q ue serviu à uma teo ria d os centros instan

tâneos de rotação. 

O nome d efinitivo de CICLóiDE à curva, foi d ado nesta 

é poca, por G . de Beaugrand . 

Em 1644, Robe rval d eterminou a cubatura dos volumes 

ger <.dos pela cicló ide ao girar em tôrno d e se u eixo ou de sua 

base. 

111 

Pascal e a Ciclóide: 

Blaise Pascal foi um grande pensado r e matemático, nas

' ic;) em 1623. Contemporâneo de Descartes e Fermat, tornou

~e cé:e!;, re por suas o!;, ras filosóficas e matemáticas. 

Em 1658 du rante uma noi te" d e insônia motivada por sofri

mentos f ísicos, meditou longamente sóbre a cic lóide e entregou

se du rante vários dias à geometria da Ciclóide, resolvendo muito 

de seus p roblemas. 

No entant o resolveu não publicar seus resultados e dese
jando mostrar superioridade sóbre os matemá ticos da época, 

lançou um desafio propondo-lhes os seguintes problemas: 

1) - Quadratura ele um segmento de ciclóide compreen
dido entre o eixo, um arco e uma paralela à base. 

2) Centro de grav idade dest e segmento. 

3) Volume gerado pela rotação deste segmento em 
tórno da base ou de uma paralela à mesma. 

4) ·-- Volume gerado pela rotaçã o do segmento girando 

ao redor do próprio eixo. 

5) Ce_ntro de gravidade deste volume. 

6) Centro de gravidade do sólido obtido, secionando o 

volume precedente com o p lano que contém o eixo. 

Os quatro primeiros, inclusive o da relação entre as áreas 
da ciclóide e do círculo gerador (3: 1 ), já t inham sido estudados 

por Roberval , p roblemas que foram propostos por P. Mersenne. 
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Éste após conh ecer seus resultados pediu-lhe que mdnti
vesse segredo durante um ano, enqu anto escrevia à d ivers:>s 

geômetras, propondo-lhes os mesmos problemas e tendo decor

rido o prazo, não obtendo resposta, publ.icou as soluções no ano 
de 1637 em sua "Harmonie Universelle". 

IV 

Nesse ano, Pascal publica em francês e latim a "Histoire 
de la roulelle". 

Foram grandes as polêmicas que a seguir se formaram 

pela disputa dos matemát icos, para demonst rar as elegantes 
propriedades da _ciclóide. Pascal durante essas p~lém icas, nem 

sempre era escruploso para com seus adversários. 

Finalmente em 1659, Pascal faz conhecer as soluções dos 
problemas propostos, sob pseudônimo de Amos Dettonville 
publicando as "Letres provinciales", dirigidas a M. de Carcavy, 
M. de SI use, M. Huygens e a A. D. D. S . (Augusto O. de San
gl in}. 
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A CICLólDE 

Quando um cí rculo rola sem escorregar sôbre uma reta 

fixa (base), um ponto de seu plano descreve uma curva plana 

chamada: Ciclóide· (no passado chamada TROCHOIDE e ·ROU
lETTE em francês). 

- E precisamen te a ciclóide ordinária ou regular se o ponto 

gerador pertence à perifería do círculo móvel, é encurtada se 

o ponto é interior e alongada se o ponto é e xterior. 

A ciclóide é uma curva periód ica , apresentando d iversos 
pontos singula res como seiam: 

Na regula r encontramos um número infinito de pontos de 

reversão, na encurtada um número infinito de pontos de infle

xão e na alongada uma infinidade de pontos duplos. 
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EPICICLÓIDES E HIPOCIClóDES EM GERAL 

A definição de ciclóide admite um a natural extensão apli

cando-se o mesmo conceito ao partirmos da "Conchóide de 

NICOMEDE" para a "Limação de PASCAL" (O nqme desta curva 

foi dado por STEFANO PA SCAL, pai do célebre f ilósofo francês), 

que consiste em subs tituir a base retilínea da prim e ira, por uma 

base circular. 

Ass im, o círcu lo móvel passa ndo a rolar sóbre uma base 

circula r, o contacto pode ser exterior ou int erior. 

No pr1meiro caso, a cur·1a descrita pelo ponto gerador ê a 

"Epiciclóide" e no segundo oso teremos uma "H ipoc iclóide". 

Corro vimos a'1 ter iormen•e o ponto gerador pode p<:!rten

cer à perifer ia, ser in ter ior ou exterior ao círculo móvel, teremos 

assim: Epiciclóide ou Hipocicfóides respectivamente regulares, 

encurtadas ou alongadas. 

Se a rel ação entre os ra ios dos dois círculos considerados 

é um número ra: ic'1 31, o ( ircvlo mó•1el depo is de um certo 

número de voltas retorna à sua pr imi tiv a p::>sição. 

L. Euler em 1 781 propõe que se use ind istint.,mente o 

nome de Curvas Cíclicas para as epiciclóides e h ipociclóides, pela 

insign ificante dstinção existente en tre as mesmas. 

Pode-se obter uma epiciclóide quando num paralelogramo 

articulado A BC D se f ixa um vértice A e seus lados AB e AD 

giram com velocidades constantes mas d iferentes em tórno 

de A, o quarto vértice descreve uma epiciclóide_ 
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Saseado nestas considerações foram construídos unia série 

de aparel hos pela Casa Schi ll ing e que são mencionados por F. 

Schilling na obra Zeit. Math. Phys. (1889) p~ 214-277, que po

d(·m descrever mecanicam.ente curvas cíclicas (Encicloped ia delle 

Matematiche Elementare e Complementi - L. Berzolari - G. 

Vivanti - D. Gigli p. 414-416). 

Nas definições da epi- e hipociclóides se imaginarmos o 

raio do cí rcu lo móvel igu al a inf inito, leremos a evolven te do 

círculo. (PH. DE LA H IRE , Mém. Ac. se. Paris 1706, p. 369). 

Pode-se estender ainda a definição de epi- e h ipociclóide 

à esfera. Teremos as epi- e hi pociclói des esféricas. São curvas 

que apresentam as mesmas propriedades que as suas congêne

res plana s. São estudadas e representadas analiticamente recor

erndo-se às coordenadas geográficas sôbre a esfera . (G. Loria 

- Curve Sghembe Speciali). 
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O TORO CIRCULAR 

Como sabemos, o tóro circular é a superf ície gerada pela 

rotação de uma circunferência em tôrno de uma reta do seu 

plano que não passa pelo seu centro. 

Conforme a distância do centro da circunferência geratriz 

à reta que serve de eixo ao tóro circular é maior, igual ou 

menor do que o seu raio, o tóro c ircular será: aberto, fechado 

ou reent rante. 

O tóro circular é també m denominado: A nel Circular. 

Chamaremos a superfície do tóro circular de: Superfície 

T órica. 

O tóro circu lar também é uma superf íc1e d e circunvolução, 

pois pode ser descrita por uma esfera de ra io invariável c ujo 

centro gira em tôrno de uma reta fi xa. 

As esferas tangenciam a superfície ao longo de seus meri

dianos que constituem os próprios meridianos da superfíci e 

tór ica. 

. Se o centro da esfera de ra io invariável se deslocar sóbre 

uma linha reta, a superfície descrita será a de um ci lindro c ir

cul ar de revo lução. 

Os meridianos de contacto serão circunferências paralelas 

entre si, que podemos reproduzir pelo deslocamento de uma 

circunferência de raio invariável, cujo centro é submet ido a um 

movimento de translação ao longo de uma d ireção ~ (eixo rlo 

cilindro) norma l ao seu plano (Figura 1). 

Se a direção ~ assumi r uma forma curvilínea transform an

do-se numa circunferênci a, por exemplo, a circunferência de 

raio invariável (gera triz) passará a ter seu plano p assando pelo 
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centro da forma curvilínea (circunferência) e se o centro da ge

ratr iz deslocar-se sôbre a forma cu rvilínea, a superfície gerada 

será a Superfície Tórica. (Figura 2). 
A forma curvilínea passará a ser denominada: Linha dos 

Centros. 

Fig. 1 

Fig. 2 

~ O feixe de planos que contêm a ci rcunferênci a geratriz em 
suas diferentes posições durante a geração da superfície tórica, 
apoia-se numa reta " E" perpendicular ao plano da linha dos 
centros e que constitue o "eixo" da superfície tórica . 

Num a e sfera as seções planas contendo o e ixo, são cir

cunferências de ra io constante denominadas: "meridianos". As 
secções perpendiculares ao eixo, são circunferências de raio va-: 

riável cham adas: "Paralelos" e ao paralelo de maior raio, deno

mina-se "Equador". 
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Estendendo a um cilindro de revolução. os conceitos acima, 

veremos que as secções planas contendo o eixo, serão linhas 

r~tas paralelas ao mesmo, portanto os meridianos serão as 

"gera trizes". 

As secções perpendiculares ao eixo, correspondendo aos 

paralelos serão circunferências de raio constante. 

Numa superfície tórica aberta, as secções planas contendo 

o eixo, determinam meridianos de raio constante e os planos 

perpendiculares ao eixo determinam na superfície dois para

lelos concêntricos de raios variáveis. Se o plano passa pelo cen

tro teremos um paralelo de raio máximo: "Equador" e outro de 

raio mínimo: "Círculo de gola". 

Imaginemos um pequeno arco da linha dos centros e faça

mos o centro da circunferência geratriz percorrer este arco. Esta 

descreverá um pequeno trecho de uma superfície tórica. 

Se fizermos variar o ra io do arco acima refer ido, crescendo 

e tornando-se superior a qualquer quant idade dada, quando 

est~ assumir um valor infinitamente grande, o limite do trecho 

da superfície tórica, será a superfície c ilindr i~a de rev::>lução. 

Ton·ando este art ifíc io corro base, poderemos apl icar à su

perf ície ró rica o racioc in i::> emp~eg3do no cilindro de revolução 

para cbtençã::> da hêl ice cil rdri-::a , tendo como única f inalidade 

a obtenção de curvas re·;essas na superf ície tórica, análogas à 

hélice cilíndrica, como ver~-nos ma is adiante. 

Representação de um ponto e traçado do pl•no t•ngcnte 

\ à supe rfície tórica. 

Na figura 3 vemos as projeções de uma superfície tórica 

aberta, em épura. Na projeção horizontal, o contorno aparente 

é formado pelo equador e pelo círculo de gola. 

O contorno apa rente vertical é obtido por duas pos;çoes 

de frente da circunferência geratriz, unidas por tangentes para

lelas à linha de terra, representando os paralelos lim i te~ que 

em projeção horizontal se confundem com a projeção da linha 

dos centros, 

- ] .) -
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Sendo M um ponto qualquer da superfície, dado por sua 

projeção horizontal "m", traçamos por este ponto um paralelo. 

A este paralelo correspondem na projeção vertical dois planos 

horizontais, sôbre um dos quais estará a projeção vertica l "m' " . 

Jl 

o i 
Fig. 3 

Para traçarmos por este ponto um plano tangente à super

fície, trazemos o ponto para uma posição de frente por meio 

de uma rotação em torno do eixo da superfície, obtendo "m•" e 

"m't"· 

O plano tangente nesta posição é de tôpo, tangente ao me

rid ia no de frente em "m'1 " e por uma rotação inversa obtemos 

os traços do plano qualquer P a P' . 
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TRAÇADO DE CURVAS NA SUPERFICIE TóRICA 

1\s s::-c<;õe-; p lanas pél ralelas ao eixo d o tóro for am denomi

nJd?s de 'Espíricas" por Perseo, denomi nação essa oriunda do 

Grego "Espira ou Anel", nome que designava as superfícies 

gerc:das por u ma circunferência g irando em torno de um e ixo 

de seu p lano. 

Vemos portanto que as 'espír icas" são curvas pla ~, as. 

As curvas que iremos ~studa r neste trab:~lho, são revessas 

e análogas à hélice cil índrica. 

A " HtLICE CILfNDR ICA NORMAL" como.sabemos, é uma 

curva traçad.'l na superf:c ie do cil indro de re·tolução, cor:ando 

têdas as gerarr ,zes sób ângulo cons ante . 

t tamoc·q d •.!f tn;d a como sendo a traJetória de um ponto, 
su:~; t o d d?•s rr :;,·, • ~""e-, •os 

.1) - o: ~() TACAO. ccr1 vcl:xtd'lde angular c·:n stante, em 
torro de um eixo fixo . 

?) - o: TRAI\! C:I ACÃO, cem ve' xidade tam'J<?-n constan te , 
naralelame• •e a es>e e ixo. 

O r-rir.::!iro m ·wime:1to resulta da rotação de um "p3ralel?" 
rio ci:indro em torno de seu centro. 

O segundo é resu 1tanre do deslocamento d::> ce•tro do mes
mo "paralel o" ao longo do eixo do cil indro. 

Ap li (luemos à uma superfície tonca os conce itos acima 
en1i~idos em relaçã::> a::> cilindro de revolução e poderemos supôr 

agora um pon!o animado de d ois movimentos de rotação, a 
saber: 

1) - 0': ROTACÃO, em torno d3 linha d os cenrros, om 
velocidade angular constante. 
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2) - DE RO TAÇAO, em ·tôrno de um eixo fixo (eixo do 

tóro) também com velocidade angular constante. 

A combinação dos dois movimentos fará o ponto descrever 

sôbre a su.oerfície tór ica uma curva revessa aná loga à hélice 

cilíndrica que denomina remos de " PSEUDO HtuCE T6RICA". 

Vemos assim, que enquanto na hélice cilíndrica normal a 

trajetória do ponto é resul tante da com binação de dois movi

mentos, sendo um de ROTAÇAO do paralelo do cilindro em tôr

no de seu centro e outro de TRANSLAÇÃO resultante do deslo

cam~nto do centro do mesmo paralelo ao longo de seu eixo, na 

pseudo hélice tórica a trajetória do ponto gerador é resu ltante 

de dois movimentos de ROTAÇAO. 

O primeiro pela rotação do meridiano que contém o ponto 

gerador em torno de seu centro situado sôbre a linha dos 
centros. 

O segundo pelo deslocamento do mesmo centro, ao longo 

da lin ha dos centros, resultante da rotação do meridiano em 
torno do e ixo do tóro. 

Devido à diferença de movimentos a que está sujeito o pon

to gerador, sendo na hé lice ci líndrica um de rotação e outro de 

trar:slação, enquanto que na pseudo hélice tórica ambos são de 

rotação, a propriedade fundamental que possue a hélice cilín

drica de cortar tódas as gerat rizes do cil índro sob ângulo cons

tante, não persiste em sua análoga. 

Estendendo as noções de "espira" e "passo" da hé lice cilín

drica, à nova curva, poderemos dizer que: 

A porção da curva descrita pelo ponto a::> passar por duas 

vezes consecutivas por um mesmo paralelo será urna "ESPIRA". 

Ao arco de paralelo correspondente à passogem do ponto 

pelo mesmo, por duas ve~es consecutivas, arco êsse cuja me

dida é feita er:n fu nção do ângulo descr ito pelo plano do meri

diano em tórno do eixo do tóro, denominaremos de "PASSO 

AI'\GULAR". 

Resumindo, temos c;ue a cada rotação completa (360°) do 

meridiano em torno de seu centro, corresponderá uma rotação 

l:'3rcial ou totol ) de seu plano em torno do eixo do tóro. 

- l .S-





Se o "pa sso angular" é nulo, o ponto gerador descreverá 
o meridiano da superfície. 

Se o "passo angular" é igual a 360° a curva descrita pelo 
ponto gerador terá uma única espira. 

Para valores atribuídos ao passo angular compreendidos 

entre 0° e 3ó0°, a curva apresentará tantas espiras, quantos fo

rem os múltiplos de 360°, para o valor atribuído ao passo. 

Exemplo: 

Passo angu lar igual a 180°, teremos 2 espiras. 
Passo angular igual a 90°, teremos 4 espiras. 
Passo angular igual a 45°, tererpos 8 espiras. 

Verificamos assim, que à medida que o passo angular di
minue, o número de espiras aumenta. 

-]!1 -





PROJEÇÕES DA PSEUDO HÉLICE TÓRICA 

Seja uma superfície tórica de eixo vertical, dada por suas 

projeções em é pura (figura 4). A projeção horizonta l da curva 

será obtida por .um raciocínio semelhante ao empregado na 

hé lice cilíndrica. Dividimos o meridiano de frente na projeção 

vertical em 12 partes iguais, por exemplo, pelas quais traçamos 

planos horizontais, determinando na projeção hor izontal os pa

ralelos correspo nden tes. 

Suponhamo s fixado o passo angular, igual a 90°. Divid i

mos o mesmo, no mesmo número de partes igua is (no caso, 1 ~ 

d ivisõe s). un indo-as ao centro para termos as pro jeções hori

zonta is d as po siçõ=s da circunferênc ia geratriz no seu movimen
to em torno do e ;xo d o tóro . 

O s pon te s d e erco nrro d essas pro jeçõ-es com os paralelos 

darã ::> os p-;q :'); ~ <;! 1 a ·e 12 na ;:;ro ie<;dO hor izontal e linhas de 

chami!da d.Jr ão ; õ:; re o~ par ale los correspondentes na pro jeção 

vert ical, o s pontos de l ' a 12". O b te remos assiM as pro jeções de 

Ltma esp i r~ . sendo as demais obtidas da mesma mar"1eira . No 

e r emplo dad o, teremos 4 espiras . 

A visibilidade na projeção hor izon tal é limi tada pelo equa

dor e pelo círculo de gola, sendo vis íveis os pontos ac ima do 

equador, assim os pontos de 2 a 6 serão invis íve is, sendo os 

demais v is íve is nesta espira. Na projeção vertical a visib ilidade 

é limitadél pelos paralelos tangentes aos meridianos de frente, 

que na projeção horizontal se confundem com a projeção da 

linha dos centros; assim os pontos de 5' a 9' serão invtst ve is, 

sendo visíveis os pontos de 1' a 4' e de 10' a 1'1 nesta espira. 

O raciocínio é repetido para as demais espiras, 
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E. 

Fig. 4 

Observando a curva, verificamos que cada espira tangen

cía o equador e o círculo de gola, existindo uma simetría em 

relação aos pontos de tangência, na projeção horizontal, e na 

projeção vertical a curva que une as quatro espiras, é simétrica 

em relação ao eixo do tóro e também em relação ao equador. 





RELAÇÃO ENTRE A PROJEÇÃO HORIZONTAl DA PSCUOO 
H ÉliCE TóRICA E O SiSTEMA DE COORDENADAS POlAREj 

A senóide é a curva resu ltan te da p rojeção de uma hélice 

<.ilíndrica normal, sôbre um plano paralelo ao e ixo do cilindro 

núcleo. 

Observando-se a projeção horizontal da pseudo hélice tó

rica da figura 4, verificamos que as espiras tangenciam alterna· 

damente o equador e o círculo de g ola. 

Ass im sendo, se considerarmos para Pólo de um sistema de 

co~rdenada s polares o centro da superf ície tórica nesta projeção, 

sabe-mos q ue uM ponto qualc;uer deste plano é fixado por duas 

ccord<:>·'a:hs 

A ;: · r-- -: ra I r' '.:'ar "ra•o vetor" correspondendo à d istância 

d :) pon to c::n: ~:er 3~: -::J a:) p61o . 

A s,;g..,~ou, argui <H · ,i"l ;]J ic p-:;l dr" correspo ndendo ao ân

gulo form aco enir e o ei xo pol ar e o ra •o vcrür. 

Supondo que o e ixo polar passa pelo centro do toro, é 

raralelo à linha de terra e observando a curva, podemos d izer : 

-- "Se imag inarmos um pon to do espaço percorrendo a 

curv a com velocidade constante, teremos ra projeção horizontal 

variaçõ es constantes do ângulo polar e os ra ios veto res corres

pondentes aos diversos pontos, crescem ou decrescem de q.;an

tidades iguais as cotas relativas entre os paralelos, passando 

por mínimos no círculo de gola e por máximos ao atingirem o 
equador" . 

Isto se deve ao fa to de que na projeção vertical, as d istãn

CodS relat ivas entre os planos horizontais que determinam os 

pa. ui e los, passando pelos pontos de divisão do merid iano de 

frente, são iguais as distâncias entre os paralelos na projeção 
horizontal. 
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t ANGENTE POR UM PONTO DA PSEUDO H~LICE TóRICA. 

Antes do traçado da tangente, observemo$ a figura 5, na 

qual vemos um detalhe da geração da curva, passando por três 

pontos: 4, 5 e 6. Vejamos qual o raciocínio que empregaremo~ 
para traçar uma tangente pelo ponto 5 por exemplo. Observe

mos o triângulo: 5 N 6. Este triângulo é curvilíneo possuindo 
seus vértices sôbre a superfície do tóro, poderemos chamá-lo de 

Fig. S 
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"triângulo tórico". Por construção é um triângulo retângulo em 

N. Seu lado 5 N é um arco que corresponde a 1/ 12 do merid ia

no ~ue pa ssa pelo ponto S. 

O outro lado 6 N é um arco que cor responde a 1/ 12 do 

passo angular do paralelo que passa pelo ponto vizinho {6). Se 

imaginarmos um plano tangente ao tóro, passando pelo ponto· 

5 e retificermos o arco 5 N, este passará para o plano corres
pendendo ao segmento 5 N~. Se a partir deste ponto tomarmos 

Fig. 6 

sôbre uma perpendicu lar ao segmento, o comprimento N~ 6~ 

igual à retificação do arco de paralelo 6 N, obteremos sôbre o 

p lano tangente, a p lanificação do tr iângu lo tórico antes refe

rido. Assirn, a hipotenusa 6~ 5 será a retif ic_ação do arco de hélice 

- 2G-
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correspunden te aos pontos 5 e 6 . Esta hipotenusa é tangente à 
curva no ponto "5". 

Em épura, (figura 6), sejam as projeções de uma espira da 

pseudo hélice tórica e o ponto 5 5' pelo qual desejamos traçar 

a tangente à curva. Por meio de uma rotação em tôrno do eixo 
do tóro, trazemos o ponto para o meridiano de frente, em 5 1 5' 1 • 

Tracemos pela projeção vert ical 5'1 uma tangente ao meridi ano, 

sobre a qual tomamos o comprimento 5' 
1 

n' ~ igual a 1 12 deste 
I 

me1 idiuno, (comprimento êsse correspondente ao arco 5'1 n'tl, 

obtemos na projeção horizontal n., Por rotação inversa, obtere-
I 

mos n ~ e por este ponto uma perpendicular à 5 n~ na c;ual assi-

nalamos o comprimento n~ 6~. do arco de paralelo n 6 . À pro

jeção vertical do ponto 6~ será 6'~ sóbre a horizontal que passa 

por n'., e a tangente terá por projeções 6~ 5; 6'~ e perten-
1 

cendo ao plano tangente à superfície do tóro no pon to 5 5' 
deverá ter seus traç~s: horizontal e vert ical sôbre os traços cor

respondentes do plano, como mostra a figura . 
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PROJEÇÕES HIPERBÓLICAS 

Sabemos que um ponto A qualquer do espaço, pode ser 

projetado sôbre um plano, de diferentes modos: 

1 - Projeção cilíndrica - A projeção de um ponto é feita 

paralelamente à uma d ireção dada, podendo ser 

oblíqua ou ortogonal, se a direção fôr inclinada ou 

perpendicular ao plano de projeção. 

2 - Projeção cônica - Neste caso, a projetante é obriga

da a passar por um pon to fixo chamado: "vértice" 

das projetantes cônicas. 

As superfícies cilíndrica e côn ica são g e radas pela ro tação 

de uma reta, girando em tôrno de uM e i"o fixo de seu plano. 

Se a re ta g •rar em tÓr " o de um e ixo fixo não situado ~m 

se·.; pl1 " 0 . .-, ~ ·-;.; e ·f -: ·e cie~cr ' " serd a de um Hiperboló ide de 

re 10 1 ~ ~ a -:;. C•.: 'Jr"l i! · :: h~ J.. SJ p-e•i icoe CO! da é por:anto reç;r;;di! 

cu regu ac.h. co-·-. o o sã-:J a cil:nd,-;a e a cón ;c3 . 

Tcmt.Jndo por bas<J os conceitos acim a, pode-nos d izer que 

a PROJEÇÃO HIPER BÓL'CA de um ponto, é o traço da proje

tante traçad a pelo fJOnto, paralelamen te à posição de uma ge

ratriz de um HIPERBOL61DE DE REVOLUÇÃO DE UMA FóLHA. 

O hiperbolóide é determinado por uma reta verticar (eix:::,) 

e uma geratriz frontal, paralela à uma d ireção "D" ~ormando 

um ângulo dado com o plano horizon tal de projeção. 

Para traçarmos pelo p::>nto uma projetante, torna-se neces

sário trazer o ponto por meio de uma rotação em tôrno do eixo, 

para um plano de perfi l que passa pelo mesmo. A segu ir tra

çamos pelas novas p rojeções, projetantes paralelas à d ireção 

frontal e determinamos seu traço horizontal. Trazendo de volb 
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a projetante para a projeção inic ial do ponto, o traço horizontal 

re~resentará a projeção hiperbólica do ponto. Sejam, portanto, a 

e a' (figura 7) as projeções ortogonais de um ponto A do es

paço. Tomemos um eixo vertical mn, m'n', e uma direção "D" 

frontal caracterizada pelas projeções d, d' formando .com o pia~ 

no horizontal ângulo de 45° E, por exemplo. 

ô ' 

a 

I 
I · m• 

. d' 
~ 

Fig. 7 

Por meio de uma rotação em tôrno do eixo, façamos o 

ponto ass~mir a pcsição de perfil a 1 a' 1 e traçamos por estas 

projeções uma p ro jetante paralela à d ireção dada, cujo traço 

horizont ai é h a 1 • Por uma operação inversa, trazemos a pro je

çi!o horizontal da projetante de volta para a pro jeção inicial 

• a · do ponto e o traço horizontal passará a ser " h ", pro jeção 
a 

hiperból ica do ponto A. 
D~sejamos assinalar que a projeção hiperbólica obtida uti-
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Fig. 8-A 

liza os planos de projeção, é de erm inaaa pelo traço de uma 
projetante, portanto utiliza-se dos processos Mongeanos. 

Um exemplo podemos dar, projetando hiperbolicamente 
uma hélice cilíndrica normal dada pelas. projeções Mongeanas. 

Apliquemos em seguida aos pontos de uma hél ice cilín
drica normal o princípio das projeções hiperbó licas, consideran

do para e ixo do Hiperbolóide Dire tor o próprio eixo do cilindro 

núcleo e como inclinação das geratrizes com o plano horizontal, 

\. ·, 

o ângulo formado pela tangente à h~lice com o mesmo, obtere
mos a Evolvente da base do cilindro núcleo. 

Representemos em épura (figura 8) uma espira de uma 
hélice cilíndrica normal. Tracemos pelo ponto 1, 1" as projeções 
da tangente à curva. Por meio de uma rotação em tôrno do e ixo 

- :n-

/ 

Fig. 8 





do cilindro transportemos todos os pontos da hélice para a 

geratriz de perfil que passa pelo ponto "1". Pela projeção ver

tical, de cada ponto (2' 1, 3' 1 ••• etc.) tracemos projetantes fron

tais paralelas à tangente, teremos assim a possibilidade de de-

term inar os traços horizontais: h
9 

hJ h4 •••••••... h12 1 I · 1 I 1 I 1 • 

o traço horizontal correspondente ao ponto 1 1' corresponde 

ao próprio ponto na projeção horizontal. 

Em seguida, trazendo as projelanles na projeção horizon

tal para seus devidos lugares, passando pelos pontos: 1, 2, 3, 

........ , 12, leremos em: h~, h:1, h .,, h~, h,;, hn •....... . h,~, 

as projeções h iperbólicas dos pontos da hélice. A curva que 

reune êsses pontos é a evolven te perfeita à ci rcunferência da 

base do cilindro núcleo. 

Na mesma figura (f igu ra 8a) tracemos as projeções de um 

eixo vertical mn m'n' e de uma reta frontal h h , h' h' 1 , forman

do com o plano horizontal o mesmo ângulo do que o formado 

pela tangente à hél ice. Supondo a reta animada de um movi

mento circular em tõrno do e ixo, esta descreverá a superfície 

de um 1-.iperbolóide de revolução de uma fôlha . Suponhamos 

que durante o seu movimento, fi xamos a posição correspond~n
te ao ponto 6. 

Tracem os uma geratriz da superfície tangente ao círculo de 

gola no ponto 6, paralela à tangente traçada pelo ponto corres

pondente, à base do cilindro. Levantemos pelo ponto h,; de uma 

e outra tangen te, linhas de chamada, determinando a projeção 

vertica l h 'o;. 

Unindo este ponto e o seu correspondente na hélice, ao 

ponto 6 ' sóbre o círculo de gol:~ e na projeção vertical da hélice, 

11erificaremos que a geratriz do h iperbolóide é p:~ralela à la o1· 

gente traçada pelo ponto 6' na hélice. Se repetirmos o raciocínio 

precedente para qualq uer ponto da hél ice, concluiremos c;ue 

"as tangentes à uma hé lice cilíndrica normal , são paralelas às 

geratrizes de um hiperbolóide de revolução de uma fôlha . Se 

tomarmos essa superfície como superfície diretora, a projeção 

hiperbólica da Hélice cilíndrica, será ·a evolvente à circunferência 

da base";. 
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APLICAÇÃO DAS PROJEÇÕES HIPERBóliCAS A PSEUDO 

HÉLICE TÓRICA - OBTENÇÃO DAS CURVAS CICLICAS. 

(Epic:iclóide e h ipociclóides, regulares, alongadas e encurtadas) 

Por meio das projeções cilíndricas oblíquas podemos obter 

à partir da r.élice ci líndrica as Ciclóides regulares, al ongadas ou 

e ncurtadas, como o demonstra o Teorema de GU:LLERY . 

Pre:e ndemos nesse estudo demonstrar a possibilidad e de 

obtencão do resta nte do Grup::> d a s Curvas Cíclicas, isto é, as 

f pic1clóidcs e Hipociclóide s regulares, a longadas e e ncur tadas, 

que sã::> cu rvas geo métr icus p lanas de g rande im:Jortáncia na 

Engc nf-.aria, pe la ap licação nos p e rf is conjugados. 

Estuda remc5 a o '::: · e -~ ao das cur ..ra s ac ima refe r1das pela 

3p l cac ã::> d as p rc e : -:~ s r· ·r:er !.. c l cas a p5e .1d::> hé lice tór ica. de-

/.. E r:~ c : ·; ~ c ur- a r. •J r ' " cl:l l"' l g e ' ild J per um p ::>n·o f 1x-:> 

d~ ..J " ' -:l < rcu r ' er i, nco a. c•J •'J c· rcui 'J. ro ia S<.: r-'1 escorre')a' sêb re 

c ·;tro c 'rc ;I? /.. H ;:0<: e lo de é oblld ;, c;u:v-ó ::> o c ircu lo rola na 

pHte in tern a d e o ut ro circu1?, sem es<.orrcgar. De ac6rdo com 

a pos ição do p :mt~ essas cu rv as pcder.1 ser along ad ~s, reg '.J 'a
res e encurtadas. 

PRINCIPIO GERAL: 

Partirem::>s d o seguinte princíp io geral : 

A projecão h::>r izontal de um tóro possue como contorno 

aparente o círculo de gola e o e::juador. Consideraremos a cir

cunferência rua possue como diâmetro a diferença entre o e:Ju3-
~l cr e o círculo de gol3. 
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Se imaginarmos essa c'1rcunferência rolando sem escorregar 

sê>bre o círculo de gola, podemos obter Epiciclóides regulares, 

alongadas e encurtadas. 

Se ao invés de rolar sôbre o círculo de gola a circunferên

cia rolar no interior do e:juador sem escorregar, poderemos 

obt~r as Hipociclóides regulares, alongadas e encurtadas. 

PRINCIP :O FUNDAMENTAL: 

"A projeção hiperbó:ka de uma pseudo hélice tór ica sôbre 

c plano do equador, é ur:na curva cíclica {epiciclóide ou hipo

ciclóide), quando as geratrize,:; do hiperbolóide diretor for ma

rem com éste plano, ângulo de 45°". 

NOTA - Para a obtenção das cu rvas cíclicas acima referi

dc.s, é necessário que existam determinadas relações entre os 

círculos de gola e do equador,, as quais passamos a enumerar: 

1 - Epiclóide regular - O passo angular marcado sôbre 

o circulo de gola, igual ao arco cu jo comprimento é o da cir

cunferénc ia resulta nte da d ife rença entre o raio do equador e 

o circulo de gola. Exemplo: Ra io do equador é o dobro do raio 

do círculo de gola. Passo angular igual a 180°. 

2 - Ep:clóide regu lar (CASO PARTICULAR DA CARDIÓI

DE) - O passo angular marcado sóbre o circulo de gola igual 

ao ,;rco, cu jo comprimento é o da circunferência resultante da 

diferença entre o raio do equador e do circulo de gola, is to é , 

o raio da circunferência é i gu:~l ao ra io do círcui:J de gola. Exem

plo: O ra io do c1rculo d e gola é igual a um têrço do raio do 

e :juador. Passo angular igual a 360°. 

3 - Epiclóid e a longada O passo angular marcado sôbre 

o circulo de gola, menor do que o arco correspondente ao com

primento da ci rcunferência resultante da diferença entre o raio 

do equador e do circui:J de gola. Exemplo: Raio do circulo de 

gola igual a um terço do raio do equador. Passo angular igual 

a 90°. 

4 - Epiclóide encurtada - O passo angular marcado sô

bre o círculo de gola, maior do que o a rco cor responden te ao 

comprimento da circunferência resultante da diferença entre o 





raio do equador e do circule de gola . Exemplo: Ra õo do e::Juad:x 

igual a 20cm, ra io do círculo de gola igual a 16 em. passo an

gulõr igu al a 120°. 

5 - Hipociclóid e re gular - O passo angular marcado sóbre 

o equador, igual ao uco correspondente ao compr imento d a 

circunferência resultante da d1ferença entre o raio do equador 

e do círculo de gola. Exemplo: Ra io do equador igual ao d obro 

do raio do cí rculo de gola. Passo angular igual a 90°. 

6 - Hipiclóide alo•1gada - O passo a '1g:.; !ar marcado só

bre o equador, menor do que o arco corresponde'1te ao· com

primento da circunferência resultante da diferença entre o ra io 

do equador e do círculo de gola. Exemplo: Ra io do círculo d e 

qola igual a um ter<jo do ra io do equador. Passo angular igual 

a 90°. 

7 - Hipiclóide encurtada - O passo angular ma rcado 

sobre o c;uador, ma1or oo que o arco correspondente ao ccm

prime:"lto da Clrccmferênc a rt:! : ./:~r.·e 03 d1fc:rença entre o ra10 

do e~uaJor e do c.r~u 1 c ce çpla . Ex"!mp1c: Ra·c do e::Juador 

igual a 2Ckm. ra1o cio c ' rcu lo de gol a igual a 16cm, passo an

guldr ígJal a I 20". 



• 



A EPIC ICLÓIDE REGULAR 

Imaginemos um semi-tóro or iundo da secção plana feita 

num tóro ci rcular aberto de eixo vertica l,·. por um plan::> d e frente 

(figura 9) dado por suas projeções em épura. Suponhamos que 

o ra io do c írculo de gola seja a metade do ra io do equador. 

Ass im, a circunferência resultante da subtração dos ra ios terá 

como raio a metade do que corresponde ao círculo de gola. Se 
esta rolar sôbre este últ imo, sem escorregar, à uma rotação 

completa (360°) terá percorr ido a metade desta, por causa da 
re!ac ã::> ex isren re entre os ra tos de 1·2 . 

Por isso, tcmare ...., ::>s o paHo a" g ul ar ig ual ao arco percor

rid o sôb·e o c · ~ .; 1 o de go 1:! ~ u ~ l a 1 21J'>. d e· erm nando em se

q udJ "' p · o 01~ -::es c~ c -; e J :ío 1- ~ke ' -:>r •ca nos pon•o s de 12 a 
'2 1 r d í; r:;; e~.i:: :-:; · nn· ~l e de 12' a 12 ' , na pro ,ec ão ver· i-:a l 

o~ ç -or ' -:; '; rle 12 d Ó serão VISÍV(:is na p·o,eção hor izonral, 

~ en-:b ,., . · su e s os res:an tes de 7 a 11. Na pro,eção vertical, 

S";! r .) :;; tn I $1 -. e tS 1 ', 2 ', 1 Q' e 11 ', sendo OS dema is VÍSÍve is. 

Obse rvação: -- Os pontos 12, 6, 12 1 , pertencem ao pla no 
ho r,zonral que passa pelo equador . 

Apli quemos em seguida aos pontos da pseudo héi íce tó

r ica, o princ ípio das Projeções Hiperbólicas, su pond o um h iper

bolóide diretor que tenha as geratrizes inclinadas de 45° E com 

o plano horizontal de projeção, projetando os pontos sôbre o 
plano do equador. 

Por uma rotação em tôrno do eixo do tóro, trazemos os 

pontos d a pseudo hélice para o merid iano de perfil, de menor 

afastamento, obteremos os pontos de: 11 a 111 n a pro jeção ho
rizontal e de 1'1 a 1 1' 1 na projeção vert ical. 

- :Jí-
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Fig. 9 

As p rojetan tes fronta is qu e passam por estes pontos te rão 

seus tracos sôbre o plano d::> !:quador na projeção vertica l, de 

h' ' a h' ' e na projeção horizontal, de h a h per-
! 11 I 1 1 11 

tencentes à circunferênc ia cu io diâmet ro é a diferença entre 

pertencentes à c ircun ferê1·cia cujo diâmet ro é a diferença entre 

os raios do e :']uador e d o c írc ulo de gola. 

Por urna rotac<io inversa, trazem':Js os pontos de 11 a 11 1, 

juntamente com os tra~':Js das projetantes hiperbólicas de h <l 
li 

h 111 , para as posições primi t iva~ d e 1 a 11, que com os res -

pect ivos traços obtem::>s os pontos de h; a h 11 . A curva que une 

~sses pof)tos represe n ta a Epicicl óide Re gula r gerada p or um 

ponto da circunferênci a dos traços das projetç:1tes hiperbólicas, 

quando es ta rolar sôbre o cí rcul o de gola, sem escorregar . 

Como vimos, acabamos de obter uma c u rva g e omé trica 

p lana pela projeção hiperbólica de uma curva revessa traçada 

na superfície do tóro circula r aberto, aplicando os princípios 

fu ndame ntais da Geometria Descr it iva de Gaspa r Monge. 
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CASO PARTICULAR DA "CARDIÓIDE" 

Para obtermos a "Cardióide"' por meio d a pro jeção hiper

bólica de uma pse udo hé lice, i magin~m::>s (f igura 10) as pro· 

jeções de um tóro. circular a b erto, de eixo vertical, no c;l)al o 

raio do círcu lo de g o la seja igual à um térço do ra io do e:;u ador . 

Evidentemente, a d ifere nça e ntre os raios, dará uma c ircunfe

rência, cu jo d iâmetro será igual ao do círculo de gol:1 . 

Determinemos no tó ro mencion ado, as projeções da p se udo 

hélice, supondo o pa sso angular igual a 360°, obteremos na 

proieção horizontal os pontos de 1 a 12 e de 1' a 12' na p~o

jeçào vert ical. Apliquemos à curva obt ida o pr incíp io das pro-· 

jecoe s h•oerból icas, tomando como superfície diretora, um h i

o-:r!:-c t:; ::: ~ c;:..:e tenna suas ge ratrizes incl inadas de 45°E com 

o c ;,~ :. r:; · : r;;· ' :l i •:e ;:>rote~ão, det erm ina ndo as p •o1eções d ::>s 

! : ,u o ··! ~ c--:· , ·: ·) ~J ~ ~ ' -: ~ . ~ :-~ " -:.! o pJano d'J e~:n;ad-:;r d-:> ·~'O. 

d~ 1, a 12 t na pro ,eçào h::. r •Jonral e de 1· , a 12 ' r3 ;J"J e: ~? 
v:::rrica l . 

Tracemo s por éstes po ntos as p ro;etantes fr ont :J is , cu ;os 

tnço s só bre o pla no d::> e :j uador de termina,., n 3 pro ,eção ho r

zontal os pontos de h a h , p::>ntos ésses, c;ue pertencem à 
I ~ 

I I 

cilcunferência de d iâmetro igua l a diferença en tre os ra ios do 

equ ador e do círculo de gola. Es ta c ircunferência ro lando sób·e 

este último, sem escorregar, poderá dar lugar a JJma CARDI ÓI

DE, porque seus raios são iguais. 

Com efeito, se por uma rota ção inversa, trou xermos os 

pontos de h a h 1 ~ para seus lugares de origem, obteremos 
1

1 I 





Fig. 10 

sôbre tangentes aos pa ralelos dos pont::>s 1 a 12, as projeções 

h iperból icas desses pontos, de h 1 a h 1 ~. A curva que reune êsses 

pontos é uma CAROIÓOE. Pode-se ver na figura a construção 

planimétrica desta, coincidindo com as projeções obtidas. 

- -W-
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A EPICICLóiDE ALONGADA 

Suponhamos um semi-tóro o riginado pela secção por um 

plano frontal, n um tóro circular aberto; de eixo vertica l (f igura 

11 ), no qua l o raio do círculo de gola é igual a um têrço do ra io 

do equador. 

A circunferência que tem como d iâmetro a diferença entre 

os ra ios do equador e do cí rculo de gola é igual a êste último. 

Se esra circunfaré r.cia rolar sõbre o c írculo de gola, sem e scor

regcH, O arco deSC"IO sera de .360°. 

~ lanc;a·ro O\ r ao do segu nte art if ício "lmag;ncHmos que 

uma c r~~~'er~·~( a -:-::~-:~~r , ,-: a a es'J, ceM um ra io menor, rolar 

~6bre c.- ' '0 c ' CJ:) :!e :ai ~a"e ra q .;e de~re~a s~bre ês:e, 

_.;...., a· c:: r-enor d-:l ·~ve 36'j0
, rx;r e~er-p lo uM arco de 9 0° 

P ·l·a ~r~) vcltil com~ l e:il, urn ccn ' o Oil pr •me tra circ•;nfer-?nc:ia 

d.;·<J·~r.,_. ~ste movir1enro descre•. era uma Ep tciclo tde Alon gada, 

ce d': c ·do com o c;ue já conhecemos para a construção pla nimé
rr or.a d!'sta curva . 

Es•e raciocínio nos mostra a necess idade de constru irmos 

uma pseudo hélice com um passo menor do que 360° (se con

servil rmos o passo angular de 360<> recairemos no caso anrerior) 

e é o c;ue faremos determinando na épura as pro jeções orto

gonais de uma pseudo hélice com o passo angular de 90°, por 

exemplo. Teremos os pontos de 12 a 12 1 na projeção hor izontal 
e de 12' a 12' 1 na projeção vert ical. 

Por uma rotação em tôrno do eixo do tóro façamos os 

pontos coindirem com o meridiano de perfil , de menor afasta

mento o btendo de 1, a 12 1, na projeção horizontal e de 1'
1 

a 
12'1 na projeção v ertical. 
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Tomando como superfície diretora das projeções hiperbó

licas um hiperbolóide que tenha suas geratrizes inclinadas de 

um àngulo de 45°E com o plano horizonta l de projeção, traça

remos por esses pontos projetantes para le las à direção dada, 

cujos traços sôbre o plano do equador se localizam na projeção 

horizontal nos pontos de h
11 

a h
121

, pertencendo todos à ci r

cunferênc ia de d iâmetro igual à diferença entre os ra ios do 

equador e do círculo de gola. 

Trazendo os pontos do meridiano de perfil, por uma rota

ção inversa aos primitivos luga res, os traços das projetantes 

Fig. 11 

localizar-se-ão sôbre as tangentes aos paralelos traçados por: 

· 1, 2, 3 ... etc., nos pontos: h 1, h~, h:1, •.•••••• h11 , que reuni-

d os por uma curva, teremos uma epiciclóide alongada. 

Observação: - Os pontos 12, 6 e 12 1 não necessitam de 

projetantes, porque pertencem ao plano do equador. 

-4:2-





A EPICICLÓIDE ENCURTADA: 

Consideremos um semi-toro aberto, de e ixo vert ical, dado 

por suas p rojeções em épura (f igura 12), no qual a diferença 

entre os rai os do e;uador e do círculo de gola, dê uma circun

ferênçia de raio ta l, que o pa sso angular ,marcado sôbre o círculo 

de go la, seja um arco ma ior do que o comprimento do arco 

descrito por esta , sôbre o círculo de qola, quando sôbre ê ste 

rolar, sem escorregar. 

Suponhamos por exemplo que, sendo o ra io do equador 

igual a 20cm e do c írcu lo de gola ig ual a 16 em, a d iferença 

será de 4 em. Ora, a circunferênc ia com esse d iâmetro, rolando 

sôbre o c írculo de gola sem escorregar, descreverá sóbre ~ste 

um arco de 45°. Se fixarmos um passo angu lar ma ior C":) -;u e 

45°, por exemplo: 120°, poderemos faz er um rac iocín io análogo 

dO do caso antenor: 

··- Se i r.1a~ narrn':)s u:-'1 ~ segvnd d c•rcun íerência concênrri

c~ ~om " o ron e•' d e ao·e ~ '::" ' 3 r c"J u ~1 ra ·"J r-- a or, tal c;ue , ro-

1-l··": ? ( J !'C" '; -"~l ·J' ~ ' · ·e -:; _ " ") ( . , _·~ soe-:r e ·d , sécre fs ·e o seu 

!i! , \.. ' ' ... . 

dUf u ' 1!.,; e>•e •• '; • ~ ".:' ' "J v"'~ "epiciclõide encurtada", 

ts le raC'OCtr1 oO lo o fe oto oaseado no prxesso con strut ivo 
de uma hipoc ic lóide encurtada. 

Baseados nesle racioc ín io, delerm inemos no tóro dado, as 

projeções ortogonais de uma pseudo hélice tendo como passo 

angular um arco de 120°. 

Teremos na projeção hor izontal, o s pontos de 12 a 12 1 e 

de 12' a 12', na projeção vertical. A rotação eni tôrno do e ixo 

do toro os trará para o mer idiano de perfil : em 11, 2;, 3 1 • • etc. 

e 1' ,, 2' 1, 3', ... . e tc. Observemos que os pontos: 12, 6 e 
12 1 pertencem ao plano do equador. 
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Fig. 12 

Tomando como superfíci e d iretora um hiperbolóide de re

volução de uma fôlha que tenha suas geratrizes inclinadas de 

45°0 com o plano horizon tal de pro jeção e traçand:::> dêsses pon

tos as proje tantes fro ntais, determinaremos sôbre o plano do 

equador seus traços, que na projeção horizontal darão os pontos 

de h a h situados sôbre a circunferência que possue como 
1 11 

I I 

diâmetro a diferença entre os ra ios do círculo de equador e do 

círculo de gola. 

Por uma rotação inversa, obteremos os traços das p roje-

1antes: de h 1 a h 11, sôbre as tangentes aos paralelos correspon

dentes aos pontos da pseudo hélice. 

A reunião dos pontos obtidos pelos traços das projetantes 

hiperbólicas sôbre o plano do equador, será uma curva corres

pondente à EPICICLÓIDE ENCURTADA. 

- H-
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A HIPOCICLÓIDE REGULAR. 

Seja um semi·tóro circular aberto, dado por suas projeções 
em épura (figura 13) no qual o raio do círculo de gola é a me
tade do raio do equador. 

~-: 
~. 

Fig. 13 

Se a circunferência que possue como diâmetro a d iferença 
entre o raio do equador e o círculo de gola, rolar na parte inter

na do equador sem escorregar, descreverá sôbre o mesmo um 

- -! .) -
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arco ig ual a'J seu comprim ento, que no exemplo dado, corres

pe nde a 90°, po rc;ue seu rai o é 1 4 do raio do equador. 

Portanto se fix armos o passo angular em 90° e constru ir

mc.s as projeções ortog'Jnais da pseudo hélice, teremos os pon

~'Js de: 12 a 121 na pro;eção h orizontal e de 12' a 12'1 na pro

:tçã-:> vert ica l. Observemos que os pontos 12, 6 e 12 1 estão 

situ0dos sôbre o eq:Jad'J r do tóro. 

Tomem os como superfície d iretora das pro jeções h iperbó

licas, um h iperb::>lóide d e revolução de u ma fôlha que tenha as 

geratrizes inclinadas de 45°0. com o plano horizontal de pro

jeção. 

Por meio de uma rota<.>ào em tôrno do eixo do tóro, faça

mos com que os pontos da hél ice se transfiram para o meridia 

no ele perfil de menor afastamento e obtemos os pontos de: 11 

a 11 1 na proje~ão horizontal e de: 1', a 11 ' , na pr-:>je:;ào vertical. 

TrJcemos por estes pontos. projetantes fr onta is , pa ralelas às 

geratrize~ de frente do h ioe rboló ide, determinando os traços 

sôbre o p lano do equador. Es:es na pro;eç ão hor izontal se loca

li;:am sôbre a c i rcunier~ncia cu;o ::J ,áme:ro é a d :ferença entre 

o s rai os do e ::uador e do c írculo de go1a . 

A rotacão inversa trará os traços, pa ra as posições primi

t ivas d::>s pontos da pseudo hél ice. s itu:~d-:>s sôbre as tangentes 

tracedos destes pon tos aos respect ivos para!rlos, nos pontos de: 

h1 a h11 

A curva que une êsses pontos será uma HIPOCICLÓ IDE 

REGULAR, gerada pe:a c ircude rência que passa pelos traços das 

projet:ln!es h'perbó!ices e cujo dián•etro é a d iferença entre o s 

ra ios d::> e=luador e o c :rculo de gola, c;uando esta rolar no inte

rior do eq uador, sem escorregilr. 

- .!()-



I 

1 

L 



A HIPOCIClóiDE AlONGADA. 

Imaginemos um semi·tóro circular aberto, dado por suas 

projeções em épura (figu ra 14) no qual vamos supôr o raio dQ 

círculo de gola igual a um têrço ( 1 3) d o raio do equador. A 

diferença entre os raios, dará uma circunferência de raio igual 

a 1 ; 3 do ra io do equador. 

Se esta circunferê nc ia rola r na par te interna do e quador 

sem escor regar, descreverá um arco correspo.,cJente a 120° 

(pela relação de 3 1 entre os ra ios). Se imaginarmos porém um a 

segunda c ircun ferência concêntr ic a cem a pr imeira e de raio 

menor, rola.,do no in :erro· d e ov rro circulo, desc re ;endo neste 

ur1 arco d-: 90° p::r eJtemob, para ur13 ·t ~lr a cor1ple•a . um 

ponro q ;., !quer da r-r r1e••a c•rc un ferenc ia a-::ompar.hando o 

movimentQ, desc.re t<:>rá •.J r1 d ~o :p :x · cló'de abngada . 

Determmemos no tóro dado as proj e~ões ortog':lnais d :~ 

pseudo hélice tór ica . fixanco o pa sso angula r em 90°, teremos 

assim na proje;âo horizontal os pon:os de 1 a 11 e de 1' a 1'1 

na projeção vertical. Observem-::s q u e os pontes 1, 7 e 11 en

cont ram-se sôbre o plano do equador. Trazendo os pontos do 

eixo do tó ro, teremos os pontos de: 2 , a 11 1 e de: 2' 1 a 

11 ' 1 nas projeções horizontal e vertica l respectivamente . 

Em seguida, projetemos os ponto s obtidos, paralelamente 

às geratrizes de um hiperbolóide de revolução de uma fôlha 

que servi rá de superfície di reto ra e n a qual as g er atrizes fron

ta is, formam ângulo de 45° O com o plano horizonta l de pro

jeção. 

Tracemos pelos p on tos, pro jetan tes paralelas à direção da

da. act-.aremos os seus traços sõbre o p lano do .equador, sendo 

-l7 -
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que na projeção hor izontal ê stes se localizam sôbre a circunfe

rência que têm como diâmetro a diferença entre os ra ios do 

equador e do círculo de gola. 

Transferindo os pontos da pseudo hélice por meio de rota

ção inversa, para seus primitivos lugares a 1 a 11, na projeção 

Fig. 14 

horizontal, os traços das pro jctantes hiperból icas estarão sôbre 

tangentes aos paralelos, traçadas po r cada ponto da curva e 
obteremos então os pontos de h~ a h 11 • A curva que une ésses 
p:-.ntos é uma Hipocicl:>ide a!ongada resultante da projeção h i

perbó lica dos pontos de uma pseudo hélice sôbre o plan:) do 

equador. 
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A HIPOCICLÓIDE ENCURTADA 

Seja o semi tóro aberto de e ixo ver tical dàdo por suas p ro

jeções em épu ra (figura 15). Se construirmos as projeções or

togc nais da pseudo hélice, fixando o passo angu lar (120° por 

exemplo) ma ior do que o arco descr it::> pela c ircunferência que 

têm como diâmetro a diferença e ntre os ra ios d::> e~uador e do 

círculo de gola, quando esta rola r sem escorregar n::> interior 

do equador, a pro1ecão hiperbólica da curva ac im a, sõbre o 

p lano do ec;u ador, serd ur1a H no:: elo de Encu rtada . 

O rac ·oc r::> ";Je e""pregare"'::;S, será bilseado em i'Tleg:

nar ur-" !e:i . "'Jl c ·~~r;•:·t:~c a c::;n~~nlrtCa c::;m .a pr ome ira e 

de rJ c~ J • • . r-; ' J·--: :: "::'"' ' e· o · de um ovtro c•·culo, sem es· 

c~# rr.:j:} "'. d~ no :. ..!:> -3 :! ~ >crc . ~r ne~ · t: um arco •-; .J:31 ao seu com

pr ·~e..., :o ( 120° p::>r exemr~o). 1.m• p ::;n•o c;valover da pr ~e i ra 

c ir: _., íeréncia d ur ante ésse movor1en1o, descre·terá urn a H·po
c c:c elo:! ~:1curt cdi'l. 

/, ;sim serdo. c'e·erminem:::s em é ) u•a. as ·y:J jecões or•o · 

'J ::C ·<- is c:J pseu~'::> h~ ' ice e te remos cs contos de: 1? a 12 , n3 

or::> eçã::> horizontal e de: 12' a 12'1 na pro jeção::> ver·;ol. Obser· 

•tem:-s que os ponlos: 12. 6 e 12 1 , óJer tencendo ao plano do 

e ·:u.'ldor. não precisam ser projetados h iperbOi icamente. 

Tomemos como superfície diretora um h iperbolóide de re

volução de uma fõlha, que tenl-.a as geratrizes inclinadas de 

45°0 com o plano horizontal de projeção. 

Por meio de rotação em tôrno do eixo do tóro, façamos 

v . pontos da curva coincidir com o meridiano de perfi l, nos 

Ovr tcs de: 1, a 111 e de 1'1 a 11 ' 1 nas projeções horizontal 
e Vt:ro;ca l respectivamente. 

-... 





Tracem::>s por êstes p::>ntos as projeta ntes hiperbólicas fron

tais cujus traços sóbre o plano do e~uador na projeção horizon-

tal, darão os pontos de h a h , local isados sôbre a c i rcun-
• 11 

I I 

ferência que tem como diâmetro a d iferença entre os ra ios do 

Fig. 15 

equador e do círculo de gola . Por ro tação inversa, façamos os 

pontos do meridiano de perfil voltarem às primitivas posições, 

juntament~:: com os t raços das projetantes hiperbólicas darão os 

pon tos de: h 1 a h 1 1 • A curva q ue une os pontos obtidos é uma 
Hipociclóide Encurt01da. 
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CURVAS DO TIPO LEMNISCATA 

Como sa bemos, as lemniscatas são quá rticas planas res•;! 

tantes da projeção de quárticas revessas. 

São curvas que possuem a forma de um oito, apres~ntando 

um p onto duplo (nó) com duas tangentes principais para oda 

ramo. 

As mais importantes são: 

LEMNISCAT A DE GERO NO - resultante da projeção vert i 

cal da intersecção entre uma esfera e u m c ilindro circular d~ 

geratrizes vert icais, cujo diâmetro é igual ao ra i:) da esfera, d~ 

sorte que uma geratriz coincida com o eixo da esfera, estando 

os eixos no mesmo pla'lo de perfil. 

No tóro circul a r, ab~rto. remos: 

LEMNI SCATA HIPERBÓLICA DE BOOTH - é uma c urva 

plana resultante da seccão paralela ao e ixo de uma superfíci'e 

tórica, feita por um plano tangente à gola. 

LEMNISCATA DE BERNOULLI - é uma curva plana resul

tante da secção fe ita por um plano paralelo ao e ixo de uma su

perfície tórica cujo raio da ci rc unferência geratr iz é igu al a 1 3 

do raio do equador, plano êsse tangente à gola da superf ície. 

Esta lemniscata juntamente com a de Gerono, se d ist ingue 

d as demais por apresentar no ponto duplo, as tangentes princi 

pais o rtogonais entre si _ 

Desejamos apresentar nesse trabalho, curvas . do tipo lem

niscata que resultam da pro jeção de cu rvas revessas ·t raçadas na 

superfície tórica e que possuem aspectos d iversos de acórdo com 

as relações entre o círculo de gola e do equador da superfíci e . 
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A condição para se obter as curvas do tipo lemniscata é 

que a pseudo hélice seja formada por duas espiras e como 

consequência cada espira deverá ter o passo angular igual 
a 180°. 

Imaginemos em primeiro lugar, uma superfície tórica aber

ta, dada p::>r suas projeções em épura (Figura 16). 

Tracemos as projeções de duas espiras da pseudo hélice 

~~~:~~~~~~75·-~· 

1 

F ig. 16 Fig. 17 

na superfície dada, fixando o passo angular em 180° e partin

d o de um ponto do equador situado no meridiano de frente. O 
ponto g~::rador na projeção hor izontal descreverá uma espira de 
1 a 12 t:: a segunda espira de 11 a 12 1 correspondendo na pro-

-.i~ -

I ---- 2: 





jeção vertical os pontos de 1' a 12' para a primeira espira e de 

1' 1 a 12' 1 para a segunda . 

A reunião dos pontos na projeção vertical dará uma curva 

plana resultante da projeção de uma cu rva revessa traçada na 

superfície tórica, apresen tand o um ponto d uplo 7' 7'1 e em 

forma de oito. 

A projeção horizontal apresenta uma curva que tangencia 

o equador e possue um estreitamento nos pontos em que tan

gencia o círculo de gola. 

O estreitamento nos leva a raciocinar que será maior, quan

to menor fôr o círcu lo de gola e q ue aproximará os pontos de 

tangência neste círculo, quando êste t"i ver o ra io nulo. 

E· ... identemente nessas condições o tóro que apresentar o 

círculo de gola com raio nulo, será um tóro fechado e a curva 

resultante da projeção de duas espiras de uma pseudo-hélice com 

passo angular igual a 180° (Figura 17) apresentará uma curva 

tipo lemniscata na pro jeção horizontal, cujo ponto duplo será o 

centro do tóro e teremos uma segunda curva do t ipo lemniscata 

na projeção vertical, com a particularidade de apresentar uma 

única tangente aos dois ramos no ponto duplo, sendo a tangente 

o próprio eixo vertical de simetria. 

Vemos ass im a possibil idade de obter duas curva s do tipo 

lemniscatas resultantes d a projeção sóbre o plano horizontal e 

ver tica l de uma curva revessa traçada na superf ície de um tóro 

circular. 
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CONCLUSÃO 

]~'scol!tl'lulo 11 -'IIJIIT{írir tJ,, Trírn f' irculor para n 'lobfl rrt

'.'"" dt sso /r.w·, " /inalit/(1(/r t{o rntlor fni c.~ tutll!r a.ç c11rra.~ rc

t• cs.,as lraçodns nrsl a sllpr'l'{íc ir c ,,uns prujt•:'~"" (J r/ r,!JOIInis . 

. I infrorlur:,iu do Crl/lrciffJ tlc "l'mjq·•lo ll ipcrbólica" ior

lloll-sr 1/I('C.•wírifl pnm ,,!JftllÇtitJ t{rts CII I'I'Os cíclicns: cpi e hipo

cicltíitlts l'({jllilln s. nlrJit!fndas e rttc llrltulas 110 (,'co mclna Des
crilil'n. 

f.· .,frs rollr!' ilos pt rmilirr1111 I''JII .,ir/rmr '' 1/ iprrbolóirle rf,; 

rrt·ol11~· ·i11 rir 1111/rt fri/hn comn -'"P' rfír ir dircf () ra para 11111 .~ is

l rllllt ri r prr,jtçriu . . I 1/}Jiicru:.in tln< Jll'ojr(•i'·' hipabólicn.~ ti 
lt flice rilí11drica. 1111r111rd mnslr"" n pfi.~.~ibi/irlarlr rf p nbtou;rr() 

da rl'nl t·rul r ri buv do cilinrlrn tiiÍc/r(). 

•"'abt' IIIIJs lallll".'" rio itiiJPrr(Ú IIC Ín 'J II ' ' P'J:is l/ (' 111 1111 Engr-· 

11ha rio ns epin'clúitlcs c hipocirlt)itlc.<. pr, is siiiJ Cllf'l'G.< JNJ11t ~-

1ricas fJII C snlisfa~cm ris co11 tli~··~rs g,.,, ,,(frica.< r riu Pm,í lico.~ 

r{os J>t'I'[Ís CIJ II jllfllltfos , JlfiÍ.< 11.< f'll!) l'f 111/fji' IIS IJIIf' jJfJ .<SIIi 111 p rr{Í.< 

cic:/1,iduis aprr sc11 fum III C il UI'I ., res i.~ l i u cias pa.<siras. 
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