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O PLANO

Iniciando éste pequeno estudo sobre o que chamamos em des-
critiva um plano qualquer, observaremos primeiro as duas maneiras
em que éle pode apresentar-se em uma épura.

No primeiro caso os tracos do plano formam &angulos com a
linha de terra numa mesma direcio, e pode ser considerado como
um plano vertical, no qual fizemos uma rotacido em térno do seu
traco horizontal (P.) para o lado da inclinacdo do mesmo, fig. 1.
3, P, P'l)

Este primeiro caso é muito comum e o encontramos em quase
todos os compéndios sobre o assunto, tornando-se portanto desneces-
sario inclui-lo néste nosso estudo.

Estudemos, porém o caso em que éle se apresenta em épura com
seus tracos formando angulos com a linha de terra em direcoes
opostas, caso que nao snconframos nos livros sobre a matéria, mas
que se apresenta com bastante frequéncia no decorrer dos estudos
sobre a mesma, perturbando o aluno ou o técnico menos avisado.

Suponhamos na fig. 2 um plano vertical (B, P, P’) e facamos
uma rotacao do mesmo em torno do seu traco horizontal (P.) para
0 lado oposto a inclinacao do mesmo, e obteremos assim um plano
qualguer, que sera representad em épura com os tracos formando
dangulos com a linha de terra em direcoes opostas, .podendo ainda
éstes tracos pertencerem a uma mesma réta que corta a-linha de
terra.

Estudar éste plano, tornando-o util e doécil no-.decorrer dos
nossos estudos, é a finalidade a que nos propomos, acreditando que
assim contribuimos, embora modestamente, para o fascinante estudo
da geometria descritiva.

INCLINACAO DO PLANO SOBRE OS PLANOS DE PROJECAO.

Como sabemos, para trabalharmos com um plano qualquer,
nossos malores auxiliares sao os angulos que o plano forma com os
planos de projecéo.

Determinando ésses angulos, teremos dominado o plano, tornando
facll a resolucio de qualquer problema sdbre o mesmo, tais como
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projegoes de figuras ou poliedros situados sobre o plano, determina-
coes de secches planas, etc.

O angulo de inclinagdo de um plano qualquer sobre o plano
horizontal de projec¢éao, como sabemos, nos é dado pelo que chamamos
“reta de major declive”, que é a reta formada pela intersecdo feita
num plano qualquer por um plano vertical perpendicular ao plano
qualquer, ficando assim o Angulo formado entre esta intersecdo e a
sua projecdao horizontal perpendicular ao plano qualquer e ao plano
horizontal de projecdo, determinando portanto a inclinacio do plano
qualquer sobre o plano horizontal, ou a maior inclinaco que é a
verdadeira fig. 3.

Consideremos a seguir a fig. 4 em épura os tracos de um plano
qualquer (B, P, P') e determinemos neste plano a interseg¢io feita
por um plano vertical, colocado em relacdo ao plano qualquer dentro
das normas para obtencdo da reta de malor declive.

A intersecdio déstes dois planos pode ser determinada de diversas
maneiras; usemos, porém, néste primeiro caso a intersecao dos tracos
verticais do plano qualquer e do plano vertical num outro qua-
drante, ja que os mesmos nio se cortam no primeiro; usemos o
terceiro ou o quarto quadrante, pois que o plano vertical inferior de
projecio pertence aos dols.

Considerando os tragcos de um plano qualquer com relaciao aos
quatro quadrantes, observamos gque os tragos verticais do plano per-
tencem a uma mesma reta que corta a linha de terra, assim como os
tracos horizontais pertencem a uma outra reta que corta a linha de
terra no mesmo ponto de intersecdo dos tracos verticais; do que se
conclui que os tracos de um plano qualquer determinados nos quatro
guadrantes tém um ponto comum sdbre a linha de terra figs. 5 e 6.

Se atribuirmos ainda &s designacbes 1, 2 e 3 para respectiva-
mente os segundo, terceiro e quarto quadrantes teremos na fig. 6 a
épura representativa dos tracos de um plano qualquer nos quatro
quadrantes. "

Voltando, porém, a fig. 4, se prolongarmos o traco (M’) do plano
vertical e o traco (P’) do plano qualquer, teremos determinado em
(M’) a intersecao dos tracos verticais no terceiro ou quarto quadrante.
No ponto (n) formado pela intersecio de (P.) com (M) temos ja
obtida a projecdo horizontal de uma das extremidades da reta de
maior declive, extremidade esta que pertence ao plano horizontal de
projecéo, tendo portanto a sua projecéo vertical sobre a linha de terra
(n"), ora a projecdo vertical da intersecdo dos dois planos, que € a
reta de maior declive, seri a reta que passa pelo cruzamento de
(P 1) com (M 1) e pela projecio vertical (n’) de (n); claro que, se
considerarmos apenas o primeiro quadrante, a projecdo vertical da
reta de maior declive é representada de (n’) para cima, a projecdo
horizontal da mesma reta se confunde com o traco (M) do plano
vertical, pois ela pertence a éste plano.
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Este tracado, embora simples e pratico, apresenta a nosso ver o
defeito de sobrecarregar o plano horizontal de projecao, o que mais
tarde pode perturbar-nos na resolucao de problemas referentes ao
plano qualquer; acontece ainda que esta solucdo obriga o aluno a
um conhecimento mais amplo da matéria, bem assim como uma per-
feita compreensio de problemas referentes aos quatro guadrantes,
e ainda uma perfeita percepcéio dos planos no espac¢o, o que néo
podemos exigir, pois gue os programas para algumas das secdes do
curso pedem apenas a resolucao de casos no primeiro quadran-
te; procuremos portanto resolvé-lo, utilizando apenas o primeiro
guadrante.

Consideremos na fig. 7 os tracos (B, P, P') de um plano gualgquer,
e cortemos a seguir o plano por um plano vertical a fim de obter a
reta de maior declive. No ponto (n) resultante do cruzamento dos
tracos horizontais (M) e (P), como ja vimos, temos a projecio hori-
zontal da extremidade da reta de maior declive que pertence ao plano
horizontal, ou o vértice do angulo que nos da a incdinacdo do plano
qualquer sdbre o plano horizontal; se projetarmos (n) sébre o plano
vertical, obteremos (n') determinando assim as duas projecdes do
vértice do angulo; sabemos ainda que a projecido horizontal déste
mesmo &angulo se confunde com o traco horizontal (M) do plano
vertical, margquemos portanto sobre a projecao horizontal da reta de
maior declive um ponto qualquer (m) e consideremos éste ponto
como pertencendo a uma reta de nivel do plano (B, P, P), facil se
tornando portanto determinar a projecdo vertical déste ponto, pois
se um ponto tem a sua projeciao horizontal sobre a projecao horizontal
de uma reta de nivel fatalmente tera sua proje¢céio vertical sGbre a
projecao vertical da mesma reta. Seguindo éste raciocinio, obtivemos
a projecao vertical (m’) e ainda a projecdo vertical da reta de maior
declive (n’, m’) gue ainda representa a projecio vertical de um lado
estando a projecdo do outro lado sobre a linha de terra, pois que
éle pertence ao plano horizontal de projecao.

As duas projecoes, porém, daquele angulo nao o representam em
verdadeira grandeza, pois que o mesmo é obliqguo ao vertical e per-
pendicular ao horizontal, tornando-se portanto necessario defermi-
nar-lhe a verdadeira grandeza, o que faremos por meio da rotacioc
do angulo de inclinacio do plano gualquer sdbre o plano horizontal,
do mesmo em térno de um dos seus lados.

Se observarmos a fig. 3 que € a reia de maior declive, a proje¢io
horizontal desta mesma reta e a projetante horizontal do ponio (m)
formam um tridngulo retangulo, do qual um cateto (n,m) pertence
ao plano horizontal de projecao, para rebatermos éste triangulo sdbre
o plano horizontal de projecdo, nada mais temos a fazer que a rotacéo
de um triangulo retingulo em torno de um dos seus catetos; no case
aquele que pertence ao plano horizontal.




Do gue acima ficou dito se conclui que, para determinar o angulo
de inclinacao que o plano B, P, P’ forma com o plano horizontal de
projecao (fig. 7) nada mais temos a fazer do que levantar uma
perpendicular a (M) pelo ponto (m) e marcar sobre a mesma a partir
de (m) a cota déste ponto, que € ainda o segundo cateto do aludido
triangulo, obtendo assim o adngulo (¢) inclinacdo do plano gqualquer
sobre o plano horizontal de projecio, em verdadeira grandeza.

Para que éste plano se forne 1til no decorrer dos nossos estudos,
necessario se torna rebaté-lo em torno de um dos seus tracos a fim
de, colocando-o de frente, determinarmos com exatidao a parte util
do plano, que € a parte do mesmo compreendida entre o plano
vertical (M’ M,) plano vertical de projecdo e plano horizontal de
projecao (fig. 3).

Se observarmos (fig. 7) que a parte do plano (B, P, P’) limitada
pelos tragos do plano (P) e (P’), pelo plano vertical que determinou
a reta de maior declive, e pela reta de nivel por nos usada, esta
representada por um trapésio retangulo, em que a base superior € a
reta de nivel, a base inferior o traco (P), o lado que forma os
angulos retos a reta de maior declive e finalmente o lado oposto é
o traco (P’) do plano (B, P, P’). A rotacio da parte util do plano
qualquer em torno do seu traco horizontal (P, se resume na rotacao de
um trapézio em torno da base que pertence ao plano horizontal de
projecao, a reta de maior declive na sua rotacdo se confunde com
o traco (M,) de (n) a (¢2) tomamos a verdadeira grandeza da parte
por nos limitada sébre a reta de maior declive (n, ¢l), em (c2)
tracamos uma paralela a (P) obtendo a posicao da base superior
do trapésio, ora se a parte (B,d) do traco vertical (P’) representa
um lado do trapésio em verdadeira grandeza, com centro em (B)
levamos (d) para a ultima paralela tracada e temos assim rebatida
a parte 1til do plano (B, P, P’) sobre o plano horizontal de projecao,
por meio da rotacio do plano em toérno do seu traco horizontal,
determinando ainda o angulo (y) que é o angulo plano do plano
qualquer (B, P, P’).

Podemos ainda fazer a rotacio da parte util do plano em térno
da reta de maior declive, o que em Inameros tracados € mais vanta-
joso como adiante veremos.

Para obtermos a rotacio do plano qualquer em ftérno da sua
reta de maior declive, pelos pontos (n) e (cl) tragcamos duas para-
lelas perpendicular aquela reta, do ponto (n) sébre a perpendicular
marcamos a distdncia (n, B), e do ponto (cl) a distincia (¢2) (dl);
ligando enfim as extremidades B 1 e d2) teremos rebatido a parte
util do plano qualquer (B, P, P’) em torno da sua reta de maior
declive.

Vejamos a seguir como determinar as projecdes de um ponio
situado sobre éste plano (fig. 8), obtida a rotacdo do plano qualquer
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em torno do seu fraco horizontal (P), da maneira como fizemos
na fig. 7; marquemos sobre o rebatimento um ponto (A) que pertence
ao plano (B, P, P'); se considerarmos o plano vertical que deter-
minou a reta de maior declive como um plano de projecao substituto
do plano vertical, teremos o plano qualquer transformado num plano
de topo neste segundo sistema de projecoes, em que o trago (M) é
a linha de terra, a reta de maior declive o traco vertical e (P) o tracgo
horizontal, logo as projecoes do ponto (A) néste segundo sistema de
projecdoes e resumem nas projecdes de um ponto (A) que pertence
a um plano de topo, aplicande o tracado para obfencdo das projecoes
de um ponto situado sdbre wm plano de tépo, obtemos as projecdes
(a 1) (a) considerando a seguir a projecao horizontal {(a) como a
projecao de um ponto que pertence a uma reta de nivel do plano
(B, P, P') facil se torna determinar a projecAo vertical (a’') de
acordo com o tragado ja por nds exposto.

Como, porém, nossa finalidade deve ser sempre simplificar o
mais possivel os nossos tragados para maior clareza e compreensao
dos problemas néles expostos, procuremos nas épuras que se seguem
alcancar éste objetivo. Na fiz. 9 considerando o ponto (A) como
um ponto situado sobre uma reta de nivel, abandonamos a reta de
maior declive, e levando o ponto {(m) sobre o trago (P’) determi-
namos a projecao vertical daguela reta, determinada a projecio ver-
tical da reta de nivel, ficil se torna determinar a projecao horizontal
da mesma reta e as duas projecdes do ponto.

Na fig. 10 considerando ainda como na fig. 8 (M) como linha
de terra e reta de maior declive como traco vertical e (P) como
traco horizontal de um plano de topo, fizemos uma rotacao do plano
(B, P, P’) em torno de sua reta de maior declive, ou uma rotacao
do plano de topo em torno do seu traco vertical (reta de maior
declive), obtendo as projecoes (a 1) e (a) e, para simplificar, con-
siderando que as cotas para dois planos verticais sdo sempre iguais
tomamos a cota de (a 1) para determinarmos (a’).

Como a projecac vertical da reta de maior declive pode em
alguns casos apresentar-se sobreposta a projecao vertical de uma
reta, uma figura, ou um corpo assente sobre o plano qualquer, o que
poderad dificultar a interpretacio da épura, tentemos suprimir a
projecao vertical da reta de maior declive. Na fig. 11 dado um plano
qualquer representado pelos seus tragos (B, P, P’), tracemos o plano
vertical (M, M) para determinar sua reta de maior declive, como
ja observamos nos casos anteriores a intersecdo (n) de (P) com (M)
nos da a extremidade daquela reta que pertence ao plano horizontal
de projecdo, marquemos a seguir um ponto qualquer (m) sébre a
projecao horizontal da mesma reta, claro estd que a cota de (m)
€ igual a cota do plano de nivel a que éle pertence, na perpendicular
(m 1, m 2) levantada a linha de terra feremos a cota do aludido
plano, para determinarmos o dngulo de inclinacio de (B, P, P') sobre
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o plano horizontal de proje¢cdo basta que transportemos.a distancia
{m 1, m 2) para (m 3), aproveitamos ainda esta épura para determi-
narmos a projecac de uma reta situada sobre o plano (B, P, P').

Considerando ainda que as proprias projecoes vertical e hori- .
zontal da reta de nivel podem ser dispensadas na determinacado do
angulo formado entre o plano qualgquer e o horizontal de projecéo,
tracemos a fig. 12 os tracos (B, P, P’) e o plano vertical (M, M’)
sobre o traco vertical (P’) marquemos um ponto qualquer (m’),
baixando uma perpendicular déste ponto a linha de terra, teremos
determinado a cota (m’, m) do plano de nivel; se tracarmos uma
paralela a (P) pelo ponto (m), teremos a projecdo horizontal da
reta de nivel; porém, para simplificar, ainda tracemos esta paralela
de (M) para a esquerda, marcando a partir de (M) a cota (m, m"),
resultando desta maneira o angulo (¢) que é a inclinacdo do plano
(B, P, P’) sobre o plano horizontal de projecdo. Aproveitamos ainda
éste tracado para determinarmos as projecdes da figura plana, usando
a rotacdo do plano qualquer em térno da reta de maior declive, por
acharmos que se torne mais claro éste procedimento.

Como 1ultimo caso néste estudo para a determinacdo da reta de
malior declive, e rotacdao do plano em toérno do plano horizonfal de
projecao, vejamos o caso. em que o traco M) od plano vertical néo
encontra a linha de terra nos limites da folha do papel (fig. 13), como
ja observamos a intersecdo de (P) com (M) nos da a extremidade da
reta de malior declive que pertence ao plano horizontal, e a proje¢ao
horizontal do angulo de inclinacdo do plano (B, P, P’) se confunde
com o traco (M) do plano vertical, num ponto qualquer (m) tomado
arbitrariamente sébre o traco (M) tracemos uma paralela a (P) que
representara a projecdo horizontal de uma reta de nivel do plano
(B, P, P’) na intersecdo (m 1) com a linha de terra levantemos
uma perpendicular & mesma que limitada pelo fraco vertical (P’)
nos dara a cota (m 1, m 2) do plano de nivel, que transportaremos
para (m, m3), (¢) é o angulo de inclinacdo de (B, P, P’) sObre o
plano horizontal de projecdo, a rotacio do plano qualquer em térno
do traco horizontal sera feito como nos casos anteriores.

Alias o que fizemos nas figuras 12 e 13 fol apenas uma substituicdo
do plano vertical de projecdo, usando para substitui-lo o plano ver-
tical para determinar a reta de maior declive, tornando portanto o
plano (B, P, P’) um plano de topo em que o angulo de inclinacdo
do plano sobre o plano horizontal de projecido nos é dado pelo angulo
iformado entre o traco vertical e a linha de terra.

Acreditando ter preparado o plano qualgquer néste caso parti-
cular, para que nos possa servir nas multiplas aplicacoes que encon-
traremos no decorrer de nossos estudos, passemos a seguir a algumas
destas aplicacdes.









COES DOS POLIEDROS

As projecoes de um poliedro assente sébre um plano qualquer
tornam faceis se observarmos gue as mesmas Se resumem Aas
ecoes de uma figura que pertence ao plano, figura gue no caso
a base do corpo ou uma das suas faces, e & projecio de uma reta
pendicular ao plano gualquer, que € ou o eixo de uma piramide
ou as arestas laterais de um prisma reto.

- Vejamos na fig. 14 um plano qualquer (B, P, P') em que ji
efetuamos um dos tracados estudados no capitulo anterior para a
terminac¢ao da reta de maior declive, e rotacao do plano a fim de
determinar a parte 1util do mesmo.

: Estudemos as projecoes de uma piramide de reta assente sobre
0 plano, digamos ainda que esta piramide reta tenha uma base qua-
drangular; as projecoes da base portanto se resumem nas projecdes
- de um quadrado que pertence ao plano (B, P, P’); se considerarmos
0 corpo se projetandu sobre o plano vertical que determinou a reta
~ de maior declive, teremos a verdadeira grandeza do eixo da piramide
~entre (v 1) e a reta de malor declive pols que, ao considerarmos o
traco (M) do planc vertical (M'M) como linha de terra transforma-
mos o plano B, P, P’ em um plano de topo, deixamos de determinar
 a projecao completa do corpo sobre éste segundo plano de projecio
por acha-la desnecessaria ao nosso tracado, pois necessitamos apenas
- do eixo que no caso € a altura da pirimide e esta estd representada
- por uma reta perpendicular ao plano (B, P, P') e tem uma das
‘extremidades pertencendo ao mesmo, considerando ainda (M) como
uma nova linha de terru, a colocacdo do eixe na projecdo horizontal
se torna facil, pois toda a reta perpsndicular ao plano qualquer tem
. as suus projecdes perpendiculares aos tracos désse plano; logo, de-
- terminando o centro da projecic da base, que pode ser feito da
~ mesma maneira pela qual determinamos os vértices da mesma, ou
- por meio das diagonals da figura que representa a projecdo horizontal
~ do quadrado de base como allds fizemos, tracemos por éste centro
uma perpendicular ao traco (P: e ainda como as duas projecoes de
' um ponto estio situadas sempre sobre uma mesma perpendicular
- a linha de terra, tiremos por (v 1) uma perpendicular ao traco (M)
& intersecio dessas dusas perpendiculares nos daria justamente a
projecio horizontal do vértice da piramide em questdo. Deter-
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minada a8 proje¢do liorizontal, facil se torna a determinacio da
projecao vertical, pol: gue as cotas para dois planos verticais séo
iguais.

No caso que acapamos de expdr, usamos para determinacido do
angulo de inclinagio do plano (B, P, P’) sObre plano horizontal e
rotagio do planu gualguer em tdorno da reta de maior declive o
processo por nod expusto a fig. 12, e para a determinacédo das proje-
¢Oes da piramide o tracado da fig. 10.

Poderiamos ainda resolver o problemsa pela rotacao do plano
qualquer (B, P, P’) em toérno do seu trag¢o horizontal (P), a fim de
determinar~lhe & parte util se néo o fizemos, foi por achar que se
torna mals ripido e também mais compreensivel a épura, sendo
felta pelo tracado exposto a fig. 14.

Consideremos a seguir a fig. 15 um prisma reto de base trian-
gular assente sbbre um plano qualquer, dado pelos seus tracos
(B, P, P’); as projecGes da base que perfencem ao plano qualquer
serdc determinadas da mesma maneira gue usamos para a base da
pirdmide do caso anterior, considerando que se trata de um prisma
reto, teremos as arestas laterais iguais, considerando ainda que tddas
elas formam &angulos iguais com os plancs de projecio; portanto,
se projetam sobre os dois planos iguais; logo, quando determinarmos
a projecdo sobre o plano vertical que determinou a reta de maior
declive, para marcarmos a verdadeira grandeza da altura do prisma,
desnecessario se torna que projetemos todas, basta projetarmos uma
para que depois de determinada sua grandeza relativa na projecéo
horizontal tomemos a seguir as outras iguais 4 primeira. -

No caso presente, usamos o tracado exposto & fig. 13 para de-
terminacdo do angulo de inclinacdo e rotagio do plano em térno da
reta de maior declive, e para as projecbes do prisma seguimos a
mesma orientacio que usamos na fig. 14.

A fim de nfo alongarmos éste nosso pequeno estudo e consi-
derando que para qualquer corpo o procedimento é sempre o mesmo,
variando apenas a base que podera ser um poligono qualquer, vere-
mos apenas mais dois casos, em que o corpo, poderemos dizer estar
colocado numa posicio inversa a dos tracados por noés vistos as
figuras 14 e 15.

Assim sendo, consideremos nas figuras 16 e 17 uma pirdmide
reta de base quadrangular e um prisma reto de base triangular
assentes sfbre um plano qualquer (B, P, P’); as projecoes das bases
désses poliedros nZo apresentam dificuldades, pois continuam a ser
as projecoes de figuras planas situadas sébre um plano gualquer,
guanto ao eixo da pirdmide ou as arestas laterais do prisma reto,
teremos é claro que tomar-lhes a verdadeira grandeza nas suas
projecoes sobre o plano vertical que determinou a reta de maior
declive, num sentido inverso ao que tomamos as figuras 14 e 15.
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Consideremos a fig. 18 o plano (B, P, P’) as duas projecoes (b)
e (b’) de um ponto (B) que pertence a €sse plano; consideremos
ainda que aquéles pontos representam as projecoes da extremidade
de uma perpendicular ao plano qualquer gue toca o mesmo. Tendo
as projecoes da extremidade para termos as projecdes da perpendi-
cular basta que levantemos perpendiculares a (P) e (P’), claro que
até aqui temos as perpendiculares com tamanho ilimitado, digamos
porém que a sua verdadeira grandeza nos é dada pelo segmento
(X). Sobre a projecio vertical da perpendicular marquemos um
ponto (m’) de (m’) determinamos (m) projecio horizontal do ponto,
ficando assim limitada as projecoes de um segmento da referida
perpendicular, limite éste porém que ndo representa as dimensdes
por noés desejada, se fizermos uma rotacdo do segmento (mpb) em
torno de um eixo vertical que passa pela sua extremidade (b) tor-
nando-o frontal, teremos o mesmo representado em verdadeira gran-
deza na projecdo vertical; se marcarmos de (b’) para (a’) o tamanho
do segmento (X), teremos o limite por nos dado sbbre a perpen-
dicular tornada frontal, considerando ainda que a rotacio de uma
reta em térno de um eixo frontal ndo lhe modifica as cotas para
obtermos (a’l) levamos paralelamente a linha de terra o ponto (a’)
para a perpendicular indefinida, obtendo déste eruzamento o limite
(X) na projecdo vertical, determinada a projecio vertical facil se
torna a determinacio da projecac horizontal.

Se desejarmos conseguir por um processo mais pratico o que
acabamos de expodr, consideremos que toda reta perpendicular a um
plano gualquer forma com o plano horizontal de projecio um angulo
invariavel, determinado éste angulo, teremos determinado a inclina-
¢ao da perpendicular tornada frontal na projecio vertical.

Consideremos a fig. 19 os tracos de um plano qualquer (B, P, P’)
e as duas projecoes (b) e (b') das extremidades de uma perpen-
dicular ao plano e procuremos tracar pelos mesmos as projecdes da
perpendicular numa dimensdo (X). Se determinarmos a reta de
maior declive e a ela tracamos umg perpendicular, a intersecéo
desta perpendicular com a nova linha de terra (L 1 T 1) nos dara
o angulo (n) que a perpendicular ao plano (B, P, P') forma com
o plano horizontal de projecio. Tracando portanto pelo ponto (b”)
uma reta obliqua num éngulo (n) a linha de terra, teremos a posicio
da perpendicular tornada frontal na projecio vertical, de (b’) para
(a’) marcamos a verdadeira grandeza da perpendicular pedida (X),
e finalmente, considerando que a rotacio de uma reta em torno
de um eixo vertical néo lhe allera as cotas, obteremos (a’l), deter-
minada a projecio vertical da perpendicular pedida nido teremos di-
ficuldades na obtencao da projecdo horizontal.

Como podemos observar nas figs. 20 e 21, o segmento perpen-
dicular ao plano qualquer B, P, P’, é no caso da piramide reta, o
eixo da mesma, e, no caso do prisma reto, suas arestas laterais.


















SECOES PLANAS

As seccoes feitas num corpo por um plano qualquer podem ser
determinadas como ji o sabemos por varias maneiras. Pela inter-
secdo de retas com o plano qualquer, se consideramos as arestas
Jaterais do corpo. Pela intersecio de planos com planos, se consi-
derarmos as faces do sélido e pela substituicio de um dos planos
de projecao que, ao nosso ver, € o processo mais pratico e o que
melhor clareza representa na épura.

Consideremos a fig. 22 as projecOes de uma piramide reta de
base retangular assente sobre o plano horizontal de projecdo e os
tracos de um plano (B, P, P’) que a seciona, e procuremos resolver
éste nosso primeiro fracado pela intersecio de retas com planos,
tracemos ent3o o plano vertical (M’ M) que cortem as arestas
(Vb, Vd), determinando a intersecao destas duas arestas com o plano
qualguer na proiecdo vertical, pontos (1 e 2) teremos determinado
dos vértices do poligono de seccdo na projecdo vertical. A seguir
tracemos um segundo plano vertical (N) que contenha as arestas
(Va, Ve), o traco horizontal do plano vertical (N) nio encontra a
linha de terra nos limites da folha de papel, impossibilitando-nos
portanto a determinacdo do traco vertical do mesmo plano, consi-
deremos, porém, que a projecio horizontal de intersecao feita num
plano qualquer por um plano vertical estd sempre sébre o traco
horizontal déste plano, do que resulta que (N) é a proje¢do hori-
zontal de intersecdo feita no plano qualquer pelo plano vertical,
tomemos portanto sébre o traco (N) dois pontos arbitrarios (e) e (f)
e consideremos que éstes dois pontos pertencem a uma reta de nivel
do plano (B, P, P"), assim facilmente determinaremos as projecoes
verticais (e’) e (f') que ligadas nos dario a projecio vertical da
intersec@io e por consequéncia os dois pontos (3 e 4) intersecdes das
arestas (Va) e (Ve) com o plano qualguer e ainda vértices de pro-
jecdo vertical do poligono de seccdo, determinada a projecao vertical
ficil se torna a determinacdo da projecdo horizontal.

Nas figuras 23 e 24 tragcamos separadamente as intersecOes dos
planos M’, M e (N) com o plano qualquer.

Na fig. 25 vamos encontrar ainda as proje¢des de uma piramide
reta de base retangular assente sdbre o plano horizontal secionado
por um plano qualquer (B, P, P’). Consideremos néste segundo
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caso as faces laterais do corpo e determinemos os tracos dos planos
que contém estas faces, fomemos a face (V, a, b), o traco horizontal
do plano que contém esta face conterd a aresta (ab) da base, pois
que éle pertence ao plano horizontal de projecdo, determinado desta
maneira o trago (M) observemos que (V) e (V') sdo as duas projecoes
de um ponto que pertence ao plano (M), logo a determinacido do
traco vertical do plano (M) se reduzird a um tracado preliminar qual
seja “dado o trago horizontal de um plano qualquer e as duas pro-
jecOoes de um ponto gue pertence a éste plano determinar o traco
vertical” determinada a projecdo vertical da intersecio do plano
(M’ M com o plano qualquerquer (B, P, P’) pela intersecdo dos tracos
P’) e (M’) no terceiro quadrante teremos determinado os pontos
(1 e 2) que ligados nos dara a intersecdo da face lateral (V, a, b)
com o plano qualquer, um lado portanto da projecio vertical do
poligono de seccio.

Tomemos a seguir a face (V, ¢, d), pelas mesmas razdes que na
face ja estudada o traco horizontal (N) conterd a aresta (c,d). O
ponto (v) pertence as duas faces, os tracos horizontals (M) e (N)
sao paralelos em virtude das arestas (a,b e (c,d) da base o serem,
logo as retas de nivel com relacio aos dois planos se confundem,
portanto mesmo ponto na projecido vertical para determinar a in-
clinacdo de (N’), achada a intersecdo de (N’N) com (B, P, P’) pela
intersecao ainda de (P’) e (N’) no terceiro quadrante teremos de-
terminado os pontos (3 e 4) que ligados nos dari a intersecao da face
(V, ¢, d» com o plano B, P, P’, sendo (2,3) intersecao da face (V, b, d)
e (14) da face (V, a, ¢) claro estd que as projecoes verticais das
intersecdes das quatro faces com o plano qualquer fatalmente nos
darda a projecdo vertical da seccdo feila na pirimide pelo plano
qualquer.

Tanto no tracado da fig. 25 como no da fig. 22 deixamos de
projetar as intersecdes dos planos sobre o plano horizontal, por
acharmos que se tornaria malis clara e mais compreensivel a épura
desde que para determinacdo da projecdo horizontal da sec¢ao con-
siderassemos apenas que as “duas projecoes de um ponto estdo sempre
situadas sobre uma mesma perpendicular a linha da terra”.

Como no caso anterior nas figuras 26 e 27 tracamos separada-
-mente as intersecdes dos planos (M) e (N) com o plano gualquer.

Estudemos a seguir a secdao feita numa piradmide reta de base
pentagonal por um plano qualquer por meio da substituicio do
plano vertical de projecdo e tracemos & fig. 28 as duas projecdes do
corpo e os tracos (B, P, P’) do plano qualquer. A seguir usando a
linha de terra (L 1, T 1) tornemos o plano qualquer um plano de
topo, determinando assim um terceiro traco (P'l) que é também
reta de maior declive, ou a ineclinacido do plano qualquer sobre o
plano horizontal de projecdo, projetemos a seguir o solido sbbre o
plano vertical que substituiu o primitivo, e teremos assim o tracado
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considerado em relacao (L 1T 1) como a seccao feita numa piramide
reta por um plano de topo, a projecio vertical desta seccdo claro
estd que sera representada por uma reta resultante da intersecédo
do trago vertical do plano de topo com a projecdo vertical da
pirimide, pois que a mesma pertence ao plano e ao corpo. Para
determinacido da projecao vertical da seccdo basta que consideremos
os pontos (1,23,4,5) vértices da projecio horizontal da seccio como
pontos situados sébre retas de nivel, porém come ja temos as cotas
désses pontos mais pratico se torna transporti-las para projecéo
vertical das arestas da piramide. f

Na fig. 29 encontramos as duas projecoes de um prisma reto de
base triangular assente sébre o plano horizontal de projegdo e os
tragcos de um plano gqualquer (B, P, P’) que o seciona. Escolhendo
as fases laterais (C.B.E.F.) e (C.A.D.F.) determinamos os tracos
dos planos verticais (M’, M) e (N’, N) que as contém, pelas inter-
segOes déstes planos com o plano gualquer teremos determinada a
projecdo vertical da seccdo, quanto a projecdo horizontal da mesma
como j& o sabemos se confunde com a base do corpo.

O tracado que acabamos de expor a fig. 29 poderia ser resolvido
de outra maneira pois considerando que “toda secg¢ido feita num
prisma reto assente sdbre o plano horizontal, tem como projecdo
horizontal a prépria base” poderemos considerar os vértices da base
como pontos situados sdbre retas de nivel ou frontais do plano
(B, P, P') como alias fizemos no tracado exposto (fig. 30).

Na fig. 31 determinamos ainda & seccio feita numa pirdmide
obligua de base triangular assente sobre o plano horizontal de pro-
jecdo, a seccdo feita por um plano qualquer (B, P, P') usando a
substituicao do plano vertical de projecao.

Diante dos tracados expostos, acreditamos que a determinacao
da seccao feita num corpo qualguer por um plano qualquer, o pro-
cesso mais pratico e o de mais facil leitura numa épura seja o da
substituicdo do plano vertical, pois como podemos observar na fig. 28
se usassemos a intersecdo de plano com plano precisariamos de trés
planos quaisquer que contivessem pelo menos trés faces laterais da
pirdmide, e se quisessemos usar a intersecido de retas com planos
nada menos de cinco planos verticais pois cinco sao as arestas la-
terais do corpo.






INCLINAGCAO SOBRE O PLANO VERTICAL DE PROJEGAO

Nos capitulos anteriores, tendo apresentado o plano em cogi-
tacdo em nosso pequeno estudo, vimos, a seguir, a determinacao
da sua inclinacio com relacao ao plano horizontal de protegéao,
resolvendo a seguir problemas relativos ao mesmo.

Nas linhas que se seguem trataremos da determinacao da ineli-
nacao do mesmo em relacdo ao plano vertical de projecdo, as apli-
cacoes desta sdo as mesmas que as da estudada anteriormente, porém
dada as caracteristicas do problema usa-se um ou outro, atendendo
sempre a uma apresentacio mais clara e compreensivel da épura.

A inclinacao de um plano qualquer sobre o plano vertical de
projecdo nos é dada, como sabemos, pela reta de maior inclinacdo,
que € a reta resultante da intersecao feita num plano qualquer por
um plano de topo perpendicular aquele, esta reta pode ser determi-
nada pela interscdo de planos ou pla simples substituicao do plano
horizontal de projec¢ao, tornando o plano qualquer um plano vertical.

Consideremos portanto a fig. 32 os tracos de um plano qualquer
B, P, P’) e determinemos a reta de maior inclinacdo pela intersecao
de um plano de topo (M, M') colocado na posicio exigida para
determinacdo da mesma, claro estd que a projecao vertical (x') da
reta de maijor inclinacido se confunde com o traco (M’) do plano de
topo, pois que a mesma pertence ao plano de topo, na interse¢ao
de (P’) com (M’ teremos a projecao vertical da extremidade da
reta que toca o plano vertical, sendo que ainda a projecao horizontal
desta estda sObre a linha de terra, para determinarmos a projecao
horizontal da reta de maior inclinacdo, considerando que o traco
{M’) contém a projecdo vertical da mesma, marquemos sobre aquela
projecdo um ponto qualquer (m’) que representara a projecao vertical
de um ponto (M) situado sobre a referida reta, se considerarmos
ainda éste ponto (M) como situado s6bre uma reta frontal do plano
(B, P, P’) facil se torna a determinacdo da projecdo horizontal (m)
de (M) pois ela estara sobre a projecao horizontal daquela reta fron-
tal, determinada a projecdo horizontal da extremidade da reta de
major inclinacdo que toca o plano vertical, e ainda a projecao hori-
zontal (m) de um de seus pontos temos determinada a direcdo da
projecédo horizontal da mesma.
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O angulo que o plano qualquer forma com o plano vertical de
projecio € o angulo que a reta de maior inclinacido forma com a
sua projecdo vertical, éste Angulo, como observidmos, porém, tem a
sua projecao vertical representada por uma reta em virtude de ser
perpendicular ao plano; logo torna-se necessirio fazer a rotacdo
do mesmo em torno de um dos seus lados a fim de, colocando-o de
frente, determinar-lhe a verdadeira grandeza. Se observarmos que
a reta de maior_ inclinacdo, sua projecdo vertical, e a projetante
vertical do ponto (M) formam um tridngulo retingulo, em que, a
projecao vertical é um cateto, a projetante vertical do segundo ca-
teto e finalmente a reta de maior inclinacido é a hipotenusa, para
rebatermos éste triangulo sébre o plano vertical nada mais temos
a fazer que rebaté-lo em térno do cateto que pertence ao plano, por-
tanto tracemos uma perpendicular ao traco (M’) e pelo ponto (m')
marquemos o afastamento de (m), obtendo assim um angulo (n’)
gue € a inclinacdo do plano qualquer (B, P, P') sobre o plano vertical
de projecao.

Para rebatermos o plano qualguer (B, P, P’) em torno do seu
traco vertical (P’) a fim de, tornando-o de frente, determinar-lhe
a parte Gtil em verdadeira grandeza basta gque consideremos gue
esta parte 1ntil estd representada por um trapésio retdngulo em que
as bases sdo: a reta frontal e parte do trago vertical (P’), e os lados,
a reta de maior inclinacdo e parte do traco horizontal (P); assim
sendo, levemos (m'l) sbébre o traco (M’), a seguir pelo ponto (m 2)
tracemos uma paralela ao tracgo vertical (P’) que representara o
rebatimento s6bre o plano vertical da reta frontal, e com cenfro em
(B) levaremos o ponto (d) sobre aquela paralela determinando assim
a parte util do plano qualquer em verdadeira grandeza, ¢ ainda o
angulo (y) que é o angulo plano do plano qualquer.

A determinacao das projecoes da reta de maior inclinag¢io pode-
riam ser efetuadas de uma maneira mais simples pois, como podemos
observar a fig. 32 A, os tracos horizontais dos planos em questdo
cortam-se no segundo quadrante. Deixamos no entanto de usar éste
tracado na fig. 32, por se tornar necessaria a fixacdo do ponto (m’)
sobre a reta de maior inclinacdo, nao so0 para a determinacido do
dngulo de inclinacio em verdadeira grandeza, como para a seguir
usando o plano frontal que contém aquéle ponto, conseguirmos a
parte 1til do plano qualguer e o 4ngulo plano do mesmo.

Consideremos a seguir a fig. 33 os tracos de um plano qualquer
(B, P, P’) e procuremos determinar a inclina¢cido do mesmo sdbre o
plano vertical de projecao usando a substituicio do plano horizontal,
tornemos entdo o plano qualquer um plano vertical usando um plano
de topo .perpendicular aquele, obtendo na épura uma segunda
linha de terra (L 1, T 1), a seguir sébre o traco (P) fixemos um
ponto (m) que tera sua projecdo vertical sobre a linha de terra
















PROJECOES DOS POLIEDROS E SECCOES PLANAS

Para determinarmos as projecoes de um corpo considerado as-
sente sObre um plano qualquer, usando a reta de maior inclinacéo, o
melhor processo é determinéd-la por meio da substituicio do plano
horizontal de projecéo tornando o plano qualguer um plano vertical,
e usar o rebatimento do plano qualguer em tdérno da sua reta de
malior inclinacao, a fim de determinar-lhe a parte 1util, para que a
projecao vertical néo se apresente superposta, a verdadeira grandeza
da base, 0 que de uma maneira geral dificulta a clareza da épura.

Consideremos a fig. 34 os tracos de um plano qualquer (B, P, P’)
e projetemos uma piramide reta de base quadrangular assente sobre
0 mesmo.

Tornemos primeiro com auxilio da nova linha de terra (L 1T 1)
o plano qualquer um plano vertical, e facamos a rotacdo do plano
em térno da reta de maior inclinacio. Tornando portanto neste
segundo sistema de projecdes com relagcdo a (L 1 T 1), o caso com
uma simples projecio de uma pirimide assente sébre um plano
vertical, logo sobre a parte 0til do plano, teremos a base do corpo
em verdadeira grandeza, a projecao horizontal desta base, claro
estd que se confunde com o traco horizontal do plano vertical (reta
de maior ineclinacdo), para a determinacdo da projecdo vertical
tomamos os afastamentos dos vértices da base com relacdo ao plano
de topo que substituiu o plano horizontal de projecéo, e para a
projeciao horizontal os afastamentos dos vértices da base com re-
lacdo ao plano vertical de projecio.

Quanto & altura da pirdamide ou o eixo da mesma no caso,
como sabemos, € uma perpendicular ao plano (B, P, P’) e tem por
consequéncia suas projectes perpendiculares aos tracos déste plano,
sendo ainda a sua projecdo sobre o plano de topo representada
em verdadeira grandeza (v 1), baixando uma perpendicular de
(vl a (L1, T1) até obter a intersecio da mesma com a perpen-
dicular a (P) tracada pelo centro da projecao vertical da base, te-
remos o vértice da projecao vertical da pirimide, considerando ainda
“gue as duas projecoes de um ponto estdo sempre situadas sbdbre
uma mesma perpendicular 4 linha da terra”, tracemos uma perpen-
dicular a (L T) pelo ponto (v’), obtendo na intersecio desta com
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2 perpendicular a (P) tracada pelo centro da projecao horlzontai
da base o vértice (v) da projecdo horizontal da pirimide.

Na fig. 35 consideramos os tracos de um plano qualquer (B,PP’)
e determinamos as projecoes de um prisma reto de base triangular,
assente por uma das suas bases sdbre o plano qualquer.

O processo usado néste tracado foi o mesmo que usamos no caso
anterior, apenas como as bases do corpo eram paralelas, sendo por-
tanto suas arestas laterais iguais, fizemos o tracado da verdadeira
grandeza apenas para uma aresta lateral (f 1, e 1), ainda porque
possuindo as mesmas inclinacdes com relacio aos planos de pro-
jecdo projetam-se iguais sobre os mesmos.

Terminando ésse nosso pequeno estudo sébre o plano qualquer
procuremos ainda determinar a seccdio feita num corpo por um
plano qualquer, usando a reta de maior inclinacao.

Consideremos a fig. 36 as duas projecdoes de uma pirimide reta
de base quadrangular assente sdbre o plano horizontal, e os tracos
(B, P, P)) de um plano qualquer que a seciona, determinemos a
seguir a reta de maior inclinacio tornando o plano qualquer um
plano vertical pela substitui¢cao do plano horizontal, projetemos sobre
o plano de topo o corpo, obtendo assim néste segundo sistema de
projecoes com relaciao (L 1, T 1), como tracado inicial a determina-
cdo da seccdo feita numa piramide reta por um plano vertical, que
tem o seu traco vertical representado por (P’), e como trago hori-
zontal a reta’ de maior inclinacdo, logo a projecdo horizontal da
seccao ja estd determinada pela intersecio da reta de mailor incli-
nacdo com a segunda projecao horizontal do corpo (pontos 12,3 e 4),
determinada esta projecdo facil se torna a determinacdo das outras
pelos tracados habituais.

Na fig. 37 consideramos as duas projecoes de um prisma reto
de base triangular assente sobre o plano horizontal, e os tracos de
um plano qualquer (B, P, P’) que o corta. Para determinarmos a
seccdo néste segundo caso usamos o mesmo processo do caso anterior.

Tanto no tracado exposto a fig. 36 como no exposto a fig. 37,
para a determinacao da verdadeira grandeza da seccido usamos a
substituicio do plano vertical de projecdo, tornando o plano qual-
quer (B, P, P') um plano de topo, ndo s6 por o acharios um pro-
cesso mais pratico como ainda por tornar mais clara a interpretacéo
das épuras.
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