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DEFININDO

Amoroso Costa, em “As Idéias Fundamentais’ da Matematica”, a
pagina 188 e seguintes, tratando dos grupos de transformacao, apos definir
a transformacgdo projetiva, mostra como, dessa transformacao mais geral,
se derivam as transformacées afins e as transformacoes de semelhanca ou
mudanca de escala, que também chamou de grupo de dilatagoes.

A expressao analitica da transformacdo de um ponto é o que se cha-
ma em analise, a introducdo de novas varidveis, sujeita a uma interpre-
tagdo aliva ou passiva: passivamente, uma mudanca no sistema de coor-
denadas; ativamente, a cada ponto (x-y-z) corresponde ponto (x'-y-2’),
havendo de fato, uma transformacao dos pontos do espaco.

Na transformacédo afim, (x’-y’-z’) sao funcoes lineares inteiras de
(x-y-z), de modo que a pontos improprios correspondem pontos impro-
prios, o que contrasta com atransformacao projetiva, mais geral, em que
(x’-y’-z’) sdo funcodes lineares fraciondrias, motivo por que certos pontes
proprios, podem ser transportados ao infinito.

Na transformacéao afim, a um feixe de paralelas cerresponde um feixe

de paralelas; duas retas sao semelhantes, isto é, segméntos corresponden- *

tes dessas retas se subordinam a mesma razao; e, conclusao de grande

relevancia na representacio de figuras do espaco: se dois planos estao em ; 4

relaciao afim, um déles pode ser considerado como a prol}e Q-)aralela do
outro, em virtude do seguinte teorema geral: “qualg relacio afim
entre dois planos pode ser efetuada de infinitos modos, pela combinacéo de
uma transformaciao de semelhanca com uma projegao  paralela”. F

Passa-se facilmente agora a representacao de figura. qualquer do
espaco, sébre um plano, por uma projecdo paralela; se admitirmos, uma
ampliacdo ou uma redugdo da representacio (alteracao) por intermeédio
de uma transformacdo de semelhanca (mudanca.de escala), recebendo
o processo assim descrito o nome de AXONOMETRIA.

As transformacoes projetivas sdo mais gerais, pois sao as transfor-
macoes afins caso particular daquelas; e, por exemplo, o paralelismo de
retas ou de planos ndo mais subsiste como nas transformacoes afins; pelo
- contrério, surgem planos de fuga e pontos de fuga, representando a porcao
do espaco situada no infinito ou, melhor, os pontos improprios.



Ainda mais, conta-se aqui com valioso invariante nimerico — a
razdo anarmonica, chamada coordenada projetiva, mais geral que a coor-
denada baricéntrica e que a coordenada abeissa, casos particulares da-
quela, — cujo valor se mantem através das transformacGes projetivas.

Uma aplicacdo fecunda das transformacoes projetivas consiste em
representar figura qualquer do espacgo, sobre um plano, utilizando polo
a distancia finita, problema que importa na generalizagio da axonome-
tria; pois, nas transformacoes afins ela resulta da consideracao de proje-
coes paralelas e, aqui, como era de esperar, por serem as transformacoes
projetivas mais gerais, da aplicacdo dag projecoes centrais, de que as pro-
jecoes paralelas sao caso particular.

Na traducao da 3.* edicdo alema da Obra de Felix Klein, por Hedrick e
Noble, da Universidade da Califérnia, intitulada “ELEMENTARY MA-
THEMATICS’ (from an advanced standpoint) e editada por “THE MAC-
MILLAN COMPANY", em 1939 a pagina 83, 1é-se “Pohlke! himselj did not
define axonometry analytically, but geometrically as a representation of
epace by means of parallel rays (together, where necessary, with a simila-
rity transformation)”.

Como a figuras do espaco, por meio de transformacoées projetivas e
afins, podem-se fazer corresponder figuras planas, que sejam suas repre-
sentacoes, € evidente que cada construcdo do espago isera traduzida por
uma construgao plana, isto é: a solucdo geométrica corresponderd uma so-
lucdo plana. Essa solucdo plana realizada na representacdo da figura,
chama-se solugdo descritiva e se limita a transportar para o plano o que
foi realizado no espaco: a todo o problema geométrico corresponde um
problema descritivo.

Essa solucao descritiva podera ser grdfica ou analitica.

Aos distintos métodos de representacdo grafica, obtida por inter-
meédio das transformacdes citadas, grupamos sob a denominacdo geral de
Axonometria.

Nao podemos nos furtar a transcricdae do rodapé (24) da pagina 319,
da 3.* edicdo do 1.° volume da famosa “Geometria Descritiva” de Alvaro
Rodrigues:

“Theodore Olivier numa das suas memoérias de Geometria Descritiva
estabeleceu a distincao entre “solucao grafica” e “solugdo geomeétrica” de
um problema; entre “figura geométrica” e “figura grafica”. Ele chamou
de “geométrica” a tudo que é teoricamente dado ou obtido em Geometria
mediante consideracoes racionais: e, “grafica”, as figuras ou as operacoes
resultantes dessas consideracoes realizadas em desenho por meio de ins-
trumentos.

O grande professor Enrico Bompiani, na introducdo da sua “Geome-
iria Descritiva”, diz:

“Con Monge la Geometria Descrittiva, entra, per rimanervi in modo
essenziale, nella formazioni degli ingegneri e degli architetti, non c'é
officina o cantiere ove la “lettura” di un disegno, ciocé la conoscenza del
metodi della Geometria Descrittiva, non s'imponga”.

Modernamente, curso qualquer de Geometria Deseritiva, para enge-
nheiros ou arquitetos, alunos de belas artes ou de filosofia, quimicos ou
agrénomos, militares de terra, ar ou mar, etc., niio podera e nao devera
deixar de incluir em seu programa, como imposicdo minima indispensavel,



AXONOMETRIA
ANISOMETRIA

MONO-DIMETRIA (’

ISOMETRIA

a—1) projeciio cdnica geral de FIEDLER COUSINERY

[ (P) genérico

b- dois dos eixos obje-
tivos com tragos
] \ IMPROPRIOS

A-polo préprio (P) »
AXONOMETRIA CONICA ou

l

(2) dos x e dos z {

axonometria frontal:
PERSPECTIVA LINEAR

3% dot» @ dot {axonometrla. horizontal:

PROJEQOES COTADAS

| 4) dos y e dos z ;axonornetrm de perfil:

SEM INTERESSE PRATICO

CENTRAL /
(P) no suporte da,
dist. prlnclpa} per”‘c—5) caso particular de ESTANISLAO VECCHI
tencente & origem ’
objemva \
d-6) eixo dos z com traco IMPROPRIO:
i ( AXONOMETRIA ISOMETRICA A 45°
\ f 1 :
' [7) dos x & dos z axonometria frontal:
(Poo) genérico PERSPECTIVA CAVALEIRA
e~dois dos eixos obje- axonometria horizontal;
tivos com tragos ( 8) dos x e dos ¥ <{CAVALEIRA MILITAR
IMPROPRIOS SIST. DENISE-GASTAO GOMES
9) dos y e dos z iaxonometna de perfil:
SEM INTERESSE PRATICO
B-polo impréprio (P, ) f-10) eixos objetivos com tragos PROPRIOS :
AXONOMETRIA CILINDRICA AXONOMETRIA ORTOGONAL
OU PARALELA
(Pg) ponto impré- (11) dos x e dos z: - 'separadamente:
prio ortogonal VISTA ORTOGRAFICA | PROBLEMA INDETERMINADO
do quadro g-dois dos eixos obje-112) dos x e dos ¥
tivos com tragos IM:(VISTA ICNOGRAFICA (14) conjuntamente:

PROPRIOS

13) dos y e dos z:

\VISTA DE PERFIL

NOTA : A mesma classificagdo poderd ser feita coasiderando o tridngulo axonométrico

SI8T. BL-PROJETIVO ORTOGO-
NAL ou de “GASPAR MONGE"






o estudo dos elementos fundamentais — ponto, reta e plano — nos dife-
rentes sistemas usuais de representacio que integram a Axonometria,

Na 3." edicao do 1.° volume da erudita obra de Alvaro Rodrigues, ja
citada, no rodapé (21) da pagina 308, colhemos o seguinte periodo:

“Fiedler foi o consagrado renovador da Geometria Descritiva no final
do século passado e no comego do atual, sustentando que essa matéria
escolar ndo deve resiringir-se aos fundamentos geniais lancados por
Gaspar Monge e aperfeicoados por seus discipulos, porém, abranger todos
os metodos de representagdo: “necessarios e imprescindiveis a uma educa-
¢ao técnica perfeita”.

Sua idéia foi desde logo aceita e praticada na Alemanha, na Suiga, na
Suécia e na Austria e posteriormente, na Bélgica e na Italia”.

Nao é mais possivel retardar sua adogao no Brasil. .

Em trabalho modesto apresentado a Congregacao da Escola Nac:onal
de Engenharia da Universidade do Brasil, em 1948, para obtencao do ti-
tulo de livre docente, da cadeira de Geometria Descritiva, daquela Escola,
sob a denominacao “Ensaios de Axonometria”, provamos, por via anali-
tica, serem os usuais sistemas de representacio, em Geometria Descritiva,
casos particulares da Axonometria.

Com base exclusiva no exposto, apresenta-se o quadro da pagina an-
terior, de acordo com o qual se procede ao estudo da *Representa-
cdo da linha reta”, motivo da monegrafia que esta sendo submetida a douta
apreciacao da Colenda Congregacao da Escola Nacional de Belas Artes da
Universidade do Brasil.

NOTACOES EMPREGADAS NA PRESENTE MONOGRAFIA

Basicamente adotou-se a notac¢do cremoneana, “seguindo a orientacao
cientifica do fundador das figuras reciprocas, o notavel geémetra italiano
Luigi Cremona’: nesta escola, uma maiuscula romana representa sempre
um ponto; uma mintscula, uma réta e minusculas gregas, planos. Sendo
@, um plano, todos os pontos e retas de indice 1 pertencem ao plano, isto
8,8, B ... ey by o sdo pontos e retas do plano €.

O professor Luis Caetano de Oliveira aconselha escrever g, (a, ) para
representar uma reta do plano «;, 0 que sesimplificou adotando a notacao
a @ , para exprimir que a reta @ pertence ao plano « e, para uma serie
de retas a,, a,... se escreveria @ iq, 8a,..- .-

Na notacao adotada elementos paralelos sdo expressos pela mesma
letra, isto &, a;, a, ... s@o retas paralelas que, podem periencer a um mes-
mo plano «; ; isto e,

aje E g0y

sao retas complanares e paralelas.

S1 escrevermeos:
a0y ; blﬂfl ) bya; ;

interpreta-se que as retas b,, b,, sdo paralelas e que a, é transversal a
b, e b,.
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Formaremos, entédo, o seguinte quadro de notagdes:

1 — PONTOS CORRENTES

Pontos proprios objetivos
Pontos improéprios

Projecées horizontais — las. proj.
Projecoes verticais — 2as. proj.
Projecoes de perfil — 3as. proj.
Axonometrias verdadeiras ou diretas A,

2 — RETAS CORRENTES

Retas proprias objetivas
Retas improprias

Projecées horizontais — 1las. proj.
Projecoes verticais — 2as. proj.
Projecoes de perfil — 3as. proj.
Axonometrias verdadeiras ou diretas

3 — PLANOS CORRENTES

Plano horizontal — 1°. plano .. .
Planos horizontais

Plano vertical — 2.° plano .. .. ..

Planos de frente

Plano de perfil — 3.° plano .. .
Planos de perfil

Plano do quadro .. .. ..

Planos paralelos ao quadro

Planos proprios objetivos . .

Planos préprios paralelus T8

Plano impréprio .. .. ..
Primeiro bissetor
Segundo bissetor .. ..

4 — PONTOS ESPECIAIS

Primeiro rebatimento:

Sébre =«
Sobre «
Sébre a”
Sobre plano genérico
Sobre o,

Seguwndo rebatimento:
Terceiro rebatimento:
ete.

a4, @. ©,...

e s e
e v 00 o
it o ol e
A” : B,) . C" : s

B e

o

(@, (@), (), ...

e
[ PREE Y Yy

a" > b” : c!! i
c

w
Ty; Tayoes

w,f

‘H"'l T'ﬂ.. .

r!!

fih" r!l!' s

T

o1 Togp- - -

a: Bl’* e

Oy ey . . Bh 82' %=
T

B3

Bas

Ad g, (By)r
(AI)T' 1 (BI) '

(A) prre (By) o
ADe , B)a 4
(A )y (Bady --

empregar indices 2 (dois
empregar indices 3 (trés)

ol
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Pontos de fuga: pertencentes sempre a w,:

de retas objetivas Fofe) ; B, .o

das primeiras projegoes Fou , Foy e f B

das segundas projecoes Fail 7 Bap'

das terceiras projecoes el Haor

das principais, perpendiculares a =,: Vo‘ S Hage Y

das perpediculares a = =3

das perpendiculares a «’

das perpendiculares a a”: Fr () = V]
intersecgées das verticais principais \ 5 =
respectivas, com as linhas do Fr (p) = V|
horizonte correspondentes Fpt () =V’

Ponto de vista objetivo préprio V)

Ponto de vista improéprio (\8,;

Origem dos eixos coordenados objetivos

TRACOS DE RETAS PROPRIAS

Em plano genérico g«

SRy = faw wot)
{ C@)e=["®a " @a]
| w(a) = (xa, wa')
{ (F@) = [, T_'(a)w]
_ 5 + () = (r'a, #'a))
No plano vertical =’ l (T(a))r' E [T(a) i T’(&) *’]

No plano horizontal =

( «'' (a) = («’'a, =" a’)

No plano de perfil "/ | (T(_a)) 7= [T(a)rr" 2% i) “"]

]

K 513(3)5(3133 y B a’)
f (T(a})ﬁn = [T(a) B’ . (®) ﬁm]
Bas (a‘)':'(ﬂn a, B 3’)

( C@)g, = [, @4,

E’ aconselhavel a primeira forma de notacao: até a figura 93, método
mongeano, empregamos a segunda forma, como experiéncia.

No primeiro bissetor g,

No segundo bissetor 8,,

No quadro @, w, (8) , ™o (b) ...



===

Tragos dos eixos objetivos em «  ou vertices do tridngulo fundamental
®, (%), =, (), 7, (2)

Vértices do triangulo dos pontos de fuga Fx,, Fy,, Fz,

Vértices do triangulo das linhas neutras: Jx, , Jy, , Jz,
Projegoes axonométricas de tracos de reta genérica: wa, , v'a, , 7''a,
5 — RETAS ESPECIAIS
Retas principais (perpendiculares ao quadro =) (p), (p), (p,) .-.
Primeiro rebatimento
Sébre = e ) . ¥
Sébre (@), » (b ...
Sﬁbl"e xt ([h) 'l (b|)r:r Aenin
Sobre =« Bv)e: + (D) s
Sobre plano genérico o @ . B ..
Segundo rebatimento — empregar indices 2 (dois)
Terceiro rebatimento — empregar indices 3 (trés)
ete.
Raios de fuga de retas objetvas: (f)(a) v G5 )
das primeiras projecoes S = (V) i
das segundas projecoes far = (V2 Byvs iy = (Vo) Fy
das terceiras projecoes forr & (Vﬁ)Cl Fa” sfpr = (\'3}0 F}yr
Eixo objetivo dos x (o) X'-:r' o 4
Eixo objetivo dos y O Y,
Eixo objetivo dos z (O)Z.,
Tragos préoprios dos planos coordenados objetivos em =,
da plano dos (XY) =: v < sa b g Wl =1
do'plano dog (82) .. ... siing o B =S
do plano doB' (¥2) .. .. .o e e e SNESE b
Traco de plano genérico o, em = t, t
Trago de plano genérico o, em a’ 4
Trago de plano genérico o, em x’ 7
Trago de plano genérico o, em , to o



— T —

afz==a; ¥8=c, ecte.
Intersecio de dois planos genéricos
(23] e ) = X

Coordenadas objetivas planas dos tracos de reta genérica:

relativas ao plano dos (xy) (x), o).
relativas ao plano dos (xz) (x]ﬂ_, 4 (z)ﬂ_,
relativas ao plano dos (yz) Wy @

Extremos de coordenadas objetivas planas:

sobre o eixo dos (x) (xX), » X,
sObre o eixo dos (y) (Y)w 3 (Y)’I”
sobre o eixo dos (z) @) (Z)ﬂ_u

Tragos de fuga: sempre perfencentes a n_

de planos genéricos o

de planos paralelos a =
de planos paralelos a =’
de planos paralelos a ="

, Ig

58 R

-
-

L}

o en ey =R

3 3
il
——y
8

B, =

6 — PLANOS ESPECIAIS

1. Horizontal principal
2 Horizontal principal
3.° Horizontal principal

71 (v)
T 1 (v)

7'1(¥)

Plano neutro (paralelo a r,, por (V):wo1 (v)

Si e =

7’1 (v)

Planos principais: sao planos pertencentes a (V) e perpendiculares
as trés linhas de terra respectivamente: suas interseccoes com = sao as
verticais principais do quadro.

Plano de fuga de plano genérico a; (V)

Em virtude das notagoes anteriores, teremos:
7 — PONTOS — Ponto principal @ = Vol

Pontos neutros: sao as intersecoes das verticais principais com as
Iinhas neutras.

Rebatimentos do ponto de vista:

sobre o quadro n (Vdo » (Vo...
Origem dos eixos axonométricos 0O,
Extremos de coordenadas axonométricas
sobre o eixo dos x, Xow » Xoxr
sobre o eixo dos ¥y, Yow s Yoyn

sbbre o eixo dos z, Ziomr 3 Pogurer
Extremos de coordenadas axonomeétricas
de ponto genérico (M) Xmw Ywm Z'm



pasl, o et

8 — RETAS
Primeira linha de terra T T
Segunda linha de terra To w
Terceira linha de terra Fox'’

Six, = =

Primeira linha de terra T
Segunda linha de terra g =t
Tercéira linha de terra w gt
Primeira linha do horizonte To Tyy) = I,
Segunda linha do horizonte To Teon = I
Terceira linha do horizonte To Ty (v) = fgnr

Si =, = a’, teremos para linhas do horizonte: f_, f,, {,»

Primeira linha neutra
Segunda linha neutra
Terceira linha neutra
Six% = =ar
Primeira linha neutra
Segunda linha neutra
Terceira linha neutra

Rebatimentos das linhas neutras sobre ”,

€, no caso particular «, = =’
Distancia principal

Fohm* = ()r
Fo)1(v) ™ = @7
)y ™ = Oy

A V™ =)
7y (v)y ¥ = (j)o
1w ™= () 2
lows jor' » Jo”’
Jow ju don”

(V) Vo |

Verticais principais do quadro: sio as trés alturas do tridngulo dos
pontos de fuga: o tridngulo ortico desse tridngulo, define suas posicoes.
Pertencem a projecao ortogonal de (V) sbbre r, isto é, a 'V .

Eixo axonométrico dos x Oz Ko
Eixo axonometrico dos y, (8 S
Eixo axonometrico dos z Qs Toeg
Unidades axonométricas cilindricas:
relativa ao eixo dos x, 3 by
relativa ao eixo dos y Uy,
relativa ao eixo dos gz, u .,
Coeficientes de alteracdo
Uso Uyo 1,0
() (u (u)

Quando, em mesma épura, figurarem projecoes, de sistemas diferen-
tes, de mesmo ponto, assim faremos a distincio
Projecao ortogonal i | B, E’|
Projecdo obliqua Y UG o EOE b
Projecao central BBl Y




Y T R

= [

9 — ANGULOS — O éngulo de duas retas objetivas (r) e (s) sera

designado
N
(), (s) :
o diedro de dois planos, « ¢ §
LA
a, B
Inclinagéo do eixo objetivo dos (x), sbbre
a normal ao quadro . (O) {m X
— e
Inclinagéo dos eixos dos vy, (D)O; . (0) Y,
- /_\
Inclinagdo do eixo dos z, (0) 0, ; (0) Z,,

Angulos dos eixos axonométricos:

| ) /-"'"\‘
do eixo dos y, com o dos z, N o2
!”".‘\\ /‘:’_-"‘-\
do eixo dos x, com o dos 7, Xo Zo
- .—’—’.-\\‘_
do eixo dos y, com o dos X N 5
P i

e -
Y.-,'v ZO -+ Xo» Zﬂ -+ Yu XD = 2m

Duas denominacoes que representem © mesmo elemento separam-se
por ( =)
a = (A) (B) (C)

isto €, o plano « é definido pelo pontos (A), (B), (C);
ou o= (a,) (ap)

isto €, o plano 4 € definido pelas retas paralelas (a,)e (a,);
ou o = (r) (s)

em que o plano 4 é definido pelas retas incidentes (r) e (s)

Dois elementos distintos, de mesmo nome, separam-se por <, iso e

() = (v)
gignifica que a reta (u) é diferente da reta (v)

Dois elementos de nomes diferentes que se pertencam sao anotados
(Are (a) = (a) (A)

isto é, o ponto (A) pertence a reta (a) ou a reta (a) pertence
ao ponto (A); ou, ainda

(A) o« = (A) ea ou (@ ea= (3a) a

que se lém: o ponto (A) pertence ao plano o e a reta (a)pertence
ao plano «.






JUSTIFICANDO

Tomando por base a ementa relativa 2 Cadeire de Geometria Descri-
twa, do Departamento de Ciéncia, da Escola Nacional de Belas Artes,
da Universidade do Brasil, citada no Capitulo VI — Diddtica das Disci-
plinas — de seu Regimento Interno, integrando as Matérias dos cursos
de Pintura, Escultura, Gravura, Arte Decorativa e Professorado de Dese-
nho, cuja primeira unidade é;

a) — Nocoes da teoria das projecées.
Representacdo do ponto, da reta e do plano.

entendemos que o estudo da “teoria das projecoes” se refere a todos os
sistemas que integram a Axonometria, desde que nenhum deles é parti-
cularmente enumerado; e, para assunto do trabalho a ser apresentado a
Egrégia Congregacao da Escola Nacional de Belas Artes, em obediéncia
ao paragrafo b do artigo 3.° do Edital de concurso, para provimento do
cargo de professor catedratico de Geometria Descritiva publicado as pags.
8007/08 do *“Diario Oficial” de 23 de maio de 1951 e retificacio publicada &
pag. 8511 do “Diario Oficial de de 4 de junho de 1951, elegemos a — Repra-
sentacdo da Linha Reta — estritamente dentro do critério acima citado, es-
perando haver correspondido ao pensamento de sua Douta Congregacao.
Nao se compreenderia mesmo que, em Escola cuja finalidade é “ministray
0 ensino de grau superior, técnico e estético das artes, que tém como
fundamento o Desenho”, os diferentes sistemas de representacio, utili-
zados e empregados correntemente em Geometria Descritiva, nao inte-
grassem os conhecimentos a serem ministrados aos alunos, mormente
quanto aos elementos fundamentais: ponto, reta e plano.

Esta necessidade cresce de vulto em uma Escola de Belas Artes: basta
observar o que se passa nos mais afamados centros mundiais de cultura.

O estudo que nos propomos realizar obedece i classificagio da linha
reta considerando seus tragos nos planos de projecao, segundo 0 esquema,
adiante apresentado, demonstrativo das trés posicoes fundamentais que
ela poderéd ocupar, bem como os casos particulares decorrentes, cuja ana-
lise faremos nos principalis sistemas de projecéo.

Preliminarmente recordaremos ser trago de reta qualquer, em plano
genérico, o ponto comum a reta e ao plano. Geralmente sdo empregados
trés planos de projecio — o horizontal, o vertical e o de perfil, que é
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plano simultaneamente perpendicular aos dois primeiros, completando
com é&les um triedro trirretangulo, ao qual sao referidas todas as figuras,
antes de serem projetadas, nos diferentes sistemas.

Na representacio da linha reta faremos sua classificacao em relacio a

seus tragos ordinarios: horizontal, vertical e de perfil, pontos comuns i
reta e aos planos#, ' er” : em alguns sistemas, estudo completo, e, em

outros, apenas explicacoes necessarias a nitida compreensio dos alunos,
guardando, porém, a ordem numeérica de classificacio do quadro sinético.
Exercicios didaticamente escolhidos e em ordem crescente de dificul-

dade serdo tarefa do professor, em aula: a pratica de magistério nos dita
esta salutar medida.

ALGUMAS DEFINICOES E TEOREMAS IMPORTANTES

O plano definido, em projecao eénica, pelo polo de projecio e reta
genérica, é plano projetante da reia; em projecdo cilindrica, ésse plano
fica definido pelas projetantes de dois pontos quaisquer da reta.

No sistema mongeano, os planos projetantes de uma reta, sébre
= e =, sao perpendiculares a ésses planos e se denominam: plano pro-
jetante horizontal e plano projetante vertical da reta.

Um plano simultaneamente perpendicular a = e a ' chama-se pla-
no de perfil, que também ¢ perpendicular a interseccdo » o’

A intersecgdo de dois planos genéricos denomina-se traco de um
plano sobre o outro; a interssecao de mcom /€ a primeira linha de terra,
de 7’ com #”’, a 2. e, de x com#’, a 37; as intersecgdes de plano genérico
@, com 7 e com 7' isto é, t , e 1/, chamam-se respectivamente traco ho-
rizontal e traco wvertical do plano genérico; pode-se ainda considerar o
terceiro trago, t" o, obtido sébre o plano de perfil =" , e que serd o traco
de perfil. Os tracos de um plano de perfil com os planos # e 7’ se confun-
dem sobre uma mesma perpendicular a # «’.

Figura qualquer pertencente a r ou a =’ coincide com sua respectiva
projecio, que representara a verdadeira grandeza da figura: a projecidc
de nome contrario sera um segmento retilineo, coincidente com = ' .
O mesmo sucedera com figuras pertencentes a planes =, 7,,.. 7, ', .
paralelos respectivamente a e a 7 ; apenas, a projecao de nome con-
trario pertencera a uma paralela a = =, de mesma cota ou afastamento
que o plano considerado: todos os pontos de plano paralelo ar tém a
" mesma cota e, dos paralelos a ' , o mesmo afastamento.

TEOREMA: A projecio de reta genérica sébre plano genérico é uma
reta: se o sistema for cdnico, a excecdo serd para a reta pertencente ao
polo de projegdo; sendo cilindrico, para a reta pertencente a direcdo das
projetantes. Qualquer que seja o numero dos planos de projecoes, sobre
todos éles, nos dois casos, a projecio da reta sera um ponto.

No sistema mongeano , bi-projetivo, em que ha duas posicées mon-
geanas diferentes para o observador, correspondendo as diregoes das pro-
jetantes aos pontos impréprios ortogonais dos planos de projecio, se a reta
for perpendicular a um déles, ndo sera ao outro, por ndo poder ser uma
reta simultaneamente perpendicular a dois planos genéricos que se cor-
tem; entdo, uma de suas projecdes sera um ponto e, a outra, uma reta,
de direcdo for¢osamente perpendicular e ', por ser, seu plano proje-

tante sobre o outro plano de projecdo, um plano de perfil, no sistema
mongeano.
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No caso mais geral do teorema citado, as projetantes dos diferentes
pontos de uma reta constituem um plano — plano projetante da reta,
cuja intersec¢do com o plano de projecao é a projecdo da reta.

TEOREMA — Uma projecao apenas nio é suficiente para determinar
a reta do espaco: o problema é indeterminado.

Sera necessario o conhecimento de mais uma projecao, ou em oufro
plano, ou sébre o mesmo plano, do mesmo polo, ou de polo diferente, pré-
prio ou improéprio; em qualquer caso, a reta objetiva ficara perfeitamente
definida pela interssecdo de dois planos projetantes.

No sistema mongeano, a excecao é para a réta cujas projecoes sao
perpendiculares a = #’ e pertencentes ao mesmo suporte; esta reta perten-
cendo a plano de perfil,, suas projecoes se confundirao por ser, este, coin-
cidente com os planos projetantes da reta. Cumpre observar que, para
todas as figuras pertencentes a plano de perfil, subsiste a mesma inde-
terminacéo: suas. projecoes serao segmentos retilineos pertencentes aos
tracos do plano de perfil. E’ necessario recorrer sempre a uma terceira
projecio da figura.

CLASSIFICACAO E TRACOS DA LINHA RETA

Sendo uma retfa, a projecao geral de uma reta, em sua representacao,
poderemos utilizar apenas dois de seus pontos, que poderdo ser particular-
mente dois de seus tracos ordindrios, de preferéncia, o horizontal e o
vertical.

No quadro abaixo, damos a classificagdo da linha reta por seus dois
tracos acima referidos, em tédas as posicoes que ela podera ocupar em re-
lacao aos planos de projecao.



Posicdes da linha reta em relacio aos planos de projecao

4
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—an e

I-1) reta genérica
2 — qualquer

3 — perpendicular
.r II — reta de perfil L

4 — perpendicular
a) — distintos ’ =S

ag,,

A) — a reta tem
os dois primeiros
tracos proprios

IIT — reta paralela | — Paralela a g,
: | aos bissetores

le — paralela a g, ,

( 7 — reta qualquer

8 — reta pertencente a 3,

9 — reta pertencente a Bs .
10 — reta perpendicular a » »'

b) — confundidos:
passa por n (

IV — forma angulo 11 —11 — reta ho-

ualgquer co r rizontal ou de
' oy MT . nivel

¢) — paralelaa =: £ 1
- V — é perpendi- {12 — reta de topo

| tem ftrago verti- onl :
cal préprio ’ kil 1 ou de ponta
B) — a reta tem
um  traco p_r-'}- VI — caso limite 13 — reta perten-
prio e outro im- cente a .,

proprio: é para-

VII — forma angu-
lelaa r oua 7.

lo qualquer com {14 _ reta frontal
™ 1 ou de frente

d) — paralela a »'; \
tem traco hori-
zontal proprio

VIII —¢é perpendh- {15 — reta vertical
’ cular a =

"l | IX — ecaso limite {16 — reta perten-
'- cente a o’

[17 — néo pertence a  nem a 7'

C) — a reta tem os dois primeiros 18 — pertence a B s ou a B4
tracos improéprios; € paralela a = _
e a 7' e, portanto, a x ' (19 — pertence a ¥ ou a 7'
120 — pertence a =’

As mesmas posicoes da linha reta, nos diferentes diedros, devem ser
motivo de multiplos exercicios, em aula, com os alunos, principalmenty
no terceiro diedro, consagrado como representacio convencional adequa-
da ao Desenho Técnico, que integra o Departamento de Ciéncia da Escola
Nacional de Belas Artes.




CAPITULO 1

TRACOS E TERCEIRA PROJECAO DA RETA

Determinacao dos tracos de uma reta — Em épura, a determinacio
dos tracos de uma reta é de importancia maxima: nao s6 permite localizar
os diedros a que-pertence e, consequentemente, a aplicagao das regras de
visibilidade, como também proceder a facil leitura da épura.

Seja reta genérica (r):

a) traco horizontal — é o ponto da reta de cota nula: de projecao
vertical pertencente a # r' e, simultaneamente, a4 projecao vertical 7’:
sera T' . _ interseccao de r’ com = #’ e, por uma linha de chamada se
obtera T (. sobre 1.

O trago horizontal sera o ponto [T ; = 4 1 (r) _n_] ?

b) traco vertical — raciocinio analogo conduzira a determinacao do
ponto [ Tpy », T ()], de afastamento nulo, trago vertical da reta.

7

¢) Sendo utilizado o plano de perfil z”’, o terceiro traco ordinario
[ LD T'Lr):r“J seria obtido pelas interseccoes das projecoes de
(r), com os tragos de . Verifica-se agora, facilmente, pertencer (r)
aos diedros I, II e III, figura 1 e aos diedros II, I e IV, figura 2.
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Reta genérica pertence sempre a trés diedros.

Geralmente, determinam-se também os tracos principais:

d) Trago no bissetor B,, — & ponto da reta de projecoes simétricas
em relacao a xm : simples construcdo geométrica resolve o problema:
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é o ponto [T(,) B, , T'(y) B, ]de cota igual ao afastamento, isto é,
[ Toss T(l') Bis= Tox:s Tf{fl‘ l61:: ]

e) trago no bissetor f.= € jponto da reta de projecoes coinciden-
tes, portanto, o ponto comum as duas projegdes [ T oy 8= Tegy 8, ]
e para o qual também se observa [T, Tiry B,y =T, Ty, 50 €,
cota igual ao afastamento.

TERCEIRA PROJECAO DE UMA RETA — é a projecio da reta
sobre plano de perfil escolhido como terceiro plano de projecao. Ha cor-
relacao entre as trés projecoes de uma reta, de modo que conhecidas duas
delas, determina-se imediatamente a terceira.

Para isso, vamos considerar, por uniformidade, o plano de perfil re-
batido “sempre sobre o plano vertical =’ mno sentido do movimento dos
ponteiros de um relogio, conforme a figura 3.

e_ir

X

']
= =20 "k

Fig 3

Na épura correspondente, figura 4 verifica-se que a bissetriz dos qua-
drantes impares, 1.° e 3.°
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’ Fig. 4

representa o rebatimento sdbre #’, do trace do bissetor dos diedros pares,
B, no plano de perfil #”, isto é, (t,”) B, € a bissetriz dos quairantes

pares, .o rebatimento do traco do bissetor 8,3 no =, isto & (t,") By,
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mais aihda, o plano de perfil = ficou também rebatido sobre =’ em
torno de ' # , no sentido ja determinado. g

Em sistema assim disposto, consideremos ponto (M,M’) do diedro I:
apos o rebatimento de »”” sbbre 5, a terceira projecio do ponto tera a
mesma cota que a segunda M/, figura 5,

jx'x" n'n”
A M
' Moz 1
— 0 T - nx
N (Hfu 0 B nx’ = !
\\x/ =y . Moxx__iM
o - e R
s 1 03 P M" Ho.:r::
P . 4
fty) ; fo.q
'8, Fig.5 Fig.5a

o afastamento igual ao de (M) em relacao a =/,

E’ facil observar que as perpendiculares baixadas respectivamente
de M”, sobre = »' , e, de M, sdbre =« , se cortam em M,, pertencente a
(t;") By, ficando formado o retangulo

MM M” M,

em que os vertices M, M' e M” sao as trés projecoes de (M), obtidas sobre
# @ a ésse retangulo chamaremos de retdingulo construtor da terceira pro-
jecdo do ponto e, com sua utilizacao, podem ser resolvidos os seguintes
problemas: a) dados M e M' determinar M”; b) dados M” e M’ determi-
nar M; ¢) dados M” e M determinar M’ (é necessario nesse caso escolher
#'z" de modo que se tenha M"M,, =M M, para que o problema seja
possivel) .

Si o ponto pertencesse ao diedro IV, figura 5a, a construcido de sua
terceira projecao obedeceria ao processo estabelecido que é absolutamen-
te geral. i

1) Aplicando o processo do retingulo construtor a dois pontos
de reta genérica, obtem-se com facilidade, sua terceira projecao, fig. 6:
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Fig.7

11) Aplicagdo a reta
horizontal, figura 7.
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2) Si a reta for de
perfil, figura 9.
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14) A reta de frente, figura 8.

n'n”

i |
TRes=Bo E

Fig.lO

17) Sendo paralela a 7 =/,

figura 10.

Na determinacido dos tracos de uma reta, a excegdo diz respeito a
reta de perfil: é preciso recorrer a terceira projecdo, voltando & posicao

primitiva, como na figura 11.

O retangulo construtor de
traco vertical, pela disposi¢ao
adotada na épura 11, se reduz a
um ponto, pois convém, No €aso
da reta de perfil, considerar,
como terceiro plano de proje-
cdo, um de seus planos proje-
tantes.

Pelo emprégo da ferceira
projecao de uma reta podem ser
determinados seus trés tracos or-
dinarios e seus dois tragos prin-
cipais, conforme a figura 12.
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As terceiras projecoes dos tracos principais sdo as intersecgoes dos
rebatimentos dos tragos dos planos g,,¢8,, no plano de perfil, com a ter-
ceira projecao da reta.

Na determinacao de todos os tragos da reta de topo, o problema fica

bem facilitado, pelo emprégo da terceira projecao, o mesmo sucedendo
com a reta vertical e a reta de perfil. Epura referente a reta de topo,
figura 13:
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Com alguns exereicios sistematizados, os alunos se habituarao ao
emprego do retangulo construtor que, mais tarde, sera vantajosamente
utilizado na determinacao do terceiro traco de um plano.
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CAPITULO II
g =41 17 12
REPRESENTACAO DA RETA NO SISTEMA MONGEANO

Justifica-se o estudo inicial da representagao da reta, pelo sistema
de Gaspar Monge, por ser 0o mais simples e mais usual, embora seja um
sistema bi-projetivo ortogonal; além do mais, por servir de base ao estudo
da reta nos demadis sistemas estudados em Geometria Descritiva, fato
que nao deixa de ser extranhavel, pois ésse procedimento coloca * o
geral na dependéncia do particular”: é imposicao didatica que vem re-
sistindo a critica, através dos tempos, e & qual nos submetemos,

A) A reta é definida pelo primeiro e pelo segundo tracos ordind-
rios proprios:

a) os dois tracos sdo distintos:

I — 1) Reta genérica — tem posicdo qualquer no espaco, forma
angulos quaisquer com = e « ; dados [T(r”, B ] e
ET gy + T prye hbsstalisar L, &, et
- ry ¢ para obter a reta representada por suas projegoes
r e v figura 14.

' -
.E"Jg.'-” =
oz ™3 —
N II \\ ,,f’ i
a’\
A N
= Fig. 14
A reta da figura 14 pertence ao r.
II, T e IV diedros, podendo apresen- Fia IS
tar o aspecto da figura 15, em que -

a reta pertence aos diedros I, IT e III.
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Como exercicio, se executarao épuras de retas pertencentes aos die-
dros II, 1II, e IV  também a I, II e IV, pois ja4 vimos pertencer reta ge-
nérica a trés diedros.

A reta genérica pode ainda ser definida por ddis quaisquer de seus
pontos, pertencentes a mesmo diedro ou a diedros diferentes, como nas
figuras 16 e 17:

}/’L § g
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e, em outros exercicios que deverao ser praticados em aula.
No #im déste capitulo estudaremos outros meios de definir a reia
generica,

II — Reta de perfil — pertencente a plano de perfil, ambas proje-
coes perpendiculares a 7 5.

2 — Reta qualquer de perfil — dados os tracos T.e T',s , a simples
ligacao désses dois pontos, pertencentes a uma mesma perpendicular a
r «’ , permite a representacao da reta, por suas projecées, figura 18; si
fossem dados dois pontos (A, A’) e (B, B’) a épura seria a da figura 19.
E !B,
i

Te= Tn a5

Na

Fig 18 1

Tx

B 'F’ig,l9

Exercicios em todos os diedros serao indispensaveis.

3 — Reta perpendicular a g3 — € reta de perfil que precisa ser
caractenizada: seus tracos sao simétricos em relagio a = ' isto e:
Ty Ty = Ty, Ty, fig. 20,
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Teorema — A soma algébrica da cota e do afastamento de ponto ge-
nérico de reta perpendicular a 8,, € igual a cota de seu traco vertical ou
ao afastamento de seu trago horizontal.

A reta T, T’,/, sendo perpendicular a g,; figura 21,
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o triangulo retangulo T, (O)T’,» ¢ isosceles, pois a cota (O)T’, , do

traco vertical é igual ao afastamento (O) T, do traco horizontal e,
tem-se:

cota do ponto (A) = (A) A = (O)A’
afastamento do ponto (A) = (A)A’ = (0)A

somando, membro a membro;
(A)A + (A)A’== (O)A’ + (O)A

e, como os angulos formados em torno de (A), do mesmo lado da reta
considerada, sao todos de 45° resulta:

(A)A' = (O)A = A'T'y
Entao:
1 — (AA + (AA = (O)A'+ ATy = (0)T'x ,
cota do trago vertical da reta em estudo.
Si considerarmos
(AYA = (YA = A T,
vira
(2) — (A) A+ (AA = (O)A + AT, = (0)T,, afastamento
do tracado hot'izontal da reta em estudo.
(1 e (2) demonstram o teorema.
Como interessante aplicacdo — podemos agora construir as projecoes

de segmento (AB), perpendicular a 8,, : tomam-se T’ ' e T, simé-
tricos em relacdo a w#' figura 22.

1Ty
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Para ponto genérico (A) da reta de perfil, sabe-se que

o1’ = AO + A'O

ri’

logo, a partir de A, escolhido arbitrariamente sobre a projec@o horizontal
da reta, marca-se

A A’ — 0T’ = OT,,

A partir de outro ponto B, escolhido para outro extremo do segmento.
em projegao horizontal, tomando-se

B Bl = OT/y = OT«

ter-se-a um segmento (AB) perpendicular a g,

Conclusdes importantes — 1.* Como
AO+AO0O=0T"y
BO ++B0O=0Ty

subtraindo, membro a membro vem:

AO — BO + QA" — OB’ = O = zero
ou AB = A" B’

isto é, segmento qualquer perpendicular a #;3 tem suas duas projecoes
de mesma grandeza.

2°) Como, a partir de A e de B, OT’;+ foi tomado no mesmo sentido,
os dois segmentos iguais, AB e A’B’, tém o mesmo sentido de A para B e
de A’ para B’

Ainda outra interessante aplicacdo: Sobre perpendicular a g,
tomemos ponto (A), pertencente ao diedro II: tomando A’, arbitraria-
mente, deve-se ter:

1y

OA’+ OA = OT 'y
donde 1+ Tee

OA = OT'y — OA' A
e, como : "B'

OA’ >0T ’-‘r’ .-OET:;’ET“:: ax’
o afastamento de (A) é negativo e .
igual a A T, , conforme figura 23. :T::;

Fig.23
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Tomando, agora, B’ também arbitrariamente, para o ponto (B), deve-
se ter:

OB’ 4 OB = OT',
donde

OB = OT",» — OB’
€, como

OT/., > OB’
o afastamento de (B) sera positivo e igual a

B/ Ty
Deve resultar A'pg’ — AB ;
de fato:
OA’— OA = 0T/
OB’ + OB = OT/,’
e, subtraindo membro a membro:

OA’— OB’ = OA = OB

Isto &,
A'g' = AB
4) Reta perpendicular a g,, — pode ser dado o mesmo tratamento que
a reta perpendicular a g,,, chegando-se a conclusoes equivalentes.

Para segmento genérico seria constatada a igualdade dos segmentos
representativos de suas projecoes, sendo apenas contrarios os sentidos.

De fato, a figura 24

Fig.24

mostra serem MN e M'N’ iguais e, quando se rebater = sbbre =’, no
sentido do movimento dos ponteiros de um reldgio, ficarao MN e M'N’,

de sentidos contrarios, conforme indicam as setas, e coincidentes, isto &,
NM = M’N°.
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A épura de segmento perperidicular a @, seria a da figura 25:
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Fig.25

Para ponto (A) no diedro I, fer-se-ia, tomando A’, arbitrariamente:

OA' + OA = OT",,.'
donde

OA — — OA’ + OT'y
e, |como
OA’ > OT ¢,/

o afastamento de (A) é positivo; para outro ponto (B), do diedro I tam-
bém, escolhendo B’ arbitrariamente, viria

OB = — OB’ + OT'y
e, como
OB’ > OT'y

o afastamento de (B) é positivo; entao

OA’ + OA = O Ty
OB’ + OB = O’I"'r!

e, subtraindo, membro a membro:
OA’— OB’ = OB — OA
isto é
— B'Af = AB

os segmentos sao iguais e de sinais contrarios.

111 — Retas paralelas aos bissetores f#,; ¢ @, : sua representacio
tem fundamento no seguinte teorema de geometria elementar:

“quando uma reta é paralela a um plano é paralela
a uma reta désse plano”.
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Os bissetores f,; e B, pertencem ao feixe de planos de que = =z’
é eixo; portanto, qualquer reta dos bissetores tem os tracos confundidos
em ponto de 7', proprio ou improprio.

Como os pontos pertencentes aos bissetores sao caracterizados por
terem cota igual ao afastamento, si a reta pertencer a /,, tera proje-
¢oes simétricas em relagio a ==’ e, si pertencer a B,, terd projecoes
coincidentes, segundo as figuras 26 e 27, das épuras representativas cor-

respondentes as posicoes b - 8 e b - 9 do quadro de classificagdo da reta
pelos tracos.
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E’ 0 momento de resolver o seguinte problema:
“por ponto genérico, tracar paralela a uma reta”

Por emquanto diremos que retas paralelas tém projecoes homénimas
paralelas, por terem planos projetantes paralelos.
Para tracar por ponto (M), figura 28

/r/ hak

— nx*

7]

Fig.28

reta (r,), paralela a (r,), basta, entdo, tracar, por M’, r,/’ paralela a r/
e, por M, r, paralela ar, : (r,) sera paralela a (r,).
Si, por ponto genérico (M) tracarmos paralelas as retas das figuras

26 e 27, pertencentes a g ,; e 8, teremos retas paralelas a f1; € B4 como
mostram as figuras 29 e 30,

= —xx'

[ |
Fig.29 //Fig_ao

representativas dos casos III-5 e III-6, do quadro ja citado. Na figura 29,
ambas proje¢oes formam mesmo angulo com x4 e, na figura 30, as pro-
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jecoes da reta sao entre si paralelas; ainda, no primeiro caso, a diferenca
entre cota e afastamento de ponto qualquer é sempre constante; no se-
gundo, é constanfe a respectiva soma. Assim, si a diferenca entre as
coordenadas descritivas de dois pontos, de uma reta, for a mesma, ela per-
tencera a plano paralelo a 3,,; si for constante a soma das referidas co-
ordenadas, pertencera a plano paralelo a 3., .

b) os dois tracos sdo coincidentes: qualquer reta incidente com 7'
tem seus dois primeiros tracos ordinarios confundidos; além dos dois casos
b-8) e b-9) quando retas pertencem aos bissetores, ha considerar:

7) reta genérica — cujas projecoes formam &angulos diferentes com
7 a' , em um de seus pontos, figura 31,

Fig 3!

10) reta perpendicular a = ' — E’ preciso ndo confundir reta per-
pendicular a x« , que € reta de perfil, incidente com =z’ , com reta cuja
diregdo é perpendicular @ ==', que é reta de perfil genérica.

A reta perpendicular a «« tem ambas as proje¢des perpendiculares a
w7 , é incidente em um de seus pontos: todos seus tragos coincidem com
ésse ponto, figura 32

ip’
T (A)sTy= A B —T% ;
1B
Fig.32

Para que fique perfeitamente definida, além do ponto de incidéncia
em w7’ € necessario o conhecimento de outro ponto qualquer da reta;
de modo geral AB = A'p’

Mas si
AB = A'B
a reta pertencera também a g, e si houver a coincidéncia
B=1B

pertencera a g3,, .
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Conforme se verifica da figura 33,

“Ta.a
S TR,ET:L —TTT
“Tﬂt .
Flg.3 3

a reta de direcdo perpendicular a »=', reta genérica de perfil, tem seus
tracos distintos.

Tracada a terceira projecdo de reta perpendicular a = =/ esta for-
mara com =z’ , em verdadeira grandeza, o angulo formado pela reta obje-
tiva com = , sendo o complemento désse angulo, o que a reta objetiva for-
ma com =’ figura 34

J 0=(8)=TeTroT, = Ts
= 7 —R
W
L
I
Vol Fig.34

Pelo reciproco do teorema das trés perpendiculares:

“"Quando duas retas sio entre si perpendiculares, a projecdo de
uma delas sébre plano perpendicular @ outra, é perpendicular a
essa outra”,

A reta em estudo, perpendicular a =« , de projecoes pertencentes a
mesmo ponto de = =" tem, portanto, essas projecdes perpendiculares a 7 '
nesse ponto. A reciproca ndo é verdadeira: si a reta tiver ambas proje-
coes perpendiculares a x¢/, pertencentes ao mesmo suporte, pode nio
ser perpendicular a 4’ : basta atentar a reta genérica de perfil que nac
passa por wa: o perpendicularismo perfeito exige ponto de incidéncia
em 7',

B) A reta tem apenas um dos dois primeiros tracos ordindrios: é
paralela ao plano sébre o qual nao possue trago e, sua projecao nesse pla-
no, forma com =+, em verdadeira grandeza, o dngulo que a reta objetiva
forma com o outro plano.
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¢) a réta é paralela ao plano horizontal = :
tem apenas traco vertical:

IV — forma, com o plano vertical, angulo qualquer:

11 — reta horizontal ou de mivel: sua projecao horizontal forma com
r # , em verdadeira grandeza, o angulo da reta (MN) com o plano verti-
cal 7/ ; outro elemento caracteristico dessa reta é a cota, em relagcao a 7:
todos os seus pontos tendo a mesma cota, sua projecdo vertical ¢ paralela
a yx , conforme épura 35

Sabe-se, projetar-se em verdadeira grandeza, toda figura paralela a um
dos planos de projecio; entao, sobre a projecao horizontal, de uma hori-
zontal, pode-se tomar segmento qualquer MN em verdadeira grandeza, a
partir do ponto M, e, por linhas de chamada, deduzir sua projecao vertical
M'N’: MN é a verdadeéira grandeza do segmento objetivo (MN).

V — a horizontal é perpendicular a * : sua projecdo vertical é um
ponto que se confunde com seu traco vertical e a projecdo horizontal
torna--se perpendicular a »«’ por ser de 90° o dngulo da reta objetiva
com 7 : esta reta pertence a plano de perfil,

12 — a horizontal perpendicular a = chama-se de topo ou de ponta
e sua épura representativa é a da figura 36.

TrzB=A
= gT’;' —nxT’
A
Fig.36
VI — No caso limite, quando a horizontal pertencer ao plano =,

todos os seus pontos serdo de cota nula e, portanto, sua projecdo vertical

coincidira com = 7’ e, também, seu traco vertical, na interseccio com a
projecao horizontal.
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13 — a épura representativa sera a da figura 37.

d) A reta é paralela ao plano wvertical =’ , tem apenas trago hori-
zontal:

VII — forma, com o plano horizontal, dngulo qualquer:

14 — reta frontal ou de frente: a ela se aplica “mutatis, mutandis”,
o mesmo raciocinio desenvolvido para a horizontal: a figura 38 é sua
épura representativa.

Fig.38

M'N’ é a verdadeira grandeza do segmento (MN) e o &ngulo da pro-
jecdo vertical com =« é a verdadeira grandeza do angulo que a reta
objetiva faz com o plano horizontal.

VIII — a frontal é perpendicular ¢ = : consideracdes analogas as que
foram feitas para a reta V.

15 — essa frontal é chamada vertical e a figura 39 é sua épura:

A’
B'
= G —=zxn’
|
:Tx!AEB

Fig.39
IX — No caso limite, teremos épura inversa da posicdo VI, aplicando

0 mesmo raciocinio:

16 — a figura 40, da a
representacédo dessa reta
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Resumindo o que foi especificado para as posices ¢) e d): 1.°) uma
horizontal fica perfeitamente definida pelo &ngulo que forma com 7’ e pela
cota; a frontal, pelo éngulo com = e pelo afastamento; 2.°) qualquer das
duas retas pode ser definida por dois quaisquer de seus pontos: ambos
de mesma cota, no primeiro caso e, de mesmo afastamento, no segundo;
3.°) a horizontal fica determinada, ainda, pelo traco vertical e pelo an-
gulo com 4/ ; a frontal, pelo trago horizontal e pelo &ngulo formado com
r ; 4.°) sobre a projecio horizontal da horizontal e, vertical da frontal,
podem ser tomados segmentos, em verdadeira grandeza.

C) A reta tem os dois primeiros tracos ordinarios improprios: é
tanto paralela a = como a =’ e, portanto, paralela a interseccio ==’ que
é a linha de terra: chama-se fronto-horizontal: por participar das pro-
priedades das frontais, tem a projecao horizontal paralela a = = e,
por partilhar das propriedades das horizontais tem a projecdo vertical
também paralela a »«’ : portanto, a projecao horizontal é paralela & pro-
jecao vertical e, ambas, paralelas a ==’ .,

17 — a reta ndo pertence aw , nem a z': a figura 41 é sua épura:

Fn‘ H!
; i
18 — podera pertencer a . i
B3 0u Ba, conforme figuras 42 e e Fo. Mg~ ==
43. ) !
F H
Y Fig. 41
N H Fif’ AnA  HsH
= Ty Aoy Hgy = = Ffu a P
i | ;
ke G,

AgAs Ay A Fig42

19 — Si pertencer a qualquer dos planos » ou =’ , as figuras 44 e 45
corresponderfio a suas épuras:

Et N W
i H
F A H o= ;
—_ T T e—— — X —zx
i | i
F A H
Fig. 44 Fig45
20 — Finalmente, si coincidir = o s —
’ s gl . F=F H=H
com 7', coincidira também com
7' 8, e PBa.: a figura 46 é sua Fig.46

‘epura.
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Resumindo o que foi especificado para as posicoes ¢) e d): 1.°) uma
horizontal fica perfeitamente definida pelo &ngulo que forma com 7’ e pela
cota; a frontal, pelo dngulo com = e pelo afastamento; 2.°) qualquer das
duas retas pode ser definida por dois quaisquer de seus pontos: ambos
de mesma cota, no primeiro caso e, de mesmo afastamento, no segundo; 3
3.°) a horizontal fica determinada, ainda, pelo ‘traco vertical e pelo an-
gulo com4/; a frontal, pelo trago horizontal e pelo &ngulo formado com
x ; 4.°) sobre a projecido horizontal da horizontal e, vertical da frontal,
podem ser tomados segmentos, em verdadeira grandeza.

C) A reta tem os dois primeiros tragos ordinarios improprios: é
tanto paralela a = como a = e, portanto, paralela a interseccido ==’ que
é a linha de terra: chama-se fronto-horizontal: por participar das pro-
priedades das frontais, tem a projecao horizontal paralela a = 7’ e,
por partilhar das propriedades das horizontais tem a projecido vertical
também paralela a =’ : portanto, a projecao horizontal é paralela & pro-
jecdo vertical e, ambas, paralelas a ==’ .

17 — a reta mdo pertence aw , nem a z': a figura 41 é sua épura:

Fn‘ H}
18 — podera pertencer a s o
By3 0u B, conforme figuras 42 e g Fou Hal ==
43. i |
F H
- Fig.4l
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19 — Si pertencer a qualquer dos planos » ou =’ , as figuras 44 e 45

corresponderdo a suas €puras:
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F A W |
i 3 {
!‘—' A H 3 ; I
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F A H
Fig 44 Fig 45

20 — Finalmente, si coincidir
com 7', coincidirda também com
' B, e B, : a figura 46 é sua
‘€épura.
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deduzindo-se imediatamente
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condicdo para que o ponto (R) pertenga a reta (r) = (MN).

Outra solugao bem interessante, para o mesmo problema, basea-se no
principio de serem as duas projeces mongeanas de um ponto,/figuras
afins, cuja direcdo de afinidade é a da linha de chamada, sendo o eixo
de afinidade pertencente ao segundo bissetor. (1).

Definida reta de perfil pelos pontos (M) e (N) e ligando-se ponto
qualquer objetivo (0) aos pontos (M) e (N), figura 49,

4
VoA Fig.49

ficam construidas as retas (OM) e (ON) que encontram o segundo bisse-
tor nos pontos (M) e (N, ) que definem o eixo de afinidade (M N ):
ponto qualquer (P ) do eixo de afinidade, ligado a (0 ), encontra a reta
de perfil no ponto (P) que € ponto a ela pertencente, pelas consideracoes
ja expendidas.

RESUMO: reta genérica pode ser definida:

a) pelos tragos;

b) por dois pontos quaisquer;

¢) por um ponto e pelos dngulos de suas projecoes com ra’
d) por um ponto e pelos dngulos que faz com » e #

a) O primeiro problema ja foi convenientemente tratado no
comeco do presente capitulo. Geralmente, os tracos sdo dados
por suas coordenadas descritivas.

b) Sendo cota e afastamento as coordenadas descritivas, para
que se defina a posicao relativa de dois pontos, é preciso in-
troduzir uma terceira coordenada — a abscissa — contada
s6bre =/, a partir de traco de plano de perfil, préviamente
escolhido, para terceiro plano de projecio.

(1) Ao iniciar o estudo do ponto, em Geometria Descritiva, torna-se
obrigatério o estudo da homologia. plana.

N

A, b—
Pl

——

el B
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Exemplo: seja construir reta (r) definida pelos pontos

cota (+2) (—3)
M afastamento (—1) e (N) (+2)
abscissa (—2) (+4-3)

A figura 50 é a épura representativa dessa reta.
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(Fligura 50)

c) Construir reta (r) pertencente ao ponto
 CE R T
+ 2

(R) =+ 3
st

o

e cujas projecées formam com » #’ os seguintes angulos:

projecdo horizontal (- 40°)

projecao vertical (— 307

OBSERVACAO — Tanto na locacdo de retas, como de planos, os au-
tores costumam contar os dngulos no sentido contrario ao trigonométrico,
isto €, no sentido do movimento dos ponteiros ce relogio, em relacao a=r’;
entdo, contados para baixo de w«’, os &ngulos sdo positivos e, para cima,
negativos. Evidentemente, o problema comporta duas solugées, represen-
tadas pelas épuras 51 e 52.

e, é facil constatar, que as solugdes sdo realmente quatro, pela considera-
¢do das épuras simétricas correspondentes.
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d) Construir reta genérica (r), pertencente a ponto (M), que
faca com o plano horizontal =, &ngulo dado (r?, r, em valor,

e, com o plano vertical #/também angulo dado (r/)? ; i
Tem que ser resolvido problema métrico, de emprégo corrente em
Geometria Descritiva, para o qual apresentamos solucdo de facil com-
preensao para alunos de curso ginasial, baseada em elementares conheci-
mentos de geometria classica.

Dividimos a solugao em duas fases:
1.fase: reta que pertenca a ponto qualquer de w=n' ;
2 fase: pelo ponto dado, paralela & primeira reta.

A partir de ponto arbitrario (A) de an/, construam-se, para cima e

- -
para baixo de =#’, respectivamente, os adngulos (r),r e (r),r’ que a reta
devera formar, com r e 7/, na figura 53, de valores respectivamente iguais
aos dados do problema.

Sobre os lados désses dngulos, diferentes de ##’, marquem-se os
segmentos
A_’B’ = A C — I;

projete-se B’ em B, sébre =#' e C, em C’, formando os tridngulos A’BB,
e ACC’, dos quais se tira

A'B = A'B’ cos [(r), r] = 1. cos [(1), r]
20N 2%
AC’ = AC. cos [(r), r’] = 1. cos [(r), x']

Verificando-se serem 1. cos [(r’)?r] e l. cos [(r),r'] as projecoes
horizontal e vertical do segmento ], como

A'D'—= A'C’ =1. COS [(I')/T r'] e
AD = AB = [. cos [(r), r]

em virtude das construcoes graficas executadas na figura 53, deduz-se
serem AD e A'D’ as projecoes horizontal e vertical de 1 ; e, portanto,
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D e D’, proje¢oes horizontal e vertical de mesmo ponto (D): entao a reta
(r) = (AD) forma com os planos de projecdo, = ¢ w , os angulos dados.

K’ facil ver que a reta (AE) é outra solucio do problema: é a posigdo
simétrica de (AD). Combinando AD com A’F’, tém-se uma terceira so-
lugdo e, AE com A’D’, uma quarta.

Tracando, agora, pelo ponto (M) dado, retas paralelas as das quatro
solucoes acima enumeradas, chega-se as quatro solugdes do problema pro-
posto, na figura 54

Mk

Moy May

——. :/ | bHo.i \:Hm
F RN

Fig 54
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Condicoes de possibilidade do problema —
Vimos serem
-~
A'D’ =1 . cos [(r), r] e
N
AD = |. cos [(r),r]
Para que as paralelas a = n’ tragadas por B’ e C, respectivamente, se-

jam cortadas por A‘D’ e AD é necessario se tenha:

.
1. cos [(r), r'] > BB
1. cos [(rff] cc’

5
mas "N

BB’ = l. sen [(¥), r]
e

CC' = 1. sen [(S. ]
entdo, deve-se ter: "
L cos [, ¥] 2 1. sen [0, 1]

e

I. cos [(r’)‘.\r] > 1. sen [(r)/,\r‘]
ou s "

cos [(r), 1"] > sen [(1')’ r]
e

cos [(@), r] > sen [(13, ']



porém

cos [(rj,\r’] = sen [90° -—(r)/,\r']
e

c0s [(r/)T r] = sen [90“——(rfr]
entao

sen [90° — (r)T\r’] > sen [(r):\r"]
e

sen [90" - (r)/,\r] > sen [(rj.\ r]

e, como 0 seno varia diretamente com o éngulo:
N AN
[90° — (1), ] > (). ¥

[90° - (rj? 1‘] = (rs‘,xr
donde

00° >, r + ()
90° > (r)/:r" + {rrr

isto é: o problema é possivel, quando a soma dos dngulos que a reta forma
com os|planos de projecdo é menor, € no maximo, igual a 90.°; sendo me-
nor, haverd quatro solucdes; igual, a reta serd de perfil, e haverd uma
Unica solucao; sendo nula a soma, a reta serd paralela a ==’/

OBSERVACAO — A traducfo geométrica das paralelas a =« , por
B’ e C, s6 podera ser perfeitamente entendida, posteriormente, com o adi-
antamento do programa.




CAPITULO III

POSICOES RELATIVAS DE DUAS RETAS

g—1,1213

Duas retas do espaco podem ser incidentes (complanares) ou revessas
(nio complanares); no primeiro caso o ponto de incidéncia podera ser
nroprio — retas concorrentes, ou impréprio — retas paralelas.

Retas incidentes — a) PONTO DE
INCIDENCIA PROPRIO: o ponto
pertencendo simultaneamente a5
duas retas, pelo postulado da per-

tinéncia, devera ser o ponto co- ' — K
mum 3s suas projecdes, separada- o
mente, e, portanto, sdbre a mesma r s
linha de chamada: a épura é a da !
figura 55. o
Fig.55

Si tiverem o mesmo plano projetante, sébre o plano vertical ou sébre
o plano horizontal, as projecdes correspondentes serio superpostas, como
mostram as figuras 56 e 57.
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O plano projetante comum, sendo horizontal ou de frente, as épuras
respectivas sdao as das figuras 58 e 59.

: o
><!Fig,58 Fig.59

e o angulo formado pelas projecoes distintas mede o Angulo das duas retas
objetivas.

Uma das retas sendo horizontal ou frontal ter-se-do as épuras 60 e 61

r
- _/-
0. &

— 001

b

Fig.60 Eiya)

x=!

e, na situacao acima, si as retas objetivas forem entre si perpendiculares,
as épuras serfo as das figuras 62 e 63.

Qo

— %24

—— 4
¢ S _
o2 ;"T =
/ i Fig.62 Fig.63

em que os angulos assinalados, em projecdo, medirdo o angulo das
retas objetivas, isto é, as projecbes correspondentes serao também entre
si perpendiculares, em virtude do seguinte teorema de geometria ele-
mentar:

*A projecdo ortogonal, sébre plano qualguer, de dngulo reto que
lhe tenha wm lado paralelo, é ainda um dngulo Teto”.
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Uma das retas sendo de topo ou vertical, as figuras 64 e 65 seriam as
épuras representativas,

_ l.o‘” ] :Ogy

:5 \
D3
W\ Fig.64 Fig 65

No caso de uma das retas ser de perfil, serd necessario recorser as
terceiras projecies, para verificagdo da incidéncia das duas retas, con-
{formt mostra a figura 66,

@ - Fig.66
FEA

onde € necessario que o’, o'e o pertencam a trés vértices de um retan-
gule construtor, para que (0) seja o ponto de incidéncia.

A solucao podera ser dada pela determinacdo dos tracos ordinarios
das duas retas: ligadas suas projecoes homénimas, sera obtida reta, cujas
projecoes deverao incidir em ponto proprio ou improprio de #'r , con-
forme mostra a figura 67.

L //
/
Na épura 67, as retas ;“;’/
s Gry
[T Tard- L e[ Ty s B ] /\5\"
concorrem em mesmo ponto U o //
Fa r
da linha de terra: as retas (r) e’ New \Tim: -
S = | T TS o
e (s) sao portanto incidentes, \\\' XTuw e
isto é, pertencem a mesmo pla- \\//
no. Fig.67
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TEOREMA: As projecoes de duas retas-de direcoes perpendi-

culares, sébre plano paralelo ¢ uma delas, sdo retas per-
pendiculares.

Sejam (AB) e (CD) duas retas de direcges perpendiculares,

sendo AB e CD suas projecies ortogonais sobre plano = , paralelo a
(CD), figura 68.

c (D)
1 L}
£
Fig.68

A reta, (CD), tendo direcdo perpendicular a qualquer projetante
(A)A da reta (AB), tera, portanto, direcao perpendicular ao plano pro-
jetante de (AB), o mesmo sucedendo, em relacdo a sua projecao ortogo-
nal CD, que lhe é paralela: entdo CD é perpendicular a AB.

1.* reciproca — Si as projegdes AB e CD de duas retas (AB) e (CD),
sObre plano paralelo a uma delas, sido perpendiculares, as retas (AB) e
(CD) terao direcgoes perpendiculares.

2. reciproca — Si (AB) e (CD) tém dire¢des perpendiculares e si
suas projecdes, sobre plano qualquer = sa@o perpendiculares, o plano =
€ paralelo a uma das retas (AB) ou (CD). O plano de projecdo nio sera
perpendicular a qualquer das retas e éste teorema nao difere do teorema
das trés perpendiculares.

Além dessa situacdo especial, ndo é facil, a simples vista, verificar si
duas retas, representadas por suas projecoes ortogonais, tém ou ndo di-
recoes perpendiculares: o problema fica na dependéncia do perpendicula-
rismo entre reta e plano.

Primeiramente, poder-se-ia, por uma das retas, (r) por exemplo, tra-
car plano « perpendicular a outra, (s); si for possivel o problema, as
retas (r) e (s) terdo direcdes perpendiculares.

Mesmo, porém, sem a construcao do plano «, o problema poderé ser
resolvido.

Sejam as retas (r) e (s), incidentes no ponto (O); figura 69.

Determinam-se os tracos or-
dinarios da reta (r) e, désses
pontos, baixam-se perpendi-
culares A reta (s): si essas per- =
pendiculargs se cortarem no
mesmo ponto U derw’ , as re-
tas (r) e (s) serdo entre si per-
pendiculares, como na épura 69.




E’ possivel, agora, o tracado de retas quaisquer incidentes, entre si
perpendiculares: basta determinar os tracos ordinarios de uma das retas,
ligar ponto arbitrario U de = #' aos tracos da reta e, das projegbes do
ponto de incidéncia (O), das duas retas, baixar perpendiculares alUT/ !
e UT (), respectivamente: a reta (s) assim constituida serd perpendi-
cular a primeira (r).

Pertencendo ambas a mesmo plano de perfil, é necessario recorrer as
terceiras projecoes, para verificar si as duas retas sio incidentes em ponto
proprio ou improprio: a situacdo é indeterminada por se superporem as
projecdes das duas retas. Na figura 70 esta a solucdo do problema:

L
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Fig.70

as duas retas (AB) e (CD), ambas de perfil, se cortam no ponto (O).

Si as projecoes horizontais e verticais das duas retas néo se cortarem,
separadamente, dentro dos limites da épura, para verificacdo da incidéncia,
recorre-se a outras duas retas auxiliares, apoiando-se nas duas primeiras:
si as projecoes das retas auxiliares se cruzarem, separadamente, em mes-
mo ponto (Q), as duas retas primitivas serdo incidentes; caso contrario,
nao, 'conforme sucede na figura 71,

em que (r) e (s) nio sdo incidentes porque os pontos de cruzamento de
(1-4, 1’-4’) e (2-3, 2-3') nao pertencem a mesma linha‘de chamada.
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Uma das retas, (r), sendo qualquer e a outra de perfil, (s) = (AB),
figura 72,
N
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procede-se como no caso da figura 67.

b) PONTO DE INCIDENCIA IMPROPRIO: As duas retas sido para-
lelas, com excecdo das pertencentes a planos de perfil. Sendo paralelos
seus planos projetantes, suas interseccodes, com outro plano qualquer, sao
retas paralelas e, portanto, as projecdes homonimas das retas sao paralelas,

sendo a figura 73, a épura mais geral.

A reciproca nem sempre é
verdadeira:

“retas cujas projecoes sobre plano x, sejam paralelas, nem
sempre, sao objetivamente paralelas: basta que tenham pla-
nos projetantes paralelos: nao se encontram nem sao para-
lelas: sao revessas.

A épura seria a da figura 74, :
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em que M’ é a projecao vertical da reta de topo (M; M,) que encontra
(r) e (s).

E’ bom acentuar nao ser a reciproca verdadeira para um plano apenas,
mas havendo dois planos de projecdo, como no sistema mongeano, o mes-
mo para dois planos, formando diedro qualquer, é plenamente verdadeira
e, o reciproco do teorema primitivo, pode ser enunciado:

“Quando, as projecoes de duas retas sobre planos que for-
mem diedro qualquer, sdo paralelas, as retas objetivas s@o
paralelas.”

Qutro interessante teorema:

“Quando duas retas objetivas sdo paralelas, as projecoes
ortogonais, de segmentos dessas retas, sGo proporcionais’.

Projetemos ortogonalmente duas retas paralelas (r,) e (r,) sobre plano
T, em 1, e r;; figura 75.

Temos

(r,)= (AB) // (r,) = CD
e, portanto
yy JIX,
Os angulos em A, B, C, D sao retos.

Tire-se, por (A), paralela (AM) a AB e, por (C) paralela (CN) a
CD; as figuras AB (M) (A) e CD(N) (C) sao retangulos e, portanto:

AB # (AM) )
e CD # (CN) {

também  (AM) // (CN)

resultando
/\ //\\
® A = (D) © N
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Os tridngulos retangulos,
(A) (M) (B) e (C)(N)(D)
que tém um angulo agudo igual, sdo semelhantes; entio

(A) (M) (A) (B)
©m™ ~©m

e, em virtude das igualdades (1)

(A) (B) B AB @)
(©)(D) CD J
Si 7; = = seria verificada a igualdade (2) e, para #', terfamos |

também

(A) (B)  A'B’
©o - cp @

e, de (2) e (3) seria concluido:

AB _ AB
CD " OB

como se pretendia demonstrar.

Si as duas retas forem horizontais ou frontais, pertencentes a mes-
mo plano, as épuras seriam as das figuras 76 e 77.

— — X = — ¥ %
* Fig76 Fig.77

A perpendicular comum as projecoes distintas medira a disténcia
entre as duas retas.

Na situagéo anterior, si pertencerem a planocs diferentes, ter-se-do as
épuras 78 e 79.
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Si forem de topo ou verticais, serdo as épuras 80 e 81

: 4 r

— — ¥ 1 —— [ &
1 "
i L}
e U

T

:-,1 B
Fig 80 Figal %

A disténcia entre as duas retas sera medida pelo segmento que ligar
as projecoes reduzidas a um ponto.

Como anteriormente, mas pertencentes a mesmo plano de perfil, se-
rao representadas pelas épuras 82 e 83

. f;
o ran
i
i
il
i
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:

l.‘-s! I'z d
Fig.82 b7 Fig.23

onde d medira a distdncia entre elas: na terceira projecéo as retas esta-
riam destacadas.

Pertencendo ao mes- i .
i F.
mo plano projetante 2 %

vertical ou horizon- s = =z
tal, serdo represen-
tadas pelas épuras 3 \ ;
84 ¢ 85. . Figss Fig85 e
1
pt s P
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nl _____ - 1
No caso de perten- il L e
cerem a planos de &, ' + e
perfil diferentes,” e /,T W Ax
7', o parelelismo e =" == : =
verificado pela cons- i {'; 2 =) 6
trugdo das terceiras /{u' =15
projecoes, segundo fi- v
gura 8, /L’/i' ~1a
- --4c
i
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podendo-se também adotar a solugéo habitual do caso em que as projecoes
de duas retas ndo se cortem nos limites da épura, figura 87.

g

{

\g'

S —r= 7 df

Fig.87

¢) AS DUAS RETAS SAO
REVESSAS: suas projegoes ho-
monimas se cruzam em pontos
nao pertencentes a mesma linha
de chamada, figura 88,

ke |
O bommm———

Fig.88

podendo pertencerem a planos projetantes paralelos, em relacdo a um dos
planos de projecgdo, segundo épuras 89 e 90
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e a distancia entre as projecoes paralelas, mede a distancia entre as retas
objetivas.

Na situacao anterior, os planos projetantes poderao ser horizontais ou
frontais, conforme épuras 91 e 92:

r‘
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L e 5 ST &
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e — e ——

= —7x'
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£ * Fis9) Fig.92
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o angulo das duas retas é, em verdadeira grandeza, o angulo formado pelas
projecoes que se cruzam.
Sendo uma das retas de topo ou vertical, as figuras 93 e 94 serdo as
épuras representativas, ‘
Si pertencerem a planos de perfil diferentes 7,” e 7,”", conforme mostra

a figura 95,
ks’ \‘\

— ——

Fig94

a distancia enire os planos de perfil sera a distancia entre as duas retas
e, construidas as terceiras projecdes, surgira, em verdadeira grandeza, o
angulo por elas formado.

Sabe-se que, quando duas retas sdo revessas, se obtem o éngulo que
formam, tracando por ponto genérico do espago, paralelas as retas: o
angulo dessas retas incidentes € o angulo das retas revessas,

Si for necessario verificar, terem direcoes perpendiculares, duas retas
revessas (r) e (s), por ponto (O), tirem-se paralelas (r,) e (s,) a (r) e
(s) respectivamente: aplicando, em épura, as retas incidentes (r,) e (s,)
a verificacao ja estudada, saber-se-a si (r,) e (s,) sdo ou ndo de direcoes
perpendiculares.

O estudo dos métodos descritivos conduz a verificagbes mais rapidas,
bem como a construcoes de retas, entre si perpendiculares, em qualquer
dos sistemas que integram a axonometria.






CAPITULO 1V
a—1; p —23, 4.
INTRODUCAO

A PERSPECTIVA LINEAR E O SISTEMA DE. PROJECOES COTADAS
SAO CASOS METRICOS PARTICULARES DA
AXONOMETRIA CENTRAL

Projetando-se de polo genérico (V), figura qualquer (F), sobre qua-
dro genérico =, sabe-se ser indeterminado o problema inverso — pro-
blema da restituicao.

Ponto objetivo (P) serd determinado por sua projecao central P,
considerando-se plano auxiliar 7’ , a éle pertencente: serd a intersecc¢éo
da projetante (V) P,, com o plano auxiliar 7/,

Reta objetiva genérica (r) ficara determinada pela construcdao de
dois de seus pontos: traco principal T e traco auxiliar I

(r) o (r) = °
O par de pontos ['I"(r y F(ﬂ , ] € determinado por (r) e vice-versa.
Pode-se substituir o traco F/ por sua projecao central F

(r) =t (r)m’
estabelecendo-se uma correspondéncia bi-univoca entre as retas (r) do

espacgo e os pares ordenados de pontos [T( 2w .F( Y ] do quadro,

figura 96




v I

Havera excegdo para as retas pertencentes a interseccio r,n’ para as

quais, evidentemente
T =
(8) ma F( §) o

Os planos do espaco serdo representados de modo andlogo, por seus
tragos: seja o plano «, de trago principal t,, e trago auxiliar 1, - Proje-
tado f',, de (V), sobre = , da fm; opserve-se que tﬂo{ cf’a pertencem ao
mesmo ponto de x #; evidentemente, f = pertencera também ao mesmo
ponto, pois togr T'a € f 0q 530 arestas de mesmo triedro. Ha, pois, como
no caso da linha reta, uma correspondéncia bi-univoca entre os planos «
do espaco e os pares de retas (toa ; an), com excecao feita dos planos
pertencentes ao eixo ' .

Podemos, entdo, referir a representacio de ponto genérico (P), nao
s6 a um plano, como a uma reta a éle pertencente.

O método exposto é o da projecio central generalizada de Fiedler
Cousinery, que se confunde plenamente com o processo axonométrico
central, em que reta genérica fica determinada pela construcio de seus
tracos em dois dos planos axonométricos e, sua axonometria, em gual-
quer désses planos, pelo traco a éle pertencente e pela projecdo central,
de um dos outros traces, sobre o eixo axonomeétrico respectivo, perten-
cente ao plano considerado.

De método estudado se derivam, como casos métricos particulares:

a) o da perspectiva linear, quando o polo (V) é préprio e o pla-
auxiliar =/, improprio;

b) o das projecdes cotadas, quando 7', é paralelo a 7, e (V) = V,,
é o ponto improprio ortogonal de r, .

No primeiro caso, relativamente a reta genérica (r), figura 97,

s PO

(Fir)

é facil ver que F(r) T, € o ponto de fuga de (r), imagem de (F_ ),

visto ser ¥ =wry;
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a projetante de (F) () € paralela a (r): € o raio de fuga do ponto im-
proprio de (r) e, portanto, F(, = sera o ponto de fuga de (r).

A reta
Ly =T )0 F@mo

€ o que se chama a perspectiva de (7).

Considerando plano genérico o , chegaremos a conclusao de que an
sera seu traco de fuga e paralelo a t,,: intersecgoes de dois planos para-
lelosy, e o 1(y) com um terceiro, T

O segundo caso merecera detalhada anélise, por ser a tese pouco co-
nhecida: planos 7, e ' entre si paralelos e o polo de projecdo V , , sendo
o ponto improprio ortogonal do quadro =, .

Reta genérica (r) encontra =, ¢ # em pontos proprios distintos
ik (r) 7 © Fripy 0 QUE sao seus tragos naqueles planos.

Projetando-se ortogonalmente F’(r)w’ em F ., o par {5 F 4o
fica defimido por (r) e vice-versa.

Si T =P =Rs

(r) mo

a reta (r) sera paralela a =, ; si T (r),, for proprio e ocorrer

T O = F (r) m,

a reta (r) serd perpendicular a 7, isto é, uma projetarite.

Ty % Fo m =T, € a projecado ortogonal de (r) sobre r,, figura 98.

s
/ ) ﬁ'ﬂx’
l
i A

i .‘.
Fig98 L a
g Vs (Foolir)

Sendo @, plano genérico, referido ao mesmo sistema anterior, seus
tracos t,, e f’, serdo paralelos, o mesmo sucedendo ao par de retas

(tch’ fm), sendo f0 a projecao ortogonal de £’ de =’ sbbre .
o
Dado o plano « , 0 par (toa, i, ) fica determinado e, vice-versa; isto &,
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consideradas, sébre =, duas retas paralelas toao fﬂa fica determinado o
plano o de que elas sdo o traco principal e a projecdo ortogonal do traco
auxiliar respectivamente: as excegoes ,agora, se referem a coincidéncia de
toa e f ., com areta imprdpria de 7, circunsi@ncia em que « sera pa-
ralelo a =, e ax'; e, si tM = iOG|= , a distdncia finita, o plano « sera per-
pendicular a =, isto é, um plano projetante.
Entio, ponto genérico (P) ficara determinado por sua projegéo orto-
g
gonal P, e reta [T(_r) ™ F r, ] @ &le pertencente, ou plano (t s Ko
nas mesmas condicoes. :

Vejamos como o método descrito se identifica com o das projecies

cotadas.
Admita-se como unidade de medida, a distdncia entrer_ ex’e que =,
tenha cota positiva em relacdo a 7, : para reta genérica (r) os tracecs

T(r) T, © F’(r)ﬁr correspondem a pontos de cota zero e cote umitdria;
entdo, conhecidos, F .y =, projecdo ortogonal de F' " e a represen-
tagdo do ponto de (r), de cota zero, isto &, T )T ? poder-se-a graduar a
reta r, e, partindo desta, graduar a reta objetiva (r), conforme procedi-
mento em geometria cotada.

O mesmo fato ocorrera para plano genérico « : o trago principal t__
serd sua horizontal de cota zero, enquanto f_, , a projecio ortogonal da

horizontal de cota zero, donde se poder graduar a escala de declividade do
plano o e, desta partindo, graduar a linhae de maior declive, cuja projecao
ortogonal é a propria escala de declividade.

HOMOTETIA RELATIVA A REPRESENTACAO DE UM PONTO

Dado ponto genérico (P) considere-se reta a éle pertencente (r) :
[Ta)%o s Fr)™o] » cujo ponto improprio seja Foo)(ry: 0 trago T(pym,
pode ser considerado como projecao de (F.,) r}»d" polo (P), emquanto
F () mo Seria projecao do mesmo ponto (Fm)(r) do polo V _ , sGbre =,
também: importa afirmar serem T{ r)%, € F(r)g.-n projecées do mesmo

ponto (F.,) (,y de polos diversos P)eV ..
A mesma observacao seria valida para o trago principal t_, e o traco

de fuga foCx de plano o pertencente a (P), isto é, t seriam as pro-

Oo € f O
jecdes, da reta imprépria (f ) o dos polos (P) e V.
Todos os pontos T(r)""gs e (r)™,» €OMO as retas t ., f,, se cor-
respondem em uma homologia, que no caso estudado, é uma homotetia,
cujo centro é o traco da projetante V, (P), sébre 7o &, portanto, P, .
Conhecido P, , a homotetia fica determinada por dois elementos ho-

mologos: traco principal 'I‘“,),,-C e ponto de fuga F(,,5 de uma reta
(r) ou traco principal t ow © trago de fuga f_, de um plano «, pertencen-
tes, em ambos os casos, a (P).

. Reciprocamente, dois pontos ou duas retas, correspondentes na homo-
tetia, podem ser considerados como ponto principal e ponto de fuga de uma
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reta ou trago principal e trago de fuga de um plano, de estrela de cen-
tro (P).

A coincidéncia (P) = P’ sbébre =/, indicaria terem as retas, perten-
tencentes a (P), seus tracos coincidentes com (P), enquanto poderem
pertencer seus tracos de fuga a quaisquer pontos do quadro; analoga-
mente, (P) pertencera aos tragos principais dos planos da estrela de cen-
tro (P). Nestas condigoes, a dupla projecao, sobre quadro =, de polos (P)
e V,, , dos pontos e retas do plano impréprio, ndo mais se corresponderao
bi-univocamente.

Concluindo: os tracos principais e os tragos de fuga, de retas perten-
centes a ponto genérico (P),constituem pares de pontos homélogos de
uma homotetia K, cujo centro é P, projecdo de (P) sobre o quadro.
Nesta homotetia, se corresponderdo também os tragos principais e os tra-
cos de fuga dos planos pertencentes a (P). A esta homotetia K, da-se
o nome de homotetia relativa @ representacdo do ponto (P) ou homotetia
de representagio do ponto (P) e diz-se, ainda, ser a homotetia K, repre-
sentativa do ponto (P).

Considerando ainda a figura 98, facil é observar que os tridngulos

P, P Tm, e P’ P F'(r)r’ retingulos em P, e P’ sdo diretamente homotéticos,
sendo,

PoT (t)y, = K,
P ¥y

a razéo de hometetia e, como F’mw - Foyr, = 1 (unidade de medida),
pode-se escrever:

PoTiywe - Po®P) _
Fhasic » £ B »!

fazendo P, (P) = ¢ p» cota do ponto (P), em relacao ao plano de re-
feréncia «, e, verificando-se que

PP (P) = P, (P) — 1

vem:

P, (P) o

P, (P—1 K,
ou

Tp oo

qp — 1 Kp
de onde resulta

T (Kp ql-'l) =" Kp

ou

0 K, —1) =K,
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donde

e
K,

relacdo que liga a cota do ponto (P) & razdo de homotetia relativa ao
mesmo ponto.

O problema que vimos de estudar é de capital importancia em geo-
metria cotada, pois, dada, no plano de referéncia r, , a projecao ortogonal
P, de ponto objetivo (P), considerada como centro de um feixe de retas
e, a razao de homotetia K , é possivel, pela formula

K,
E M

determinar a cota do ponto (P), centro de uma estrela de raios e de pla-
nos, subordinados a homotetia K | e graduar todas as retas do feixe de
centro P, bem como consiruir as escalas de declividade dos planos, per-
tencentes ao ponto objetivo (P).

A —a. 1 — AXONOMETRIA CENTRAL

Passamos agora ao estudo da axonometria conica ou central da linha
reta, iniciando pelo problema de representacdo mais geral, quando os ira-
cos dos trés eixos objetivos sao proprios. O polo de projecao sabe-se, tam-
bém, ser préprio. ’

1) AXONOMETRIA CENTRAL DE RETA GENERICA — a) defi-
nida por seus tracos:ndo s6 serd determinada a aronometria werdadeira
ou direta da reta bem como a 1, 2.* e 3." projecées axonométricas, partindo
de seus tracos nos planos axonomeétricos respectivos, cujas coordenadas
supomos conhecidas (geralmente fornecidas pelas projecbes mongeanas) .

A solucdo do problema depende do conhecimento dos pontos de fuga
Fo(x), Fo(y), Fo(s) dos eixos axonométricos, bem como da axono-
metria central O, do vértice do triedro objetivo e das semi retas

00Xowr 0oYowr Qo Zo, — €ixos axonométricos; figura 99.

Z;,

O ortocentro do triangulo dos pon-
tos de fuga — projecio ortogonal do
ponto de vista (V) — polo de projecao
— sera o ponto principal do sistema—
R

Da épura mongeana recolhem-se as
coordenadas (x)r e (v)y do traco ho-
rizontal da reta .., que serdo levadas
aos eixos axonométricos respectivos,
apds sofrerem as alteracées das respe-
ctivas escalas: obtidos X,, e Yor , as

(Figura 99)
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paralelas aos eixos, tragadas por esses pontos extremos, convergirao para
os respectivos pontos de fuga e darao, por sua interseccao, ra,.

As coordenadas (y), e (z),~ do trago de perfil da reta permitirao,
como anteriormente, ligando seus extremos Y . e Z, .~ aos pontos de
fuga F () e Foy) » respectivamente, a determinacgio de z'a,. O traco
7'a, pode ser diretamente determinado, na épura, pela construcio da
segunda projecdo axonometrica da reta; de fato, a projecao central de za,'
sébre o eixo dos z é o extremo X, €, a de 7'a, sobre o eixo dos z,,

Z, ¢ entio, X . Z - serd a segunda proje¢do axonometrica da reta,

que encontrara sua axonometria verdadeira —sa,. v’’a, — no ponto r'a,
procurado. A primeira projecido axonométrica se obtem ‘projetando coni-
camente®’asem Y 7€ 7’8, em X p7 1 Y o0t X%_:, serd a primeira projecac
axonomeétrica, pertencente forcosamente a ra,

A terceira projecao axonométrica seria Y _. Z .. pertencente
an ag.

b) O caso da reta, indefinida ou limitada, definida por dois de seus
pontos, carece de importancia, pois ésses pontos seriam axonometrica-
mente construidos por suas coordenadas, obtendo-se suas perspectivas di-
retas ou verdadeiras, bem como suas primeiras, segundas e terceiras pro-
jecOes axonométricas, que ligadas, duas a duas, respectivamente, dariam
as projecoes da reta. As interseccoes dessas projecoes com a axonometria
direta da reta forneceriam os respectivos traces, conforme mostra a
épura 100.

(F'igura 100)

O problema da graduacao dos eixos axonométricos centrais, bisicc
para os problemas que acabamos de resolver, é problema simples que o
aluno deve ter sempre presente, quer utilizando o rebatimento de (V) ou
nio: é a construcido de uma escale harmoénica ou fugitiva de Desargues.
Com aproveitamento dessa graduacéo, determina-se o ponto principal V,
e a distdncia principal — afastamento do observador. O ponto principal
V, pertence a reta que liga a origem axonométrica ao ortocentro do
tridngulo dos tracos, sendo ésse tridngulo de grande utilidade na solucao
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dos problemas métricos, mas dispensdvel na apreciacio dos problemas
graficos ou de posicdo, como 0s de representacido da linha reta.

Em axonometria central, ndo podem deixar de ser considerados, os
trés seguintes problemas:

a) determinacdo do tridngulo das linhas neutras;
b)traco 7 (a) de reta genérica;
c) ponto de fuga F, (a) de reta genérica.

a) O tridngulo das linhas neutras jor, jom, jos’' € homotético do tri-
dngulo fundamental, e, também, do triangulo dos pontos de fuga e sua de-
terminacéo ¢ importante, por facilitar a solucdo de inimeros problemas
em axonometria central, como sejam: tangentes a ‘curvas, paralelas a uma
direcdo dada; transformacao de feixes de retas, de centro préprio, em
feixes de retas paralelas; e, de modo geral, nos problemas da axonometria
central de elevacdo, para figuras apoiadas nos planos axonométricos.

O principio utilizado, para essa determinacéo, € o mesmo conhecido
da homologia plana, para determinacio das retas-limite da primeira e da
segunda figuras, como, também, da perspectiva linear, para o tracado das
linhas neutras; isto é:

“*0O rebatimento da linha neutra dista da linha de terra, da mes-
ma distancia que o rebatimento do ponto de vista, da linha do
horizonte”.

Tracada uma das linhas neutras, as outras duas sdo construidas por
homotetia: sfo paralelas as linhas de terra e do horizonte, correspon-
dentes.

Para uma delas, por exemplo, j ., figura 101, rebate-se (V) em (V ),

1 v M
( wgh&[-’r;;:.a. \x._
(Figura 101)
e toma-se a distancia (V,), . F,,,de (V,,), a linha do horizonte f;, a par-

tir de Ty,, na linha de terra t,, obtendo-se J,,, que € o ponto neutro rela-
tivo a j,, procurada.
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V, (Vy), € a primeira vertical principal, 3 qual também pertence
J5q: @ Interseccao de V, (V') com £, isto é, o ponto ¥ _,, é o ponto de
fuga das perpendiculares a , , ou seja a primeira projecido do ponto prin-
cipal — V.

Como exercicio elementar, dada a reta 7, e o rebatimento (M),
de ponta (M), tracar por seu correspondente axonométrico M, reta pa-
ralela a 7.

O tragcoder, € T, , em t, e seu ponto de fuga, F, , em f;: (V,), Fr.
¢ seu raio de fuga: entdo, o rebatimento de 7, ¢ (ry),, = TJ,,. paralela a
BT e A

O rebatimento (r,), encontra j . em J e todas as retas pertencen-
tes a J . terdo axonometrias paralelas a r, ; nessas condigoes, J,.. (M,),
encontrando t, em T _ éste ponto sera o traco de s, paralelaar .

A projetante (V,),. (M,), determinara sobre s,, o ponto M, que € o
correspondente axonométrico de (M,),,

b) Seja reta (a), de axonometria central verdadeira ap,cujo traco
7, (a) queremos determinar.

Sendo 7y, seu traco em 5 e 7/ ., em 7', a primeira projecao axo-
nomeétrica sera a = ma,. Yo/, sendo Y., a projecdo conica do traco 7'a,
de Fz, sobre o eixo dos y,, .

Interpretemos o significado de a = 7,,. Y,z ¢Fz,. Y, z/: o plano
projetante de (a), sobre = € paralelo ao eixo dos (z); portanto, seus
tracos sobre 7' e =’ serao paralelos ao eixo dos (z) e, em axonomeiria
central, dirigidos para o ponto de fuga Iz, o eixo dos (z); o terceiro traco
désse plano projetante se confundira com a primeira axonometria a, no
plano 7. A interseccdo desse plano projetante com o quadro sera
Ty T”62, que encontra r, no ponto m,a procurado, figura 102.

Figi02

(Figura 102)

¢} O ponto de fuga de a ‘E’-'rft{..‘fnw”, é F.a: um plano paralelo ao
plano projetante de a, tracado por (V) tera traco sobre w, pertencente a
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F.a e, sobre , trago de fuga, dirigido para Fz,: Fa. Fz,, traco de fuga,
cortara r, em F, (a) que é o ponto de fuga procurado; figura 102.

Exercicios sobre retas especiais completarao o paragrafo A —a.l),
deste capitulo IV.

-

A — b — 2) — PERSPECTIVA LINEAR

A finalidade deste paragrafo € dar a perspective cénica, também de-
nominada perspectiva linear, o mesmo tratamento geral da axonometria {
central, procedendo a determinacdo da perspectiva linear verdadeira ou \
direta de uma reta, bem como de suas primeiras, segundas e terceiras
projecdes, dados dois de seus tracos ordinirios ou dois de seus pontos 1
genéricos. [

Deixaremas, inteiramente de lado, o tratamento habitual dessa pers- 1
pectiva, dependente inteiramente do sistema mongeano de projecoes,
quando elementos definidores da épura, ficam totalmente desapercebi-- \
dos do aluno, para considera-la, apenas, caso particular da axonometria |
central, quando mo = @’ , isto &, quando o plano dos (xz)coincide com o
quadro. |

Nestas condicoes, é facil verificar que, (figural03):

{_
i
¢

Jor=Tan®
& i
(Figura 103)
Primeira linha de terra R S A 2 M
Segunda linha de terra L sy =y,
Terceira linha de terra T 7 =7 w, =0y Zyo
Primeira linha do horizonte T Ty =T Tyyy =fr 1
Segunda l.inha do hor_izonte To® ey =" o= D'y
Terceira linha do horizonte Ty Ty = ® 7y =1
Primeira linha neutra 1) ® = Jow
Segunda linha neutra i =P

Terceira linha neutra

*iw- = Jox!

cumprindo observar que a primeira linha neutra dista da primeira linha
de terra, da distancia principal e a terceira, da terceira linha de terra,
também da mesma distancia.
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Na épura perspectiva, conforme figura 104, sabe-se que o eixo dos
(¥), sendo perpendicular ao quadro «’, tem sua perspectiva dirigida para
V', que coincide com o ponto de fuga das principais.

Definido, entao, o sistema, por seus elementos fundamentais estuda-
dos apreciemos a determinagdo da perspectiva linear de reta genérica,
conhecidas as coordenadas objectivas de dois de seus tracos ordinarios,
iStO é (x)gr3 (y);r e {X)';r-’ ? (Z) Tl o

Marcadas axonometricamente essas coordenadas, a projecéo central de,
(Y1) 7 € Yor, sbbre o €ixo dos y, e a projecéo central da reta (Y,),. 7a
Yor- ™8, ). paralela a O X, , visto ser impréprio o ponto de fuga do eixo
dos X

my, projetado conicamente da w3, que é a axonometria do primeiro
traco da reta (a).

A axonometria do segundo trago coincide com o préprio traco ver-
tical da reta no plano do quadro 7 — serd 7’ a’ = =g, dado por suas
coordenadas.

A axonometria, direta de (a) se obtera ligando os dois tracos ja obti-
dos; isto € sera a, = Ta,. a,.

Ligando 7a g #'a, ter-se-a a projecdo mongeana horizontal da reta,

- a! e, a projecao vertical correspondente, ligando ma’ a n'a’.
e primeira perspectiva € 7 a.Fa = a, perspectiva linear da projecan
horizontal a [ ; a segunda, a‘ = a’|, a propria projecio mongeana verti-
cal e, a terceira é obtida, prolongando-se as projecoes mongeanas a je
a’| até o traco do plano dos yz, afim de determinar as projecoes (Y,)or',
-e—"Zow-” de seu trago de perfil. A projecdo central de (Yi)o;z" é Yo,
e a paralela tracada, por ésse ponto, ao eixo dos z,, que tem ponto de
fuga improprio, vai encontrar a projecao central da paralela, tragada por
Zoy", ao eixo dos (y), em #a_, que é0 trago de perfil procurado.

A terceira perspectiva de (a) é a/ = Y, . ™20,

0
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Verificagoes importantes: 1) a primeira projecdo axonométrica cen-
tral deve pertencer a Y .’ ; 2') a segunda, a Zyx'"; 3}) aterceira,a Y,
4.*) o ponto de fuga de (a) é T (a), na linha de chamada de Fa, pois o
traco de fuga, do plano de fuga do plano projetante de a, é dirigido para
Fz, que € improprio; 5.°) ligando-se F,(a) ao ponto (V,),,, obtido pela
intersecgdo do arco de centro Fa e raig Fa. (V, Jo » €cOm £, o angulo

fr (Vi)or Fe (a) mede o éngulo formado por (a) com o primeiro horizontal
principal ou com o geometral (plano horizontal 7): (a,), = F, (a). (V,),
€ o rebatimento de (a) sobre %, em torno de f = ; 6.°) o encontro de
F (a). = a, com 3, é 7, traco da reta (a), no quadro #', que, ja vimos,
coincidir com o traco vertical mongeano.

A—b—3) REPRESENTACAO DA RETA EM PROJECOES COTADAS

O método das projecoes cotadas ¢ conhecido como método de repre-
sentagao mista: usa-se apenas, um plano de representacio — plano de re-
feréncia ou plano de comparagdo, sempre horizontal, ficando o espaco
dividido em duas regides: uma, acima do plano horizontal, (quadro), po-
sitiva, onde as cotas sdo contadas positivamente e na qual se supbe sem-
pre o observador; outra, abaixo do quadro, negativa, onde as cotas se
consideram negativamente. As figuras pertencentes ao plano de compara-
cao sao de cota nula.

Sendo (P) o ponto objetive, P, sua projecao cotada e ¢, sua cota,
sabe-se que o par (P, 9p), constituido pelo ponto P e pelo numero q,
representa a projecao cotada do ponto (P); reconhece-se, ainda, existir
uma correspondéncia bi-univoca, entre o par (Po,?,) e o ponto objetivc
(P), podendo-se escrever ( P) = (P, ¢p) -

Na representacdo da reta, como se trate de projecido ortogonal sébre
quadro horizontal — sua projecdo cotada é uma reta, o que permite sua
representagao, conhecidos dois de seus pontos.

Si a reta for perpendicular ao plano de comparacao, sua projecio co-
tada sera um ponto, que representara todos seus pontos cbjetivos —
reta vertical; si for paralela ao quadro, todos seus pontos terdo a mesma
cota — reta horizontal.

Séo estas as trés posicdes distintas de uma reta em relacdo ao plano
de comparacao,

P
O angulo da reta (r) com sua projecio cotada r,, isto é, (r)r,, mede
sua inclinacdo; distdncia horizontal de dois pontos é o segmento que une
suas projecoes; distancia vertical, diferenca de cota, diferenca de nivel ou
desnivel de dois pontos é a diferenca entre as suas cotas; assim sendo d a
distdncia horizontal de dois pontos, h,sua distancia vertical a relacao

p=«%

¢ o que chama — declive da reta objetiva. sendo facil verificar que

) :
_d'_ —tg [ (r/)\ro]- 0 que se enuncia:

“o declive de uma reta é a tangente trigonométrica do angulo
que ela forma com sua projecido cotada”.

B NIRRT RE—————.
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Facil verificar ser nulo o declive de uma horizontal e, infinito, o de
uma vertical, ou melhor, o declive de uma vertical “ndo é mais definido™.

Intervalo de uma reta ou modulo é o nimero que mede a distancia
horizontal de dois pontos cujas cotas diferem de uma unidade. Verifica-
se, agora, serem declive e intervalo nimeros inversos; sendec m o mo-
dulo, como

h

ey )

para h = 1, teremos d = m e, portanto:

pn:*..-.-

m
ou

m = cotg [ (), r,]
isto é:

"o modulo de uma reta é igual & cotangente do angulo que ela
forma com sua projecdo cotada”.

Na pratica, ndo se cogita de declive ou mddulo de uma horizontal cu
de uma vertical.

Deixamos de repetir os problemas usuais sébre a reta, por se encon-
trarem suficientemente esclarecidos em qualquer tratado de “Geometria
Descritiva”.

Graduer uma reta é marcar, sobre sua projecio cotada, as projecoes
dos pontos de cota redonda: a reta r, com essa escala sobre ela cons-
truida, diz-se a imagem graduada da reta objetiva (r).

Ha mencionar a observacio de alguns autores:

A escala grafica de r,, denomina-se imprépriamente, de escala
grafica de (r) e, ao intervalo de r,, se chama também de inter-
valo de (r).

A escala grafica de r, resulta da projecdo ortogonal da escala
gréafica sébre (r), que tem, como sentido positive, o de (r); como
origem, seu trago T (ry — ponto de cota zero —, que & a mesma
origem da escala grafica de r, e cujos pontos de divisdo sdo os
de cota wm, dois, trés, etc: o intervalo desta escala é medido por

1 1
ol bt
sen [(r), ro:l p2

Para graduar uma reta, ndo € necessario recorrer ao rebatimento de
seu plano projetante, em torno de sua projecao cotada.
Sejam 4, ey as cotas correspondentes aos pontos (A) e (B), de
reta (r), de projecoes cotadas A, e B, .
Si Qo 4§

(4) (B)




o sentido crescente da escala grafica der, é de A, para B,. Sendo, ¢,

e g numeros inteiros, o namero, que mede o segmento A, B ,, divi-
dido pela diferenca

Tm — Y@

da o intervalo ou unidade

1
me=e=— —-

P

da escala e, repetindo o intervalo, a partir de qualquer dos extremos do
segmento, a reta fica graduada. Caso ¢ ,, e 7. nao sejam inteiros,
sdo tornados inteiros, pela multiplicacdo por conveniente poténcia de
10: seja 10",

Dividindo o nimero que mede o segmento A, B, por 10" (¢ —

q(ay ) , ter-se-a o submulfiplo, de ordem n, do intervalo procurado, re-
caindo o problema no anterior.

Pertinéncia entre rteta e ponto — A condicao necessaria e suficiente
para que ponto (P) pertenca a (r) é que sua projecao cotada P, s6bre
a imagem graduada r,de (r), caia no ponto da escala grafica de mesmo
indice que a cota do ponto (P).

Retas incidentes —-a) em ponto proprio. A condicdo necessaria e su-
ficiente para que duas retas, (r) e (s), que se cortam em épura, sejam
concurrentes no espaco, € que o ponto comum as suas imagens graduadas,
tenha o mesmo indice nas escalas graficas construidas sébre as duas re-
tas. As retas que unem os pontos das duas escalas, de mesmos indices, sao
paralelas e, vice-versa, de modo que um segundo modo de verificacao se
obtem, unindo os pontos de mesmo indice das duas escalas graficas: =i
as retas resultantes forem paralelas, as duas retas objetivas serao inci-
dentes.

b) em ponto impréprio — 1)Duas horizontais séo 'paralelas quando
suas projecoes cotadas sdo paralelas.

2) duas verticais sdo paralelas como perpendiculares ao quadro.

3) Caso geral: Para que duas retas objetivas (r) e (s) sejam para-
lelas, suas projecoes cotadas, r, € §,, devem ser paralelas, seus intervalos
devem ser iguais e as escalas graficas devem ter o mesmo sentido: nessas
condicdes, as retas que unem os pontos das duas escalas graficas, de mes-
mos indices, sdo entre si paralelas.

Perpendiculares — Teorema: Toéda reta perpendicular a uma hori-
zontal tem sua projecdo cotada perpendicular a da horizontal.

De fato, ja demonstramos, ao tratar do sistema mongeano se projetar,
ortogonalmente, em verdadeira grandeza, sobre plano genérico, o angulo
reto que lhe tem um lado paralelo. A reciproca desse teorema é verda-
deira.

A condicdo necessiria e suficiente para que duas retas (r) e (s),
pertencentes a mesmo plano projetante, sejam perpendiculares, ou per-
tencentes a planos projetantes paralelos, tenham direcdes perpendiculares
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€ que suas projecoes cotadas coincidam ou sejam paralelas e que suas es-
calas graficas tenham “entido oposto e intervalos inversos.

Si (r) é perpendicular a (s), cortam-se em angulo reto, em ponto
(P), que admitimos de cota unitaria, e do tridngulo retangulo objetivo
Totr). (P) T o) (sendo Ty, e Tyt,), respectivamente os tragos das duas
retas no plano de comparacao), tira-se, sendo P, a projecao de (P):

T()Lr,] P(IXTUla)P(J =‘1

Admitindo que T, (,) e T ,() sdo as origens das escalas graficas de
T, €s, , fica provado que as escalas graficas tém sentidos opostos e tam-
bém intervalos inversos por ser seu produto igual & unidade.

Inversamente, sendo P, interno aos tragos To (;) e T,(,) , as duas
retas (r) e (s) sdo entre si perpendiculares.

Propositadamente, tratamos genéricamente da representagio cotada
da linha reta, sem épuras, para provar que o assunto, por sua simplici-
dade, em seus problemas mais gerais e usuais, pode perfeitamente dispen-
sar as solucdes graficas respectivas e o nosso objetivo Unico, ao tratar
desse sistema de representacédo era provar que €le se integra perfeitament
na axonometria, conforme demonstracido na “Introducdo” deste capituio.

A —c — 5) CASO PARTICULAR DE ESTANISLAO VECCHI

Quando o ponto de vista pertence a perpéndicular ao quadro tracada
pela origem objetiva, teremos caso particular de axonometria central,
estudado por Estanislau Vecchi. As escalas lineares de Desargues serdo de-
terminadas como no caso geral, as condicoes do problema se assemelhando
as do caso axonomeétrico ortogonal. Deixamos de estudar qualquer deta-
lhe deste sistema, por se encontrar minuciosamente considerado no es-
plendido compéndio do Prof. Alvaro Rodrigues — “Perspectiva Paralela”,
Imprensa Nacional, 1948 — Rio de Janeiro.






~ CAPITULO V
(B-d——§;c—7;e—8)

AXONOMETRIA OBLIQUA
' - g
AXONOMETRIA CAVALEIRA DA LINHA RETA OU

3ERSPECTIVA CAVALEIRA

Estudaremos a perspectiva cavaleira, do ponto de vista axonomé-
trico, como paradigma das axonometrias cilindricas ou paralelas.

Na axonometria obliqua, fixado o quadro, adota-se direcdo visual, nao
perpendicular ao quadro e os tracos dos eixos objetivos podem ser todos
préprios, um improprio ou dois impréprios, dando lugar a classificacao
adotada no quadro geral do inicio desse trabalho.

Si os tres eixos objetivos tiverem tragos proprios, o tridngulo axono-
métrico, de vértices também proprios, gosara das seguintes propriedades:

y:
a) sera acutangulo; E
h) seu ortocentro coincidird com a projecao ortogonal da ori-
gem objetiva;

c) o segmento.da projetante ortogonal do vértice do triedro ob-
jetivo, compreendido entre ésse vértice e o quadro sera meédia
proporcional entre os segmentos em que o ortocentro divide
as alturas do tridngulo axonométrico;

d) os angulos formados pelas projecdes ortogonais dos eixos ob-
jetivos, em torno do ortocentro, serdao obtusos e ter-se-a:

~ = ~
Yo, Zo + Xo. Zy + X Yo = 27

Projetada obliquamente a origem objetiva, a origem axonométrica
nao mais correspondera ao ortocentro, podendo ser ponto genérico de ,,,
que, dada a diversidade das diregdes visuais, podera ser fixada arbitraria-
mente e ndo mais subsistirdo as condigoes definidas pelas desigualdades.
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Fixado o tridngulo fundamental dos tragos, a origem axonométrica e
a unidade objetiva, as unidades axonométricas serao definidas por suas
equagoes caracteristicas, com a observagido de que, se tratando de proje-
¢ao obliqua, qualquer dessas unidades, ou t6das poderdo ser maiores que
a unidade objetiva, quando os coeficientes de alteracdo, forem maiores do
que 1 (um).

A disposicio do sistema é orientada pelo teorema fundamental de
Pohlke, cujo enunciado relembramos:

“Fixados sobre o quadro, a partir de ponto genérico, trés segmentos
de grandezas arbitrarias, contanto que um deles nio seja nulo, nem
também, mais de um dos dngulos por éles formados, dois a dois, éstes
segmentos poderao ser sempre considerados como projegdes paralelas de
trés segmentos objetivos pertencentes a um ponto do espaco, iguais e en-
tre si perpendiculares, dois a dois”.

Com fundamento neste teorema, para definir sistema axonométrico
obliquo, basta escolher, a partir de um ponto do gquadro, trés semi-eixos
axonomeétricos poditivos e, sobre éles, unidades axionometricas arbitrarias.

Observe-se, porém, que ésses elementos, assim arbitrariamente esco-
lhidos, poderdo conduzir a uma representacao da figura objetiva que fuja
ao cafater de imagem perspectiva.

Dois tipos de sistemas axonomeétricos ddo perspectivas obliquas de
facil execucdo e de efeito satisfatério:

B — d — 6 —AXONOMETRIA ISOMETRICA A 45°

Um primeiro é aquéle em que se coloca o quadro paralelamente a um
dos eixos objetivos — precisamente o dos (2) — resuliando ser a unidade
axonométrica u,, igual a unidade objetiva: obtém-se imagens bastante
expressivas, dispondo o eixo dos (%) e o dos (y) simétricamente inclina-
dos em relacdo ao dos (z); de97°, dirigidos para o observador, no caso de
se desejar um vista de cima ePde 83°, para uma vista de baixo. O sistema
sofre ligeira modificacio e torna-se isométrico quando as projetantes séo
igualmente inclinadas sébre = e sobre o eixo dos (z): demonstra-se en-
tio que, as paralelas aos eixos dos (x) e dos (y), se conservam entre si
perpendiculares, acarretando ficarem inalteradas as figuras geometrais e,
como também nio se deformem as alturas, o sistema isométrico fica de-
finido: sistema isométrico a 45°.

Em trabalho nosso, “Ensaios de Axonometria”, pagina 35 e seguintes,
fizemos um estudo desse sistema.

B — e — T7) PERSPECTIVA CAVALEIRA

Um segundo sistema, também bastante empregado, de axonometria
obliqua, é obtido colocando-se o quadro paralelamente a um dos planos

objetivos, ou com éle coincidente — geralmente o dos xz, de modo que
Upx = -Ugg = {U,} '

resultando dimétrico o sistema.
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Em épura, o eixo dos ¥, pode ser escolhido arbitrariamente, convin-
do para obtengéo de boas imagens, ser a unidade

Ugy < (u).

Habitualmente, toma-se

e i
Upy = -5 (u)

1
Uoy = — ().

e o sistema denomina-se perspectiva cavaleira.

Como seja .
/“-\.\
Yoy = tg[{c» Y., . (0) 0 I]
para o valor —:-, resultara
Ugy = (u)

€ o sistema passara a ser isométrico: as dimensées lineares da figura fi-
cam inalteradas e, por analogia, com o anterior, o sistema é denominado
— perspectiva cavaleira isométrica, a 45.°, sobre quadro vertical.

Na perspectiva cavaleira, considera-se, apenas, a regiao real e a virtual.

Conforme procedimento em perspectiva linear — Capitulo IV — a
perspectiva cavaleira pode ter tratamento axonométrico e definiremos,
entdo, a linha reta por dois de seus pontos genéricos ou por dois de seus
tracos ordinarios,

Seja reta genérica (a) definida pelos dois primeiros tracos ordinarios,

figura 105, a ser representada no sistema O0-Xo4 Yoo Zg o, Da escala de
alteracao 1 : 2

[+

o

H
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L
(Figura 105)
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X . se obtem tomando (x)# diretamente sobre o eixo dos x, e,
Y.r , depois de submeter (y), a escala de alteracao: fica determinado
o primeiro trago my, e, com grande facilidade, por intermédio das escalas
dos x e dos z,, o segundo traco = a,. A perspectiva cavaleira
direta ou verdadeira de (a) sera =a, 7a,.

A primeira axonometria sera =a,. X, , que, encontrando o eixo
dos y,, em Y . , determinard uma das coordenadas do terceiro trago;
a outra coordenada é definida pelo enconfro da segunda axonometria
* a,. Xor, COM o eixXo dos z, em Z .~ : =''3, sera o terceiro iraco.
A terceira axonometria devera pertencer a Y e Zyx': Yix. Yor € 0 que
se chama a direcdo de afinidade da axonometria.

Si a reta fosse definida por dois de seus pontos, o procedimento seria
analogo, determinando-se, além de suas axonometrias, também seus tra-
¢os axonometricos.

Retas, em posicoes particulares, deverdo ter o mesmo tratamento,
como indispensaveis exercicios para os alunos. Pode ainda ser de grande
utilidade o estabelecimento da perspectiva cavaleira direta, partindo das
projecoes mongeanas, como habitualmente se procede.

B — e — 8) CAVALEIRA MILITAR
SISTEMA DENISE — GASTAO GOMES

Na perspectiva cavaleira, sébre plano vertical #'=7, , que vimos ser
uma axonometria obliqua dimétrica, quando as projetantes eram inclina-

das de .—z_ sobre o quadro, ou sobre o eixo dos (y), tinhamos sua trans-

formacao em sistema isométrico, definido por

u u u
X0 YO %0
= — =

() (u) 0

Nesse caso particular, si tivermos =, — =, obteremos, exatamente,
uma perspectiva cavaleira horizontal, ou melhor, perspectiva militer, que
se identifica plenamente com o sistema bi-projetivo de “Denise — Gastio
Gomes”, adotada a escala de alteracio V "2:1e, na solucao de cujos pro-
blemas, passa-se, facilmente, da épura mongeana a épura de “Gastiao Go-
mes”, podendo ainda se obter a solucdo dos problemas, sobre quadro hori-
zontal, com o auxilio da homologia plana, conforme habitual procedi-
mento, em perspectiva cavaleira, sébre quadro vertical.
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A épura abaixo, figura 106

M=M= MM ,VT
MM =0 H= NN, vZ

Figl06

esclareca devidamente o assunto; por isso mesmo desnecessario o estudc
destes sistemas, em detalhe: exercicios bem escolhidos deverao ser apre-
sentados, em aula.

Dada a representagdo mongeana da reta, por dois pontos (M) e (N),
figura 106, a projecdo *Denise-Gastao Gomes” se obtem pela projecao
obliqua a 45°, sobre = e verifica-se coincidir M,, N, com a perspectiva
cavaleira militar da mesma reta, na escala R






CAPITULO VI

B—f—10

REPRESENTACAO DA LINHA RETA EM AXONOMETRIA
ORTOGONAL

-

O problema nao difere do que ja tratamos, em relacio & axonome-
tria cavaleira, considerada (paradigma para os problemas de axonome-
tria obliqua: aqui, apenas, as projetantes sdo perpendiculares ao quadre,
a origem axonomeétrica coincide com o ortocentro do triangulo funda-
mental e a escala objetiva se altera para todos os trés eixos axonome-
iricos, sendo de fato, essa alteracao, wma reducdo, na proporcao dos co-
senos dos angulos dos eixos objetives com o quadro.

Quer uma reta genérica seja definida por dois de seus pontos ou
dois de seus tracos ordinarios, reduzem-se as coordenadas desses elemen-
tos nas escalas respectivas, e obtidas as axonometrias diretas dos dois
pontos ou de dois dos tragos, ligagoes convenientes dardo a axonometria
ortogonal verdadeira da reta e suas trés projegoes axonométricas, con-
forme épura 107:




Habitualmente, os melhores compéndios estudam, com detalhes, ape-
nas a axonometria ortogonal, muitos deles restringindo a definicao de
axonometria a axonometria ortogonal e as aplicacGes quasi se restringem
ao caso isométrico, de grande divulgacio no desenho técnico e caracteri-
zado pela igualdade dos coeficientes de encurtamento, mesma inclina-
¢ao dos eixos objetivos sobre o quadro, eixos axonométricos formando
entre si angulos iguais e escalas axonométricas iguais.

Os sistemas axonométricos ortogonais sdo geralmente classificados,
em tabelas, em funcido de seus elementos caracteristicos, como a que se
observa & pagina 22 de "A axonometria Ortogonal e sua aplicacdo ao
desenho técnico” de Paulo Rodrigues Lima.

Os problemas fundamentais admitem sempre solucéo analitica e solucao
grafica como, por exemplo: dado um sistema dimétrico 1 : m : n =
6 : 5: 6, a disposicac dos eixos pode ser determinada, em funcdo desses
numeros, por formulas que exprimem os cosenos dos dngulos que éles
formam entre si, ou, praticamente, por intermédio de solucac dada pelo
teorema de Schlomilch.

Qualquer que seja o sistema de projecdo considerado, o triangulo
fundamental pode ser definido em axonometric ortogonal, e, a éle refe-
ridos, por qualquer sistema de coordenadas, os elementos determinantes
do sistema.




CONCLUSOES

1) No ensino da Geometria Descritiva é indispensavel apresentar
ao aluno todos os sistemas que se grupam sob a denominacgao geral de
Azxonometria, para que éle ndo forme a falsa idéia de que sistema mon-
geano, projecoes cotadas, axonometria ortogonal, perspectiva linear, pers-
pectiva cavaleira, etc., sejam assuntos completamente diversos, em face
do tratamento independente que habitualmente é dado mo ensino de
tao importante disciplina.

2') Como condicdo imediatamente complementar da 1. conclusao,
uma notacdo geral para todos os sistemas é imposicio metodologica a
que o professor nao podera se furtar: por isso, tentamos a aplicacao
generalizada da motacdo cremoneana, com a apresentacdo de um quadro
das notacoes mais usuais em um curso médio de Geometria Descritiva:
uma experiéncia detalhada foi feita na presente monografia, aguardan-
do-se a critica construtiva dos mestres consagrados e dos alunos estu-
diosos.

3.°) A experiéncia, de quasi um quarto de século de magistério, nos
aconselha o tratamento axonométrico de todos os sistemas, a principio,
no estudo dos elementos fundamentais: ponto, reta e plano, para depois
entao, firmar os conceitos particulares e peculiares a cada um déles
quando o aluno ja tiver sedimentado a idéia de unidade que preside &
generalizacao da Axonometria.

4,") Estamos realmente convencidos de que o estudo da “Geometria
Descritiva” em um curso normal de Belas-Artes, ndo pode prescindir da
apresentacdo de todos os sistemas habituais de representacdo que intfe-
gram a Axonometria, para que mestres e alunos encontrem campo indefi-
nido de pesquizas e estudos, segundo o notavel exemplo do insigne Prof,
Dr. Carlos del Negro, em sua tese de concurso “Bairo Relevo” , o mé-
todo das projecoes centrais,”, — trabalho cuja originalidade e cuja pro-
fundidade atestam o ecarinho e a importancia, do tratamento da Geome-
tria Descritiva, na Escola Nacional de Belas Artes.
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