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AS CÔ?U8AS

NO ESTUDO COMPARATIVO DA P:B-:RSP~C'I:rVA 'JOM AS SECCÕES CÔNICAS E COM A---------------.------- ..- .~_."..~-~-~-,-~...;.._~-~-.;;.........•.~~ ...-;;....;.;;...;;;..;;......;;.....;.;;.~-.;...-
H01WLCGIA r<;:':A)J"A

I

A IDENTID~E DOS TR~ÇADOS

..
\-.",

Esta tese representa, para cumprimento de um~nova exigência,(. -'- .
na inscrição para o concurso que deverá selecionar o p~ofessor de
desenho da Escola Nacional de Belas Artes, um estudo comparativo
de três processos diferentes de representação, mostrando que, com
definições diversas, conduzidas por meio de diferentes reoioc!ni~
os, pode-se chegar com traçados idênticos aos mesmos resultados.

Estes processos são empregados na perspectiva linear, nas
..•. "secçoes conicas e na homologia plana.
t um estudo inteiramente teórico que não tem por ftm uma a-

plicagão prática imediata, mas não deixa de mostrar como comparan-
do os traçados de uma épura (perspectiva) com os de duas figuras

, N Ahomologas ou de uma secçao conica pode-se chegar a simplificar a
épura (perspectiva) e provar a exatidao dos traçados por meio des-

..•.tas comparaçoes.
A perspectiva ~inear é, em última análise, o lugar geométrico
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dos traçds dos ráios visu~is no quadro.
O raciocfnio conduzirá a representar numa superfície plana a

perspectiva do objétoQ
A secção cônica é o lugar geométrico dos traços das geratri-

zes do cone no plano secante, o que nos dá assim a representação
n~~ plano, de uma figura plana que pode ser comparada a uma perspe-.
ctivaw

A homologia plana consiste no traçado de duas figuras que o-
bedecem a leis geomét:r-Lcas tais como: "dois pontos homó Logos estão
na mesma reta que passa por um ponto fixo que é o centro de homolo-

-, - - _. .""...... • ••• _. -" __ o ••••••-gl'ae duas retas homologas cortam-se num "p-onto'de uma reta fixa, a
qual se denomina eixo de hcmo l.og í,a , e podem ser comparadas a duas
figuras uma como a perspectiva da outr-a,

Exa~:lnando os tr~s proeessos$ vê~se que a secção cônica ,
e

uma perspectiva se substituirmos as ge~:,atrizespelos ráios visuais,
o plano aecante pelo quadro e o vêr-t í.ce do cone pelo ponto de vista.

E a hamologia, se considerarmos oomo a projeção horizontal de
,duas figuras em perspectiva, tera o centro de homologia como ponto

de vista, as retas que ligam os dois pontos homó Lógo s como ráios v!
suais e o eixo de homologia como traço do quadro~

Na perspectival o raciocínio basea-se em rebatimentos para
dhegár a um resultado6

Nas secções c;nicas, a projeção horizontal' é o resultado
que condUZ o racioc1nio.

Na homologia, o raciocfnio basea-se apenas nas definições,
dispensando, portanto, os rebatimentos e as projeções.

Os traçados são idênticos por-que os dados são os mesmos com

,
a

denominações diversas.

- 2 -
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Os dados indispensaveis à colocação de uma figura em perspe-
ctiva são: "pont-o de vista definido pelas duas projeções, quadro
que pode ser o próprio plano ver u í.ca l, de projeção, traço do quadro
ou linha de terra e as d'U2.0 p:::(,j8.~.ões da figuratl•

Com êstes e Leme ntos, pcê..C:'-D.'·se +r aç ar as outras linhas princi-
pais, tais como! a linha do horizonte e a lilli~aneutra, pontos pri~
eipais, ete •••

Nas secções cônicas -sao: a diretriz da superficie, a projeção.
horizontal do vértice, o traço ho~izontal do plano secante, a pro-
je~ão hprizontal de uma horizontal do plano secante, à mesma altura
do vértice, ou o tràço horizontal de um planb paralelo ao plano se-
cante contendo o vé~tice do cone.

Na homologia são: o eixo de bomolog1a, ~ centro e a reta 1~1

te de ~~a das figuras.
Vê-se, portanto, que dos três proeesii(.S$o liut1ssimples t, êsto

últ1moo Baseando9se, porém, nos racioc!mios da perspectiva, pode-so
chegar a sL~plificar a épura assemelhando-a ao traçado de duas ri-

I'guras homologas.
A titulo de introdução aos nossos estudos damos os elementos

..•indispensaveis a essa comp ar-aç ao e os meios que chegamos para a
simplificação dos trâçados, quer nas secçõeo cônicas, quer na per-
spectiva linear.

-
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Na perspectiva (fig. A) é costume colocar o objéto (m) sôbre
o plano horizontal posterior e o ponto de vista (P.V.) no primeiro
d1edro.

A perspectiva (mt ) é obtida no plano vert-~cal superior. Pa-
ra eyitar que esta se sobr-eponha' 8.S p:~ojeções or-t.ogcnaí.s da figu-

\

ra dada (m) cO!lsidera~do o ~etati~ento no sentido das setas da fi-
gura (A), fa aem-ne tra::::.spo!'tesparaJ.eJ..os das p!'ojeções.

o rel:'8.tir.e:atodo pLar;o :'lC2:~.!3ont8.1 posterior sôbx-e o vertical
1r1erior (fige B) evita. esta . ...•

sup orp o so.çao , o que não altera o méto-
do, apenas modifica u~a ,.,

con~le~;.çaoe

WeI·if'iq".18n:.os em primeiro lugar que numa épura (l?erspecti-
va), quer se r-ebat.endoC~3 pLano a num sentido, quer noutro 1 o rebat!
mento de uma figura traÇiada no plano horizontal, e a sua perspecti-
va.,são figuras hcmo Lcga s,

O centro. de homoJ.cgia é o rebatimento sôbre o plano vertical
do ponto de vista, girando êste em-torno da l:tn1::1.ado horizonte e
no mesmo sentido em que foi rebatido o plano horizontal (fig. e).

Tracemos então a épura que nos dá a perspectiva de duas retas
(ab, a'b') e (bd, b Id') colocadas no plano hcri~ ntal. (Fig~ D).

Rebatendo o ponto de vista (PoV.) sôbre o plano vertical, to-
mando a linha do horizonte para eixo, determina-se facilmente os
pontos de fuga das horizonta1so

- 4 •





o ráio visual (fe PGV~) paralelo a (a, b) forma com a linha
do horizonte o mesmo &l:glJ_lc (()( )CJue a reta (ab ) fo:,ma com traço

\ i

do quadz-o , ftste angu.i,c nac vari~ no r-ebat íment o•.Oomo o r á í,o vã su-
aI vai dar o p orrt é de f'uga Ct') s~)bre a J..in_YJ.ado horizonte, conclue ••
se que, para obter o ponto de fuga de una hcr-Lz or.ta.L, basta traçar
pelo rebatimento do ponto de vic-::;a uma para.LeLa à projeção horizon-
tal da reta dada) at0 cor tar a Lí.nha do horizonte ••

Ligando o ponto (f) a (a, aI), ponto em que a reta coincide
com a sua per spectLva , obt em-e e a direção da perspectiva da reta.

Da! deduz-se uma das Le í.s da hcmo Lcgf.ar tlA__PT'Q..J ~ão (acl de

-~ ·.9.~o reIxo de h6:::c}oeia) 11 D

Façamos agora passar por (b) uma reta (b, d) no plano hori-
zontal, tomando a direçáo(b, P.V.). O rebatimento do ráio üisual
(P.V, tt), que dá o ponto de fuga (rt), coincide com o rebat1mento
da reta. Logo, ligando (d,d') a (ft), a perspectiva da reta coinci~
de c'omo seu r-ebat íment o,

Ora, para 'qualquer ponto do plano horlzontai, tal como (b),
pode-s4 tazer passar sempre uma reta nestas condições, com a per-
Ipectlva do ponto caindo sôbre a perspectiva da retaj conclue-se:
~ qualquer ponto ~ plano horizontal ~ ~ ~ perspectiva estão
sempre ~ ~ que concorre ~ ponto determinado (rebatimento
do ponto de vista) ".

~ esta a segunda lei que define duas figuras homólogase
Qualquer método obriga a determinação da perspectiva de um

A

ponto por meio das perspectivas de duas retas que concorrem neste
•

ponto: e a perspectiva de uma reta determina-se por aeuponto de ~
ga e sua 1nterseocção com o traço do quadro.

- 5 -
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Foi essa a orientação que seguimos, apenas empregando o reba-

t1mento do ponto de vista para de'ce::>minarmais facilmente o ponto

tim3nto do ponto de inut:Ll :L;:.d1 c ar pz-opr-Lamerit e a sua pro-

uma das retas concurren""

tas, no ponto cons Lder-ado J a dir1eg8.a esp ecLaL acima c itada, o que

identifica I' , ea epura perspec~lva ao t!:'8.Ç:':c1o 31n:::.9188 de duas figuras

h
ç.,

omc.rcgas , Por ôste traç.6.(lc j â SE) pode -verlf:1.e;arque, dado o reba-

j
,... ,.~ I'

eçao hor í.aont.o L, Ela e conhe cLda p cr-que o rebati."l'J1snto da o af'aa-.

bsmentoj a vertical r:::'i::1c:I.pa.l dá a pri)jeç'ao vertical (ponto prin-

cipal),9 sÔbre a linha QO hor Lzorrte , e o t:;.."'açadoda p er epectLva de

'\r!':.ponto (b ) de cc ta (c) r8,:1.uz-se ao ela figura (E) per-f e â t emenb e
.Aiaf.'l.tico ao arrt erLcr , 8.p'3::.803 s1;'~Jr::'mil1d.oas linhas e os pontos des-

" .neceanar-a os t . . ~,a18 como~ proJsçao h01" i Zorrt a.L (v), prqjeção vertical
,,:"" . " (, ,a prc "A"ao ~TA',''''''.·I ~",l ~,.~ •..J 1,...1"';: v v, ..••. ,..,t...~Cl ..•.•• \/,'::l

~ aí.nda id8D.':;iao ao
,

tra(}ado de duas figuras homologa.s como se
"

verifica na (f~ga F)~
Nos traçadcs ele duas fig"J:r.'as homó Logas os dados necessários

det.ermã.naz- o p ont.o homóLogo (b'2) de (b) são:

(c) cerrar-o de hemologla;

(x) eixo de homoLogã a;

(j I) reta limite da figura que chamamos(4' )fndicada pelas

letras com sinal.

Sendo dadas por exemplo: as retas (b,a) e (b,d) nós nfus pro-

OIIlOS a determinar as retas homó Logas (b,2~ a') e (b'2' d')~

Tracemos a reta (Cp f') p8~alela a (a, b) que liga o centro

4e homologia (c) ao ponto do inftnito (r) da reta (a, b).

De acô~do com a definigão o ponto homólogo (:') de (f) está

nesta reta e sôbre a reta limite (j') que representa os pontos no

infinito da figura( 6).
- 6 -





A reta homóloga (a', f') de (A, f),ainda de acôrdo com a de-
finição, corta (x) no ponto (s.)~ estando determinadao

O ponto hemo Logo (b ~ \ de (b ) e aí.ana reta que liga (b) ao
1/:- I

centro (c) de homo Logl a e p er i.enc e à reta homó Loga (a' i f') de
4a, b), portanto} t amoem, dete:~m5.:n.ad')"

C1 • ' o ~. • _.. I' i ' ,aega-ie e as sun a S:!..ll).p.I..:'(JlC~aQ'3max: ma de uma epura que e per-
feitamente perspectiva, ap enas úeí.xando de indicar as linhas e os
pontos desneceD~ârios. Ê o que se observa comparando a figura (D)

cem a figura (E)~

Isto que denonstramos para a perspectiva de uma reta e um
ponto, fica demonc t.rado p ar-a uma' figura plana qualquer, num p Lano
hor Lsonta'L,visto que qualquer fig\lra plana é cons t Lt.uf.ô.apor meio
de retas, pontes ou curvas daterminadas pelo movll1ento de um ponto~

"Examinemos, agora,' .! (f'ig.G) o caso da secção conica, cujos,
..•sao:

N ,projeçao horizontal 40 vertice do cone;(C)

(8)

(h)

traço horizontal do plano secante;
projeção horizontal de uma horizontal do plano secante à

tura do vértice.
Considerando (b) um ponto da diretriz, (b, c) será a projeção

de uma geratriz.
O plano (C, b, a) contendo esta geratriz corta o plano (C,h)

segundo.uma paralela a ~ (aa',b) assim como corta o plano secan...

',-7-





luir-se: ~ue a construçao de um ponto pela~ secções cônicas é
êntico às construções pela pe'r-ape ct Lva e pela homologia.

e segundo (aa t, f').
O ponto. {b'Z é, portanto, a projeção do traço da geratriz no

lano sccante , O movimento do ponto (b) descrevendo a diretriz, as-
1m como o movimento do pontp {b'~} descreve a seção dá para con-

c:

Adotandp-se na perspectiva (fig0 H) o rebatimento do plano h~
r1zontal posterior sôbre o vertical inferior, a figura dada, (pon-
to b), vem para baixo do traço do quadro. O resultado, que é a pe!:
epectiva {b'),fica acima do traço do quadro, da mesmá maneira que
o rebatimento do ponto de vista se coloca acima da linha do horizo~

~ste rebatimento, no sentido opôsto ao adotado nas épuras de
descritiva, será empregado por nós em todas as figuras

que se seguem devido a grande vantagem de dar os elementos do pro-
e os seus resultados: de' cada lado do traço do quadr-o ,-- •.._------. --- ._. _ ..•... -.-:.... ... -~--
As figuras (~ (I) e (j) são os traçados correspondentes a
figuras na perspectiva, na homolcgia e na secção cônica.
Todas as demonstrações feitas, anterlcrmente, para o rebati-
do vertical superior sôbre o horizontal posterior, podem ser

aplicadas para o rebatimento nêste outro sentido.
Ad:)tamos ainda as seguintes denominaçoesg (fig. K)

- - 8-•. - ~ .....,...'".'~. ". ~ ~"~t: .. ~.. " ._ .••.• ~.•••.•••••••.~•.

P r~· ...._... ,...","~P~~:,;') e" u 1.V a ,. v a~, é a que se obtem da figura (A) colocada no
horizontal posterior, plano que tronbem so denomina de terren~

f""" ••.• ~- - - .,.... ..•.. ~...• ~ .•••



, ~. ' ..... ~



~Perspectiva virtual, e a que se obtem da figura (B) colocada
lano hrizontal anterior, entre o traço do quadro e a linha ne~

Perspectiya imaginári!L é a que se obtem de uma figura (O) cg
anterior e anterior ao plano neutro.

Para colocar a linha neutrà na épura, basta notar que a dia -
ela desta ao traço do quadro pea mesma que a distância do ponto.

à linha do horizonte~

r.,

Observamos agora que à linha neutra de uma perspeetlva co~es.
~

n4e o traço horizontal de um plano paralelo-aon:Pie.n~eoân:~p'''ia-
este que contém o vér~~ice do cone, nas secções cênãcas , e uma
retas limites, na homo.Logã a,

Tomemo e ee me smos dados das figuras (E), (F) e (G), ta-
o'rebatimento no sentido que acabamos de adotar indicado pe+

figuras (M), (N) e (O).

A linha neutra na perspectiva é a intersecção de um plano p~w
quadro contendo o ponto de vista, plano neutro, com o te~-
é o plano horizontal de projeção. ~, logo, uma reta para-

ela ao traço do quadro, situada à uma distância deste igual à
lstância do ponto de vista à linha do horizonte. Linha esta que,

rebatida no mesmo sentido do ponto de vista, fica acima do traço
do quadr-o , porque os afastamentos dos seus pontos são positivos.

A perspectiva de ~ ponto, tal como (m), (fig. M), cai no
(PV) m) paralela a (a', fi) da mesma sorte que

-9-
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spectiva de (a m) encontra (m') tambem no infinito.

Nas secçõe:J côrrí.cas (fig~ N) o traço horizontal (A) de um pIa-
ara~.elo ao pLano e ecarrt e J cont endo o vêrtice do cone, é deter-

o; poã.s , está a 'J!r..3. dj.std.:.:1cla do traço (S) do plano secante i--'

a distância do vn:L"~:5..:;.:? (vi à hcz-Lzo rrt a'L (h) dêsse plano ae can-

f:ste traço (A) CO:"~I'2S.o')Ld.e à 1:1.n11.aneut.r a, O ponto (b ' a) poderá
-determir..ado sem recc:r.>>:'0rà hc r Lzcrrt aL (h) i)

o plano (v, b, m) corta o plano (A), segundo (m, v), e o pla-

(!), segundo uma paralela (at ff), mas {at fI} sendo uma reta do
secante, (b'2) é um ponto da secção.

Na homologia, é a reta limite (j) que corresponde a linha neu-
li~ha do horizonte correspcnde-

à r-et a lirr:i te (j!) o

Não ti V0:r.lOS, com e st as d.sm('r.~.GtI;ações eLoment.ar-e e, outro intu!

,J "ctiva) da e ecçao corrLc a o d8. hCir.:::):iogi.2. .; er.bcr-a c onduaã.dos por

cons'9guimos sim-

nos recursos que

e a hOIT.olog1a nos fornecero.nl por seus pro-

...,
Daqui por diante, com excepçao dos desenhos das figuras: 1,2,

..•
a comparaçao,ca-

caso será solucior-ado
,

da manei~a mais pr~ticae

Os ãados sao os mesmos quaní.o à q~lestao a resolver, nas épu-

corre~pcndentes, mas as éU1Ee!l.2,CeSvar Larn para de senvo'l.vev a ca-

de a~~·~.'_·_c~a",..:;::(" (1..S~~,'.;~~ r·.·~' t~cr:l.).""!~.":;"-..!.8 '''',..''''",-_~..\~1~. q t:') 0"'~1""'1~o .} ~"A C6 L't -1 r"'; n liav .~ :,L;l,.' ..J '-_ •• _-.. .••..v<.. __ ._~ _~ __ :- .. ,;:....,(~.A..~.•.:.-/~ (..4. i.-, J-t;;,U ....1vL'-l 'J

pontos Lnd í apenaave ã s

ccrr-eepondenbe s E(";lC.CC·oe.s cõní.caa e per-epe ct i.va , por ·exem;;.l~, ~p&o.

aCliar'üm ponto da "secçáo, empregamos uma construção que "poderá ter

-16.··-.
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aplicação na êpura correspondente; como já foi provado detà-
amante na per-spec't t.va de duas r-et as, de um ponto •

...._" ..
I Sendo um dos objetivos dêste trabalho chegar a~aior sim-

,dade dos traçados em cada caso, s1mpl~idade est~ que e resul-
da comparação dos três processos, achamos ~t11 variar a solu-

t'im de mostrar, praticamente" como (iI estudo comparado foi
para 8olue~onar ~ questão dA maneira mais simples.

u

111

ESTUDO DAS C~NIC~

Para exemplificar_ estudemos as cônicas como curvas dadas pa-
erem postas em perspectivas dentro da seguinte ordem:

Elipse

A DADAa C1rcunferencla.--------
Resultado

Parábola

- 11 -
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Elip.~
Resultado

Par~bolao---......•.---..-
Resultado

#Hipet:ê.0le•
Resultado

Elipse

Parábola

Hipérbole

'1' :[.4 Perspectiva
l5 s0cção cônIcal~G_~IClmclogia

23 Pers:eect!va
2J~. Secçao conica
25 ,Homologla

....
Elipse

#Parabola.

Hipérbole

i'~261'ersEectiva12~ Secçáo CôhIca120 Homologia
""'-T29 ?e!'spectIva

.•....• ~~. ('/ .- '"~u o9cçao conlcs.
l~=-lIomologla

32 Pers12ectIva
~~ Socçao cônIca3[~liorc.ologia.L:.".~._

:§!am1nemos então .2 E.!:!,;.~~r.<2.~ !!:2. gu~ ~.~ E~~ià,era .! perSE~
circulo ~ ~l~~o porizonta~ não encontrando! linha neu-

Ellp'se

#Parabola.

Hipórbol.e

por adotar na fIg. 1 (vide nota) o rebat~ento do pla

As figuras não estão àispostas nas páginas de acôrdo com a
ordem de numeração por causa das dimensões das·mesrr~s no
aproveitamento do ('estensI1" ,

.~-..,
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ntal posterior sôbre o vertical inferior~
~ ~circunferencia fica abaixo do traço do quadro. O diametro

ida ao meio as cordas paralelas a êsse quadro.
o nêste caso a divisão em partes iguais conserva-se em per
, conclue-se que a perspectiva (aI b') de,(ab) ó um diâmetro

do círculo.
~~do o ponto médio (c') e fazendo a projeção inversa, dedu~
sição da,corda (ef),que tem para perspectiva (e' fi), diâme-
jugado de (a' b') na elfpse.

caso que corresponde a êste, nas seccções cônicas) é o da s~
cônica tendo para diretriz uma circunferência no plano ho-.
(Fig. 2), seccionada por um plano (S); Êsae plano (S) é pa.-

Q um plano (A) contendo o vértice do cone, cujo traço horizou
é tangente, nem ~orta a diretriz.

traço horizontal do plano secante.
O diâmetro (1,2) divide as cordas paralelas ao plano secanta em
iguais. Esta divisão é projetiva se considerarmos a secção
projeção cônica da diretriz.

Tomando o ponto médio (ml) de (li, 22) e traçando a reta (V,M)
corda (4,3) que corresponde a (41, 31) diâmetro con-
22} na secção.
êsse mesmo caso pela homologia plana na figura 3 te-

centro do homólogia;

't - 13 •.
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(X) eixo de homólogia;
(J) reta limite das construções da figura do cIrculo
Aa cordas paralelas ao eixo de homologia conservam-se parale-.
figura homóloga e ainda divididas ao meio pelo diâmetro (c',

..

A reta homóloga {o'~ di} de (c~ d) ~, portanto, um di~etro da
86, figura homóloga da circunferência.

(m') é o centro da el!pse. (m) é o ponto homólogo de(m')'
A corda (b, a) é homóloga do diâmetro (b', a') conjugado de

as cordas paralelas à direção (b' a') ficam dividi-.
ao meio nas duas figuras pelos diâmetros (ct d') ou (c, d).

Por uma questão apenas de curiosidade abord~os a seguinte pro-
"Seria possivel a construçã.o dos eixos da elipse
casos acima estudados, baseando-se apenas os tr~

8 nos principios da homologia plana,da secção c~nica ou da per-

Se o centro de projeçã.o é levado ao infinito, resolve-se fa-
a questão, o que Borresponde a ~a projeção cil!ndrica ou

seção cil!ndrica. ~, porém, necessário examinarmos êste oaso
•• Aaos da perspectiva, seçao conica e homologia •.

4 ' "O eixo de homologia que apresentamos na figura e tangente a
(O, o') são dois pontos homó~ogos.· Dois diâmetros ro-

lares da circunferência, tais como: (o, a) e (o, b) têm para re-

-14·





homólogas dos di~etros conjugados da elipse, tais como: (o',a')
Fazendo passar, porém~ uma circunferência por (o) e (o'),
esteja sôbre o eixo de homologia, os pontos de concurso

a circunferência com êste eixo, tais como: (aa') e (bb') deter-
pontos dos lados de dois ângulos retos que têm (o, o') para

Observemos, agora, as transformações porque passam as figuras,
o se considera o centro de homologia a uma distância finita, a-
resolvermos os casos da perspectiva;eseção cônica na procura

• j

eixos da elipse.
Ora, verificamos na figura 5 que o ponto (o) centro do c!rcu-

tem para homó Logo o ponto (o 1 ), ,que não é centro da elipse, mas
criculo, perpendicular a (x) tem para reta ho-

10ga (b', a1), que é um diâmetro da elipse, porque todas as cor-
do circulo tais como: (m, n) paralelas a (x), têm para linhas

cordas da elipse que tambem ficam divididas ao meio por

Tomando o ponto médio (s') e procurando o ponto (S) homólogo,
em (S) o ponto do circulo que corresponde ao centro da

Toda corda do circulo que passa por (S) dará, portanto, um di-

Resta determinar duas cordas, cujas linhas homólogas sejam re-
~lares e ainda diâmetros conjugados.

Sabemos que na elipse, a tangente na extremidade de um diâme-
# •••ro da a direçao do conjugado.
Aproveitando-se êste principio, traçamos uma corda qualquer

, g) passando por (5), e a seguir procuramos a sua ·reta homóloga,
é o diâmetro (@', fi). Traçamos ainda pela extremidade de (fi)

- 15 -
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reta perpendicular a (fI, g1) e por (f) uma tangente àcircunfe-
duas últimas retas cortam-se no ponto H~

(H, fI) n8.0 é t angerrt e à e Lí.pse, porque o ponto (H) não está no
.,

de homologia~ mas se variarmos a direção da corda (r, S, g) o

uma 11.:::001'1:01eque cort a (x) no ponto (Y).

Do ponto (Y), tira~o3 ~~a tangente à circunferência. Do pon-
de contáto (f) dessa t angerrt e traçamos a corda (r g) CI Procurando
linha homóloga (fI, gl) de (f, g), e ligando (fI) a (y) ficam de-

nadas as direções dos dois eixos~
~ 1'aciltraçar o eixo menor, pe~tindo de (S', w') para deduzir

e limitá ...lo sôbre a circunfel"ência nos pontos (h) e' (i)" pa-

os pontos homólogos (h!) e {il}, extremidades do eixo

.. i

Ia figura 6 consideramos um caso semelhante ao anterior; ,cuja
baseia-se em raciocínios peculiares aos traçados das secções

(A) é o traço horizontal de um plano traçado peio v~rtlce (v)

paralelo ao plano secanteo
(S) é o traço do plano ae carrbe ,

A secçáo é uma elips8;~ porque o traç.o CA) •

nem secante à diretrizo

~.._ ..~ ..__:n~o ~ t~!l

.,

O diâmetro (a, b) perpendicular a (S) corresponde ao di~~etro
bt) da elipse.

J ·16 -
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Tomando o ponto médio (e') dêste diâmetro, determinamos o cor- .
do. circulo.

Toda corda do circulo que passa por (e) corresponde a um diâ.
elipse. ~ necessário, porém, determinar *m diâmetro tal,que
uma tangente na sua extremidade esta forme ângulo reto com

mesmo diâmetro.
Tomemos, então, uma oorda qualquer (e, f), e procuremos o diâ.
correspondente (e'~ fi).
Tracemos pela extremidade (fi) uma perpendicular a (el ti) e

uma tangente ao cIrculo.
O ponto (A), comum a estas duas últimas linhas descreve uma

pérbole se fizermos variar a corda (e, f) girando em torno de (e)"
Do ponto (Y), onde esta hipérbole corta (S), traça-se a tange!,!

(Y, g) à circunferência.
Tomemos em seguida a corda (g, e), para procurar o d1-âmetro

rrospondente (el, gt)~
Ligando-se (gl a Y) esta reta será a tangente procurada. Pelo
(e) tracemos, então, umá paralela a essa tangente.
A reta (e, i) é a ~ur4a do cIrculo, que tem para corresponden-
eixo menor da elipse limitado pelas retas que ligam a projeção

rizontal do vértice do cone aos pontos (l, j)

Ia fig. 7 continuamos o estudo teórico propôsto nos casos ante-
res .l'(HI.Q.lv-.enQ.Q~Q..E~J.a. perspectiva, sendo ainda a curva dada a cir-~ ,- .,..-' .• " . ..... _.. .•.... ~,"-"..erênclB: _ .

-"

- 17 -.'
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~Como nos casos anteriores a curva obtida e uma elipse.
O ponto (o) do circulo tem para perspectiva o ponto (o'), cen-

Toda corda, tal como: (d, b), passando por (o), tem para per-

êiIva um diâmetro da elipse (b'~ d').
Traçando a tangente à circunferência em (b) e a perpendicular

(d', b') por (b'), estas duas retas cortam-se em H.
Considerando o movimento de (d, b), girando emtorno de (o), o
(H) descreve uma hipérbole que corta o traço do quadro no pon-

(M) •

nêsse ponto traçamos a tangente à circunferência que tem para
.. .

to de contáto (e), extremidade da corda (e, o) cuja perspectiva ó

Ligando (b')a(M) determinamos a perspectiva da tangente (M, b)
perspectiva esta que é tangente à elipso, formando

o reto com o diâmetro (b', o'), traçado pelo ponto de contáto.
é, então, um dos eixos e a tangente dá a direção do

....

~ facil traçar por (01) uma paralela a (b' M) e procu~ar a re-
circulo (r, S), por uma projeção inversa. Esta reta limita-se
a circunferência nos pontos (r) e (S), cujas perspectiva dão

extremidades do eixo menor da elipse.

Examinemos .2 segundo ~..!2 ~osto !!2 quadro ~ue. estabelecem.os
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A # A ~a .2 estudo daR conica~ ,9.ue~ ~uele cu.1! curva ~ ~ ~ circUU
. .

ência ~ cuj.~ ~.'~l t8.(:o I ~!'. E.81,~ I?2.::E'Eect~.-i~-,'..quer pelas sec=

Pela perspectiva essa circunferência
a como se vê na figura 8.

A perspectiva do ponto (A) é levada ao infinito na direção (B).

, ,e tangente a linha neu-

, "A perspectiva tendo um so ponto no infinito e uma parabola; e
B) dá a direção do eixo.

Como a tangente no vértice de uma parábola é perpendicular ao
para determinar êste vértice é necessário resolver o problema

guinte: traçar uma tangente à parábola (porppectiva) cuja direção
(perpendicular a A. B)~

Sabemos que duas horizontais, concurrentes num ponto da linha
tra, têm para perspectiva duas paralelas.

Tomemos, então; uma reta qualquer (O,D) perpendicular à direção
eixo (A, B), e determinemos o seu ponto de fuga (O) o a sua dire-
(D,E) no terreno.
Do ponto (E) tracemos uma tangente (E,F) à circunferência.
Como (D,E) e (F,E) cort~-se num ponto (E) da linha neutra, a

apectiva de (F,E) será paralela a (C,D).

A reta (E, F) é tangente à circunferência, logo sua perspecti-

ãrf t'ang,.entea:J;>~:rªb..<?Ãã:-e·aperspectiva de \F) ;-ponto dã' cont1reo. .

tangente seY'á'o'vértice 'procurado.
Para obter a perspectiva desta tangente, determinemos o ponto
a (a), traçando por (P.V) uma paralela a (FE)~

Liguemos a seguir o ponto (G) ao ponto (H). onde (F E) encontr,a
aço do quadro •.
O ponto (T), no qual (F, P,V) encontra (G, H) é o vértice.

- 19 ~
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SO:-lÜO corihc c Lúa ~'3. éL'i.r'cç~o c".o eixo (7 c!,ois -)QJ .•...c o s (;.8 cur-va; tets
(I~ e (J), fica determinada a parábola.

Pelas secções cônicas êsse caso ~ estudado na figura 9.
(V)

(8)

(A)

#vertice do cone;
traço do plano secante;
traço de um plano paralelo ao plano secante, traçado pelo

,

cone.
~ plano (A) é tangente à superf!cie cônica sendo (E. V) a ge-

(E, V) estando no plano (A) paralelo a (8) é
a (3), única geratriz que n~o encontra o plano secan

numa posição finita.
•• • 11.A secçao so tem um ponto no infinito, e uma parabola, portan-

e a geratriz (V E) dá a direção do eixo.
# .. # ~lWAPara determinar o vertice da parabóla resolvemoslo problema ~2

te: Traçar uma tangente à secção cuja direção seja determinada •
.-

Partindo do teorema em que atángente num ponto de uma secção
a intersecção de um plano tangente à superfície considerada com o
o aecante, e lembrando ainda que a lntersecção deuro plano qual-

r (x) com o plano (3) é paralela à intersecção dêste plano (x)
o plano (A), tracemos por (v) uma reta no plano (A), cuja pr o-

perpendicular a (V E), tendo forçosamente o seu traço gori-
sôbre o traço (A).

Essa reta determina com (O, D) um plano tangente à superfície

- 20 -
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plano êste que corta o plano {S} segundo (F,B) paralela a

De acôrdo com o teorema citado, (F,B) é tangente à parábola,.- ..
como forma ângulo reto com a direção do eixo, é tangente no vér-

O ponto de contáto é dado pela geratriz de contáto (DF) do
tangente (B,F,D) à superficie cônica.
A parábola está, assim, determinada pelo vértice (F), pelo e!.

e por mais dois pontos da curva (i) e (j), pontos de cota (O)•

..Examibemo-lo, agora pelos tra~ados relativos a homologia. To-
s na figura 10:

(j)
(X)

(O)

limite das figuras da circunferência;reta
eixo de homologia;
centro de homologia. , ,

No ponto (a) a circunferência ~ tangente a (j) •.. ri<)\''';

O ponto (a) tem para POl;.;'O homó l.ogo'.o ~'~n~o (a t ) lnfinitamen-
na direção (K, aI) ou (O, a) que determina a direção do

"", ). I',", A

,t necessá:rl.ol';'-traçaruma ;t$ngente à. circunferencia que tenha pa-
, "t' ...'

.l'e~é.'homdi~ga Umatang~nte à parf.bola, cuja direção seja per'perr-
..

1cular'a (K/'a'), para que o ponto de contáto determine Q vértice

.Duas retas do mesmo sis~em~" tais como (M, I,) e (I, D), que
de (j), têm para linhas homó Logas duas paralelas,

-' -21-
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que o ponto homólogo de (I) é levado ao infinito.
A reta (li M) foi traçada de sorte que a sua reta homóloga

b'> fôsse perpendicular à direção do eixo da parábola, assim,
circunferência tem para homóloga (I, Df), tan-

,." ,a parabola no vertice.
A reta (C D) dá o ponto de contáto (D')'. Por êste ponto tra-

paralelo à direção conhecida •.'Os pontos (E) e (P), on-

a circunferência encontra o eixo de homoiogia, são dois pontos
parábola, que fica assim, perfeitamente determinada.

o terceiro caso do nosso estudo das cônicas consiste na reso-- -- - ~-- ---- - -..,-....•_ ..- ....- .;;...;;;..;;..;.-

ão ~ seguinte s~estão E.epreser.:.!!.~n.~ figur~ l~:
·uma circunferência no plano hcrizontal, colocar os dados in-

obtensão de sua perspectiva, de modo que esta seja

Os dados são os seguintes:
Ponto de vista (P.V.) rebatido.'. .'.
Linha do horizonte (L.H.).
Linha neutra (L.N.).
Traço do quadro (T.Q.).
Circunferência no piano horizontal.

A linha neutra foi colocada de modo a cortar a c1rcunferên.
(m) (n).

A' tangentes (m, o) e (m, p) nêstes pontos terão p~a perspe-. .
asslntotas da hipérbole (perspectiva) (o', t') e (p', t'),

- 22 -
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Estas perspectivas for~ obtidas traçando os rebat1mentos dos
os (PV, f') e (PV, fU) paralelas a (mIo) e (Hl' p ) no intuito de
erminarmos os pontos (f') e (f") e

. .•.O que se consegue l~gando es-
"

a08 pontos (o') e (pl) que coincidem com as duas perspectivas.
Determinemos a bissetriz (t', u') das assintotas, a qual é o
da hipérbole. Tracemos por (PGV) a perpendicular (P.V. u2,) e.

, u'), perpendicular esta que coincide com a sua perspectiva.
Do pO,nto (u2) tracemos as tangentes (u2, z) 'e (u2, 1) à cir-

erência.
As perspectivas dessas tangentes {q', w'} e (b, d') serão

-endiclilaresao eixo da hipérbole e, portanto, tangentes nos vér-
Uma delas foi determinada pela direção e pelo ponto (q, q'),

coincide com a sua perspectiva no traço do quaâr 0, a outra pe «
pelo ponto de intersecção com o eixo da reta (z, di)

coincide com a sua perspectiva, traçada pelo ponto de tangência

Os pontos (e) e (g) tambem pertencem à curva, ficando a hipét
e perfeitamente determinada.

~sse caso tratado pelas secções cônicas na figura 11 resume-
seguinte problema:

~ .•da uma circun~erencia ho plano horizontal, para diretriz de uma
cênica; cblooar os dados de modo a obter para secções ~~a
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Os dados ..•sao:
Projeção horizontal do vértice do cone (v);
Horizontal (h) do pLario s ecarrt e à àlt.ur-ado vértice;
Traço horizontal (I:.) de um plano par-aLeLo ao plano
secante ,? contenô.o o vértice do cone;
Traço horizontal (8) do plano secante;
Diretriz circular no plano horizontal.

O traço horizontal (A) foi da~ocado de modo a cortar a circug
em dois pontos (M)) N)c

As tangentes (M, o) e (N, p) nôstes pontos são os traços hor~
de dois planos tangentes à superf!cie cônica que interceptam
secante, segundo as retas (01, tI) e (Pl' tI)' assintotas

hipórbole (secção).
Estas intersecções foram obtidas traçando as horizontais

tIl e (v, f2) dos plenos tangentes (v, Mo) e (v, n p) horizon-
8 estas que encontram o plano aecarrt o nos pontos (fI) e (f2)~vi!!

(h) ser a projeção de UI11a reta, cuja conã é igual a de (v),
o, em consequênciai um ponto de cada uma das intersecções, as
18 ligadas aos pontos (o) e {p} (comuns aos traços dos planos
entes e secante) fic~ determinadas.

•. ~. . -.•- "'~";.

...Tracemos a bissetriz (tI' ul) das assintotas, para obtermos o
o da hipêrbole e tiremos por (v) a perpendicular à (tI' u2), que
resenta a int0rsecção de um plano tangente à superfície cônica

o plano (A)i

Do ponto (u2) tracemos as tangentes (u2, z) e (u2' 1) à cir-,
,.,erencia.
Os planos (v, u2' z) e (v, u2, 1), tangentes à super-f'Lcã e cô-

- 24 -



t.



ntca, interceptam o pLano secanb c segundo duas tangentes (q', wl) e

(dl' b1) à. s ec ç ào J t angerrt ea estas p er-p erid Lcu Lar-e s ao eixo da sec-

(0. •••80 d ter' d "n" os· ~:.~-.,.;···1,....os (,.. \ CI r.ií, ) da h i ~b le
"J , e ml.na:l CJ, pc.'...~an-so,~ .. v v.'. ".'.,,~ ,V"1: v \ ""', ' l.per o •

...•• ..l.

A intersccção (q t) w1) fol achada pela dire~8.o conhecida e

pelo ponto comumaos traços hor-Lzcrrt aã s do=p Lano secante e do plano.
tangente. P . Nelo mesmo pr-o ce s so encorrtz-amo s a Lrrt er-ae c çao de-

torminada pela direção c onhc cLda e p eí.o ponto de contáto com a hi-

pérbole" ponho êsse" dado pelo traço da ger-at r-Lz (z , v) no plano se..•
cante.

Os pontos (e) e (g) tambem pertencem à curvaa Nesta épura o

contorno aparente horizontal do cone não foi determinado" para faci
""

litar a comp ar açáo dos traçados com as ôpur-as cor-r-e spondent.e s , eu-

jos dados foram tomados com as mesmas pr-cp or-çóe e,

Na figura 13 resolvemos o mesmo caso propondo a questão da se-

guinte mar.e í.r-as "dada urna cLr cunf'er-eno La , colocar os dados de modo a

debermár.ar- par a f:.glE·a homó í.oga desta cur-va , uma hipérbole ,"

Os dados

Ccnt r-o {C)dehomologia;

P-eta lin:'::"!~9(;j I) da figureJL~J(traçados corresponden-
..' \: f

tes a hipe~bole;

Reta l:1:1:n:' te (.i) da figura(h,){traçados correspondentes
'o ~''''')a Cl.rCUnISrenCl.a ;

Eixo de homologia (X) e

Circunferência.

- 25 .•





A reta limite (j) foi colocada de modo a cortar a circunferên-
(m) e (n) to'

As t.angent.es (m, o) e (ri, p) nêstes pontos têm para retas ho-
as retas (o', t') e (pi, t'), assintotas da hipérbole homó-

Estas retas homólcgas foram obtidas, ligando os pontos (f') e
que são os pontos homólogos dos pontos no infinito das retas
e (n, p)~ aos pontos (or) e (pr) que coincidem com os seus
,homologos.

Determ.inemos a bissetriz (tr, Ur) das assintotas, para conca-
irmos o eixo da hipérbole, e tracemos a perpendicular (c, u2) que

t . ",com a sua re a nomo~ogaw
Do ponto (n2) tracemos as tangentes (u2, z) e (u2, 1) à cir~

As retas homólogas (qt, w') e (b', d') destas tangentes serão
ao eixo da hipérbole e tangentes nos vértices (w') e

A reta (q', w') foi determinada pelo ponto (q'), que coincide
~ o seu ponto hmmólogo (q). Saü8~os que ela concorre no ponto

hemoLogo de (n2), que está no lnfil"litoe na direção (n2, C) C>

A reta (b', d') foi determine.da pela dire ção de acôrdo com o
raciocínio e pelo ponto (dl)~ homólogo de (z), por estar na
(c, z) e per~encer ao eixo da h10erbole~
Os pontos (e) e (g) são pontos da curva.
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Observando pela perspectiva, verificamos sua possibilidade uma
dada o seja no plano horizontal posterior, rebatido

vertical inferior, t claro que úessas condições a e1i-
tem nenhum ponto sôbre a Lí.nha neunr-a, dêsse modo todos
sua perspectiva estão em posições finitaso

O di'~etro (r, e), que divi.de ao meio 8.S ccz-ó.aa paralelas ao
0, dará para perspectiva um diâ..'1letr'o da eLãp ae (perspectiva) •.
Para determiná""lo t.r-ac emos o rebati.mento do ráio visual para-
(PV, f' ) que determina aôcr-e a Lí.nha do horizonte o ponto de

.1 .
(t'l)' ligando-o ao ponto (a).

As retas te·;PV) e "{f, PV),que coincidem . ., _- ..-"com as suas perspe-
nos pontos (el) e (fI). O ponto medio (c') será

tro da elipse e corresponde ao ponto (C) que determina a corda

Determinando a perspectiva (b', d) desta corda, que é paralela
raço do quadro e lL~itan~o pelas retas (0, PV) e (d, PV), que
cldem com as suas prcprias perspeotivasl a elipse perspectiva fi-
eterminada por dois diâmetrcs conjug&dos~
As tangentes à elipse dada, traçadas por (PV) são tambem tan-
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Pela figura estudamos esse mesmo caso admitindo-o como sen-

.., . • " .. ;..:... A

a pro jeçao hor-Lacnt aL-de. uma secçao conã.ca,
. ~ .

(v) projeção horiz~ljt~l do vértfce, .Qprresponde ao ·r-ebatimen-
•.... .'. .,.

o (PV) do ponto de vista. (A) t r açó' hó}:'i~ontal de um plano parale-
.oi· • • •••••

•; .": ',0 _, ~ ••• I"~ , ,
, », :, '~

o ao plano secante contendo o vertice"'docone, cor-r-esponde .a linha
J'. ..; ~ ..., t

horizonte. . (h) projeçao horizontal de uma horizontal do plano
-Ór

ecante .com a mesma Cota do pont o (·v)correRpond~ 'ti: linha neutra e

) traço ho~izonta.l: :doplano ae canté, corresponde ao traço do qua«

o.
o plano (~; E, F)_ determinado pelo diâmetro que divide ao me-

cordas pora,leias,. B,~plano se cant e , cor~a ~ste plano secante.
um diâmetro da secção. Para determiná·ló basta verificar

e (v, fII é uma hormzontal do plano (v, E, F), que encontra o pIa-

secante no ponto (f1) da horizontal (h) d~ste plano.

(fl) sendo um ponto da intersecção, basta ligá~lo ao ponto

comumaos traços horizontais dos planos considerados.,

As geratrizes (F, v) e (E, v) limitam êste ·di~etro. Podemos
• •

ntão, tomar o ponto mé.dio(Q)e determinar G ponto ,(C) corresponden-

plano da diretriz\

Trdcemos por (C~ a corda (B; D) e dete~in~mos a intersecção

o piáno (v. B, D) cbm o piano secante.

A direção desta intersecção é paralela à (B~ D)~ porque o pla-

- 28 ••
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(v, B, D) e o plano (S) têm traços horizontais paralelose

Para determinar essa 1ntersecção tracemos (b, d) por (e), que
da intersecção, e limitemo-Ia pelas geratrizes (B, v) e
pontos (b) e (d). Ficam~ assim, determinadQs os diâmetros

,da elipse que sera tangente ao contorno aparente do cone.

Abordemos agora na figura 18 o caso correspondente aos das fi-
as 14 e 15 para resolvê-lo por meio de raciocfnios baseados ape-
na definição de duas figuras homólogas.

Os dados são:
..(j') reta limite da figura (que corresponde a perspecti-

à secção) substitue a linha do horizonte.
"(j) reta limite da curva dada cdrresponde a linha neutra
-'

ao traço do plano (A) empregado nas secções _cônicas.
(X) eixo do homologia corresponde ao traço do quadro ou

do plano secante.
A ,As retas paralelas ao eixo de homologia tem para retas homo-

egaa, tambem paralelas ao eixo (X). Por isto, o diâmetro (e, 1')

ue divide ao meio as cordas, tais como (b, d},tem para reta homólo-.
um dimnetro (e', 1") da curva homôLoga,

Para detenniná-lo basta lembrar quo o ponto (1"1> est~" sô-
a reta limite (j') e na paralela (0,1"1) a, (e, f) e o ponto hc -

~logo do ponto (1'1) no infinito da rota (o, f). Ligando-o, en~ão,

- 29 ""





(dl) que c6incido com o seu homólogo, fica determinada es-
Os pontos homólogos (e') de (e) e (f') de (f) limitam-na •

.~ ,Tomando o ponto médio ( ") e determinando o ponto homologo
podemos traçar a co~da (b, d) que tem para linha homóloga ô

da elipse homóloga,
As tangentes traçadas por (c) à curva dada coincidem com as su-

homólogas e são tangentes as duas curvas •

.Q. e3tEd~ 9--2. seg:±~ª,"?.Ç3ê.~~ segun.9:9..B~po das côn1c~..2..que di:!
ripu~c~ ..~E 8irL~!.~:.~E-~f).r.3.~::'2~~ o~~~ d~d.~ !lendo ~ elips-º.~ ....2

Pela perspectiva será uma parábola se a elipse dada for colo-
tangente à linha neutrae O ponto de tang~ncia (a) tem para

rspectiva o ponto (a') infinitamente afastado na direção (a, a').
t esta a ddreçào do eixo e Tracemos uma reta (c, f) que tenha

a perspectiva uma perpendicular (g, e) à direção do eí.xo,
,So pelo ponto (f) da linha neutra traçarmos uma tangente a e-

lpse~tal como (r, h)$ a perspoctiva desta reta (fl, hl) será tangen-
à parábola num ponto que é o vértice, visto esta reta ser perpen-.
o,

cular à direção do eixo~
-'

Traçando pelo vértice uma paralela a (a, a') dotermina-se o
o,

,Os pontos (b) e (o) tambem p ertcncem a curva.
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Pelas secções cônicns verificamos, ostudando êsse caso, que
a diretriz uma e lipse e a sec çjio uma parábola, os traçados são

8 mesmos, mas os raciocinios são diferentes~
O plano secante tem para traço horizontal (8) (fig. 18). ~s ••·

traço encontra a diretriz nos ponDos (b) e (c) que são pontos da

(A) sendo o traço horizontal de um plano que, contendo o vérti
cone,é paralelo ao pLano secantie e (v, h) sendo a Única ger-a-

riz nesse plano será t amt.em a úrd.c.a !~eratriz par aLeLa ao plano se-
e dará a q,i?leçãodo eixo da p ar-àbo ;a,

Traçando por (V) uma reta (v, f) colocada no plano (A) e per-·
a (v, h) e pelo ponto (:r) t.r-açando um plano tangente ao
plano que tem pata traço hor-Lzo nteL (r, g) corta o plano

ecanto seelli~douma paralela (e; dI) a (f, v) tangente à paráàola no

Determina •.se o ponto de contáto tl"açando a geratriz (g, v).
o eixo (dI j) paralelo à direção (V,h)Por êste pC;:J.toItracemos,a determinada.

,Analizemo~, agora, duas figuras homologas, sendo uma a elipsG
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parábola, (Figo 19).

p - -Para que a figura homologa da elipso soja uma parabola, o ne-
,

a elipse só tenha um ponto sôbre a reta limite (j). t
...
o ponto (a).

Sondo (C) o contro de homologia, o ponto homólogo (a') de (a)
á no infinito e na direção (C, a).

Na figura dos poníio e tais como (a') uma tangente à curva, per-
( )' .. ,cular a a, a' sera tangente no vertice da parabola.

Tracomos uma perpendicular qualquer (o', nt ) 'a direção (a,a').
Esta perpendicular oncontra (m! , a') no ponto (n ") , O ponto

do (nl) está sôbre a reta homóloga (m, a) de (m', a') e
e rota (n! , e).
o ponto {olClcoincide com o sou homólogo.
Ligundo (n) a (o) e prolongando até encontrar a reta limito

(K), podomos traçar a tangente (K, e) à elipse que te-
hcmóLoga uma porpendlcular (p'p" ,.) a (a, a t) visto o

o de concurso (K) do (O, K) o da tangonte (p, 1) estar sôbre a

11mite (j').

A reta homóloga da tangento (p, e) foi determinada pelo ponto
,

') sôbro o oixo de homologia e por uma diroção já conhecida.
do contóto (lI) correspondenue a (a) determina-se

(1') a paralela n direção do eixo (a, at) e con-
(u) e (v) pertencem à parábola, esta fica pe!

ente doterminada.
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Pola perspectiva para colocarmos a olipso no terréno, do modo
sua perspectiva seja uma h~_pêrbo:!.e,basta nembrifUlque n linha

,.tra pertence ao plano neutro, que o o lugar dos pontos, cujas
rspectivas eaom no infl~itoQ

TOR~~do~ então, na figura 20 uma elipse no terreno cortando a

a neutra em dois porrt os, tais como~ (c) o (d), a sua perspeeti •.•
r. ".-~ .f, - t dhiperbole cu j aa d.Lr-eçoee das aasLnbotias sao de ermina as

(PV, c) e Ipv, d)~
Tracemos as t angent.ea nêst'?3 pontos (c) c (d). Estas tangen-

(c, e) e (ô., f) encontr-am o t:('8,r.;:o do quadro nos pontos (o) e (r ),

c oã.nc Ldem com 9.'" .,..\~'.; 1"J0

,"""V .J.••••••\.,•••.~'- V I.J .,t-"J. ,)p ... ~'-Á~..> pOJ:>spectlvas.
dessas

e1 +0' 1 1"":.'; .,._!J O"" .! ~ , ••.~ ..•...• 'L .•n •. n ::raga;:K.O os ..aa.os va.suaa a ..:~d.!.'a.0.-..08 as mesmas, que rebati-
encorrcrsm a linha do hOl"'i3C:2,'C'3 nos po:"1.7,OS pr-ccur-adc a (h1) e (gl'.

Determir..o'(iasas as s:Lat;otas por dois pontos (e, h1) e (r, gl) P2

s tra~',ar o eixo da hi'Dêr".JoleC!l~ .
Determinemos a direçâo de uma reta no terreno (1, m) que te-

pa~a perspectiva uma perpendicular (1, k) ao eixo da curva e tra-
a pelo ponto (m), em que a reta do terreno encontra a linha neu-

a, duas tangentes (m, tI) e (m, m1) à eJ.ipse.
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As perspectivas destas tangentes, sondo perpendiculares ao ei.
* ,curva, serao tangentes nos vertices.

A curva fica, então, determinada polas ass!ntotas~ vértices e
(b).

Nas secções cônicas, dada pela fig. 21, o cone tem para dire-
uma elipse que encontra nos pontos (b) e (c) o traço horizontal

Aparalelo ao plano secante, plano este traçado pelo
,értico (V) do cone.

As geratrizes (V, c) e (V, b) são paralelas ao plano secante
traço é (s).
Os planos tangentes ao cone, segundo estas goratrizos, inter-

, Neptam o plano secante determinando duas tangentes a aecçao nos pon-
o

infinitamente afastados nas direçõos (V, b) e (V, e).
Estas tangentes são as ass!ntotas. E a bissotriz do ângulo das

o

.sintotas o eixo da hipérbole.
Tracemos por (V. A), reta perpendioular ao eixo, dois planos.

Ingentes à superf!cie cônica.
Determinemos as intersecções (d, o) o C., g) dêstes planos t~

ntes com o plano secante.
Os vértices da hipérbolo ficam detorminados nos pontos (g)

interaecção destas últimas retas com o eixo da curva.
As geratrizes de contâto (j, v) e .(k,V) doa planos tangentes

superfície cônica, que determinaram as tangentes à curva (D, o) e
g), dão os pontos de contáto ou os vértices da hipérbole~

o

Os pontos (h) e (r) são mais. dois pontos da curva.
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Para completar as observações dêste caso, analizemos, agora,
a seguinte quec tào s "determinar a figura homó Loga de uma elipie, co-
locando os dados de modo a se obter uma hipérbole".

Tracemos (figQ 22) a elipse cortando a reta limite em dois po~
tos (a) e (b).

Os pontos homólogos (a') e (b') de (a) e (b) estão no 1nfinit~
nas direções (c, aI) e (c, b').

,A N ,As tangentes a elipse, nestes pontos, teraopara reta~ homolo-
.. ..

gas tangentes à curva homóloga em ,dois pontos infinitamente afasta-_.
dos e serão as assintotas de uma hipérbole.

Conhecidas as direções e os pontos (o, o') e (dd') que coinc1~
dem com os seus homólogos, ficam determinadas estas assintotas.

Traçando a bissetriz do ângulo que elas·~ormam, determina-se o
eixo.

, , -Para os vertices da hiperbole a questao foi resolvida da segui!

te maneira!
Traçam-se duas concurrentes num ponto da reta (j),OCconcurren-

tes estas que correpondem à. figura da elipse) •..
Uma delas deverá ser tangente à elipse e a outra traçada por

..•
(C) formará ângulo reto com o eixo da hipérbole.

Suas retas homólogas têm dois pontos deter.minados sôbre O a1-
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homologia e concorrem no ponto (f'), homólogo de (r) no infi-
na direção (CJ f).
T~acemos, então] por (h, h') a paralela à"direção obtida (cr)

terá a tangente hOiliólcgada tangente (f) m}o Como a direção foi
omada perpendicularmente ao eixo1 o ponto de contáto será o vértice
hipérbole.

Construções semeL~antes determinam o outro vérticeo Os pontos
(p), onde a elipse corta o eixo (X) de horoologia, são mais dois

I'homologa.,

~ ,A~alizemos, agora, os casos em que a curva dada e ~~a parabola
'"a qual se quer obter a perspectiva) ou a secçao do cone, ou ainda a

"deformada homologa.
Na parábola todos os dj"âmet~os são par-aLe Lo s ao eixo.
Uma tangente na extrem:.dade de um diâmetro dá B. direção das co!:

que ficam divididas ao mo í.opor ê;j'::;eÕ.~tâ:<::letro.
Visto isto, seja (figQ 23) a perspectiva d8 uma parábola,no te!:

~.colocada de modo a nao ter nenhum ponto na lirlla neutra.
~) -. .A perspectiva desta cur-va ser-auma ei. :Lpse.

A tangente no ponto (o) paralela ao traço do quadro determina o
(e, m'), que divide ao meio todas as cordas paralelas ao qua-
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A perspectiva (e,1r') dêste diâmetro é um diâmetro da perspe-
va da curva.

Determinemos o seu ponto de fuga (fI) •
.Sendo o ponto de fuga a perspectiva do ponto no infinito de u-

sará a perspectiva da extremidade oposta a (e) do diâ-'..
~ A ,.considerado da parabola, o que limita, aae ím, esto dã ame t r-o ,

Tomemos o ponto (c) médio e determinemos no terreno o corres-

Tracemos por (m') a corda paralela ao quadro, a qual fica li-
tada pelos pontos {ai} e (f)1)

Determinando (d') (fi) perspectiva desta corda, traça-se o d!
tro conjugado de (a', fl),

Os pontos (a) e (b),onde a parábola corta o traço do quadro,
O pontos da elipse o que completa a determinação dessa curva.

Na (rig. 24) estudamos a secção cônica com os mesmos dados.
A diretriz é uma parábola no plano horizontal de projeção •.
(S) é o traço horizontal do plano secante.
(A) o traço horizontal de um plano paralelo ao plano secante,

açado pelo vértice do cone.
A parábola não tem nerillumponto sôbre (A). Nãa é possivel tr~

nenhuma giretriz no plano (A)~
Não haverá, portanto, nenhuma geratriz paralela ao plano seca~
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N ,A secçao e uma elipse.
A tangente é a diretriz no ponto (e), paralela ao plano secan"

de~ermina o di~~etro (e, c), que divide ao meio todas as cordas
secante.

Essa divisão é projetiva no plano (8), logo, o plano traçado
(g)~ vértice do cone, e pelo diâ~etro (e, k) corta o plano seca~

e se~~ndo um diâmetro (m' e') da secçãoo
Diâmetro êsse cuja direção é det er-mí.nada pelo ponto (k) que é

ponto da intersecção dos dois planos citados, e a reta (q, g),que
direção.
A geratriz (e, g) limita em (e') uma das extremidades do diâ.-
da elipse.
A outra extremidade é limitada pela geratriz (g, m') paralela

o diÂmetro (e, k},
Tomando o ponto medio (cl) e ligando a (g) determina-se (c),.

A ,do diamotro da parabola que corre8ponde ao centro da elipse.
A corda paralela a (S) traçada por (c) é limitada mos pontos

,.As geratrizes traçadas por êstes pontos limitam o diametro con-"t'), cuja direção é paralela a (o, t).
Os pontos (i) e (j), onde o plano secante corta a diretriz,. ~~ pontos da secçao.

Na (fig. 25) resolvemos a questão seguinte: "Dada uma parábola,

"
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locar o contro, o eixo e a reta limite de modo a obter-se uma eli-
e para figura homó Loga da parábola" ~

O eixo de homologi.a pode cortar a parábola em dois pontos,mas
não pode ter ner~um ponto sôbre a reta limitee

~ ,Colocado estes dados, o centro de homologia pcupara uma posi-

Determinemos, então. duas retas homólogas (b,e) o (b~ el),
o (b,e) limitada sobre (j) e (X).
A reta homó:oga (bl, el) de (b, e) encontra o ponto homólogo
de (e) no infinito e na direção (C, e). Tracemos~ então, {b',

paralela a (C, e).
Feito isto, temos tod.osos elementos para construir a figura

da pará:;ola que será uma elipse, visto esta não ter nenhum

~ (" ,Ora, o dLame t r-o d, o) da par-abo La tem para reta homologa um
etro da eLâp se,
~ste diâ~etro (d, o) é determinado pela tangente paralela a

O ponto homólogo {d'} de (d) determina a extremidade do diâme-.

ra.ra r'83017er esta questão tracemos por (d) uma reta qualquer
e) num P orrt o (a:l?

Lj.g-'.lG:nos (e) a (.a) p ai....•a detem~inar sêbre (b' a') o ponto homó-
(ar) de (a) e (a7) a (1') para determinar a reta homóloga (a',

Prolonga~do-se esta última reta até encontrar (c, d) no ponto
obtem-se o homólogo de (d).
Ligando (d") a (Ol), que coincide com (o), f:tca determinado o

da elipse pela direção e uma das oxtremidadeso





Na parábola, a extremidade (m) oposta a (cl) está no infinito
direção (c, m), que liga (m) ao sou ponto homólogo (m).

Ndo
O ponto homó lcgo (m) de (m) pertence b ambem ao diâmetro (d I ,o'),

então, determinado pela intersocção destas rotas.
Tomando o ponto médio (h) de (m! , di) podemos dotorninar o poU

homólogo (hl), polo qual passa n corda da parábola (g, f), que tem
homó l.oga o dimnotro (gl, fi) da elipse, diâretro, que ,e
de (dI, m};

As rGtas que ligam (f) e (g) ao centro (C) de homologia limi-
êste diâmetro.

,O traçado da curva que passe pelos pontos de concurso da para-,com o eixo de homologia completa a epura.

( 6\.. " •.Na fig. 2 11'1 e dada uma.parabola no terreno, tangente a li-.,.-.---- - - -- - -
.. ~ .• #~, •.. " ,~~~ •.. .,.~ ..•.. '11 •..•. ,,, ,.,,. ..•.• , •.neutra. A sua porspocti va o uma par àboLa, da qual podem ser- .,.....--. - ----- .........----

tor;ai~~dos:-~'~~rti~~'~' ~. -ji~o~'- -- »Ó» • -, ."----------
.. '" A' p~~spG~ti;~- d~' p~nto' (~j~.-em que a parábola G tangente à li
a neutra está no infinito na direç30 (a, b), direção do eixo.

t necessnrio determinar a rota (c, d) que tem para perspocti-
a perpendicular (d, e) à direção (a, b) do eixo.,.

Isto fGita,do ponto (c) tracemos a segunda tangente (c, f) a
,abola.

Determinando o foco e a diretriz da parábola, por um processo
,ometrico qua'Lqucr , podamos traçar esta tangente, embora o ponto de

ntáto esteja fora dos limites da ópura.
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, ..A perspectiva (f, g) dosta tangonto o tangente a porspectiva da
~ ~ ,arabola e o ponto de contato dotor.m~na o vortice3

O pento de contáto (h) pode ser dot.orrní.nadopelo oncontro das
,duas retas concurrentes no ponto do contato da tan-

(c, f).

Uma dessas rotas concurrentes será a própria tangente (f, h) e
outra, a perpendicular (i') à diretriz da parnbola, perpendicular

que já faz parte da construção geométrica no traçado da tan-
(c, f)~

~, ..A perspectiva da parabola e tangonte a linha do horizonte e
assa pelos pontos (k) e (I).

Na (fig. 27) temos a projeção horizontal do uma superf!cio cô-
ptendo para diretriz uma parabola.

... ,Para obter-se uma secçao parabolica coloquemos o plano socante
de uma mnneira convenlente. Bastará que êle soja paralelo a um

(A) 'f'· Atangente a supor ~C1e conica.
Se êsses'planos são paralelos os seus traços horizontais

entre si, sendo (A) tangente à diretriz.

...
sao

Por ,.. (v, b) (A),é pa-consequencia, a geratriz contida no plano
plano (S) e dá a direção do poníio (b) da socção, infinita-

nte afastado, ou ainda a direção do eixo da parábola,
Obtida unm direção tracemos por (v) ~ãaperpendicular (v, c) a

b) e pelo ponto (c) a segunda tangente à diretriz. A 1ntersec-
do plano determinado, por (V) e esta tangente, com o plano secan-'





para projeção hori?ontal yma tangente no vértice da secção.
, ..." ,O eí.xoda par àbo.l.a f~~a:,a dot er-mí.nado se pelo ponto de conta-

tangcnte tZ'aÇ:arr:_oso.parnle:'a a di:c'eçãojá d.eterminada.
Ê claro que os porrccs de concur-ao do.di:,etriz com o traço do
(S) são tambcm pontos da socçãoo

Na tfigo 28) estudamos uma parábola tangente à reta limite (j)
~

~ ""fito ae determinar a figura homologa que sara tsmbcm uma para-

o eixo de homolcgia (X) corta a curva nos pontos (li, h') e
1') q~o perte!lC8m à curva homólogaa
O ponto de tang~:ncia (a) da par-âbo l,a dada, na liI'l..ha(j), tem

a ponto homól.cgo""rJóaponto{a'} no infi:lito e na direção (c, 0.).

direção (.,~,1 0.) é t ambem a diroç'ao do eixo da parábola homó'Loga ,

Para determinar o vé~ticc dessa parábola homéloga tracemos du-
atas hcm~logas (e, d) e (e', d') ,tomando para direção de (di JO~
perpendicular a (c, a)~
Do po~to (e) om que (d, e) encont~a (j) tiromos uma tangente

, , , ,A reta homologa (e', g') sera tangente no vertice da parabola
, ..,ser perpendicular a direçao do eixo desta. Para deter-

Ia tracemo3 uma reta pelo ponto (f, fI) nGssa direção.
L1gando {g} a (c) obteremos o ponto de contáto (g') dessa tan-
,

que e o vertica procurado.
A parábola fica, portanto, detorminada pelo seu vértice, paIo
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H ,por dois pontos, qu.e sao os pontos em que a parabola dada en-
o eixo de homologlao

C~lva ~08ca cur~a.
--... "'"._.- ....--:.-.....1 t..-_;..--<. •. .,.~_

I"'·' ,."."'~ .","11As d~.reçõos das aesLnt otae ficam determinadas pelas rotas (PV,

•

e (PV, n) .•

As tangentes (m, a) e (n, b) nos po~tos (m) e (n) terão para

, c) das

i ( ()r ap ec tLva as as sLnt ct aa a, o) e b , o o

Para determinannos o eixo da hipórbole tracemos a bissetriz

AUm~ ves que os pontos (r) e (s) da ". -p ar-aoo.i a coincidem com a

Os verticos serão determinados pelas tangentes que tenham pa-
perspectiva perpendiculares ~ bissetriz.

COr-;,,s8g'..::.em-s0essas t.angen t es obtendo a reta (f, g) em perspe-
ângulo roto com (o, c) e determinando a correspon-

(h, e) no gecmetralo
Traça:r~dopor (e), ponto da Lã.nha noutra, as tangentes (e, f) e

j) à pn:-ábola, estas terão p ar-aperspectLvas , retas perpendicula
"

à bissetriz (o, c) e scr-âo t.angerrt es nos vér'cices (i') o (j') à

os per-spect í, va, podemos traçar a hi,érbole, obser-vando '11),0 o ponto
(p) do eixo da parábola ó o ponto de ta~g9ncia da hipérbole

, ., 1..,. I
tf Li-:J •••
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I. _... ' ',",v,,~ '4/'.' .

Lí.nha do hor-âz onte o

__ M ~ ~ _

A mesma questão da figo 29 pode ser observada, considerando-a co-
uma secção cônica.

A fig~ 30 dá a projeção horizontal da secção.
Seja ( V, a, b ) o contorno aparente do cone.
Para que a sccção seja uma hipérbole é necessario que duas gera-

cene sejam paralelas ao plano secante.
Censideremos, então, um plano contendo o vértice do cone e tendo

-traço horizontal a réta (A), cortando a dire~riz em doia pontos(b)
(c), e t omemos o plano secante (8) par-a leLo a (A).

As gerat.r-Lz ea (v j b) e (v, c) são paralelas ao plano secante e dão
direções das assintotas da secção.
As t&ngentes á parábolas (b,d) e (c, e) nos pontos (b) e (c) de-

com o vé:'tice (V) dois planos tangentes á superfície cônica,
•..

qua.J.s inte:?c3ptam o plano secante segundo as ass:i:ntotasda secçao ••
Par-a d8t?\J:':nÜ:D.aressas Lrrter-e ec ç óes basta lembrar que os pontos (d)

(e) pH:::-'t8:::~cem aos pLario a tangentes e ao plano secante e as direções
( Vn)} e (V, c).

,. #A bissetriz (e} f) das assintotas sera o eixo da hiperbole, o que
,.reconduz ao pI':)blemarr.uitasvezes debatido nesta tese: Determinar

tengente á secção feita per um plano num cône, se~~ndo uma direção de-

Tracemos I entã.o, dois planos tangentes (V,g,b ) e (V, g, h) á su-
erfioie cônica de modo que as suas intersecções com o plano (A) sejam





g) perpendicular a (1, f).
As tü::ltersec.;;ões destes dois planos tangentes (1,3) (k, L) com o

secante serão perper-àiculares à b~ssetriz (1, f) e os pontos de

deteJ.'m:':"nadospe Laa ger-abr-Lz ea de contacto dos pla-
N ,ft ., o I" .,

tang8ntes sao os vertiúes da nlparoole~

A seeção fiea, aa sLm , determi::lada, notando-se que os pontos (m)

(n) tambe.mpertencem ~ c·~va.

Pela homologia plana essa mesma questão pode ser enunciada da
~ . ~

uma par aboLa coLocar- os elementos necessarios pa-

cor~stI'uir a figura homol.oga de modo a obt er= se uma hâ.per-boLe ,

Tracemos (fig" 31) a reta llmite (j) cortando a parábola em dois

o eixo de ho~ologia (X), podendo afastar-se mais ou

da reta (j).
Sej a o ponto (C) o correr-o de homolog1a. As retas que ligam (c)

e (c) a (a) dão as N <" 6'
di:"õç()ôS dos pontos que terao para homologos

e (a t )>> pcrrt os in:t':":.~iJ.~(~::llB:J.t..;eafastados.
~Se~a::n,êl8.~.EdaJ (13.;1 m) e (a', mt ) duas retas homologas quaã squer-

tiangerit.ea à par abo'La nos pontos (b ) e (a).

As retas hono.Logas das tiangenue e (b , e) e (a, f), tragadas pelos

{f)/I em que estas cortam o eixo de homoJ.cgia, são pa.rale-

(o, b ) e (o, a) e por conaequencã a as ['"ssi~cotas da hipérbolec

Detsrminada as assintotas, tracemos a bissetriz (o', S') que

o da hipérbolo, e na mesma f~gura uma reta (c' ~ d t ) forma..'ldo

com esse eixo. Li8uemos (dI) a (c)

"cnt o homologo (d) de (d') e br-acemos (c, d) que

sobre a reta (j).





. IV , ,Deste ponto (e) podemos entao tl'açar a t.angentie (e, g) a par-abo-
~ , ~para reta homologa 'Uma tangente a hiperbole, perpendicular

eixo.
I' ,O ponto de contacto sera o verticeo

A reta que liga (g) a (c) determina em (g')~ sobre o eixo da hi-
o vértice procurado.

Os pontos (q, q') e (r, r') são pontos da curva.

Os dad.os N

nao haja nenhum ponto
no inf~_nito .• ", ,Logo, a lir.~a neutra nao devera cortar a

do t.cr-r eno , nem lhe ser tangente.
(vêr fig. que segue a de nO 21), um diâ~e-

(a, b ) d.:1.v~.clindoao me i o as cordas paralelas ao quadr-o ,
A ~ ~{a,:}b,) deste dia.1'l1etrosera um diémetro da. elipse.

..•.. .'-
,

A dir'oç\G:ofoi deter~YJinaclapelo ponto (d }, que c oãnc í.de com sua
perspectiva e pela ponto do fuga (O). As extremidades desse

b ) e (P.'I V, a).
.,..' . -. ,•.~.~. "' .. '_ .." ..~.....•...... .,_ •.•• _ •.,... ,~••• 'L b .•...,~ ...•.. ,,'~.~., ..- ..•••._ .., •.•• _ .".' .. .. .,. ..'~,..

-- _._ •• ~.- _.......~. ..- •• _ •• _. __ ._ •• _.'_ •••••• ~. '" o.' _ _ .' ,. _'0' __._ ....
_Pa~:>~c onaoguã.r- o out.r-o dla:rr..e·~r().da el:tpse tomemos o ponto med í,o

'o· - ._

(o) do di8jnetro (ai b), que tem
pcr-spcct í, va esse pcnt o (m) ,

Tracemos a corda (8" t) ('> A sua perspocti va ~~v) dará o diâmetro
onjugado de (aI' bl) da eLã.pse ,

Os pontos (w) e (x) co:1.ncidemcom as suas perspectivas" Os pori-

de fuga das assintotas (y) e (~) são os pontos em que a elipse en-
a linha do horizonte.
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Esse mesmo caso que abordamos pe La per-spec td.va pode ser resolvi ...

o pelas secçõe;:: oonã cas 5 se c onsã der armos uma superf'icie cônica dada

(
," o P.#l,..... J.l- 1',V, e a proJôçao ~l~~l~on~a ao ~er~ioe do cone.

(A) o tra~o h~rizontal de lliT! plano que contêm o vértice~
,(S) e o tr9..ço horizont.al de um plano secante paralelo a (A)o

Para determinar os diametros da elipse de secção tracemos o diâ-

(c, d) que divide ao meio as cordas paralelas a (3), e determi-

i+-· ".>a n ...e!'secçao do plano (V9 Cp d) com o plano secanteo

As ge:::,'at:r-i:zes (7'J c) e (V p d ) ~ contidas neste pLano , limitam es'·

ds'cey-rJ,inan::lo por cons equenc La um dirunetro"

T -r·~·'- ,...:':.;-,; I) d~ ((XnG~10S o .í!-·.u.vO .•.•.•·;:;,·~.•.o \ rr,. ';J e fi T:'ace~:':'.:.:)Sa reta que liga

a (v) e pr-oLonguemo-J,a até o ponto (M) em que esta Teta encontra

I d).

Por (YL) passa Q~a corda (g~ h) Que determina com o vértice do cô-

Ccr-t.ando o plano sBoa::;.t;e sep;und.o a reta (u, mo?

g) e (V" h) que a J..1mita:."1dete!,;:rllnam o d:i.êmetro

~jugndo de (8, f).

---------- ..- ..... _ ...

Vejamos agora o mee~o prbble~a pela homologia planaQ

Para iS30, deberrrí.namoe na f':"gQ 34 EI. eLã.pae homóloga de uma hi'"'

PIII , ,,'"

Nesta figura na o ha nenhum ponto da h:Lper-bole na reta lir.,~_te (.T) I)

Não havel",á portanto ~ nenhum ponto da figura b.omóloga no infirj:cv c

A •
A procura dos dois diametros conjugados da elipse f'az •..·se do De •.•

modo.
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~ ~Na hiperb~le as cordas paralelas a (X) sno di7ididas ao meio pe-

Determi:::1em09 então a reta hcm6loga de (ds b)/1 que será o diâmetro

O:rn o ponto (e) deste d:tân:etro tem para homó l.ogo o ponto (el) no

(C9 e)9 assim como tem 'U..'11ponto (a) sobr-e (X)

"seu h:J:m.ologoo

c amo a reta hcmc.l.cga de (a , e) deve cone orrer no ponto, (e t) na

eçãó (e, e 1 ) j bas tia traçar por (a) iima paralela a (e, e'), para ob-
J... h J're lJEI. ,j. orao l.oga pr-ocur-ada o

,
o PO:lto homolo-

(m) de' (m~·n'sondo (m i) meio de 0:)'1 9- d 1) e tir-acezio s por (m) uma cor' .•

da hipé:;~'-boleCI ,.

, A.s ex;·~:rem:i.d.8.des (o) e (p) desta c or-da darão par-a pont os homo Lo-«

an 6'X:·tJI'erGiG.8.dGS(o t ) e (pl) do d::âJ:"le"trocon jugado de (bl, d t ) na

Os pontos
. ~ ~.

(q ) e (r t ) per-t encem as duaa cU.'1::'Vta;Shomologas o .
, '

S'3rá i·.'!te:;:ess8.r'.~~eaos no s s oa 8!;tudos coneã der-ar'moa os pontos ho-
.

logos dGS pontos 'no i:::'..fin::to da :hip8J:";:)-)leQ

Chamando (A) a f:!.g~.::.r'ac.cs, t:;:'aq9.·'ioD relativos à hipérbole e

a dos tra0ados relativos à elipse, deterninemos a reta l1mite

da f:!.gura (.I\~)o
Det er'mã nando os porrt os de ,:.n~e::lsecção '(Y') e (w I) das retas hom6c.o

ds.s aaaã.ntiot.aa , (Li w t ) e (k, y1)!) com 8. reta (j f) os' pontos as--

't'd dem h .t f·~".I+ ~o h~T6"?'b 1C~) ",:t. os correspon 6.14 aos pormos no a.n a.n o ca J...;.J",_ o e Ct

As !'ete.s (io!' w f) e (k,9 y') 82.0 t.angentie s à el:i.pse como r ecas ho-
, • ,.. ~ ~I(> •• ,

logas das as aãnt obas , que sao tanf,<Jntes a hã.pez-bcLe o
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perspectiva, o que se con0oguo faL.endo U~~ das assin~o~as

N ,

,rropomo:,nos ma C'!u~.!3t~9.q~.2. se S~fr~l~ n?, nosso qu.adro si!J.otico ob-

~ p'ar8.bol~ .2...~2.'pe:~~~~~~va d,9. ~~ hip8rbole. i.2 que consegui-

~ 1'::'g1J~ 3.2,,, ·cm:'r.:.and·J ~ li:r.f!9. r.J)·;:ccra taD:.gent~ à l-:.~pérbole ~ pon-

P HO rebatimento do raio visual (P V, a) da a direaçao do eixo da

, ')Em perspectiva, a reta (b', cr) e perpendicular a (a, a' que

correspondente (c' dI) no geometr-aâ ,

Seu traçado obtem-se pelo rebatimento do raio visual (P V. b');

a direção e o ponto (c),que é comw~ à perspectiva e à reta.

O 'ÍI~értJ.ce ela par aboLa conseguimos ac1.!n.:ttindoque toda reta t:t"aça-

por (<lI), ponto da lin.ha neut r-a, tem par-a perspec.ti va uma perpendi-

a (ao? a r ) ,

T:aaçando por (d r) a tangente (d ! , e) à. hipérbole~ a sua perspecti-

( ) ~ ~o ~~~~~"O Q~apar:b'o'ao ,q .f!. seria tiangerrbe ...~ v ,,"- ..;_~. :;t. J.. ~

Aohamos o porrt o de contacto dessa tangcnt;e ligando o rebatimento

de vista ao ponto (j)o

~.1:~;o.:. ... ...•...._ .. ' ,

Par-a d.eter~lir.a:t";:!loso eixo (g J h t) traçamos por este ponto o eixo

h') par s.LeLo à (a, a f) o

,
Os ponto3 em que a hiperbole encontra o traço do quadro perten-

a perspectiva da curva.
,

As per spec trí.vae dos pontos no inf:i.nl,(:;o da hd.per-bo.l,e (11') e (l')
,

o os pontos do fuga das assintot;as~ pontos e:Jsos om que a parabola

a Lã.nha do horizonte.

Na disposição da hipé::....bcle no terreno 9 de modo a obtermos uma pa«

ti'
a linha neutra, a perspocti7a soria uma parabola, porquo teria

li

tangente no infinito, em quanto que o eixo da parabola seria para-

o ao traço do quadro.
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A ~50 o pon.to de ta:1gcrlciada hip0:r.'bolena linha. neutra estiver na
eixo da pa~~bola sorá verticalo

Esse mesmo p:!"oblerr.a.pode com facllidade ser estudado pelas soe•.•
cônicas na f1e;ura 36,\1 88 conslde:r'B.:::-'mos a proj e~ão horizontal de
st.:.pe.rflcio c[j7:!.ica cone tendo par-a cllret!'iz uma e se, ainda" co l.o-

~ - '. 1aecant.o de modo a que elo dó para sec çao uma par-a oo a ,
~ - ?O p2.ano secant o d8.:L'f'. u.•.'TIa sec çao par-abo.l.Lca se o seu traç o hor:i.-

.• f f. 1'-.
fC2 p8.ralo:.o a um plano tangerrb e a supor .i.ci.e corn ca , r-e-...

do
~~1.giJ."~.oinferlo!' ao maior A .~ ,angu.i.oda a ae aârrtotaa , que e o caso dos-

Para tiendo o el.xo paralel.o a uma das

da h.l,J),Jrbo::.e, o tra'}0 (,p .• ) t er-La que coinclcJ.:i.:r com uma d.ostasG

P::'.:r·:J. aotermol3 o oiz.o (':13.par[~1:::J::La par-a Le I.oao e~.x.oda hipérbole se»
p:ri:' (V):J -,;'é.:r·tic.edo ccrio, una paral.ela ao eixo

cÔ:::1icasegun-

1~3aa3 cO;3.sideragões ser-vem par a eLuc Ldaz- alguns ca.sos particula-

A'bo:;:odemosagora a s.olução do problema. de una maneira. geral q~.10 é

tr·,.,ç::;~·-I"'~a.doa_-o .I ••J. ...) •• (.:\ :'
4ireção do oixo da secção.
~acomos um plano (V~ d$ o) tar-gonto à supe~~fcie q~a corto o

o se~anteSl segtlLdo llr.1arota tend.o para projeção horizontal uma pe~
''io·.11al·~~1.,f) a (V, a).





Essa proj eção (d , f) é tiangentie no vértice da par~bola e o ponto

de contacto (f) é dado pela geratrizo (V~ e)o

Traça.."1.dopor (f) uma pana LeLa a a) determ.:tn.:un.oso e:'.xo da

Os pontos (g) e (h) per t ence:n e. essa cur-va ,

Se considerarmos a lj::r':i~'.l'f,8Cç8.() (Y.) com o plano secanbe , do plano

hor-Lz ont.e de UJ!1.aperspecti 78.::l Os pontos onde esta li~a eri-

,,,.ct! ..,.~ ~.,..,-l ,N + '" ~b 1 .supe .. J.J..,-·.L.ec ~, c a aao pcnt.os c.a par-a o. a os q1~.a:l.S c or-r-e spon-
J'pontos em que esta corta a Lí.nha do horizonte na epura perspec-

vê·-se) er1.tão, que e. par~bola 'cor...ta a li:rJ.h~ (z ) n03 pontos (1) e

PO~Ü()S e ss es de"te!'n:.inados pe Las paralelas às 8.os::'ntotas, tir-açadas

----~--~---------
Cons~d9~~ ~ r {~. %7' a A"~~ q'las+~o ~eo'Jlv·(d.~ de 8."3r.•.•• 1. ••••.. no". ago .. a J. J.g o .j I • S rr....Jl ••..••. Cl. _"",,, Jct ....J .•.. "'- .....-

CO"'" as u"", 'í"·~··-1· ....:~:es r'l e ":;.,.~.c'•. ..l.J. ,- L \J_,.J. • ..l.l. "$'-' \...t. • Ll,\..AC\.t..}

~ ,.
homcJ.oga:J $ is~~o e pala. homologia

(J) r et;a limite da fl.g'J.r.a ( ) da hipérbole, é ta~gente 8. esta

va no ponto (m) ~

, f) da fig1..J.:.ra(

A reta :ho:-nóloga (f!~ 8~) c câ.ncá.de C01~ (f;J g)o Do ponto (g) 80'"

(J)" t:i.:remos a tiangerrte à r_-:'pérbole",

A r•..•eba h 1', •i ! ~) ~ , • )- Onlo.!..oga~ .s g a.e ~;, g

,
Para t:-aga ....la basta considerar que o ponto (i) coin')ide com (i')
o eã.xo (I) o
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o ponto horr.,$J.og0(h!) de (h) 9 d8term:t~ado pela. intersecção da !'e~'

~ ~ ACo:r.[arar.do com a. :;~9~:G."ade 'U:'.:1a s ec çuo c onLca , verifica~3e que, as

onstruções sâo idô~tica30

A rota (~~ f) ~ ,
sao duas retas homo-O 'O'!\ c; t: f'!) r" 37_ $ que na 19u~a

coincidentes J na ê:;;m~a de uma ,., A o 'so~çao CJn1~a correspondente a pro-

d "... ,.' d '1 t ." C> f" '" ia 1nwerf,ec.çc.'~ o um. p....ano angeriue a SD.J;)crl1C10con ca com um
par-a l.e Lo ao ~lano fJ8C8.-"1.te

..
traçado polo vertice do eonoo

cont.ãnuandc a COr..i.p9.I'2.r os t.l"aç.G,do:3enc orrbr-am•...se relações :1.dênti-

entre as out.r ac J..i:r..ha3 Q

Nesaan cO:::ldlq:)ús a Ll.nha neutra pode cortar a curva em dois porr-

As r-et.as <1'..7..8 l:i.g'nl estes dois pontos ao robatJll1onto do porrt o de

Resul.ta d.ai quo , se os pontos en

e i ~ "d 1" i;> •. 1 t:" "t' 1 h'p::'J.nc pa.i , o O~LXO a lJ.pO:'!Joo per spec ",1 va aer a ver aca ou orl-

Se colocarnos esses dados noutras cond..:çõe.R ~ por exemp.lo, aonde

das o.ssintotns coincid.ente cem a Lf.nha nout.r-a , a pe:rspocti 70. não

mals uma h:"pórbolo e sim uma par~bolaG
,

No. opu..r-a conaã.dcr-ada os r-obatríment.ca elos raios visuais que d~.)·;:~r·....

direções das o.ssintotas são (P~V, a) e (p, v~ b)o

As t.angontios, (a, c) o (b , d) nos pont os (a) o (b ) tôm pur-n pcr «
,

as ass1ntoto.s da hiperbole (perspectiva) (o, o) o (d, f)o
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A bissetriz destas dará o eixo (g, h)o
Tracemos, então, em porspe0tiva, uma reta (i, j), porpendicular

(g, h) e do-terminomos (i,llk) , reta que tem para perspectiva (il j )•

Do ponto (k) tra~emos aa tangentes à hipérbole (geometral). As
quo ligam o r-obat.ãmcrrt o do ponb o do vista aos pontos do contacto

Vj L} o (Po V~ m) cortam o oí.xo (gllh) nos pontos (n) e (o), que
, . 'os verticos da hd.pcr'bo Le em perspectiva.

Os pontos do fuga (p) e (q) das assintotas da hip6rbole (goome-
N ~sao pontos da hiperbole (perspectiva).

---------~-------

O mesmo problema tratado pelas secções cônicas, na figura 39,
estudado levando-se em con~a a projeção horizontal da secção fei-

numa sup0rf:Lcie o5nica., que tivesse para diretriz uma hipórbole no
hori7.or:ta.l.•
Dosso modo:
(A) o (S) são os traços horizontais do dois planos paralolos,
(S) o plano secar..tee (A) o plano contendo o vórtice do cone.
O traço (A) oncontir-a a hip~rbolo nos porrtos (a) o (b)o

(V, a) o (V, b) são as direções das assintotas da seoçáo.
Os planos tangentes (V, b, o) e (V, a, d) interceptam o plano

""as retas (c, o) e (d, o), assir..to~asda socçao.
Tracemos a bissetriz (o, e) para dotermina~~os O oixo.
Se por (V) traçarmos una perpo:r:.diculara essa bLs sot.r Lz , limita-
ponto (f) sobre o traço (A), e se doterminarmos asintorsocçõos

5.) c (T~.1 j) dos planos tangentes (V, f" h) e (V, f, g) com o p~':"xt'~o
N • ,., "ossas intersocçoes sao tangentes a hiporbolo.

Os pontos (i) e (j) om que ostas intersocçõos encontram o eixo
aooção hiporbólioa são os vértices da curva.
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, "v articos da hiporbclo homolo3ao

Os pontos (o, o t ) e p.)l pf) t.ambcm per-t oncem à cur va , por-que Nr:ac

..
Os por.tos (k1) o (1) tambom porto:':1cc:n.a curva, porquo suas por •..

spocti vas coinc1..clemcom suas pz..•oj açõos <l

T~-:,atadopela homo.l.ogã.a plana osso p:>:'~)b}.e:r.9.ae reduz ao soguinto:

(Fig. 40) dada uma hipérbolc c oâ.ocai- o oLxo li a rota limito e o centro

do homologiu do modo a o'oto:':"!i:ospar-a figura homó1oga uma hipórbo1o.

(X) sorá o oixo do homolvg~aj

(J') reta limite da figu~a .(~) da hipórbo1o dada, assim como

(O) centro do homologla.

As rotas (O, a) o (a,b) dio as diroçEos das assintotas da hip6r~
,

bole homo l.oga ,

TrSl.c.c:~oson+âo as bangerrt cs (b , e) e (a .• d ) à h:i.p8rbolc da (fig,

h, dote:'I'.'ir.ar..do om aeguLda as rotas hÜ:::'1é<10gas('o ~, o I) e (a'" d t ) o

N I' ~_ /\ )El'3tas rotas sa o as aasd.nt.ot.as da h í.pcr-oc.Lo homol.oga {figo -'-Ai •

A b·.l,<'~!"ot:y..,,,,....~, r'c1"a" o o í.xo (g' 'fi)- ~ - ~ u.r~.. ~..,,"'. ':J - <D

una por pczidâ.cu'Lar- (c, i) a osta bissotrlz, a ro-

t h· c ;a _ c'-tl,iJ..oga (c r" i') col.nc í.de com (c, i) o c cr-t.a a rota li:x.i to (J) no

P-::1i:;0 (h) o

Deste ponto9 tirarlos as tangontes (h" !ú) o (h,r :0.)0

Os pont os hOIr.~3.cgOfldos porrt os do c orraac t » (m t ) o (n t )
<>sao os
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AP:srCAQÃo P..Rrr:'I3T!CA

Paraaconcluir, mostramos numa perspoctiva artistica a possibili-
da aplicação vantajosa dos diversos traçados ostudados nesta toso

porspecti vas das cônã cae o

Foi nossa objetivo nasoa aplicação prática, deixando no desenho
linhas nocessárias som fazor ne~jl~~ construção a parte, determinar
eixos do todas as elipses. Facilitamos assim os traçados destas

,fi,., ,~vas, dando-lhes a necessaria procisao sem complicar a op~lra, o quo
so obteria pelos processos correntes.

,Para melhor exomplificar tomamos um motivo quo nos da para per-
I' • 'octiva uma parabola e uma hlperbole.

Foi essa idóia1 então9 que nos lovou a por om perspoctiva~uma
. .'" h o tIdO tIAcUJa proj cça o or-a.zon a roaumc-vso om lverses caz-cu os concen-

(o, a) (o, b ) (0,9 c) (o , f,) (0, o) (os f) (o, g)o

A projeção vortical ó deflnida pelo corte (01' 1" 6, 2, 3, 4, 5, -.--
nos dá as alt.ur-asdos circulos li

o rebat:imento do pento de viota (P0V) p0r:r.1:i.~ea colocação da 1i-
neutra o (LQN), linha noutra esta que ó tangonte à cirfunforôncia
f), e corta a circunferência (o!, g) nos poncoe (h) e (i). Do aao

10 a circunforô~cia (o, f) tem para perspectiva a pra~bola o a circun
rôncia (0, g) a hipórbolo ••

~ I'Ve-so pelo assunto que o observador esta colocado na margem de um
queno lago circular, caso que muitas vezes se apr-esonta na prática.

Para determinar polos oixos a perspectiva da circun.ferôncia (o~d)
cóta (o), uma vez que a vertical principal é ut1eixo de sL~etria,
ata doterminar as porspectivas (d!) de (d) e (SI) de (S), que limitam
oixo menor. A perspoctiva (di) de (d) foi determinada pelo ponto de
curso da perspectiva (n', fI) do (d, nf) com a vertical prinCipal.
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Construções identicas foram cmpr-ogada s para determinar a perspec-

(s r ) de (s) o

O ponto (v'), quo divido (s', dI) ao meio, nos d~ a corda (v, 1),
"porspectiva (Vl~ 1') o o semi-eixo menor da elipse.

Se a circunferôncia (o, e)spor exemplo, está. a uma altura igual

2), as construções são as mesmas, cons i.dor-ando-js o a linha do tor-

altura (2) ~ o que obr í.ga a olevar o pont-o (y) para a hori.zontal

antes de ili ligar a (f)Q

E assim procederiamos sueessi vamorrt o para liJni tar os eixos mono-

de todas as eli~ses.

DeterminadO, que seja, o oiz.o menor e o meio deste, procuramos,

corda c or-r-capondont,o na projeção nor-Lz orrbaâ , som osq-l,a·.)orque a reta

em perspectiva, bz-açada a 'U..'11adeterminada altura, tem o seu traço no

quaõ.:roaobr o a hoz-Lz onbal. que doc or-mã.na oat a altu.ra, o que llJ.]lo::."taem
v

t:":'!?nsporta...lo verticalmente para a horizontal do cota (°1), antes do

t 1 .:» • Nraçar a pal'C!.ela ao robatlmento do ralo visual, que nos c.a a p:::'0Jeçao

ãa retao

Para J_~.I:1"it;ar o o~..xo maã.or- do tL'11a e l.â.pao a uma doterminada a.Lt.ur-a ,

de t::'açnda a cor-da C01'1"0 sponQO::1,to9 tal como (Vi J lU."), podemos om-

a diroção especial que cot.ncc.do com a aua pcr epoct í, va , So con-

a olevação da linha do terra para (2) sor~. r...ecess8.:c>ioelevar

tambem (m) para (ml)' altura igual a (O},,,' 2)., antes da ligação a (P.V).

E assim euce asLvamontiopar-a as outn-a s elipsos 0-

PARÁ.BOLA"

A pa:rá"bola foi dotiormã.nada pe Lo -,ré!'tice (f 1), pelo oLxo que é a

O diâ.met:roVO!'ti0~Üprincipal o por um po:r:to (101) dossa cur-va , (.p .ço )
\.1, .l.1

tem a sua cxbr-omí.dado (fI) fera dos li:d. tos da é::7ü'::''>8.., mas a rota f - .•••1,-,..}

J.2) concorre noste ponto (f l)' visto ser paralela a (f, 13) numa dis-

ta:::.~:i.R. (12" o) igual a (o, 13). Do'i;o:cro.nundo a. perspoctiva (ll" fI)"

<iarota (11, 12), csta corta.rá a vertical principal no vórtico pr-ocur-ado ,





A pcr-spec t tva (101) do ponto (10)" que pertence a circunferência

.•à ~ d;> t d "b 1cone .•.....or-aca ara um pon o a par-a o....a o

HIPÉRBCLEn----"---

A hipó=,=,oolefoi determ:tnada pelo vór...tice (g') elevado a a1t.ur-a

(1), obtido pelos meios Ldorrtí.coe ao s empregados par-a a determ:lna~ão

e do eixo da paT"âbolao .• .
Eixo este que e a vertical pr~n~i-

Para conc Luã.rmos esta demonntir-aç ao bastará traçar as assintotas

N4'} que são de.t'ãrrí.das por um ponto (Z4) e a direção (P V~ h)"
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