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Resumo da Tese apresentada a COPPE/UFRJ como parte dos requisitos necesséarios

para a obtencao do grau de Doutor em Ciéncias (D.Sc.)

UMA FORMULACAO DE VOLUMES FINITOS 3D UTILIZANDO MALHAS
OCTREE

André Guimaraes Valente

Margo/2018

Orientadores: Webe Joao Mansur
Leandro Di Bartolo

Programa: Engenharia Civil

Com o objetivo de melhor representar dominios complexos, neste trabalho é
desenvolvido um esquema numérico com malhas OcTree baseado no Método dos
Volumes Finitos. Este tipo de malha tem como principal caracteristica ser formada
apenas por cubos tal que a razao entre as arestas de dois volumes é sempre uma
poténcia de dois. A possibilidade de ter pequenos volumes proximos a interfaces
irregulares permite uma mais detalhada discretizacao. Além disto, regides onde
a propriedade do meio é constante podem ser representadas por volumes maiores,
economizando-se assim memoria e tempo. Sao construidos operadores diferenciais
discretos gradiente e divergente, através da montagem de matrizes que conectam os
volumes a suas faces e duas novas aproximagoes para o operador diferencial gradiente
sao desenvolvidas, visando-se elevar a ordem de aproximacao original e minimizar
reflexoes numéricas em virtude da malha ser nao conforme. A técnica proposta é
aplicada e discutida em fendmenos governados pelas equagoes do calor e da onda,
incluindo a modelagem de um tratamento para o cancer por hipertermia e a propa-

gacao de ondas acusticas em ambientes geoldgicos complexos.
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Abstract of Thesis presented to COPPE/UFRJ as a partial fulfillment of the

requirements for the degree of Doctor of Science (D.Sc.)

A 3D FINITE VOLUME FORMULATION USING OCTREE MESHES

André Guimaraes Valente

March /2018

Advisors: Webe Joao Mansur
Leandro Di Bartolo

Department: Civil Engineering

In order to better handle problems with complex domain, a numerical scheme
with OcTree meshes based on the Finite Volume Method is developed in the present
work. The main feature of this mesh with cube form is that the ratio between the
edges of two volumes retains a power of two. The possibility of having small volumes
adjacent to irregular interfaces leads to a more precise capture of interfaces. Regions
with constant property can be represented by larger volumes, resulting in saving both
memory and CPU time. On the other hand, in the case of the study of seismic waves,
the use of larger volumes in regions with higher wave propagation velocity reduces
significantly data storage and processing time. Differential discrete gradient and
divergent operators are constructed through the assembly of matrices that connect
the volumes to their faces. In addition, two new approaches to the differential
gradient operator are developed, aiming at raising the original approximation order
and minimizing numerical reflections by virtue of the nonconforming mesh. The
proposed technique is applied and discussed to phenomena governed by the heat
and wave equations with substantially great practical interest, including a modeling
of a treatment for cancer by hyperthermia and of the propagation of acoustic waves

in complex geological environments.
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Capitulo 1

Introducao

Com os avancos tecnolégicos recentes, um numero cada vez maior de operagoes
podem ser realizadas por computadores em uma pequena fragao de segundo. Este
fato tem possibilitado simulagoes computacionais de fenomenos fisicos cada vez mais
complexos. Diversos grupos de estudos, das mais diferentes areas, tém pesquisado
novos métodos e aprimorado os classicos com o intuito de simular fenomenos de
diversas naturezas, muitas vezes em dominios 3D.

Alguns métodos numéricos procuram discretizar o meio a ser estudado com ma-
lhas ou dividindo o dominio em subdominios, como o método das diferencas finitas
(VIRIEUX, 1986), o método dos elementos finitos (ZIENKIEWICZ e MORGAN,
1983) e o método dos volumes finitos (BARTH, 1992). Isto transforma o problema,
que geralmente consiste em uma equagao diferencial parcial com condi¢oes iniciais
e de contorno, em um sistema algébrico de equacoes lineares.

Esta discretizacao do dominio pode ser realizada de iniimeras maneiras. Pode-se
considerar caracteristicas do dominio a ser estudado ou simplesmente considerar uma
malha regular, com o mesmo espagamento em qualquer regiao. Para os fendmenos
estudados neste trabalho (difusao de calor em tecidos vivos e propagagao de ondas
sismicas em meios geolGgicos), considerar as propriedades do meio para discretizé-lo
de forma otimizada parece adequado por diversos motivos. Dentre estes motivos
pode-se citar os geométricos, para melhor descricao do modelo e os computacionais,
para menores demandas de memoéria e tempo de processamento computacional.

Com o objetivo de melhor representar dominios, neste trabalho serd desenvolvido
um esquema numérico com malhas OcTree. Este tipo de malha tem como principal
caracteristica ser formada apenas por cubos tais que a razao entre as arestas de dois
volumes é sempre uma poténcia de dois. Um exemplo de uma malha OcTree pode
ser observado na Figura 1.1.

A possibilidade de ter pequenos volumes proximos a interfaces irregulares pode
permitir uma mais detalhada descricao das mesmas. Regioes onde a propriedade do

meio é constante podem ser representadas por volumes maiores, economizando-se
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Figura 1.1: Exemplo de malha OcTree. A esquerda a malha 3D, a direita um corte
para melhor visualizacao do refinamento.

assim memoria e tempo de computacao. No caso do estudo de ondas sismicas, a
utilizagao de volumes maiores em regioes com maior velocidade de propagacao da
onda pode permitir uma grande economia no armazenamento de dados e no tempo
de processamento.

Um algoritmo que usa o método de volumes finitos (MVF) com malhas OcTree
foi apresentado no trabalho de HABER e HELDMANN (2007), onde os autores de-

senvolvem uma série de ferramentas para simular fenomenos regidos pelas Equacoes
de Maxwell.

Modelagem de tratamentos com hipertermia

Os tratamentos com o uso de nanotecnologia estao emergindo como uma nova fron-
teira em terapias para diversos tipos de cancer (HUANG e HAINFELD, 2013; MIN-
KOWYCYZ et al., 2012). Os procedimentos de hipertermia tém um fator limitante
principal: o grande aumento da temperatura no tecido vivo, que em alguns casos
pode causar efeitos indesejaveis, como danos irreversiveis ao tecido saudével. O su-
cesso deste tipo de tratamento depende do aumento da temperatura apenas no tecido
cancerigeno a altas temperaturas por um periodo de tempo especifico de forma se-
gura ao tecido saudavel e suficiente para causar danos irreversiveis ao tecido doente.

Assim, ferramentas numéricas e computacionais podem ser utilizadas em simulagoes



de tratamento com hipertermia com o objetivo de prever o campo de temperatura e
estimar o dano causado pelo procedimento, com o intuito de orientar o especialista
para um procedimento médico seguro e eficiente.

Com frequéncia, os modelos para o estudo destes fenomenos envolvem geome-
trias complexas e necessitam da adocao de métodos capazes de lidar com malhas
nao estruturadas. Os métodos mais utilizados sao o método de elementos finitos
(MEF) (ZIENKIEWICZ e MORGAN, 1983) e o método de volume finito (MVF')
(BARTH, 1992). Os procedimentos de geracdo de malhas nao estruturadas para
geometrias complexas ainda sao muito demorados e sujeitos a diversas questoes nu-
méricas como o condicionamento do sistema resultante, sendo um tema de pesquisa
intensiva. Esta dificuldade, no entanto, pode ser minimizada em partes pelo uso de
malhas OcTree, que possuem vérias vantagens em relagao ao uso de recursos com-
putacionais e estrutura de dados. Nas malhas OcTree, a descricao de geometrias
complexas ¢é realizada por cubos e o refinamento ocorre apenas em certas regioes
que precisam de maior resolugao, enquanto outras podem ser descritas com volumes
maiores. Esta abordagem é amplamente utilizada para modelar diversos fendmenos,
tais como, a dinamica dos fluidos (POPINET, 2003), o eletromagnetismo (HABER
e HELDMANN;, 2007; HORESH e HABER, 2011) e recentemente, ondas sismicas
(VALENTE et al., 2015).

Varios pesquisadores aplicaram MVF para construir modelos computacionais da
equacao de Pennes em muitas aplicacoes diferentes (DAS e MISHRA, 2013, 2014;
DAS et al., 2013; GWON, 2015; NOBREGA e COELHO, 2017; ZHANG, 2005). O
MVEFE é muito flexivel para lidar com qualquer tipo de volume de controle e qualquer

tipo de malha nao estruturada.

Modelagem da onda acustica

O estudo de métodos numeéricos para simulacao da propagacao de ondas sismicas
¢ de grande importancia na area de geofisica. Regioes offshore associadas a tecto-
nica de sal se tornaram alvos comuns de exploracao pela industria do petréleo e,
no momento, é bem sabido que uma proporg¢ao significativa das reservas de hidro-
carbonetos do mundo estao em estruturas relacionadas a essas formagoes geologicas.
Adicionalmente, o processamento 3D se tornou uma prética importante na area. Em
muitos lugares ao redor do mundo, grande interesse tem sido focado no pré-sal, areas
estas de dificil iluminacao com caracteristicas geolégicas muito complexas, tendo ca-
madas de alta velocidade em conjunto com outras de velocidades mais baixas, tudo
isso abaixo de milhares de metros da superficie da agua. Por outro lado, o desen-
volvimento tecnologico na aquisicao e processamento de imagens tem permitido o

aumento da resolucao de imageamentos e a utilizacao de algoritmos de simulagao



3D.

Existem enormes desafios na exploracao e caracterizagao de reservatorios de hi-
drocarbonetos. Em diversos casos, algoritmos de modelagem sismica, a partir dos
quais sdo baseados algoritmos de inversao de onda completa (FWI, sigla em inglés)
e migragao reversa no tempo (RTM, sigla em inglés), estdo em destaque atualmente.
Neste contexto, o desenvolvimento de esquemas numéricos poderosos e eficientes
para a modelagem sismica tem importancia fundamental. O método de diferengas
finitas (MDF) é o método mais popular usado para modelar as ondas sismicas, prin-
cipalmente devido a sua robustez: é aplicavel de forma simples em regioes complexas
e, a0 mesmo tempo, é relativamente preciso e computacionalmente eficiente. Além
disso, é também simples de implementar e é muito adequado para paralelizagao.
Naturalmente, o MDF nao ¢ livre de limitagoes. Existem dificuldades relacionadas
ao espacamento fixo do grid, que pode ser demasiadamente pequeno por imposi¢ao
de parametros relacionados a dispersao numérica, mesmo em uma camada de alta
velocidade, em adicao a impossibilidade de refinamento local de regioes de interesse,
por exemplo, uma camada de rocha fina com flancos de éleo e sal.

Neste sentido, o prego de se usar um grid regular com um espagamento pequeno
em uma area de interesse, imposta pela velocidade inferior presente no meio geofisico,
é que este pequeno espagamento tem de ser usado em todo o modelo. Isso faz com que
o numero de pontos do grid por comprimento de onda seja muito grande em camadas
de alta velocidade, fazendo o método menos eficiente do que poderia ser. Além
disto, o espacamento fixo nao permite refinamento para melhorar a representagao
de interfaces.

A introdugdo de malhas intercaladas (SSG, do inglés standard staggered-grid)
no método das diferengas finitas (MDF) por VIRIEUX (1986) é considerada um
passo importante na modelagem sismica (MOCZO et al., 2002), sendo tais esque-
mas SSG (GRAVES, 1996; LEVANDER, 1988) os algoritmos mais utilizados para
modelagem sismica atualmente. As vantagens destes esquemas sao: funcionam em
meios elasticos com qualquer razao de Poisson e a sua maior precisao em compa-
racao aos esquemas MDF de malhas simples, embora as limitagoes acima referidas
permanecam.

DI BARTOLO et al. (2012) propuseram um esquema de malha intercalada equi-
valente (ESG), um esquema MDF numericamente equivalente ao esquema SSG para
a acustica. Extensoes para equacao de ondas eldsticas em meios anisotrépicos fo-
ram apresentados recentemente em DI BARTOLO et al. (2015), além de aplicagdes
3D para o caso pseudo-acustico em meios transversalmente isotrépicos (DI BAR-
TOLO et al., 2017). Os esquemas de ESG exigem menos memoria de célculo do que
SSG, pois sao baseados apenas em P, embora permaneca com as limitagoes do MDF

mencionado anteriormente.



Nos trabalhos de ZHANG e VERSCHUUR (2002) e TADI (2004) foram desen-
volvidos algoritmos com malhas mais genéricas usando esquemas similares aos de
malha intercalada. O MVF foi usado nestes trabalhos e foram obtidos excelentes
resultados, com a possibilidade de melhor representacao dos meios nao homogéneos

e com contornos mais complexos com elementos triangulares e retangulares.

Objetivos

O objetivo do presente trabalho é desenvolver um novo esquema numérico 3D base-
ado no MVF utilizando malhas OcTree. Baseado no trabalho de HABER e HELD-
MANN (2007), operadores diferenciais discretos gradiente e divergente foram apre-
sentados no Capitulo 2. Esta construcao foi feita através da montagem de matrizes
que conectam os volumes a suas faces, a fim de podermos simular fenomenos regidos
pelas equagoes do calor e da onda. O algoritmo permite refinamento local usando
malhas OcTree, que podem ser construidas com relativa facilidade e sao geradas di-
retamente a partir de uma malha regular. O esquema proposto pode ser visto como
uma extensao do ESG (DI BARTOLO et al., 2012) para o caso de malhas OcTree,
pois foi verificado a equivaléncia entre estes esquemas para o caso da malha OcTree
ter todos os volumes com as mesmas dimensoes (Apéndice A).

Duas novas aproximagoes para o operador diferencial gradiente foram desenvol-
vidas. A primeira foi a formulacao a, que a partir de volumes fantasma gerados a
partir de ponderacoes especificas de volumes proximos, melhora a precisao do ope-
rador (Segao 2.6). A segunda foi a formulacdo A, que altera alguns parametros da
formulac@o a fim de obter resultados mais precisos (Secao 2.7). Com estas duas no-
vas aproximacoes, foram observadas expressivas melhoras nos resultados dos testes
numéricos.

No capitulo 3 apresenta-se uma estratégia computacional através do uso do MVF
para resolver a equacao de biotransferéncia de calor nao linear de Pennes em trés
dimensoes aplicando malhas OcTree. Sao apresentadas simulagoes de um tipo de
tratamento para cancer com o uso de nanoparticulas onde o dano é avaliado em cada
ponto do dominio em cada instante do tratamento. A técnica apresenta uma grande
redugao no nimero de graus de liberdade no sistema final. Assim, o uso de memoéria
computacional e o tempo de processamento sao reduzidos. Além disso, as malhas
OcTree, como as usadas neste trabalho, sao facilmente construidas, sendo tratadas
como matrizes esparsas.

No capitulo 4 apresenta-se uma estratégia computacional através do uso do MVF
para resolver a equacao da onda actstica em trés dimensoes aplicando malhas Oc-
Tree. A técnica apresenta uma grande reducao no numero de graus de liberdade

no sistema final. Estratégias para aplicacao de condigoes de contorno e camadas de



absorcao sao também apresentadas.
No Capitulo 5 sao apresentadas as conclusoes deste trabalho. Também sao apre-

sentadas propostas para a continuac¢ao dos estudos realizados.



Capitulo 2
Formulacao numérica

Baseado nos trabalhos de HORESH e HABER (2011), BARTH (1992), YEE (1966)
e de VIRIEUX (1984), sera feita a construgao de operadores para a modelagem
computacional de problemas regidos pelas equagoes da onda acustica, difusao de ca-
lor e de biotransferéncia de calor nao linear de Pennes. Vale ressaltar que devido a
maneira que os operadores serao construidos, uma grande variedade de fenomenos re-
gidos por equagoes diferenciais parciais poderiam ser modelados. Uma breve revisao
do método dos volumes finitos serd apresentada na Secao 2.1 e uma também breve
revisao do método das diferencas finitas com malhas intercaladas sera apresentada
na Secao 2.2. A se¢ao 2.3 apresenta a defini¢do e exemplos de malhas OcTree. Os
Operadores Divergente e Gradiente construidos por HABER e HELDMANN (2007)
serao apresentados nas Secoes 2.4 e 2.5 respectivamente, onde também sera apresen-
tado um exemplo da construcao destes operadores para uma pequena malha 2D. As
Secoes 2.6 e 2.7 deste capitulo apresentam duas novas formulacoes para o operador
gradiente e os resultados sao comparados. A Secao 2.8 contém uma validacao do
esquema, desenvolvido a partir de um modelo de condugao de calor. A 1ltima secao
deste capitulo apresenta uma descricao detalhada da construcao computacional das

principais matrizes que compoem os operadores diferenciais discretos desenvolvidos.

2.1 Método dos volumes finitos (MVF)

Nesta secao sera apresentada uma breve revisao sobre o Método dos Volumes Finitos
(DORMY e TARANTOLA, 1995a; TADI, 2004). Este método é baseado no Teorema
de Gauss. Este importante teorema permite transformar integrais de dominio em
integrais de contorno, relacionando as componentes e as derivadas das componentes

de uma funcao vetorial com suas primeiras derivadas parciais continuas.

Teorema de Gauss

Seja Q uma regiao compacta de R? cuja fronteira I' é uma superficie orientada



positivamente. Se F for um campo vetorial C' em um subconjunto aberto de R?

que contem I', entao:

//F(F-n)dr:///gﬁ-mxdydz.

A demonstragao do teorema de Gauss pode ser encontrada em MORGADO
(1989).

O MVF ¢ uma técnica na qual a formulagao integral da lei geral da conservacao é
discretizada diretamente no dominio do problema. Devido ao Teorema de Gauss, a
variacao da quantidade escalar no dominio €2 depende apenas do fluxo na superficie
I'. Assim, pode-se particionar {2 em um numero finito de subdominios disjuntos
Q;, onde |, Q2; = Q, e aplicar a lei da conservacao para cada subdominio e obter a
conservagao global no dominio €2 somando as expressoes para todos os subdominios,
que serao chamados de volumes de controle.

A equacao integral que rege a lei geral da conservacao para um dominio compacto

) com fronteira I', é dada por

o e fffon

onde P é uma quantidade escalar, F é o fluxo ao longo contorno e () é o termo fonte
por unidade de volume.

Considerando I'; a fronteira de cada subdominio €2;, podemos escrever

] e ff - ] n

Se for considerado P; o valor médio de P no subdominio €2;, (J; o valor médio de
) no subdominio €2;, V; o volume de €; e se I'; for um poliedro convexo com faces
IV com 4rea A’, pode-se obter uma forma discreta da lei de conservacio em cada
volume de controle
%PM +Y AF = Q.

Esta forma discreta serd usada na secao 2.4 para a construcao do operador di-

vergente discreto para malhas OcTree.

2.2 Meétodo das diferencas finitas com malha
intercalada (MDFT)

Modelos numéricos sao usados em diversas areas de pesquisa como importante ferra-

menta. Para solucao de equagoes diferenciais, o método das diferencas finitas (MDF)



¢ uma das principais e mais utilizadas metodologias, isto devido sua simplicidade
e eficiencia. No entanto, alguns tipos de problema, como por exemplo propagacao
de ondas sismicas em meios heterogéneos onde parte do dominio tem parametro de
Poison maior que 0,25, o MDF néo apresenta bons resultados (LEVANDER, 1988).
Uma metodologia proposta por YEE (1966) resolveu de maneira muito eficiente
problemas onde o MDF nao era preciso ou estavel. Yee desenvolveu um esquema
de diferencas finitas com malha intercalada para solucao das Equacoes de Maxwell
no dominio do tempo e este método tem sido aplicado em diversas areas de estudo
apresentando bons resultados, como por exemplo em geofisica por VIRIEUX (1984)
e LEVANDER (1988).

Os operadores diferenciais para malhas OcTree apresentados por HORESH e
HABER (2011) usam de maneira natural conceitos do MDFI. A aplicacao dos ope-
radores nas informagoes contidas nas faces dos volumes da malha e nas informacoes
contidas nos volumes propriamente ditos (centro dos volumes) formarao um esquema
numérico equivalente ao MDFI no caso de uma malha OcTree regular (Apéndice A).

Pode-se observar uma malha intercalada como uma malha dupla, com pontos que
podem ser considerados em uma malha original e outros pontos em malhas interca-
ladas. Em cada uma destas partes da malha intercalada, um tipo de informacao é
armazenado, por exemplo pressao e velocidade de propagacao da onda P, no caso
da modelagem da onda acustica. A Figura 2.1 mostra uma malha intercalada em

duas dimensoes.

Figura 2.1: Malha intercalada 2D.

Para obter as expressoes de diferencas finitas intercaladas das derivadas em um
ponto (i,7) da malha original em cada diregao, deve-se fazer a expansdo em séries
de Taylor em pontos intermedidrios (i + 1,) e (i — 3, j), somar estas séries, e obter
(DI BARTOLO, 2010)



dFy _ Foesp ~Fosp
dx Ax

A aplicacao deste operador leva informacoes da malha intermediaria para malha

(Az?). (2.1)

original e vice-versa. O Apéndice A apresenta um pouco mais de detalhes deste
esquema e a Secao A.2 deste apéndice mostra a equivaléncia deste esquema com um
caso particular do método proposto neste trabalho.

Uma adaptacao desta formulacao serd usada nas secoes 2.5, 2.6 e 2.7 para a

obtencao do operador gradiente para malhas OcTree.

2.3 Construcao da malha OcTree

Define-se uma Malha OcTree como uma matriz esparsa e tridimensional M, ; 5, com
dimensoes 1 = k12%, 19 = k92?2 e x3 = k32“ onde seus valores nao nulos sao
poténcias de 2 e «y, k; sdo naturais diferentes de zero (i = 1,2,3). Define-se também
h como o menor espacamento desta malha. Os valores nao nulos de M represen-
tam volumes ctbicos com dimensoes definidas pelo produto destes valores por h.
A Figura 2.2 mostra uma pequena malha OcTree e uma descrigao detalhada da

construcao de M é feita na segao 2.9.

e i

2 3

/
/

Figura 2.2: Uma pequena malha OcTree.

Uma malha OcTree é dita balanceada se a razao entre a medida dos lados de dois
volumes vizinhos for 1 ou % Este trabalho considera apenas as malhas balanceadas,
isto devido as caracteristicas dos operadores.

A matriz com dimensoes x; X x9 X 3 = 8 X 4 X 4 que representa a malha da
Figura 2.2 tem blocos formados por poténcias de 2 e zeros representando os volumes

cubicos. O armazenamento deste tipo de matriz, utilizando metodologias adequadas,
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¢ bastante eficiente e economico. Neste trabalho foi usado o método COO (do inglés,
Coordinate Format), que armazena os valores nao nulos e a posi¢ao destes valores
em uma matriz com quatro linhas e tantas colunas quantos forem os valores nao
nulos da matriz a ser compactada (TEWARSON e REGINALD, 1973). Existem
metodologias mais eficientes para o armazenamento de matrizes esparsas, descrita
no trabalho citado, no entanto este método se mostrou muito conveniente para a
agil localizacao dos volumes na malha, bem como para a determinacao de volumes

vizinhos, algo fundamental para a construgao dos operadores diferenciais.

4 0 0 0 2 0 2 O 0 0 0 0 2 0 2 O

0 0 0 0 0 0 0 O 0 0 0 0 0 0 0 O
M*,*,l = M*,*,3 =

0 0 0 0 2 0 1 1 0 0 0 0 2 0 2 O

0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 O

0 0 0 0 0 0 0 O 0 0 0 0 0 0 0 O

o 0 0 0 O 0 0 O 0o 0 0 0 0 O 0 O
M*,*,Q = M*,*,4 =

0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 000 0 0 O

0 o0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 O

Dado um grid A com dimensdes k;2% x kp2° x k32¢ semelhante a um grid para
MDF, a partir de propriedades do meio a ser estudado, por exemplo um modelo
de velocidades, alguns critérios sao utilizados para a construcao da malha OcTree
M. A malha OcTree ¢ iniciada com volumes de tamanho maximo possivel. Este
tamanho maximo é determinado a partir de critérios para evitar dispersao numeérica.
E entdo iniciado um processo que examina cada um destes volumes e verifica se o
desvio médio dos valores da propriedade fisica em questao em cada ponto do grid A é
maior que um parametro y. Caso seja, o volume de controle se divide em outros oito
volumes com aresta com tamanho igual a metade da aresta do volume original. Este
processo se repete para todos os tamanhos possiveis de volume. O resultado disto é
que proximo as interfaces, os volumes da malha sao mantidos com o menor tamanho
possivel e, ao se afastar das interfaces, os volumes aumentam progressivamente de
tamanho até chegar ao tamanho maximo.

Os pequenos volumes préximos a interfaces irregulares permitem uma descri¢ao
delas mesmas com muito mais precisao e a utilizacao de volumes maiores em regioes
com diferentes propriedades podera permitir uma grande economia no armazena-
mento de dados e no tempo de processamento. A Figura 2.3 mostra uma malha

OcTree com 68.839 volumes.
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Figura 2.3: Exemplo de malha OcTree. A esquerda a malha 3D, a direita um corte
para melhor visualizagao do refinamento.

2.4 Construcao do operador divergente

Sera usada a abordagem de balango de fluxo (DORMY e TARANTOLA, 1995b)
para a construcao dos operadores diferenciais. Primeiro lidaremos com o operador

divergente, que em sua forma continua é definido por

Div(J) _élino// Ins (2.2)

onde S ¢é a superficie do volume V', J é um campo vetorial definido em V' e n o vetor

unitario normal apontando para fora de S . Usando o Teorema de Gauss, podemos

///VﬁJdvz//SJ-nds. (2.3)

Os volumes de uma malha OcTree sao sempre cubos com faces ortogonais a eixos

escrever

coordenados. Este conveniente fato permite a composicao de um operador discreto

para cada volume V; de M da seguinte forma

. RN
Div(J); ~ W;//FJ -ndS, (2.4)

onde n é o numero de faces do volume de controle V.

Usando 2.4 pode-se construir o operador divergente discreto de forma matricial
para toda a malha. A integral na superficie de cada cubo pode ser expressa a
partir das dimensoes dos cubos vizinhos. Isto permite diversas configuracoes, que
dependem das dimensoes destes volumes vizinhos. As Figuras 2.4 e 2.5 apresentam

dois exemplos em duas configuragoes diferentes.
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Figura 2.4: Aproximacao do divergente com vizinhos com tamanhos iguais.

Na Figura 2.4 todos os vizinhos tém a mesma medida de lado A2™ do volume onde

a integral sera calculada, onde n ¢ um ntimero natural. Temos o seguinte resultado

// J-ndS = 22" WX (=Jy, + Juy — Jyy 4 Jyy — Jos + Jy).
S(V;)

Figura 2.5: Aproximagao do divergente com vizinhos com tamanhos diferentes.

Ja na Figura 2.5 temos que o vizinho da direita tem medida do lado igual a
metade do lado do volume onde a integral serd calculada e os demais vizinhos tem

as mesmas medidas. Temos entao o resultado
// J-ndS = 220> (—Jy, — Ty + Ty — Joy + Joy) 422 IRE(y + Tuy 4+ Ty + )
S(Vj)

Assim podemos escrever
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1
Div(J), =~

t 23np3 [22nh2(_‘]931 - ‘]yl + ‘]y2 - le + JZ2)

+22 VR (T A+ Ty + Ty + Jus)] - (2.5)

Devido a complexidade que uma malha OcTree pode ter, existe uma grande
variedade de possibilidades para esta integral em cada volume. Este fato acarreta
a necessidade de uma formulagao adequada para que o divergente de um campo
J seja corretamente representado em cada volume e armazenado de uma forma
pratica e eficiente. Para isso sera construido um conjunto de matrizes, esparsas e
com dois indices, que quando operadas da maneira adequada resultarao no operador
divergente.

Antes da construcao das matrizes é necessario considerar em uma malha OcTree
M com n, volumes, uma numeracao de seus volumes e uma numeracao de todas
suas ns faces. Deve-se considerar também a matriz diagonal Vj, com dimensoes
Ny, X Ny, onde Vy,;; ¢ igual a medida do lado do i-ésimo volume da malha ao cubo e
a matriz diagonal Fy, com dimensoes ny x ny, onde Fj,; ; ¢ igual a medida do lado
da j-ésima face.

Também é necessario definir uma matriz que informa como e quais volumes irao
influenciar na abordagem de balanco de fluxo de cada volume para que o operador
divergente seja corretamente expresso. Para tal, considera-se a matriz esparsa n, xny¢
N, onde N;; = 1 se F}; pertence a V; e se J tem direcao para o interior de V; pela
face F; e N; j = —1 se F} pertence a V; e se J tem direcao para o exterior do V; pela
face F;. Uma descrigao mais detalhada da construcao de N ¢ feita na segao 2.9.

Utilizando as matrizes descritas acima, tem-se entao que o operador divergente
pode ser escrito como

DIV = %VolNF(Q). (2.6)

Dado um campo J, prescrito em todas ns faces de M pode-se notar que
1
Div(J) = (nglNF§> J

é um vetor com n, componentes, cada uma expressando a integral (2.4) de cada
volume.

Para exemplificar esta construcao o operador divergente sera construido para
uma pequena malha em duas dimensoes com trés volumes e dez faces, como mostrado

na figura 2.6. Os quadrados menores tém lado 2" e o maior 2"*!,
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f 8 f 10
P—- o Vl
f J’ f D
6
> ol, o=
I Jfo
l 1 J Ja
Figura 2.6: Pequena malha 2D.
Para esta malha temos as matrizes
vt 0 0
Vo = 0 2 0 ,
0 0o 2n
ntl 0 0 0 0 0O 0 0 O
o 27t 0 0 0 0 0O 0 0 O
0 0 2 0 O 0 0O 0 0 O
0 0 0 2@ 0 0 0O 0 0 O
Fo_ 0 0 0O 0 2 0 0O 0 0 O
‘ 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0
0 0 0O 0 0 0O 2 0 0 O
0 0 0O 0 0 0 0 2 0 0
0 0 0O 0 0 0 0 0 2 0
0 0 0O 0 0 0 0o 0 o0 27
e
-1 1 0 0O 1 -1 -1 0
N = -1 1 0 1 0 -1 0
1 0 -1 0 O 1 0 -1

Logo podemos fazer os produtos adequados e obter o operador
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22(n+1) 92(n+1) 22(n+1) 22n 22n
T ThontT Tpontl O 0 O hon+1 — pont+l T pontl O O
_ _m g 20 _ o
DIV = 0 0 0 h2n  h2n 0 h2n 0 h2n 0
22n 2271, 22n 2271
0 0 4 0 —im O 0 = 0 -

Deve-se notar que a linha ¢ da matriz DIV contém a informacao de que faces
influenciam no volume V;. De acordo com a construcao e a notacao usada, V; nao
tera necessariamente seis faces no caso 3D. A Figura 2.5, por exemplo, mostra um
volume com nove faces, cinco com lado h2"*! e quatro com lado h2". O fator do
operador DIV que determina a drea de cada face é a matriz diagonal F.

Outra observagao que deve ser feita é que o operador divergente usa informagoes
contidas nas faces da malha e atribui valores nos volumes. Esta caracteristica possi-
bilitara operadores semelhantes aos do MDFI, que leva a informacao de uma malha

para uma posicao intercalada.

2.5 Construcao do operador gradiente

Dada uma funcao real P(V}), cujo o dominio é o conjunto dos volumes de M, serd
definido um operador discreto gradiente para P. Para isso precisa-se notar que, de
maneira semelhante a construcao do operador divergente, é necessario ter cuidado
com a maneira de lidar com os volumes de M, pois existem varias configuragoes
possiveis para vizinhanca, e cada uma delas deve gerar as componentes corretas
para a construcao do operador.

As derivadas parciais de P que compoem o gradiente serao armazenadas nas faces
F}; e calculadas a partir de informagoes contidas nos volumes. Como os volumes de
M tem suas faces ortogonais aos eixos coordenados, as derivadas parciais de um
volume V; com lado h2", com todos os vizinhos também com lado h2", (Figura 2.7)
em cada uma das componentes podera ser aproximada por

or pPV;) = P(Vi)

J, = —(F) =
8x< k) h2n

Quando os vizinhos tém tamanhos de lado diferentes, como o caso exposto na
Figura 2.8, o componente do gradiente pode ser aproximado por
_oP

Jp = —(Fp1) ~
1 8x< kl)

P(Vi) = P(Vi)
p2t

sendo obtidas de forma semelhante J,, = %—ij e Jy, = %.
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Figura 2.7: Aproximagao de componente do operador gradiente com faces de mesma
dimensao.

Fia Vi

|
| /
|
|
fmm—m——————t = 711"
/ /

7 1/ /

7/ | 4

Figura 2.8: Aproximagao de componente do operador gradiente com faces de dimen-
soes diferentes.

=

Deve-se observar que, quando os volumes vizinhos tém o mesmo tamanho, a
aproximacao do gradiente é de segunda ordem. O mesmo nao vale para vizinhos
de tamanhos distintos (HORESH e HABER, 2011), resultando aproximacgoes de
primeira ordem. Uma aproximacao de segunda ordem para o operador gradiente
serd construida na préxima secao.

As derivadas parciais aqui discutidas para cada face de M definem um campo
vetorial J nas faces da Malha OcTree. Uma importante observacao é que as in-
formacoes contidas nas faces nas bordas da esquerda, de tras e de cima nao serao
utilizadas na construcao do operador Gradiente. Este fato nao causara transtorno
algum, pois o procedimento do método neste trabalho proposto na fronteira a par-
tir da aplicagao de condigoes de contorno nao utilizara informacgoes contidas nestas
faces.

Um fato a ser notado é que a matriz N’ operada com P resulta em um vetor

com n, componentes e a componente 7 é formada pelo valor de P dos vizinhos do
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volume 7, com sinais trocados em relacao a construcao do Gradiente. Logo pode-se

definir o operador gradiente por

GRAD = —%Fgth. (2.7)

Como exemplo, pode-se construir o operador gradiente para a malha da Fi-

gura 2.6
s 0 0
—r 00
0 0 _hén
0 == 0
0 - m
GRAD =
—ir 00
T 0
w0
0 5= O
0 0 73

2.6 Formulacao a para o operador gradiente

A aproximacao para o operador gradiente citada na secao anterior apresenta ordem
inferior a ordem de aproximacao do operador divergente citado na segao 2.4 (HO-
RESH e HABER, 2011). Isto se deve ao fato de que quando é feita a aproximagao
de alguma componente do gradiente em uma face onde os volumes que a possuem
tém tamanhos diferentes, supoe-se que o volume maior tem as dimensoes do menor.
Portanto a componente do gradiente na face F' na Figura 2.9 na aproximacao da

secao 2.5 seria
%( ) ~ (¢2 - ¢1)
Ox h2(n=1) -

Para garantir uma aproximagao de segunda ordem, HORESH e HABER (2011)
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Figura 2.9: Aproximagao de componente do operador gradiente com faces de dimen-
soes diferentes.

propuseram um esquema numérico onde seriam gerados novos volumes de controle.
Esta estratégia aumenta significativamente o niimero de graus de liberdade do mo-
delo e considera, além dos dois volumes que possuem a face em questao, os outros
trés volumes menores que tem face em comum com o volume maior. O novo volume
fantasma recebe um valor que é uma ponderacao dos cinco volumes envolvidos, todos
com mesmo peso. Usando este esquema, a aproximacao para o operador gradiente

na Figura 2.9 seria

9¢ (92 — dc)
()~ = 77
o)~ T

¢1+¢2+¢3+¢4+¢5.

onde ¢g =

Figura 2.10: Aproximagao de componente do operador gradiente com faces de di-
mensoes diferentes considerando volume fantasma.
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Apesar de aumentar a ordem de aproximagao, o esquema proposto apresenta o in-
conveniente da geracao de novos graus de liberdade, aumentando significativamente
o custo computacional. Além disto, a estratégia proposta no trabalho citado nao tem
a preocupacao em ponderar de forma otimizada os valores nos cinco volumes envol-
vidos, apesar disto, os resultados obtidos apresentaram precisao de segunda ordem.
Uma estratégia para inserir o conceito dos volumes fantasma no esquema numeérico
sem aumentar o nimero de graus de liberdade foi desenvolvida e sera apresentada
na subse¢ao 2.6.1. Um método de otimizacao foi usado para escolher parametros o

adequados para que a expressao

b = a1P1 + s + asds + asds + asds

represente adequadamente o problema de propagacao de onda. Este método é apre-

sentado na subsecao 2.6.2.

2.6.1 Volumes fantasma

Na construcao da matriz N apresentada na secao 2.4, foram consideradas todas as
faces de um determinado volume e valores 1 e -1 foram armazenados nas posicoes
(1,41), (4, 72), ..., (i, jn), onde n é o numero de faces que pertencem ao volume i.
Para a construcao da aproximacao do gradiente ¢ usada a matriz N7, pois cada linha
desta matriz que representa uma face que nao esta no contorno tem exatamente dois
valores nao nulos, um valor 1 na coluna correspondente ao volume por onde o fluxo
entra na face em questao e outro igual a -1 na coluna correspondente ao volume por
onde o fluxo sai na face em questao. Para construir uma nova aproximagao a matriz
N7 sera modificada para considerar 5 volumes, além dos dois volumes que possuem
a face em questao, os outros trés volumes menores que tem face em comum com o
volume maior (os volumes correspondentes a ¢3, ¢4 e ¢5 na figura 2.10). Na coluna
correspondente a cada um destes volumes serao substituidos os valores -1, 1, 0, 0 e 0
POT Qv, (i, (i3, Qg € (5. Assim a matriz N7 modificada, que chamaremos de G, serd
igual a matriz N7 nas linhas correspondentes a faces com volumes que a possuem
do mesmo tamanho e adaptada com os valores o nas demais linhas.

Como exemplo, pode-se construir as matrizes G”, G e o novo operador gradiente

para a malha da Figura 2.11

—110 0 010&10&10 0
Gl=| 000-110ap0a3—1 0
0010 —10a3ay 0 —1
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-1 0 0
~10 0
0 0 1
0 —10
0 —1
G —
1 0 0
a1 g (O3
a1 (3 Qo
0 —10
0 0 —1
1
et 00
e 00
1
0 0
1
0 = 0
1
0 —m
GRAD =
1
~mr 00
Q1 Q2 Qa3
h2m h2n h2n
Qo1 a3 Q2
h2m h2m h2mn
1
0 = 0
1
0 0

Neste exemplo, dois volumes fantasmas sao necessarios e podem ser vistos na
Figura 2.11

Apesar de tornar as matrizes que compoe os operadores discretos menos esparsas,
esta estratégia nao gera novos graus de liberdade. Para que este esquema numérico
tenha sucesso os parametros a devem ser escolhidos de forma bastante criteriosa e

isto sera discutido na préxima subsecao.
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Figura 2.11: Pequena malha em duas dimensoes com volumes fantasmas.

2.6.2 Otimizacao dos parametros «

Para realizar um processo de otimizagao dos parametros a os operadores diferenciais
foram usados para formar a equacao da onda acustica. Este processo sera detalhado
no Capitulo 4.

Foi construido um modelo homogéneo e um refinamento foi feito em uma regiao
do modelo para gerar uma perturbagao nos resultados. Isto porque uma fonte de
erro esperada no esquema proposto é o fato de que a malha nas regides onde ha
refinamento as faces de elementos vizinhos nao coincidem (onde a malha é nao
conforme).

Este modelo sintético tem grid A com 256 x 256 x 256 pontos. A malha OcTree foi
iniciada com volumes de arestas medindo duas vezes o espagamento do grid original
e um refinamento com volumes com metade da aresta dos iniciados foi realizado
em r3 = 480m, como mostrado esquematicamente na Figura 2.12. Foram usados
no modelo ¢ = 2000 m/s e p = 1000 kg/m?. Foi colocada uma fonte no centro do
modelo (256 m, 256 m, 256 m). Nenhum tipo de camada de absor¢ao nos contornos
foi usada para nao influenciar nos resultados. O modelo foi construido grande o
suficiente para que a frente de onda nao chegue as bordas antes das medigoes fossem
feitas. Foram usados os parametros h = 2 m, At = 1,25 x 107%s e f.oree = 100Hz,
de modo que a = 10 e 8 ~ 4 (BULCAO, 2004). Na mesma posicio do primeiro
refinamento em uma fonte foi inserido um receptor e em x3 = 360 m foi realizado o
refinamento (Figura 2.13).

Como esperado, o refinamento causou uma perturbacao que gerou uma reflexao
numeérica que pode ser captada pelo receptor. A estratégia adotada para otimizar os
parametros « consistiu em minimizar esta reflexao numérica. Assim, foi criada uma
fungao real E(ay, ag, as, ay, as) que é determinada pelo quociente da amplitude da
reflexao numérica pela amplitude da onda direta capitada pelo receptor quando a

matriz G € construida com os parametros aq, ao, s, ay € as.
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Refinamento

Figura 2.12: Tlustragao esquematica do refinamento da malha.

¢ = 2000m/s

eS=R

/

Refinamento

¢ = 2000m/s

Figura 2.13: Modelo homogéneo com onda esférica
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O método da méxima descida foi utilizado (WRIGHT e NOCEDAL, 1999) e
foram encontrados os parametros 6timos a; = 0,673916, ay = 0,204926222, a3z =
0,057463111, ay = 0,057463111 e a; = 0,006231556.

A Figura 2.14 mostra o resultado obtido com a otimizacao. O modelo com
o operador de primeira ordem apresentou E = 0,005134, ja o operador com os

parametros a otimizados apresentou £ = 0, 000845.

] A
—Alpha
—Ordem1

e
n

Pressdo

-0.5+ ; ; ; : . . . ) : : ! ! . . ,
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
Tempo (s)

Figura 2.14: Comparacao entre modelos de primeira ordem e com otimizacao de
parametros para modelo com onda esférica.

Um experimento numérico com o uso de onda plana foi construido para comparar
o esquema original com a nova formulagao do gradiente. Foi construido um modelo
sintético com grid A com 32 x 32 x 2048 pontos. A malha OcTree foi iniciada
com volumes de arestas medindo duas vezes o espagamento do grid original e um
refinamento com volumes com metade da aresta dos iniciados foi realizado em z =
2304m. Foram usados no modelo ¢ = 1500 m/s e p = 1000 kg/m?. Foram colocadas
fontes em todos pontos da se¢ao r3 = 1536 m da malha com o intuito de gerar
uma onda plana. Condigoes de contorno adequadas foram aplicadas para que nao
houvessem reflexoes, nem perda de energia. Foram usados os parametros h = 1,25
m, At = 2.0 x 107*s e foorte = 60Hz, de modo que a@ = 10 e S =~ 4. No ponto
(24m, 24m, 1920m) foi inserido um receptor (Figura 2.15).

A reflexao numérica gerada foi maior do que no modelo com onda esférica. Os
parametros a encontrados na otimizacao feita no modelo com onda esférica se mos-
traram também eficientes para redugao do erro numérico, pois houve significativa
reducao. A Figura 2.16 mostra o resultado obtido. O modelo com o operador de
primeira ordem apresentou £ = 0, 020207, ja o operador com os parametros « apre-
sentou £ = 0,001117.
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Figura 2.15: Modelo homogéneo com onda plana.

150+
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Figura 2.16: Comparacao entre modelos de primeira ordem e com otimizacao de
parametros para modelo com onda plana.
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2.7 Formulacao A\ para o operador gradiente

Uma outra formulagao para o operador gradiente foi desenvolvida. Nesta formulagao
foi usada uma estratégia para mudar o peso que cada face tem na construgao deste
operador. Para isso, a construcao da matriz NV, que é responsavel por indicar quais
faces pertencem a cada volume, foi ligeiramente alterada. Nos casos onde uma face k
pertence a dois volumes com tamanhos diferentes v; e vj, N; i e N;; foram mudados
de 41 para =A. Em testes numéricos, verificou-se que no caso onde A = %, 0 erro
numérico nos testes descritos na subsecao anterior tinha a mesma amplitude e fase

invertida quando comparados aos erros com A = 1. Empiricamente, foi encontrado

2
V2+1
Como exemplo, pode-se construir a matriz N* e o novo operador gradiente para

como valor 6timo a partir da média harmonica de 1 e \/Li

a malha da Figura 2.6.

—1100 0 1-=A=X0 0
N*=| 000-110X 0 —10
0010 100 X 0 —1

. 00
—mm 00
0 0 —m
0 4 0
0 _h;” h;”
GRAD =
—z 00
e 0
U
0 = 0
0 0 =

Esta nova formulacao tem como caracteristica nao diminuir a esparsidade das
matrizes que compoe o esquema numeérico. Apesar da simplicidade deste esquema,

os resultados obtidos a partir dele foram satisfatérios em algumas situagoes. O

26



mesmos testes, com onda esférica e plana, realizados na secao 2.6.2 para o opera-
dor gradiente a foram também realizados com o operador gradiente A. Os erros

encontrados estao expressos na tabela 2.1.

Tabela 2.1: Comparagao entre os erros obtidos com método de primeira ordem é os
métodos a e .

Ordem 1 «Q A

Onda Esférica 0.005134 0.000845 0.000563
Onda Plana 0.020207 0.001117 0.002013

2.8 Validacao com modelo de difusao de calor

A seguir, sera validada a formulacao 3D utilizando um problema de difusao de calor
com caracteristica unidimensional utilizando a formulacao A para o gradiente. A
discretizacao da equacao do calor é apresentada em detalhes na Segao 3.1.

Uma barra homogénea com dimensoes 4 cm x32 cm x4 cm, k = 247 W/mK,
p = 2700 kg/m? e ¢ = 900 J/kgK. A malha OcTree regular M sera construida sobre
um grid com dimensoes 64 x 512 x 64 e serd composta por 4096 volumes ciibicos

com medida de lado 5mm (Figura 2.17).

Figura 2.17: Malha OcTree homogénea.

Nas duas faces com menor area serao impostas condigoes de contorno essenciais,
¢ = 0°C. Os demais volumes da malha receberao condigao inicial ¢ = 10°C. Além
disso as demais faces do contorno receberao condicao de contorno natural, com fluxo
zero. Os resultados da simulagdo em uma linha reta no centro da barra em alguns
instantes de tempo sao apresentados na Figura 2.18. E importante analisar que a
malha neste exemplo é regular sendo o esquema equivalente ao ESG (DI BARTOLO
et al., 2015).
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Figura 2.18: Solugao numérica em alguns instantes de tempo.

Este problema em particular tem solugao analitica conhecida (HABERMAN,
1983). A Figura 2.19 apresenta a comparacao dos resultados obtidos com a mode-

lagem numérica e a solucao analitica em alguns instantes de tempo.

1
==OcT:2s
==Ana:2s

>

Temperatura (oC)

1
==0cT:20 5
==Ana: 20s

>

O = N W & U oo N ® ©

\ / \
SEEmeeeea=s == | B / L -\
0 005 0.1 015 02 025 03 0 0.05 01 015 02 025 03
Distancia (cm) Distancia (cm)
(a) 2 segundos (b) 20 segundos
==OcT: 120 s ==0cT:240s
10{==Ana:120's 10{==Ana: 240s
8 8
g
6 “E’ B
3
2 2
/———_\
0

0.1 0.15

Distancia (cm)

(c) 120 segundos

0.2
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0.15
Distancia (cm)

(d) 240 segundos

numérica e a solugao analitica em alguns

2.9 Descricao da construcao das matrizes

Nesta secao serao descritas as construcoes das matrizes esparsas que formam os

operadores diferenciais discretos construidos neste trabalho. Duas matrizes podem



ser consideradas como as mais importantes: a matriz M, que representa a malha
OcTree e a matriz N, que indica a relacao entre as faces e os volumes da malha
OcTree. Um fato importante de se observar é que na construcao de M as faces
nao sao consideradas, apenas quando a matriz N é construida estes importantes

elementos para o esquema numérico sao determinados, como sera descrito a seguir.

Construcao de M

A primeira matriz a ser construida é a que representarda a malha OcTree. Para isso
é necessario um grid A com k2% X k92?2 X k32?3 pontos, onde «;, k; sdo naturais
diferentes de zero (i = 1,2,3), como visto na segdo 2.3. Neste grid devera estar
armazenada alguma propriedade fisica relevante para a modelagem em questao.

Um valor inteiro ¢ < min{ay, as, a3} deve ser escolhido para a malha OcTree
ser iniciada com todos os volumes com lado 2. Assim, no inicio do processo uma
malha OcTree regular é construida como uma matriz tridimensional com valores nos
indices (712", 792", 132") iguais a 2' e todos os demais iguais a zero, r; variando de 0
até k12°7*, ry variando de 0 até ky2°* e r3 variando de 0 até k32

Por exemplo, para a pequena malha mostrada na Figura 2.2 foi escolhido ¢ = 2
e a malha inicial é dada por dois volumes de lado 2*. A Figura 2.20 mostra esta

malha inicial.

40004000 00000000
kgl
/ 000000O0O0 00000000
Ty Yz My x,1 = My «,3 =
000000O0O 00000000
000000O0O 00000000
000000O0O 00000000
00000000 00000000
M x,2 = My x4 =
000000O0O0 00000000
000000O0O 00000000

Figura 2.20: Configuracao inicial de uma pequena malha OcTree.

A préxima etapa é composta da verificagao do desvio médio da propriedade em
todos os pontos do grid A que estao em cada volume da malha construida na primeira
etapa (todos de lado 2*). Se em algum volume, na posigao (7,2",r,2",7,2"), o desvio
médio for maior do que um parametro empirico v determinado, este volume deve
ser dividido em oito outros de lado 2. Neste caso a matriz M deve ser modificada
alterando o valor na posicao (1,2, r,2",7,2") de 2* para 2! e os valores nas posigoes
(1o2 + 271 128 1y 2Y), (1020, 1p2¢ + 2071 28), (1024, 1p20 128 + 271, (1024, 12" +
21 p 2 207) (1,20 + 270 120 20 27 (120 2070 20 27 2 e (120
207 20 + 2071 28 4+ 271) ) de zero para 27!, Desta forma, oito novos volumes

sao gerados para a malha, todos de lado 2!, ocupando o espaco do volume original
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com lado 2. Para exemplificar este processo, se for considerado uma diferenca na
propriedade fisica na malha da Figura 2.20 apenas no ponto (z1,xs,23) = (7,3,3)
o cubo do lado direito necessariamente sera refinado e o resultado deste processo é

apresentado na Figura 2.21.

40002020 00002020
Ty
/ 000000O0O0 00000000
To Y3 M1 = My «,3 =
00002020 00002020
000000O0O 00000000
00000000 00000000
000000O0O0 00000000
M s 2 = M x4 =
00000O0O0O 00000000
00000O0O0O 00000000

Figura 2.21: Primeiro refinamento em uma pequena malha OcTree.

Este processo deve se repetir para os volumes de lado 2~! obtidos neste primeiro
processo para gerar volumes de lado 272 que por sua vez devem passar por este
mesmo processo para gerar volumes de lado 272 até que volumes do lado 2° sejam
obtidos.

Com a malha M encontrada e refinada é necessario um processo de balancea-
mento, pois nao ¢ possivel o uso dos operadores diferenciais discretos construidos
neste capitulo se houver volumes vizinhos com relacao entre as medidas dos lados
maiores do que o dobro. Assim em toda a malha é verificado se volumes vizinhos
tém relacoes entre suas medidas de lado inadequadas e novas divisoes de volumes
em oito sao feitas para adequar a malha.

Para o exemplo apresentado nesta secao, temos a malha OcTree resultante apre-

sentada na Figura 2.22.

" 40002020 00002020
T
/ 000000O0O0 00000000
Lo Y3 My w1 = My x,3 =
00002011 00002020
00000O011 00000000
00000000 00000000
000000O0O0 00000000
M x,2 = M x4 =
00000011 00000000
00000O011 00000000

Figura 2.22: Pequena malha OcTree.

Durante este processo uma matriz diagonal V é construida com niimero de linhas
igual ao numero de volumes da malha OcTree, onde cada valor sobre a diagonal é

igual ao lado do volume correspondente.
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Construcao de N

A matriz N serd uma matriz bidimensional com nimero de linhas igual ao nimero
de volumes da malha M e nimero de colunas igual ao numero de faces de M. O
numero de faces serd determinado juntamente com o processo de construgao de N.
Uma numeracao dos volumes é determinada em um processo auxiliar da construgao
de M e uma numeracao das faces serd determinada na construcao de N.

Para a construcao propriamente dita de N, para cada volume com numeracao v;
¢ verificado inicialmente se o0 mesmo esta no contorno em cada um dos seis sentidos
ou nao. Se em algum dos sentidos o volume em questao estiver no contorno, uma
face nesta direcao ¢ observada e numerada como f;. Se a face estiver a esquerda,
acima ou atras do volume a matriz IN recebe valor -1 na posicao (v, f;), se a face
estiver a direita, abaixo ou a frente a matriz N recebe valor 1 na posicao (v;, f;).

Se a face nao estiver no contorno, entao existe um outro volume da malha que a
possui. Este volume é identificado como o volume numerado como v;. Se o volume
v, tem o mesmo tamanho de lado que v; entao, a face é observada e numerada como
fj e se estiver a esquerda, acima ou atras do volume v; a matriz N recebe valor -1
na posicao (v;, f;) e valor 1 na posigao (v, f;). Se a face estiver a direita, abaixo
ou a frente do volume v;, a matriz IN recebe valor 1 na posicao (v;, f;) e valor -1 na
posigao (v, f;)-

Se o volume v, tem tamanho de lado igual a metade do tamanho do lado de
Vi, quatro faces sao observadas e numeradas como f;1, fj2, fjs, fj4 , todas com lados
na medida do lado de vg. Se estas faces estiverem a esquerda, acima ou atras do
volume v; a matriz N recebe valor -1 na posicao (v;, f;) e valor 1 nas posicoes
(v, fi1), (vk, fi2), (Vk, fj3), (Vk, fja). Se estas faces estiverem a direita, abaixo ou
a frente do volume v;, a matriz N recebe valor 1 na posicao (v;, f;) e valor -1 nas
posicoes (vk, fi1), (Vk, fi2), (Vk, fi3), (Uk, fja). Dado o grande nimero de volumes e
faces no exemplo apresentado na subsecao que descreve a construcao de M, nao sera
possivel apresentar a matriz N desta malha. Em lugar disto, pode-se ver a matriz
N de um exemplo 2D apresentado na Figura 2.6 na segao 2.4.

Durante este processo, uma matriz diagonal Fy é construida com ntimero de
linhas igual ao nimero de faces da malha OcTree, onde cada valor sobre a diagonal

¢ igual ao lado da face correspondente.
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Capitulo 3

Simulacao computacional de

hipertermia com nanoparticulas

Os tratamentos com o uso de nanotecnologia estao emergindo como uma nova fron-
teira em terapias para diversos tipos de cancer (HUANG e HAINFELD, 2013; MIN-
KOWYCZ et al., 2012). Os procedimentos de hipertermia tém um fator limitante
principal: o aumento correto da temperatura no tecido vivo, que em alguns casos
pode causar efeitos indesejaveis, como danos irreversiveis ao tecido saudavel. O
sucesso deste tipo de tratamento depende do aumento da temperatura no tecido
cancerigeno por um periodo de tempo especifico de forma segura e suficiente para
causar danos irreversiveis ao tecido canceroso. Assim, ferramentas numéricas e com-
putacionais podem ser utilizadas em simulacoes de tratamento com hipertermia com
o objetivo de prever o campo de temperatura e estimar o dano causado pelo pro-
cedimento, com o intuito de orientar o especialista para um procedimento médico
seguro e eficiente.

Entre as diferentes técnicas de hipertermia, uma baseada em nanoparticulas tem
recebido grande atencao devido a seu potencial e caracteristicas distintas, como
tamanho ultra pequeno das particulas (tamanhos médios abaixo de 100 nm), alta
reatividade e interagoes tinicas com sistemas biolégicos (MINKOWYCZ et al., 2012).
Desta forma, o fluido base biocompativel com nanoparticulas pode ser direcionado
diretamente no tumor de forma nao invasiva. Uma das principais questoes rela-
tivas a hipertermia com nanoparticulas decorre da maneira correta de controlar a
quantidade de calor gerado e o aumento de temperatura. Assim, véarios dispositivos
eletromagnéticos diferentes foram desenvolvidos para esse fim (MOROS, 2013).

Ao longo das ultimas décadas, tem havido um aumento no niimero de pesquisa-
dores que trabalham na aplicacao de métodos numéricos para a simulagao de uma
variedade de problemas médicos envolvendo geometrias complexas, isto com a ado-

¢ao de métodos capazes de lidar com malhas nao estruturadas. Os métodos mais

utilizados sdo o método dos elementos finitos (MEF) (ZIENKIEWICZ e MORGAN,
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1983) e o método dos volumes finitos (MVF) (BARTH, 1992).

O MVF é muito flexivel para lidar com qualquer tipo de volume de controle e
qualquer tipo de malha nao estruturada. No entanto, os procedimentos de geragao
de malhas nao estruturadas para geometrias complexas ainda sao muito demorados.
Esta dificuldade, no entanto, pode ser minimizada em parte pelo uso de malhas
OcTree, que possuem varias vantagens em relacao ao uso de recursos computacionais
e estrutura de dados. No método OcTree, a descricao de geometrias complexas é
realizada por cubos (volumes) regulares e o refinamento ocorre somente em certas
regides que precisam de resolugao maior (volumes menores), enquanto outras podem
ser descritas com volumes maiores, dando origem a uma malha nao conforme. O
uso de matrizes esparsas como a estrutura de dados da malha OcTree permite a
construcao de operadores diferenciais discretos simples e eficientes. Esta abordagem
é amplamente utilizada para modelar outros fendmenos, como a dinamica dos fluidos
(POPINET, 2003), o eletromagnetismo (HABER e HELDMANN, 2007; HORESH
e HABER, 2011) e ondas sismicas (VALENTE et al., 2015).

Uma grande quantidade de estudos recentes utilizaram o MVF para construir mo-
delos computacionais da equacao de Pennes em muitas aplicacoes diferentes. Das
et al. (DAS e MISHRA, 2013, 2014; DAS et al., 2013) realizaram um estudo para
estimar a localizacao e as dimensoes dos tumores a partir da distribuicao da tempe-
ratura da superficie das regides do corpo humano. Gwon (GWON, 2015) empregou
o MVF para simular numericamente os efeitos da terapia de contraste. A terapia
térmica para o tratamento de varios tipos de cancer também é o foco de numerosos
estudos (NOBREGA e COELHO, 2017; ZHANG, 2005).

Neste capitulo é desenvolvida uma estratégia computacional através do uso do
MVF para resolver a equagao de transferéncia de calor de Pennes em trés dimensoes
com malhas OcTree. A técnica apresenta uma grande redugao no nimero de graus
de liberdade no modelo estudado, uma vez que regioes com solucoes suaves podem
ser descritas com grandes volumes de controle, enquanto em regides onde ha solugoes
de alto gradiente ou onde geometrias complexas precisam ser descritas com precisao,
podem ser usados volumes menores. Portanto, o uso de recursos computacionais,
bem como o tempo de processamento, é bastante reduzido.

Na primeira secao deste capitulo sera apresentada a discretizagao da equacao
do calor para malhas OcTree. O segunda secao deste capitulo terd como foco a

simulagao computacional de hipertermia com nanoparticulas.
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3.1 Modelagem da conducao do calor

Usando os operadores construidos no capitulo 2, serd feita uma discretizacao para

malhas OcTree da equacao do calor

9¢

g (3.1)

—V - (q) = pc

q=—kVo, (3.2)

onde k é a condutividade térmica, p é a massa especifica e ¢ o calor especifico do

material, q é o fluxo e ¢ é a temperatura.

3.1.1 Discretizacao em uma malha OcTree

Considerando ¢ uma distribuicao de temperatura em uma malha OcTree M, define-
se ¢; como a temperatura no volume V; de M. Defini-se também uma matriz diagonal
A, com dimensoes n, X n,, onde A;; é definido como o inverso do produto pc em
cada volume V; e a matriz diagonal K, com dimensoes ny X ny, com K;; definido
pela média harmonica da condutibilidade térmica dos volumes vizinhos que possuem
como uma de suas faces Fj.

Pode-se reescrever a equagao anterior como

¢k+1 - ¢k o 1 -1 2 1 —1Ingt k
N hAVD NF; (- KF,'N' ) ¢
Pt = % (AV'NFKN') ¢" + ¢", (3.3)

e obter uma formulacao explicita para a equagao da Conducao do Calor. Definindo

X = % (AV’INFKNt) podemos escrever a equacao como

Pt = Xop* + . (3.4)

3.1.2 Condicoes de contorno

Faz-se necessario definir a maneira de aplicar a esta formulagao as condicoes de
contorno essenciais (imposi¢ao de temperatura) e as naturais (imposigao de fluxo de
calor). As condigdes de contorno serao definidas nos volumes que estdo nas bordas
de M.

Dado My = {V},,Vy,, -+, V}, } um subconjunto do conjunto de todos os volumes
na borda de M, pode-se definir uma condicao de contorno essencial em M simples-
mente multiplicando as linhas fq, fo, -+, f, da matriz X por zero e colocando o

valor 1 na diagonal principal. Desta maneira, a equagao (3.4) quando aplicada aos
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volumes de My mantém o mesmo valor do passo anterior, portanto a condicao inicial
nestes volumes serd mantida em todas as iteragoes.

Para se aplicar condigoes de contorno naturais, precisa-se observar que a malha
M tem todas as faces de sua fronteira ortogonais a eixos coordenados, assim a direcao
normal a cada face da fronteira sera sempre a direcao de um eixo coordenado. Esta
propriedade se mostra muito conveniente, pois fazer que g%(Vf) = 0 significard que
a temperatura no volume vizinho pela direcao normal a fronteira devera ser imposta

ao volume na fronteira.

3.1.3 Exemplo - Uma barra heterogénea

Neste exemplo, a malha OcTree sera construida sobre um grid com dimensoes 64 x
512 x 64. A barra serd composta por dois tipos diferentes de materiais em trés
camadas. A primeira camada terd 4 cm X 2 cm X 4 cm, com propriedades térmicas
k=1,15 W/mK, p = 2000 kg/m? e ¢ = 0.29 W /kgK, a segunda camada 4 cm x 28
cm X 4 cm, com propriedades térmicas k = 0,2 W/mK, p = 1300 kg/m? e ¢ = 0,27
W/kgK e a terceira camada serd idéntica a primeira. Os volumes desta malha terao
tamanhos distintos. Os volumes serao gradativamente menores até chegar ao ponto
onde a barra muda de propriedade.

A malha OcTree gerada neste exemplo tem 27.392 volumes com diferentes di-
mensoes. A Figura 3.1 mostra uma parte da malha gerada neste exemplo com o
refinamento proximo da mudanca de propriedade do material. A Figura 3.2 mostra

os resultados da simulagao no eixo da barra.

3.2 Hipertermia com nanoparticulas

A hipertermia com nanoparticulas pode ser utilizada como um tratamento nao-
invasivo para destruir tumores em tecidos vivos. O objetivo é aquecer o tumor até
um limiar de temperatura acima do normal fisiolégico por determinado tempo, a
fim de destruir suas células, mantendo o dano ao tecido saudavel tao minimo quanto
possivel. Este processo pode ser modelado matematicamente considerando equagoes
que descrevem a transferéncia de calor no tecido vivo. A equacao de Pennes é
amplamente empregada devido a sua simplicidade e concordancia geral com dados

experimentais (MINKOWYCZ, 1996). A equagao de Pennes pode ser escrita como:

Y Qe Wil0)ea(0n — 0) + @+ Q= pe (3.5
q=—kVo¢ (3.6)
6=4 (3.7



BA
WX

£
Y

an = ¢ (38)
¢ (-,0) = ¢o (3.9)

onde ¢ representa o campo de temperatura e ¢ e g sdo condicoes de contorno apro-
priadas e ¢y uma condicao inicial. As propriedades térmicas sao representadas por
k, p,c,c, com indice subscrito b denotando sangue. Além disso, ¢, denota a tempe-
ratura arterial, enquanto ), e (), representam, respectivamente, a taxa volumétrica
de geracao de calor metabdlico e a taxa volumétrica de geracao de calor devido ao
calor externo oriundo das nanoparticulas. Finalmente, W;(¢) é a perfusdo sangui-
nea. Este termo ¢é responsével por modelar a transferéncia de calor convectivo entre
o tecido e o fluxo sanguineo sob o pressuposto de pequenos capilares e equilibrio
térmico local. As expressoes para Wj(¢) usadas neste trabalho estdo expostas na
Tabela 3.1 (LOUREIRO et al., 2014; REIS et al., 2016).

3.2.1 Nanoparticulas: fonte de calor

Apés a injecao das nanoparticulas, um campo magnético externo é aplicado para
excitar as nanoparticulas e a quantidade de calor gerada é simulada neste trabalho

através da Eq. (3.10), que é independente do tempo e é uma aproximagao de um
perfil gaussiano (SALLOUM et al., 2008).
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Figura 3.2: Barra heterogénea

Qr =) A /o (3.10)
=1

onde r; = ||x — x;|| é a distancia radial do ponto de injegao i, ;o é a distancia coberta
pelo calor gerado, A; é o valor maximo da taxa de geracao de calor volumétrica e n
¢ o numero total de pontos de injecao.

Entre muitos tipos de nanoparticulas com biocompatibilidade, os compostos de
6xido de ferro magnetita FesO, e maghemita v — F'e;03 sao bem estudados e seguros
(HILGER et al., 2005; MOROZ et al., 2002). O sucesso do tratamento consiste
em aumentar a temperatura no tecido cancerigeno acima de 43°C' por um periodo
de tempo especifico de forma nao invasiva. Isto é realizado pela injecao de um
fluido base biocompativel com nanoparticulas em varios lugares diferentes e com
diferentes concentragoes, o que permite um melhor tratamento de tumores com
formas irregulares, comprometendo minimamente o tecido saudavel. Desta forma, a
terapia com hipertermia por nanoparticulas magnéticas tem um excelente potencial

para ser usado sozinho ou em conjunto com outros tratamentos convencionais.
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Tabela 3.1: Taxa de perfusao sanguinea

Tecido Fungao (kg/s/m?)
(& — 45.0)2 )
0,4+1,4 —_ < 45°C
Pele Wp = T HAAP < 14.0 ¢<
1.8 ¢ > 45.0°C
(6 — 45.0) .
0,36 4+ 0,36 — < 45°C
Gordura Wg=1< "~ U sbexp ( 12.0 ¢ <
0.72 ¢ > 45.0°C
(¢ — 45.0)? 0
0,454 3,55 _ < 45°C
Musculo Wy =< oo ep ( 12.0 ¢ =
4.0 ¢ > 45.0°C
0,833 6 < 37.0°C
_37.0)*8
Tumor Wr =140.833 — ((ﬁ— 0< <4200
T 0.833 F133.0 37.0 < ¢ <42.0°C
0.416 b > 42.0°C

3.2.2 Discretizacao da equacao de Pennes

A discretizacao da equacao de Pennes pode ser realizada usando os operadores cons-
truidos no Capitulo 2. A geracao de calor metabdlica e a fonte de calor gerada
pelas nanoparticulas nos volumes de controle da malha sao representadas, respec-
tivamente, pelos vetores q,, e q, com dimensoes n, x 1, obtidas considerando seus
valores no centro de cada volume de controle. Foram definidas novas matrizes dia-
gonais, a saber, as matrizes C e C(¢) com dimensdes n,, X n,, onde C;; = (pic;) "' e
Cii = W(;)(cp)i/(pici) para cada Vj; a matriz L com dimensdes ns x ng, onde L;;
¢ a média harmonica das condutividades térmicas dos volumes vizinhos que tém F;

como face. Finalmente, usando os operadores discretos, podemos escrever

(CVZ"NF2LE;'N') + O(6)(9, ~ #) + Ca,, + Ca, = 2 (3.1)

Escrevendo a matriz CV 'NF2LF_ !N* = Y, os produtos Cq,, = me Cq, =T,

a Equacao (3.11) pode ser reescrita como.

Yo +C(o)(p, — ) +m+r = %—(f, (3.12)

onde ¢ é o vetor com dimensoes n, X 1 que tem a temperatura nos volumes de

controle com dimensoes n, x 1.
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3.2.3 Integracao no tempo

Para solugdo da Equagao (3.12) dois tipos de integracdo no tempo foram desen-
volvidas, um esquema explicito de diferencas finitas e um implicito com o uso do
método de Picard para linearizar o sistema de equacoes nao-lineares. Para este fim,
em primeiro lugar, o intervalo de tempo de interesse I é particionado em N passos
de tempo iguais, isto é, [0,tf] = ]Zgol (e thr1] com 0 =ty <t < ... <ty = ty,
At = tpp —tp = tg/N ety = (kgAt. Assim, o esquema explicito usando dife-
renca finita regressiva REDDY (2014); ZIENKIEWICZ e MORGAN (1983) pode

ser escrita como:
¢" = (I+ AtY — AtC (¢)) ¢" + AR (3.13)

onde R = C (¢k) ¢, + m+1F e ¢" = ¢ (t),). Por outro lado, o esquema implicito
usando a diferenga finita progressiva em conjunto com o método Picard (REDDY,

2014) pode ser escrito como:
(I— ALY + AtC (¢"1P)) @™ 104! = ¢F + AtRM1P (3.14)

onde p € Z7 significa iteracdo de Picard e R*? = C (¢k+1’p) ¢, +m + L
Devido a estabilidade condicional da abordagem explicita, o tamanho do passo

de tempo para o esquema usando uma malha OcTree é prontamente estimado con-

siderando o critério do método de diferenca finita padrao (MDF). No MDF, sob o

pressuposto de um meio linear e isotrépico, um critério de estabilidade da forma

% ( h%’jn + %) < % deve ser satisfeito para garantir resultados estaveis, onde h,,;,
¢ o tamanho minimo da borda da malha inteira (REIS et al., 2016). Pode-se obser-
var que esta restricao pode levar a um pequeno tamanho de passo de tempo para a
analise em uma grande quantidade de casos, exigindo um nimero excessivo de pas-
sos de tempo e, portanto, aumentando o esforco computacional. Por outro lado, na
abordagem implicita, um algoritmo incondicionalmente estavel é estabelecido. Em-
bora, nao haja restri¢oes para o tamanho do passo de tempo, a computacao vetorial
da temperatura nodal para cada etapa do tempo requer um procedimento iterativo
devido ao método Picard e, como consequéncia, a solucao de p + 1 sistemas lineares
precisa ser realizada. Ao contrario do esquema explicito, o procedimento iterativo
no esquema implicito permite um controle do residuo das equagoes que nos permite
obter resultados confidveis assim que o critério de convergéncia é cumprido, desde
que o passo de tempo seja de tamanho adequado. Além disso, o numero total de
iteracoes de Picard esta diretamente relacionado ao tamanho do passo de tempo,

bem como ao grau de nao-linearidade. O critério de convergéncia definido como
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H¢k+l,p+l_¢k+1,p
H¢H1,p+1

< ¢ é adotado aqui no método Picard para cada passo de tempo.

3.2.4 A Funcao Dano

O dano em um tecido vivo pode ser entendido como o fim das fungdes bioldgicas
das moléculas das células e de fluidos extracelulares deste tecido, que pode ocorrer
por consequéncia da elevagao da temperatura (DILLER, 1992). Uma equagao usada
para simulagao do dano do tecido em funcao da temperatura e do tempo de exposi¢ao

é derivada da equacao de Arthenius (WELCH, 1985) e pode ser expressa como:

Q= A/tf exp(—E/RT)dT (3.15)

onde ¢; ¢ o instante inicial de exposicao, ¢y o instante final de exposigao, A é uma
constante (3 x 10%s71), F é a energia de ativagao para a reacao (6,27 x 10° J/mol),
R ¢ a constante universal dos gases (8,314 J/mol K), T é a temperatura (K) em
funcao da posicao e do tempo e €2 é o critério de dano. Para um dano irreversivel
WELCH (1985), a partir de experiéncia com animais, concluiu que o valor 2 =1 é

um limite adequado.

3.2.5 Simulacoes numéricas e discussoes

Nesta se¢ao, a metodologia proposta ¢é validada pela analise de alguns problemas de
hipertermia tridimensional e os resultados sao comparados aos obtidos com o MDF
padrao. Para acelerar o tempo de execucao, foram utilizadas ferramentas computaci-
onais baseadas na biblioteca CUSP (BELL e GARLAND, 2012) para processamento

em GPU, onde as manipulacoes algébricas de matrizes esparsas sao realizadas.

Modelo com trés camadas de tecido e tumor elipsoidal

O processo de hipertermia serd simulado em um dominio computacional de dimen-
soes 0,1 m x 0,1 m x 0,05 m, com trés camadas (derme, gordura e musculo) e uma
regiao com a forma de um elipsoide que simula um tumor, conforme descrito na
Fig. 3.3. A malha OcTree foi construida com 58.783 volumes ctibicos de tamanhos
de aresta 0,00078125 m, 0,0015625 m, 0,003125 m e 0,00625 m (Figuras 3.4 e 3.5).

A malha OcTree construida é capaz de descrever a geometria do modelo estu-
dado com boa resolucao pois um refinamento é claramente observado no tumor e
nas camadas de gordura e pele. Vale ressaltar que, para uma malha regular repre-
sentar essa mesma geometria com resolucao equivalente, seria necessario uma malha

composta de 1.048.576 volumes de controle com tamanho de borda 0,00078125 m,
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Figura 3.3: Dominio da experiéncia numérica. Camadas de derme, gordura e
musculo e tumor na forma de elipsoide.

que é mais do que 17 vezes o nimero de graus de liberdade apresentado nesta malha
OcTree.

Na borda com x = 0,05 m, uma temperatura ¢ = 37° C é prescrita para simular
a temperatura do corpo, enquanto um fluxo de calor nulo é prescrito nas bordas
restantes. A temperatura arterial ¢, também é definida como 37° C. Os valores dos
parametros foram retirados da literatura (LANG et al., 1999; LOUREIRO et al.,
2014; MINKOWYCZ, 1996; REIS et al., 2016) e sdo apresentados na Tabela 3.2.
Quanto a fonte de calor, trés posicoes para a injecao de nanoparticulas sao conside-
radas aqui com os parametros mostrados na Tabela 3.3.

Para determinar a condigao inicial, o problema linear no regime permanente foi
resolvido sem o uso da fonte gerada pelas nanoparticulas (sem @, aqui apenas @,
é considerado) e considerando os valores médios W} das correspondentes funcoes
nao lineares W;. O sistema nao-simétrico de equagoes obtido é resolvido pelo solver
gradiente biconjugado estabilizado da biblioteca CUSP (BELL e GARLAND, 2012).
A Figura 3.6 mostra o campo de temperatura em uma Fatia plana y = 0,05 m com

a condicao inicial calculada. Vale lembrar que, no esquema numérico adotado, a
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Figura 3.4: Malha OcTree com 58.783 volumes de controle com quatro tamanhos
diferentes: Malha 3D.

FEH

Figura 3.5: Malha OcTree com 58.783 volumes de controle com quatro tamanhos
diferentes: Fatia plana em y = 0,05 m.
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Tabela 3.2: Parametros fisicos

Simbolo Unidade Derme Gordura Miusculo Tumor

Qm W /m? 420,0 420,0 420,0 4200,0
c J/kg°C 3600,0 2500,0 3800,0 4200,0
Ch J/kg?C 4200,0 4200,0 4200,0 4200,0
K W/m°C 0,40 0,21 0,45 0,55

P kg/m®  1200,0  1000,0 1000,0  1000,0
Wb kg / S / ng Wp WG WM WT

Wy kg/s/m?  1,3641 0,5049 1,8789 0,7579

Tabela 3.3: Parametros da fonte

Posigao A; 0

(0,030, 0,050, 0,050) 3,3 x 10° W/m?® 2,4 x 107° m
(0,030, 0,050, 0,066) 3,2 x 105 W/m?> 2,3 x 1073 m
(0,030, 0,050, 0,034) 3,2 x 105 W/m?® 2,3 x 1073 m

temperatura é constante em cada volume de controle e todas as figuras do campo
de temperatura sao apresentadas sem qualquer procedimento de interpolagao. Con-
forme discutido por REIS et al. (2016), as solugoes nao lineares e lineares para este
conjunto de parametros diferem muito ligeiramente.

Foram utilizados trés esquemas numéricos para simular o mesmo fenéomeno fisico,
um usando o método explicito identificado por “Exp” e outro com o método impli-
cito identificado por “Imp”, ambos usando a malha OcTree com quatro tamanhos
diferentes de volumes de controle. O solver gradiente biconjugado estabilizado com
pré-condicionador de Jacobi também foi empregado no implicito e foram necesséarias
entre 50 e 70 iteragoes para a convergéncia de cada sistema com uma tolerancia
de 1075, Para fins de comparacao, um outro esquema identificado por “Ref” com
uso de uma malha conforme regular com espacamento de grade correspondente ao
tamanho da menor borda da malha OcTree também ¢é empregado. Neste ultimo es-
quema, pode-se mostrar que existe uma equivaléncia completa do método de volume
finito com o método de diferengas finitas com malha intercalada (DORMY e TA-
RANTOLA, 1995a). Na verdade, este esquema possui equivaléncia completa com o
chamado esquema de malha intercalada equivalente, um esquema formulado usando
apenas um campo (temperatura neste caso) que considera implicitamente os fluxos
(DI BARTOLO et al., 2012; DI BARTOLO et al., 2015). Os parametros numéricos
adotados estdo na Tabela 3.4. E importante ressaltar que o mesmo passo de tempo é
empregado para os métodos explicito e de referéncia, devido ao menor espacamento.
Na verdade, embora a malha OcTree contenha volumes de tamanhos diferentes, o
menor desses volumes deve ser considerado para encontrar um valor adequado para

o tamanho do passo de tempo (At) devido a restricao de estabilidade do método
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Figura 3.6: Fatia plana em y = 0,05 m da condi¢ao inicial obtida pela solucao do
problema no regime permanente sem a fonte gerada pelas nanoparticulas. Escala de
temperatura em graus célsius.

explicito. Isso produz um valor de At muito pequeno, levando a uma simulagao
demorada. A estratégia de usar um método implicito, por outro lado, supera essa
desvantagem. Os métodos explicitos e implicitos levaram a resultados muito préxi-
mos, como pode ser visto por perfis em ¢t = 2000 s e t = 3000 s em linha reta na
dire¢ao do eixo x com y = 0,05 m e z = 0,05 m (Fig. 3.7). No entanto, o método im-
plicito apresentou uma excelente vantagem em termos de tempo de processamento,
uma vez que o desempenho da simulacdo do método implicito foi quase 30% mais
rapido do que o explicito. Para o critério de convergéncia do método de Picard,
e = 1075 foi adotado e, para cada passo de tempo, duas iteracoes foram suficientes
para alcancar essa tolerancia. A Figura 3.8 mostra a variacao de temperatura em
relagdo ao tempo no ponto (0 m, 0,05 m, 0,05 m) na superficie da pele, comparando

os trés esquemas.

Tabela 3.4: Parametros da simulagao

Esquema At(s) Passos de tempo N Volumes n,

Exp 0,75 4000 58733
Imp 250 12 58783
Ref 0,75 4000 1048576
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Figura 3.8: Variacao da temperatura no tempo em um ponto na superficie da pele

(0, 0,5, 0,5).

Um conjunto de instantaneos do campo de temperatura em alguns tempos no
plano xz com y = 0,05 m é apresentado na Fig. 3.9 comparando os esquemas “Imp”
e “Ret” para mostrar a difusao de calor em todo o tumor. Tendo em mente que uma
célula humana pode ser destruida durante uma exposicao a partir de 43° C, uma
linha isotérmica (linha preta) de 43° C também é plotada para melhor visualizar
a regiao sobre a qual as células podem ser danificadas. A linha branca, por outro

lado, mostra o limite (forma) do tumor na figura cortada. Ao analisar essas figuras,
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observa-se que o tumor pode ser destruido com sucesso, sem aumentar a temperatura

acima de 43°C no tecido saudavel.
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Figura 3.9: Fatias planas em y = 0,05 m para os esquemas numéricos Imp (acima)
e Ref (Abaixo) nos tempos 1000 s (esquerda), 2000 s (centro) e 3000 s (direita). A
linha branda determina o contorno do tumor e a preta a isotérmica em 43°C'. Escala
de temperatura em graus célsius.

Anadlise do dano

Neste exemplo, o processo de hipertermia ¢ simulado em um dominio computacional
de dimensoes 0,05 m x 0,1 m x 0,1 m, com uma camada de tecido saudavel e um
tumor esférico interno com 0,25 m de diametro no centro do dominio, conforme
descrito na Figura 3.10. A fungao dano sera considerada neste exemplo. A malha
OcTree é mostrada nas Figuras 3.11 e 3.12.

A malha OcTree construida tem 14.018 volumes ciibicos de tamanhos de lado
0,00078125 m, 0,0015625 m, 0,003125 m e 0,00625 m. A malha é capaz de des-

crever a geometria do tumor com boa resolucao e, ao mesmo tempo, reduz muito o
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Figura 3.10: Dominio do modelo.

nimero de volumes. Nesse sentido, uma malha regular para representar essa mesma
geometria com resolucao equivalente exigiria 1.048.576 volumes de controle com ta-
manho de lado 0, 00078125 m, que é mais de 70 vezes o ntimero de graus de liberdade
apresentado na malha OcTree. Foi usado At = 0,75 s para a andlise transiente.
Em relagao as condigoes de contorno, na fronteira que representa o interior do
corpo, é prescrita uma temperatura de ¢ = 37°C, enquanto os fluxos de calor nulo
sao prescritos nos demais limites. A temperatura arterial ¢, também ¢é definida
como 37°C. Os demais parametros foram retirados da literatura (LANG et al., 1999;
LOUREIRO et al., 2014; MINKOWYCZ, 1996; REIS et al., 2016) e sao apresentados
na Tabela 3.5. Quanto a fonte de calor, a posicao para a injecao de nanoparticulas é
(0,025 m, 0,05 m, 0,05 m) e os parametros A = 0,65 x 106 W/m? e ry = 9,0 x 1073.
Para determinar a condigao inicial, o problema em regime permanente foi resolvido
sem (@), e com o valor médio W} de perfusao sanguinea. O sistema de equacoes
obtido foi resolvido com gradiente biconjugado estabilizado. Para o solucao deste

sistema e também para a marcha no tempo foi utilizado a ferramenta CUSP, que
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Figura 3.11: Malha OcTree com 68.839 volumes com quatro diferentes tamanhos.

realiza as operagoes em paralelo com o uso de GPU.

Tabela 3.5: Parametros do Modelo

Simbolo Unidade Saudavel Tumor

Qm W/m® 420,0  4200,0
c J/kg°C  3800,0  4200,0
¢ J/kg°C  4200,0  4200,0
K W /m°C 0,45 0,55

p kg /m? 1000,0  1000,0
Wy kg/s/m® 18789  0,7579

A Figura 3.13 mostra o campo de temperaturas no plano y = 0,05 m em dois
instantes da simulagao, 1000s e 3000s. Nestas figuras a linha preta representa uma
isotérmica em 43°C e a linha vermelha o limite do tumor. A Figura 3.14 mostra o
dano nos mesmos cortes e nos mesmos instantes. Ja nestas figuras, a linha preta
representa uma curva onde o dano € igual a 1 e a linha vermelha o limite do tumor.

A simulagao do monitoramento da temperatura e do dano em um ponto interior
ao tumor com posi¢ao (0,018m ,0,05m ,0,05m) é apresentado nas Figuras 3.15 e
3.16. Observe que o regime estaciondrio em tal ponto é alcancado acima de 48°C,

temperatura acima da requerida nos tratamentos de hipertermia necessaria para
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Figura 3.12: Dominio do modelo e malha OcTree com 68.839 volumes com quatro
diferentes tamanhos: Fatia plana em y = 0, 05m.

ocorrer dano ao tecido quando exposto por um determinado tempo.

3.2.6 Discussoes

No exemplo que compara a simulacao numérica com malhas OcTree com o MDF
para um modelo com trés camadas e tumor com forma de elipsoide, uma simulagao
3D nao-linear de hipertermia utilizando nanoparticulas magnéticas em um tecido
vivo heterogéneo com base na equacao de biotransferéncia de calor de Pennes foi
investigada. O método de volume finito foi aplicado usando malhas OcTree. A téc-
nica de volume finito OcTree para discretizacao espacial tem algumas vantagens em
comparacao com esquemas que utilizam grade regular e malha nao estruturada. A
malha OcTree é relativamente facil de gerar em comparagao com malhas nao estru-
turadas e, ao mesmo tempo, permite aprimoramento local. A malha OcTree tem
uma boa relagao entre precisao e tempo de CPU. O refinamento local é importante
para uma boa representacao geométrica do tumor e tecidos, bem como para capturar
com maior precisao as variagoes de temperatura devido a gradientes altos como, por
exemplo, aqueles em torno de fontes concentradas. Além disso, a malha nao con-

forme é facilmente incorporada no esquema numeérico através do equilibrio de fluxo
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Figura 3.13: Cortes em y = 0,05 m do campo de temperaturas em 1000s (es-
querda) e 3000s (direita). A linha preta representa uma isotérmica em 43°C e a
linha vermelha o limite do tumor.
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Figura 3.14: Cortes em y = 0,05 m do campo da fun¢ao dano em 1000s (esquerda)
e 3000s (direita). A linha preta representa uma curva onde o dano é igual a 1 e a
linha vermelha o limite do tumor.
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Figura 3.15: Temperatura em relagdo ao tempo em um ponto na posi¢ao (0,018m,
0,05 m, 0,05m) no interior do tumor.
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Figura 3.16: Dano em rela¢do ao tempo em um ponto na posi¢ao (0,018m , 0, 05m
,0,05m) no interior do tumor.

nas faces; uma caracteristica nao encontrada em outros métodos numéricos, como
o método dos elementos finitos em que uma for