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��� ���������� ��������

� ������� ������� ����� ���������� �� ��� �� ���������� ���� ��� ����� ��

����������� ������������� �� ������ ��� ���� �������� �� ������ ���� ���� �������

������ ������� �� �������� �� ��������� ������������

vi =
dri
dt

, �����

mi
dvi

dt
= f ���i + f ���i , �����

���� mi � � ������ ri � ����� ������� � vi � ����� ���������� �� ��������� i� f ���i ���

�� ������ �������� � f ���i �� ������ �� ��������� ����� ���������� ������� �� ������ ��

��������� i�

�� ���� � ����� �� ��������� ����� �� ���������� � �������� ��� ��� �����

��



������ ���� ������������� �� ���������� �� �����������

������������ FC � ��� ����� ����������� FD � ��� ����� ��������� FR�

f ���i =
�

j �=i

Fij =
�

j �=i

FC
ij + FD

ij + FR
ij �����

���� Fij � � ����� �� ��������� i ������ � ��������� ��� � ��������� j� ��� � �����

�� ��������� � Fji � �� ������� ������ �� Fji�

� ����� ������������ � ���� ����

FC
ij = aijw

c(r)r̂ij �����

���� aij � ��� ��������� ��� ���������� � �������� ������ ����� �� ���������� �

wc(r) � ������ �� ���������� ������� ����

wc(r) =




1− r

rc
, r < rc

0, r ≥ rc.
�����

����� rij = ri − rj� r = |rij| � r̂ij =
rij
r
�

� ����� ����������� � ���� ����

FD
ij = −γwD(r)(rij · vij)r̂ij �����

���� γ � ��� ���������� wD(r) ��� ������ �� ���������� � vij = vi − vj�

� � ��������� � ����������� �����

FR
ij = σwR(r)ξij r̂ij �����

���� σ � ��� ���������� wR(r) ��� ������ �� ���������� � ξij ��� �������� �����

����� ��� ������������ ��������� ��� ������ ����� ����� � ���� � ��������� ����� �

��



��

� ����� ��������� ���������� �� ��������� �������� �� ������� � ������� �

����������� �� �������� �� �������������� � ����� ����������� ���������� �� �������

�������� ������ �� ������� ��������� � ��� ������������ � ������ ��������� ������

������ ������ � ����������� �� ������� ������� �� ��� ����������� ��������

����������

���� ����� ���� ������� ��� �������� ��� ������� � ������ ������ ��� ��

������ ����������� � ��������� ����� ���������� �� ��������� ���������

wD(r) = [wR(r)]2; �����

γ =
σ2

2kBT
�����

���� kB � � ��������� �� �������� � T � � ������������ ����� �������� �����������

� ������� �� ������������������� ���� � ����

���������� ������ � ������� ����� ������������ � ��������

����� ��� � ���� ������

wD(r) = [wR(r)]2 =





�
1− r

rc

�2

r < rc

0 r ≥ rc.

������

��� ���������� �� ���

��� ������� ������ ��� ���������� ���� � ������ ��� � ��������� ��� �����

� ������ ������� ���� ���������� ����� ������������ �������

����� ��������� �� �������� aij

� ��������� �� �������� ���� ��� ����������� ������������ � �����������������

�� ����� �������� ��� �� ����� ����� � ����������������� ������������ �� �����

� ���� ����

k−1 =
1

kBT

�
∂p

∂n

�

T

������

����� ��� � ������� ���� ��� ���������� ����

p = ρkBT + λaijρ
2 ������

���� ρ � � ��������� �������� � λ = 0, 101 ± 0, 001� ����� � �����������������

������������ � ���� ����

k−1 = 1 +
2λaijρ

kBT
������

��



���������� ��� � ����������������� ������������ ����������� �������� � �������

��������� ��� ������ ��� a = 75kBT/ρ�

����� ��������� �� ����� ��������� σ

����� � ������ ������ ������������ � ������� �� ����� �� ����� �Δt�

� � ��������� σ ��������� � ����������� �������� �kBT � ���� ���������� �������

������ ����������� ���� ����� ��� ��� ��� ���������� ����� � ����� ���� �

������� �������� � ����������� �� ���������� ������������ � ��������� ��� ������

� �������� � � ������� ��� ������� ������� ������ ���� �� ������� Δt = 0.04 � σ = 3�

��� � ������������ �� σ� � ����� �� γ � ��������� ���� ������� ������ ���� ���

����������� �������� ������������

��� �������� ���������

�������� ��������� ��� ��������� �� �������� �������������� ���� � ��� �����

�� �������� ������ �� ������ �� �� ����������� ��������������� ����� ��������

������� � ������� ��� ������������ ��������������� ��������� �� �������� ���������

������������

• ���� ������� ��������� �� ����� �������� �� ����� �� ������� ������� �� �����

� ����������� ������������ ����� ����� �� ����������� ������� � ����������

• ��������� �� ���������� ���� ������ �������� ��������� ���� ����� �������

��� ��������� �� ��������

�� ���������� �� ��� ������� �� ������� ��������� ���� ����� �� ����������

��� ������ ��������� Lx � Ly � Lz � �� ��������� �� �������� �� ����� �� ���������

� ��� ������� ��� ���� ��� ����� ������� �� ���������� � �� ���������� ��� �� ������

�������� ��� ������ ����� � ����� ���������� rx� ry� rz ���� ����������� �� �����������

�� ����� ������� �� ����� ����� �� ��������� �ri�� � r�ldx � r
�ld
y � r

�ld
z �� �����������

�� ����� ������� �� ����� �������� �� ��������� �r�ldi ��

����� ��������� ���������� �� ��������

��������� ���������� �� �������� ��� ���������� ���� ���������� � ����� �� ���

������� �� ����� �� ����� �� ���������� �� ����� ����� ������ �� ������� ������ ��

���������� �� ����������� �� ��������

� ������ ��� ���������� ����� ���������� ���� �������� � ����� �� ����������

������������ ��� �� ����� �� ����� ������� �������� ��������� ��������� ���� � �����

��



�� ���������� ��� ��������� �� ����� �� ��������� ������ ��������� �� ���������

����� ������ ��� ��������� ��� �� ����� �� ���������� ��� ����� ��������� ����� ��

����� �� ��������� �� ���� ������� ��� � ����� ���������� ������� ��� ����� �����

�� ������ ����������� ����������� � ���� �� ������ � ��������� ����� �� ����������

������ �� ����� ��� �� ��� ����� ���� �� ������

������ ���� ������������� ��� ��������� ���������� �� �������� �� ����
���������� � ����� �� ��������� ���� �� ����� � �� �������� �� ����������������

�� ���� � ���� ������

�� ���������� ��� ���� �� ����� ��� ���� �������� ����������� �� �������� �����

������� ������
rx = r�ldx modLx,

ry = r�ldy modLy,

rz = r�ldz modLz.

������

��� � ���������� ��������� �� ���� ����������� ���� ���� �������� �� ���������

�� ����� � ���������� �� ��������� ��� ������� �� ����� �� ��������� � � ����� ���

� ���� �����

����� ��������� �� �������� �� ������������

��������� �� ������������ ����� � �������� ����� ��� ���������� ���� ���

����� � ������� �� �� ������ �� ������������� ������ ��������� �� ������� ��

��������� ��� ����������� ��� ��������

���� ����� � ������ �� ������������� �� ������� x ���� �������� �� ������ ����

�� ��������� �� ������������ ���������� ��� �� �������� �� ������� ����� � ������

�� ����� �� ��������� �� ����� ��� ���������� ��������� �� �������� ��������

��



������ ���� ������������� ��� ��������� �� ����������� �� ���� ���������� �
����� �� ��������� ���� �� ����� � �� �������� �� ������� ��������� �� �����

�������

������� ������� ���� �� ���������� ��� ������ � ����� �� ���������� ��� �����

��������� �� ���� y� �� ��������� �� �������� ���������� ��� ���������� ����� �����

� ��������� ���������� �� ���� ������ ��� � ����� ���������� ������� ��� ���� � �

��� ������� � ���������� ���� �������� ��� �������

�� ��� ��������� ����� � ����� �� ��������� ����� ����� ��������� �� ���� x� �����

��� ��������� ������� �� ����� ���� ���� ������� ����� � ��� ������� � ����������

����� ��� ���������� ���� ���������� ��� �� ������ ���������� � ���������� ����� ��

��������

��������� � ������� ����������� �� ������ ���� � ��������� � ����� � ����

��������� ���� ��� ���� �������� ���� ���� �������� ����� �� ����� ��� ���� �� ������

����� ��� ��� ���������� −VS �� ������� �� ���� x� ��� ������� �� ����� ����

�� ��� ���� ��� ��� ������� � � ���������� x �� ���������� ����������� ����

������ � ��������� � �������� ��� � ��������� �� � � ��� ������ �� �������� ���

� ��������� ��� ���� �������� �� ������� ������ � ���������� ��� ���������� ���� ��

����� �� ���������� ��������� �� �������� � ����������� ��� ������� ���� ����������

� ������������ ��� ������ ���������� � ����������� ����������� �� �������� ���������

���� �� ����� ��� � ����� �������
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������ ���� ������� �� ����� �� ��������� ��� �������� �� �������� ��
����������� �� ���� ���������� � ��������� ����� ���� ������ �� ����� ��
��������� � � ��������� ���������� � � ������ �� ��� ��������� �� �������� ��

������ ��������� �� �������� �� ��� �������

� ������������ Δx ��� ���������� �� � �� � ������������ � ���������� ��� ���

�� ������ ���������� � ���������� �� ����� �VS� � �� ����� ������������ �δt�� �

��������� ��� ��� �� ����� ����� ����� ��������������� �� ���� y � �� ������� ��� �

���� �������� � � ����������� x �� ���������� �Vx� ����������� �� �������� �����

��������� �� ���� ������

rx = r�ldx ± 2VSδt,

ry = r�ldy modLy,

rz = r�ldz modLz,

Vx = V �ld
x ± 2VS.

������

� ����� �������� ���� ��� ����� ���� ���������� ��� ���� ���� ���� �������� �

������� ����� �� ����� �� ���������� �������� � ����� �������� � ����� ����

���������� ��� ���� ���� ���� �������� � ������� ������ �� ����� �� ����������

��



��� ������� �� ���������� ���� � ���

������������ � ������� ������ � ������� � ������ ������ ����

������� � ������ �� ����� ���� �������� �� �������� ����� ���� fi = f ���i + f ���i ��

���� ������ � ����������� �������

��������� �� ������ �� �����
�������� ��������� ��������� ri(t0) � vi(t0)� ����� �� ����������� Δt

������

���� ���� ����� �� ����� ����

���� i = 1 ��� ����� �� ���������� ����
��������� � �������� ri = ri +Δtvi

��������� � ����������� vi = vi +Δtfi
��

�������� � ��������� ����� fi
��

��

����������� � ��� ������� �� ���������� �������� ����� �� ����������� � ��� ���

� ����������� �� ������� �� ���������� �� ����������� �� ���������� ���������� ��

������� �� ����� �� �����������

����� � ������ ������ ���������� ��� ������ ��������� �� ����������

���������������� ���� ���� �������� � �������� �� ���������� ���������� �� ���������

λ� ���������� � ���������� �� ���� �� ����� �� �����������

� ��������� �������� �� ����� � ������ ������ � ����������� �������

��������� �� ���������� �� ����� � ������ ������ ����
�������� ��������� ��������� ri(t0) � vi(t0)� ����� �� ����������� Δt�

��������� λ

������

���� ���� ����� �� ����� ����

���� i = 1 ��� ����� �� ���������� ����

��������� � �������� ri = ri +Δtvi +
1

2m
(Δt)2fi

�������� � �������� �� ����������� �vi = vi + λ
1

m
Δtfi

��

�������� � ��������� ����� fi ���������� �vi

���� i = 1 ��� ����� �� ���������� ����

��������� � ����������� vi = vi +
1

2m
Δtfi
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����� ������ � ��������� λ ���� ��� ������������� ����������� ���� ����

��������� ������� � ������ ������ ����������� � ����� �� λ = 0, 65 ����

����� � ������ ���� ���������� �� ������ �������������� ��������� � �������� ��

������ �� ������������

������ �� ��� ������ ���������� �� ������ �� ���������� �� ��� �����������

��� ������ ������������ ��� �� ����������� ������������ �������������� �������� ������

�� ����� ������� � ���������� � ������������ �� ������������ ���� ������� ���

� ����� λ = 1 ���� � ����� ���� � ������� ��� ������ �������� �����������

�� ��� ������ ���������� ��� ����� λ = 1/2 ����� � ������ ������� �������������

� ���������� �� ���������� � ������ ��� � λ = 1
2
� ��������� ���� ������

����������������������

� ������ �� ������ �� ��� ������ � ���� �������

��������� �� ���������� �� ������ �� ��� ������ ����������� �������

���� λ = 1/2�
�������� ��������� ��������� ri(t0) � vi(t0)� ����� �� ����������� Δt�

��������� λ

������

���� ���� ����� �� ����� ����

���� i = 1 ��� ����� �� ���������� ����

��������� � �������� ri = ri +Δtvi +
1

2m
(Δt)2fi

�������� � �������� �� ����������� �vi = vi + λ
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� �� �� ������� �� ������������ �������� �� ������ � �� ���� ����������

� ��������� �� �� ����� ��� �������� ������� �� ���������� ������ ��� �����

� ������ �������

� ������� � �������� ��� 4.000 ���������� ����������� �� ��� ����� �� ���������

��� ��������� ��������� � � ��������� � ������ �������� �� ��� ��� �� ���������

����������� rc = 1� mi = 1� aij = 25�γij = 4, 5 � ����������� �� ���������� kBT = 1�

� ������� �� ����� �� ����� �Δt� � � ������ ����� �� ������ �� ����� �Nt� ������
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���������� ����� ��������� ���� � ������� ��� ���������� ������� �� ����� ����� ���

������������ ������������ � ������ �� ������ �Pe�������� ������� � � ������������

�� ���������� ������ �� ������� �φ��

��� ��������� ���������� �� ���� ��������� ��� �� ��������� ���������� �����

�� ���� ������ rc = 1� mi = 1� aij = 25� γij = 4, 5 � � ����������� �� ����������

kBT = 1� ������������ � �������� �� ����� �� ���������� � ��������� β � �����

�� ���� � α ������ ���� ��� ���� �������� �� ������ �� �������

� ����� �� ��������� ������ ��������� ������� � � ������ ����� �� ����������

� ����� � ������� � ����� �� ����� ��������� � Δt = 0, 003 � ��� ���������� 2�106

���������� ������ �� ��������� ���������� �� ����������

���� � ���������� ��������� �� ��� ������������� ���� �������� �� ����� ������

���� � �������� �� ����� �� ���������� uM � ������������� � ������ ���������

�� ���������� �������� �� ������ ���

�� ������� ������� ���� �� ����� �������� ��� ���������������� �������� ���

����������� ��� ���� �� ��� �������

� ����� ���������� ��� ��������� ������������� � �� ����� �� ���������� ���

������������ �� ������ ���

������� ��� ���� � ���� �� ��� φ = 0, 1 � Pe = 1, 11 ��� �� ������ � ����

��������� ���� �� ��������� ������� ��� ���������� ������������ ��� ���� �� ���

������� ��������� ��� ���� ���� ������� ���� �� ����� ��� φ = 0, 1 � Pe ������ ��

��������� 1, 1 − 1, 9 � 2, 1 − 2, 2 ������������� �� ������ ���������� �� ���������
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������ � ������ ���� �� ����� �� ��� φ = 0, 2 � Pe = 1, 3 �� Pe = 1, 5�

����� ���������� ������ ������������� ����� ������� ���� φ � Pe ��� � �� ����

� ��� ��������� � ���� ��������� �� ������ ����� ����� ����� �� ��� φ = 0.1 � ����

�������� ������ � � ���� ���������� � ���� φ = 0, 2 �������� �� ���� ������������

���� ������� �� ���������� ����� �� ���������� ������� ���������� �� ���� �������

���� ����������� ��� �� ������� ������ � �� �� ������� � ����� ������������� �

���������������� � ����� �� ����������

����� ���� ���������� �� ���������� �� ���������� �� ������ � ��������� �

������� �� ����� �� ��������� ���� ������ ������� ������ � ����� ��������� ��

����������� � ������ ����� ����� ��� �������� ���� N = 6.250� �� ���������� �����

��������� ��� ������������ �� ������ ����

����� ���������� ������� ���� �������������� � ������� �� ���������� ��������

��������� ��� �������� ������� ���� ������� ���� �� ��� ������ ��������� ��� �

���������� �� ���� ��������� ���� ������ �������������� ��������� � ���������� ���

���������� ���������� ���� �� ������������� � ������� ����� ����� � �������� ��� ����

������ ������ ������������ �������������� ��� ���������� �� ��� ���� ������� �
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���� � ������� �������� ���� ������� � ����������� ���� ��� ��������� ��� �

�������� ��������� ���������� � ����������� �� ������ �����

η = �Sxy�t
Ly

2Vs

�����

���� Sxy � � ���������� �� ������ S ��������� �� ������������� η � ������������

Ly � � ������ �� ����� �� ��������� � Vs � ���������� ��� ��� �� ������ �� ��������

�������� � �������� �� ���������� ��� ��������� �� ������������� ��t ���������� �
����� ���������
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������ ���� ������������� �� ����� �� ���������� �� �� ���������� �� �������

����� ���� �� ������ ������� ���

���� ������ �������� �� ������� ��� ��������� �� ������������ �� ���� ���

��������� � ��������� �� �� ����� ��� ���������� �������

������� �� �������� � ����������� ������� ����� ��������� ����������

��� �� ��������� ����������� rc = 1� mi = 1� aij = 25� γij = 4, 5 � � �����������

�� ���������� kBT = 1� � ����� �� ��������� ������ ��������� �������� � � ������

����� �� ���������� � ����� � ������ � ����� �� ����� ��������� � Δt = 0, 01 �

Nt = 50.000�

�� ��������� �� ������������ ����� ���������� � �� ����������� Vs ����������

���� ���� ���� ���� � � ���� �� ����� �� ���������� � ����������� �� �������� ���

������� ���� �������� �� ����� ������ � ������ ��� ������ �� ����� �� ����������

�� ������� x � �� ����� �� ����������� �� ��������

���������� ��� ����� ��� ������ �� ����� �� ���������� ����� �� ����� ������

�� ������ ��� ������� ���������� ���� ���� ������ ������ � ����� FD �� ���� ����

��� � ������������ � ����������� ���������� �� ���������� �� ����������� ��� �������

������ ��� ��������� ������� �� ������� ��� �������������� �� ������� �� FD ��

������ ����������� ������� ��� ��� � ����� ����������� ������ ������� �� ��������

��������� � ���������� ��������� ����� �� ������� �� ��������� �� ���������� �� ���

��������� ��� ������� � �������������� ������� ����� ���������� �� ����� ����������

� ��� ����� ����� ������� ��� ���������� �� ����� ���� �������� ��� ������� ��������

��� ������ �� ����� �� ����������

������� ���������� ������� �������� � ����������� ������� ����

�� ������� ������������ �� Vs� �� ������ ��� �������� � ����� ��� �������������

���� ������ ���� ������� �������� �� Vs� ����� ������� ��� ����������� � ���� ���
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������ ���� ����� �� ���������� � ������������ ������� ���� VS ����� 0.2− 1.2

����� ����� ��������� ���� �������� �� ������� ��� ������ ����� ���������� ��� �����

��������� ����� ���������

� �� �� ���������� �� ������� ������ �� ������� Vs� ����� ���������� �������

���� ����������� �� ���������� ���������� � ������������ � ���������� Vs ����� ����

�� ��� � ��� � ������ ��� ������ �� ��������� ��������

������������ �� ���������� ���� ������� ������ �� Vs� ��������� �� ������� ����

������ �� ������ ��� �� ������������ ���� ������ �� �������� � ����� ������ ���

�������� � ����������� �������
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������ ���� ����� �� ���������� � ������������ ������� ���� VS ����� 1.0− 10.0

����� ���� �� ��������� �� ���������� ������

���� ������� � ������ �� �������� �� ���������� �� ����������� �� ����������

����� ���������� ������������ ����������� � ������������ ��� ���������� ������� �

���������� Vs ���������������� ������ ����� �� ������������� � � ������ �� ������

�� ��������

����� ��������� ���������� ��� �� ��������� ���������� ���� ����� ����� ��

���������� rc = 1� mi = 1� aij = 25� γij = 4, 5 � � ����������� �� ����������

kBT = 1�� ����� �� ��������� ������ ��������� �������� � � ������ ����� ��

���������� � ����� � ����� � ����� �� ����� ��������� � Δt = 0, 01 � Nt = 50.000�

��� ���������� �� ��������� �� �������� �� �������������
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Vs = 0, 2 Vs = 0, 5 Vs = 0, 8 Vs = 1 Vs = 1, 2

η ���� ����� ����� ����� ����� �����

������ ���� ������������ ������� ���� ���������� Vs

� ��������� � ������ �� ������ �������� ��� ���� ��� � ���� � ������������ ������

����� ��� ���� ���� ��� � � ���������� Vs ����� ����� ���� ���� ���� ��� � ����

�� ������� ��� ����� � ������� ��� ������� � ������ �� ���������� �� ��������

���� � ������������ �� ������ ���� ��� ������ ������ ����� �� ���������� ��������

��� ������ ���� φ = 0, 3�
Pe = 0, 5 � Vs = 1

��� ������ ���� φ = 0, 3�
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φ = 0, 2� Pe = 2, 0 � Vs = 0, 5 �����
φ = 0, 3� Pe = 1, 5 � Vs = 0, 5 �����
φ = 0, 5� Pe = 2, 0 � Vs = 0, 5 �����
φ = 0, 1� Pe = 1, 5 � Vs = 0, 8 ������
φ = 0, 1� Pe = 2, 0 � Vs = 0, 8 �����
φ = 0, 3� Pe = 2, 0 � Vs = 0, 8 �����
φ = 0, 5� Pe = 0, 5 � Vs = 0, 8 �����
φ = 0, 1� Pe = 0, 5 � Vs = 1 �����
φ = 0, 1� Pe = 2, 0 � Vs = 1 �����
φ = 0, 3� Pe = 2, 0 � Vs = 1 �����
φ = 0, 5� Pe = 0, 5 � Vs = 1 �����

φ = 0, 1� Pe = 1, 25 � Vs = 0, 8 ����
φ = 0, 1� Pe = 1, 25 � Vs = 1 ����
φ = 0, 5� Pe = 1, 11 � Vs = 0, 5 ����
φ = 0, 5� Pe = 1, 11 � Vs = 0, 8 �����
φ = 0, 1� Pe = 1, 11 � Vs = 1 �����
φ = 0, 1� Pe = 1, 11 � Vs = 1 ����
φ = 0, 3� Pe = 1, 11 � Vs = 1 ����
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