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Devido a sua grande aplicabilidade nas mais diversas areas, as pesquisas relacio-
nadas a géis poliméricos tém ganhado destaque. A predicao de mecanismos de falha
devido a nucleacao e propagacao de trinca é objeto de grande interesse na engenha-
ria e por isso, muito esforco tem sido empregado para modelar as propriedades dos
géis e assim avaliar sua resisténcia a fratura. Em particular, a anélise dos fendmenos
que ocorrem na ponta de uma trinca em um gel sao importantes para o calculo da
integral-J. E proposto um modelo de pequenas deformagoes de um gel submetido ao

modo I de carregamento para compreender as caracteristicas desse fenomeno.
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Due to its great applicability in different areas, research related to polymer gels
returns to spotlight. The prediction of failure mechanisms due to crack nucleation
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Introducao Geral e Motivacao

Hidrogéis sao compostos por cadeias poliméricas reticuladas que formam uma rede
tridimensional e por pequenas particulas de solvente (ﬁgura, nesse caso a agua,
que podem migrar dentro dessa rede. A resposta dos hidrogéis a forgas externas
ou estimulo quimico, por exemplo, é geralmente um processo transiente envolvendo
a difusao do solvente e a deformacao mecanica, que sao acopladas por interagoes

mecano-quimicas entre a cadeia polimérica e o solvente.

. ol .
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Figura 1.1: Representacao de um hidrogel.

Nos tultimos anos, a poroelasticidade tem ganhado grande destaque, se tornando

uma area de pesquisa muito ativa. Devido a sua grande biocompatibilidade e bio-

degradabilidade (GUO et al. 2016) associada a sua capacidade de permeagao por

agua ou moléculas de solvente (LONG e HUI| |2016)), os hidrogéis tém sido utilizados
na agricultura (GUILHERME et al., 2015, RUDZINSKI et al., [2002), como aditi-
vos alimentares (CHEN et al| 1995), em farmacos (KASHYAP et all 2005), em
implantes biomédicos (CORKHILL et al/, [1989), na engenharia de tecidos
MOONEY] 2001)), no reparo e regeneracao de tecidos e érgaos (HOFFMAN, 2012)),
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para drug delivery (JARRETT et al, [2015; DE LIMA et al., [2015), e em diver-
sas outras aplicacoes. A teoria da poroelasticidade também tem sido aplicada a
uma grande quantidade de materiais com comportamento similar a hidrogéis, den-
tre os quais estao os tecidos moles que compoem os seres vivos, como cartilagens e
musculos. Uma pesquisa conduzida por (VARDAKIS et al}2016)), utiliza a teoria de
poroelasticidade e mostra que a partir do conhecimento dos fendmenos de transporte
e da dinamica cerebral, varias doencas poderiam ser melhor compreendidas.

Os hidrogéis também sao capazes de reagir a alteragoes no pH, na tempera-
tura, na luz, na glicose, entre outros. Ante a forcas mecanicas e/ou estimulos do
ambiente (temperatura, umidade, etc), os hidrogéis sao capazes de sofrer difusao
do solvente bem como grandes deformacoes reversiveis da rede polimérica devido
a viscoelasticidade. A presenca do solvente no intersticio da rede polimérica faz
com que o comportamento mecanico do sélido seja alterado. Essas alteracoes po-
dem ocorrer nas propriedades elasticas do sélido (coeficiente de Poisson e médulo de
elasticidade), nas propriedades plasticas (tensao de escoamento), nas propriedades
associadas a resisténcia (energia de coesdo) bem como a indugao de mudanca na
estrutura cristalina (mudanga de fase ALFA para BETA).

Em um passado recente, hidrogéis sintéticos eram frageis e nao suportavam gran-
des deformagoes (GUO et al., 2016), entretanto, grande avanco tem sido feito para
torna-los mais resistentes de tal forma que possam suportar ou até mesmo gerar
forcas mecanicas. Exemplos desse tipo de aplicacao incluem cartilagem artificial
(YASUDA et all 2005)), selantes autonomos para canal microfluidico (BEEBE et al.|
2000; [DONG e JIANG, 2007), pocos de petréleo (CAI et al., [2010)), soft actua-
tors (IONOV, [2014; LEE e KONST) 2014) e condutores ionicos extensiveis (KE-
PLINGER et al., [2013; |CHEN et al., [2014). Para essas aplica¢oes, o conhecimento
das propriedades mecanicas do hidrogel é indispenséavel pois certos parametros sao
criticos para garantir que ele nao frature (figura [1.2)), fazendo com que perca sua
funcionalidade ou até mesmo desenvolva reagoes clinicas adversas.

A maioria das fraturas macroscépicas originam-se a partir de pequenas desconti-
nuidades no material, como por exemplo, as trincas. A forma com que essa trinca se
propaga também é de grande importancia. A figura mostra um estudo apresen-
tado em (TONSOMBOON et al., 2017) no qual a fratura de um hidrogel é avaliada
quando este é reforcado com fibras colocadas em véarios sentidos diferentes. Essas
fibras imitam o colageno e tém por objetivo aumentar a resisténcia a propagacao da
trinca.

A predicao de mecanismos de falha devido a nucleacao e propagagao de trinca
é objeto de grande interesse na engenharia e por isso, muito esforco tem sido em-

pregado para modelar as propriedades dos hidrogéis e assim avaliar sua resisténcia

Disponivel em: https://www.simm.espci.fr/spip.php?article250lang=fr



Fonte: Sciences et Ingénierie de la Matiere Molle Physico-chimie des Polymeres et
Milieux Dispersés [[]

Figura 1.2: Fratura em um hidrogel.

(e)

Fonte: (TONSOMBOON et all, 2017).

Figura 1.3: Padrao de trinca em um hidrogel alginato enriquecido com (a) nenhuma
fibra, (b) fibras alinhadas a 90° em relacdo ao carregamento (c) fibras alinhadas a
45° em relag@o ao carregamento (d) fibras alinhadas na diregdo do carregamento (e)
fibras cruzadas 0°/90°.



a fratura.

1.2 Objetivos

Os objetivos principais deste trabalho sao: avaliar através de simulagao computa-
cional e solugoes analiticas, a influéncia do solvente em géis poliméricos trincados
submetidos ao modo I de carregamento e relacionar as quantidades Jy;p € J¢q,. Essa
relacao ¢ muito importante pois experimentalmente, somente é possivel calcular
Jtar, quando na verdade quem promove a trinca é Jy;,. Para o cumprimento deste

objetivo geral, definem-se os seguintes objetivos especificos:

e Apresentar as leis de balango no contexto da Mecanica do Continuo e sua

especializacao constitutiva para modelar o comportamento de géis poliméricos;

e Apresentar a linearizacao das equagoes de governo e correlacionar a teoria

linear e a teoria nao linear;

e Apresentar as leis de balanco na ponta da trinca, bem como as relagoes validas

para essa regiao;

e Derivar equagbes para o calculo da integral J em diferentes contornos (Jy;, e

Jfar) pelo balanco de energia;

e Derivar uma equagao para o calculo do termo relacionado a nao homogeneidade
do material (f);

e Apresentar a solucao analitica para os campos de tensao e deformacao proposta
por (HUI et al., 2013);

e Utilizar a solucao analitica proposta por (HUI et all [2013)) para calcular de

forma analitica o valor da integral J (Jup € Jyar);

e Implementar um modelo computacional capaz de simular o comportamento de
um hidrogel e obter o valor da integral J (J¢,,) e do termo de nao homogenei-

dade do material;
e Discutir a influéncia dos parametros do hidrogel no valor da integral J.

Dessa forma, a partir do objetivo geral e do conjunto de objetivos especificos, é
possivel gerar uma ferramenta computacional para calcular a forca motriz para pro-
pagacao de uma trinca e também avaliar o termo relacionado a nao homogeneidade
do material. Essa ferramenta também possibilita uma melhor compreensao de como

os parametros do hidrogel influenciam o comportamento da trinca.



1.3 Contetudo da Dissertacao

Em sintese, este trabalho inclui a apresentacao e derivacao da formulacao das leis de
governo de géis poliméricos trincados. A partir dessa formulacao, é realizada uma
simulacao numérica desse problema e, em paralelo, é calculado de forma analitica
a forca motriz de propagacao da trinca. Em seguida, os resultados obtidos sao
discutidos. Essa dissertacao esta organizada da seguinte forma:

O Capitulo 1 introduz o tema de pesquisa, a motivagao, o conteudo, a estrutura
da tese e a revisao bibliografica de hidrogéis.

No Capitulo 2 sao apresentados os balancos de massa, de momento linear, de mo-
mento angular, de energia e a desigualdade de entropia. Em seguida, é apresentada
a teoria constitutiva geral e uma especializacao da teoria para o caso de hidrogéis.
A linearizacdo das equacdes de governo também é apresentada, bem como uma
correlacao entre a teoria linear e a teoria nao linear.

No Capitulo 3 é feita uma breve introducao a mecanica da fratura linear elastica
(MFLE). E introduzida a cinemdtica dos corpos trincados e as relacdes utilizadas
para o calculo de derivadas, integrais e o teorema do transporte na ponta da trinca.
Todas essas relacoes sao indispensaveis para para o calculo da integral J. Por fim, é
apresentado o cédlculo da integral J em diferentes contornos (Jy, € Jgar).

No Capitulo 4 é apresentada a solugao analitica proposta por (HUI et al., 2013
para um gel polimérico, isotrépico, incompressivel, com uma trinca pré-existente,
sob o Modo I de carregamento. Em seguida, a formulacao forte do problema é
convertida em uma formulacao fraca.

O Capitulo 5 traz em detalhes a implementagao numérica do modelo no soft-
ware COMSOL Multiphysics e os resultados obtidos a partir da solugao numérica e
analitica. E ilustrado com graficos como acontecem os fenomenos acoplados e qual
a influéncia de cada parametro do gel no cdlculo da integral J.

No Capitulo 6 sao apresentadas as conclusoes da dissertacao e as recomendagoes

para trabalhos futuros.

1.4 Revisao Bibliografica

O transporte de massa em sélidos elasticos data de 1906 (GIBBS, [1906)), quando foi
formulada uma teoria termodinamica de grandes deformagoes em um sélido elastico
capaz de absorver fluidos, assumindo que o sélido e o fluido estivessem em equilibrio.
(BIOT) [1941)) combinou uma teoria termodinamica similar, na qual foi usada a Lei
de Darcy para modelar o movimento de um fluido em um sélido elastico poroso.
A teoria resultante ficou conhecida como Teoria da Poroelasticidade e tem sido

amplamente utilizada, sendo aplicada a problemas que variam desde a compactagao



de solos a deformacao de tecidos bioldgicos. Desde entao, a literatura tem sido
frequentemente revisada (WANG, 2000; COUSSY}, 2004; CRETON e CICCOTTI,
2016).

Tanto a teoria linear da poroelasticidade quanto a teoria nao linear dos géis po-

liméricos tém sido propostas para modelar a resposta transiente de hidrogéis sujeitos

a diversas condi¢oes quimicas e mecanicas. (TANAKA et al, 1973) considerou o gel

como uma mistura de sélido e liquido com interacao através de um coeficiente de

friccao e propos uma equacao linear para a difusao. Outra abordagem linear foi pro-

posta por (SCHERER] 1989)), na qual um gel é modelado como um meio continuo,

com concentragao de solvente e pressao no poro.

A teoria linear da poroelasticidade também tem sido utilizada em combinagao
com medidas experimentais para caracterizacao do comportamento mecanico e das
propriedades de transporte de géis poliméricos (HUI et al., [2006; GALLI e OYEN]

2009: [HU ¢f all, POT0: [YOON ef o), 2010 CHAN ef all, 2012: KALCIOGLU ¢f all,
2012; VAUGHAN et all [2013). Para exemplificar, (VAUGHAN et al [2013)) propoe

um modelo poroelédstico linear para descrever o transporte de nutrientes em uma

célula. A célula foi considerada como um hidrogel altamente poroso e estava sujeita
a um carregamento ciclico. Foi constatado que a deformacao mecanica é capaz de
induzir um gradiente de pressao, o que afeta o transporte de solvente. O resultado
desse trabalho foi validado com resultados experimentais.

Vérias abordagens que utilizam a teoria nao linear tém sido propostas para
modelar o acoplamento de grandes deformacoes ao transporte de massa nos géis
(DOLBOW et all 2004; HONG et all,[2008; BIRGERSSON et al., 2008; [DOIL, 2009;
CHESTER e ANAND) 2010; DUDA et al), 2010; WANG e HONG, [2012a). No

ambito de grandes deformacoes, (HONG et al.,[2008) propos uma formulagao teérica

acoplando transporte de massa e deformacao da rede polimérica que se tornou muito

popular e foi a base de muitos trabalhos. Logo apds, (DUDA et al., [2010) propoe

uma nova formulagao para esse problema com uma abordagem mais genérica, nao
limitando sua aplicabilidade a condi¢oes de contorno pré-determinadas, como em
(HONG et all 2008). (DUDA et all [2010) usa o principio das poténcias virtuais

para obter um balanco para a forca mecanica e para a forca quimica, que é usado

para deduzir o balanco de transporte da espécie quimica. As equagoes de governo
foram obtidas combinando os balancos basicos com relagoes constitutivas termodina-

micamente consistentes. Para obter a teoria constitutiva, primeiramente adotou-se a

decomposi¢ao multiplicativa do gradiente de deformacao, conforme (FLORY] 1944))
e em seguida foi feito o uso do procedimento de (COLEMAN e NOLL) [1963)) para

restringir as equagoes constitutivas. A especializacao da teoria é entao apresentada

no contexto de intumescimento de polimeros.

(BOUKLAS et al) [2015a) contribuiu para simulagdo numérica fazendo uma




analise de estabilidade numérica, na qual faz simulacoes para comparar os resultados
obtidos ao usar elementos com fungoes de forma de mesma ordem para pressao e
deformacao com resultados obtidos ao usar ordens distintas. Para tratar de trincas,
(HUT et al., [2013)) propde um modelo poroeldstico linear para analisar os efeitos de
difusao do solvente na ponta de uma trinca estacionaria de um hidrogel sujeito ao
modo I de carregamento. Para determinar os campos de tensao e pressao, (HUI
et al., 2013)) assume que o fluxo de fluido esteja confinado em uma regiao muito
pequena proxima a ponta da trinca, que é uma condigao conhecida como small scale
yielding (SSY). (HUI et al. [2013]) propoe uma solugao analitica aproximada para a
pressao e para o campo de deslocamento, ambos na ponta da trinca. Seus resultados
foram validados com resultados obtidos por elementos finitos. Embora o artigo traga
outras discussoes, o resultado analitico pode ser considerado a maior contribuigao
desta publicagao.

Para avaliar trincas sujeitas a grandes deformagoes, (BOUKLAS et al., 2015Db)
propoe um método para célculo da taxa de alivio de energia transiente em hidrogéis
incompressiveis de tal forma a incorporar os efeitos da difusao do solvente. O
calculo foi baseado na teoria de grandes deformacoes utilizando a formulacao pro-
posta por (HONG et al.,|2008) e simulagoes numéricas foram realizadas para validar
seu calculo. Essas analises também foram utilizadas para comparar os resultados
obtidos pela mecéanica da fratura linear eldstica com seus resultados.

Uma abordagem distinta para o calculo da forca motriz para propagacao da
trinca é apresentada em (GURTIN e PODIO-GUIDUGLI, [1996; (GURTIN| 2008]) .
Nele, a teoria é baseada no conceito das forgas configuracionais, forgas essas que estao
relacionadas a coeréncia intrinseca da estrutura material do corpo, realizam trabalho
acrescentando/removendo material, bem como na evolugao de defeitos estruturais.
Esse balanco de forgas adicional faz-se necessario para descrever fenomenos associ-
ados ao material e as forgas configuracionais que surgem na frente da trinca podem
ser diretamente relacionadas a uma estimativa da integral J. Ambos trabalhos apre-
sentam uma formulacao para a integral J, entretanto nao levam em conta o efeito
da dissipagao do solvente, que ¢é indispensavel para hidrogéis.

Ante a tantas maneiras de formular um problema em um hidrogel, um estudo
conduzido por (BOUKLAS e HUANG] 2012) se destaca ao comparar a teoria linear
da poroelasticidade com a teoria nao linear dos géis poliméricos. Apds uma deta-
lhada discussao, concluiu-se que, sob um regime de pequenas perturbacoes, ambas
teorias sao consistentes, o que abriu precedente para que a teoria linear da poroelas-
ticidade continuasse sendo amplamente utilizada. Sob essa justificativa, (BACCA e
MCMEEKING;, 2017) propdem um modelo constitutivo viscoeldstico para hidrogéis
para abranger deformagao desviatorica quando a viscosidade do solvente contribui

para tensao desviatérica do sistema.



(NOSELLI et all, 2016|) avalia a resisténcia a fratura em um gel polimérico pré-
trincado sujeito ao modo I de carregamento. Uma expressao para a integral J é
obtida a partir do balanco energético, que também ¢é consistente com a expressao
apresentada por (BOUKLAS et al., 2015b)). (NOSELLI et al. |2016) conduz uma
analise assintética das equacoes que envolvem a pressao e demonstra que os resul-
tados obtidos por (HUI et all 2013)) sdo vélidos para o caso estaciondrio bem como
para uma trinca se propagando a velocidade constante, o que até entao era des-
conhecido. (NOSELLI et al) [2016) também conclui que a resisténcia a fratura do
sistema ¢é independente da velocidade da ponta da trinca, sendo uma funcao que
somente depende do coeficiente de Poisson.

E possivel observar que muitos estudos tém sido realizados na area de géis po-
liméricos, cada um seguindo uma derivacao distinta, seja ela energética ou configu-
racional, as soluc¢oes convergem para resultados equivalentes. Contudo, fica evidente
que o estudo de hidrogéis sob o regime de pequenas deformacoes ainda nao foi es-

gotado e varios aspectos ainda nao foram solucionados.



Capitulo 2

Formulacao dos GGéis Poliméricos

na Mecanica do Continuo

A segao tem por objetivo introduzir a notagao adotada, explicitar as relagoes
cinemaéticas, derivar os balancos de massa, de momento linear e angular, de energia
e por fim, estabelecer a desigualdade de entropia. A secao [2.2] apresenta a teoria
constitutiva geral e uma especializacao da teoria para o caso de géis poliméricos.
Primeiro ¢é apresentada a decomposicao do gradiente de deformacao e em seguida
é realizado o procedimento de Coleman-Noll para restringir as equacoes constituti-
vas e é apresentada uma especializacao da teoria constitutiva, impondo-se algumas
hipoteses e restricoes. Logo apds, é estabelecida a equacao de energia livre, de onde
as equagoes especificas sao derivadas. Por fim, é apresentada a linearizagao das

equagoes na se¢ao [2.3] onde a teoria linear é relacionada & teoria nao linear.

2.1 Equacoes de Equilibrio

A teoria classica da termodinamica é composta por cinco postulados universais que
expressam o balanco de massa, o balan¢o de momento linear, o balango de momento
angular, o balanco de energia e a desigualdade de entropia em um corpo sob deter-
minado carregamento ou aquecimento. Essas leis de balango se aplicam a todos os
corpos, sejam eles compostos por fluidos ou sélidos, e sao postuladas como integrais
globais, de onde um conjunto de equacoes diferenciais parciais locais que governam
o movimento do corpo sao derivadas (VIGNES e PAPADOPOULOS, [2010)).

2.1.1 Configuracao do Continuo

Considere o corpo B em suas possiveis configuragoes: material (B) e espacial (By).
As regides P e P, sao regioes arbitrarias e pertencem a B e By, respectivamente. A

regiao P possui contorno P enquanto a regiao P; possui contorno 0P;.



Seja o ponto material X pertencente ao corpo B do espaco euclidiano represen-
tado pela figura[2.1] tem-se que X e x s@o vetores de posicao de X, referentes a con-
figuragao material e espacial, respectivamente. O mapeamento x = y(X,t) é uma

fungao bijetora em X para dado ¢ fixo e portanto inversivel, ou seja X = x~!(x, t).

Configuragdo material Configuragao espacial

B f Xt Bt

X x.b)

Espago Euclidiano

Figura 2.1: Corpo B em sua configuragao material (B) e espacial (B;).

O gradiente de deformagao é dado por F = Vyx. O Jacobiano volumétrico do
mapeamento y; é sempre positivo e é dado por J(X,t) = detVy(X) (GURTIN
et al., 2010). O campo de velocidades é v = x, onde x é a derivada material de .

O deslocamento u do ponto material X no tempo ¢ é definido como u(X,t) =
X(X,t) — X e é assumido que o movimento seja suave. Para o caso de pequenas
deformagoes, o gradiente do vetor de deslocamento esta relacionado ao gradiente de

deformagcao F através da identidade F = I + Vu, sendo I o tensor identidade.

2.1.2 Balanco de Massa

Massa ¢ uma medida da quantidade de material contido em uma porgao arbitraria
do corpo, sendo um escalar nao negativo. No caso do hidrogel, ha somente uma
espécie quimica, e a variacao de massa no hidrogel estd associada a difusao dessa
espécie quimica, chamada de solvente, dentro da rede polimérica.

A massa contida em uma regidao material arbitraria P, C B; da configuracao

espacial é definida por:

m(P,) = / cdv (2.1)

Py
Sendo ¢ = c¢(x,t) a densidade de massa do solvente na configuracao espacial.

De forma analoga, a massa contida em uma regiao material arbitraria P C B da
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configuracao de referéncia pode ser definida em termos da densidade de massa na

configuracao de referéncia cg:

m(P) = /cRdV (2.2)

O balanco de massa serd obtido quando, para qualquer movimento, a igualdade

for valida para qualquer regiao P.

/cdv = /cRdV (2.3)
P, P

Fazendo uso da relacao de volume dv = JdV, onde dV é o elemento diferencial

de volume na configuragao de referéncia, e do teorema da localizacao, chega-se a:

CR
== 2.4
== (2.4)

Para materiais incompressiveis que estejam somente sujeitos a movimentos iso-

coricos, J = 1. Portanto, a equacao equacao acima d& origem a:

c=cgp (2.5)

Para caracterizar o transporte de massa, deve-se ainda levar em consideragao no
balango de massa as contribuigoes da variagao de massa por unidade de volume (h),
conhecida como termo fonte, e o fluxo de massa (h,,) no contorno do corpo P por
unidade de area. O fluxo de massa informa a taxa na qual o fluido é transportado

para o corpo B por difusao pelo contorno 0P. A equagao ¢é entao reescrita como:

d
o [ eV = / hdV + / h,,.ndA (2.6)
P P oP

Fazendo o uso do teorema da divergéncia e aplicando os teoremas do transporte
de Reynolds e da localizagao, obtém-se o balanco de massa local e sua respectiva

condicao de contorno:

¢=Divh+h em P

(2.7)
hsp =h-n em OP

Para referéncias futuras, o serd adotada a identidade h = —j.

2.1.3 Balanco da Quantidade de Movimento Linear

O principio da quantidade de movimento linear estabelece que a soma das forcas

de corpo e das forcas de contato que atuam em uma regiao P do corpo B é igual
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a taxa de variagao temporal de movimento linear (GURTIN et al., [2010), que pode

ser expresso pela equacao:

/de~|—/SndA: %/pvdv (2.8)
P

P oP
Onde S ¢ primeiro tensor de tensoes de Piola, b representa as forgas de corpo por
unidade de volume, p ¢ a densidade e v ¢ a velocidade da massa que entra no corpo.

Localizando o balanco da quantidade de movimento linear, obtém-se a equagcao:

DivS+b=pv em P
(2.9)
Sn =ssp em OP

2.1.4 Balanc¢o da Quantidade de Movimento Angular

De acordo com o principio da quantidade de movimento angular, a taxa de variagao
temporal de movimento angular dado um conjunto de particulas é igual ao vetor
soma dos momentos das forgas externas que atuam nessas particulas (REDDY)
2013).

d
/rxde—i—/rxSndA:%/rxpvdV (2.10)
P aP P

Fazendo uso do teorema de transporte de Reynolds, da equacao de balango de

massa local e balango de momento linear, a equacao [2.10| pode ser simplificada para:

/r x DivSdV = /r x SndA (2.11)
P op

A equagao por sua vez, prove a forma local da equacao do momento angular:
S=s8" (2.12)

2.1.5 Balanco de Energia

Segundo (GURTIN et all 2010), a primeira lei da termodinamica representa um
balanco detalhado que descreve a interacao entre a energia interna de JP, a energia
cinética de OP, a taxa pela qual a poténcia é expendida em OP e a troca de calor
com JOP.

O balanco de energia nao leva em conta movimentos na escala molecular, e
portanto nao contabiliza a energia inteira de um corpo. Para compensar essa perda

de resolucao na escala molecular, os conceitos de termo fonte e energia interna sao

introduzidos (VIGNES e PAPADOPOULOS; 2010).
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O balanco de energia genérico é expresso da seguinte forma:
d
E[K(P) +U(P)] = P(P) + H(P) + K,(P) + U,(P) (2.13)
Onde:

i. K é aenergia cinética da regiao P do corpo B, representada pela equagao [2.14}

1

K = §/pv.vdV (2.14)

P

ii. U ¢ a energia interna da regiao P, dada pela equacao[2.15] na qual € representa

a energia por unidade de massa.

U= /pst (2.15)
P

iii. P é apoténcia mecanica das forgas atuantes na regiao P, obtido pela expressao

2. 10l

P = /Sn.vdA+/b.vdV

T i (2.16)
= /s FdV + K
P

iv. H é o termo fonte ou a taxa na qual a energia é fornecida a regiao P, repre-
sentado pela equagao 2.17}

Hz/,uj~ndA—i—/uth (2.17)
oP P

Sendo p o potencial quimico.

v. K, e U, estao relacionados ao acréscimo/decréscimo de massa, sendo o pri-
meiro a energia cinética em P e o segundo U,,, a taxa na qual a energia interna

varia.

Expandindo a equagao [2.13] e em seguida aplicando o teorema da localizacao

juntamente com a identidade [2.16, obtém-se o balanco de energia local, dado pela

expressao [2.18
pé =S -F + uDivj + ph (2.18)
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2.1.6 Desigualdade de Entropia

Segundo (GURTIN et al., 2010), calor representa uma transferéncia de energia adici-
onal devido a flutuacao de dtomos e/ou moléculas, enquanto entropia é uma medida
de desordem no sistema induzida por essas flutuagoes. Quanto maior o grau de
desordem, maior a entropia. A desigualdade de entropia impoe que, se a entro-
pia ocorrer, entao o processo € irreversivel, ou seja, ele nao pode voltar ao sistema
original sem adicionar trabalho ao sistema (CHAVES) 2013)).

A desigualdade da energia livre estabelece que a variacao de energia livre de
Helmholtz (V) de qualquer parte P do corpo B tem que ser menor do que a soma

das poténcias mecanica (P,,) e quimica (Fy).
d
a/\pdv <P, +P (2.19)
P

Assim sendo, a desigualdade da energia livre pode ser reescrita na forma da

equagao [2.20

/p\I/dV < /uj-ndA—I—/,uth%—/Sn.vdA%—/b.vdV (2.20)

P oP P P P
Combinando a desigualdade de energia livre [2.20] com o balango de energia [2.13],
e fazendo o uso do teorema do transporte de Reynolds, do teorema do divergente
e do balan¢o de massa, chega-se a desigualdade de Clausius—-Duhem [2.21] , que é
uma equagao que fornece informagoes preciosas sobre o pareamento (ou relacioma-
neto) de quantidades do sistema, bem como determina se uma relagdo constitutiva

é termodinamicamente aceitavel.

U —pe—SF+jVu<0 (2.21)

2.2 Teoria Constitutiva

De acordo com (TRUESDELL e NOLLY [1965), as leis de balango por si sé ndo sao su-
ficientes para determinar a deformagao ou o movimento de um corpo sujeito a deter-
minado carregamento. Antes que um problema possa ser formulado, é geralmente ne-
cessario especificar o material do qual o corpo é composto. Na mecanica do continuo,
tais especificagoes sao feitas pelas equacoes constitutivas através de hipdteses cons-
titutivas. Sao elas que ligam os campos cinematico, mecanico e térmico e descrevem

o comportamento de um corpo, fornecendo as relacoes remanescentes necesséarias
para matematicamente fechar o sistema (VIGNES e PAPADOPOULOS, [2010).
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2.2.1 Decomposicao Multiplicativa

Considere que as mudangas de forma as quais o corpo B estd submetido sejam o
resultado de dois processos de deformacao distintos: um processo mecanico devido
a tensao e um processo quimico devido ao transporte da espécie quimica. Tal como

em (DUDA et al., 2010), serd adotada a decomposicao multiplicativa definida pela
equacao e representada pela figura [2.2}

F=F,F,

m

Fd\A\ \\/Fm
' B ,

) d oy,
v 7

Figura 2.2: Decomposicao multiplicativa do gradiente de deformacao.

F=F,F, (2.22)

Onde o gradiente de deformacao da parte quimica F; é o mapeamento da con-
figuracao material até a configuragao intermediaria By. A configuracao B, é supos-
tamente livre de tensoes. A componente F,, é a componente elastica do gradiente
de deformagao, sendo um mapeamento da configuragao intermediaria para a confi-
guracao espacial.

Sera adotada que a deformacao mecanica do hidrogel é isocérica, o que implica

na relacao:
detF,, =1 (2.23)

2.2.2 Procedimento de Coleman-Noll

A desigualdade de energia livre (equacgao [2.21)) definida anteriormente sugere pos-
siveis escolhas para a dependéncia da energia livre ¥, onde uma das possibilidades

seria adotar que ¥ = \TJ(F, e, V).
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Para restringir as equacoes constitutivas, faz-se uso do procedimento de Coleman-
Noll (COLEMAN e NOLL; |1963), no qual o trabalho das forcas externas, virtuais ou
nao, acrescidas dos termos fonte, podem ser atribuidos arbitrariamente para garantir
o balanco termodinamico em todos os processos. Com isso, esse procedimento torna
explicito os campos externos necessarios para suportar os processos virtuais (ou nao)
utilizados.

De acordo com (DUDA et al., 2010), o procedimento de Coleman-Noll leva as

seguintes conclusoes:

1. A equacgao constitutiva 0 independe de Vu:

U(F,c,Vu) = ¥(F,c) (2.24)

2. As equagoes de equilibrio sao obtidas como:

5 _ 9U(F,c) \
S(F,c,Vpu) = ~OF qF (2.25)
Onde F* = (det F)F~7.
O (F
W(F,c, V) = % +vgq (2.26)

3. A desigualdade de dissipacao interna deve ser valida para quaisquer escolhas
de (F,c,Vp):
h(F,c, V).V <0 (2.27)

Onde ¢ é um processo constitutivo arbitrario, no sentido se ser constitutivamente
indeterminado. Ele é um multiplicador de Lagrange que independe das propriedades
do material e é necessario para manter a restricao de incompressibilidade imposta
pela . Segundo (GURTIN et al., [2010)), por conta dessa suposi¢ao sobre g,
o balanco de energia de forma alguma restringe a classe de equagoes constitutivas
em questao. Porém, a menos que essas equagoes estejam devidamente restringidas,
nem todos os processos constitutivos serao compativeis com a segunda lei da termo-
dinamica ou desigualdade da energia livre. Assim, estd sendo adotada a hipotese
basica de que todos os processos constitutivos sao consistentes com o desequilibrio
de energia livre.

Como consequéncia do procedimento de Coleman-Noll, o tensor de tensoes de

Piola, o potencial quimico e o fluxo podem ser escritos como:
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( . a@(F,C) *

S = IF —qF
OV (F .
_oE (2.28)
Oc

| j=—-M(F,c,V)Vp

Onde M é o tensor mobilidade, sendo ele um tensor positivo semidefinido.
As equacoes de governo sao obtidas combinando as leis de balanco 2.7 e [2.9] com
as leis constitutivas [2.22] [2.23| e [2.28

U (F,c)
OF
¢ = Div(M(F, ¢, Vi)Vii) + h

Div ( —qF ) +b=pv

(2.29)

As condicoes de contorno das equacoes de governo sao tratadas de forma padrao.
Para a equacao mecanica, pode-se prescrever o deslocamento u ou entao o vetor Sn,
enquanto para a equacgao de difusao, pode-se prescrever o fluxo j-n ou o potencial

quimico.

2.2.3 Especializacao Constitutiva para Hidrogéis

Até o momento, a teoria apresentada é genérica e nao é capaz de representar por si s6
as caracteristicas constitutivas de um hidrogel. Daqui por diante, sera apresentada
uma teoria especial para descrever um corpo B, constituido pela cadeia polimérica,
que é a parte solida, capaz de absorver moléculas de solvente.

Segundo (GURTIN et al.,|2010), o fenémeno de difusao no hidrogel é considerado
longo quando comparado, por exemplo, a propagacao de ondas, e portanto os efeitos
inerciais da equacao serao desprezados.

Outra hipdtese importante que ja fora adotada por (FLORY] |[1953)), (HONG
et all, 2008) e (DUDA et al., 2010)), é que tanto o solvente quanto a rede polimérica

sao incompressiveis, o que ¢é representado pela relagao:

detF =1+ vc (2.30)

Onde v é o volume molecular do solvente. A equacao [2.30] é conhecida como
restricao de incompressibilidade e diz que o volume do corpo sé pode ser alterado
devido a variagao da quantidade de solvente.

Para resolver o sistema [2.29e descrever o comportamento do gel polimérico, faz-
se necessario definir uma funcao para a energia livre W. Essa funcao deve levar em
conta trés contribui¢oes (DUDA et al. 2010): a energia do solvente (uc), a energia

A A

elastica (V.) devido a deformagao da rede polimérica e a energia da mistura (¥,,)
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U(F,c) = poc + U (F) + U, (c) (2.31)

Sendo iy o potencial quimico de referéncia. A energia livre eldstica e a energia

da mistura sdo dadas pelas equacoes (DUDA et all 2010):
~ 1 9
W.(F) = SeksT(F] - 3) (2.32)

W,(c) = kpTe(in(1 - 6) + x0) (2.33)

Onde ¢, é o nimero de cadeias poliméricas por unidade de volume no estado seco,

kg é a constante de Boltzmann, 7" é a temperatura absoluta, y é o parametro de
Flory—Huggins de interacao do solvente e a rede polimérica e ¢ é a fracao volumétrica

do polimero, dada pela equagao:

1

qbzl—l—vc

As equagoes de energia livre adotadas possuem uma forma simples para descrever

(2.34)

o comportamento aproximado de um gel polimérico. Para descrever o comporta-
mento preciso de um gel especifico, seria necessario adicionar termos e parametros
a essas equacgoes da energia livre para que se enquadrem de forma mais acurada
possivel nos dados experimentais (HONG et all, 2008), porém isso esta fora do es-
copo desse trabalho.

Como consequéncia do principio da invariancia do observador, do procedimento
de Coleman-Noll e das restrigoes que foram impostas, chega-se ao equacionamento
que governa o problema. O tensor de tensoes de Piola S e o potencial quimico do

solvente y sao dados por:

S = ¢,kgTF — q¢F" (2.35)

=’ +kpT(In(1 = ¢) + ¢ + x¢*) + vq¢ (236)

A equagao [2.35] pode ser reescrita em termos do tensor de tensoes de Cauchy

(T). Para isso, basta fazer uso da relagdo S = TF" para obter:

T = (cskpT¢FFT — 7I) — pl (2.37)

Onde

(2.38)
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kgT
m=—=—(In(l-¢)+ ¢+ X®%) (2.39)
Em um corpo em equilibrio com o meio externo, o potencial quimico é constante
e igual ao potencial quimico do ambiente (1), 0 que pode ser expresso através da

igualdade:

Ha = fho + Pa¥ (240)

Nesse caso, é possivel observar que p é igual a pressao do ambiente p, e por isso
pode-se interpretar p como sendo a pressao do fluido.

Analisando o tensor de Cauchy (equagao , pode-se observar que ele é com-
posto pela soma da tensdo na rede, representada por c,kgT¢FFT — 71 e pela tensao
do fluido. Ademais, a tensao na rede pode ser decomposta em duas contribuigoes,
sendo uma elédstica e outra devido a mistura.

A forca termodinamica que tende a misturar solvente e soluto pode ser medida
pela pressao osmética (DOI|, [2013). Em um hidrogel, tem-se que o fluido pode
livremente entrar ou sair do gel, porém tal comportamento nao é permitido aos
polimeros pois estes estao ligados de forma cruzada na rede polimérica. Essa situacao
¢ analoga a uma membrana permeavel ao solvente, mas nao ao soluto: a membrana
separa o solvente puro do soluto puro, permitindo que o solvente se difunda por ela
até que a pressao da solucao aumente e a difusao cesse. Essa pressao da solucao é
conhecida como pressao osmotica e ela é tida como a for¢ca motriz para a mudanca
de volume no hidrogel.

E muito interessante relacionar a pressao p com a pressao osmotica. Para tanto,
basta aplicar a relacao da tensao hidrostatica (o5,) dada por o5, = —tr'T/3 no tensor
de Cauchy, substituir o resultado na equacgao|2.36|e por fim, fazer uso da definicao de
pressao osmética I1 definida por (FLORY], 1953) e expressa por vIl = fi(oy, F,0) —

f(on, F,¢). Assim, é possivel expressar a pressao osmotica como:

1
M=nm— gcsl«l;BT¢|1«“|2 (2.41)

Onde o primeiro e o segundo termo do lado direito representam, respectivamente,
a contribuicao da mistura e contribuicao elastica na pressao osmotica.
Tal como (DUDA et all 2010)), serd adotada a seguinte hipdtese constitutiva

para o tensor mobilidade:

M(F, ¢, Vi) = m(c)(F1F)T (2.42)

Onde m uma fungao de valor positivo para ¢ # 0. Nesse caso, o fluxo j, por

ser uma funcao do tensor mobilidade M e do potencial quimico u, pode ser escrito
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CO1mo:

j=—m(F'F)Tvy (2.43)

Adotando que as forcas de corpo e o termo fonte sejam nulos, ou seja, b =0 e
h = 0, e levando em consideracao todas as hipéteses ja declaradas, as equagoes de
governo em se reduzem a:

_ T iv
V(qo) _cském}? DivF (2.44)
¢ = v¢*Divj

2.3 Linearizacao

A teoria da poroelasticidade linear foi originalmente desenvolvida por (BIOT} |1941)
com base no acoplamento das equagoes de equilibrio e de fluxo para um meio po-
roso saturado. Essa teoria teoria foi estendida a géis e recentemente vem sendo
amplamente utilizada em conjunto com dados experimentais para caracterizar as
propriedades mecanicas e de transportes em géis poliméricos (BOUKLAS e HU-
ANG], 2012)). Nikolaos Bouklas e Rui Huang conduziram um estudo publicado em
(BOUKLAS e HUANG 2012)) cujo objetivo era comparacao entre a teoria nao linear
para géis poliméricos e a teoria linear classica de poroelasticidade. Nesse trabalho,
concluiram que ambas teorias sao consistentes no regime linear para pequenas per-
turbagoes em um gel intumescido de forma isotrépica. Contudo, sabe-se essa teoria
limita-se a pequenas deformagoes de géis em torno da configuracao de referéncia e
com deformagao isotrépica.

Na elasticidade linear, assume-se que as mudancas geométricas sejam tao peque-
nas que os quadrados do gradiente de deslocamento podem ser desprezados, ou seja,
V|ul? = 0, e nao hd distingdo entre a configuracio deformada e a nao deformada,
bem como entre o tensor tensao de Piola-Kirchhoff (S) e o tensor de tensoes de
Cauchy (T), e também nao ha diferencas entre as coordenadas de espaciais de (x)
e materiais (X).

Suponha que o hidrogel sofra uma deformacao muito pequena em torno da con-
figuracao de referéncia. Sejam as equagoes para o tensor de deformacao de Green-
St.Venant (E ) e o gradiente de deformagao (F ) dadas pelas expressoes:

1

E = 5[FTF — 1 (2.45)

F=1+Vu (2.46)

E possivel relacionar a equacao (2.46) com da equacio (2.45) e assim obter o
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tensor infinitesimal de deformacao conforme equacao abaixo:

E - %(Vu +(VuT) (2.47)

Para um corpo isotrépico, cuja difusao seja dada pela lei de Darcy, chega-se ao

equacionamento de pequenas deformagoes:

DivT =0, T = 2GE + MrE — pl
Diva = —vDivj, j=~kVp (2.48)
detF =1+tr(Vu) =1+ vc

Nesse sistema, a equacao .a representa o equacionamento mecanico, a
equacao .b representa o equacionamento do fenomeno de permeacao, sendo
Kk ¢ o coeficiente de difusdo. A equacao ([2.48]).c é a equagao de restri¢ao, de onde
ainda é possivel obter as relagoes tr(Vu) = divu = trE = ve.

Através do processo de linearizacao é possivel relacionar a teoria da poroelastici-
dade com os parametros do gel polimérico. Para isso, a decomposicao multiplicativa
do gradiente de deformagao e a configuragao do hidrogel precisam estar muito bem
definidos, tal como na figura 2.3, que mostra que o gel parte de uma configuragao
inicial seca livre de tensoes para uma configuracao intermediaria através de um in-
tumescimento livre (free swelling), para entao ser submetido a um carregamento e

atingir sua configuracao final.

F =FF,

T

Estado
seco Free _ Carregamento
w} e ~ ~ GW
! \
\ \
FO \ ] F1
\ /
1 BO /
(S
~  Estado
swollen

Figura 2.3: Corpo B em suas configuragoes inicial (B), intermedidria (By) e final

(By).

Dado o gradiente de deformagao Fy = I, tem-se que det F = M\3(I + Vu).

Utilizando essas relagdes em conjunto com a equagao ([2.37]), obtém-se uma equagao
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para determinar o valor com a taxa de intumescimento (Ag):

Csk?BT k‘BT /\g —1 1 X
l =+ == 2.4
" + " (n ( ¥ + N + X 0 (2.49)

Outras duas relacoes importantes sao obtidas para o moédulo de cisalhamento e

o parametro de Lamé, ambos presentes na equagao ([2.37)):

CSk’BT Gd
G = = — 2.50
cskgT kT [ 2x + (1 —2x)A3
N 2.51
o o ( NOE—1) (2.51)

Onde G4 é o modulo de cisalhamento da rede polimérica na configuragao seca.
Pode-se observar que na equagcao , o modulo de cisalhamento depende da taxa
de intumescimento inicial e também da rede polimérica no estado seco.

Os parametros fisicos da teoria linear, incluindo o médulo de cisalhamento (G), o
coeficiente de Poisson (1) e a permeabilidade (), nao sdo propriedades intrinsecas do
gel pois eles dependem da configuracao atual do gel. Por outro lado, os parametros
da teoria nao linear (¢, x,v) sao baseados em um modelo microscépico e portanto
sao considerados propriedades intrinsicas (BOUKLAS e HUANG, [2012).
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Capitulo 3
Fratura em Géis Poliméricos

Quando um sélido eléstico é tensionado, ele pode responder através de deformacao
ou até mesmo de uma forma mais catastrofica, fraturando. Do ponto de vista
atomistico, a trinca envolve a quebra das ligagoes entre atomos ou moléculas (figura
, o que demanda energia. Em géis quimicos, as ligagoes cruzadas entre a rede po-
limérica sao feitos de ligagoes covalentes (compartilhamento de um ou mais pares de
elétrons entre atomos), enquanto os géis fisicos sao ligados por ligagoes secundarias
que sao muito mais fracas e tém uma tendéncia maior a ruptura quando submetidos
a tensdo mecanica (KWON et al., [2011)).

Figura 3.1: Visao atomistica da fratura. Conforme a fratura avanca, as ligagoes entre
atomos ou moléculas sao quebrados no sélido, podendo comprometer sua integridade
estrutural.

A resisténcia a fratura é frequentemente usada como um termo genérico para
medir a resisténcia do material a propagacao da trinca. O objetivo principal da
mecanica da fratura é definir critérios que indiquem o crescimento dessa trinca e re-
lacioné-los aos mecanismos de falha (LONG e HUI, |2016). Geralmente esses critérios
envolvem a comparacao de duas quantidades distintas: uma que é uma propriedade
do material que quantifica a resisténcia a fratura e outra que descreve a forca motriz
para propagacao dessa fratura, que depende do carregamento externo e da geome-

tria do corpo. Para que uma trinca se propague, a segunda deve ser maior do que a
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primeira.

Nesse capitulo a histéria da mecanica da fratura linear eldstica é comentada de
forma breve e sucinta. A integral J proposta por Rice é apresentada e a validade e
limitacao dela sao discutidas. Em seguida, é proposto um novo calculo para integral
J, levando em conta os efeitos da difusao do solvente. Por fim, é apresentado o
método da integral no dominio, que é um método para auxiliar no calculo numérico

da integral J.

3.1 Mecanica da Fratura Linear Elastica

A mecéanica da fratura linear eldstica (MFLE) é fundamentada na hipdtese de que o
comportamento do material é linear elastico em toda sua extensao, exceto em uma
regiao muito pequena que em volta da ponta da trinca que pode ser colapsada em
uma trinca linear (CRETON e CICCOTTI, 2016). Ela tem por objetivo descrever
a magnitude e a distribuigao do campo de tensoes (linear eldstico) na vizinhanga de
uma trinca.

Griffith foi quem deu um grande passo para um melhor entendimento das trincas.
Seu argumento original (GRIFFITH| 1921) diz que, para materiais frageis, a trinca
se propaga de maneira instavel se a energia de deformagao liberada quando a trinca
se propagar for maior do que a energia requerida para formar uma nova superficie
de trinca, isto é, a energia necessaria para romper a coesao entre os atomos a frente
da trinca(ANDERSON| [2017)). Entao para uma trinca aumentar em tamanho, deve
haver uma energia potencial disponivel que seja suficiente para superar a energia da

superficie do material, o que pode ser expresso pela equacao:

dFE dll  dW,
d_A:d_A+dA_O (3.1)

Onde E é a energia total do sistema, II é a energia potencial fornecida pela

energia interna de deformacao e as forcas externas e W é o trabalho requerido para
criar novas superficies.

Em 1956, Irwin (IRWIN, |1956) prop6s um modelo equivalente ao de Griffith,
porém numa forma mais conveniente para resolver problemas de engenharia. Irwin
definiu a taxa de alivio da energia potencial armazenada no sistema como sendo o
parametro G, que consiste em uma medida da energia disponivel para um aumento
na extensao da trinca, O parametro G é expresso por:

dll
G = 7 (3.2)

Ainda na MFLE, a trinca pode ser mensurada por um parametro simples, cha-

mado fator de intensidade de tensoes (K), introduzido em 1957 por Irwin (IRWINJ|
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1957) para quantificar o campo de tensoes em torno de uma trinca numa pega pre-
dominantemente eldstica (figura . Do ponto de vista atomico, isso significa que
as ligacoes bem préximas da ponta da trinca estao expostas a uma concentracao de
tensoes muito maior do que as tensoes longe da ponta da trinca. Como as ligacoes
proximas a ponta da trinca sao as que realmente importam para sua propagacao,
quaisquer concentracoes de tensoes ali levariam a uma redugao na resisténcia do
corpo como um todo. O valor critico do parametro K é conhecido como K¢, que

¢ uma propriedade do material denominada tenacidade a fratura.

O
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Figura 3.2: Campo de tensoes em torno da ponta da trinca.

O campo de tensoes na ponta da trinca é dado por:

oy = (%) £i(6) (33)

Onde 0;; é o tensor de tensoes, k& é uma constante que depende do modo de
carregamento, f;; ¢ uma funcao adimensional de 6, também dependente do modo
de carregamento. De acordo com a equacgao , a solucao contém um termo
proporcional a 1/ Assim, quando r — 0, as tensoes se tornam infinitas, ou seja,
ha uma singularidade de tensao na ponta da trinca.

Pelo fato da MFLE estar limitada a problemas cujos processos nao-lineares e
inelasticos estejam confinados a uma regiao muito pequena ao redor da ponta da
trinca (condi¢do de small scale yielding - SSY), nem sempre é possivel caracteri-
zar o comportamento de fratura por essa metodologia, sendo necessario recorrer a
mecanica da fratura elasto-plastica. Os dois parametros elasto-plasticos mais usados
sao o CTOD e a integral J e ambos podem ser usados como critério de falha. O
conceito de CTOD foi proposto por Wells em 1963 para servir como um parametro
de fratura para engenharia, e pode ser utilizado em aplicac¢oes praticas como o J e o
K. A integral J foi proposta por Rice (RICE; 1968|) para caracterizar a intensidade
dos campos elasto-plésticos na ponta da trinca. Quando Rice estava publicando seu

trabalho, descobriu que Eshelby ja houvera publicado varios outros trabalhos com
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integrais de conservacao, sendo uma delas equivalente a integral J de Rice. Contudo,
Eshelby nao havia aplicado essas integrais a problemas com trincas.
Uma descricao mais detalhada sobre cada um desses métodos bem como dos en-

saios experimentais pode ser obtida em livros de mecanica da fratura, como (JANS-
SEN et all [2004) e (ANDERSON| 2017)). Outras informagoes também podem ser

obtidas na American Society for Testing and Materials (ASTM).

3.2 Integral J

A integral-J proposta por Rice foi baseada em uma abordagem energética e foi
formulada como uma integral de linha em torno da ponta da trinca, invariante para
qualquer percurso escolhido, desde que a integral inicie na face inferior da trinca e
termine na face superior (figura .

trinca

n

Figura 3.3: Contorno arbitrario em volta da ponta de uma trinca .

O valor obtido por esta integral é igual ao decréscimo da energia potencial por

incremento de extensao de trinca em materiais elasticos lineares e nao lineares, e

J = / (Wn - tg—‘;) ds (3.4)

onde W é a densidade de energia de deformacao armazenada, n é o vetor normal,

pode ser expressa na forma:

t é o vetor de tracao e u é o vetor de deslocamento.

Idealizando a deformacao elasto-plastica como linear elastica, Rice conseguiu es-
tender a metodologia da mecanica da fratura muito além da MFLE. A figura (3.4
ilustra o comportamento uniaxial da tensao-deformagao de um material nao linear
eldstico (figura [3.4la) e de um material elasto-pléstico (figura [3.4b). Contanto que
as tensoes em ambos materiais aumentem monotonicamente, a resposta mecanica
de ambos materiais serd idéntica. Entretanto, a resposta no descarregamento é di-
ferente entre eles: o material elasto-plastico tem um descarregamento linear, com

inclinacao igual ao "mdédulo de Young”, enquanto o material nao-linear elastico tem
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um descarregamento pelo mesmo caminho do carregamento. Existe um relaciona-
mento Unico entre a tensao e deformacao em um material eldstico, porém, dada
deformagao em um material elasto-pldstico pode corresponder a mais de um valor

de tensao caso o material seja descarregado ou ciclicamente carregado.

c A [a c 4 [b]

> >
€ €

Figura 3.4: Graficos tensao deformacdo para corpos (a) de material nao-linear
elastico (b) de material com deformagao pléstica.

Sob certas restri¢oes, o comportamento elastico linear pode ser usado para mode-
lar o comportamento pléstico do material (JANSSEN et al.,2004), o que é conhecido
como teoria da deformacao plastica. A restricao imposta ao modelo de Rice é que ne-
nhum descarregamento deve ocorrer no corpo, ja que a parte plastica da deformagao
é irreversivel e essa energia dissipada com a deformacao nao se converteria em outro
tipo de energia. Também hé restricao quanto a aplicacao da integral-J, fazendo
com que seja somente aplicavel até o inicio do crescimento da trinca pois durante o
crescimento da trinca, as novas superficies formadas (crack flanks) estao totalmente
descarregadas de tensao tao altas quanto as o, (ou até mesmo mais altas, como no
caso de deformagao plana e endurecimento).

Para o caso linear elastico, o fator J é igual ao parametro G, o que pode ser
representado pela equagao abaixo:

J=G= %ﬁ (3.5)

Onde E' = E no estado plano de tensao e E' = E/(1 — %) no estado plano de
deformacao. A dimensdo de J é [energia]/[comprimento] por unidade de espessura,

como por exemplo, Joules/m? ou N/m.

3.3 Reformulacao da Integral J

O modelo original proposto por Rice para integral J nao leva em conta efeitos do
solvente, motivo pelo qual esse parametro precisa ser reformulado para que possa

ser aplicado a géis poliméricos. Nos hidrogéis, o solvente desempenha um papel
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importante no comportamento da trinca, sendo responsavel pela dissipacao de parte
da energia do sélido. Para solucionar esse problema, é necessario separar a energia
dissipada pela difusao do solvente da energia restante no sistema, que é a forca
motriz para o crescimento da trinca.

Toda a formulacao no Capitulo |2 é valida para uma regiao que nao contém a
ponta da trinca nem a trinca. Para derivar resultados validos para a ponta da trinca,
é necessario introduzir a cinematica dos corpos trincados, bem como as derivadas,
integrais e teorema de transporte na ponta da trinca. Em seguida, ¢ demonstrado o
desbalanco de energia, que da origem a integral-/J.

A abordagem de forcas configuracionais é utilizada para desenvolver um método
para quantificar o efeito da nao homogeneidade do material. Essa abordagem tem
muitas vantagens pois pode ser utilizada para propagacao de trinca, difusao, trans-
formacao de fase, entre outros, fornecendo um embasamento para compreensao da
influéncia desses processos na fratura. Além disso, nao hé necessidade de utilizar
outro método numérico para determinar as forgas configuracionais pois elas podem

ser obtidas através de um pos-processamento do modelo ja implementado.

3.3.1 Cinematica dos Corpos Trincados

Considere o corpo B como uma regiao fechada pertencente ao R?, de contorno 9B e
representado pela figura A curva C(t) é suave, com uma de suas extremidades
fixada a OB e o restante da curva, inclusive a outra extremidade Z(t) (ponta da

trinca), contida no interior de B de tal forma que a relacao (3.6) seja valida:

C(t;) C C(ty), para todo ty >ty (3.6)

oB

Figura 3.5: Vizinhanga referencial de uma trinca.

Sera assumido que o movimento y seja suave fora da ponta da trinca, que sa-
tisfaga a condi¢do de impenetrabilidade [Jy|].m > 0 e que tenha um valor limite

y(z, (t),t) na ponta da trinca dado por
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y(X,t) = y(Z,(t),1) quando X — Z(t) (3.7)

O gradiente de deformacao F = Vy e a velocidade material y sao suaves fora da
ponta da trinca, porém sao singulares na ponta da trinca.

A vizinhanga de referéncia de uma trinca em crescimento é B(t) e por definigao,
B(t) = B\C(t). O vetor unitario e(t) é tangente a curva C(t) em Z(t) na dire¢do

possivel de propagacao. A velocidade da ponta da trinca é dada por:

Z(t)=v=V(tle(t), V(t)>0 (3.8)

Onde V' ¢ a velocidade escalar. O vetor unitario normal a C(t) é representado
por m(X, ).

A literatura define como volumes de controle como sendo subregioes fechadas
R(t) no corpo B cujo contorno OR(t) evolui suavemente com o tempo ¢, ou seja,
sdo capazes de migrar. C(t) ndo pode interceptar OR(t) em mais de dois pontos e
também Z(t) ¢ OR(t). O volume de controle entdo sera classificado como um dos

trés tipos abaixo (figura [3.6):

i. volume de controle no bulk: um volume de controle que nao contém nem a

trinca, nem a ponta da trinca.

ii. volume de controle de trinca: um volume de controle que contém uma parte

da trinca, porém nao contém a ponta da trinca.

iii. volume de controle de ponta da trinca: um volume de controle que contém a

ponta da trinca no seu interior.

Figura 3.6: Tipos de volume de controle.

Para o desenvolvimento do calculo da integral J serd utilizado um volume de

controle que contém a ponta da trinca e que é solidario a ela.
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3.3.2 Derivadas, Integrais e Teorema do Transporte na
Ponta da Trinca

Um campo ®(X, t) é considerado suave longe da ponta da trinca se ®(X, t) é definido
para todo X € B(t) e em todo tempo t, e se (X, t) e suas derivadas tém limites até
a trinca de ambos os lados. Com isso, pode-se escrever: para X € C(t), X # Z(t),
B = — .

Seja ®(X,t) = ®(Y,t), onde Y representa a posigao do ponto material X com

A~

O
relagao a ponta da trinca Z(t), ou seja, Y = X—Z(t). A derivada parcial ®(X, (¢)) =
OB (Y ,t)/dt com respeito a t mantendo Y fixo representa a derivada temporal de

® (X, t) seguindo a ponta da trinca. Pela regra da cadeia,

O .
P=d+VP v (3.9)

Fora da ponta da trinca, ® = 0®(X,t)/0t. Da mesma forma, a velocidade do

movimento seguindo a ponta da trinca é obtida conforme abaixo:

y=y+Fv (3.10)

0
Sera assumido que o campo y tenha um valor limite v(¢) na ponta da trinca

dado por:

3Df(x, t) = v(t) = %y(z, (t),1) conformex — z(t) (3.11)

Segundo (GURTIN e PODIO-GUIDUGLI, |1996), calcular integrais de contorno
na ponta da trinca é igual a tomar o limite com § — 0 de uma integral em 0Djs(t) .

Para exemplificar,

f Tnds = lim Tnds (3.12)
tip 0=0 JoDs(t)

Como a trinca é estaciondria fora da ponta Z(t), um volume de controle de trinca
tem as seguintes relacoes validas para o teorema do transporte e para a integral do

gradiente de um campo:

i(/cpda) :/(i)da—l—/ U ds (3.13a)
dt R R OR

/RV@da:/aRCDnds—/g[@]mds (3.13b)

Onde R = R(t), G = C(t) N R(t) e [®] é o salto no campo ® na interface.

Porém, para um volume de controle que contenha a ponta da trinca, essas relagoes
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sao diferentes, conforme equacoes abaixo:

d .
—(/ CDda) —/ <I>da+/ @Uds—/ ®(v-n)ds (3.14a)
dt \ Jr, Rs OR oDs

Vo da = / dnds — / [®|mds — / dn ds (3.14b)
Rs OR C(t)NRs 9Ds

Onde Rs = Rs(t) = R(t) N Ds(t). O comportamento de um campo ®(X,¢) em
Z(t) nao ¢ especificado, e a integral fR(t) ® da pode nao existir. E mais conveniente

definir tais integrais em termos do valor principal de Cauchy, ou seja,

/ ® da = lim ¢ da (3.15)
R 6—0 Rs

3.3.3 Leis de Balanco na Ponta da Trinca

Para localizar as leis de balango na ponta da trinca, é necessario fazer uso do teorema
de transporte (3.14al) e da defini¢ao de integral de linha (3.12)) juntamente com os
balancos j& definidos para o bulk. Considerando que hy;), = 0, o balango do contetddo

de fluido é dado por:

—% h-nds+7§ c(v-n)ds=0 (3.16)
tip tip

Também considerando que by, = 0, o balanco de forcas padrao é:

k%snwzo (3.17)
tip

Conforme (GURTIN, 2008), a trinca nao produz nem momento nem energia
cinética fora da ponta da trinca, entao nao ha necessidade de considerar forgas iner-
ciais distribuidas ao longo da trinca. J4 o momento e a energia cinética produzidos na
ponta da trinca sao contabilizados como forcas concentradas no balanco de forcas
padrao e no balanco de forgas configuracionais. As forgas configuracionais estao
relacionadas a coeréncia intrinseca da estrutura material de um corpo e realizam
trabalho na adicao ou remocao de material e na evolucao de defeitos estruturais.

A ponta da trinca representa um novo grau de liberdade e por isso sera utilizado
um balango de forgas adicional, que leva em consideragao as forgas internas (f;)e ex-

ternas (f.) e sdo de grande importancia para avaliar o efeito da nao homogeneidade:

—f4£=0 (3.18)
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3.4 Balanco de Energia Livre na Ponta da Trinca

Para um volume de controle que contenha a ponta da trinca, o balango de energia
deve levar em consideragao as contribuigoes mecanicas, do transporte de fluido, das
forgas configuracionais, da energia livre e da tensao superficial (), sendo expresso

pela equacao abaixo:

d
—(/wda—l—/?yds) g/ Sn~yd5—|—fe-v—/ (h-n)uds (3.19)
dt \Jr s OR OR

Onde ¢ = G|E|*+\/2(trE)?. Para localizar esse desbalanco de energia na ponta
da trinca, OR = Dy, faz-se necessdrio utilizar o teorema do transporte (3.14a)) e a
relacao (3.20) (GURTIN, [2008)):

d
— / 2vds =29V — 2y4u4 (3.20)
dt Js

Onde u, ¢é a velocidade tangencial da extremidade S. Como o volume de controle
é fixo, U = u, = 0. O desbalanco de energia para a ponta da trinca é entao obtido
conforme representado pela equagao ([3.21):

j{' Sn-y—(h-n)u+Y(v-n)ds+£f-v—-279V >0 (3.21)

Onde ftip (v - n)ds representa o fluxo de energia livre numa vizinhanca infini-
tesimal na ponta da trinca. Substituindo as leis de balanco na ponta da trinca e a
relacao dada pela equagao (3.10) na equagao (3.21)), chega-se a:

(7{ Cnds+fi—27e) -v>0 (3.22)
tip

Sendo C o tensor de Eshelby, que é o tensor de tensoes de forcas configuracionais,

dado pela equacao:

C = (¢ — uc)I — F'S (3.23)

De forma equivalente, a equagao ([3.22)) pode ser reescrita na forma:

(J+£—=29)V >0 (3.24)

De onde se obtém a forca motriz para propagacao da trinca, conhecida como

integral J:

J = /Cnds ‘e (3.25)
r
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Essa equacao fornece um escalar para quantificar a forca motriz a partir da
projecao do vetor forca motriz na direcao do vetor e, que contém a direcao da

propagacao da trinca.

3.5 Avaliacao da Integral J em Diferentes Con-

tornos

Conforme citado anteriormente, a integral J é comumente conhecida por ser uma

integral que é invariante para qualquer percurso escolhido. Essa caracteristica sera

reavaliada de acordo com o novo equacionamento obtido na se¢ao anterior.
Considere um corpo B, trincado, de contorno I' adjacente ao contorno externo,

representado pela figura 3.7}

Figura 3.7: Corpo B, trincado, de contorno T'.

Avaliando a integral J no contorno I', tem-se:

I far :/Cnds~e (3.26)
r

Fazendo uso do tensor de tensoes configuracionais C e de uma forca configura-
cional f distribuida no corpo B(t), tem-se o balango de forcas configuracionais para

um volume de controle de trinca (sem a ponta da trinca) expresso por:

/ Cnda +/ [Clmds +/ fdv=0 (3.27)
OB(t) Cp(t) B(t)

Por consequéncia, a seguinte relacao local fora da ponta da trinca é obtida:

DivC +f =0 (3.28)

Aplicando a relagdo dada pela equacao (3.14b)), o teorema do divergente no
tensor de Eshelby, com a regiao B demarcada pelo contorno I'; e o balango de forcas

configuracionais expresso pela equagao (3.28)), obtém-se a relacao entre Jyq, € Jyip:
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Jyip = Jfar—f—e-/fda—ke-/ [Clmds (3.29)
B Cp

O termo e - [C]m serd igual a zero se as condigoes abaixo forem verdadeira:

i. Se a superficie da trinca for livre de tensoes, ou seja, [F7] < S > m = 0 e

<FT > [SJm = 0 para STm = S ™m = 0.

ii. Se o vetor normal m for ortogonal ao vetor normal e, ou seja, m-e = 0
[V — puc] =0

Adotando e - [C]m = 0, chega-se finalmente a equagao (3.30)), que serd utilizada

no proximo capitulo.

Jiip = Jpar + € / fda (3.30)
B

Essa equacao demonstra que o céalculo da integral J deixa de ser invariante no
seu percurso pois ha um termo adicional e- f 5 T da relacionado a difusao do solvente.
Contudo, ha casos em que f = 0, como quando o material é elastico e homogéneo,
levando entao a Jy, = Jyqr € a invariancia no percurso de integracao.

Para quantificar o termo de nao homogeneidade do material (e - [, fda), é ne-
cessario utilizar a equacao , de onde obtém-se:

DivC-a=V(V —puc)-a—Div(S-F)-a (3.31)

Para qualquer vetor a. Pelo balanco de energia dado pela equacgao ([2.48)),
DivS = 0. Considerando que o sdlido tenha propagacao da trinca a uma veloci-
dade constante, que é uma condigdo conhecida como steady-state, a equagao ((3.9)

se torna:

®+VP-v=0 (3.32)

Utilizando essa relacao valida para steady-state na equagao (3.31)), juntamente

com a =v = Ve, tem-se:

DivC-v=—(F —jc) +S-F (3.33)

Substituindo os termos da equacao acima pelas relacoes obtidas nas equagoes

(2.28) e ([2.30]), obtém-se:

DivC-v=—ci=cVu-v (3.34)

Dividindo ambos lados por V,
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DivC-e=cVyu-e (3.35)

Portanto, para o calculo da integral J fora da ponta da trinca, tem-se:

Jiip = Jfar — €~ / cVuda (3.36)
Cr

3.6 Meétodo da Integral no Dominio

Para computar a integral J com maior acuracia nas simulagoes numéricas, ¢ adotado
o método da integral de dominio (LI et al., [1985)). Considere a regiao fechada que
compreende os contornos C* e C e que também engloba a ponta da trinca bem como
as faces da trinca, conforme figura 3.8 Seja a fungao ¢ suave, e que ¢ = 0 em C e

g=1em C*.

Figura 3.8: Esbogo do calculo da integral J através de solucao numérica. O dominio
material R C B inclui a ponta da trinca e esta delimitado pelo contorno C e pelas
faces das trincas C* e C~

Dessa forma, a integral J pode ser reescrita como:

J* = — lim q <\I/n1 —Tn- a-l‘) S = —e, - / Div [¢(TI — (Vu)TT)] dA
C*—0 CUC* @Il R
(3.37)
Usando as equacoes constitutivas e o balanco de forcas, tem-se:
otrE
Tt =— / (TI — (VW) T)Vq - e, +qh 222 ) dA (3.38)
R Q 85(:1
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Capitulo 4

Modelo de Trinca em um Sdlido

Poroelastico

As leis de balanco que governam o hidrogel juntamente com as respectivas equacoes
constitutivas, acrescidas das condicoes de contorno e condigoes iniciais do sistema, é
possivel propor um modelo que permita analisar varidveis importantes para o com-
portamento da trinca, conforme descrito na secao Uma solugao analitica para
o modelo estaciondrio é apresentada na secao e na segao ¢ apresentado o
trabalho proposto por (NOSELLI et al), 2016), que permite estender a aplicabili-
dade da solucao analitica para o caso steady-state. Por fim, a formulacao forte do
problema, que consiste de um sistema de equagoes diferenciais parciais nao lineares,

sera convertida numa formulacao fraca equivalente na secao |4.4

4.1 Modelo Proposto

Considere o gel polimérico, isotrépico, com uma trinca pré-existente, carregado no
Modo I, conforme figura 1.1 O gel estd imerso em um fluido e esse mesmo fluido
pode migrar nos intersticios da rede polimérica que compoem o gel. A taxa de intu-
mescimento inicial ()\g) depende das caracteristicas do hidrogel, conforme equagao
. No estado inicial, o gel totalmente intumescido esta livre de tensoes. Em
t = 0%, o carregamento é aplicado de tal forma que a trinca tende a abrir no plano
a frente da ponta da trinca. Inicialmente, o sélido responde como um sélido elastico
e incompressivel, ja que leva certo tempo para que o solvente possa fluir nos in-
tersticios. As deformacgoes do estado de referéncia estao confinadas ao estado plano
de deformacao.

Para tempos suficientemente pequenos e em um corpo grande, sempre havera
uma regiao pequena denominada € de dimensdo d = \/D,t circundando a ponta da

trinca onde o solvente flui e acontece o relaxamento da tensao (HUI et al., 2013).
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Fora da regiao €2, praticamente nao ha fluxo de solvente.

Figura 4.1: Tlustragao esquemaética de um corpo poroelastico sob o Modo I de car-
regamento. Para tempos pequenos, o fluxo do solvente fica confinado na regiao 2,
que é muito pequena se comparada a dimensao desse corpo.

Contanto que d = / D.t seja suficientemente pequeno comparado com o tamanho
do corpo, pode-se caracterizar um problema de SSY. Para uma trinca centralizada
que ocupe a parte negativa do eixo x, cuja face esteja livre de tensoes, e com a

condigao de contorno no externo (far-field) dada por:

Ta,,@(T — 00,0,t > 0) = \/% ”3(9) (4.1&)
Onde:
Ji 3cos(0/2) + cos(560/2)
Jo2 | = 1 5cos(0/2) — cos(50/2) (4.1b)
fi2 —sin(0/2) + sin(56/2)

D, é o coeficiente de difusdo cooperativa dado pela equacao (4.2) e que expressa a
taxa de propagacao do fluido através do movimento cooperativo da cadeia polimérica
(OSADA. 2000). Ele estéa relacionado com o coeficiente de permeabilidade do sélido

(k), cuja unidade é (comprimento)?/(tempo)/(tensao).

2G(1 —v)

D, =
1—-2v

k (4.2)

Com o equacionamento de pequenas deformagbes conforme equagoes ([2.48]),

procura-se obter o campo de deslocamento e a pressao que satisfaca o sistema:

DivT = 0,
Divii = —uDivj [@.48)
detF =1+tr(Vu)=1+vc
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Acrescido das condicoes de contorno:

p(r,0 = £m,t > 0) =0, (4.3a)

para expressar que o corpo esta circundado pelo préprio fluido.

p(r — 00,0,t>0) = —% cos (g) : (4.3b)
r

Hr — o0 _ K [ —cos(g)} ¢

T/ (r = 00,0,t > 0) o fap(0) 5 I, (4.3c)

para reforcar que o material é incompressivel a determinada distancia da ponta da

trinca.

T, (r,0 £ 7t >0) =T, (r,0 £ 7,1 >0) =0, (4.3d)

para reforcar a condigao que a superficie da trinca é livre de tensoes.
Sendo T/ conhecido como o tensor de tensoes efetivo, dado pela equacao T/ =

T + pI. As condigoes iniciais do sistema de equagoes sao dadas pelas equagoes (4.4)):

K
p(r,0,t=0"%) = —\/21? cos (g) (4.4a)

BT e(2] @

A equacao de compatibilidade em estado plano de deformacao é dada por:

T/ (r,0,t =0") =

Vi =0 (4.5)

onde:

¢ =trT! — (1—-v)"'p (4.6)

4.2 Solucao Analitica

Fazendo uma analise dimensional e andlise de linearidade das equagoes de governo
e das condic¢oes de contorno, tem-se que a tensao e a pressao no poro devem ter a

seguinte forma:
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K, —
Taﬁ(?ﬂ? 6)7 t) = \/ﬁTQ,ﬂ (7]7 07 V) (47&)
. Kr
p(r,0,t) Twp(n, 6,v) (4.7b)
Kr —
¢ = 2—I¢(n, 6,v) (4.7c)
wr

onde 1 é uma varidvel de similaridade dada pela equacio {.8) e T,p, ¢ sdo

fungoes adimensionais desconhecidas.

— 4.8
n B (4.8)

Usando o modelo constitutivo e as equagoes (4.7), o campo de deslocamentos

deve ter a forma:
Ki\r_
u(r,0,t 0, v 4.9
(r.0.0) = Z0(y.0.0) (49)
Equagoes (4.3a)) e (4.3b) e equacoes (4.7a)) e (4.7b)) sugerem que o campo de

tensoes e o campo de deslocamentos fora da ponta da trinca se comportam como:

T(n — 00,0,v) = fas(0) (4.10a)
p(n — 00,0,v) = cos(0/2) (4.10b)
(m(n — 00,0, 1/)) _ {cos(@/?) sin2(9/2)} (4.100)

Uz (n — 00,0, v) sin®(6/2)

Substituindo as equagoes (4.7) na equagao (4.5)), sdo obtidas duas equagoes di-

ferenciais, uma para ¢ e outra para trT.

32¢ 9’6
¢ 155 g =0 (4.11)
i/ i
1, —f  L0%trT)  O*trT") O(rTH)n®
T T g gy = (4.12)

As equagoes de equilibrio sao escritas em termos de T§2, T{Z, petrT?.
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— —f _ —f
sin 0 0T — tr'T" +p) + L(Tﬁ) + cos 6 0T, + L(trTf —p— 752) =0
06 00
_f . —
cos 0 L(T12)+% +sinf | L(T5 + D) — (9912] =0
(4.13)

E dificil determinar solugoes exatas para essas quatro equacgoes parciais diferen-
ciais acopladas. Para soluciona-las, sera proposta uma aproximacgao simples que
permite determinar a pressao no poro e o trago do tensor de tensoes, ambos quando
r — 0. A aproximagao se baseia no fato de que a tensao T7; é zero na face da trinca,
como pode ser observado na equagao . E razodvel assumir que a tensao 717 =0
em toda face da trinca, contanto que p = 0 na face da trinca. Essa aproximagao
permite desacoplar as equagoes e das equacgoes . Mesmo com
essa simplificacao, o processo de solugao é extremamente complicado e mais deta-
lhes dessa derivacao pode ser obtido no apéndice de (HUI et al., 2013). A pressao

no poro obtida é:

b=t (2 cos(3) (4.14)

Onde erf é a funcgao erro, que pode ser expressa por:

erf <g) - % + 00 (4.15)

O traco do tensor de tensoes efetivo é dado por:

trT/ = u_fﬁerfc (g) cos (g) (4.16)

Onde erfc é a funcao de erro complementar.

As equagoes apresentadas para a pressao e para o trago do tensor de tensoes
foram confirmadas pelo método de elementos finitos. Substituindo equacao
na equacao , tem-se a pressao para t > 0:

K Cos(e) r—0 (4.17)

P ar JaDi 2

O pico de pressao se dard em 7., ~ 2v/D.t. Na coordenada (7,4(t),0), o
gradiente de pressao é zero e a velocidade do fluido intersticial também é zero. A
localizacao de 7,q,(t) pode ser interpretada como o limite entre a parte drenada
e a parte nao drenada. Assim, pode-se dizer que 0 < 7 <K Tpe(t) é uma regiao
totalmente drenada, que responde como um material elastico com modulo de cisa-

lhamento G e coeficiente de Poisson v.
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A equacao (4.16) juntamente com o fato de T7; = 155 bem a frente de um trinca
em um sélido eldstico linear em modo I de carregamento (vide equagao (4.1b))),

tem-se:
Ty, = Ky
- 2(1 —v)v/2mr

De acordo com a equagao (4.18)), o fator de intensidade de tensdes na ponta da

trinca Ky, esta correlacionado com o fator de intensidade de tensoes K na forma:

r—0, 6=0 (4.18)

K
2(1—-v)

Como pode ser observado na equacao (4.19)), o fator de intensidade de tensoes

na ponta da trinca Ky, ¢ menor ou igual que K, sendo um valor que diminui

Ktip = (419)

proporcionalmente a 1/[2(1 — v)].

4.3 Propagacao de trincas a velocidade constante

(steady-state)

As solugbes analiticas propostas (HUI et al, 2013)) para a pressdo no poro e para
a tensao sao validas originalmente para problemas estacionarios. Como visto na
derivacao da integral J no capitulo anterior, a formulacao da integral J é valida
tanto para problemas estacionarios, quanto para problemas em steady-state. Para
verificar a abrangéncia dessas solugoes analiticas, (NOSELLI et al., 2016 conduz
uma analise assintética da equacao do balanco de massa e do balanco da quantidade
de movimento linear e toma o resultado que (HUI et al., 2013)) obteve de relaxagao
instantanea da pressao no poro como uma hipétese, que mais a frente é confirmada
por solugao numérica.

Em problemas de propagacao de trincas, a equacao do balanco de massa é
geralmente escrita em termos de uma configuragao capaz de se movimentar (7, Ts),
solidéria a ponta da trinca, que esta centralizada na ponta da trinca. Utilizando a
regra da cadeia dada pela equagao , o balanco de massa pode ser reescrito na
seguinte forma:

e Uaa_fi = D.Ae (4.20)

Onde ¢ = trE = wvc, ¢ ¢ a derivada temporal mantendo (Z1,75) fixo, e v é a
velocidade da ponta da trinca na direcao do vetor e;.

Para r — 0, no modo I de carregamento, considerando que K; = Ky, € ¢ dado

pela equagao:
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1 Ku 0
= — 4.21
TN A (4.21)

Onde k é o modulo poroelastico dado pela equagao:

G N KT 2x + (1 — 2x)\3
3 v AS(AN —1)

Derivando a equacao (4.21)) e substituindo-a na equagao (4.20]), obtém-se uma

expressao para a pressao que ¢ valida tanto para um problema steady-state quanto

K= (4.22)

para um problema estacionario.

1 v Ky 30 0
r_(_ X Kycos - 4.2
v ( IR0k + GJ3) Vo (S Ty vr (423)

Onde K5 depende do fator K aplicado no contorno externo do corpo. O resultado
da analise assintética foi confirmado por simulacao numérica para o caso steady-state.
Para obter a formulacao da integral J fora da ponta da trinca, (NOSELLI et al.,
2016) segue uma derivacao distinta da que foi apresentada na segao anterior. Para

calcular e, - |, 5 fda, o autor propoe o uso da seguinte expressao:

/ %%ds (4.24)

Substituindo a equagao e a derivada espacial da equagao (4.21]) na equacao
acima, pode-se observar que o termo que contém a velocidade v é igual a zero apds
a integragao, ou seja, mais uma vez € possivel observar que a o termo relacionado
a nao homogeneidade do material independe da velocidade de propagacao da trinca
para o caso steady-state.

Os autores concluem que os resultados obtidos pela andlise assintética e pelo
calculo do termo de nao homogeneidade do material revelam que ha um aumento
na resisténcia a fratura que é uma funcao do coeficiente de Poisson. Segundo eles,
esses resultados sao equivalentes ao que (HUI et al., 2013)) ja havia proposto em seu
trabalho. Assim sendo, a aplicabilidade do trabalho do (HUI et al., 2013)) também

pode ser estendida para o caso de steady-state.

4.4 Formulacao fraca do problema

A formulagao forte do problema serda agora convertida em uma formulacao fraca
apropriada para implementagao do método de elementos finitos. Seja o balango de

forcas dado por:
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divT =0, em V
Tn=t, em S (4.25)
u = u, em OuB
A formulacgao fraca pode ser obtida integrando o resultado da multiplicacao da
equacao por uma fungao teste du € C3°, onde C§° denota o espago das funcoes
continuas com derivadas até a ordem oo continuas no dominio e que se anulam no

contorno. Dessa operagao, obtém-se:

/5u(divT)dv: /5u.Tnda+/5u.Tnda—/V(5u.Tdv (4.26)
B

B OuB 0B

Aplicando as condigoes de contorno, obtém-se a formulacao fraca para o balancgo

de forcas,

J du.tda = [ Véu.Tdv
B

0B (4.27)
Vou € Uy

Seja o balango de massa dado pela equacao:
diva = —vdivj, em Vj
jn =-i, em Sy (4.28)
p=p, em OpB

Onde o fluxo j é dado pela lei de Darcy, sendo j = kVp. A formulacao fraca do

problema pode ser obtido de forma analoga:

[ dp(diva)dv — v [ Vépjdv = [ dpida
B B &B (4.29)
V(Sp € PO
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Capitulo 5
Implementacao e Resultados

Nesse capitulo é apresentada a implementacao do modelo proposto no capitulo an-
terior bem como os resultados e andlises obtidos a partir da simulagao. Um modelo
nao-imerso também é proposto para andlise. Na secao sao explicitados todos os
parametros e defini¢oes utilizadas para implementacao computacional. Em seguida,
na secao 5.2}, é feita uma verificagdo para avaliar se a solucao analitica aproximada
proposta por (HUI et all 2013)) e a simulagdo numérica implementada no software
COMSOL Multiphysics v5.2 estao de acordo. Nas secoes subsequentes é conduzida

uma avaliagao analitica e uma avaliagao numérica da integral J.

5.1 Implementacao

Para implementar o modelo computacional, foi utilizado o software COMSOL Mul-
tiphysics v5.2. O sistema de equagoes nao lineares foi resolvido numericamente uti-
lizando o médulo de Weak Form Partial Differential Equations. O objetivo primario
da simulacao numérica é obter a pressao intersticial do fluido e o campo de deslo-
camento do sélido na ponta trinca. Algumas defini¢oes sao necessarias para imple-

mentacao:

e Para discretizacao espacial foram utilizados elementos de Lagrange de diferen-
tes ordens para a pressao e para o deslocamento para que se pudesse atingir
a estabilidade numérica desejada (BOUKLAS et al., [2015a). Para o equacio-
namento mecanico do problema foram utilizados elementos quadraticos (9u),

enquanto para o equacionamento quimico foram utilizados elementos lineares

(4p).

e Para a discretizagao temporal foi utilizado o método generalized-a, que é um
método de integracao no tempo do tipo implicito, com precisao de segunda
ordem. Esse método foi escolhido por retornar resultados mais precisos do que
o método BDF (Backward differentiation formula).
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e O solver utilizado para resolver o sistema discreto foi o PARDISO. O nivel
de tolerancia residual adotado foi de 107*, que é considerado suficiente pois

solucoes similares foram obtidas em menores niveis de tolerancia.

Os parametros utilizados na simula¢ado numérica estao listados na tabela [5.1]
Cabe ressaltar que foi adotado um valor para K; suficientemente pequeno para

evitar a distor¢cao da malha na ponta da trinca.

Parametro | Valor
Dc 1/1.8
v 0.4
K; 103G M'L=1/217—2
G 10%/2.4 M'L=1T—

Tabela 5.1: Parametros utilizados na implementacao numérica.

Onde T', M e L sao, respectivamente, unidades de medida de tempo, massa e
comprimento. Considerando a simetria do modelo, o problema foi resolvido como
um semicirculo de raio R, com a ponta da trinca localizada em (z,y) = (0,0).
A malha utilizada para solu¢ao do problema (figura contém 26.892 elementos
quadrilaterais do tipo Lagrange e 271.239 graus de liberdade.

-1 -0.5 0 0.5 1

Figura 5.1: Malha gerada para simulacao numérica.

A condicao de SSY é valida contanto que v/Ditmaee < R, onde t,,q, é 0 limite
de tempo da simulacao. (HUI et al) [2013) destaca ainda a importancia de outros
dois parametros para escolha da malha: o passo de tempo At e o tamanho do
maior elemento na malha [.. Segundo ele, a solucao numérica oscilara se nao for

respeitada a condicao v/ D.At > [.. Para esse problema nao foi necessario respeitar
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Parametro | Valor
R 1Lt
tmaz 1045
At 107%s
l. 102 L*

Tabela 5.2: Parametros utilizados para definir geometria do sélido e a malha adotada
na simulacao.

estritamente essa relacao pois com as escolhas feitas, as oscilagoes foram suprimidas.
A malha foi definida segundo os parametros baixo:

Para a solucao do campo de tensoes na ponta da trinca faz-se necessario utilizar
elementos menores. Nesse caso, a menor dimensao adotada para os elementos dessa
regidao foi 1074L*.

A taxa de liberagao de energia (energy release rate) no periodo transiente leva em
consideracao o efeito da difusao do solvente, que permite separar a energia perdida na
difusao da energia disponivel no sistema para propagacao da trinca. Em ¢t = 0%, as
condigoes de contorno sao aplicadas e o gel polimérico se submete a uma deformagao
acoplada a uma difusao. As condigoes de contorno sao prescritas no contorno externo
(R =1). Para a pressao foi utilizada a equacao e para o deslocamento foram
utilizadas as equagoes e . Foi imposta condicao de contorno de simetria
no deslocamento em y = 0, x > 0. A pressao foi prescrita como sendo zero em y = 0,
x < 0. As condigbes iniciais para pressao e campo de deslocamento sao: p = 0 e

u=uv=0.

5.2 Verificacao dos Resultados

Apods a implementacao do problema proposto na secao foi obtido o campo de
deslocamento, o campo de tensao e a pressao bem proximos a ponta da trinca de um
solido poroelastico sob o modo I de carregamento. Para verificar se a simulagao esta
em conformidade com a solugao analitica, algumas andlises precisam ser feitas, tal
como em (HUI et al., [2013). Primeiramente sdo avaliadas a pressao e a tensao nor-
malizadas, em seguida sao avaliados o deslocamento da ponta da trinca, a variagao
angular do deslocamento e a variacao angular da tensao e pressao normalizadas.
Para confrontar os resultados obtidos por elementos finitos para a pressao com
os resultados obtidos pela solucao analitica dada pela equacao , foi gerado
um grafico da pressio normalizada por —K;/v/2nr (figura no qual a variavel de
similaridade 7/2 foi usada no eixo x. Como pode-se observar, os resultados colapsam
para uma unica curva, ou seja, os resultados obtidos por elementos finitos para a

pressao no poro estao de acordo com a equacgao (4.14)).
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Figura 5.2: Pressao no poro normalizada versus varidvel de similaridade 7/2.
Simbolos representam os resultados obtidos por elementos finitos para v = 0.4 e
linha cheia representa a equacao

O trago do tensor de tensoes efetivo no plano (trT/) logo A frente da ponta da
trinca (# = 0) normalizado por K'1/+/27r foi plotado na figura , juntamente com
a solucao analitica dada pela equacao (4.16). Novamente os resultados obtidos por

elementos finitos mostram-se de acordo com a solucao analitica.

1 - .
\ ¥ 1E-
0.0l 1E-5 |
ki - 1E-4
0.8 — Equacao 4.16

tensao normalizada

_0-1 ] | | | 1
0
coord.r/(2*sqri{ Dc*t))

Figura 5.3: Traco do tensor de tensoes efetivo normalizado, bem a frente da ponta
da trinca (# = 0). Pressao no poro normalizada versus varidvel de similaridade 7/2.
Simbolos representam os resultados obtidos por elementos finitos para v = 0.4.

O deslocamento na ponta da trinca (COD - crack opening displacement) depende
do fator de intensidade de tensoes K7, do médulo de elasticidade G e do raio r, con-

forme equagao (5.1)). Essa equacgao foi plotada juntamente com os resultados obtidos
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por elementos finitos (figura|5.4)) e mais uma vez demonstram que os resultados estao

consistentes.
K1 T
Ug(r, 0 = m,v) & —4 [ — 5.1
(0 = mv) ~ o (5.1)
x107% |
3.5F
3_
25F
)
@] 2r
]
1.5
1r - 1E-5
0.5 +1E'4 B 4
— Equacao 5.1
0 ] ] ] 1 H
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

r

Figura 5.4: Deslocamento na ponta da trinca versus raio. Simbolos representam os
resultados obtidos por elementos finitos.

Os resultados demonstrados nas figuras[5.2] a5.4] confirmam a precisao da solugao
analitica aproximada dada pelas equacoes e . Entretanto, também é
necessarios conferir se o campo de deslocamento na ponta da trinca é compativel
com as equagoes e , sendo K substituido por Kyj,. O material bem
préximo a ponta da trinca se comporta como um material linear elastico com modulo
de cisalhamento G e coeficiente de Poisson v, com o campo de deslocamento préximo

a ponta da trinca dado pela equagao ((5.2)):

u\ _ Kip [ 1 [cos(8/2)[1— 2v + sin?(0/2)] .
(U> e \/; (sin(0/2)[2 — v — cos2(0/2)]) 70 (5-2)

A variacao angular do deslocamento é determinada avaliando-a em um contorno
circular de raio § proximo a ponta da trinca. Como o pico de pressao no poro
acontece em 7p,ap = 2¢/Det (0U Npae ~ 2), 0 Taio de contorno § deve ser muito menor
do que 7pap. Para um n = 0.354, utiliza-se § = 3.734 x 1073L e t =5 x 107%s. As
figuras mostram a variagao angular de Guy, Vorr /Kiipemr =0 com v = 0.4. Os
resultados representados pela linha tracejada foram obtidos por elementos finitos e
a linha cheia representa os valores obtidos com a equagao . A variacao angular
normalizada do deslocamento obtida por elementos finitas estd suficientemente de

acordo com o resultado analitico, apesar de que n = 0.354 enquanto as equagao (|5.2)
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seja valida para n = 0.
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Figura 5.5: (a) Variacao angular de @ em r = 6 com v = 0.4. (b) Variagdo angular
de U em r =9 com v = 0.4. As linhas tracejadas representam os resultados obtidos
por elementos finitos e a linha sélida foi obtida com a equagao (/5.2))

A variagao angular da pressao normalizada —p/er f(n/2) obtida por elementos
finitos no mesmo contorno circular de raio 9, com v = 0.4 esta representada na
figura [5.6] No mesmo gréfico estd plotado o resultado analitico dado pela equagao
([£.14), ou seja, —p/er f(n/2) = cos(6/2).

A variagdo angular do traco do tensor de tensoes efetivo normalizado
T/ /er f(n/2) obtido por elementos finitos, ainda no contorno circular de raio d, para
o mesmo v = 0.4, estd representada na figura Nesse mesmo grafico, também
foi plotado o resultado analitico obtido pela equagao (4.16)), isto é, T/erf(n/2) =
cos(0/2).

Pode-se notar que tanto a variacao angular da pressao normalizada quanto a
variacao angular da tensao normalizada apresentam uma precisao maior do que a
variacao angular do campo de deslocamento, uma vez que a as expressoes analiticas

para p e trTY permitem que essas quantidades sejam avaliadas para quaisquer 7.
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Figura 5.6: Variacao angular de p/erf(n/)2 versus # para v = 0.4. Simbolos re-
presentam os resultados obtidos por elementos finitos e a linha sélida representa o
resultado analitico obtido pela equagao (4.14]).
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Figura 5.7: Variacdo angular de T /erf(n/)2 versus 6 para v = 0.4. Sfmbolos
representam os resultados obtidos por elementos finitos e a linha sélida representa
o resultado analitico obtido pela equacao (4.14)).

5.2.1 Compreensao dos Fenomenos Acoplados

Para compreender como ocorre a deformagao e a difusao do solvente na ponta da
trinca, varios graficos que refletem os fenomenos que ali acontecem sao exibidos
nesta secao. O grafico mostra que o campo de tensao instantaneo calculado em
um raio r = ¢ centralizado na ponta da trinca esta em grande concordancia com a

solucdo da MFLE, dada pelas equagoes (4.1a)) e (4.1b)).

Essa deformacao instantanea do hidrogel resulta em um campo de potencial
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Figura 5.8: Distribuicao do campo de tensao instantaneo em torno da ponta da
trinca. As linhas tracejadas representam os resultados obtidos por elementos finitos
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e a linha sélida foi obtida com as equagoes (4.1a)) e (4.1b)).

quimico nao-homogéneo em torno da ponta da trinca (figura [5.9), enquanto a con-
centragao de solvente continua homogénea. O gradiente do potencial quimico pro-

move a difusao do solvente, resultando em um campo de concentracao de solvente
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nao-homogéneo.

1
-0.02 -0.01 0 0.01 0.02 0.03 0.04

(a)

-0.02 -0.01 0 0.01 0.02 0.03 0.04

(b)

Figura 5.9: Campo de pressdao p = p/v em uma regiao proxima a ponta da trinca
(a) como uma resposta instantanea ao carregamento (b) no instante de tempo ¢t =
le — 4s.

De acordo com a condicao de contorno imposta para o caso de géis imersos no
préprio fluido, a pressdo na face da trinca é zero. A frente da ponta da trinca h4 uma
relaxacao instantanea na pressao devido ao fluxo de solvente induzido pelo gradiente
do potencial quimico. A distribuicao da pressao no poro obtida com a simulagao
numeérica pode ser verificada na figura |5.10)

O solvente migra para a regiao de minimo potencial quimico e na face da trinca,
o gradiente do potencial quimico faz com que solvente saia do gel. Quando o gel
estiver em equilibrio, o potencial quimico sera zero em todo gel, mas a concentragao
de solvente serd um pouco maior na ponta da trinca e menor ao longo da face
da trinca. Como um resultado da difusao, o campo de concentragao evolui com o
tempo, e leva a uma deformacao volumétrica na regiao proxima a ponta da trinca.
O grafico mostra a evolucao do trago do tensor de Green-St. Venant (E) em

um raio r = ¢ a frente da ponta da trinta.
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Figura 5.10: Distribui¢ao da pressao no poro logo a frente da ponta da trinca (6 = 0)
para v = 0.4 para trés tempos diferentes.
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Figura 5.11: Deformacao volumétrica no raio r = ¢ em torno da ponta da trinca
para diversos tempos.

Os graficos de contorno apresentados na figura [5.12] mostram a evolucao da
pressao no poro em uma regiao muito préximo a ponta da trinca em diversos tem-
pos. E possivel observar que a méaxima pressao ocorre em = 1.98y/D.t e y =0, o
que esta de acordo com a solugao analitica.

Em sélidos finitos, essa solucao nao é capaz de simular longos tempos pois as
condicoes de contorno deixariam de ser validas. Para simular longos tempos, novas
condigoes de contorno deveriam ser impostas. Como a difusao é lenta, em dado
tempo a pressao se tornard igual a zero em todo o sélido e este voltara a se comportar

como um soélido elastico.
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Figura 5.12: Grafico de contorno da pressao no poro em uma regiao muito préximo
A ponta da trinca (a) para o tempo t = 1 x 1075s (b) para o tempo t = 5 x 107°s
(c) para o tempo t =1 x 1074

5.3 Avaliacao Analitica da Integral J

Conforme discutido no capitulo [3] a propagagao de trinca em uma material po-

roelastico é acompanhada pela difusao do solvente. Assim, ha uma diferenca no
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valor da integral J quando ela é calculada na ponta da trinca para quando ela é
calculada longe da ponta da trinca. Para avaliar analiticamente J¢,,, é preciso

calcular:

Jpor = [ (0= pL - E7SJras (5.3)

—T

Nesse caso, foi utilizado o campo de deslocamento no far-field igual a:

w\ K; [r [cos(0/2)[K —1+ 2sin*(0/2)] (5.4)
v]  2G\ 27 \sin(6/2)[K + 1 — 2cos?(6/2)] ’
Onde K = 3 — 4v. Resolvendo a integral acima e adotando a direcao de pro-

pagacao no eixo x, obtém-se:

.KVIZ(I/2 — 1)
E

Para fazer a mesma analise na ponta da trinca é conveniente definir a integral

Jfar = — (5.5)

em termos do valor principal de Cauchy, haja vista que a ponta da trinca contém
singularidade. Assim sendo, faz-se necessario integrar isolando a ponta da trinca
em um disco de raio r, para dai entao tomar o limite de » — 0, conforme equagao

abaixo:

Jop =ty [ (06~ o)t = 7S do (5.6)

Nao obstante, o campo de deslocamento também precisa ser alterado para o
campo de deslocamento da ponta da trinca, conforme equacao (5.2)). Assim, o
resultado analitico da equagao ({5.6)) é:

Ky (-1 1K1+

Jip = E 4 EBEw-1)

(5.7)

E possivel observar que tanto Jy, quanto J, dependem das propriedades
intrinsecas do material, E e v, bem como do fator de intensidade de tensées K;. A

relacao entre Jy,, e Jy, € dada pela equagao abaixo:

= 4(v —1)? (5.8)

Por sua vez, a correlacao entre o coeficiente de Poisson e os parametros do
hidrogel é dada pela equagao (/5.9)).

1 CwWAS = CouN) 4 2x A — A — 2x

Y73 2YNS — A3 — 2x

(5.9)

As unidades de medida dos parametros sao: v em L3N~! e Cs em L3N,
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enquanto \g e y sao adimensionais. A partir do gréafico representado na figura [5.13]
é possivel analisar como os parametros do hidrogel afetam o coeficiente de Poisson.
E possivel concluir que quanto menor a taxa de intumescimento (\g) e menor for o
nimero de cadeias poliméricas por unidade de volume no estado seco multiplicado
pelo volume molecular do solvente (Csv), maior sera o coeficiente de Poisson desse
hidrogel. Essa combinacao faz o gel se tornar mais compressivel devido a absorc¢ao

e dessorcao de solvente.

Cs v variavel para diversos A o» mantendo x=0.4

0.4

03r

o2r

01T

—b—A0=1.4
—&—0=1.8

5 55 6 6.5 7 75 8 8.5 9 95 10
Csv %10

Figura 5.13: Variacao do coeficiente de Poisson com a variacao de A\g e Cyv, man-
tendo y = 0.4.

De forma andloga, a relagao Jy,,/Ju, dada pela equagao (5.8) pode ser avaliada
em funcao dos parametros do hidrogel, conforme o grafico representado na figura
Observa-se que quanto maior a taxa de intumescimento (\g) e quanto maior
forem os parametros Csv, maior sera a relagao Jyq,/ Jiip, ou seja, maior ¢ a dissipagao
da energia disponivel para propagagao da trinca.

O coeficiente de Poisson também esta relacionado com interacao entre a rede
polimérica e o solvente (x). O hidrogel é um bom solvente caso possua y < 0.5, e
nesse caso, quanto maior a taxa de intumescimento, mais compressivel é o gel e maior
a relagdo Jyq/ Jyip. Para x = 0.5, o gel é considerado um solvente indiferente (teta
solvente) pois as moléculas de polimero nao tém preferéncia entre outra molécula

de polimero ou uma molécula de solvente. Essa relacao pode ser vista no grafico da
figura [5.15]
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Figura 5.14: (a) Variagao da relacao Jyq-/Jip para Ao variando entre 2 e 4 com
diversos valores de C'sv (b) Variacao da relacao Jyq,/Jup para Csv variando entre
0.0005 e 0.001 com diversos valores de A
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Figura 5.15: Variacao da relagdo Jy4/Jyp de um bom solvente (x < 0.5) para
diversos valores de Ay mantendo C'sv fixo.

5.4 Avaliacao Numérica da Integral J

Para o calculo da integral J¢,, no COMSOL Multiphysics ¢ necessério fazer um
pos-processamento utilizando o Método da Integral no Dominio, dado pela equacao
(3.38). Para o célculo do termo de relacionado a nao homogeneidade do material,
foi utilizado e - |, 5 DivCda. Importante observar que deve-se fazer o uso da fungao
ppr(polynomial-preserving recovery), que é um algoritmo para recuperagao de deri-
vadas que consiste em interpolacao de ordem superior da solugao nos elementos de
malha em torno de cada vértice de malha.

Analiticamente foi obtido Jg4, e Jyp, € a partir da relacao dada pela equacao
, foi obtido e - fB f da. Da solucao numérica foram extraidos Jy,, € € - fB fda,
adotando a direcao de propagacao como sendo o eixo x. Como o problema foi

resolvido de forma adimensional, a unidade de medida da integral J, M'T?, serd
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suprimida nos resultados daqui para frente. Os resultados analiticos e numéricos

constam na tabela abaixo:

Resultado Analitico Resultado Numérico
mea Jtip e-foda Jfar e'fodCL
12.5000 | 8.6805 3.8194 12.571 3.8672

Tabela 5.3: Resultados analiticos e numéricos obtidos para Jyg,, Jip € € - fB f da.

De acordo com a tabela acima, os resultados numéricos obtidos possuem um erro
menor do que 0.6% em relacao ao resultados analiticos. Quando o sélido estiver em
equilibrio, o potencial quimico sera zero em todo o corpo e o tltimo termo da equacao
(3.36) some. Nesse caso, Jga, = Jiip € & solugao voltard a responder de acordo com
a solugao proposta pela MFLE, porém com um coeficiente de Poisson no equilibrio
(Vo) menor do que o coeficiente de Poisson inicial (BOUKLAS et al., 2015b). Essa
reducao no coeficiente de Poisson acontece devido a difusao do solvente, como ja
discutido na se¢ao anterior.

Estendendo a simulacao numérica para o caso de um gel polimérico nao-imerso,
ou seja, cujo fluxo de solvente é igual a zero na face da trinca (j-n = 0), os seguintes

resultados sao obtidos:

Jrar | € Jgfda
12.6812 | —2.8018

Tabela 5.4: Resultados numéricos obtidos para Jy,. € e - fo da para um gel po-
limérico nao imerso.

Neste caso, o valor obtido para o termo referente a nao homogeneidade do sélido
é negativo, diferentemente do caso anterior. No instante inicial, a concentracao de
solvente é homogénea, ou seja, Jfq = Jiip. Quando o corpo estd em equilibrio, a con-
centragao de solvente nao é homogénea e o potencial quimico tem um valor diferente
de zero, o que faz com que o ultimo termo da equagao (3.36|) nao desapareca. Esses
resultados estdo em consisténcia com os resultados obtidos por (BOUKLAS et al.|
2015b; [WANG e HONG [2012b) que assumiram condigoes de contorno similares e
observaram um aumento na for¢a motriz para propagacao da trinca. Retomando a
equacao , conlui-se Jtq < Jyp € isso indica que a presenca do solvente aumen-
tou a forca motriz de propagacao da trinca. Para corpos nao imersos, nao é possivel
obter uma relacao através da MFLE para calcular esses valores quando o corpo esta

em equilibrio, sendo necessaria a simulagao numérica para obter o resultado.
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Capitulo 6
Conclusoes e Recomendacoes

Essa dissertacao apresentou uma formulacao baseada na Mecanica do Continuo para
avaliar a integral J como forca motriz na propagacao de uma trinca em um sélido
poroelastico submetido ao modo I de carregamento. Foi introduzido o conceito de
forcas configuracionais que permite quantificar o efeito da nao homogeneidade na
propagacao da trinca. Esse valor é obtido através de pés-processamento, integrando
o divergente do tensor de Eshelby em todo o corpo e projetando esse vetor na direcao
do vetor propagacao da trinca. Mesmo para materiais homogéneos, nos quais f = 0,
esse calculo se mostra muito relevante pois pode ser usado como um indicador de
erro nos problemas homogéneos (MULLER e MAUGIN| 2002).

A simulagao numérica proposta teve como objetivo primario confirmar a acuracia
da solugao analitica proposta por (HUI et all [2013) e fornecer embasamento para
melhor compreensao dos mecanismos de difusao e deformacao. A partir da si-
mulacao, foi realizado um pds-processamento para obter o termo relacionado a nao
homogeneidade do material. A simulagao nao restringe-se somente ao problema es-
tudado: alterando as condigoes de contorno e as condigoes iniciais, ou até mesmo au-
mentando a complexidade da geometria, por exemplo, é possivel obter respostas para
problemas que nao possuem solucao analitica, demonstrando assim a importancia
da simulacao numérica.

Através da formulacao da integral J e da simulacao numérica pode-se constatar
que a integral J em meio poroelastico deixa de ser invariante no percurso por conta
da presenca do solvente, que pode minimizar ou potencializar o campo de tensoes
aplicado no far-field, fazendo com que Jy;;, seja maior ou menor do que Jy,.. Nessa
dissertacgao foi possivel observar que um dos fatores que contribuem para isso sao as
condicoes de contorno, contudo, essa analise precisa ser estendida para determinar
outras possiveis influéncias.

O modelo proposto para cdlculo da integral J é ineficiente para caminhos cur-
vilineos, ramificagoes e iniciagdo da trinca (MIEHE et al., [2010). Por isso, métodos

alternativos para modelar a propagacao de trinca tem sido avaliados, dentre os
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quais, o método de phase field (PFM). O PFM tem sido aplicado a uma vasta gama

de processos na engenharia de materiais, tais como solidificagao (STEINBACH e

APEL) 2000)), transformacao de fase em estado sélido (CHEN|, 2002)), recristalizagao
(SUWA et al., |2008) e crescimento de grao (HU e CHEN| 2001). O PFM se baseia

na teoria da irreversibilidade da termodinamica e tem mostrado que é muito vanta-

joso para descrever o complexo processo evolutivo da microestrutura, haja visto que
a interface difusa entre duas fases adjacentes pode ser capturada por um gradiente
sem a necessidade de rastrear a interface a cada passo da simulagao numérica, o que
seria muito trabalhoso e oneroso (CHEN et al 2014).
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Apeéendice A
Solucao Analitica

Neste apéndice é apresentada a solucao analitica proposta por (HUI et al.l 2013))

mais detalhadamente, solucao essa que da origem as equacoes de pressao no poro

(equagao (4.14])) e a equagao do trago do tensor de tensoes (equagao (4.16])).
Seguindo a derivagao apresentada por (HUI et al., [2013)), pelo método de se-

paragao de varidveis e simetria, a solu¢ao para a equagao (4.11)) tem a forma:

¢ = i(bnn’”rl + d,n~")cos <2n2—|— 19) (A1)

n=0

onde b, e d, sao coeficientes desconhecidos. Utilizando a condi¢ao de contorno
o(n,0 = +71) = 0, baseada na hipétese que trTf(r,6 = £7) = 0, e a condicio
de simetria na qual Zgzﬁ) é uma funcao impar de 6, é possivel determinar a variacao
angular de ¢ na equagio (Al). Na ponta da trinca (n = 0) e no infinito (7 = 00) a

equagao deve estar definida, o que faz com que a equacao se reduza a:

¢ = dgcos (0/2) (A2)

Por outro lado, como o material é eldstico e incompressivel no infinito, trT/ = 0.

Utilizando a condicao de contorno para a pressao, tem-se:

N0 by ooy = 220N L K, (A3)

1—v 1 —v\/2r
Comparando as equagoes (A2) e (A3)),

do = (A4)

1—v

Que permite chegar a equagao (A5]):

1
\/%1_V0089/2:trTf—1§1/ (A5)
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A préxima etapa é solucionar a equacao (4.12]) para obter uma expressao para

trT/. Separando as varidveis na forma T (n, #) = h(n)g(f) e substituindo na equacio

(4.12), obtém-se:

1 d*g

)2 g A
(4+ >g+d92 0 (A6a)
211 /773 27

A solugao da equagao (A6a)) tem a seguinte forma:

g = beos ( (i - /\2) 9) (ATa)

Onde b é uma constante arbitraria.

A=+/n(n+1) n=0,1,2,.. (ATb)
Substituindo a equacao (A7b|) na equagao (A6b|), obtem-se:
" /7] n(n + 1)h
A S My A
h" +h 5 2 0 (A8)

Uma situacao particularmente importante é quando n = 0, e nesse caso,

go = cos(6/2) (A9a)

ho = [Agv/merf(n/2) + By| cos(0/2) (A9b)

Onde Aj e By sao constantes arbitrarias. Para n > 0, h tem um ponto de singu-

laridade em 17 = 0. As raizes das equacoes indiciais sao n+ 1 e —n, respectivamente.

Existem duas solugoes linearmente independentes para a equagao (A8]), sendo uma
delas na forma:

hin = 0" sapn® ag # 0 (A10)

Substituindo a equagao (A10)) na equagao (A8)), é possivel observar que todos os

coeficientes impares desaparecem da equacao e que o coeficiente a;, satisfaz a relagao

expressa pela equacao (A11]).

a (k+n+1)

2= T O+ ki +3)(k +2)

Por sua vez, a segunda solugao linear independente (hsg,) tem a seguinte forma:

k=0,24,.. (A11)
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hon(n) = 07" ) by (A12a)
k=0
Onde:

bk (k—n)
2 (k+2)(k—2n+1)

Para essa solucao, todos os temos impares somem. Além disso, para valores de n

bppo = — k=0,24,.. (A12D)

inteiros, positivos e impares, a segunda solucao termina quando k£ = n, por exemplo:

hon(n) =0 " Z ben™ = 17" Qu(n) n = par >0 (A12c)

k=0,2,4...

Onde Q,(n) = >} _y54 brkn™ é um polindmio de ordem n. A outra forma de
han(n) é quando n é um inteiro, positivo e par. Para encontrar essa solugao, é

necessario saber que o infinito é um ponto singular irregular, que tem a forma:

h=e " tw (Al3a)
Substituindo a equacao (A13a) na equagao (A8]), obtém-se:

1
w” — gw' — % — %w =0 (A13Db)

Cuja solugao tem a forma:
w = Z din* (A14)
k=0
Substituindo a equacao (A14)) na equagao (A13b)), obtém-se que:
do=dy=0 (A15)

Sendo d; arbitrario. Para os outros valores de d, tem-se:

2(n(n + 1) — k(k + 1))
k+ 1

Se dy = 0, todos os termos pares da série somem, logo d; # 0 se e somente se

djoyo = d,  k=1,2,3,.. (A16)

k for impar. Isso significa que, se n for impar, a série da equagao (A16|) finaliza, ja

que dp1o = dyyq = ... = 0. Para esse caso, a solucao dessa série é dada pela equagao
abaixo:
h*<77) — /4 Z dkn*k = 67772/477*"Pn77 n=123,5,.. (Al?)
k=1,3,...
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onde P,n = ZZ:LS,... dyn™ % é um polinomio de grau n — 1. Como a funcao
T(n,6) tem que estar definida em 7 = 0 e em 1 = oo ela é igual a zero, a equacio

linearmente independente hg, tem que ser excluida da solugao, o que resulta em:

T(n,0) = ho(m)go(0) + Y _ hin(1)gn(0) (A18)

Para proceder, faz-se necessério dazer uma anédlise assintética de hy,(n) quando
n — oo. Considere que n seja par. Avaliar isso diretamente ¢é dificil, entao primei-
ramente vale notar que uma solugao que é independente de hy, (1) pode ser obtida

usando a variacao de parametros, conforme equacao abaixo:

2n

hi,(n) = n"Qn(n) /O ' [Qf(—xﬂg

De acordo com a equagao, é possivel que @, (n) tenha raizes reais positivas. Assim

e " My (A19)

sendo, a integral na equacao (A19) é divergente. Como @, (n) também desaparece
nessas raizes, hf, (1) tem uma singlaridade removivel, o que pode ser verificado ap6s

repetidas integragoes por partes. A integral na equagao (A19) quando n — 0 é:

no e e o
/0 We = (2n + 1)[Q.(0)]2 n—0 (A20)
Combinando as equacoes e (A19), tem-se:
n+1
bin(n = 0) = @u(0) gy (A21)

(2n +1)[@n(0)]?

Como hy, é definido na origem, as equagoes (A21)) e (A10]) sugerem que hj,(n)
¢ um multiplo de hy,(n) e portanto, é suficiente para estudar o comportamento de

h%, (n) quando n — oo. Dada a equagao:

Nmax xQ?’L 2/4 n 1.271 2/4
tan) =) | [ e e [ ST | (az
! 0 [Qn($>]2 Nmazx [Qn(x)]Q
Onde 7y4, € a maior de todas as raizes de Q,(n). Como n~"Q, — b, quando
n — 00, 0 primeiro termo da equagao (A21)) é definido igual a:

R an 2
b, B — A23
/ RO (A23)

Note que ambas integrais na equacao (A22)) sdo positivos, entdo o sinal de b}, ()
quando n — oo é determinado pelo sinal de b,. Isso significa que hj, (n — o0)
¢ uma funcao diferente de zero, a menos que b, = 0. Portanto, para satisfazer

T(n — 00,0) = 0, é necessario excluir todos os termos pares da série na equagao
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(A18]).O mesmo argumento mostra que os termos impares da série na equagao (A18])
também devem ser excluidos. Ou seja, a série infinita Y | h1,(1)g,(0) tem que ser

definida como zero, o que resulta em:

T(1,0) = ho(n)go(0) = [Aov/mert (1/2) + Bo] cos(6/2) (A24)

Usando as equagoes (A9a)) e (A24)), tem-se:

T = %[Aoﬁerf(nﬂ) + By cos(6/2) (A25)

Como a condicio de contorno trT/(n — 0o) = 0, chega-se a:

trT/ = [;%erfc (n/2) cos(6/2) (A26)

Conbinando as equacoes (A3) e (A26]), obtém-se:

o= l2(7lrr a i ” cosf/2 = l\j%erfc (n/2) cos(6/2) — (1{;]/) (A27)
Para reforgar a condicao p(n = 0,0) = 0, utaliza-se a expressao abaixo:
By(1—-v)=1 (A28)
Substituindo a equacao na equagcao , tem-se:
Ky
p=— merf(n/Q) cos(6/2) (A29)
E o trago do tensor de tensoes efetivo ¢ dado por:
trT! = Lerfe (n/2) cos(0/2) (A30)

(1 —v)V2rr
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