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Este trabalho investiga a propagacao de ruido em escoamentos internos e a pos-
sibilidade de acoplamento entre modos actsticos de ordens diferentes, em uma ra-
mificagao simples, de um duto de secao circular. Uma equagao da onda para a
flutuacao da pressao, incluindo viscosidade é desenvolvida. A funcao de Green para
o operador encontrado é obtida no dominio da frequéncia. Uma expressao para a
interacao entre modos na ramificagao, em termos de funcgoes de Bessel, resultante
de uma onda plana incidente no duto principal, é obtida através de uma integral de
convolugao entre a fungao de Green e a componente axial da flutuacao de velocidade.
Mostra-se uma interacao entre os modos radiais através da integral do produto de

funcoes de Bessel resultante.
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In this work, we investigate the propagation of sound in internal flows and the
possibility of coupling between different modes in a side-branch of a hard walled
duct. A convected wave equation for the pressure flutuation, including viscosity
effects is developed. The Green function for the wave operator is obtained in the
frequency domain. An expression for the interaction of modes in the side branch is
developed, in terms of Bessel functions, as a result of a plane wave incident in the
main duct, by considering a convolution integral between the Green function and
the axial component of the velocity fluctuation. The interaction of radial modes is

demonstrated through the resulting integral of product of Bessel functions.
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Capitulo 1

Introducao

O estudo do fenomeno actustico gerado aerodinamicamente foi iniciado por James
Lighthill em 1952 [I], 2]. Neste trabalho inicial, estudou-se o som gerado pelo escoa-
mento, caracterizado por uma distribuicao de quadripolos, através de uma aborda-
gem de campo livre, ou seja, os efeitos de reflexao, difracao, absorcao ou espalha-
mento por superficies sélidas foram desconsiderados. Posteriormente, esta andlise
foi estendida por CURLE [3], com a incorporagao das superficies sélidas no campo
acustico.

O mecanismo de interacao entre o escoamento e o campo acustico é normalmente
desconsiderado nas andlises em campo livre [I], todavia em escoamentos internos ou
confinados, a energia acustica pode acumular-se em modos de ressonancia. As os-
cilacoes aeroacusticas decorrentes deste mecanismo ocasionam problemas severos de
vibragao e ruido em vdrias aplicagoes de engenharia [4H7]. Além disso, em escoa-
mentos internos, grandes variagoes de pressao, causadas por valvulas e outros itens
de tubulagoes, podem gerar energia actustica em alta frequéncia representando uma
fonte indesejavel de vibragoes [S-IT].

Existem diversos relatos de sistemas sujeitos ao fenémeno na industria, incluindo
plantas de energia, sistemas de transporte de gas, plantas de compressao e bombea-
mento, onde diferentes configuragoes geométricas sao identificadas com o fenomeno,
principalmente ramifica¢oes fechadas simples ou multiplas [12| [13].

Em particular, sistemas de transporte de gas sofrem com o problema de res-
sonancia acustica induzida por um escoamento de baixo nimero de Mach em dutos
com ramificacoes fechadas, exigindo cuidadoso projeto de arranjo das tubulagoes
destes sistemas [5].

Para as diversas etapas da industria de processo, uma avaliagao sobre as carac-
teristicas de um sistema de tubulacoes é necessaria, incluindo a possibilidade de
prever a ocorréncia de vibragoes indesejadas, tanto na etapa inicial de operacao da
planta quanto na ocasiao de mudancas nas condigoes de processo, como vazao e

composicao do fluido. Todavia, um método geral de previsao de pulsacoes de baixa



frequéncia em sistemas complexos de tubulac¢ao ainda nao existe [14].

Falhas em tubulagoes da industria de processo podem vir a ser catastroficas, com
significativas perdas materiais e até mesmo humanas [I5]. Além disso, o projeto
das plantas de tubulacao é realizado, frequentemente, negligenciando os efeitos do
escoamento. Este fato, somado a utilizacao de espessuras de parede mais finas
e elementos que atuam como concentradores de tensoes, como unioes soldadas e
ramificagoes, acarreta maior risco de fadiga, principalmente as de origem acustica
em alta frequéncia [8, [16] [17].

As abordagens para o estudo da excitagao actustica em dutos sao baseadas na
distingao entre baixas e altas frequéncias da onda sonora [I8-21]. NISHIGUCHI
et al. [9] sugerem, através de resultados experimentais, que, na presenga de uma
ramificacdo em um duto, os campos de alta e baixa frequéncia possam interagir. A
interacao sugerida pode ter causas nao lineares, devido a flutuagao de velocidade
alcancar valores semelhantes a velocidade do som local na juncao [9].

Com efeito, o acoplamento modal em ramificagoes foi objeto de estudos para geo-
metrias retangulares [22, 23] e, mais raramente, circulares [24],25]. Um ponto comum
destes estudos é a desconsideracao das altas frequéncias, do escoamento médio e da
viscosidade do escoamento. A possibilidade de um modo de onda plana excitar mo-
dos superiores, em uma ramificacao retangular, é também citada por REDMORE
e MULHOLLAND [22], contudo sem consideragdes detalhadas e desconsiderando a
possibilidade de efeitos nao lineares.

Trabalho recente desenvolvido por DOKUMACI [26] mostra que os efeitos vis-
cotérmicos sao importantes nos modos actsticos axissimétricos do escoamento em
um duto circular, com diferentes configuracoes de impedancia acustica e escoamento
médio uniforme. Além disso, os efeitos viscotérmicos sao considerados tao impor-
tantes quanto o cisalhamento, dentro de uma camada cisalhante, no trabalho de
KHAMIS e BRAMBLEY [27] e também na atenuagao de uma onda plana incidente
sobre uma superficie de impedancia finita [28] 29].

Neste contexto, a investigacao da possibilidade de acoplamento entre modos,
principalmente ao considerar a situacao de uma onda plana se deparando com uma
ramificacao do duto principal, é pouco estudada para geometrias cilindricas e na
presenca de escoamento médio e viscosidade.

Este trabalho se propoe e tem como objetivo aumentar a compreensao sobre
a possibilidade de acoplamento modal em ramificagoes cilindricas, passando pela
discussao dos efeitos da viscosidade no operador de onda e na distribuicao modal
na juncao. A estratégia de investigacao se baseia na inclusao da viscosidade e
escoamento médio uniforme na obtencao de uma equacao da onda. Posteriormente,

tem-se a obtencao de uma funcao de Green para o operador e sua utilizacao em uma

formulagao integral em uma juncao T de dutos infinitamente longos. A



sumariza as principais etapas executadas ao longo do trabalho:

Equacao da onda convectada 4{ Escoamento médio uniforme

)

Funcao de Green Flutuacao de velocidade axial

[

Ramificacao cilindrica

Formulacao integral

[

Termo de interacao entre modos

[

Resultados qualitativos

Figura 1.1: Principais atividades desenvolvidas.

No é apresentada uma revisao geral do fendomeno aeroactstico, englo-
bando as formulacoes desenvolvidas historicamente. A geracao de ruido pelo esco-
amento ¢ analisada através dos desenvolvimentos classicos de analogia acustica de
LIGHTHILL [1},2] e trabalhos de Powell, Howe, Mohring, Doak e Musafir [30} 31]. O
papel da vorticidade como fonte actistica em escoamentos internos de baixo nimero
de Mach é descrito baseado no trabalho de HIRSCHBERG e RIENSTRA [I§]. As
caracteristicas da geracao e propagacao de ruido em dutos sao identificadas, dando
énfase a divisao por baixas e altas frequéncias. As diferentes nomenclaturas para o
fenomeno de acoplamento de pulsagoes actisticas e modos estruturais em dutos sao
revistas e contextualizadas.

No ¢é obtida uma equagao da onda convectada, considerando esco-
amento médio constante e axial, viscosidades dinamica e de expansao e variaveis
médias constantes. E realizada a resolucao, por expansao em modos, para a flu-
tuacao de pressao através de decomposicao no Espaco de Fourier.

No[Capitulo 4 uma fungao de Green é obtida para o operador de onda encontrado.
Para avaliacao dos termos das integrais obtidas, foi utilizada a teoria das fungoes de
variaveis complexas, particularmente o Teorema dos Residuos.

No sao obtidas as equacgoes diferenciais em coordenadas cilindricas
para a flutuacao da velocidade, sendo resolvida a equacao referente a componente
axial. Alguns resultados assintéticos sao utilizados para avaliacao das integrais
resultantes.

No a funcao de Green obtida e a componente axial da flutuagao de
velocidade sao consideradas em uma formulagao integral. Utilizando as relagoes de
ortogonalidade das funcoes de Bessel de primeiro tipo, sao obtidas simplificacoes

para a expressao da velocidade. O campo actstico resultante de um modo de onda



plana é entao considerado no resultado da integral de convolucao, explicitando a
possibilidade de acoplamento actistico para diferentes modos radiais da ramificagao.
Na[Figura 1.2/ é mostrado um desenho esquematico de uma ramificagao e suas com-

ponentes.

x 3

" Ramificacao
Regiao fonte

N
NN\

%UN i b

Duto principal

Figura 1.2: Desenho esquematico de uma ramificacao de duto cilindrico.



Capitulo 2

Geracao e propagacao do som em

escoamentos

Este capitulo descreve alguns conceitos bésicos utilizados e os aspectos gerais da
aeroacustica, sendo revisada a teoria da geracao aerodinamica do som. Sao apre-
sentadas as equacoes de conservacao e a formulacao através de fungoes de Green.
A geracao e propagagao sonora em dutos é revisada, incluindo a descri¢ao das dife-
rentes abordagens para investigacao dos fenomenos aeroactsticos e seus efeitos em

tubulacoes, em especial ao considerar uma ramificacao do duto principal.

2.1 Conceitos preliminares

Nesta secao sao brevemente revisadas algumas técnicas e conceitos matematicos uti-
lizados ao longo do trabalho. Conceitos adicionais sao também dados no|Apéendice Bj

ao longo do texto e nas referéncias citadas.

2.1.1 Equacoes de balanco

Uma descricao completa do escoamento de um fluido é dada, em cada tempo e
posicao, quando a velocidade e duas varidveis termodinamicas sao especificadas [32].
As equagoes necessarias para determinar o movimento em fung¢ao das condigbes de
contorno e de uma condigao inicial sao expressoes dos principios de conservagao
de momento, massa e energia, utilizados nas equacoes aeroactsticas e enunciados a
seguir.

O principio da conservacao da quantidade de movimento linear, para uma for-

mulagao euleriana do escoamento de um fluido, é dado por [33]:

Du

—=Vv-T f 2.1
th \Y +p (2.1)



sendo T o tensor tensao atuando em um volume material, f uma for¢a de corpo, u
o campo vetorial de velocidade, p a massa especifica e D/Dt a derivada material,
que mede a taxa de variacao acompanhando o movimento de uma particula fluida.

A equacao do momento para um fluido viscoso é chamada de equacao de Navier-
Stokes e expressa a taxa de variagao do momento de um particula fluida em termos
da pressao, forgas viscosas e forcas de corpo.

O principio da conservacao da massa estabelece que a taxa de incremento da
massa de fluido, dentro de um volume, ¢é igual ao balanco de massa que entra através
das fronteiras do volume. A equagao é descrita por [33]:

Dp

Ly pvu= 2.2
oy TPV u=0 (2.2)

para um fluido incompressivel tem-se:

V-u=0 (2.3)
O principio de conservagao da energia é descrito por [34]:

D
pTD—j =, A2 +2uS © S + V - (kVT) (2.4)

sendo, s a entropia especifica, k a condutividade térmica, T" a temperatura absoluta,

1 (Ou;  Ou, 1
S o tensor taxa de deformacgao desviatério S;; = {5 (au + 8u]> —3 A 5@] s Mp &
Z; €T;

viscosidade de expansdo, p a viscosidade dinamica e A= V - u [33].

2.1.2 Formulacao por funcoes de Green

Problemas governados por equacoes diferenciais parciais lineares nao homogenéneas
podem ser tratados ao considerarmos a resposta do sistema a uma perturbacao
impulsiva tanto no espago quanto no tempo ([35], capitulo 2). Pode-se representar

o problema como:
Ly o(x,t) = Q(x, 1), para x € 2 (2.5)

sendo L,z um operador com coeficientes constantes, ¢ o campo, e Q(x,t) o campo
fonte [35]. O dominio 2, pode definir um espaco de dimensao arbitraria limitado
por uma superficie S.

A equacao para uma fonte impulsiva é dada por:

L(:p,t) G(X7 l; Yy, T) - (5(X - y) 5(t - T) (26)



sendo x ey, respectivamente, as posi¢oes do observador e da fonte, G(x,t;y,7) a
fungao de Green e 9 a funcao delta de Dirac.

Pode-se utilizar a funcao de Heaviside [35]:

0, se =<0,
H(x) = (2.7)
1, se x>0.

e definir uma funcao g(z) tal que:

>0, se dentro de (2,
g(z) =<0, se forade (2, (2.8)
=0, se em S.

Multiplica~se a equagao ([2.5) por H(g) de tal modo que:

H(g) (L@ 0(x,1)) = Q(x,1) H(g) (2.9)

A partir de (2.9) ¢é necessario passar H(g) para o operador L, ), este processo
gera termos adicionais que podem ser considerados concentrados na superficie S. A

equagao (2.9) é representada entao por:

Lzt 0(x, 1) H(g) = Q(y, 1) H(g) + > _ [(¢(x,1),5(g)) (2.10)

sendo f(¢(x,t),0(g)) os termos de superficie, dependentes da forma do operador
diferencial.
Ao multiplicar a equagao (2.10]) por Q(y,t) e integrar no tempo e no espago em

um volume (2, englobando tanto o volume quanto a superficie S, obtém-se [35]:

H@ ot = [ Glxtiyr) [Qt) H) + 3 F06x.0).0(9)] dy*dr
o (2.11)
A equacgao representa uma formulacao integral para o problema. A funcao
de Green deve satisfazer as condig¢oes de contorno inerentes a geometria estudada.
Destaca-se que, dentro do volume 2y, H(g) ¢(x,t) = ¢(x,1).
Dada a funcao de Green do operador, o campo para uma distribuicao arbitraria
de fontes pode ser encontrado através da convolugao (2.11). O campo fonte pode
ser determinado analiticamente ou pode ser obtido em uma abordagem numérica.

A determinacgao experimental necessita de um modelo tedrico que capture as carac-



teristicas do campo fonte, como avaliado no trabalho de BRUGGEMAN [36].

2.1.3 Convolucao de funcoes e transformacao de Fourier
A convolugao de duas funcoes tem papel importante na teoria da andlise de Fourier,
sendo utilizada na obtencao de resultados ao longo da dissertacao, junto com a
funcao de Green.
Dadas duas fungoes integraveis e periddicas f e g em R, a convolugao f * g em
[—m, ], é dada por ([37], capitulo 2, equagao 2):
1 ™
(f*9)@)=o- [ fy)9lz—y)dy (2.12)
Sendo as fungoes f e g periddicas, é possivel mudar as varidveis em ([2.12)) e obter
[31]:
1 ™
(f*g)a) =5 [ flz—y)g(y)dy (2.13)

Deste modo, convolugoes podem também ser consideradas como "médias pon-
deradas”. Para ilustrar este ponto, basta fazer ¢ = 1 em e interpretar f * g
como o valor médio de f no circulo [37].

Com efeito, pode-se definir o espago de Schwartz, S(R), como aquele em que a

funcao f e todas as suas derivadas sao rapidamente decrescentes na forma:

sup |z|*| fO(z)] < 00 Vk,1>0 (2.14)
z€R

Se as fungoes f e g estdo definidas em S(R), a convolugao entre elas pode ser

estabelecida por [37]:

(f % g)(x) = / " o tg(o)dt (2.15)

Pode-se definir a transformacao de Fourier, de uma func¢do f : R — R por [37]:

7 = / f(x)e ™t dy,  zeR (2.16)
e a transformada inversa de Fourier como:

f(x) :/_ f/(g)e%xgdﬁ, £eR (2.17)

E possivel mostrar que a soma parcial da representacao de Fourier de uma funcao

f pode ser decomposta da seguinte maneira ([37], capitulo 2):



-y <% / ' f(y)e_i"ydy> ¢ (2.18)
-0 [ 1w ( S <>> dy

n=—N
A representacao dada em ([2.18) é bastante tutil quando combinada ao limite

N — o0, que resulta ([37], capitulo 2):

lim Sy(f)(z) = f (2.19)

N—00

A relacao em pode entao representar a funcao em suas componentes de
Fourier como dado pela expressao (2.18). Este fato ¢ comumente utilizado nas
decomposigoes de Fourier em coordenadas cilindricas da fungao de Green e da fungao
delta de Dirac [38-40].

2.2 Aeroacustica

A teoria da geracao do som foi objeto de estudo de Lorde Rayleigh em seu trabalho
Theory of Sound (1877) [41], sendo a fonte sonora considerada como resultado das
vibragoes mecanicas de estruturas. RAYLEIGH [41] indica que a intensidade sonora
decai rapidamente com a distancia a fonte, todavia, ha uma consideragao explicita
aos efeitos do confinamento do som na manutencao da sua intensidade.

O efeito do desenvolvimento da aeronautica e suas turbinas a jato revelou um
problema da estimativa da intensidade acustica que nao era completamente descrita
pelos conceitos até entao estabelecidos. Estimulado por este fato, Sir James Lighthill
[1, 2], desenvolve uma teoria actstica geral na qual identifica o escoamento instével
como uma fonte acustica. Também argumenta que, em um escoamento livre, a
retroalimentacgao entre o som produzido e o escoamento nao é esperada, a nao ser
que um meio de acumulo de energia acustica esteja presente, como um ressoador
transferindo energia do campo acustico para o escoamento e do escoamento para o
campo acustico [I]. Os resultados de LIGHTHILL [I] se mostram bastante tteis,
como definido no trabalho de TAO [42], sendo usados repetidamente em trabalhos
posteriores.

O desenvolvimento de LIGHTHILL [1] descreve o comportamento quadrupolar
do som produzido por flutuagoes turbulentas do campo de velocidade, na auséncia de
superficies interagindo com o escoamento. Em trabalho posterior, LIGHTHILL [2]

incorpora as propriedades estatisticas dos escoamentos turbulentos, caracterizados



pelo espectro amplo de frequéncias.

No desenvolvimento original de LIGHTHILL [I] os efeitos de reflexao, absorgao
ou difracao pela presenca de fronteiras nao sao considerados. Todavia, foi possivel
estabelecer, através de equagoes de conservacao sem hipdteses simplificadoras, uma
analogia exata. Isto é, a equacao de Lighthill permite interpretar a geracao de ruido
pelo escoamento, como devido ao efeito das tensoes de Lighthill aplicadas a um meio

de referéncia, homogéneo e em repouso. Esta equacao é expressa por:

9*p' (x,t
%X’) —2v (x,t)=v-v-T (2.20)

sendo T;; = pu;u; — 75 + (p — c? p')d;; o tensor tensdo de Lighthill, 7;; = 245;; o
tensor de forcas viscosas, p a pressao, 0;; o delta de Kronecker, u; a componente de
velocidade e ¢, uma constante arbitraria que pode ser vista como a velocidade do

som em um meio homogéneo e em repouso de referéncia. A velocidade do som é

definida como ¢? = @) )
op)

A solucao da equacao é obtida por Lighthill, para meio livre de fronteiras, como

-

2 _ 3
J ) = —— 2 /n(y,t—””“)’dy (2.21)
7

Cdme? Ov Cu |x-y|

sendo {2 o volume em que os termos fonte sao importantes [43]. O tensor pu; u; tem
parcelas lineares e nao lineares nas flutuagoes e é importante apenas na regiao fonte
[32]. Esta separacao, em que a propagagao é representada por uma equagao da onda
linear no lado esquerdo e as nao linearidades sao representadas como termos fonte,
é precurssora da abordagem de Lilley, que é analisada por Musafir [44].

A equagao , chamada de analogia actstica de Lighthill, contém a incégnita
¢’ no lado direito da equacgao, aparecendo nos termos fonte. Este problema é con-
tornado com as hipoteses de que a densidade média e a velocidade do som sao
uniformes. Assim, obtém-se a aproximacao T;; ~ pou;u;, conforme mostrado por
LIGHTHILL [1].

Com esta aproximagao, a solucao de (2.20]) pode ser escrita como:

1 2 - dv3
P (x,1) ~ 0 / Po U; Uj (y,t _ yH) Y (2.22)
0

4mc? 0w, x; Cx %=l

No campo afastado (||x|| — o0), tem-se [1]:

. . 2 -
P (x,t) ~ _ ity 0 / Po U; Uj (y,t - M) dy*® (2.23)
o

A x| 2 o2 Ci
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A formulacao de Lighthill , permite a obtencao de estimativas para o campo
acustico através de andlise dimensional [I], sendo avaliada a poténcia actstica gerada
por um jato turbulento livre ? ~ po*M Sﬁ, em que M é o nimero de Mach e D
o diametro do bocal do jato [43].

LAYTON e NOVOTNY [45] estudam a derivagdo matematicamente rigorosa da
analogia de Lighthill para o escoamento de um fluido viscoso, compressivel em re-
gime isoentropico e de baixo numero de Mach, sendo provados alguns resultados
interessantes através de solugdes em abordagem variacional [45]. Entre os resulta-
dos, héa a indicagao de construir a solucao da equacao de Lighthill usando a
solucao das equagoes de Navier-Stokes incompressiveis em conjunto com a solugao
da equagao da onda homogénea ([45], Teoremas 2.1 e 2.2).

A incorporacao dos efeitos de fronteiras solidas no campo acustico na equacao
foi executada por CURLE [3]. Em seu trabalho, é mostrado que os efeitos de
reflexao e difragao das ondas sonoras nas fronteiras sélidas sao equivalentes a uma
distribuicao de dipolos. Assim, fisicamente pode-se considerar o campo como resul-
tado de uma distribuigao volumétrica de quadripolos e uma distribuicao superficial
de dipolos [3].

A expressao obtida por Curle é exata, uma vez que nenhuma consideragao sim-
plificadora foi feita relacionando as tensoes e as taxas de deformagao [3]. Para o

caso geral, tem-se:

1 0 -yl _dy’
/ ,t = 7—‘2 7t -
px1) A7 c? Oz, x; /Q ! (y C |-yl

1 / 0 dS(y)
+ lim—(puiv; + pij) 7—
Tra@ Sy oy, P TP [y

1 0 0
— Li— (pusu; + pi; 2.24

sendo P; = —1; p;j, pij o tensor tensao agindo no fluido, /; os cossenos diretores do
vetor n, normal ao fluido e 92 o contorno sélido do volume 2.
Ao considerar que a velocidade normal no contorno sélido seja nula, isto €, se

cada superficie esta fixa ou vibrando em seu préprio plano, [;u; = 0, tem-se:

1 0 Ix-yl\ dy’
/ t) = E 7t -
p(x.1) A1 c? Ox; xj /Q (y Cx [x-y|

1 0 [x-y||\ dS(y)
_ Py, t— 2.25
471'03 (9@ /3_(2 (y Cx ||X':Y|| ( )

Prosseguindo nos desenvolvimentos de CURLE [3] e LIGHTHILL [1], 2],
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FFOWCS WILLIAMS e HAWKINGS [46] estenderam a teoria do som aerodinamico
incluindo o efeito de superficies em movimento arbitrario. Na solucao é obtida,
através da utilizacao de funcoes generalizadas, uma formulagao da equagao da onda

nao homogénea para superficies em movimento, expressa por [46]:

%0 (x,t 2Ty 9 9 5 5
pﬁ_i(: )_cz v (x,t) = —j. o <pz'j 5(f)87f> to (/00 ui5(f)a§> (2.26)

J

sendo f = 0 a superficie S e § a funcao delta de Dirac, a barra inferior indica que
a variavel é uma fungao generalizada vélida em todo o volume (2 [46]. A superficie
S é considerada impermedvel, isto é, a componente normal do vetor velocidade é
continua no contorno. Caso a superficie seja um corpo sélido estacionério, entao
u-n=0emS [33].

A solucao da equacao é obtida como [46]:

/ t — Y d
pr(x.t) 47 c? Ox; x, /QL”Hl—MrH] !

0 / |:pijnjA:| 8/ [ Po Un }
— —2 < 1 dS + — — | dS 2.27
52 Joo Lrin =22 5 [, F—agy) 0 (220

sendo n uma coordenada lagrangeana generalizada, para a qual cada elemento da

distribuicao de fontes estd em repouso, dada por:
y=n+ / cM(n, 7 )d 7’ (2.28)

sendo cM a velocidade da superficie em movimento, 7 uma variavel temporal e J o

jacobiano, dado por:

J = exp U v- CM(?],T/)dT/] (2.29)

Os integrandos em (2.27)) sdao tomados no tempo retardado 7 =t — £, sendo que

a distancia r é dada por:

e x—n— / M, )d 7| (2.30)

Uma introdugao as funcgoes generalizadas é fornecida de maneira rigorosa por
LIGHTHILL [47], sendo os conceitos de fungoes boas e francamente boas definidos

de maneira engenhosa, constituindo-se em um excelente enbasamento tedrico. Uma
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revisdo mais aplicada do assunto também é dada por CRIGHTON et al. [35].

A maioria das aplicagoes da formulagao de FFOWCS WILLIAMS e HAWKINGS
[46] é concernente aos escoamentos de alta velocidade envolvendo superficies de
controle em movimento répido e distribui¢oes de fontes [32].

Destaca-se que a teoria do som produzido aerodinamicamente pode ser dividida
em distintas abordagens. A primeira, com aplicacoes tendo em vista o ruido de
jato, é representada pelos trabalhos de PHILLIPS [48] e Lilley, como descrito por
MUSAFIR [30], 44]. A segunda vertente é representada pela vorticidade como fonte
acustica [32].

A formulacao de PHILLIPS [48] foi proposta para descrigao da geracao do som
por escoamentos turbulentos em altos nimeros de Mach. O desenvolvimento parte
da modificacao da variavel actistica na equacao considerando uma pressao
logaritmica, resultando em uma equacao da onda convectada para descricao da
geracao e propagacao das perturbacoes de pressao. A expressao incluindo termos
fontes é dada por [49]:

D?r 9 Ou; Ou;  Dq*
—V - \V = —
(C 7'[') 8a:j 81’1 + Dt

v-f (2.31)

sendo m = 7! ln(ﬁ), Poo Uma constante, v a razao de calores especificos e ¢* e f*
fontes por unidade de massa nas equacgoes da massa e momento, respectivamente.

Como explicitado por MUSAFIR [49], a equacao nao representa uma
analogia actstica, uma vez que a forma homogeénea da equacao nao corresponde a
uma situacao que possa ser considerada de referéncia, enquanto o principal termo
fonte nao pode ser descrito como uma fonte equivalente.

A formulacao de Lilley [44] define uma analogia actistica exata, em que a situagao
de referéncia é um escoamento paralelo e incompressivel. O desenvolvimento parte
da equacao arranjando os termos lineares e nao lineares nas flutuagoes, em
lados diferentes da equacao, considerando que os termos nao lineares representam
geracao enquanto os lineares a propagacao. As varidveis sao separadas em partes

médias e flutuantes. A formulacao de Lilley é representada por [49):

3
Dom _ (&v =2 vU.i) (cavr) = <D°v =2 vU~i>

Dtg Dt 8$1 E 8(131
1.7 2\/ / / / D(Q)ﬂ- * / !/
[V (u'u)+ () va —u'V-u —f*}—l—Dt2 (¢F —u'-vr') (2.32)

Do _
Dt —
panhando a velocidade média. A equacao permite diferentes expressoes para os

sendo uy = (U(z2, 23),0,0)) solenoidal e % + Uaiml a derivada material acom-
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termos fonte, analisadas de modo detalhado por MUSAFIR [44].

Para a identificacao do significado fisico dos termos das equacoes, da sensibili-
dade em relagao aos aspectos fundamentais dos operadores envolvidos e da validade
de cada desenvolvimento, a abordagem explicitada por MUSAFIR [30] pode ser uti-
lizada. Nesta abordagem, procura-se avaliar as operacoes realizadas na obtencao
das equacgoes, através da inclusao de fontes nas equagoes de balanco de massa e
quantidade de movimento, fornecendo de modo claro as propriedades fisicas de cada
termo fonte [30].

GOLDSTEIN [50] mostra que as equagoes de balango da quantidade de movi-
mento linear podem ser reescritas como um conjunto de equacoes nao homogeéneas
linearizadas, com os termos fonte equivalentes as tensoes externas de cisalhamento
e fluxo de energia. A abordagem é chamada de analogia actstica generalizada, pois
as flutuagoes podem ser obtidas a partir de um escoamento arbitrario de referéncia,
no qual a linearizacao ¢é efetuada [49].

POWELL [51] argumenta que, no limite de baixo niimero de Mach, o principal
termo de geracao na analogia de Lighthill ¢ a vorticidade. Uma justificativa
formal é dada por HOWE [52], no qual, partindo da forma de Crocco [33] da equagao
da quantidade de movimento linear, introduz a entalpia de estagnagao como variavel
acustica.

A identificacao dos componentes acusticos dos escoamentos é tratada de forma
sistemética por JENVEY [53]. Na abordagem utilizada, os componentes do escoa-
mento, fluxo de massa, velocidade, densidade, entalpia, energia interna e tensoes vis-
cosas, sao divididos em acusticos, entrépicos e vorticais. Os componentes actsticos
sao definidos por sua associacao com as flutuagoes de pressao. Como condicao para
analise, também estabelece a existéncia de uma equacao de estado, com pressao
e entropia como variaveis independentes, permitindo a separacao das quantidades

termodinamicas em variagoes de pressao e entropia.

2.3 Vorticidade e ressonancia em escoamentos in-

ternos

Oscilacoes aeroacusticas em camadas cisalhantes sao causadas pela interagao instavel
entre o campo actstico (potencial) e a fonte [54]. Em particular, quando a excitagao
se acopla a um campo acustico ressonante, podem ocorrer pulsacoes de elevada
amplitude.

A instabilidade do escoamento cisalhante permite que, pela separacao em &areas
onde existam gradientes significativos nas propriedades geométricas ou de escoa-

mento, ela atue como fonte retroalimentadora do campo acustico gerado interna-
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mente [55]. Em escoamentos internos, o campo acistico pode ser alimentado por
um fluxo de energia advinda da geracao de vértices. Sendo assim, em escoamen-
tos internos ressonantes, onde ha separacao e descolamento do escoamento instavel,
a vorticidade tem um papel central. O processo se inicia com o crescimento de
pequenas perturbagoes de vorticidade na camada cisalhante descolada. Conforme
estas se deslocam através da expansao de area, hé interacao com o campo acustico
e criacao de um circuito de retroalimentacao, que pode aumentar ou diminuir a
resposta acustica do sistema de tubulagoes [50].

Um importante resultado é o desenvolvimento de uma teoria relacionando a
poténcia emitida pelo escoamento a partir de uma distribuicao de vorticidade por
HOWE [31], que fornece os fundamentos para uma andalise do balango de energia
em sistemas ressonantes. A formulacao parte da forma de Crocco, usando a decom-
posicao do campo vetorial de velocidades em uma parte solenoidal e outra potencial.
A equacao para a taxa na qual a energia acustica é produzida ou dissipada em um
escoamento com geracao de vorticidade, com massa especifica média uniforme e em

baixos nimeros de Mach, é dada por [31]:

P = —po/ (W X Ugpp) - Upor dI2 (2.33)
Q

sendo P a taxa de energia média transferida, u,, o campo de velocidade solenoidal
induzido, u,: = V¢ o campo de velocidade potencial e a barra superior indica média

temporal. Tem-se que u,, é dado pela lei de Biot-Savart [31, B3] como:

U0 (X, 1) / d*y (2.34)
IIx —yll Y||

A equacao , que para completude do texto tem sua deducao revista no
foi usada por HOWE [31] para obtengao de estimativas para poténcia
sonora emitida por um bocal de jato com baixo nimero de Mach e nimero de
Strouhal, com resultados em boa ordem de aproximacao com os experimentais.
A grandeza obtida foi um coeficiente de absorc¢ao, definido como a razao entre a
poténcia sonora irradiada e a poténcia total. Destaca-se como vantagem a sim-
plicidade da analise, uma vez que descricoes detalhadas do escoamento nao sao
necessérias [31].

A propagacao de ondas sonoras em dutos tem uma forte dependéncia da
frequéncia, sendo bem estabelecido que somente ondas planas se propagam quando
a frequencia de excitacao é menor que um valor especifico, caracteristico da geo-
metria do duto [I8, 19, 57]. Deste modo, a maioria dos modelos do problema de
ressonancia em uma ramificacao fechada utiliza a hipdtese de baixa frequéncia, e,

portanto, propagacao de ondas planas.
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2.4 Geracao e propagacao sonora em dutos

Em escoamentos com alto nimero de Reynolds, em que alguma descontinuidade
geométrica ao longo de dutos fechados exista, pode ocorrer uma excitacao de alta
frequéncia e, portanto, a propagacao de ondas acusticas em modos de ordem supe-
rior.

Os estudos de propagacao em modos superiores se dividem entre aqueles que
desconsideram a resposta mecanica do duto e aqueles que realizam uma anélise aco-
plada. Ao desconsiderar a resposta mecanica do duto, estudam-se as caracteristicas
de propagacao com relacao a geometria e condi¢oes de contorno. Em uma anélise
acoplada, tem-se geralmente a construcao de modelos baseados em simulagoes com-
putacionais e férmulas empiricas |18, [58].

Em um duto cilindrico, pode-se definir um modo por [19]:

T (ar)emimOemiksz it (2.35)

sendo k. o numero de onda axial, w a frequéncia de excitacao, m a ordem do modo
e o um autovalor.

Para a propagacao axial a parte imaginaria de k., determina o decaimento do
modo [19]. Modos tendo um nimero de onda axial puramente imagindrio possuem
um decaimento exponencial com a distancia da fonte, sendo denominados evanescen-
tes e a frequéncia a partir da qual se inicia este decaimento exponencial é chamada
de frequéncia de corte. Os modos com a parte real nao nula do nimero de onda
axial sao chamados propagantes. De fato, separando a parte real e imaginéaria de

k.mn, tem-se:
e*ikzz — e*iRe(kzmn)ZeIm(kZmn)z (236)

Para um modo se propagando no sentido positivo de z deve-se ter:

Re(k.,
Im(k,

)
)

A velocidade de fase de uma onda é a velocidade na qual a fase wt—k, é constante,
isto é [18]:

Vv

0
(2.37)
0

mn
mn

IN

w
Ufase = 7
k.

(2.38)

Qualquer onda pode ser considerada como parte de um pacote de ondas, com

frequéncias e numeros de onda relacionados por uma relagao de dispersao do tipo
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w = w(k,). Este conjunto de ondas se desloca com a velocidade de grupo, dada por
[18]:

dw
ugmpo = @ (239)

z

2.4.1 Estudos sobre propagacao sonora

PRIDMORE-BROWN [59] estuda a propagagao de uma onda acustica bidimensi-
onal através de escoamento cisalhante com gradiente constante e também escoa-
mento turbulento, acima de uma superficie plana. Sao desenvolvidas equacoes para
a propagacao sonora, em um escoamento inviscido, e os resultados sao utilizados
na estimativa da atenuacao do som pelo efeito do escoamento em um duto com im-
pedancia finita. A condigao de contorno utilizada é a continuidade da componente
normal de velocidade, tanto na camada cisalhante quanto na parede. O trabalho
de PRIDMORE-BROWN [59] é considerado pioneiro no tratamento de escoamentos
com impedancia finita e a equagao recebe o nome em homenagem ao autor: Equacao

de Pridmore-Brown, cujo operador é dado por:

Dg DO 0 9
F = - —v.-2vU - — \V4 2.4
PB (l)t3 Dt (91’1) (CO ) ( 0)

Destaca-se que este operador é o mesmo da formulacao de Lilley, , ao des-
considerar os termos fonte. O operador em (2.40]) é o mais geral para a propagagao
sonora em um escoamento isentropico, inviscido e com pressao média uniforme.

A geracao do som em dutos de parede rigida, com escoamento médio, é anali-
sada por MORFEY [60]. Ondas estaciondrias sao avaliadas através da aplicacao de
condigoes de contorno com impedancia finita nas terminacoes do duto. Sao dadas
sugestoes para a andlise da geracao sonora por fontes em uma descontinuidade do
escoamento médio.

O operador linear utilizado por MORFEY [60] é, para um campo sem fontes,
dado por:

]:ME

a 2
(a + Uo.V) - Cgv2] (241)

sendo considerado um escoamento axial uniforme, Ug = (c¢oM,,0,0), ¢y e M,, velo-
cidade do som e niimero de Mach, constantes.

Para calcular a poténcia sonora transmitida pelo campo de pressao, MORFEY
[60] define a intensidade acistica, para meios isentrépicos e irrotacionais como:

I = (Pu) + —5 (0P + —52 (0'u]) + pougo(winr)) (2.42)
Pocy “
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sendo a média temporal representada pela barra. A poténcia actstica total é encon-
trada ao integrar a intensidade axial ao longo de uma secao transversal do duto.

O campo actstico, para o caso do escoamento inviscido, em uma frequéncia es-
pecifica, em um duto infinito, bidimensional e com secao transversal constante foi
estudado por TESTER [61]. As paredes do duto foram analisadas nas situagoes de
duto rigido e de impedancia acustica finita. E interessante notar que a funcao de
Green bidimensional, devido a uma fonte linear e infinita é derivada para um escoa-
mento uniforme e com perfil parabédlico, sendo representada como uma soma infinita
de modos nao ortogonais. Neste desenvolvimento nao foi avaliada a convergencia de
uma decomposicao critica, isto é, nao foi possivel garantir a existéncia de solugoes
para um contorno de integragao utilizado. Este fato foi parcialmente contornado ao
comparar os resultados obtidos com a fun¢ao de Green de campo livre.

Um espaco vetorial de dimensao finita, para ser corretamente representado, pre-
cisa de uma lista de vetores linearmente independentes que gere o espago [62]. Pode-
se argumentar que o espago de solu¢ao dado por TESTER [61] nao representa uma
base para o problema de dimensao finita. Além disso, como todo espaco linear
normado e completo, possui uma base ortonormal ([62], capitulo 2, Teorema 2.5),
sugere-se que outras representagoes sao possiveis para o espago de solugoes. Em um
espaco de dimensao infinita, a existéncia de uma base é um problema extremamente
nao trivial, conforme pode ser verificado no trabalho de BLASS [63].

SWINBANKS [64] estuda o campo actstico gerado por uma distribuicao de
fontes em um duto com escoamento cisalhante, obtendo, quando a frequéncia da
fonte é fixada, uma soma de modos nao ortogonais. Como forma de conseguir
uma solucao com modos que satisfagcam uma relacao de ortogonalidade, é obtido
o resultado através de uma transformagao de Fourier da solugao. Os termos da
expansao de Fourier obtidos contém singularidades na forma de polos. A férmula
do residuo é entao aplicada para avaliagao da amplitude dos modos.

DOAK [65] discute e revisa os aspectos praticos e tedricos da geragao sonora por
fontes distribuidas em escoamentos internos, considerando dutos com comprimento
finito. A secao transversal do duto, a caracteristica espaco- temporal da distribuicao
de fontes e as condigoes de contorno nas terminacoes sao consideradas como os
principais fatores influenciando o campo actstico, para dutos de parede rigida, sem
escoamento.

DOAK [65] também desenvolve férmulas para o campo actstico de um fonte
pontual para um duto retangular de parede rigida, com terminagoes nao refletoras
e sem escoamento. Este trabalho foi pioneiro para a area de ar-condicionado e
aquecimento. Sao estudados também os campos actsticos resultantes de monopolos,

dipolos e quadripolos, para fontes apresentando uma tnica frequéncia, ou multiplas
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frequéncias e ainda com aleatoriedade temporal.
DOAK [65] define a poténcia acustica instantanea por unidade de area, na dire¢ao
axial, como pv, e a intensidade acustica média é dada por:

1
I, =pv, = §Re(pv;‘) (2.43)

sendo v, o campo vetorial de velocidades na direcao axial e * indica o conjugado
complexo.

DOAK [65] considera a seguinte equacgao diferencial, para escoamento sem visco-
sidade, com velocidade média nula e uma fonte pontual, de dependéncia harmonica
simples:

) 1 0% 9]

20 Poa(@oewt)fs(x — Xo) (2.44)
sendo )y uma amplitude complexa e x( a posi¢ao da fonte e p a pressao acustica.

DOAK [65] destaca que, no modelo considerado,a frequéncia de excitacao tem
influéncia na taxa de decaimento de um modo, isto é, no caso considerado se a
frequéncia de excitacao se aproxima da frequéncia de corte do modo, entao este
modo pode contribuir com transferéncia de energia por distancias aprecidveis da
fonte, cerca de alguns diametros interno do duto. Um dos interessantes resultados
numéricos obtidos é um fenémeno de assimetria na propagacao de energia pelos
modos, isto é, modos de alta ordem transportando mais energia que o modo de
onda plana.

Em trabalho posterior, DOAK [66] desenvolve métodos exatos para o cdlculo dos
campos acusticos para dutos de comprimento finito, paredes rigidas, terminagoes
atenuadas, na auséncia de escoamento, como resultado de uma distribuicao interna
de fontes acusticas.

Aspectos fundamentais da teoria do ruido em dutos sao revistos e discutidos por
DOAK [67]. E dado um enfoque maior nas relacdes entre o campo actstico irradiado
por um duto e a distribuigdo de fontes equivalentes da analogia de Lighthill [I],
explicitando os resultados através de analise dos multipolos.

MICHALKE [68] estuda a propagacao do som em dutos circulares de parede
rigida, com escoamento médio. Diferentes distribuigdes de fontes sao consideradas
nas solugoes da equacao obtida em dominio do tempo. No dominio da frequéncia
¢é obtida a solugao inclusive para a regiao fonte e o espectro de poténcia sonora é
derivado.

SHEPHERD e CABELLI [69] utilizam um método de elementos finitos bidimen-

sional para investigar as caracteristicas de transmissao e reflexao dos modos actisticos
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de alta ordem, no caso de uma curva em gomos a 90 graus, corroborando os resul-
tados através de experimentos. O problema de um modo evanescente incidente na
curva também foi estudado do ponto de vista da transferéncia de energia.

Uma solucao analitica para a propagacao sonora em dutos com impedancia finita
na parede, para um escoamento inviscido e em regime laminar é desenvolvida por
GOGATE e MUNJAL [70] e os resultados sao também comparados com o caso de
um escoamento uniforme.

RIENSTRA e TESTER [39] derivam uma funcao de Green analitica para um
duto circular, contendo escoamento uniforme, através de transformacao de Fou-
rier. As condic¢oes de contorno consideradas incluem parede rigida e também parede
com impedancia acustica finita. Uma investigacao numérica das amplitudes modais
também é executada, através de algoritimos especificos. O operador de onda con-
vectado estudado é o mesmo obtido por MORFEY [60], (2.41]), e GOLDSTEIN [71],

da forma:

1 L(2) 2
rr <C(2) D2 ) ( )

KINSLER et al. [72] incluem a viscosidade de expansao e dinamica em um ope-
rador de onda ao estudar os efeitos de dissipacao em um meio em repouso. O efeito
individual da viscosidade ¢é avaliado na dissipacao de uma onda plana, sendo pos-

teriormente adicionados os efeitos de dissipagao térmica e moleculares. O operador
estudado por KINSLER et al. [72] é dado por:

1 02 5 0 _,
(2L _p2_ 2 2.4
Frx (cg 5 v Tsatv ) (2.46)

sendo 7, um coeficiente viscoso com unidade de tempo.

BRAMBLEY [21] considera perturbagoes lineares no escoamento de um gas
perfeito, compressivel e inviscido ao longo de um duto cilindrico. Os efeitos das
condicoes de contorno no comportamento dos modos sao discutidos. Estudos
numéricos sao realizados em uma curva de duto e também em uma mudanca abrupta
da condicao de contorno através do Método de Wiener-Hopf. O operador utilizado
¢ igual ao dado por GOLDSTEIN [71] e MORFEY [60], (2.45]).

DOKUMACIT [26, [73] estuda a flutuagao da temperatura como varidvel actstica,
considerando efeitos viscosos e térmicos, com escoamento uniforme e impedanica
finita na parede em um duto de secao circular. O operador isentrépico obtido é

dado por:
D, K g 1 D? 9 L (4p\ Do,
Fp= (=22 - V) (=2 —v2- — ([ 2) Dy 2.47
b (Dt P0Cp0 ) (cg Dt? poct \ 3 ) Dt (2.47)
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sendo ¢,y 0 calor especifico a pressao constante.

DOKUMACT [26] considera a decomposi¢do do campo de velocidades em uma
parte solenoidal e outra irrotacional, sendo obtidas expressoes separadas para cada
componente através de uma relagao de dispersao para a condigao de contorno que
relaciona argumentos das componentes de velocidade, diferente da definicao usada
por RIENSTRA [19] e BRAMBLEY [21], a qual relaciona o nimero de onda axial
e parte do argumento da solugao, identificado como autovalor.

KHAMIS e BRAMBLEY [28] estudam a atenuagdo de uma onda plana inci-
dente em uma superficie, considerando o escoamento cisalhante de um fluido vis-
coso, através de simulagoes numeéricas e expansoes assintéticas. Mostra-se que a
condigao de contorno de MYERS [74] prevé incorretamente a atenuagao sonora em
muitos casos, sendo estabelecido também que os efeitos de um escoamento viscoso
sao comparaveis aos efeitos de um escoamento cisalhante no caso estudado.

RIENSTRA [19] estabelece uma extensa e recente revisao da actstica de dutos,
incluindo o desenvolvimento da equagao de PRIDMORE-BROWN [59] e nos casos
da propagacao sonora em meios estacionarios e também em movimento uniforme.
Sao obtidas as expressoes para as componentes de velocidade axial e flutuacao de
pressao. As relagoes de dispersao sao também obtidas para cada caso, bem como
expressoes para as intensidades actusticas nos dutos de secao circular. Um exemplo
de acoplamento de modos actsticos, em dutos circulares concéntricos, é explicitado
através de formalismo matricial.

MATTHEWS [40] utiliza fungdes de Green na obtengao da resposta actstica ge-
rada pelo escoamento em dutos de motores aeronauticos com expansoes assintoticas
em alta frequéncia. Um abordagem semelhante também ¢é utilizada por POSSON
e PEAKE [75] para a investigacao dos efeitos do escoamento nao axissimétrico em

um duto anular.

2.4.2 Efeito das descontinuidades geométricas na pro-
pagacao

O efeito de uma descontinuidade plana, caracterizada por uma mudanca abrupta de
secao transversal ou um diafragma plano de espessura reduzida, na propagacao de
uma onda plana, considerando modos de alta ordem excitados na descontinuidade, é
analisado, para escoamentos inviscidos e bidimensionais, em dutos retangulares por
MILES [76]. E estudado o efeito dos modos de ordem superior através de analogias
com circuitos elétricos, sendo este efeito representado por uma capacitancia discreta.
Um duto circular também ¢ tratado no problema através de aproximacoes para a

reflexao acustica devido a mudanca na secao transversal, constituindo-se em trabalho
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pioneiro sobre o tema.

A teoria desenvolvida por MILES [76] é aplicada para tubos retangulares e cir-
culares. Coeficientes de reflexao e transmissao sao determinados através do circuito
elétrico equivalente. Trabalhos experimentais sao também realizados para deter-
minacao das impedancias equivalentes [77]

REDMORE e MULHOLLAND [22] estudam o acoplamento entre modos do
duto principal e da ramificacao para dutos retangulares. Condig¢oes de contorno de
impedancia acustica também sao consideradas nas paredes do duto. Os resultados
sao comparados com experimentos, todavia nao sao apresentados coeficientes de
reflexao e transmissao. A propagacao em dutos retangulares, através de curvas de
180 graus, foi analisada também por CUMMINGS [7§].

Uma investigacao experimental do escoamento tangencial em um ressoador de
Helmholtz é realizada por NELSON et al. [79]. O comportamento fisico da interac¢ao
entre os termos fonte e a geracao ou absorcao de energia actstica é caracterizado
através da medicao das componentes médias e flutuantes dos campos de velocidade
e de pressao.

O desenvolvimento experimental de NELSON et al. [79] serve de fundamentagao
para, em artigo posterior [80], identificar os balangos de energia e momento ocor-
rendo no escoamento nas condicoes de ressonancia. O balanco de energia é iden-
tificado com as pressoes e velocidades induzidas pela distribuicao de vorticidades.
O balanco de momento é associado ao escoamento potencial. Faz-se uso da super-
posicao de dois campos vetoriais de velocidade na descricao do escoamento, um pu-
ramente vortical e solenoidal, induzido pela vorticidade, e outro potencial. A parte
flutuante do campo de velocidade potencial é associada a ressonancia actstica. Esta
decomposicao é a mesma utilizada por HOWE [31].

O problema do escoamento ao longo de uma ramificagao fechada cilindrica, foi
estudado por JUNGOWSKI et al. [81] através de experimentos com ar e gés na-
tural. Os efeitos de parametros da geometria da ramificacao, do escoamento e das
condigoes de contorno acusticas foram discutidos. Foram estudadas as ramificacoes
classificadas como cavidades profundas, nas quais o comprimento é maior que o
diametro. Uma conclusao importante é que o campo acustico criado na ramificagao
fechada depende da frequéncia de ressonancia do sistema de tubulagoes como um
todo, podendo desviar da frequéncia de ressonancia de uma tubo fechado aberto em
uma extremidade e fechado com contorno rigido na outra [81].

Dentre as analises realizadas por JUNGOWSKI et al. [81], destaca-se que o au-
mento do comprimento das ramificagoes resultou na supressao dos harmonicos e
translacao para as baixas frequéncias, reduzindo as oscilagoes. Tal fato, se consi-
derado como medida preventiva as pulsacoes na industria, pode induzir ressonancia

mecanica no sistema de tubulagoes. Isso ocorre, pois ao diminuir as frequéncias de
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ressonancia da ramificagao fechada simples, através do aumento do comprimento,
elas podem ficar da mesma ordem das frequéncias naturais mecanicas da tubulagao,
tipicamente entre 4 e 5 Hz [82].

JUNGOWSKI et al. [81] também analisam um modelo equivalente para a fonte,
representada por um pistao oscilatério equivalente e duas matrizes de transferéncia
com parametros empiricos. O balanco de energia também é avaliado, identificando
dois diferentes modos de oscilacao e seus respectivos nimeros de Strouhal de res-
sonancia St,,, entre 0,2 e 0,55 para o primeiro modo e entre =~ 0,4 e =~ 1,1 para
o segundo modo. O numero de Strouhal é definido como uma razao de frequéncias

md
Uso
primento caracteristico, e Uy, um escoamento de referéncia incidente. Uma férmula

caracteristica para o problema St,, = 2= sendo f,, uma frequéncia, d um com-

empirica, com o Teorema II, para o nimero de Strouhal St,, de ressonancia é obtida
relacionando o diametro d da ramificacao fechada, o nimero de Reynolds Re e o
nimero de Mach M, além do raio de curvatura do contorno sélido r [81].

BRUGGEMAN [5] relata o problema de ressonancia actstica de baixa frequéncia
em um sistema de tubulagoes de uma estagao de compressao caracterizada por vérias
ramificacoes fechadas em sequéncia. Neste caso, o nivel de pulsacao medido chegou
ao valor de 8 vezes a pressao dinamica do duto principal. Observou-se também
um valor minimo do numero de Strouhal em ressonancia menor que o relatado
anteriormente na literatura.

A importancia da caracterizagao das fontes aeroacisticas é enfatizada [5], uma
vez que resultados anteriores as negligenciavam. Todavia, as vibracoes estruturais
sao desconsideradas e o modelo nao linear das fontes baseado na vorticidade, como
proposto por HOWE [52], ¢ utilizado como referéncia. Para a propagacao de ondas
acusticas de baixa frequéncia em dutos com curva e juntas T, é empregado o Método
das Expansoes Assintéticas Combinadas, dando uma aproximacao de primeira or-
dem da solucao quando a regiao fonte é acusticamente compacta. Uma regiao é dita
acusticamente compacta se sua dimensao caracteristica for pequena comparada com
os comprimentos de onda que ela produz ou interage [83].

Ainda no modelo usado por BRUGGEMAN [5] o perfil de velocidade utilizado
é uniforme e os efeitos da atenuacao devido a viscosidade e conducao de calor sao
pequenos. Os efeitos de dissipacao podem ser incorporados ao niimero de onda como
uma correcao imaginaria. Uma fungao de Green é usada em uma formulacao integral
do problema e o método de van der Pol é usado na solugao da equacao integral.

BRUGGEMAN et al. [84] desenvolvem um modelo tedrico para as fontes ae-
roacusticas em ramificagoes fechadas. Experimentos sao conduzidos avaliando os
efeitos da dissipacao e da geometria nos niveis de pulsacao. Em particular, a mu-
danca na forma da juncao, canto vivo ou arredondado, resultou na modificacao

da amplitude de pulsacao de maneira significativa, sendo reduzida pela adocao do
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canto vivo na regiao de separacao. Tal fato motivou o desenvolvimento de dispo-
sitivos para mudar artificialmente a geometria da juncao como forma de controle
passivo das pulsagoes. Também sao definidos os conceitos de niveis de amplitudes

das pulsacoes:

° pU < 1073: pulsacoes de baixa amplitude, em que a teoria linear das
pclo
perturbagoes da camada cisalhante ainda sao vélidas;
/
e 1073 < P < 107! pulsacoes de amplitude moderada; em que os efeitos
pPClo

nao lineares induzem uma concentracao de vorticidade em estruturas coerentes
e com a intensidade da fonte independente da amplitude do campo acustico;

/

p

pcly
vortices e o proprio percurso dos voértices é influenciado de maneira particu-

> 107! pulsacoes de elevada amplitude, em que o desprendimento de

larmente forte pelo campo acustico.

A identificacao da intensidade das fontes aeroacusticas, na condicao de alta am-
plitude das pulsagoes, isto é, quando a componente actistica do campo de velocidade
¢ da mesma ordem de grandeza do escoamento principal, é discutida por PETERS
[7. As geometrias consideradas foram as ramificagoes fechadas em oposigao, for-
mato cruz, e duas ramificacoes fechadas simples em sequéncia. Os diametros das
ramificacoes sao iguais ao do duto principal, enquanto os efeitos da atenuagao do
campo acustico pelas vibracoes de parede da tubulacao sao desprezados. Observam-
se dificuldades na simulacao numérica das pulsagoes periddicas através dos métodos
de vértices simples, duplo e painel. A causa principal é a necessidade de aniquilagao
da vorticidade apés um numero de ciclos, a partir da geracao, de modo a limitar o
tempo e a regiao de integracao numérica. Um outro aspecto observado é a trans-
feréncia de energia entre modos, isto é, em altas amplitudes de pulsacao efeitos nao
lineares no sistema causam atenuacao do modo fundamental de pulsacao, levando
inclusive ao aparecimento de ondas de choque na juncao cruzada.

KRIESELS et al. [13] avaliam o escoamento com alto nimero de Reynolds e
baixo nimero de Mach em sistemas de tubulagao com ramificacoes fechadas. A
configuracao de ramificagoes fechadas em posicoes opostas é analisada através de
simulagoes computacionais da geracao dos vortices. Conclui-se que perdas pela
emissao acustica devido a geracao de harmonicos nao ressonantes ¢ significativa
para o balanco de energia no problema de altas amplitudes de pulsagoes. Verifica-se
também que, como as geometrias circular e quadrada nao apresentaram grandes
diferencas, um modelo bidimensional para a regiao fonte é suficiente para obter

informagoes das principais caracteristicas da fonte aeroacistica [13]. As ondas de
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choque observadas por PETERS [7] também foram observadas por KRIESELS et al.
/
~1,3.

[13] quando o nivel de amplitude das pulsagdes alcangou .
De acordo com ZIADA e SHINE [12] um método parapo p?‘ojeto de sistemas de
tubulacao, composto por ramificagoes fechadas simples, em sequéncia ou em cruz,
deve passar primeiro pela avaliacao da velocidade do escoamento do duto princi-
pal, reduzindo a velocidade abaixo do valor critico estabelecido em seu diagrama
de projeto. Caso nao seja possivel, pode-se aumentar o diametro da ramificagao,
aumentando o nimero de Strouhal critico e a velocidade critica ou reduzindo o com-
primento da ramificacao fechada, reduzindo a frequéncia natural actstica no modelo
de ondas planas. Se nenhuma modificagao geométrica ou operacional puder ser reali-
zada, ZIADA e SHINE [12] recomendam a estimativa das amplitudes das pulsagoes,
conforme [B, [7, 85] para avaliar se medidas mitigadoras devam ser tomadas.

A caracterizacao do comportamento aeroacustico de juncoes T é realizada por
FOLLER et al. [86] através da Simulacio de Grandes Escalas (LES) e identificacio
de sistemas. Além disso é utilizado o método de separacao dos componentes do
sistema de tubulacoes em elementos actsticos discretos, representados matemati-
camente por uma matriz de transferéncia. Utilizando as equagoes linearizadas de
Navier-Stokes, HOLMBERG et al. [87] analisam a inclusdo de amortecimento da
energia acustica em regioes de elevada turbuléncia para uma juncao T, no dominio
da frequéncia.

A identificacao de fontes aeroactsticas em um juncao T é avaliada por SALT et al.
[88] através de experimentos, caracterizando o campo de velocidade do escoamento
durante um ciclo actstico das pulsagoes em ressonancia, e pelo método dos elementos
finitos, caracterizando o modo acustico excitado e seu campo de velocidade. A
equagao ([2.33]) é usada na caracterizagao da poténcia acustica instantanea.

A propagacao em dutos retangulares e o acoplamento entre modos de ordem su-
perior para varias descontinuidades, sdo analisados por MUEHLEISEN [23], através
da obtencao de coeficientes de reflexao e transmissao. O duto é considerado de
parede rigida e o escoamento é inviscido e sem escoamento médio. As expressoes
analiticas para os coeficientes de reflexao e transmissao sao derivados com auxilio
de uma funcao de Green para a regiao da juncao.

MUEHLEISEN [23] destaca que, para a convergéncia de resultado em estudos
numéricos da propagacao em descontinuidades, a conservacao de uma energia finita
no contorno do problema implica em uma razao de modos para regioes de geometria
similar. Deste modo, o numero de modos em cada trecho do dominio deve ser
proporcional a razao de comprimentos caracteristicos para que haja convergéncia
relativa. Esta razao na quantidade de modos evita que o resultado numérico convirga
para valores diferentes de acordo com a quantidade de modos truncados.

Decomposi¢ao modal é utilizada por DUBOS et al. [25] para obter resultados
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para a propagacao sonora em uma ramificagao em duto retangular. Considera-se
que apenas o modo de onda plana se propaga, os outros modos sendo considerados
evanescentes. Para a geometria circular, aproximacoes assintoticas foram obtidas,
revisando e expandindo o trabalho de KEEFE [24], indicando também que a geome-
tria circular nao é totalmente adequada para decomposicao modal. Esta conclusao
se deve a forma da superficie de juncao ser nao circular, exigindo métodos numéricos
na resolucao das integrais resultantes.

TANG e LAM [89] investigam a transmissdo do som, de uma ramificagao incli-
nada em um duto retangular infinitamente longo, através do método de elementos
finitos. Indica-se que a hipdtese de propagagao de ondas planas é valida somente em
frequéncias muito baixas. Além disso, é observado que as intensidades dos modos de
ordem superior sao maiores que o modo de onda plana e que o angulo de inclinagao
altera substancialmente a distribuicao de energia entre os modos actsticos no duto.

LAU e LEUNG [90] realizaram estudos numéricos e experimentais para caracte-
rizar as propriedades de transmissao sonora, em modos de ordem superior, em uma
juncao T e em uma ramificacao fechada, com geometria retangular. Acoplamento
modal, entre modos da ramificacao e do duto principal, é observado nas duas abor-
dagens. O acoplamento é atribuido ao descasamento entre o campo de velocidade e
modos da ramificacao na regiao da juncao.

GRAF e PAN [91] desenvolvem um método numérico para determinacao da
matriz de espalhamento dos modos de ordem superior, considerando uma curva de
angulo reto e de secao retangular. Os resultados do método de elementos finitos

empregado revelaram um acoplamento e interferéncia entre modos significativo.

2.5 Relacao entre modos acusticos de ordem su-

perior e a vibracao da tubulacao

Quando os modos acusticos de alta ordem se propagam em um duto, podem excitar
mecanicamente a tubulacao se as frequéncias acustica e mecanica forem coincidentes.
Esta excitacao depende da impedancia acustica na condicao de contorno entre o
fluido e a tubulagao.

CARUCCI e MUELLER [8] analisaram as causas da geracao de altos niveis de
energia acustica, formas de excitagao da vibragao da tubulacao e o mecanismo de
falha por fadiga, utilizando correlagoes com parametros empiricos para desenvol-
ver uma curva de projeto da tubulacao como funcao do nivel de pressao sonora e
diametro da tubulagao. Sugestoes de medidas mitigadoras sao também consideradas.

A principal causa abordada por CARUCCI e MUELLER [8] foi a turbuléncia
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gerada na passagem do escoamemto por itens que apresentam gradientes de pressao
significativos, redutores de pressao, como valvulas de controle e orificios de restrigao,
dentro de uma tubulacao de gas. Como o escoamento turbulento tem caracteristicas
aleatérias [92], o campo acistico gerado é considerado nao periédico.

As vibragoes induzidas acusticamente, e a investigacao de seus efeitos, podem
ser divididas em trés aspectos [§]. Inicialmente, busca-se analisar e compreender
a fonte de excitagao. Em seguida, determinar a resposta dinamica do sistema de
tubulagoes. Por fim, investigar as consequéncias e potenciais medidas mitigadoras
necessarias.

CARUCCI e MUELLER [§] notam que as vibragoes de trechos pequenos de tu-
bulacao ou detalhes, com pequena dimensao e diametro, como valvulas de drenagem
e as vibracoes axiais e circunferenciais da tubulacao sao consideradas mais criticas
em um sistema de tubulagoes, inclusive com relatos de experiéncias de falha.

Os pequenos detalhes nao axissimétricos da tubulacao, ao introduzirem descon-
tinuidades, sao concentradores de tensoes nos quais os ciclos de tensoes induzidas
acusticamente sao causa de falhas por fadiga [§].

As consequéncias da excitacao de alta frequéncia foram relatadas como causa
de fadiga em tubulacoes com ramificagoes fechadas e descontinuidades assimétricas
por EVANS [93] e EISINGER [10]. Neste problema, as vibragoes da parede do duto
sao responsaveis pela concentragao de tensoes nas descontinuidades geométricas da
tubulagao e consequente falha por fadiga [93].

A falta de uma metodologia amplamente aceita para representacao da fonte
de pressao em tubulagoes, a ser utilizada na previsao realista de ciclos de fadiga,
causados pela propagacao de ondas actisticas de modos de ordem superior, em aco-
plamento aos modos mecanicos de ordem superior da tubulacao, é salientada por
GHOSH et al. [94] que utilizam as frequéncias actsticas e mecanicas de um duto com
ramificagao lateral para prever o comportamento do sistema em relagao a excitagao
distribuida ou nao, desconsiderando hipdteses para a compacidade da regiao fonte
acustica. As dificuldades também se devem as caracteristicas aleatérias do escoa-
mento turbulento [95-97], implicando que métodos estatisticos devem ser usados na
descrigao do espectro do campo actstico, conforme trabalho de PROUDMAN [92].

E corrente o uso de duas nomenclaturas distintas relacionando o acoplamento
de vibracoes entre fluido e estrutura, dividindo-as entre induzidos pelo escoamento
(VIE) e os induzidos acusticamente (VIA) [9, 58, [08]. Tal separacao ¢ arbitraria em
escoamentos internos, sendo as vibracgoes classificadas como induzidas pelo escoa-
mento causadas, na verdade, pelas oscilagoes aeroactsticas iniciadas pelo escoamento
cisalhante em alguma descontinuidade do dominio, geralmente de baixa frequéncia,
enquanto as denominadas induzidas acusticamente sao devido a propagacao das

ondas acusticas em modos de ordem superior e, geralmente, de alta frequéncia.
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A vibracao da estrutura do duto induzida acusticamente, VIA, é gerada quando
um modo actstico circunferencial excita um modo circunferencial estrutural [94].
Geralmente, sao causadas pela passagem através de itens da tubulagao que causam
reducao acentuada da pressao, como valvulas e orificios de restricao e podem causar
falha catastrofica por fadiga do sistema de tubulagoes em pouco tempo conforme
relatado por ROMANO et al. [99)].

NISHIGUCHI et al. [9] investigam oscilagoes aeroactsticas devido ao escoamento
em uma juncao T a 90 graus através de dados experimentais. Um indice de vibragao
¢ desenvolvido para avaliar o nivel de vibracao na juncao, apresentando resultados
favoraveis para investigagao dos niveis de vibracao causados pelo escoamento. A
aplicacao do indice de vibracao aos casos de falha reportados por CARUCCI e MU-
ELLER [§], desenvolvidos para vibragoes de alta frequéncia, induz os autores a
sugerirem que, na juncao, vibracoes de alta e baixa frequéncia podem estar relacio-
nadas.

O desenvolvimento de CARUCCI e MUELLER [§] foi utilizado para criar uma
metodologia de avaliacao de risco da ocorréncia de falhas por fadiga em tubulacoes
pelo Energy Institute [I00]. O guia estabelece uma abordagem proativa, focada
na andlise de novos projetos, avaliagao de mudancas em instalagoes existentes e
identificacao de problemas potenciais em sistema em operacao. Dentro de uma

abordagem integrada, a avaliacdo proposta é baseada nas seguintes etapas [100]:

e Identificacao dos mecanismos de excitacao;

e Avaliacao ordenada de trechos do sistema com maior potencial de existéncia

dos mecanismos de excitacao;

e Avaliagdo quantitativa dos locais anteriores para determinar a probabilidade

de geragao de altos niveis de excitacao acustica;
e Analise detalhada através de inspecoes e medigoes em campo;

e Medidas corretivas para reduzir a probabilidade de falha por fadiga causada

pela excitagao actstica no sistema.

E interessante notar que ha uma clara separacao entre efeitos de baixa frequéncia
e alta frequéncia na descrigao dos mecanismos de excita¢ao apresentados [100], em-
bora NISHIGUCHI et al. [9] levantem a possibilidade de influéncia de acoplamento
entre modos de alta e baixa frequéncia. Destaca-se também que no artigo pioneiro
de CARUCCI e MUELLER [8], nos casos de falha descritos, a velocidade tangen-
cial elevada na juncao das descontinuidades do duto foi apontada como possivel

contribuinte.
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HARPER [20] revisa os principais aspectos relacionados a vibragdo de baixa
frequéncia (VIE) e alta frequéncia (VIA), através de estudos de casos em uma planta
de gas. Sao investigadas as vibragoes em dutos principais e também em ramificagoes
de pequeno diametro. Destaca-se também a importancia de abordagens iniciais
preventivas ao lidar com as vibracgoes de origem acustica.

A partir de uma abordagem estrutural, IZUCHI et al. [I1], propéem um pro-
cedimento para calcular a previsao de vida em fadiga da tubulagdo submetida a
excitagao acustica de alta frequéncia, considerando dados reais das condicoes de
operagcao.

ALLISON e BENNETT [10I] comparam modelos actsticos e estruturais com
elementos finitos de forma a determinar modos coincidentes axiais e circunferenciais
em conjunto com experimentos em diferentes geometrias. Medidas mitigadoras dos
efeitos das vibracoes sao também avaliadas através de experimentos. Destaca-se
que, embora estudem principalmente vibracoes de alta frequéncia, os resultados
experimentais indicam a excitacao de modos de ordem inferior pelo escoamento
turbulento, sugerindo o acoplamento entre modos.

KATAOKA e HIDA [102] discutem a vibragdo de cascas cilindricas sujeitas a
excitagao acustica. Resultados numéricos sao apresentados a partir de férmulas
tedricas para varias geometrias. Sao obtidos os principais fatores que afetam as
tensoes de vibragao de casca, incluindo a resposta a excitacao aleatéria. Em tra-
balho posterior, KATAOKA [103] investiga os mecanismos de falhas por fadiga em
ramificacoes de tubulacoes sujeitas a vibracao induzida acusticamente. A concen-
tracao de tensoes é discutida e os modos de vibracao sao avaliados para diferentes
configuragoes de ramificacoes.

Verifica-se que a relacao entre modos de alta frequéncia e baixa frequéncia, numa
juncao T ou ramificagdo fechada, considerando a possivel excitagao de modos su-
periores por modos de onda plana, nao é bem estabelecida. Pode-se simplificar o
problema ao restringir a analise para a possibilidade de interacao entre modos em
uma mesma frequéncia de excitagao [104]. Assim, um estudo da interagao entre mo-
dos, na descontinuidade geométrica, pode aumentar a compreensao sobre a questao
levantada por NISHIGUCHI et al. [9].
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Capitulo 3

Uma equacao de onda convectada

3.1 Introducao

Para investigar a possibilidade de interagao entre modos de onda plana com modos
de ordem superior, na presenca de uma descontinuidade geométrica no duto, obtém-
se uma equacao da onda convectada, considerando escoamento médio uniforme e
subsonico, além de viscosidade dinamica e de expansao. A expressao para a flutuagao
de pressao ¢é resolvida no caso homogéneo, com expansao em modos de Fourier.

Considera-se que a camada limite, onde o cisalhamento é importante para
numeros suficientemente altos de Reynolds, seja suficientemente pequena para ser
desconsiderada. Perturbacoes actsticas sao geralmente definidas como lineares
e isentropicas e a inclusao dos termos viscosos, sem a consideracao dos termos
térmicos, valida ao assumir que os dutos tenham raio interno suficientemente pe-
queno para que os efeitos térmicos possam ser negligenciados, como explicitado por
DOKUMACT [26].

A equagao obtida estende a equacao dada, para meio homogéneo e em re-
pouso, por KINSLER et al. [72] através da incorporagao de escoamento médio nao
nulo. Também estende as formulagoes utilizadas por RIENSTRA e TESTER [39]
e BRAMBLEY [21I] ao considerar a viscosidade e confirma a forma do operador
encontrada para escoamento isentropico recentemente explicitada por DOKUMACI
[26].

3.2 Equacao da onda convectada

Nesta parte, através da combinacao das equacoes de balanco, obtém-se uma equagao
da onda convectada, que considera os efeitos de um escoamento médio uniforme, na
qual os efeitos de viscosidade dinamica e de expansao sao incluidos.

Os termos das equagoes de conservagao da quantidade de movimento linear ([2.1))
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sem fontes, e da conservacao da massa ([2.2)) sdo avaliados considerando a hipdtese
de pequenas pertubacoes e linearizados. A decomposicao de Reynolds é utilizada,
na qual cada varidvel acustica é decomposta em termos médios e de flutuagao com

média nula, obtendo-se:

p=po+p, u=uy+u, p=py+7p (3.1)

A hipdtese de escoamento isoentropico leva:

Dp  (dp\ Dp
Dt (8p)s Dt (3:2)

Ao linearizar a equagao de conservagio da massa e considerar que p’ = c2p’ e ¢
constante, conforme abordagem utilizada por KINSLER et al. [T2] ¢ GOLDSTEIN
[71], tem-se:

1 Do(p')

VAR u/+ JR—
poct Dt

=0 (3.3)

Do mesmo modo, o processo de linearizacao para a equacao de conservacao do
momento linear, (2.1)), fornece:

poDou’ 9 1 /u D, ,
= v = — 1+—<—+ )—v 3.4
— [ o2 \3 T He) B | VP (3.4)
Ao derivar em relacao ao tempo a equacao de conservacao da massa linearizada

(3.3)), subtrair do divergente da equacao do momento linearizada (3.4, tem-se:

1 (Dgpl> _ {1 L b <H +ub> &1 v+ uv? (v ') =0 (3.5)

2 \ D2 pocd \3 Dt
Ao substituir a equagao (3.3)) no ultimo termo do lado direito de (3.5)), tem-se:
1 D(Q)p/ Do 82]9/
il -1 — | —= =0 3.6
2 ( Dt? T Dt | 0x? (3:6)

sendo 7, o coeficiente dependente da viscosidade, com dimensao de tempo, dado

abaixo:

Ts = 1 (4—M + ub) (3.7)

~pocy \ 3
O coeficiente dado por (3.7]) é chamado de tempo de relaxamento ou acomodacao,
sendo interpretado como um tempo para o sistema atingir equilibrio quando ocorrem

variacoes de massa especifica ou temperatura [72].
O operador obtido na equagao (3.6 é dado por:
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1 D2, Dy,
= (=0 v,y 3.8
L (cg Dt2 "Dt (3:8)

A equagao (3.6) pode ser reduzida a formulagao estudada por KINSLER et al.
[72] ao fazer Uy = 0 e 75 # 0, obtendo-se:

1 aZp/ o 82]9/
= 11 = — .
2 (8t2 ) [ e 8t} 922 " (8.9)

fazendo 7, = 0 e Uy # 0, tem-se a formulagao estudada por BRAMBLEY [21] e
GOLDSTEIN [71]:

z <D3p,) G A~ (3.10)
cg \ Dt? ox;

A equacao também pode ser obtida, em sua forma nao viscosa, a partir
da formulacao de Lilley , ao desconsider as fontes, produtos de flutuacao,
considerar ¢y e Uy uniformes, além de tomar © = p'.

Nota-se que o operador ¢ essencialmente idéntico ao segundo termo do
operador obtido por DOKUMACI [26], definido em ({2.47). De fato, é possivel ilus-
trar as relagdes entre os operadores, (2.47)),(2.46)),([2.47) e(3.§), através do seguinte

diagrama:

Fp —=% Fr = Fx
Tszol (3.11)
Frr
O diagrama (3.11)) mostra as diferentes consideragoes em cada operador de onda,

possibilitando uma rapida avaliacao das diferencas sem contudo entrar nos detalhes

de cada equacao.

3.3 Solugao da equacao convectada

O campo actstico em um duto de segao transversal circular constante, pode ser
escrito como uma soma infinita de modos. Isto é, expande-se a solucao no espaco
de fungoes caracteristicas do problema, as autofungoes [19].

Considerando a decomposigao de Fourier em variaveis cilindricas, (r, 6, z), e uma

solucao do tipo e™eik=zelwt [T] 27], tem-se:

P (r,0,2,t) = Re{p,(r)emleit==clty (3.12)
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sendo m um inteiro, k, o nimero de onda axial e w a frequéncia angular da per-
turbacao.
A equagao (3.6)) é colocada na seguinte forma:

1 Dgp 0% Dy <82p’>

—_— . — —_— T — —
2 D2 9x? "Dt \ Ox?

)

=0 (3.13)

Considerando coordenadas cilindricas para os termos da equagao (3.13)), tem-se

para o primeiro termo:

Dip/'(r,0, 2, t)

D7 = (—w? + 2Uowk, — Ugk?) p,(r)e ™ eh==elt (3.14)

e para o segundo termo:

10 (rop 10% 0%
2,7 _ — (2 _ —
v'p _r(8r<8r )>+r2802 +822

42 1d ’ imo -ik.z
{ pe(r) | 1dpe(r) _ po(r)m® pr(r)ki} ekt (3 15)

dr? r dr 72

finalmente, para o terceiro termo:

DO 62])/ o 82p/ ] 82]?/
A B ) R — [ == 1
Di (axg o\ a2 ) TV \ aa2 (3.16)
Os termos do lado direito da equagao acima, (3.16)), sao expandidos:
B 82}9, o a2p/
JR— — U — —_— p—
ot (axf) + %92 (8353)

(0 — k.Uh) {der(T) y 1dpe(r)  pr()m”

dr? r dr r2

— pe(r)E2 | ezt (317

Ao substituir as equagoes (3.14) a (3.17) em (3.6), tem-se:

1
— (—wQ + 2Ugwk, — ngg) pr(r)+

Epo(r) | Ldpi(r)  po(r)m? (k2] =0 (3.18)

(ik,Upts — 1 — T4iw) 02 R >

Busca-se colocar a equagao (3.18]) na forma classica da equagao de Bessel, para

a qual as solugoes sao bem conhecidas e estudadas detalhadamente por WATSON
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[105], GRAY et al. [106], LEBEDEV [107] ¢ KORENEV [108].

Definindo as seguintes expressoes:

(—w? + 2Upwk, — UGk?) = ¢y (3.19)

&wl =

[_1 + iTS(kZUO - OJ)] = ¢2 (320)

substituindo (3.19) e (3.20) em (3.18)), tem-se:

d2p, 1dp, 2 ) 2
L () (i
(3.21)
2

r
Ao multiplicar (3.21]) por ——, e considerar que p,.(r) # 0 localmente, obtém-se:

pr(7)

d*p, (r)
2 r
" dr? tr dr

dp,(r) _ {mQ e (wl kS ”f (w— kZUO))} pe(r)  (3.22)

Se a funcao p,(r) se anular no campo de solugoes, deve-se ter cuidado para a
definigao dos dominios de integracao da funcao p,.(r), evitando-se as singularidades
[109].

Define-se o seguinte termo do argumento da equagao :

2 i 1.2( .
0? = (m hnintl ’“ZU())) S (3.23)
2

e

< . (L : , e
A razao de numeros complexos — é avaliada através da multiplicacao do con-
2
jugado do denominador, fornecendo:

U _ Uy (=1 —i7 (k.Ug — w)) _ —py (1 +i7s (k.Up — w))
vy [1+72(kUy—w) (kUg—w)]  [1+72(k.Uy —w) (k.Uy — w)]

(3.24)

observando que 1, (3.19), pode ser aglutinado como mostrado abaixo, tem-se:

—1 2
2 (l{foo — w) (1 + iTs (szO — (,d)) 2
— —k 3.25
@ 2 1+ 72 (kUp —w) (blp —w)] = (3.25)

que é equivalente a seguinte expressao:
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2 : 3
_ \/ (k,Uy — w) it (k,Up — w) e (3.26)

ct [1 + 72 (k, Uy — w)Q] c [1 + 712 (k. Uy — w)z}

A equacgdo (3.26) pode ser expressa em termos de coeficientes adimensionais

definidos por:

Ui
k= ﬁ, M= (3.27)
Co Co
sendo k o nimero de onda e M o nimero de Mach.
Define-se a seguinte grandeza, com dimensao de comprimento:
Tox = TsCo (3.28)
resultando entdao em «a(k, k,, M, 7,,.) dado por:
koM — k) — k2 [1+ 72 (k.M — k)?] +ire (k.M — k)’
S (O VY (R S VA R S TR
[1 + 72 (k.M — k) }
A solugao da equacao (3.22)) é obtida por[I05H107]:
pr(r) = Adp(ar) + BY,,(ar) (3.30)

sendo A e B, amplitudes constantes, e .J,, e Y,, as funcoes de Bessel de primeiro e
segundo tipo, respectivamente. Sendo a solugao radial regular ou finita em r = 0
[19, 21], tem-se que B = 0, uma vez que Y;, nao é finita na origem [105].

Assim, a solucao radial é dada por:
pr(r) = Adp(ar) (3.31)

3.3.1 Condicao de contorno

As condigoes de contorno impoem restrigdes ao argumente « [21I]. Tem-se, geral-

mente, as seguintes condi¢oes de contorno na parede [18]:

e Parede rigida;

e Parede com impedancia acustica finita.
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A condicao de contorno com impedancia finita, em uma superficie impermeavel,
considerando a presenga de escoamento foi desenvolvida por MYERS [74], sendo

representada por:

~

i

iwd"-n=(lw+ug-V—(n-vug)- n) (3.32)

N|

sendo Z a impedancia actstica e n o vetor normal a superficie na condicao de
contorno.

Apesar de considerar inicialmente, para fins de limitagao de escopo, a condicao
de contorno de parede rigida, na realidade a impedancia acustica do duto pode ser
finita [18, 19, B9]. Deste modo, as flutuagdes das pressoes acusticas podem atuar
como fonte para a estrutura do duto. Neste caso, conforme relatado no [Capitulo 2|
a literatura frequentemente separa oscilagoes de baixa frequéncia do campo acustico
com vibragoes de baixa frequéncia no duto, denominado ”vibracao induzida pelo
escoamento” (VIE), e as vibragoes de alta frequéncia do campo acistico excitando
modos de alta ordem da estrutura do duto sendo denominados de ”vibracao induzida
acusticamente” (VIA).

BRAMBLEY [21] aponta instabilidades numéricas na formulacdo de MYERS
[74] e mostra [110] que estas instabilidades tem como causa o fato da condigao
de contorno ser um problema matematicamente mal posto, no sentido de
HADAMARD [111]. BRAMBLEY [I12] deduz entao uma nova condigao de contorno
modificada e bem posta, testando sua validade através de simulagoes numéricas.
RIENSTRA e DARAU [113] também deduzem uma nova condigao de contorno bem
posta, levando em conta a existéncia de uma espessura finita da camada limite,
todavia sem simulagoes numéricas.

A condicgao de contorno de parede rigida é considerada neste trabalho e a solucao,
para um escoamento médio uniforme, é vélida fora da camada limite [27], tomada
como suficientemente pequena, de modo que os efeitos de um escoamento nao uni-
forme sejam desconsiderados.

Assim, considerando a condicao de contorno para uma parede rigida, tem-se:

dp,(r)
dr

=0=J (aR) =0 (3.33)
r=R

sendo R o raio interno do duto.
Para cada m inteiro, existem infinitas raizes da funcao de Bessel de primeiro

tipo, indexadas por n. Os valores discretos tornam o coeficiente a = Q.
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3.3.2 Relacao de dispersao

A partir da equagao (3.29)), pode-se obter a seguinte relacdo de dispersao para o

coeficiente axial k.,,n:

(iTee M3 + 2MET2) K2 (M? —i73,3M? — o2, M?*72 — 12 k* — 1) k?

4 zmn zmn
Fom A - 20
(iT3ME?* — 2Mk + 2M ka2, 72) kamn N ik3 (1—a?, 72)k? N o
T2 M? Tesx M2 T2 M? T2 M?
(3.34)

A equagao, ([3.34]), retoma formulagoes conhecidas, para o caso inviscido, dadas
por RIENSTRA [19] e HIRSCHBERG e RIENSTRA [1§] no limite 75, — 0, quando

se obtém:

k2 — (Mo — k) + 02, =0 (3.35)

zmn mn

No caso inviscido, (3.35]), a solugao pode ser obtida pela seguinte expressao:

—Mk £ /k? — (1 — M?)a?
Eomn = mn 3.36

A relagao de dispersao entre k., € Qunp, (3.34) é uma equagao do quarto grau,
com coeficientes complexos e as caracteristicas fisicas do problema impoem restrigoes
sobre os sinais das partes reais e imagindarias das raizes complexas de k.., [19].

A equacao possui o ultimo grau algébrico no qual a solucao pode ser
encontrada por uma férmula contendo um nimero finito de adigoes, subtragoes,
multiplicagoes e radicais [I14]. Em particular, o Teorema Fundamental da Algebra,
ao mostrar que todo polinomio P(z) = a,2" + - - - + ag, com coeficientes complexos,
tem uma raiz em C, se aplica. A demonstragao mostra que uma fungao de variavel
complexa, que satisfaca as equacoes de Cauchy — Riemann, ou é constante ou
admite uma fatorizagdo em séries de poténcias, implicando a existéncia de uma
raiz. Detalhes podem ser obtidos nos trabalhos de STEIN e SHAKARCHI [109] e
AHLFORS [115].

Pode-se representar na seguinte equacao de quarto grau generalizada:

k4 ak?, 4+ bkZ + ckyp +d =0 (3.37)

com coeficientes definidos por:
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(iTeu M3 + 2MkT2)

oz (T (3.3%)
p=— - s _TO;’%'}(}];FTSQ* SR (3.39)
e (T 3ME* — 27—]8\%[]]:;/[—; 2Mka?, T2) (3.40)
d ET;’E\; _a —:423”]\1?;) i ngﬁQ (3.41)

As solugdes de (3.34)) sdo dadas por ([I14], capitulo 1):

H H
a «Q a —:I:é

— -4+ =+ =, — 42
4 2727 4 * 2 2 (342)
a2
sendo H = i b+ y, e y qualquer raiz da equagao ctbica [114]:
y® — by + (ac + 4d)y — a*d + 4bd — 2 = 0 (3.43)
enquanto:
2 4 _ 3
S g gy 0TIy
a, B = 342 AH (3.44)
\/%—ZbiZ W —4d, H=0

Ao atribuir valores para os parametros da relacao de dispersao, é possivel ob-
ter a [Figura 3.1 que mostra os valores de partes reais e imaginarias das raizes de
para os dez primeiros modos radiais em frequéncias de excitacao diferentes.
Considera-se que o regime é subsonico, e as propriedades de massa especifica, veloci-
dade do som e viscosidade dinamica consideradas como as do ar, pg = 1,205 kg/m?,
co = 340m/s, p = 1,81.10°kg/(m.s). A viscosidade de expansio foi considerada
como uma fragao, u, = 0, 7p, da viscosidade dinamica, conforme sugerido por CRA-
MER [116]. Verifica-se a existéncia de regides com partes real e imagindria com
sinais opostos e também regioes nas quais os sinais sao iguais, sendo condizente com

a existéncia dos denominados modos anémalos, observados por DOKUMACI [26].
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(b) M = 0.5 e frequéncia de 20 Hz.

Figura 3.1: Relacao entre as partes imagindria e real de raizes de (3.38]), para cada
indice de raiz n.

O Teorema Fundamental da Algebra implica, como corolario, que a parte ima-
gindria do nimero de onda axial é sempre nao nula ([I09], capitulo 4, Corolario
4.7), no caso viscoso, e todos os modos apresentam decaimento, um resultado bem
conhecido. Além disso, observa-se que um polindémio P(z) = a,2z" + -+ + ag, com
coeficientes complexos, a, # 0, tem exatamente n raizes e todas se encontram den-
tro de um disco aberto, centrado na origem, com raio dado por ([114], capitulo 1,
Teorema 1.2.1):
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r=1+ max (|ay|) (3.45)
0<v<n-—1 |an|

O resultado explicitado por (3.45|) indica que, dependendo dos médulos dos coe-
ficientes complexos da relagao de dispersao, pode-se ter um decaimento reduzido do
modo acustico. O decaimento representado pela parte imaginaria é limitado pelo

maior médulo dos coeficientes, de fato:

0 < | (k)| < [1+ max <|“”|>} (3.46)

0<v<n—1 |an|

Uma conclusao da desigualdade (3.46|) ¢ que a méaxima magnitude de atenuacao,
considerando escoamento de um fluido viscoso, pode ser avaliada sem a solucao da
relacao de dispersao, bastando uma simples inspecao dos seus coeficientes. A me-
lhora da estimativa, para o limite inferior dos zeros de polindmios de coeficientes
complexos, passa por restricoes nos valores de seus coeficientes, uma revisao abran-
gente do assunto é dada no trabalho de GARDNER e GOVIL [117].

Verifica-se que a obtencao de critérios analiticos, para a existéncia de ondas
evanescentes e propagantes, fica sobremaneira dificultada pela complexidade das
raizes. Com efeito, no caso inviscido, a obtencao das raizes ja exige a utilizacao de
métodos numéricos adequados, sendo um item particularmente critico na condicao de

propagacao acustica em dutos com parede nao rigida, conforme pode ser observado

em trabalhos de RIENSTRA e TESTER [39], DOKUMACI [26] e BRAMBLEY [21].

3.3.3 Expressao para a flutuacao da pressao

A norma de uma funcao de Bessel de primeiro tipo pode ser definida pela seguinte

expressao ([106], capitulo 6, equagao 109):

2

a 2
/ J2 () rdr = % [J,'z(amna) + (1 -
0

m

) P2 fam)| = (e
(3.47)

2 2
arna

sendo m,n € Z, e a o raio do dominio considerado.
Pode-se normalizar os modos da solugao (3.31)), multiplicando-se por A,,, =

| e (Qnnem) || 1, € usando a condigao de contorno ([3.33):

1

<R72 [(1 - 04,2:21%2) J’%(amnR)Dm (3.48)

sendo R o raio interno do duto. Geralmente, pode-se tomar o raio interno do duto

mn
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como unitdrio sem prejuizo da generalidade [18] [19, 21].
Considerando a condic¢ao de contorno de parede rigida na superficie, (3.33)), tem-

se para solugao da flutuagao da pressao normalizada em modos::

p'(r,0,2,t) = Re Z Z Avrin T (o) (A e~ F5mn% - B e Fikemnz) g=imb it
m=—o0 n=1

(3.49)

sendo A, € By, coeficientes para ondas se propagando no sentido positivo e ne-
gativo de z, respectivamente. O autovalor, «,,,, ¢ dado pela equagao . A
forma da equagao ¢ bem conhecida e similar as obtidas por RIENSTRA [19]
e MUNJAL [57].

3.3.4 Influéncia da frequéncia nos termos de viscosidade

Pode-se avaliar a influéncia da frequéncia nos termos viscosos da equagao (3.29)),
através da definicdo de um Reynolds actstico, para meio estacionério [11§]:

A\
Reg, = 220 (3.50)

M*

sendo A o comprimento de onda acustico e p* a viscosidade.

Ao aplicar a equagao (3.50) na expressao para o coeficiente 7, (3.28]), tem-se:

1 4 4 1
= — | = = 3.51
" PoCo ( 3 i Iub> (3R€acu i Reacub) (351

A partir de (3.51)) pode-se verificar que o coeficiente 7y ¢é proporcional a

frequéncia. Quanto maior a frequéncia, menor Re,.; e Rey», € tanto maior é o
efeito da viscosidade.

DOKUMACT [26, [73] considera os efeitos viscotérmicos na propagacao de ondas
em dutos com impedancia finita, sendo considerados relevantes para a atenuacao
sonora. No trabalho realizado por KHAMIS e BRAMBLEY [2§], para a propagagao
de uma onda plana sobre uma superficie com impedancia finita, conclue-se que a
viscosidade tem papel significativo, reduzindo a reflexao de modos propagantes em
determinado sentido e aumentando a reflexao de modos cruzados.

CRAMER [I16] reporta casos em que a viscosidade de expansao foi medida com
valores varias ordens de grandeza superior a viscosidade dinamica, salientando que
a viscosidade de expansao pode ser tanto mais importante quanto maiores os efeitos
de compressibilidade e em altas frequéncias. Deste modo, pode-se argumentar que

a inclusao da viscosidade se justifica ao tratarmos com propagacao em frequéncias
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mais altas. Os efeitos da viscosidade de expansao sao também muito importantes
na presenca de gradientes espaciais de densidade significativos, como em ondas de
choque [119].

Com efeito, caracterizacoes experimentais e tedricas da atenuagao sonora, em
propagacao no ar, indicam que os efeitos da viscosidade de expansao sao devidos a
relaxamento molecular, suficiente para afetar a propagacao de energia actstica no
meio. A viscosidade de expansao é especialmente relevante em gases multiatomicos
e, portanto, potencialmente em aplicagoes industriais da industria de petrdleo, nos
quais seus efeitos se acumulam em cada ciclo de propagacao acistica [I19]. Em
particular, LIN et al. [I19] apresentam um modelo para a viscosidade de expansao
que pode ser utilizado em condicoes de absorgao de energia acistica em dominio da

frequéncia, em situagoes préximas ao equilibrio termodinamico.

3.3.5 Influéncia do niimero de Helmholtz na equacao (3.6))

Define-se o niimero de Helmholtz, He, como:

—— = Hé? 3.52
c2r? ( )
sendo L uma escala de comprimento.
. . . oot _ x;
Introduzindo coeficientes adimensionais t = — = wt, T; = 7 20 operador de

-
onda convectado, (3.6]), tem-se:

2 3219/
ot?

82 p/
ooz,

82p/ ) 82p/ a2p/
* (H€>(M)afjaf + (M) 0z,0z; 02

(a1 ()~ (g () =0 o9

L L
sendo 7 = — uma escala de tempo do escoamento médio.

(He) + (He)(M)

Verifica-se que a inclusao do escoamento médio e da viscosidade no operador
(3.6) implica na necessidade de avaliagao das magnitudes da velocidade média e das
escalas de tempo viscoso para avaliar o caso em que o nimero de Helmholtz é muito

pequeno. Em suma, fazendo He — 0, tem-se:

82]9/ 82]9/ T a a2p/ T a 82]),
(M) 0z,0T; 0> (r) ot (a@z) ( T) oz, ( 8@-2) 0 (3.54)
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quando M? < 1 e pu = pp — 0, tem-se:
a2p/
oz

A equacgao (3.54)) mostra que, na presenga de escoamento médio e viscosidade,

0 (3.55)

um operador de onda convectado, no limite de pequenos niimeros de Helmholtz, nao
satisfaz a equacao de Laplace, tendo um comportamento que se desvia do harmonico
tanto maior é a velocidade média e viscosidade. Neste caso, as propriedades da flu-
tuacgao de pressao ou de outra variavel actstica, sofrem influéncia da direcionalidade
e o conceito de compacidade acustica para fontes em movimento perde suas carac-
teristicas de simetria, tipicas de fun¢oes harmonicas. Com um nimero de Reynolds
elevado tem-se que os efeitos viscosos tornam-se cada vez menores, conforme pode

ser observado ao adimensionalizar a equagao do momento como func¢ao do nimero
de Reynolds:

ot Yoz, “om  Re

_ _ _ 2 92— 2,-
6?_u7Z 0w, op 1 (8 w  O0%u; 20 uz) (3.56)

- 0,2 OmE; 3012

sendo Re = pU/L o nimero de Reynolds e a barra indicando grandezas adimensio-

nais.

3.3.6 Influéncia dos efeitos térmicos

Desconsiderar a condutividade térmica é tanto mais valido quanto menor for o raio
do duto [120, 121I]. Esta condicao foi estudada por RAYLEIGH [41] e pode ser

expressa em termos dos numeros de Stokes, Sy, e Prandtl, Pr, como [26]:

Sl e SiPri«i (3.57)

O nimero de Stokes pode ser definido por:

S, = R, [P (3.58)

1

sendo R o raio interno do duto.

O numero de Prandtl pode ser definido por:

pr=Hm (3.59)
K

A condicao (3.57) estabelece critérios para definir a validade da hipdtese de
incluir a viscosidade e desconsiderar a condutividades térmica. Com efeito, quando

o diametro do duto ¢é reduzido, a conducao de calor do centro para os limites se torna
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mais facilitada, de modo que, no limite, a temperatura das paredes solidas controla a
temperatura do fluido, com expansoes e rarefagoes isotérmicas ([122], capitulo XIX,
pagina 326).

De fato, ao considerar que a condi¢cao em nao seja satisfeita, isto é, que
efeitos térmicos nao possam ser negligenciados, a equacao da energia implica em

variagoes entrépicas, sendo dada por [20]:

Ds’
Dt

A equacao de estado para a flutuacao da entalpia s’ fica entao:

1 [ Ep0 ;o @/
s = (To) T (p0p> (3.61)

sendo [y o coeficiente de expansao térmica.

poTo—r = KkoV>T' (3.60)

Do mesmo modo, para equacao de estado para a flutuacao da pressao, tem-se:

2 2
Py = (C_O) o+ (—B 0P OCOT’) (3.62)
70 7o

Ao substituir as expressoes (3.60]), (3.61) e (3.62)) no processo de obtencao de
(3.8), obtém-se a seguinte equagao:

{1 DS’ Dg 2 1 (70%0) Dg

CpO

Dy s Yoko Do Ko
=2 5,y V- vl ooyt T
¢ Dt? Dt? poc?

Dt? Dt Lo Cpo Dt £0oCp0
=0 (3.63)

A expressao , que representa a propagacao acustica, incluindo efeitos vis-
cosos e térmicos, em dutos com escoamento médio uniforme, é a mesma expressao
obtida por DOKUMACI [26]. A resolugao é obtida através da decomposic¢ao de Fou-
rier e as condigoes de contorno podem incluir o caso de parede nao rigida. A relagao
de dispersao advinda desta equacao exige métodos numéricos para sua solucao. Uma
funcao de Green para esta forma de operador ainda nao é conhecida na literatura.
O procedimento para a obtencao de uma fungao de Green para o operador desen-
volvido por MATTHEWS [40] pode ser utilizado em (3.63). Na préxima se¢ao uma
funcao de Green para o operador ¢é obtida através do procedimento utilizado
por RIENSTRA e TESTER [39].
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Capitulo 4
Funcao de Green

Neste capitulo é obtida uma fungao de Green para o operador de onda encontrado
em . E utilizada a decomposicao de Fourier em coordenadas cilindricas, seguida
da identificacao do contorno de integracao para a funcao e calculo dos residuos da
fungao de varidvel complexa encontrada [39]. A fungdo de Green permite que a
equacao diferencial e as condigoes de contorno sejam combinadas em uma equagao
integral [38], [123].

4.1 Obtencao da funcao de Green

A funcao de Green para o operador (3.8) satisfaz a seguinte relacao:

1 D? D ,
(C_gD_tOz - v2 - TSF(;V2> G(?”, 6, Z5To, 90, Zo) = (5<Z — Z0)€Mt (41)

sendo G(r, 6, z;79, 00, 20) a resposta de uma fonte pontual na posigao zg.
Ao expressar a fungao delta de Dirac em coordenadas cilindricas, tem-se [40]:
S(r —
O =r0) 509 — o)z — =) (42)

d(z — 29) = .

Expressando (4.2)) em uma série de Fourier em 6 e de uma integral de Fourier
em z, semelhante a decomposigao em ([2.18]), obtém-se [39]:

5<T _ TO) 1 > —io(z—z —im(0—06
0(z —zg) = — 3. /_oo e io(z=20 da— mg_ooe (0=00) (4.3)
sendo m um inteiro.

A representacao de (4.3) nas trés variaveis cilindricas, (r, 0, z), implica na forma

da funcao de Green dada por [39]:
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Z eim(aoO)/ C/T’;(r,a)e’ia(z’z")da et (4.4)

G(ﬁ 07 z;To, 907 ZO) = [
m=—0o0
sendo ¢ o nimero de onda axial e G,,(r, o) a componente circunferencial da decom-

posicao de Fourier da funcao de Green.

Ao substituir as equagoes (4.4)) e (4.3) em (4.1)), chega-se na seguinte equagao de
Bessel nao homogénea [39]:

o~

G (r, 0) L 10Gn(ro) (a m2> e U)] _0(r—ro) (4.5)

or? T or

com «¢ dado por:

ag = \/(UM — R~ L7 (oM — k)] tim (oM — k) (4.6)

N [1 + 72 (oM — k)ﬂ

Pode-se utilizar o método da variacao de parametros para obter uma solucao
particular da equacao (4.5), [105], 108]. O método de variacao de parametros con-
siste em utilizar o espaco de solugoes da solugao homogénea, caracterizado com uma
lista de vetores linearmente independentes, para gerar o espaco de solucoes parti-
cular, variando os coeficientes de modo a obedecer as mesmas condig¢oes da solugao
homogénea. A solucao geral é a soma da solucao homogénea e da solucao particular.

O método de variacao de parametros fornece para a solucao particular:

G, (agr) = 8% o (ro) Yn(ar) — Jm(aer)Yan(aars)] (A7)

A expressao (4.7)) é semelhante a encontrada por RIENSTRA e TESTER [39)], a
menos dos termos ag, e a sua dedugao é dada no A solugao completa
é dada por:

—

Gn(r,o) = A(o)Jm(agr) + H(r — TO)SLW [T (cgro) Y (agr) — Jn(aer)Yn(agro)]
(4.8)

sendo H a funcao de Heaviside, incluida de modo a excluir solugoes que retornem a

origem e A(o) a constante da solu¢do homogénea [39)].
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4.1.1 Condicao de contorno

Ao considerar a condi¢ao de contorno de parede rigida:

OGn(r,o)|
— | 0 (4.9)
r=R
tem-se, para r > rg:
1
A0 = G laaR) Y - Y, 41
<0> SWJ;n(aGR) [Jm(aGR) m(OéG’TO) Jm(a(;’l"0> m(aGR)] ( 0)

Ao substituir a expressao (4.10) em (4.8]), resulta:

—~ 1 (Jm(OégT(])

Gmn(r,o) = o m) [J! (acR)Y(agr) — Ju(aer)Y, (agR)] (4.11)

Logo, para a componente circunferencial de (4.4]), obtém-se:

/ G (r,0)e 720 g =

<><>Oo 1 Jm(ag?"o) ’ , (e
/OO 8_7T <J;n(aGR>> [Jm(Oé(;R)Ym(Oé(;T) — Jm(OzGr)Ym(aGR)] e ( )dO‘ (4‘12)

O integrando da equagao ¢ uma func¢ao meromorfa, , possuindo singu-
laridades isoladas chamadas de polos. Os conceitos de andalise complexa necesséarios
ao entendimento da funcao sao apresentados no e demonstra-se a me-
romorficidade de (4.11]) no|Apendice Cl A estratégia é mostrar que a funcao

é uma razao de fungoes holomorfas, logo, meromorfa. Para isso, obtém-se o raio

de convergéncia das funcoes de Bessel. A partir deste resultado, utiliza-se o fato
de que uma série de poténcias determina uma funcao holomorfa em seu raio de
convergencia, [Teorema B.5] que somas e produtos de fungoes holomorfas séo holo-
morfas, [[eorema B.1, e que a derivada de uma série de poténcias tem o mesmo raio
de convergéncia da série original, novamente através do completando
0 argumento.

Destaca-se que o dominio considera apenas as condi¢oes de contorno na parede

do duto, considerado infinito para negligenciar as condi¢oes nas extremidades.

4.1.2 Calculo dos residuos
Para avaliar a equagao (4.12)), utiliza-se o resultado dado pelo [Teorema B.8
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N
/f(z)dz = QWineszkf. (4.13)
i k=1

sendo res,, f o residuo de f(z) em 2y, definido em (B.7)) e v € C um contorno suave
com orientacao definida e que englobe os residuos.
E possivel mostrar que para uma funcao meromorfa, f, com polos simples, a

férmula para o residuo é dada por ([35], capitulo 1, equagao 1.56):

res, f(z) = plz0) (4.14)

sendo zg o polo de f, p e q fungoes holomorfas em uma vizinhanga de z.

Para verificar isto, é suficiente notar que as fungoes meromorfas no plano com-
plexo estendido sao fungoes racionais, com denominador e numerador holomorfos
([109], capitulo 3, Teorema 3.4) e lembrar que 2z, é um zero do denominador.

Através de uma definicao para o contorno de integracao que evite os polos da
fungao (4.11)) e preserve o carater fisico das grandezas [124], os residuos podem ser
avaliados pela equagao ao se derivar o denominador de (4.11) em fun¢ao do

argumento:

dJ' (ag(o)R)  dJ.,(c) de dJ' (e)] {dag(o)
d(j; T de EZR{ de ]( (if ) (4.15)

Utilizam-se as seguintes relagdes de recorréncia [108]:

dn(e) | Jma(e) = (o)

= € (4.16)
de T (e) + ?Jm(s)
dJm,
Nota-se que Jdg(a) =0, em 0 = 0,,,, fornecendo:
m
Jm—l(emn) - _Jm<5mn> - Jm—l—l(emn) (417)

mn

Logo, através da aplicagao sucessiva de (4.16]), tem-se:

dJ! (e)
de

- <—1 + 77;—2> T (Emn) (4.18)

mn
E=Emn

sendo €,,, = agmnR. Os detalhes da aplicagao de (4.16]) para a obtencao de (4.18)

sio dados no [Sptudice
Assim, ao substituir a equacao (4.18)) na equacao (4.15)), tem-se:
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dJ) (ag(o)R) m? dag(o)
—n s = -1+ —— 4.1
e R + o I (Emn) e ) (4.19)
O dltimo termo da equacao (4.19)) pode ser descrito como:
dag(o) _ d(U(c))/? _ 1 dU(o) (4.20)
do do 200 do ’
com U(o) = .
E possivel mostrar que:
dag (o) _ 1 dU(o) _ 1 A B dx(o) (4.21)
do 2ag do 2ag | x(0)  x(0)? do '
com x, A e B dados por:
A=[2(cM? — Mk) — 2(0 + 20°72 M?* — 30> Mk72 + o72.k*)+ (4.22)
175 (30°M? — 60 M?k + 3MK?))
B=[1-0%—0*2 +ire(cM — k)|(c M — k)? (4.23)
x(0) = [1+72(cM — k)?] (4.24)
Usando a equagao (B.10)), tem-se:
| Gutroe e as -
00 -1
i Z |:_Jm<04Gmnr0)Jm(aGmnr)len(aGmnR):| <dJ7/n(aGmnR>) e—iUmn(Z—Zo)
— 8T do
(4.25)

Para o Wronskiano das funcoes de Bessel, de primeiro e segundo tipo, em o =

Omn, tem-se:

2

TG

Jm(aGmnR)YT:l(aGmnR) - Ym(aGmnR)Jr/n(aGmnR) = (426>

Utilizando o fato de que agp, é um zero de J! (agR), conforme (4.17)), obtém-se:
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1 2
Y! = 4.2
m(a/GmnR) Jm<05GmnR) |:7T05G’mnR:| ( 7)

Substituindo (4.27)) em (4.25)), vem:

/ C/;;L(r, o)e om0 g

[e.o]
[e.e]

-1
> elomn(z=20) (4 98)

M

aGmnT0>J (aGmnT) dJ;n(OéGmnR>
7T1R I (aGmn R) Gmn do

Substituindo a equacao (4.28) na equacao (4.4)), resulta:

[e.o]

-1 .
Gm(T’, Z) . Z e Jm(aGmnTO)Jm(aiEnT) o~ 10mn(2—20) (4'29)
n=1 ng(OéGmnR) (1 — R2> Lp
Gmn
sendo ¥ = L dU(o) em 0 = Opp-
2 do

4.1.3 Contorno de integracgao

O contorno de integracao é tal que evita os polos da funcao do integrando [124]. Os
zeros da derivada da funcao de Bessel de primeiro tipo sao os polos e, portanto, a
distribuicao e caracteristicas destes zeros deve ser analisada.

A distribuicao dos zeros da funcao de Bessel de primeiro tipo é discutida detalha-
damente por GRAY et al. [106](capitulo V) e WATSON [105](capitulo XV), sendo
bem estabelecido que a funcao J,,(z), para m € Z, nao tem zeros complexos, e tem
uma quantidade infinita de zeros reais, simetricamente distribuidos em relagao ao
ponto z = 0 ([107], capitulo 5, se¢ao 5.13, Teorema 1). Deste modo, o contorno de

integracao deve se estender, no limite, ao infinito, conforme [Teorema B.8}
C N
/f(z)dz = lim f(2)dz = 2mi Z res,, f- (4.30)
v C—oo _C P

sendo C' e —C' os pontos de chegada e de inicio do contorno.
O contorno, representado na |[Figura 4.1 engloba os residuos no sentido anti-
horario e o fechamento também é no sentido anti-horario, ambos, portanto, com

orientacao positiva.
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a! Y2 Y. Yk .. N

Figura 4.1: Contorno de integragao.

Na o contorno é deformado no caminho dos polos, estratégia equi-
valente a deslocar os polos para o plano complexo adicionando uma quantidade
ie aos polos z,, com € — 0. O deslocamento dos polos do eixo real é artificio
usado frequentemente, como estratégia de integracao, por RIENSTRA e TESTER
[39] e BRAMBLEY [21]. Uma anélise das diversas estratégias e contornos de inte-

gracao, no caso de integrais improprias, também pode ser encontrada no trabalho
de COUTO [124].

A expressao do contorno é dada por:

I'=[-C,z1 —¢e]U[z1+e,20 — €| U2+ ¢€,23 —e]U
el ez —e]U ey 6, ClUn U Uy UT e (4.31)

sendo I' o caminho, z; os polos e € o raio dos arcos .

Ao substituir a equacao (4.29) em (4.4]), tem-se a expressao para a fungao de
Green, dada por:

G(n 97 Z;To, 907 ZO) =

( -1 ) i i Jm(aGmnTO)Jm(OéGmnr) 6_im(9_90)€_i0mn(Z—Zo)eiwt

2miR? -
AT | o) (1= " )

(4.32)
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A equagao para a funcao de Green (4.32)) retoma formulacoes conhecidas para
o caso inviscido, dadas por RIENSTRA e TESTER [39]. Para isto, tem-se raio
unitario e u = pp = 0 ([39], equagdes 20 e 31). Destaca-se que a equagao possui as
mesmas caracteristicas de simetria nos sentidos horario e anti-horario circunferencial,

destacadas por RIENSTRA e TESTER [39).
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Capitulo 5

Campo de velocidade

Neste capitulo, sao obtidas as equagoes do campo de velocidade, considerando-se as
hipdteses de escoamento médio axial uniforme e isentrépico, viscosidade de expansao
e dinamica, além de densidade médias uniforme. E considerada a decomposi¢ao em
coordenadas cilindricas, com dependéncia radial para cada componente, resultando
em uma equacao diferencial de Bessel para cada coordenada cilindrica, radial, azi-
mutal e axial, (r,0, z). A equacao diferencial para a componente axial do campo de

velocidade é resolvida e relagoes assintoticas da solucao sao discutidas.

5.1 Equacoes para o campo de velocidade

Utiliza-se a seguinte decomposicao do campo de velocidade nas componentes
cilindricas, (r, 0, z), dada por [19]:
u' = [ul(r)e, +up(r)es +ul(r)e,] e Mlem ka2t (5.1)

A utilizagao de coordenadas cilindricas na equagao ([3.4)) resulta em trés equagoes

diferenciais para as componentes da flutuacao de velocidade, dadas por:

Doy, o, U 20wy 8p o'
P N <V R T) w5 (5:2)

Douy o, Uy 20w [1op 1 DO op'
P T (v Yo~ 2 T g R T T] (5:3)
Do, o oY op'
mom (7)== |2 o (2 )] (5.4)

sendo 1, definido por:
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Ps = % (H + Mb) (5.5)

Através das decomposicoes (3.12)) e , chega-se as seguintes equacoes diferen-

clais:

Py (r 1oul(r . m? 1 /
3;5 ) +/~6; é‘ﬁ ) + [pol (Uok, —w) — (T_2 + k24 r_Q)] u(r) =

o) 2 (5.6)
14+t (w0 = Uoks)] =52 = =R (r)
(92 / ou’ 2
S 200 i, =) = (B 02 )|t = o
[_lﬂ + ¢s (w - UOkz) ?] pr(r)
RN R G R G | P

[—lkz + '(ﬁs (W - UOkz)] pr(r)

As equagoes, (5.6)), (5.7) e (5.8)) reduzem-se as formulagoes conhecidas para o
caso inviscido, dadas por RIENSTRA ([19], capitulo 3, equacdo 36). Para isso,

faz-se p = up = 0, obtendo-se:

b 1 Op, ()
u(r) = pol (Upk, —w) Or (5.9)
uy(r) = o (U;ZZ — w)pr(r) (5.10)
/ o kz
u,(r) = —mpr(ﬂ (5.11)

Destaca-se que a equagao na componente radial, , apresenta acoplamento
com a componente azimutal, upy(r). Este acoplamento pode ser observado no tra-
balho de KHAMIS e BRAMBLEY [27], no qual é realizada a resolugdo numérica
das equacgoes linearizadas de momento linear, mas nao é observada na resolucao do
campo acustico obtida por DOKUMACT [26].

o4



5.2 Solucao da equacao para o campo de veloci-

dade axial

A componente axial do campo de flutuacao de velocidade é entao obtida através da
solucdo da equagao ([5.8)) como:

uz(r) = uly(r) + u,(r) (5.12)

sendo ul,;,(r) e u’,(r) as solugoes homogénea e particular.

A equagao diferencial na direcao axial, (5.8]), pode ser colocada na seguinte forma:

T e (M =) 61y

sendo «, e [ dados por:

o _ poi (Uok, —w)

— k2 (5.14)
il

«

5o ikt ;iw — Upk.)] (5.15)

O método de variagao de parametros fornece o seguinte resultado para a solucao
particular de ((5.13):

o) = | [ G Tty

T Jm(0ze)Bp(e)de
! [/o W (I (0.e), Yo (022)) You(a.r) (5.16)

sendo € uma variavel de integracao e W o Wronskiano, dado por:

2

TQ,E

W (I (aze), Y (ae)) = (5.17)

fornecendo:
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e = |5 [ Vol Erete o)

+ [? /OT Jm(oézg)pT({f)&dé“ Ym(azr> (518)

A expressao para p,(¢) vem da equacao (3.49), omitindo os somatérios e a pro-

pagacao no sentido negativo do dominio:

p?’(E) = AmnAanm(amng) (519)
Ao substituir (5.19) na equagao (5.18)), tem-se:

u'zp(ozzr) =

{—%Amn/\mn /OT Ym(azs)Jm(amns)eds} T (1)

+ {%Ammmn / Jm(azs)Jm(amns)ede] Yy (a.r) (5.20)
0
A relagao de ortogonalidade, entre fungoes de Bessel de primeiro tipo, com a, #

Qmn, € dada por ([I06], capitulo 6, equacao 108):
13
/ I (a€) I (mne)ede = 0 (5.21)
0

sendo a relacao de ortogonalidade valida desde que:

O‘mnj;n(amng)Jm(azg) - Jq,n(azf)t]m(amng)az =0 (522>

Deste modo, analisa-se o tultimo termo da expressao em (5.20)), ao considerar
inicialmente que a relagao de ortogonalidade seja vélida, obtendo-se:
: mf '
i (r) = {—7Amn/\mn / Y (01a) T (e )ede | Jon(arar) (5.23)
0
A forma indefinida da integral envolvendo produtos de funcoes de Bessel de

primeiro e segundo tipo em (5.23) é dada pela igualdade ([125], capitulo 10, equagao
10.22.4):

e [ Ymi1(.e) I (@mng) — Qmn Yo (@26) Jns1 (Qnn€)]

(042 - agrm)

/Ym(aza)Jm(amna)sda =
(5.24)
Considerando os limites de integracao da equagao ((5.23)), tem-se:
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oY1 (aer) I (Qmnt) — Qo Yo (027) T 1 (@ )]

/ Yo (a.8)dm(amne)ede =
0

(a2 —a2,)
N [, Y1 (28) i (Qmn€) — amn Y (02€) st (nn€)]
2 _ 2
(5.25)

O dltimo termo da equacao ([5.25)) pode ser avaliado ao se considerar o comporta-
mento assintético das fungoes de Bessel de primeiro e segundo tipo, quando € — 0,

através das seguintes relagoes ([125], capitulo 10, equagoes 10.7.3 e 10.7.4):

T (Comn) ~ % (O‘"z”‘g)m (5.26)
Y (a.e) ~ —(m; D (a;g)—m (5.27)

sendo m um inteiro positivo.
Ao substituir as equagoes ((5.26) e (5.27) no dltimo termo do lado direito da
equagao ((5.25)) e tomar o limite quando £ — 0, tem-se:

r oY1 (aer) I (Qmn?) — Qo Yo (027) Jina1 (@ )]

(02 —afn)

+2 W \ 1
T\ a /) (aZ—a},)

(5.28)

/ Yo (a.8)Jm(amne)ede =
0

Para retirar os termos envolvendo fungoes de Bessel de ordens diferentes, no
primeiro termo do lado direito da equagao ([5.28)), pode-se utilizar as relagoes de

recorréncia, dadas por:

m
Ym—i—l (O{Z’l“) - o TYm(azT) - len(azr) (529)
Jm-i—l(amnr) - a r‘]m<amnr) - Jyln(amnr) (530)

obtendo-se:
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/Or Yo (0:8) i (Qmne)ede = (m) (az [OZYm(azr) B Y,fl(azr)} ()

— [lJm(amnT) - an(amnr)] Ym(azr)) 42 (O‘m”)m o ! (5.31)

2
mnT T\ Q. 2—a2 )

Do mesmo modo, para remover os termos contendo a derivada da funcao

de Bessel de segundo tipo, pode-se utilizar a expressao, obtida do Wronskiano

W (I (ar), Yo (a,r)):

Y/ (aur) = [ +Ym(aZT)J;n(azr)} (5.32)

T, Im(ce.r)

substituindo a equagao (5.32)) na equagao ([5.31)), tem-se:

(;) ({_%Jm(amnﬂaz + @mnﬂn(amnr)] Y, (ar)
B %%) = (‘Z")m e - (533)

z mn
Ao substituir (5.23) na equagao ((5.33)) vem:

u}r Ym(azs)Jm(amne)edg} T(ar) =

(#) ([—J,’n(azr)l]m(ozmnr)az - S (O T (0127)] Yo (1)

o . %Jm(amnr)) 42 <O‘m”)m ( Imla=r) 5oy

4 mn
2 2
T\ Q. a2 —a2, )

Ao substituir as relagoes de recorréncia para J, (a,r) e J) (am,r), utilizar as

relagoes assintoticas ([5.26)) e (5.27)) e tomar o limite quando r — 0, verifica-se que o

termo contendo Y,,(c,r) na equagao (5.34)) tende a zero. De fato, tem-se a seguinte
relagao:

[, Tt (1) T (Qmn) — Qi It () I (1) Yo (7)) — 0 (5.35)

quando r — 0.
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Avalia-se a hipétese de o termo contendo Y;,(c,r) ser constante ou nulo inves-
tigando o comportamento assintético para argumento tendendo ao infinito. Com

efeito, ao considerar a validade da relacao de ortogonalidade dada pela equagao
(5.21)), tem-se ([I06], capitulo 6, equacao 108):

aanrln(O‘mnr)Jm(O‘zT) - J;n(azT)Jm(O‘mnr)O‘z =0 (5.36)

que finalmente fornece:

u}r Ym(az€>t]m(amn5)€d€:| T(cr) =

() (- Zomtenn)) 2 (o) ) s

Ao substituir a equagao (5.37)) e a equagao (5.23]) em (5.12)), vem:

A\

(@ —ak,) [\ @

)m Tn(r) — Jm(amnr)} (5.38)

sendo 7 uma constante dependente das condigoes de contorno.
De modo a explicitar os termos que multiplicam as funcoes de Bessel da solucao,

a equagao ([5.38) pode ser rearranjada da seguinte forma:

(= oy PR s P

(ag - a?nn) % z mn
(5.39)

O resultado de (5.39) considera que o termo em ({5.18]), multiplicado pela funcao

de Bessel de segundo tipo, se anula. De fato, verifica-se que desconsiderar esta

hipétese nao altera a forma da equacao. Para ver isso, utiliza-se a forma indefinida
do primeiro termo de , as relacoes de recorréncia e os Wronskianos das fungoes
de Bessel de primeiro e segundo tipo, conforme utilizado em , obtendo-se, ao
retirar o segundo termo do primeiro parénteses em , o caso especial abaixo:
ul(a,r) = (nJm(azr) + {%] Jm(amnr)) (5.40)
A forma da equacao dada por , omitindo somatérios e a dependéncia com-
plexa em r, z, e t permite que a solucao seja comparada com solucao similar dada
por DOKUMACT [26]:
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u' (M) = (Cadm(Ar) + Tpdp(aar)) (5.41)

sendo I'y e I'g termos dependentes dos parametros de propagagao como nimero
de onda, razao entre calores especificos, temperatura média, velocidade média e
autovalores. O autovalor a; é equivalente ao termo «,,, e é obtido através da
solugao da equacao de dispersao dada por [26], enquanto o autovalor A é equivalente
ao termo «,.

Através da aplicacao de condigoes de contorno a expressao para flutuacao do

campo de velocidade axial pode ser obtida.

5.2.1 Condicao de contorno

Ao considerar a condicao de contorno de nao deslizamento na parede interna do
duto, situacao também adotada por DOKUMACI [26], u(a,R) = 0, na equagao
(5.38) e omitir os somatoérios em m e n, tem-se:

uz(azr) = % {W(R)% - (/Or Ym(azs)Jm(amne)ede) Jm(ozzr)]
(5.42)
sendo 77(R) dado por:
n(R) = ({/OT Ym<az5>Jm(Oémn€)€d€:| Jm(azr)> ] —
[ (oz;)m Jn(eR) - Jm(amnm} e (549)

Finalmente, substituindo-se a equagao (5.37)) na equagao (5.42)), obtém-se:

ul(a,r) =

Z Z 6Amn/1mn [Jm(amnr)‘]m(azR) - Jm(amnR)Jm(aZT) efime —iksymnz iwt

e e
m=—o0 n=1 aQ o aQ Jm(OéZR)

(5.44)

Verifica-se que, ao tomar o limite inviscido do termo multiplicativo na equagao

(5.44), ha uma redugao ao termo conhecido dado pela equagao (5.11)):
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: s k.
1 S R 4
0 (0@ —ag,, po (Uok: — w) (549)

Considerar o campo da flutuacao de velocidade axial como fonte acustica é a
abordagem utilizada por MUEHLEISEN [23] na utilizagao de acoplamento modal em
geometrias de dutos retangulares. A expressao para a flutuacao da velocidade axial
pode entao ser utilizada em conjunto com a funcao de Green, podendo representar
uma fonte acustica para uma ramificacao do duto principal. As caracteristicas de
direcionalidade sao desconsideradas ao considerar a regiao fonte como acusticamente

compacta.
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Capitulo 6
Interacao entre modos na juncao

Neste capitulo, considera-se a existéncia de interagao entre modos radiais actsticos
de mesma frequéncia devido ao efeito de uma ramificacao de um duto cilindrico.
Uma onda plana do duto principal com frequéncia definida, incidindo em uma rami-
ficacao cilindrica, é modelada através de uma integral de convolucao entre a fungao
de Green da ramificacao e a componente normal a ramificacao da flutuacao da veloci-
dade axial do duto principal. A convolugao é obtida no contexto de uma formulagao
integral do problema. Resultados qualitativos sao obtidos a partir do comporta-
mento do produto de funcoes de Bessel resultante. Mostra-se que ha influéncia de
um modo de onda plana do duto principal em modos superiores da ramificacao. Os
efeitos da viscosidade e do escoamento médio nesta interacao sao discutidos.

A geometria considerada é uma ramificacao em T, caracterizada pela uniao de
dois dutos em angulo reto. O mecanismo de excitacao actustica desta geometria é
bastante estudado em um contexto experimental e numérico, sendo estabelecido que
a formacao de camadas cisalhantes e sua interacao com o campo actstico é bastante
importante em sistemas de tubulagoes [56, 88, 126], 127]. Busca-se estudar como
os modos acusticos radiais podem interagir nesta geometria cilindrica, de maneira
analitica, a partir da utilizacao de funcoes de Green. Neste processo, negligencia-se
a descricao detalhada do campo de vorticidade e turbuléncia na juncao.

A abordagem deste capitulo é préxima da utilizada por MUEHLEISEN [23]
e REDMORE e MULHOLLAND [22], para dutos retangulares e escoamentos
inviscidos, e por POSSON e PEAKE [75] na investigagao de fontes acisticas em
turbomaquinas. Os resultados qualitativos de SALT et al. [88] sobre caracterizagao
espacial das fontes na juncao, obtidos a partir de experimentos e simulagoes com-

putacionais, sao utilizados.
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6.1 Formulacao integral

Nesta secao é obtida uma formulagao integral, considerando o operador dado por
(3.8). Para isso, multiplica-se a fun¢ao de Green por Fp(p'(x,t)) = 0. Depois,
multiplica-se p’ por F1(G(x,t;y,7)) = §(Xx—Xp). Finalmente, ao subtrair o primeiro

termo pelo segundo e integrar em um volume 2y, obtém-se:

SR G
n / / /Q GV~ 76) dy' 4 i 0 (G%(v% P G)) dy* (6.1)

Em (6.1) tem-se uma parcela dos termos fonte devido ao escoamento médio e

outra correspondendo a viscosidade. O primeiro termo do lado direito de (6.1]) pode

ser avaliado ao observar o seguinte resultado [71]:

D:G D\ Dy [ ,DoG _ Dop
/=0 0 0 0 0
-G = — -G 6.2
(p Dt? Dt2> Dt <p Dt Dt ) (6.2)

que aplicado ao primeiro termo do lado direito da equagao (6.1 fornece:

I (vt —cpr ) = [[] 5 (w7 — 67 av'=

// Uy -V %—Gap dy3+// U -V (Up - VG — GUg - vp') dy?
0 Por ~ 7ot %
(6.3)

No segundo termo do lado direito de (6.3) utiliza-se a seguir o Teorema de Trans-

porte de Reynolds e integra-se em um intervalo de tempo [T, 7] [5], obtendo-se:

,DoG _ Dop/ 3 /// DG Dop ¥
ML, 5 e - Javar =[] (557 -

,DoG Doy’ // 80 o’ 3
/BQO,tUS n(p Dt G )deT—l— QOtUO 8t G@t dy°dr

0,t

sendo Uy a velocidade da superficie.

O terceiro termo do lado direito de (6.4) pode ser colocado da seguinte forma
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[5]:

9 ayar— | 0G o
// QO,tUO V(p BT 8t)dy dr = aQO,tUO n(p BT 8t)deT

(6.5)

Ao negligenciar o dltimo termo do lado direito de (6.4), de ordem O(M?), con-

siderar que a superficie seja estacionaria, Ug = 0, e impor condicoes de causalidade

no primeiro e terceiro termo do lado direito de , G = 0 quando t — o0 e
DyG/Dt =0 com t — —o0, tem-se:

DG D%y D DoG Doy

(et S Y d3d:///—0’0—G0 dy?dr ~ 0
///(‘20715 (p Dt2 th y 4 Qo,t Dt p Dt Dt y T

(6.6)

O dltimo termo do lado direito da equagao (6.1]) é desprezado, correspondendo

aos termos de viscosidade na superficie da ramificagdo, uma vez que busca-se a
influéncia apenas do duto principal. Utiliza-se o Teorema de Gauss no segundo
termo do lado direito de (6.1]), obtendo-se:

/// (GV?p' — p'V?G) dy® dr :/// v - (Gvp —p'vG)dy*dr (6.7)
_Qo,t 901t

:// (Gvp' —p'vVGE) -ndSdr (6.8)
08,t

Ao considerar que VG =~ 0 na regiao da juncao, conforme abordagem de MU-
EHLEISEN [23], obtém-se:

p(x,t) ~ // G(x,t;y,7)Vp' - ndS dr (6.9)
08,t

Ao utilizar a equacao do momento, a flutuacao da pressao na ramificagao pode

ser aproximada como:

p(x,t) ~ // G(x,t;y,7)pi(w — Upk,)sen(©)u, (c,r)dS dr (6.10)
082,t

sendo S a superficie comum entre o duto principal e a ramificacao e © o angulo
instantaneo de deslocamento da componente axial de flutuacao de velocidade, con-
forme caracterizagdo experimental e numérica de SALT et al. [56]. A |Figura 6.1

ilustra a composi¢ao da componente normal:

64



N~

sen(O)u),

o <€

z

Figura 6.1: Componente normal da flutuagao de velocidade axial na jungao.

Como explicitado por SALT et al. [50], o angulo 0 < © < 7 é uma fungao da
posicao na ramificacao T. Sendo estabelecido que, no inicio da abertura da rami-
ficacao, o angulo entre a velocidade do escoamento e a componente irrotacional de
sua flutuacao é desprezivel, situacao que muda na junc¢ao pela existéncia do fluxo de
massa no sentido da ramificacao. Esta descricao qualitativa da distribuigao espacial
das fontes aeroactsticas na jungao é utilizada neste trabalho para permitir o relaci-
onamenteo entre os modos de velocidade do duto principal com a funcao de Green
da ramificagao.

Destaca-se que a intersecao entre os dois dutos circulares nao ¢ plana, mas uma
superficie curva tipo sela em que a integracao e descricao matematica é dificultada
[24]. Este fato ¢ analisado e discutido por KEEFE [24] e DUBOS et al. [25], que
descrevem as aproximacoes mais utilizadas como funcao da razao entre os raios dos
dutos. A situacao limite de tomar a intersecao como plana é tanto mais valida
quanto menor a razao entre o raio da ramificagdo e o do duto principal [24], 25].
A descricao da superficie tipo sela na juncao implica na necessidade de resolugao

numérica da drea nesta regiao, estudada por DUBOS et al. [25].

6.2 Sistema de coordenadas

A determinacao do sistema de coordenadas adequado é necessaria para a obtencao
dos resultados da flutuacgao de pressao na jungao. No duto principal foram utilizadas
as coordenadas cilindricas (r, 0, z), enquanto na ramificagado adotam-se as coordena-
das (r*, ¢, ), abordagem semelhante ao do trabalho de KEEFE [24], para geometria
circular. Considera-se que o raio interno da ramificacao é menor que o raio do duto
principal. A mostra a geometria considerada na ramificacao:
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Yy (r,0,z)

Figura 6.2: Geometria na ramificacao.

A resolucao numérica e a descricao da regiao de intersecao é evitada ao estabe-
lecer uma transformagao de coordenadas que permita considerar os modos do duto
principal nas coordenadas da ramificacao. Deste modo, pode-se estabelecer resulta-
dos qualitativos através das relacoes de ortogonalidade radial das func¢oes de Bessel
de primeiro tipo. A utilizacdo de um volume ficticio na jungao entre dois trechos de
tubulacdo é artificio utilizado por ELDREDGE [104] na investigacdo da interagao
de modos acusticos em absorvedores de dutos cilindricos e anulares.

Para o duto principal, tem-se as coordenadas (r,0, z), resultando na equagao
, para a funcao de Green em um duto infinito. A fungao de Green do duto prin-
cipal deve possibilitar o acoplamento na juncao entre os dutos. Para isso, condi¢oes
de continuidade da funcao de Green podem ser impostas na superficie de seperagao
entre os dutos [24].

A fungao de Green na ramificacao tem a mesma forma obtida na equagao ,
mas para as coordenadas (r*, ¢, x), dada por:

G(T*u ¢7 T, TSJ ¢07 .'170) =

i i -1 Jp(QGpqTs) Jp(GpeT™) e~ iP(¢—00) ,—iopq(z—20) Siwt
e 2miR2 , p?
=T 0= J R, 1-— 128

i p(O‘qu ) o, » R? |

(6.11)

sendo R, o raio interno na ramificacao, p e ¢ indices dos modos e respectivos zeros

1dU
(U), definido conforme (4.21]), nos pontos o = 0.

e o termo ¥, = —
2 do . .
As coordenadas cilindricas dos dois trechos devem ser relacionadas de modo a
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permitir o estabelecimento da integral de convolucao. Considera-se entao a seguinte

relacao:

o cos()
(r,0,2) (sen (arctan (Z cot(¢)))

r* arctan (i cot(gb)) ,z) (6.12)
x
sendo 0 < z< R, 0< ¢ <2me0<r* <R, A coordenada em z do eixo principal
é delimitada pela dimensao do raio da ramificagao. A expressao (6.12]) pode ser

verificada através da situacao trigonométrica representada na [Figura 6.3;

i
A
0
X T
C y B
y 0
4
,r,*
5 — ¢
O

Figura 6.3: Triangulos de coordenadas.

A partir da expressao em (6.12)) pode-se definir B(¢) por:

_ cos(¢)
5(9) = sen (arctan (2 cot(¢))) (6.13)

A expressao trigonométrica no lado direito da desigualdade (6.13]) estabelece

condicoes de existéncia de solugoes reais para ¢, os quais podem ser separadas nos
casos B(¢) =1, B(¢) < 1 e B(¢) > 1, dados abaixo:

B(¢) =1 (6.14)

com regiao de solucao real [128]:

{f:L e 0<d<m (6.15)
x

A primeira desigualdade pode entao ser expressa por:
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B(¢) <1 (6.16)

com regiao de solucao real [128]:

O<z<1, e <o <2m,
. 7 (6.17)

- > 1, e 0<¢<2m.
T

A segunda desigualdade é dada por:

B(¢) >1 (6.18)

com regiao de solucao real [128]:

O<z<1, e O0<op<m,
L, 7 (6.19)

- >1, sem solug¢ao com ¢ € R.
x

A igualdade , junto com as desigualdades, e , implicam res-
tricoes sobre os valores de ¢, sendo 0 < ¢ < 27 ou 0 < ¢ < 7, conforme e
(6.19).

Na [Figura 6.3 o triangulo AOCB foi rebatido do plano zy para o plano zy,
estabelecendo o lado comum C'B. A rotagao nao altera as relagoes angulares e di-
mensoes. Os triangulos AOCB e ACAB sao obtidos a partir da considerancao
de uma coordenada cilindrica no duto principal, projetada na coordenada da rami-
ficacao. O dominio de r é diferente de r*, uma vez que os raios dos dutos nao sao
necessariamente iguais. Com efeito, o raio da ramificacao é considerado como menor

que o raio do duto principal.

6.3 Interagao entre modos de mesma frequéncia

A partir da relacao entre os dominios cilindricos dada por , a integral de
convolucao pode ser determinada. Em particular, estuda-se o comportamento do
integrando como funcao dos modos incidentes do duto principal. Um modo incidente
de onda plana do duto principal é entao considerado e mostra-se que nao é ortogonal
aos modos de ordem superior na ramificacao. Este resultado implica na excitacao
de modos de ordem superior pelo modo de onda plana.

Quando dois segmentos com diferentes propriedades sao conectados, a expansao
em modos para cada segmento pode ser utilizada e condig¢oes de continuidade podem

ser estabelecidas para a expansao do campo resultante como funcao do incidente.
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Cada modo ¢é espalhado em um espectro modal refletido e transmitido [19].

Com o objetivo de investigar qualitativamente a possivel interacao entre mo-
dos dos dois trechos, a abordagem utilizada negligencia a transmissao e reflexao
apés a ramificacao. Desconsiderar os campos refletidos e transmitidos, é abordagem
utilizada por REDMORE e MULHOLLAND [22] para a determina¢ao do campo
acustico em uma ramificagao de um duto de secao retangular. Deste modo, busca-se
uma relagao entre um modo de onda plana do duto principal, m =0en =1, e um
modo de ordem superior da ramificacao, p > 0 e ¢ > 0. Esta relagao qualitativa nao
necessita da descricao completa dos campos refletidos e transmitidos, que exigiriam
métodos numéricos para sua determinacao precisa, contudo permite que a relacao
qualitativa entre os modos seja analisada.

Em uma abordagem quantitativa, é necessario um formalismo matricial dos coe-
ficientes de reflexao e transmissao na jungao, com resolu¢ao numeérica e truncamento
de modos, assim como impor relagoes de continuidade de fluxo de massa na juncao,
conforme executado para uma situacao inviscida, sem escoamento e bidimensional
por MUEHLEISEN [23], ao estender o trabalho de REDMORE e MULHOLLAND
[22].

Para investigar a interagao, primeiro tem-se a determinacao das variaveis de
integracao através das relagoes dadas por :

o —a cos()
" " sen (arctan (% cot(gb))) (6.20)
o = o cos(¢)
? “sen (arctan (f cot(gb))) (6.21)
0* = arctan <§ cot(gb)) (6.22)

ao substituir as varidveis acima na equagao ((5.44)), obtém-se a expressao:

falr) =

i Z BApmnAmn [Jm(a:mr*)‘]m(azR) - Jm(amnR)Jm(O‘zT*) im0 p—ikzmnz Siwt

e e
m=—oco n=1 062 o Oé2 Jm(OéZR)

(6.23)

Ao substituir (6.23)) e (6.11]) na equagao (6.10]), tem-se:
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io: f:( -1 ) Jp(OleqTS)JP<OCqu7“*) e—ip(¢—¢0)e—iapqs(x—cco)eiw(t_m)X

p2
Jg(OéquRs) 11— R2 Lp
qu

ﬁAmnAmn Jm(O[:meS)Jm(OZZR) B Jm(OémnR) Jm(azré) —im0* ik 2z iwT
Z Z e e rEmnEelro
I, R)

m=—oco n=1

X pi(w — Upk,)sen(O)rideodrydry. (6.24)

A interacdo entre os modos, p e m, na equacao ((6.24) pode ser investigada ao
se fixar um modo do duto principal e da ramificacao. Como os modos p e m estao

fixos, ha uma interacao na variavel de integracao radial contendo:

Rs
/ Ip(aGpgrs) Jm (airy)rodrg (6.25)
0

Esta integral do produto de fungoes de Bessel de primeiro tipo e ordem arbitraria,
com argumentos nao necessariamente iguais, estabelece uma interagao entre os mo-
dos radiais. A integral pode satisfazer a condi¢ao de ortogonalidade quando
as ordens sao iguais, m = p, e os autovalores diferentes gy # B(¢),.

Destaca-se que os modos azimutais de ordens diferentes em um mesmo dominio,
ou duto, com condicao de parede rigida, sao ortogonais. Contudo, em uma descon-
tinuidade do dominio, ocorre uma quebra de simetria azimutal, podendo acarretar
a geracao de modos azimutais nao ortogonais, conforme pode ser observado no tra-
balho de BAUERHEIM et al. [129].

No caso da interagao entre uma onda plana e um modo superior, na ramificacao
a relagao de ortogonalidade radial nao ¢ satisfeita. Em particular, seja um modo
superior da ramificacao, p > 1 e ¢ fixos, e um modo de onda plana do duto principal,
m = 0 e n = 1, omitindo-se os termos multiplicativos e ao substituir ag; = 0 e
Jo(0) = 1 ([19], apéndice A) na equacdo (6.24), tem-se:

R
s Jo(oz*ré)}
Jo(agpere) |1 — ——2—==| ridr: 6.26
/(; P( Gpq 0) |: JO(OCZR) 0 0 ( )

A integral em (6.26)) pode ter sua solugao avaliada ao seguir abordagem dada por
POCHERNYAEV [I30]. Para isso, verifica-se a seguinte expressao ([105], capitulo
V, secao 5.41, equagao 2):
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x*\ P K%\ M
* %% AGpgT QT 1
Jp(aquro)Jm(azTO) = ( ;q 0) ( 2 0) F(m + 1) %

2X

QGpgTo ot 2
o | (=1 (—g‘”) 2P (=N —p— Am+ 15 (ac;q))
Z AMT(p+A+1)

A=0

(6.27)

sendo I' a fungao gama e oF) a fungao hipergeométrica de Gauss. Resultados re-
centes sobre fungoes hipergeométricas e suas aplicagoes podem ser encontrados nos
trabalhos de BARICZ [I31] e BEUKERS [132].

A equacgao expressa o produto de duas fungoes de Bessel através de uma
unica funcao hipergeométrica. A fungao hipergeométrica modificada oF7, pode ser
utilizada para absorver a funcao gama, facilitando a determinacao analitica da in-

tegral, sendo definida por ([125], capitulo 15, equagao 15.1.2):

L2
ot \2 oI (—A, —p—Am+1; (;;j,q) >
oF] (—)\, —p—Xm+1; ( - ) > (6.28)

Oéqu F(m + 1)

sendo inteira no seu ramo principal, 1 — +00, e nos outros ramos, com a exclusao
.\ 2
dos pontos (az > =0, 1 e oo (J125], capitulo 15).
rq
Ao substituir a fungao (6.28) em (6.27)), tem-se:

*\ P *o 0k \ T
% % % AGpgT OCZT’
acri)n(azry) = (25 ) (250)
e\ 2 « 0\ 2
—-1)* <—G§q 0) NI EY —p—)\;m—l—l;( o ) )

QGpg
Z A(p+A+1)

A=0

~—~

[e.e]

(6.29)

Substitue-se a equacao (6.29)) na integral (6.26]), tendo como integrando, por-

tanto, uma funcgao hipergeométrica modificada:
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R R x*\ M
’ * K\ k] % e p a,
/ Jp(aquro)Jm(azro)TodTo:/ <—C2;pq> (?) X
0 0

o | (=1)* (C“Gm>2/\ oFi (=N, —p—Am+1; < oL )2)

2 AGpg

— AM(p+A+1)

(rg)Pt™ 1 drg - (6.30)

Pode-se obter entao uma solugao analitica desta integral, em um intervalo finito,
ao garantir que o integrando seja uniformemente convergente. Para isso, considera-
se a estimativa para o limite superior de uma forma da funcao dada por ([105],
capitulo III, secao 3.31, equagao 1):

ENE L)

| Jm(2)] <

—2nT(m+1) = 2mT'(m + 1) (6.31)

sendo /(z) uma funcdo do argumento e m € Z . Ao aplicar a segunda desigualdade

de (6.31)) no integrando do lado esquerdo de ([6.30]), obtém-se:

1
[Oipg 75"

| Jp(capqro) || Jo(arg)|rg < P 1)

(6.32)

sendo p € Z.
Com a desigualdade ([6.32) pode-se obter um resultado mais restrito, ao tomar

o limite p — oo:

|azé’pq|rgp+1
——— =0 6.33
A R+ 1) (6:33)
que pode ser colocado da seguinte forma:
lim sup (| ()| Jo(ar)lr) = 0 (6.34)

P—00
Este resultado é condizente com a diminuicao da influéncia do modo de onda
plana, do duto principal, nos modos de ordem superior da ramificagao. Em parti-
cular, este resultado também indica que o integrando em , de fato, apresenta
convergéncia uniforme ([133], capitulo 7) e permite que a seguinte propriedade seja

utilizada:

/a b Xn: fo(2)dz = Zn: / f (@) (6.35)
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sendo f, termos de uma sequéncia genérica uniformemente convergente em um in-
tervalo finito [a, b].

Com a convergéncia uniforme e a utilizacao da propriedade das integrais de séries
uniformemente convergentes em um intervalo fechado, dada por , obtém-se
para ((6.30)):

R £\ m
° * X %k * * aG p az
/0 Jp(aapgr) Jm(airg)rodrg = ( 2pq) <7) X

00 (_1)/\ (aqu>2/\ oFi(=\, —p—A\;m+ 1, ( ol >2> (R,)PTmt2A+2

2 QGpq

; MP(p+A+1) (p+m+2X+2)

(6.36)

Este resultado advém das propriedades das funcoes hipergeométricas. De fato,
devido as suas propriedades analiticas, ¢ geralmente vélido tomar limites para os
diferentes parametros da funcao [125]. Através do comportamento de (6.36)), para
p > 1, observa-se uma influéncia cada vez menor do modo de onda plana. Esta
constatagao é mostrada na secao seguinte, com os graficos de ([6.36) para diferentes
valores de p.

Destaca-se que a obtencao numérica da funcao hipergeométrica é um problema
importante devido a sua grande variedade de aplicacoes em problemas matematicos
e fisicos. Contudo, a solucao numérica se apresenta como uma tarefa extremamente
dificil, pela existéncia de erros de arredondamento e cancelamento para certos valores
dos parametros e varidvel, como pode ser observado no trabalho de PEARSON [134].

A interacao entre modos acusticos radiais de ordens diferentes, mostrada na ra-
mificagao cilindrica a 90 graus, corrobora a afirmacao de REDMORE e MULHOL-
LAND [22] de que, potencialmente, modos superiores possam ser excitados pelo
modo de onda plana na ramificagao.

A questao levantada através de resultados experimentais por NISHIGUCHI et al.
[9], de que vibragoes de origem actstica e do escoamento estejam interligadas em
descontinuidades geométricas caracterizadas por ramificagoes, também é respondida

afirmativamente.

6.3.1 Comportamento de (6.36) com p > 1

A partir de (6.36)), ao considerar um modo de onda plana no duto principal, tem-se:
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a 2) o \2
o0 (_1)/\ ( 31?‘1) oFi(=\, —p— X\ 1; (aG';q> ) (R, )Pr2+2

Z A (p+A+1) (p+2X\+2)

A=0

e * * kK * Oéqu P
Jp(acpgro) Jo(arg)rodrg = ( > X
0

(6.37)

A funcao dada por , sendo uma soma infinita, pode ter seu comporta-
mento avaliado em situacgoes limite através de expansoes assintéticas. Com efeito,
expansoes assintéticas sao tteis e importantes para avaliar comportamentos limi-
tes de solugoes analiticas representadas por séries infinitas, conforme pontuado por
DE BRUILJN [135]. Todavia, a expansao assintética da fungao dada por (6.37)) en-
volve a expansao da fungdo hipergeométrica para o parametro |[(—p — )| — oo,
constituindo-se em um problema nao trivial. Uma breve revisao sobre este tipo
de expansdo pode ser encontrada nos trabalhos de CVITKOVIC et al. [136] e de
JONES [137].

Para analisar o comportamento de , sao obtidos os valores da fungao com

variacao dos modos p e m, dos raios Ry da ramificacao, mantendo R > 1 fixo, para

QGpq € o reais e divididos nos casos em que o < agyg, na[ligura 6.4, e o > agy,,

na [Figura 6.5 Destaca-se que considerar o e gy, reais implica negligenciar os
termos viscosos destes fatores, todavia, a forma dos graficos nao se altera ao incluir

os termos complexos.

Na tem-se um conjunto de valores dos modos, m = 0 e p € [0, 30],
avaliados na equacao . Adicionalmente, ao se fixar um valor para o raio da
ramificacao, verifica-se que o aumento da ordem do modo da ramificacao tem efeito
significativo no valor da integral, ao menos para os 20 primeiros modos radiais. De
fato, observando a [Figura 6.4 vé-se que a fungdo fica préxima de zero a partir
do vigésimo modo radial. Para modos superiores, p > 15, e pequenas raios da
ramificacao, vé-se que a contribuicao do modo de onda plana é diminuida, conforme
pode ser observado a partir da [Figura 6.4]

Na[Figura 6.5 tem-se situacao andloga, todavia com argumentos reais seguindo a
relacdo af > agpe. A diminuigao gradativa do integrando conforme hd aumento do
modo radial também é observada. Ao comparar a[Figura 6.5 com a [Figura 6.4] vé-se
que a fungao apresenta menor amplitude de oscilacao, antes de ficar mais proxima
de zero, para valores maiores do raio da ramificagao. Com efeito, a influéncia do

modo de onda plana fica restringida em um intervalo de modos superiores menor.
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Valor da integral
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Modo da ramificagéo, p

Figura 6.4: Valores de (6.37)) para vérias configuragoes de modos, m = 0 e p € [0, 30],
com (af < agypy) fixo e raio Ry crescente.
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Figura 6.5: Valores de (6.37]) para vérias configuragoes de modos, m = 0 e p € [0, 30],
com (a} > agyy) fixo e e raio R, crescente.

Em resumo, pode-se afirmar que hé interacao entre os modos de onda plana do
duto principal e modos superiores da ramificacao. Esta interagao é proporcional ao
aumento do raio da ramificacao e inversamente proporcional a ordem do modo da

ramificacao.
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6.3.2 Influéncia da velocidade

O efeito do nimero de Mach do duto principal, na interacao entre modos na ra-

mificacao, pode ser estudado ao avaliar o limite do tdltimo termo na funcao hiper-

geométrica da equagao (6.37):
ar \?
= 6.38
( QGpq ) ( )

O numero de Mach na ramificacao, M, pode ser definido como uma fracao

constante ¢, do nimero de Mach do duto principal:

M, =(M (6.39)

Através de (6.39)), tem-se que o limite de (6.38), quando M > 1, é finito, a

menos do comportamento de (, de fato:

=\ 2 4 k.B
p(E) () S50 e

O resultado em (6.40)) é interessante uma vez que o valor adimensional do limite

¢ controlado, de certa forma, pela funcao B(¢). Argumenta-se também que, quando
M > 1 tem-se que My > 1, o que por sua vez indica, heuristicamente, que (
seja também crescente na mesma ordem. Com efeito, tem-se que o aumento da
velocidade do duto principal aumenta os efeitos da interagao entre modos. Destaca-
se que nao se pode considerar como estritamente validas as afirmacoes para M > 1,
uma vez que efeitos nao lineares relacionados a formacao de ondas de choque nao
foram considerados. Este fato limita os resultados qualitativos deste capitulo, e no

restante do trabalho, ao regime subsonico.

6.3.3 Indice de vibracgao

NISHIGUCHI et al. [9] desenvolvem um indice de vibracao caracterizado pela mag-
nitude do nivel de tensao da tubulagao devido a vibracao induzida pelo escoamento.
Este indice de vibracao mostrou correlagao com os casos de falha devido a vibragao
induzida acusticamente, relatados por CARUCCI e MUELLER [8]. Este indice de
vibracao, Z, confirma alguns resultados qualitativos obtidos anteriormente e contém

a seguinte proporcionalidade:

poUs Rs

7 x
Pprp

(6.41)

sendo p, a massa especifica do gas, p, a massa especifica do material da tubulacao
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e fp a frequeéncia fundamental de casca da tubulagao.

De tem-se que o aumento da velocidade tende a aumentar os niveis de
vibragao, situacao condizente com a obtida anteriormente na interagao entre modos.
Outro fator de influéncia é a razao entre massas especificas, sendo que dutos com
maior massa tendem a reduzir os niveis de vibracao.

O efeito do raio da ramificacao, mostrado anteriormente, caracterizado pelo au-
mento da interagao entre o modo de onda plana e modos superiores a medida que
ocorre aumento do raio da ramificacao, é observada em (6.41f). De fato, pode-se
argumentar que para levar em conta os efeitos de ordem superior o indice poderia
estabelecer uma relagao do tipo R, com a um fator obtido a partir de experimentos
ou simulagoes computacionais.

ISHIGAMI et al. [I38] relevam o indice de vibragao ao realizaram experimentos
estendendo os resultados experimentais obtidos por NISHIGUCHI et al. [9] através
de melhorias na medicao do escoamento, com aumento na quantidade de pontos de
medicao de pressao. Os resultados sao comparados aos observados em simulagoes
computacionais, para caracterizar a estrutura de turbuléncia existente na juncao T.

Embora a adequacao deste indice para vibracoes devido ao escoamento seja es-
tabelecida por NISHIGUCHI et al. [9], observa-se que contém proporcionalidade
similar a obtida na interacao entre modos radiais de ordens diferentes. Este fato
corrobora a afirmacao de que efeitos de baixa ordem e alta ordem interagem em des-
continuidades geométricas dos sistemas de tubulacao. Outro ponto a salientar é que
embora considera-se que a frequéncia de excitacao seja tinica, e abaixo da frequéncia
de corte para ondas evanescentes do duto principal, a descontinuidade geométrica
com pequena dimensao de raio é suscetivel a interagao entre modos. Esta afirmagao

¢é condizente com a grande quantidade de casos de falha relatados nestas condigoes

[8].

6.3.4 Influéncia da viscosidade

Nota-se que as caracteristicas dos argumentos nao tiveram papel na determinagao
da interacao entre os modos. Em particular, a viscosidade nao impos restrigoes sobre
o comportamento da equacao . O principal efeito da viscosidade é inserir um
termo complexo nos argumentos de propagagao G, € gpq. Este termo complexo
tem um efeito de atenuacao em cada modo e esta influéncia é verificada através das
solucoes da equacao de dispersao .

A descricao das condicoes de existéncia de modos propagantes ou evanescentes €
afetada pela equagao de dispersao ao dificultar o estabelecimento de condigoes
para que as raizes sejam reais ou complexas, como pode ser verificado pelas relagoes

(13.42]). De fato, pode-se afirmar que a inclusao da viscosidade tem, potencialmente,
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o efeito de reducao da quantidade de raizes puramente imaginarias. Para isso, seja

o seguinte polinomio de grau n:
P(z) = Zajzj (6.42)
=0

com d raizes com partes reais positivas. Entao, tem-se a seguinte estimativa para o
limite superior da quantidade de zeros com partes reais positivas ([114], capitulo 1,

segao E.7):

V |a0an|

ao definir d; como o limite superior da quantidade de zeros reais de uma relagao

d* < 2n log (

de dispersao inviscida, (3.35)), e d,, o limite para a relacao de dispersao que inclui a
viscosidade, (3.34]), tem-se:

(6.44)

£ < 8log <|ao| | + Jaa + s + |a4\)

V laoadl

Da desigualdade fica evidente que a simples inclusao da viscosidade, ao
aumentar o grau algébrico da relagao de dispersao, torna a descrigao analitica, de
modos propagantes ou evanescentes, mais dificil, exigindo a utilizacao de métodos
numéricos, caracterizados por algoritimos de busca de raizes adequados [26, 39].
Com efeito, a inclusao da viscosidade e da condutividade térmica no trabalho de
DOKUMACT [26] foi responsavel pelo aparecimento de modos de ordem superior
anomalos, nos quais o sentido de propagacao nao satisfaz a condi¢ao usual dos sinais
das partes imaginaria e real do nimero de onda axial. Para chegar neste resultado,
a relacao de dispersao foi resolvida numericamente e a influéncia da viscosidade e
frequéncia na propagacao dos modos verificada através do niimero de Stokes.

Embora a existéncia de modos com partes reais e imaginarias, nao respeitando
a relagdo de decaimento (2.37)), tenha sido observada por DOKUMACI [26], e a
explicacao fisica mencionada como possivel resultado de uma transferéncia de ener-
gia dissipativa, a explicagao matemaética nao foi desenvolvida. De fato, como ja foi
observado no a inclusao da viscosidade resulta em uma relagao de dis-
persao polinomial com coeficientes complexos, tem-se entao que todas as suas raizes
sao complexas. Além disso, é possivel mostrar quais as condigoes para a existéncia
dos modos anomalos pelo conceito de polinomio de Hurwitz, isto é, um polinémio
com todos os zeros contendo parte real negativa [139].

Com efeito, FRANK [140] estabelece critérios para a contagem da quantidade de

zeros com parte real negativa e positiva, em um polinomio de coeficientes complexos
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a partir do método desenvolvido por SCHUR [I39]. Um critério para a existéncia
de todas as raizes com parte real negativa, baseado em determinantes, também é
demonstrado por FRANK ([141], Teorema 3.2). Deste modo, uma abordagem ma-
tematica pode ser realizada na investigacao das caracteristicas das raizes da relacao
de dispersao, sendo uma alternativa em relacao a investigagao numérica dos modos.

Um outro efeito da viscosidade ¢ tornar a velocidade de grupo, u, complexa,
podendo conter informagoes sobre o transporte e dissipacao de energia no meio,
conforme argumentado no trabalho de GERASIK e¢ STASTNA [I42]. Interessante
notar que a inclusao da viscosidade altera as caracteristicas das equagoes de pro-
pagacao levando a varias implicagoes em diferentes e significativas dreas, sendo a
propagacao acustica no escoamento de um fluido viscoso, portanto, importante, no
sentido dado por HARDY [143].

Destaca-se que embora as condi¢oes para a existéncia de modos superiores pura-
mente evanescentes, com parte real nula, nao tenham sido obtidas pela complexidade
da relagao de dispersao, este fato nao prejudica os resultados obtidos, uma vez que
os problemas de falhas em ramificagoes acontecem justamente préximo a juncgao
e onde as ondas evanescentes geradas ainda nao tiveram decaimento exponencial
significativo.

Adicionalmente, a condicao de contorno de parede rigida é utilizada através da
relacao ag; = 0, sendo responsavel pelo aparecimento do fator 1 no integrando da
integral . Uma condigao de contorno de parede com impedancia finita deve
mostrar novas formas de interacao entre os modos em conjunto com a viscosidade.
Em particular, para escoamentos inviscidos, ocorre o aparecimento de modos de

superficie e hidrodinamicos, conforme mostrado por RIENSTRA [144].
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Capitulo 7
Conclusoes

Neste trabalho foi apresentada uma modelagem da propagacao sonora em dutos,
na presenca de escoamento médio uniforme, viscosidade e uma descontinuidade do
dominio. Esta abordagem é utilizada na investigacao da interacao entre modos
radiais em uma ramificacao de um duto circular.

O operador de onda derivado, , através do rearranjo das equacoes de con-
servagao, estende a equagao dada por KINSLER et al. [72], ao incluir o efeito do
escoamento médio, e as equagoes utilizadas por BRAMBLEY [21] e RIENSTRA e
TESTER [39], e , ao incluir a viscosidade. A equacao obtida constitui-se
em um caso especial do operador isentropico, que inclui a condutividade térmica
do escoamento, obtido por DOKUMACI [26]. Uma nova equagao de dispersao é
obtida, , relacionando os autovalores da equacao diferencial com a frequéncia.
A equacao de dispersao também retoma, como um caso particular, a situagao do
escoamento de um fluido inviscido bem conhecida, , dada por RIENSTRA
[19].

A condicao de contorno adotada de parede rigida, e , permite simpli-
ficagdo na determinacao da funcao de Green e do campo de pressao sonora interna
ao duto. Todavia, as derivacoes para o caso de condi¢ao de contorno de impedancia
acustica finita sao semelhantes e a mudanga de condi¢ao pode ser obtida seguindo-se
o mesmo procedimento adotado nas derivacoes das fungoes de Bessel, como mostrado
no

Foi obtida uma funcao de Green para o operador encontrado, (4.32]), que estende
as formas conhecidas no limite inviscido, dadas por RIENSTRA e TESTER [39],
mas com argumentos especificos para o caso estudado. Os detalhes da derivagao
sao explicitados no A forma de derivacao da funcao serve como
base, possibilitando que seja diretamente aplicada para outros operadores.

As equacoes para a flutuacao de velocidade em coordenadas cilindricas sao ob-
tidas, , e uma relacao assintética de produtos de fungoes de Bessel de pri-
meiro e segundo tipo ¢é explicitada em . A componente axial da velocidade
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é entao utilizada, junto com a funcao de Green, em uma integral de convolugao
para identificar os termos que governam a interacao entre modos radiais em uma
ramificagao cilindrica. A resolucao numérica dos modos refletidos e transmitidos é
evitada ao desconsiderar o espectro de espalhamento, em uma abordagem qualita-
tiva da interagao entre modos do duto e da ramificacao, conforme REDMORE e
MULHOLLAND [22].

Os resultados obtidos indicam que, ao incidir na ramificagdo, o modo de onda
plana produz uma contribuicao em modos de ordem superior na ramificacao. Uma
relacao entre as coordenadas cilindricas dos dois trechos de dutos é obtida, , e
utilizada na integral de convolugao. A transformacao de coordenadas impoe restrigao
ao dominio de integracao azimutal. A dependéncia continua dos modos da rami-
ficacao em funcao dos modos do duto principal, , ¢ mostrada na e
Figura 6.5, com diferentes combinacoes de modos da ramificacao e do duto principal.
Mostra-se que a dependéncia é maior nos primeiros modos da ramificacao e diminui
com o aumento da ordem dos modos e com a dimensao do raio da ramificagao.

A viscosidade nao indicou contribuir com a possivel interacao entre modos na
ramificacao, apresentando contudo influéncia nas caracteristicas de propagacao dos
modos em funcao das raizes da equacao de dispersao (3.34). Uma investigagao
numeérica e analitica mais completa das raizes de dispersao pode estabelecer resul-
tados semelhantes aos obtidos por DOKUMACI [26] e explicitar critérios de pro-
pagacao axial dos modos.

Os resultados, para interagao entre modos, sugerem que os fendomenos denomi-
nados vibracao induzida pelo escoamento e vibracao induzida acusticamente estao
relacionados quando da existéncia de descontinuidades geométricas do dominio. De
fato, é bem conhecido que a hipétese de propagacao de ondas planas é tanto mais
valida quanto mais distante de descontinuidades do duto. Outro ponto a salientar,
é que pequenas dimensoes de raios na ramificacao cilindrica também apresentaram
interagao entre os modos superiores e o modo de onda plana do duto principal. Tal
afirmacao é condizente com os relatos de casos de falha por fadiga em tubulagoes de
pequeno diametro, reportada originalmente por CARUCCI e MUELLER [§]. To-
davia, verifica-se que uma maior dimensao de raio da ramificacao permite que mais
modos superiores sejam excitados na ramificagao.

Como sugestao de trabalhos futuros, tem-se:

e Inclusao de condicao de contorno de parede com impedancia actstica finita e
comparar resultados obtidos por DOKUMACI [26] e BRAMBLEY [21].

e Utilizacao do Método de Wiener-Hopt para descrever mudancas abruptas do
dominio, utilizado em curvas por BRAMBLEY [21].

e Obtencao dos coeficientes de reflexao e transmissao na juncao através de forma-
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lismo matricial e truncamento de modos, como realizado por MUEHLEISEN
[23].

Avaliagdo numérica e analitica das raizes da equagao de dispersao (3.34)), indi-
cando suas caracteristicas no dominio complexo através do método dado por
FRANK [140], aumentando a compreensao sobre a existéncia e o comporta-

mento de modos evanescentes e propagantes.

Validar os resultados qualitativos obtidos, para a influéncia do modo de onda

plana, através de simulagoes numéricas do escoamento.

Desenvolver uma analise acoplada com os modos da estrutura dos dutos, iden-
tificando os parametros que facilitam a transferéncia de energia actstica para

a estrutura e as condigoes de ressonancia, construindo sobre a abordagem de

indices de vibragao de NISHIGUCHI et al. [9].
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Apeéendice A
Vorticidade e energia

Sendo a equagao (2.33)) a base para os métodos de resolugao dos problemas actsticos
de ressonancia em baixa frequéncia, o procedimento para sua obtencao é revisto.
Para um fluido inviscido, sem forcas de corpo e isentrépico, tem-se para a forma

de Crocco da equagao do momento [31]:

Através da decomposicao de Helmholtz, tem-se:

= (u xw); (A.1)

- ' - A2
ot ot \ow, T 0n,) T ow, = e Wex) o (A2)

Considerando campo de velocidade potencial médio uniforme, e tomando o pro-

8iso a a a/ (9B
L+_(¢o+ ¢)+

duto escalar pelo campo de velocidade solenoidal, vem:

1 a(uisoluisol) a a¢' _
§T + Ujsol |:8_ZEZ (E + B = Ujsol (upot X CU)Z- (A3)

Integrando em um volume {2 — oo e reconhecendo que o segundo termo do lado
esquerdo de (|A.3) decresce com o cubo da distancia [33], obtém-se:

[ 5740 — [ s (s x ), (A4
02 ot 17, '

A equagao (|A.4) equivale a taxa de absorcao ou transferéncia de energia acustica
pelo escoamento devido a interagao com o campo solenoidal e potencial, sendo equi-
valente a equagao (2.33)) ao tomarmos uma média temporal e multiplicarmos pela

massa especifica uniforme.
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Apendice B
Conceitos de analise complexa

B.0.5 Conceitos basicos

Neste apéndice sao definidos alguns fundamentos da teoria das fungoes definidas
em dominios complexos. Os resultados sao utilizados como referéncia para alguns

desenvolvimentos executados ao longo do texto. Em particular, para o estudo das

caracteristicas da fungao (4.11]).

Definicao B.1 ([109], capitulo 2). Seja 2 um conjunto aberto em C e uma fungao
f:C—=C. A funcao f € holomorfa no ponto zy € 2 C C se o limite:

F/(z0) = lim f(z0+h) — f(20)

h—0 h (heC) (B-1)

existe quando h — 0, com h #£ 0 e zy + h € {2.

Uma fungao f = wu + iv, holomorfa, deve satisfazer as Equagoes de Cauchy —
Riemann dadas abaixo [109] [TT5], 145]:
ou  Ov ou ov

- 2 = B.2
ox Gye(?y ox (B.2)

sendo x,y € R.

Para demonstrar o resultado acima, considera-se o limite no qual a variavel h
é puramente real, e, depois, puramente complexa [145]. Em particular, pode-se
mostrar que as partes reais e imaginarias de uma fungao holomorfa sao harmonicas
[109].

Um funcao ¢é holomorfa em {2 se for holomorfa em todo ponto de 2. Uma funcao

holomorfa em todo o plano complexo C é chamada de inteira [109, [145].

Definicao B.2 ([I15], capitulo 5). Uma sequéncia zi, za, ... de nimeros complezos

¢ dita convergir a um numero w € C se:
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lim |z, —w| =0 e escreve-se w = lim z, (B.3)
n—oo n—oo

Definigao B.3 ([I33], capitulo 3). Uma sequéncia z, é de Cauchy, se:

Ve>0 =3IN e€Z, tal que n,m>0 e n,m>N = |z, — z,| <€ (B.4)

Um espaco métrico é dito ser completo se toda sequéncia de C'auchy converge
[109],[133]. Em particular, o conjunto dos nimeros reais, R, e o conjunto dos
nimeros complexos, C, sdo completos [62].

Define-se um disco aberto D,.(z), de raio r e centro zg como [109]:

D,(z) ={2€C: |z — 2| <r}

sendo zp € Cer > 0.

De modo andlogo, define-se o disco fechado, D,(zy), de raio r e centro z, como
[109):

Dy(20) ={z€C: |z — 2| <1}

O contorno dos discos definidos acima ¢ o circulo [109]:

Cr(20) ={2€C: |z—2|=r}

Definigao B.4 ([I33], capitulo 2). Um ponto, zy € C, é um ponto limite, ou ponto
de acumulagao, de um conjunto §2 se qualquer disco aberto D,(zy) possui um ponto
z € ().

Defini¢ao B.5 ([109], capitulo 2). Uma funcdo f, definida em um conjunto 2 de

numeros complexos, € continua em um ponto zy € §2 se:

Ve>0=730>0 tal que z€ R e |z—z| <d=|f(z) — f(z0)] <e (B.5)

Proposigao B.1 ([109],[115],[145]). Se f e g sdo holomorfas em um conjunto {2,

entao:
e f+g éholomorfaem Qe (f+qg)=f+7g .

e fg é holomorfa em 2 e (fg) = f'g+ f¢'.
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e Se g(z9) #0, entdo f/g € holomorfa em 2 e

($fgy =T42T7

9

Além disso, se f: 2 — C e g:U — C sao holomorfas, a regra da cadeia é

valida

(go f)(2) =g (f())f(2) ,Vze€ .

sendo g o f a composicao das funcoes.

Define-se uma singularidade pontual, de uma fungao f, como o nimero complexo
2p tal que f é definida em uma vizinhanga de zp, exceto em zg [L09]. As singularidades
podem ser removiveis, polos e essenciais [I15]. Um polo, zg de uma funcao f é tal
que f é definida em toda vizinhanga de 2y, e tal que a fungao 1/f = 0, em z, é

holomorfa em uma vizinhanga de z; e também em 2, [109].

Teorema B.2 (Raio de Convergéncia [109, 133])). Dada uma série de poténcias
Yo ganz", existe 0 < R < oo tal que:

e Se |z| < R a série converge absolutamente.
e Se|z| > R a série diverge.
1

: : 1 .
Além disso, ao convencionar que 0= oo e — =0, oraio R é dado pela formula
00

1
7= lim sup {/|ay,|. (B.6)

n—o0

sendo R o raio de convergéncia da série de poténcias e a regigo |z| < R o disco de

convergencia.

Em conjunto com o [Teorema B.2] também sao tteis os testes de convergéncia de

uma série de poténcias.

Teorema B.3 (Teste da raiz [I33], capitulo 3). Dada uma série »_ a,, seja o =
limsup,, ., V/|as|, entdo:

e Sea <1, asérie converge.
e Sea>1, a série diverge.

e Sea =1, o teste € inconclusivo.
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A prova do faz uso da propriedade de convergéncia limitada das

séries [133] [146], isto é, mostra-se que existe uma série convergente e que limita a

série > a,, implicando na sua convergéncia.

Teorema B.4 (Teste da razao [I33], capitulo 3). Dada uma série » a,, seja o =

. Ap+1 ~
limsup,,_,..|——|, entao:
Qn

e Se <1, a série converge.
e Se o> 1, a série diverge para todo n > ng, sendo ng um inteiro fizo.

A importancia do[Teorema B.2|torna-se evidente para as fungoes holomorfas pelo

seguinte resultado:

Teorema B.5 ([109, 133] 146]). Uma série de poténcias f(z) =Y - a,2", define
uma fungao holomorfa em seu disco de convergéncia. A derivada de f é também
uma série de poténcias obtida por diferenciacdo termo a termo da série para f, dada

por,

f'(z) = Znanz”_l (B.7)
n=0
Além disso, f'(z) possui o mesmo raio de convergéncia de f.

Defini¢ao B.6 ([109], capitulo 3). Uma fun¢ao f, definida em um aberto {2 C C,
¢ chamada de meromorfa se existe uma sequéncia de pontos {zg, z1, 22, -+ } que ndo

possui pontos limite em (2, e tal que:
o A fungdio f € holomorfa em 2 — {29, 21,22, -}, €
e A funcao f tem polos nos pontos {zo, 21,22, - }.

Teorema B.6 ([109], capitulo 3). Suponha que f é holomorfa em um conjunto
aberto §2, que nao € a uniao de dois conjuntos separados nao vazios, tenha um zero
em um ponto zy € {2 e nao € identicamente nula em §2. Entao existe uma vizinhanga

U C (2 de zy, uma funcao holomorfa g em U e um inteiro positivo unico n tal que:

f(z) =(2—20)"g(2), VzeU (B.8)

sendo n grdem do zero da funcdo f em zg.

O [Teorema B.6| é importante para o préximo resultado, que explicita o conceito
de residuos:
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Teorema B.7 ([109], capitulo 3). Se f tem um polo de ordem n em zy, entdo:

flo)=— Gl T LG (B.9)

(2 —20)"  (2—2)"" (z — 20)
sendo G holomorfa em um disco aberto centrado em zy e o coeficiente a_y o residuo
de f no polo.

Teorema B.8 (Férmula do Residuo [109], capitulo 3, Corolario 2.3). Suponha que

f € holomorfa em um conjunto aberto contendo o contorno vy e seu interior, exceto

por polos mos pontos z1,--- ,zn dentro de . Entao
N
/f(z)dz = 27TiZTeSzkf. (B.10)
v k=1
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Apendice C

Demonstracoes e deducoes

C.1 Deducao da equacao (4.7

Nesta segao é deduzida a solugao particular da equacgao (4.5)) através do método de
variagao de parametros. A solu¢do homogénea de (4.5), G, € W, é coberta com a
lista linearmente independente (wy(x),wq(z)), sendo (vq,...,v,) e (wq,...,w,) as

bases dos espacos vetoriais V' e W. A solucao particular, G, é dada por:

Gp = ar(x)w1(x) + az(z)ws(z) (C.1)

sendo os coeficientes a;(z) e ag(z) as incdgnitas.

O operador T é utilizado em sua forma generalizada, dada abaixo:

T = 88_; —|—p(a:)(% + q(x) (C.2)

Assim, substituindo-se a expressao (C.1)) na transformagao linear (C.2)), tem-se:

D*wi(z)  Owi(z) day(x) &ay(x)  day(x) Owy(x)

ai(®) Ox? * Ox Ox ) 0x? * Oz Ox

D*wy(z)  dag(r) dws(x) Day(x)  Dag(x) Owe(x)
0x? * oz oz T wa(a) 0x? * Oz Oz

+ as(z) a”;i‘”) + wy(z) a“;;‘””)

+ CLQ(QL’)

Ow () day ()
Ox () Ox

+p(z) |ai(z)

sendo r(z) a ndo homogeneidade da solugao particular, aplicada em 7.

Sendo os coeficientes arbitrarios, pode-se estabelecer a seguinte equagao:
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Oay (1) Oas(x)
Ox i) + Ox

Logo, ao substituir(C.4) em (C.3)), verifica-se que:

Jay (z) Jay(x)
wy () + wo(x) =0
0 x
8&1@) Owy(x) N gaz(x) Ows () () (C.5)
Ox Ox Ox Ox

wy(x) =0 (C.4)

Com o sistema acima, chega-se ao seguinte resultado:

((Oay(x) _ —way(x)r(x) _
Ox 811)82;:1:) wn(z) — Gugéx)wQ(x)

Oas(x) _ ) wy(x)r(z) i (C.6)
ox [ Owsy(x) Ow () ]

L | Oz i) = Ox wg(x)_

Considerando o argumento x = agr, no caso estudado, tem-se:

wy(x) = Jp(agr)

ws(z) = Yp(agr) (C.7)
T(m) _ 5(05G(r - TO)) _ (5(7“ — 7’0)
Am2r 4Am2r|ag|

sendo que, ao considerar o argumento x como 7, 0 termo ag aparece na descrigao
do Wronskiano, equivalentemente ao termo |ag| em r(z) da equagao (C.7)). Assim,

a solucao particular pode ser obtida através da integracao em r:

_ " _Ym(@Gg)d(S — To)dE o
Gp(OéGT) - {/0 47T2g|04G|W(Jm(CYGE),Ym(a(;g))} Jm( G )

" Im(age)d(e — ro)de
+ { /0 12 |G| W (I (0a?), Yolage))

] Yu(agr) (C.8)

sendo € uma variavel de integracgao.

Utilizando a expressao para o Wronskiano [108]:

W (Jn(aar), Vilagr)) = - (jGT) (C.9)
Tem-se, de em :
Gplagr) = 8% [T (caro)Ym(agr) — Jn(aer)Yn(agro)] (C.10)
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C.2 Demonstracao da meromorficidade de (4.11

Para utilizar a formula (4.14]) é preciso garantir que (4.11) seja meromorfa e neste
apendice este fato e seu desenvolvimento é explicitado. Primeiro, nota-se que o teste

da razao, [leorema B.4] pode ser utilizado no lugar do teste da raiz, [leorema B.3|
para a determinacao do raio de convergéncia de uma série de poténcias no dominio
complexo, isto é, para uma sequéncia de nimeros complexos,{a, }>°,, tem-se ([109],

capitulo 1, exercicio 17):

i 9ot p o o] (C.11)
n—roo

n—oo |y

se o limite L existir.

Para a funcao de Bessel de primeiro tipo e ordem m € Z, , tem-se:

TL

Im(2) = i (_nl')(j‘li%j>ZL)T2n ( > i {n' (m+n) '4"} (2 (C12)

n=0 n=0 V)
an
Mais explicitamente, na forma ZZOZO a,z", tem-se:
—1)" —1 n+1
ay, = # = Upy = (=1) (C.13)

n!(m + n)l4» (n+ Dl(m+n+ 1)l4n+1

Fazendo a razao entre termos consecutivos, tem-se:

any1 (= Dnlm+n)l (—=Dn(n—DI(m+n)(m+n—1)!

a, (m+Dm+n+D4 n+Dn)(n—D(m+n+1)(m+n)(m-+n—1)4

que resulta

(1)

(n+1)(m+n+1)4

Ap+1
Qn

An1 _ (_1)

an (n+1)(m+n+1)4

Logo, o teste da razao implica uma relacao para o raio de convergencia do tipo
([133], capitulo 3, Teorema 3.37):

1 1

lim sup|a,,| = '
n—oo lim sup
n—oo

= o0
Qp41
G

Assim, o raio de convergéncia da funcao de Bessel de primeiro tipo e ordem
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m € Z, ¢é infinito, um resultado bem conhecido. Pelo [leorema B.5| tem-se que a
funcao é holomorfa em todo o plano complexo C e, portanto, € inteira. Para a fungao

de Bessel de segundo tipo, procede-se da mesma maneira:

3

ﬁMH

—n—l)(

[\’)
3
+
[\]
3
+
=)
7 N
| —
N
N~
-
3
—~
&

3

Il

=)
\

1 S nlzm+2n

—= ) [ —l—w(m—i—n—l—l)]( )"(32)

Ul nl(m +n)
<

sendo (1) = —, Y(k) = —v + Zn 1 k ey =0,577215664901532 [1§].

O termo A é avaliado como se segue:

I GG M I

=0

i
o
3

Em particular, na forma » >° j a,2", tem-se:

(m—n—l)!:> (m—mn—2)!
-~ 007 an _ @
nl4r T (n+ 1)l

Para a razao entre os termos consecutivos, tem-se:

Ap =

An1 1

an,  Am+1)(m—n-—1)

Logo, o termo A é convergente. O termo B também converge de modo anélogo,

possuindo, contudo, singularidade essencial em z = 0, ponto de ramificacao. Para o
termo C', a convergéncia uniforme, para todos os valores positivos de m, é conseguida
seguindo argumento dado por BOCHER [147] e sumarizado por RUDIN ([133],
capitulo 3, Teorema 3.42). Deste modo, a fungao de Bessel de segundo tipo e ordem
m € Z, também é holomorfa em todo o plano complexo, em cada ramo, C, exceto
possivelmente na origem [109)].

Pela Proposicao as funcoes holomorfas sao fechadas em relagao a mul-
tiplicagao e adigao, assim, o denominador, pelo [Teorema B.5 e o numerador da
funcao sao fungoes holomorfas. Como toda fungao holomorfa tem zeros iso-
lados ([109], capitulo 2, Teorema 4.8), conclui-se que a equagao ¢ uma razao

de fungoes holomorfas e, portanto, meromorfa.
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C.3 Deducao da equacao (4.18

A estratégia de deducao consiste na aplicacao cuidadosa das relagées de recorréncia
e da equagao de modo a evitar o aumento da ordem das funcgoes de
Bessel resultantes. A derivagao a seguir fornece os detalhes omitidos por RIENSTRA
e TESTER [39] na obtengao de férmulas semelhantes.

Sao utilizadas as relagoes de recorréncia abaixo ([108], capitulo 1, se¢ao 6):

dJn(e) _ Jm-1(€) — ?Jm(e) (C.14)

m
de —Jmy1(e) + ng(ff)

Os termos acima sao substituidos alternadamente nas derivadas de funcoes de

Bessel, como se segue:
dJ) ( d [dJn(e) m
ds T de [ de 1 [_Jm+1(€) * ?Jm(é)}
J,

Jm+1(5)} +m l— J,Zgg) + %djgg(g)}
|

+m [— Jﬂf) + é (—Jm+1(6) + ng(e))}

d
de
+

_(m+1)

Im Im ’
pIalE) _InE)

(C.15)

Finalmente, da equacao (4.17) em ((C.15]), tem-se a equagao (4.18]).
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