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Prof. Júlio Cesar Boscher Torres, D.Sc.

RIO DE JANEIRO, RJ – BRASIL

JUNHO DE 2018



Soares, Lucas Rodrigues
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Finalmente, agradeço à Ana Karla, minha esposa, pelo imenso amor, carinho e

compreensão, sem a qual todo o trabalho não faria sentido.

v



Resumo da Dissertação apresentada à COPPE/UFRJ como parte dos requisitos

necessários para a obtenção do grau de Mestre em Ciências (M.Sc.)

ESTUDO DE MODOS ACÚSTICOS EM RAMIFICAÇÃO DE DUTO

CILÍNDRICO UTILIZANDO FUNÇÕES DE GREEN

Lucas Rodrigues Soares

Junho/2018

Orientador: Ricardo Eduardo Musafir

Programa: Engenharia Mecânica

Este trabalho investiga a propagação de rúıdo em escoamentos internos e a pos-

sibilidade de acoplamento entre modos acústicos de ordens diferentes, em uma ra-

mificação simples, de um duto de seção circular. Uma equação da onda para a

flutuação da pressão, incluindo viscosidade é desenvolvida. A função de Green para

o operador encontrado é obtida no domı́nio da frequência. Uma expressão para a

interação entre modos na ramificação, em termos de funções de Bessel, resultante

de uma onda plana incidente no duto principal, é obtida através de uma integral de

convolução entre a função de Green e a componente axial da flutuação de velocidade.

Mostra-se uma interação entre os modos radiais através da integral do produto de

funções de Bessel resultante.
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Abstract of Dissertation presented to COPPE/UFRJ as a partial fulfillment of the

requirements for the degree of Master of Science (M.Sc.)

STUDY OF ACOUSTIC MODES IN A SIDE BRANCH OF A CYLINDRICAL

DUCT USING GREEN FUNCTIONS

Lucas Rodrigues Soares

June/2018

Advisor: Ricardo Eduardo Musafir

Department: Mechanical Engineering

In this work, we investigate the propagation of sound in internal flows and the

possibility of coupling between different modes in a side-branch of a hard walled

duct. A convected wave equation for the pressure flutuation, including viscosity

effects is developed. The Green function for the wave operator is obtained in the

frequency domain. An expression for the interaction of modes in the side branch is

developed, in terms of Bessel functions, as a result of a plane wave incident in the

main duct, by considering a convolution integral between the Green function and

the axial component of the velocity fluctuation. The interaction of radial modes is

demonstrated through the resulting integral of product of Bessel functions.
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Caṕıtulo 1

Introdução

O estudo do fenômeno acústico gerado aerodinamicamente foi iniciado por James

Lighthill em 1952 [1, 2]. Neste trabalho inicial, estudou-se o som gerado pelo escoa-

mento, caracterizado por uma distribuição de quadripolos, através de uma aborda-

gem de campo livre, ou seja, os efeitos de reflexão, difração, absorção ou espalha-

mento por superf́ıcies sólidas foram desconsiderados. Posteriormente, esta análise

foi estendida por CURLE [3], com a incorporação das superf́ıcies sólidas no campo

acústico.

O mecanismo de interação entre o escoamento e o campo acústico é normalmente

desconsiderado nas análises em campo livre [1], todavia em escoamentos internos ou

confinados, a energia acústica pode acumular-se em modos de ressonância. As os-

cilações aeroacústicas decorrentes deste mecanismo ocasionam problemas severos de

vibração e rúıdo em várias aplicações de engenharia [4–7]. Além disso, em escoa-

mentos internos, grandes variações de pressão, causadas por válvulas e outros itens

de tubulações, podem gerar energia acústica em alta frequência representando uma

fonte indesejável de vibrações [8–11].

Existem diversos relatos de sistemas sujeitos ao fenômeno na indústria, incluindo

plantas de energia, sistemas de transporte de gás, plantas de compressão e bombea-

mento, onde diferentes configurações geométricas são identificadas com o fenômeno,

principalmente ramificações fechadas simples ou múltiplas [12, 13].

Em particular, sistemas de transporte de gás sofrem com o problema de res-

sonância acústica induzida por um escoamento de baixo número de Mach em dutos

com ramificações fechadas, exigindo cuidadoso projeto de arranjo das tubulações

destes sistemas [5].

Para as diversas etapas da indústria de processo, uma avaliação sobre as carac-

teŕısticas de um sistema de tubulações é necessária, incluindo a possibilidade de

prever a ocorrência de vibrações indesejadas, tanto na etapa inicial de operação da

planta quanto na ocasião de mudanças nas condições de processo, como vazão e

composição do fluido. Todavia, um método geral de previsão de pulsações de baixa
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frequência em sistemas complexos de tubulação ainda não existe [14].

Falhas em tubulações da indústria de processo podem vir a ser catastróficas, com

significativas perdas materiais e até mesmo humanas [15]. Além disso, o projeto

das plantas de tubulação é realizado, frequentemente, negligenciando os efeitos do

escoamento. Este fato, somado à utilização de espessuras de parede mais finas

e elementos que atuam como concentradores de tensões, como uniões soldadas e

ramificações, acarreta maior risco de fadiga, principalmente as de origem acústica

em alta frequência [8, 16, 17].

As abordagens para o estudo da excitação acústica em dutos são baseadas na

distinção entre baixas e altas frequências da onda sonora [18–21]. NISHIGUCHI

et al. [9] sugerem, através de resultados experimentais, que, na presença de uma

ramificação em um duto, os campos de alta e baixa frequência possam interagir. A

interação sugerida pode ter causas não lineares, devido à flutuação de velocidade

alcançar valores semelhantes à velocidade do som local na junção [9].

Com efeito, o acoplamento modal em ramificações foi objeto de estudos para geo-

metrias retangulares [22, 23] e, mais raramente, circulares [24, 25]. Um ponto comum

destes estudos é a desconsideração das altas frequências, do escoamento médio e da

viscosidade do escoamento. A possibilidade de um modo de onda plana excitar mo-

dos superiores, em uma ramificação retangular, é também citada por REDMORE

e MULHOLLAND [22], contudo sem considerações detalhadas e desconsiderando a

possibilidade de efeitos não lineares.

Trabalho recente desenvolvido por DOKUMACI [26] mostra que os efeitos vis-

cotérmicos são importantes nos modos acústicos axissimétricos do escoamento em

um duto circular, com diferentes configurações de impedância acústica e escoamento

médio uniforme. Além disso, os efeitos viscotérmicos são considerados tão impor-

tantes quanto o cisalhamento, dentro de uma camada cisalhante, no trabalho de

KHAMIS e BRAMBLEY [27] e também na atenuação de uma onda plana incidente

sobre uma superf́ıcie de impedância finita [28, 29].

Neste contexto, a investigação da possibilidade de acoplamento entre modos,

principalmente ao considerar a situação de uma onda plana se deparando com uma

ramificação do duto principal, é pouco estudada para geometrias ciĺındricas e na

presença de escoamento médio e viscosidade.

Este trabalho se propõe e tem como objetivo aumentar a compreensão sobre

a possibilidade de acoplamento modal em ramificações ciĺındricas, passando pela

discussão dos efeitos da viscosidade no operador de onda e na distribuição modal

na junção. A estratégia de investigação se baseia na inclusão da viscosidade e

escoamento médio uniforme na obtenção de uma equação da onda. Posteriormente,

tem-se a obtenção de uma função de Green para o operador e sua utilização em uma

formulação integral em uma junção T de dutos infinitamente longos. A Figura 1.1
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sumariza as principais etapas executadas ao longo do trabalho:

Viscosidade

Escoamento médio uniformeEquação da onda convectada

Função de Green Flutuação de velocidade axial

Ramificação ciĺındrica

Formulação integral

Termo de interação entre modos

Resultados qualitativos

Figura 1.1: Principais atividades desenvolvidas.

No Caṕıtulo 2 é apresentada uma revisão geral do fenômeno aeroacústico, englo-

bando as formulações desenvolvidas historicamente. A geração de rúıdo pelo esco-

amento é analisada através dos desenvolvimentos clássicos de analogia acústica de

LIGHTHILL [1, 2] e trabalhos de Powell, Howe, Möhring, Doak e Musafir [30, 31]. O

papel da vorticidade como fonte acústica em escoamentos internos de baixo número

de Mach é descrito baseado no trabalho de HIRSCHBERG e RIENSTRA [18]. As

caracteŕısticas da geração e propagação de rúıdo em dutos são identificadas, dando

ênfase à divisão por baixas e altas frequências. As diferentes nomenclaturas para o

fenômeno de acoplamento de pulsações acústicas e modos estruturais em dutos são

revistas e contextualizadas.

No Caṕıtulo 3 é obtida uma equação da onda convectada, considerando esco-

amento médio constante e axial, viscosidades dinâmica e de expansão e variáveis

médias constantes. É realizada a resolução, por expansão em modos, para a flu-

tuação de pressão através de decomposição no Espaço de Fourier.

No Caṕıtulo 4 uma função de Green é obtida para o operador de onda encontrado.

Para avaliação dos termos das integrais obtidas, foi utilizada a teoria das funções de

variáveis complexas, particularmente o Teorema dos Reśıduos.

No Caṕıtulo 5 são obtidas as equações diferenciais em coordenadas ciĺındricas

para a flutuação da velocidade, sendo resolvida a equação referente à componente

axial. Alguns resultados assintóticos são utilizados para avaliação das integrais

resultantes.

No Caṕıtulo 6 a função de Green obtida e a componente axial da flutuação de

velocidade são consideradas em uma formulação integral. Utilizando as relações de

ortogonalidade das funções de Bessel de primeiro tipo, são obtidas simplificações

para a expressão da velocidade. O campo acústico resultante de um modo de onda

3



plana é então considerado no resultado da integral de convolução, explicitando a

possibilidade de acoplamento acústico para diferentes modos radiais da ramificação.

Na Figura 1.2 é mostrado um desenho esquemático de uma ramificação e suas com-

ponentes.

Região fonte
Ramificação

Duto principal

U0
D

z

x

Figura 1.2: Desenho esquemático de uma ramificação de duto ciĺındrico.
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Caṕıtulo 2

Geração e propagação do som em

escoamentos

Este caṕıtulo descreve alguns conceitos básicos utilizados e os aspectos gerais da

aeroacústica, sendo revisada a teoria da geração aerodinâmica do som. São apre-

sentadas as equações de conservação e a formulação através de funções de Green.

A geração e propagação sonora em dutos é revisada, incluindo a descrição das dife-

rentes abordagens para investigação dos fenômenos aeroacústicos e seus efeitos em

tubulações, em especial ao considerar uma ramificação do duto principal.

2.1 Conceitos preliminares

Nesta seção são brevemente revisadas algumas técnicas e conceitos matemáticos uti-

lizados ao longo do trabalho. Conceitos adicionais são também dados no Apêndice B,

ao longo do texto e nas referências citadas.

2.1.1 Equações de balanço

Uma descrição completa do escoamento de um fluido é dada, em cada tempo e

posição, quando a velocidade e duas variáveis termodinâmicas são especificadas [32].

As equações necessárias para determinar o movimento em função das condições de

contorno e de uma condição inicial são expressões dos prinćıpios de conservação

de momento, massa e energia, utilizados nas equações aeroacústicas e enunciados a

seguir.

O prinćıpio da conservação da quantidade de movimento linear, para uma for-

mulação euleriana do escoamento de um fluido, é dado por [33]:

ρ
Du

Dt
= O · T + ρ f (2.1)

5



sendo T o tensor tensão atuando em um volume material, f uma força de corpo, u

o campo vetorial de velocidade, ρ a massa espećıfica e D/Dt a derivada material,

que mede a taxa de variação acompanhando o movimento de uma part́ıcula fluida.

A equação do momento para um fluido viscoso é chamada de equação de Navier-

Stokes e expressa a taxa de variação do momento de um part́ıcula fluida em termos

da pressão, forças viscosas e forças de corpo.

O prinćıpio da conservação da massa estabelece que a taxa de incremento da

massa de fluido, dentro de um volume, é igual ao balanço de massa que entra através

das fronteiras do volume. A equação é descrita por [33]:

Dρ

Dt
+ ρO · u = 0 (2.2)

para um fluido incompresśıvel tem-se:

O · u = 0 (2.3)

O prinćıpio de conservação da energia é descrito por [34]:

ρ T
Ds

Dt
= µb M

2 +2µS⊗ S + O · (κOT ) (2.4)

sendo, s a entropia espećıfica, κ a condutividade térmica, T a temperatura absoluta,

S o tensor taxa de deformação desviatório Sij ≡
[

1

2

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
− 1

3
M δij

]
, µb a

viscosidade de expansão, µ a viscosidade dinâmica e M= O · u [33].

2.1.2 Formulação por funções de Green

Problemas governados por equações diferenciais parciais lineares não homogenêneas

podem ser tratados ao considerarmos a resposta do sistema à uma perturbação

impulsiva tanto no espaço quanto no tempo ([35], caṕıtulo 2). Pode-se representar

o problema como:

L(x,t) φ(x, t) = Q(x, t), para x ∈ Ω0 (2.5)

sendo L(x,t) um operador com coeficientes constantes, φ o campo, e Q(x, t) o campo

fonte [35]. O domı́nio Ω0 pode definir um espaço de dimensão arbitrária limitado

por uma superf́ıcie S.

A equação para uma fonte impulsiva é dada por:

L(x,t)G(x, t; y, τ) = δ(x− y) δ(t− τ) (2.6)

6



sendo x e y, respectivamente, as posições do observador e da fonte, G(x, t; y, τ) a

função de Green e δ a função delta de Dirac.

Pode-se utilizar a função de Heaviside [35]:

H(x) =

0, se x < 0,

1, se x > 0.
(2.7)

e definir uma função g(x) tal que:

g(x) =


> 0, se dentro de Ω0,

< 0, se fora de Ω0,

= 0, se em S.

(2.8)

Multiplica-se a equação (2.5) por H(g) de tal modo que:

H(g)
(
L(x,t) φ(x, t)

)
= Q(x, t)H(g) (2.9)

A partir de (2.9) é necessário passar H(g) para o operador L(x,t), este processo

gera termos adicionais que podem ser considerados concentrados na superf́ıcie S. A

equação (2.9) é representada então por:

L(x,t) φ(x, t)H(g) = Q(y, t)H(g) +
∑

f(φ(x, t), δ(g)) (2.10)

sendo f(φ(x, t), δ(g)) os termos de superf́ıcie, dependentes da forma do operador

diferencial.

Ao multiplicar a equação (2.10) por Q(y, t) e integrar no tempo e no espaço em

um volume Ω0, englobando tanto o volume quanto a superf́ıcie S, obtém-se [35]:

H(g)φ(x, t) =

∫
Ω0,t

G(x, t; y, τ)
[
Q(y, t)H(g) +

∑
f(φ(x, t), δ(g))

]
dy3 dτ

(2.11)

A equação (2.11) representa uma formulação integral para o problema. A função

de Green deve satisfazer as condições de contorno inerentes à geometria estudada.

Destaca-se que, dentro do volume Ω0, H(g)φ(x, t) = φ(x, t).

Dada a função de Green do operador, o campo para uma distribuição arbitrária

de fontes pode ser encontrado através da convolução (2.11). O campo fonte pode

ser determinado analiticamente ou pode ser obtido em uma abordagem numérica.

A determinação experimental necessita de um modelo teórico que capture as carac-
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teŕısticas do campo fonte, como avaliado no trabalho de BRUGGEMAN [36].

2.1.3 Convolução de funções e transformação de Fourier

A convolução de duas funções tem papel importante na teoria da análise de Fourier,

sendo utilizada na obtenção de resultados ao longo da dissertação, junto com a

função de Green.

Dadas duas funções integráveis e periódicas f e g em R, a convolução f ∗ g em

[−π, π], é dada por ([37], caṕıtulo 2, equação 2):

(f ∗ g)(x) =
1

2π

∫ π

−π
f(y)g(x− y)dy (2.12)

Sendo as funções f e g periódicas, é posśıvel mudar as variáveis em (2.12) e obter

[37]:

(f ∗ g)(x) =
1

2π

∫ π

−π
f(x− y)g(y)dy (2.13)

Deste modo, convoluções podem também ser consideradas como ”médias pon-

deradas”. Para ilustrar este ponto, basta fazer g = 1 em (2.12) e interpretar f ∗ g
como o valor médio de f no ćırculo [37].

Com efeito, pode-se definir o espaço de Schwartz, S(R), como aquele em que a

função f e todas as suas derivadas são rapidamente decrescentes na forma:

sup
x∈R
|x|k|f (l)(x)| <∞ ∀k, l > 0 (2.14)

Se as funções f e g estão definidas em S(R), a convolução entre elas pode ser

estabelecida por [37]:

(f ∗ g)(x) =

∫ ∞
−∞

f(x− t)g(t)dt (2.15)

Pode-se definir a transformação de Fourier, de uma função f : R→ R por [37]:

f̂(ξ) =

∫ ∞
−∞

f(x)e−2πixξdx, x ∈ R (2.16)

e a transformada inversa de Fourier como:

f(x) =

∫ ∞
−∞

f̂(ξ)e2πixξdξ, ξ ∈ R (2.17)

É posśıvel mostrar que a soma parcial da representação de Fourier de uma função

f pode ser decomposta da seguinte maneira ([37], caṕıtulo 2):

8



SN(f)(x) =
N∑

n=−N

f̂(n)einx

=
N∑

n=−N

(
1

2π

∫ π

−π
f(y)e−inydy

)
einx

=
1

2π

∫ π

−π
f(y)

(
N∑

n=−N

ein(x−y)

)
dy

(2.18)

A representação dada em (2.18) é bastante útil quando combinada ao limite

N →∞, que resulta ([37], caṕıtulo 2):

lim
N→∞

SN(f)(x) = f (2.19)

A relação em (2.19) pode então representar a função em suas componentes de

Fourier como dado pela expressão (2.18). Este fato é comumente utilizado nas

decomposições de Fourier em coordenadas ciĺındricas da função de Green e da função

delta de Dirac [38–40].

2.2 Aeroacústica

A teoria da geração do som foi objeto de estudo de Lorde Rayleigh em seu trabalho

Theory of Sound (1877) [41], sendo a fonte sonora considerada como resultado das

vibrações mecânicas de estruturas. RAYLEIGH [41] indica que a intensidade sonora

decai rapidamente com a distância à fonte, todavia, há uma consideração expĺıcita

aos efeitos do confinamento do som na manutenção da sua intensidade.

O efeito do desenvolvimento da aeronáutica e suas turbinas a jato revelou um

problema da estimativa da intensidade acústica que não era completamente descrita

pelos conceitos até então estabelecidos. Estimulado por este fato, Sir James Lighthill

[1, 2], desenvolve uma teoria acústica geral na qual identifica o escoamento instável

como uma fonte acústica. Também argumenta que, em um escoamento livre, a

retroalimentação entre o som produzido e o escoamento não é esperada, a não ser

que um meio de acúmulo de energia acústica esteja presente, como um ressoador

transferindo energia do campo acústico para o escoamento e do escoamento para o

campo acústico [1]. Os resultados de LIGHTHILL [1] se mostram bastante úteis,

como definido no trabalho de TAO [42], sendo usados repetidamente em trabalhos

posteriores.

O desenvolvimento de LIGHTHILL [1] descreve o comportamento quadrupolar

do som produzido por flutuações turbulentas do campo de velocidade, na ausência de

superf́ıcies interagindo com o escoamento. Em trabalho posterior, LIGHTHILL [2]

incorpora as propriedades estat́ısticas dos escoamentos turbulentos, caracterizados
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pelo espectro amplo de frequências.

No desenvolvimento original de LIGHTHILL [1] os efeitos de reflexão, absorção

ou difração pela presença de fronteiras não são considerados. Todavia, foi posśıvel

estabelecer, através de equações de conservação sem hipóteses simplificadoras, uma

analogia exata. Isto é, a equação de Lighthill permite interpretar a geração de rúıdo

pelo escoamento, como devido ao efeito das tensões de Lighthill aplicadas a um meio

de referência, homogêneo e em repouso. Esta equação é expressa por:

∂2ρ′ (x, t)

∂t2
− c2∗O2ρ′ (x, t) = O · O ·T (2.20)

sendo Tij = ρ ui uj − τij + (p − c2∗ ρ′)δij o tensor tensão de Lighthill, τij = 2µSij o

tensor de forças viscosas, p a pressão, δij o delta de Kronecker, ui a componente de

velocidade e c∗ uma constante arbitrária que pode ser vista como a velocidade do

som em um meio homogêneo e em repouso de referência. A velocidade do som é

definida como c2 ≡
(
∂p

∂ρ

)
s

.

A solução da equação é obtida por Lighthill, para meio livre de fronteiras, como

[1]:

ρ′ (x, t) =
1

4π c2∗

∂2

∂xi xj

∫
Ω

Tij

(
y, t− ‖x-y‖

c∗

)
dy3

‖x-y‖
(2.21)

sendo Ω o volume em que os termos fonte são importantes [43]. O tensor ρ ui uj tem

parcelas lineares e não lineares nas flutuações e é importante apenas na região fonte

[32]. Esta separação, em que a propagação é representada por uma equação da onda

linear no lado esquerdo e as não linearidades são representadas como termos fonte,

é precurssora da abordagem de Lilley, que é analisada por Musafir [44].

A equação (2.20), chamada de analogia acústica de Lighthill, contém a incógnita

ρ′ no lado direito da equação, aparecendo nos termos fonte. Este problema é con-

tornado com as hipóteses de que a densidade média e a velocidade do som são

uniformes. Assim, obtém-se a aproximação Tij ≈ ρ0 ui uj, conforme mostrado por

LIGHTHILL [1].

Com esta aproximação, a solução de (2.20) pode ser escrita como:

ρ′ (x, t) ≈ 1

4 π c2∗

∂2

∂xi xj

∫
Ω

ρ0 ui uj

(
y, t− ‖x-y‖

c∗

)
dy3

‖x-y‖
(2.22)

No campo afastado (‖x‖ → ∞), tem-se [1]:

ρ′ (x, t) ≈ xi xj
4π ‖x‖3 c2∗

∂2

∂t2

∫
Ω

ρ0 ui uj

(
y, t− ‖x-y‖

c∗

)
dy3 (2.23)
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A formulação de Lighthill (2.20), permite a obtenção de estimativas para o campo

acústico através de análise dimensional [1], sendo avaliada a potência acústica gerada

por um jato turbulento livre ρ′2 ≈ ρ0
2M8 D2

‖x‖2 , em que M é o número de Mach e D

o diâmetro do bocal do jato [43].

LAYTON e NOVOTNỲ [45] estudam a derivação matematicamente rigorosa da

analogia de Lighthill para o escoamento de um fluido viscoso, compresśıvel em re-

gime isoentrópico e de baixo número de Mach, sendo provados alguns resultados

interessantes através de soluções em abordagem variacional [45]. Entre os resulta-

dos, há a indicação de construir a solução da equação de Lighthill (2.20) usando a

solução das equações de Navier-Stokes incompresśıveis em conjunto com a solução

da equação da onda homogênea ([45], Teoremas 2.1 e 2.2).

A incorporação dos efeitos de fronteiras sólidas no campo acústico na equação

(2.21) foi executada por CURLE [3]. Em seu trabalho, é mostrado que os efeitos de

reflexão e difração das ondas sonoras nas fronteiras sólidas são equivalentes a uma

distribuição de dipolos. Assim, fisicamente pode-se considerar o campo como resul-

tado de uma distribuição volumétrica de quadripolos e uma distribuição superficial

de dipolos [3].

A expressão obtida por Curle é exata, uma vez que nenhuma consideração sim-

plificadora foi feita relacionando as tensões e as taxas de deformação [3]. Para o

caso geral, tem-se:

ρ′ (x, t) =
1

4 π c2∗

∂2

∂xi xj

∫
Ω

Tij

(
y, t− ‖x-y‖

c∗

)
dy3

‖x-y‖

+
1

4 π c2∗

∫
∂Ω

li
∂

∂yj
(ρuiuj + pij)

dS(y)

‖x-y‖

+
1

4π c2∗

∂

∂xi

∫
∂Ω

lj
∂

∂yj
(ρuiuj + pij)

dS(y)

‖x-y‖
(2.24)

sendo Pi = −lj pij, pij o tensor tensão agindo no fluido, li os cossenos diretores do

vetor n, normal ao fluido e ∂Ω o contorno sólido do volume Ω.

Ao considerar que a velocidade normal no contorno sólido seja nula, isto é, se

cada superf́ıcie está fixa ou vibrando em seu próprio plano, liui = 0, tem-se:

ρ′ (x, t) =
1

4 π c2∗

∂2

∂xi xj

∫
Ω

Tij

(
y, t− ‖x-y‖

c∗

)
dy3

‖x-y‖

− 1

4 π c2∗

∂

∂xi

∫
∂Ω

Pi

(
y, t− ‖x-y‖

c∗

)
dS(y)

‖x-y‖
(2.25)

Prosseguindo nos desenvolvimentos de CURLE [3] e LIGHTHILL [1, 2],
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FFOWCS WILLIAMS e HAWKINGS [46] estenderam a teoria do som aerodinâmico

incluindo o efeito de superf́ıcies em movimento arbitrário. Na solução é obtida,

através da utilização de funções generalizadas, uma formulação da equação da onda

não homogênea para superf́ıcies em movimento, expressa por [46]:

∂2ρ′ (x, t)

∂t2
−c2∗O2ρ′ (x, t) =

∂2Tij

∂xi xj
− ∂

∂xi

(
pij δ(f)

∂f

∂xj

)
+
∂

∂t

(
ρ0 uiδ(f)

∂f

∂xi

)
(2.26)

sendo f = 0 a superf́ıcie S e δ a função delta de Dirac, a barra inferior indica que

a variável é uma função generalizada válida em todo o volume Ω [46]. A superf́ıcie

S é considerada impermeável, isto é, a componente normal do vetor velocidade é

cont́ınua no contorno. Caso a superf́ıcie seja um corpo sólido estacionário, então

u · n = 0 em S [33].

A solução da equação (2.26) é obtida como [46]:

ρ′ (x, t) =
1

4 π c2∗

∂2

∂xi xj

∫
Ω

[
Tij J

r ‖1−Mr‖

]
d η

− ∂

∂xi

∫
∂Ω

[
pij nj A

r ‖1−Mr‖

]
dS(η) +

∂

∂t

∫
∂Ω

[
ρ0 un

r ‖1−Mr‖

]
dS(η) (2.27)

sendo η uma coordenada lagrangeana generalizada, para a qual cada elemento da

distribuição de fontes está em repouso, dada por:

y = η +

∫ τ

cM(η, τ ′)d τ ′ (2.28)

sendo cM a velocidade da superf́ıcie em movimento, τ uma variável temporal e J o

jacobiano, dado por:

J = exp

[∫ τ

O · cM(η, τ ′)d τ ′
]

(2.29)

Os integrandos em (2.27) são tomados no tempo retardado τ = t− r
c
, sendo que

a distância r é dada por:

r = ‖x− η −
∫ τ

cM(η, τ ′)d τ ′‖ (2.30)

Uma introdução às funções generalizadas é fornecida de maneira rigorosa por

LIGHTHILL [47], sendo os conceitos de funções boas e francamente boas definidos

de maneira engenhosa, constituindo-se em um excelente enbasamento teórico. Uma

12



revisão mais aplicada do assunto também é dada por CRIGHTON et al. [35].

A maioria das aplicações da formulação de FFOWCS WILLIAMS e HAWKINGS

[46] é concernente aos escoamentos de alta velocidade envolvendo superf́ıcies de

controle em movimento rápido e distribuições de fontes [32].

Destaca-se que a teoria do som produzido aerodinamicamente pode ser dividida

em distintas abordagens. A primeira, com aplicações tendo em vista o rúıdo de

jato, é representada pelos trabalhos de PHILLIPS [48] e Lilley, como descrito por

MUSAFIR [30, 44]. A segunda vertente é representada pela vorticidade como fonte

acústica [32].

A formulação de PHILLIPS [48] foi proposta para descrição da geração do som

por escoamentos turbulentos em altos números de Mach. O desenvolvimento parte

da modificação da variável acústica na equação (2.20) considerando uma pressão

logaŕıtmica, resultando em uma equação da onda convectada para descrição da

geração e propagação das perturbações de pressão. A expressão incluindo termos

fontes é dada por [49]:

D2π

Dt2
− O · (c2Oπ) =

∂ui
∂xj

∂uj
∂xi

+
Dq∗

Dt
− O · f∗ (2.31)

sendo π = γ−1 ln( p
p∞

), p∞ uma constante, γ a razão de calores espećıficos e q∗ e f ∗

fontes por unidade de massa nas equações da massa e momento, respectivamente.

Como explicitado por MUSAFIR [49], a equação (2.31) não representa uma

analogia acústica, uma vez que a forma homogênea da equação não corresponde a

uma situação que possa ser considerada de referência, enquanto o principal termo

fonte não pode ser descrito como uma fonte equivalente.

A formulação de Lilley [44] define uma analogia acústica exata, em que a situação

de referência é um escoamento paralelo e incompresśıvel. O desenvolvimento parte

da equação (2.31) arranjando os termos lineares e não lineares nas flutuações, em

lados diferentes da equação, considerando que os termos não lineares representam

geração enquanto os lineares a propagação. As variáveis são separadas em partes

médias e flutuantes. A formulação de Lilley é representada por [49]:

D3
0π

Dt3
−
(
D0

Dt
O · −2OU · ∂

∂x1

)(
c20Oπ

)
=

(
D0

Dt
O · −2OU · ∂

∂x1

)
[
O · (u′u′) + (c2)′Oπ′ − u′O · u′ − f∗

]
+
D2

0π

Dt2
(q∗ − u′ · Oπ′) (2.32)

sendo u0 = (U(x2, x3), 0, 0)) solenoidal e D0

Dt
= ∂

∂t
+ U ∂

∂x1
a derivada material acom-

panhando a velocidade média. A equação permite diferentes expressões para os
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termos fonte, analisadas de modo detalhado por MUSAFIR [44].

Para a identificação do significado f́ısico dos termos das equações, da sensibili-

dade em relação aos aspectos fundamentais dos operadores envolvidos e da validade

de cada desenvolvimento, a abordagem explicitada por MUSAFIR [30] pode ser uti-

lizada. Nesta abordagem, procura-se avaliar as operações realizadas na obtenção

das equações, através da inclusão de fontes nas equações de balanço de massa e

quantidade de movimento, fornecendo de modo claro as propriedades f́ısicas de cada

termo fonte [30].

GOLDSTEIN [50] mostra que as equações de balanço da quantidade de movi-

mento linear podem ser reescritas como um conjunto de equações não homogêneas

linearizadas, com os termos fonte equivalentes às tensões externas de cisalhamento

e fluxo de energia. A abordagem é chamada de analogia acústica generalizada, pois

as flutuações podem ser obtidas a partir de um escoamento arbitrário de referência,

no qual a linearização é efetuada [49].

POWELL [51] argumenta que, no limite de baixo número de Mach, o principal

termo de geração na analogia de Lighthill (2.20) é a vorticidade. Uma justificativa

formal é dada por HOWE [52], no qual, partindo da forma de Crocco [33] da equação

da quantidade de movimento linear, introduz a entalpia de estagnação como variável

acústica.

A identificação dos componentes acústicos dos escoamentos é tratada de forma

sistemática por JENVEY [53]. Na abordagem utilizada, os componentes do escoa-

mento, fluxo de massa, velocidade, densidade, entalpia, energia interna e tensões vis-

cosas, são divididos em acústicos, entrópicos e vorticais. Os componentes acústicos

são definidos por sua associação com as flutuações de pressão. Como condição para

análise, também estabelece a existência de uma equação de estado, com pressão

e entropia como variáveis independentes, permitindo a separação das quantidades

termodinâmicas em variações de pressão e entropia.

2.3 Vorticidade e ressonância em escoamentos in-

ternos

Oscilações aeroacústicas em camadas cisalhantes são causadas pela interação instável

entre o campo acústico (potencial) e a fonte [54]. Em particular, quando a excitação

se acopla a um campo acústico ressonante, podem ocorrer pulsações de elevada

amplitude.

A instabilidade do escoamento cisalhante permite que, pela separação em áreas

onde existam gradientes significativos nas propriedades geométricas ou de escoa-

mento, ela atue como fonte retroalimentadora do campo acústico gerado interna-
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mente [55]. Em escoamentos internos, o campo acústico pode ser alimentado por

um fluxo de energia advinda da geração de vórtices. Sendo assim, em escoamen-

tos internos ressonantes, onde há separação e descolamento do escoamento instável,

a vorticidade tem um papel central. O processo se inicia com o crescimento de

pequenas perturbações de vorticidade na camada cisalhante descolada. Conforme

estas se deslocam através da expansão de área, há interação com o campo acústico

e criação de um circuito de retroalimentação, que pode aumentar ou diminuir a

resposta acústica do sistema de tubulações [56].

Um importante resultado é o desenvolvimento de uma teoria relacionando a

potência emitida pelo escoamento a partir de uma distribuição de vorticidade por

HOWE [31], que fornece os fundamentos para uma análise do balanço de energia

em sistemas ressonantes. A formulação parte da forma de Crocco, usando a decom-

posição do campo vetorial de velocidades em uma parte solenoidal e outra potencial.

A equação para a taxa na qual a energia acústica é produzida ou dissipada em um

escoamento com geração de vorticidade, com massa espećıfica média uniforme e em

baixos números de Mach, é dada por [31]:

P = −ρ0
∫
Ω

(ω × usol) · upot dΩ (2.33)

sendo P a taxa de energia média transferida, usol o campo de velocidade solenoidal

induzido, upot = Oφ o campo de velocidade potencial e a barra superior indica média

temporal. Tem-se que usol é dado pela lei de Biot-Savart [31, 33] como:

usol(x, t) =
1

4π
O×

∫
Ω

ω(x, t)

‖x− y‖
d3y (2.34)

A equação (2.33), que para completude do texto tem sua dedução revista no

Apêndice A, foi usada por HOWE [31] para obtenção de estimativas para potência

sonora emitida por um bocal de jato com baixo número de Mach e número de

Strouhal, com resultados em boa ordem de aproximação com os experimentais.

A grandeza obtida foi um coeficiente de absorção, definido como a razão entre a

potência sonora irradiada e a potência total. Destaca-se como vantagem a sim-

plicidade da análise, uma vez que descrições detalhadas do escoamento não são

necessárias [31].

A propagação de ondas sonoras em dutos tem uma forte dependência da

frequência, sendo bem estabelecido que somente ondas planas se propagam quando

a frequência de excitação é menor que um valor espećıfico, caracteŕıstico da geo-

metria do duto [18, 19, 57]. Deste modo, a maioria dos modelos do problema de

ressonância em uma ramificação fechada utiliza a hipótese de baixa frequência, e,

portanto, propagação de ondas planas.
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2.4 Geração e propagação sonora em dutos

Em escoamentos com alto número de Reynolds, em que alguma descontinuidade

geométrica ao longo de dutos fechados exista, pode ocorrer uma excitação de alta

frequência e, portanto, a propagação de ondas acústicas em modos de ordem supe-

rior.

Os estudos de propagação em modos superiores se dividem entre aqueles que

desconsideram a resposta mecânica do duto e aqueles que realizam uma análise aco-

plada. Ao desconsiderar a resposta mecânica do duto, estudam-se as caracteŕısticas

de propagação com relação à geometria e condições de contorno. Em uma análise

acoplada, tem-se geralmente a construção de modelos baseados em simulações com-

putacionais e fórmulas emṕıricas [18, 58].

Em um duto ciĺındrico, pode-se definir um modo por [19]:

Jm(αr)e−imθe−ikzzeiωt (2.35)

sendo kz o número de onda axial, ω a frequência de excitação, m a ordem do modo

e α um autovalor.

Para a propagação axial a parte imaginária de kz determina o decaimento do

modo [19]. Modos tendo um número de onda axial puramente imaginário possuem

um decaimento exponencial com a distância da fonte, sendo denominados evanescen-

tes e a frequência a partir da qual se inicia este decaimento exponencial é chamada

de frequência de corte. Os modos com a parte real não nula do número de onda

axial são chamados propagantes. De fato, separando a parte real e imaginária de

kzmn, tem-se:

e−ikzz = e−iRe(kzmn)zeIm(kzmn)z (2.36)

Para um modo se propagando no sentido positivo de z deve-se ter:Re(kzmn) ≥ 0

Im(kzmn) ≤ 0
(2.37)

A velocidade de fase de uma onda é a velocidade na qual a fase ωt−kz é constante,

isto é [18]:

ufase ≡
ω

kz
(2.38)

Qualquer onda pode ser considerada como parte de um pacote de ondas, com

frequências e números de onda relacionados por uma relação de dispersão do tipo
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ω = ω(kz). Este conjunto de ondas se desloca com a velocidade de grupo, dada por

[18]:

ugrupo ≡
dω

dkz
(2.39)

2.4.1 Estudos sobre propagação sonora

PRIDMORE-BROWN [59] estuda a propagação de uma onda acústica bidimensi-

onal através de escoamento cisalhante com gradiente constante e também escoa-

mento turbulento, acima de uma superf́ıcie plana. São desenvolvidas equações para

a propagação sonora, em um escoamento inv́ıscido, e os resultados são utilizados

na estimativa da atenuação do som pelo efeito do escoamento em um duto com im-

pedância finita. A condição de contorno utilizada é a continuidade da componente

normal de velocidade, tanto na camada cisalhante quanto na parede. O trabalho

de PRIDMORE-BROWN [59] é considerado pioneiro no tratamento de escoamentos

com impedância finita e a equação recebe o nome em homenagem ao autor: Equação

de Pridmore-Brown, cujo operador é dado por:

FPB ≡
(
D3

0

Dt3
− D0

Dt
O · −2OU · ∂

∂x1

)(
c20O
)

(2.40)

Destaca-se que este operador é o mesmo da formulação de Lilley, (2.32), ao des-

considerar os termos fonte. O operador em (2.40) é o mais geral para a propagação

sonora em um escoamento isentrópico, inv́ıscido e com pressão média uniforme.

A geração do som em dutos de parede ŕıgida, com escoamento médio, é anali-

sada por MORFEY [60]. Ondas estacionárias são avaliadas através da aplicação de

condições de contorno com impedância finita nas terminações do duto. São dadas

sugestões para a análise da geração sonora por fontes em uma descontinuidade do

escoamento médio.

O operador linear utilizado por MORFEY [60] é, para um campo sem fontes,

dado por:

FM ≡

[(
∂

∂t
+ U0.O

)2

− c20O2

]
(2.41)

sendo considerado um escoamento axial uniforme, U0 = (c0Mx, 0, 0), c0 e Mx, velo-

cidade do som e número de Mach, constantes.

Para calcular a potência sonora transmitida pelo campo de pressão, MORFEY

[60] define a intensidade acústica, para meios isentrópicos e irrotacionais como:

Ii = (p′u′i) +
ui0
ρ0c20

(p′p′) +
ui0uj0
c20

(p′u′j) + ρ0uj0(u′iu
′
j) (2.42)
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sendo a média temporal representada pela barra. A potência acústica total é encon-

trada ao integrar a intensidade axial ao longo de uma seção transversal do duto.

O campo acústico, para o caso do escoamento inv́ıscido, em uma frequência es-

pećıfica, em um duto infinito, bidimensional e com seção transversal constante foi

estudado por TESTER [61]. As paredes do duto foram analisadas nas situações de

duto ŕıgido e de impedância acústica finita. É interessante notar que a função de

Green bidimensional, devido a uma fonte linear e infinita é derivada para um escoa-

mento uniforme e com perfil parabólico, sendo representada como uma soma infinita

de modos não ortogonais. Neste desenvolvimento não foi avaliada a convergência de

uma decomposição cŕıtica, isto é, não foi posśıvel garantir a existência de soluções

para um contorno de integração utilizado. Este fato foi parcialmente contornado ao

comparar os resultados obtidos com a função de Green de campo livre.

Um espaço vetorial de dimensão finita, para ser corretamente representado, pre-

cisa de uma lista de vetores linearmente independentes que gere o espaço [62]. Pode-

se argumentar que o espaço de solução dado por TESTER [61] não representa uma

base para o problema de dimensão finita. Além disso, como todo espaço linear

normado e completo, possui uma base ortonormal ([62], caṕıtulo 2, Teorema 2.5),

sugere-se que outras representações são posśıveis para o espaço de soluções. Em um

espaço de dimensão infinita, a existência de uma base é um problema extremamente

não trivial, conforme pode ser verificado no trabalho de BLASS [63].

SWINBANKS [64] estuda o campo acústico gerado por uma distribuição de

fontes em um duto com escoamento cisalhante, obtendo, quando a frequência da

fonte é fixada, uma soma de modos não ortogonais. Como forma de conseguir

uma solução com modos que satisfaçam uma relação de ortogonalidade, é obtido

o resultado através de uma transformação de Fourier da solução. Os termos da

expansão de Fourier obtidos contêm singularidades na forma de polos. A fórmula

do reśıduo é então aplicada para avaliação da amplitude dos modos.

DOAK [65] discute e revisa os aspectos práticos e teóricos da geração sonora por

fontes distribúıdas em escoamentos internos, considerando dutos com comprimento

finito. A seção transversal do duto, a caracteŕıstica espaço- temporal da distribuição

de fontes e as condições de contorno nas terminações são consideradas como os

principais fatores influenciando o campo acústico, para dutos de parede ŕıgida, sem

escoamento.

DOAK [65] também desenvolve fórmulas para o campo acústico de um fonte

pontual para um duto retangular de parede ŕıgida, com terminações não refletoras

e sem escoamento. Este trabalho foi pioneiro para a área de ar-condicionado e

aquecimento. São estudados também os campos acústicos resultantes de monopolos,

dipolos e quadripolos, para fontes apresentando uma única frequência, ou múltiplas
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frequências e ainda com aleatoriedade temporal.

DOAK [65] define a potência acústica instantânea por unidade de área, na direção

axial, como pvz e a intensidade acústica média é dada por:

Īz = pvz =
1

2
Re(pv∗z) (2.43)

sendo vz o campo vetorial de velocidades na direção axial e ∗ indica o conjugado

complexo.

DOAK [65] considera a seguinte equação diferencial, para escoamento sem visco-

sidade, com velocidade média nula e uma fonte pontual, de dependência harmônica

simples:

O2p− 1

c20

∂2p

∂t2
= −ρ0

∂

∂t
(Q0e

iωt)δ(x− x0) (2.44)

sendo Q0 uma amplitude complexa e x0 a posição da fonte e p a pressão acústica.

DOAK [65] destaca que, no modelo considerado,a frequência de excitação tem

influência na taxa de decaimento de um modo, isto é, no caso considerado se a

frequência de excitação se aproxima da frequência de corte do modo, então este

modo pode contribuir com transferência de energia por distâncias apreciáveis da

fonte, cerca de alguns diâmetros interno do duto. Um dos interessantes resultados

numéricos obtidos é um fenômeno de assimetria na propagação de energia pelos

modos, isto é, modos de alta ordem transportando mais energia que o modo de

onda plana.

Em trabalho posterior, DOAK [66] desenvolve métodos exatos para o cálculo dos

campos acústicos para dutos de comprimento finito, paredes ŕıgidas, terminações

atenuadas, na ausência de escoamento, como resultado de uma distribuição interna

de fontes acústicas.

Aspectos fundamentais da teoria do rúıdo em dutos são revistos e discutidos por

DOAK [67]. É dado um enfoque maior nas relações entre o campo acústico irradiado

por um duto e a distribuição de fontes equivalentes da analogia de Lighthill [1],

explicitando os resultados através de análise dos multipolos.

MICHALKE [68] estuda a propagação do som em dutos circulares de parede

ŕıgida, com escoamento médio. Diferentes distribuições de fontes são consideradas

nas soluções da equação obtida em domı́nio do tempo. No domı́nio da frequência

é obtida a solução inclusive para a região fonte e o espectro de potência sonora é

derivado.

SHEPHERD e CABELLI [69] utilizam um método de elementos finitos bidimen-

sional para investigar as caracteŕısticas de transmissão e reflexão dos modos acústicos
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de alta ordem, no caso de uma curva em gomos a 90 graus, corroborando os resul-

tados através de experimentos. O problema de um modo evanescente incidente na

curva também foi estudado do ponto de vista da transferência de energia.

Uma solução anaĺıtica para a propagação sonora em dutos com impedância finita

na parede, para um escoamento inv́ıscido e em regime laminar é desenvolvida por

GOGATE e MUNJAL [70] e os resultados são também comparados com o caso de

um escoamento uniforme.

RIENSTRA e TESTER [39] derivam uma função de Green anaĺıtica para um

duto circular, contendo escoamento uniforme, através de transformação de Fou-

rier. As condições de contorno consideradas incluem parede ŕıgida e também parede

com impedância acústica finita. Uma investigação numérica das amplitudes modais

também é executada, através de algoŕıtimos espećıficos. O operador de onda con-

vectado estudado é o mesmo obtido por MORFEY [60], (2.41), e GOLDSTEIN [71],

da forma:

FRT ≡
(

1

c20

D2
0

Dt2
− O2

)
(2.45)

KINSLER et al. [72] incluem a viscosidade de expansão e dinâmica em um ope-

rador de onda ao estudar os efeitos de dissipação em um meio em repouso. O efeito

individual da viscosidade é avaliado na dissipação de uma onda plana, sendo pos-

teriormente adicionados os efeitos de dissipação térmica e moleculares. O operador

estudado por KINSLER et al. [72] é dado por:

FK ≡
(

1

c20

∂2

∂t2
− O2 − τs

∂

∂t
O2

)
(2.46)

sendo τs um coeficiente viscoso com unidade de tempo.

BRAMBLEY [21] considera perturbações lineares no escoamento de um gás

perfeito, compresśıvel e inv́ıscido ao longo de um duto ciĺındrico. Os efeitos das

condições de contorno no comportamento dos modos são discutidos. Estudos

numéricos são realizados em uma curva de duto e também em uma mudança abrupta

da condição de contorno através do Método de Wiener-Hopf. O operador utilizado

é igual ao dado por GOLDSTEIN [71] e MORFEY [60], (2.45).

DOKUMACI [26, 73] estuda a flutuação da temperatura como variável acústica,

considerando efeitos viscosos e térmicos, com escoamento uniforme e impedânica

finita na parede em um duto de seção circular. O operador isentrópico obtido é

dado por:

FD ≡
(
D0

Dt
− κ

ρ0cp0
O2

)(
1

c20

D2
0

Dt2
− O2 − 1

ρ0c20

(
4µ

3

)
D0

Dt
O2

)
(2.47)
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sendo cp0 o calor espećıfico a pressão constante.

DOKUMACI [26] considera a decomposição do campo de velocidades em uma

parte solenoidal e outra irrotacional, sendo obtidas expressões separadas para cada

componente através de uma relação de dispersão para a condição de contorno que

relaciona argumentos das componentes de velocidade, diferente da definição usada

por RIENSTRA [19] e BRAMBLEY [21], a qual relaciona o número de onda axial

e parte do argumento da solução, identificado como autovalor.

KHAMIS e BRAMBLEY [28] estudam a atenuação de uma onda plana inci-

dente em uma superf́ıcie, considerando o escoamento cisalhante de um fluido vis-

coso, através de simulações numéricas e expansões assintóticas. Mostra-se que a

condição de contorno de MYERS [74] prevê incorretamente a atenuação sonora em

muitos casos, sendo estabelecido também que os efeitos de um escoamento viscoso

são comparáveis aos efeitos de um escoamento cisalhante no caso estudado.

RIENSTRA [19] estabelece uma extensa e recente revisão da acústica de dutos,

incluindo o desenvolvimento da equação de PRIDMORE-BROWN [59] e nos casos

da propagação sonora em meios estacionários e também em movimento uniforme.

São obtidas as expressões para as componentes de velocidade axial e flutuação de

pressão. As relações de dispersão são também obtidas para cada caso, bem como

expressões para as intensidades acústicas nos dutos de seção circular. Um exemplo

de acoplamento de modos acústicos, em dutos circulares concêntricos, é explicitado

através de formalismo matricial.

MATTHEWS [40] utiliza funções de Green na obtenção da resposta acústica ge-

rada pelo escoamento em dutos de motores aeronáuticos com expansões assintóticas

em alta frequência. Um abordagem semelhante também é utilizada por POSSON

e PEAKE [75] para a investigação dos efeitos do escoamento não axissimétrico em

um duto anular.

2.4.2 Efeito das descontinuidades geométricas na pro-

pagação

O efeito de uma descontinuidade plana, caracterizada por uma mudança abrupta de

seção transversal ou um diafragma plano de espessura reduzida, na propagação de

uma onda plana, considerando modos de alta ordem excitados na descontinuidade, é

analisado, para escoamentos inv́ıscidos e bidimensionais, em dutos retangulares por

MILES [76]. É estudado o efeito dos modos de ordem superior através de analogias

com circuitos elétricos, sendo este efeito representado por uma capacitância discreta.

Um duto circular também é tratado no problema através de aproximações para a

reflexão acústica devido à mudança na seção transversal, constituindo-se em trabalho
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pioneiro sobre o tema.

A teoria desenvolvida por MILES [76] é aplicada para tubos retangulares e cir-

culares. Coeficientes de reflexão e transmissão são determinados através do circuito

elétrico equivalente. Trabalhos experimentais são também realizados para deter-

minação das impedâncias equivalentes [77]

REDMORE e MULHOLLAND [22] estudam o acoplamento entre modos do

duto principal e da ramificação para dutos retangulares. Condições de contorno de

impedância acústica também são consideradas nas paredes do duto. Os resultados

são comparados com experimentos, todavia não são apresentados coeficientes de

reflexão e transmissão. A propagação em dutos retangulares, através de curvas de

180 graus, foi analisada também por CUMMINGS [78].

Uma investigação experimental do escoamento tangencial em um ressoador de

Helmholtz é realizada por NELSON et al. [79]. O comportamento f́ısico da interação

entre os termos fonte e a geração ou absorção de energia acústica é caracterizado

através da medição das componentes médias e flutuantes dos campos de velocidade

e de pressão.

O desenvolvimento experimental de NELSON et al. [79] serve de fundamentação

para, em artigo posterior [80], identificar os balanços de energia e momento ocor-

rendo no escoamento nas condições de ressonância. O balanço de energia é iden-

tificado com as pressões e velocidades induzidas pela distribuição de vorticidades.

O balanço de momento é associado ao escoamento potencial. Faz-se uso da super-

posição de dois campos vetoriais de velocidade na descrição do escoamento, um pu-

ramente vortical e solenoidal, induzido pela vorticidade, e outro potencial. A parte

flutuante do campo de velocidade potencial é associada à ressonância acústica. Esta

decomposição é a mesma utilizada por HOWE [31].

O problema do escoamento ao longo de uma ramificação fechada ciĺındrica, foi

estudado por JUNGOWSKI et al. [81] através de experimentos com ar e gás na-

tural. Os efeitos de parâmetros da geometria da ramificação, do escoamento e das

condições de contorno acústicas foram discutidos. Foram estudadas as ramificações

classificadas como cavidades profundas, nas quais o comprimento é maior que o

diâmetro. Uma conclusão importante é que o campo acústico criado na ramificação

fechada depende da frequência de ressonância do sistema de tubulações como um

todo, podendo desviar da frequência de ressonância de uma tubo fechado aberto em

uma extremidade e fechado com contorno ŕıgido na outra [81].

Dentre as análises realizadas por JUNGOWSKI et al. [81], destaca-se que o au-

mento do comprimento das ramificações resultou na supressão dos harmônicos e

translação para as baixas frequências, reduzindo as oscilações. Tal fato, se consi-

derado como medida preventiva às pulsações na indústria, pode induzir ressonância

mecânica no sistema de tubulações. Isso ocorre, pois ao diminuir as frequências de
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ressonância da ramificação fechada simples, através do aumento do comprimento,

elas podem ficar da mesma ordem das frequências naturais mecânicas da tubulação,

tipicamente entre 4 e 5 Hz [82].

JUNGOWSKI et al. [81] também analisam um modelo equivalente para a fonte,

representada por um pistão oscilatório equivalente e duas matrizes de transferência

com parâmetros emṕıricos. O balanço de energia também é avaliado, identificando

dois diferentes modos de oscilação e seus respectivos números de Strouhal de res-

sonância Stm, entre 0, 2 e 0, 55 para o primeiro modo e entre ≈ 0, 4 e ≈ 1, 1 para

o segundo modo. O número de Strouhal é definido como uma razão de frequências

caracteŕıstica para o problema Stm = fm d
U∞

, sendo fm uma frequência, d um com-

primento caracteŕıstico, e U∞ um escoamento de referência incidente. Uma fórmula

emṕırica, com o Teorema Π, para o número de Strouhal Stm de ressonância é obtida

relacionando o diâmetro d da ramificação fechada, o número de Reynolds Re e o

número de Mach M , além do raio de curvatura do contorno sólido r [81].

BRUGGEMAN [5] relata o problema de ressonância acústica de baixa frequência

em um sistema de tubulações de uma estação de compressão caracterizada por várias

ramificações fechadas em sequência. Neste caso, o ńıvel de pulsação medido chegou

ao valor de 8 vezes a pressão dinâmica do duto principal. Observou-se também

um valor mı́nimo do número de Strouhal em ressonância menor que o relatado

anteriormente na literatura.

A importância da caracterização das fontes aeroacústicas é enfatizada [5], uma

vez que resultados anteriores as negligenciavam. Todavia, as vibrações estruturais

são desconsideradas e o modelo não linear das fontes baseado na vorticidade, como

proposto por HOWE [52], é utilizado como referência. Para a propagação de ondas

acústicas de baixa frequência em dutos com curva e juntas T, é empregado o Método

das Expansões Assintóticas Combinadas, dando uma aproximação de primeira or-

dem da solução quando a região fonte é acusticamente compacta. Uma região é dita

acusticamente compacta se sua dimensão caracteŕıstica for pequena comparada com

os comprimentos de onda que ela produz ou interage [83].

Ainda no modelo usado por BRUGGEMAN [5] o perfil de velocidade utilizado

é uniforme e os efeitos da atenuação devido à viscosidade e condução de calor são

pequenos. Os efeitos de dissipação podem ser incorporados ao número de onda como

uma correção imaginária. Uma função de Green é usada em uma formulação integral

do problema e o método de van der Pol é usado na solução da equação integral.

BRUGGEMAN et al. [84] desenvolvem um modelo teórico para as fontes ae-

roacústicas em ramificações fechadas. Experimentos são conduzidos avaliando os

efeitos da dissipação e da geometria nos ńıveis de pulsação. Em particular, a mu-

dança na forma da junção, canto vivo ou arredondado, resultou na modificação

da amplitude de pulsação de maneira significativa, sendo reduzida pela adoção do
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canto vivo na região de separação. Tal fato motivou o desenvolvimento de dispo-

sitivos para mudar artificialmente a geometria da junção como forma de controle

passivo das pulsações. Também são definidos os conceitos de ńıveis de amplitudes

das pulsações:

• p′

ρ cU0

< 10−3: pulsações de baixa amplitude, em que a teoria linear das

perturbações da camada cisalhante ainda são válidas;

• 10−3 <
p′

ρ cU0

< 10−1: pulsações de amplitude moderada; em que os efeitos

não lineares induzem uma concentração de vorticidade em estruturas coerentes

e com a intensidade da fonte independente da amplitude do campo acústico;

• p′

ρ cU0

≥ 10−1: pulsações de elevada amplitude, em que o desprendimento de

vórtices e o próprio percurso dos vórtices é influenciado de maneira particu-

larmente forte pelo campo acústico.

A identificação da intensidade das fontes aeroacústicas, na condição de alta am-

plitude das pulsações, isto é, quando a componente acústica do campo de velocidade

é da mesma ordem de grandeza do escoamento principal, é discutida por PETERS

[7]. As geometrias consideradas foram as ramificações fechadas em oposição, for-

mato cruz, e duas ramificações fechadas simples em sequência. Os diâmetros das

ramificações são iguais ao do duto principal, enquanto os efeitos da atenuação do

campo acústico pelas vibrações de parede da tubulação são desprezados. Observam-

se dificuldades na simulação numérica das pulsações periódicas através dos métodos

de vórtices simples, duplo e painel. A causa principal é a necessidade de aniquilação

da vorticidade após um número de ciclos, a partir da geração, de modo a limitar o

tempo e a região de integração numérica. Um outro aspecto observado é a trans-

ferência de energia entre modos, isto é, em altas amplitudes de pulsação efeitos não

lineares no sistema causam atenuação do modo fundamental de pulsação, levando

inclusive ao aparecimento de ondas de choque na junção cruzada.

KRIESELS et al. [13] avaliam o escoamento com alto número de Reynolds e

baixo número de Mach em sistemas de tubulação com ramificações fechadas. A

configuração de ramificações fechadas em posições opostas é analisada através de

simulações computacionais da geração dos vórtices. Conclui-se que perdas pela

emissão acústica devido à geração de harmônicos não ressonantes é significativa

para o balanço de energia no problema de altas amplitudes de pulsações. Verifica-se

também que, como as geometrias circular e quadrada não apresentaram grandes

diferenças, um modelo bidimensional para a região fonte é suficiente para obter

informações das principais caracteŕısticas da fonte aeroacústica [13]. As ondas de
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choque observadas por PETERS [7] também foram observadas por KRIESELS et al.

[13] quando o ńıvel de amplitude das pulsações alcançou
p′

ρ cU0

≈ 1, 3.

De acordo com ZIADA e SHINE [12] um método para o projeto de sistemas de

tubulação, composto por ramificações fechadas simples, em sequência ou em cruz,

deve passar primeiro pela avaliação da velocidade do escoamento do duto princi-

pal, reduzindo a velocidade abaixo do valor cŕıtico estabelecido em seu diagrama

de projeto. Caso não seja posśıvel, pode-se aumentar o diâmetro da ramificação,

aumentando o número de Strouhal cŕıtico e a velocidade cŕıtica ou reduzindo o com-

primento da ramificação fechada, reduzindo a frequência natural acústica no modelo

de ondas planas. Se nenhuma modificação geométrica ou operacional puder ser reali-

zada, ZIADA e SHINE [12] recomendam a estimativa das amplitudes das pulsações,

conforme [5, 7, 85] para avaliar se medidas mitigadoras devam ser tomadas.

A caracterização do comportamento aeroacústico de junções T é realizada por

FÖLLER et al. [86] através da Simulação de Grandes Escalas (LES) e identificação

de sistemas. Além disso é utilizado o método de separação dos componentes do

sistema de tubulações em elementos acústicos discretos, representados matemati-

camente por uma matriz de transferência. Utilizando as equações linearizadas de

Navier-Stokes, HOLMBERG et al. [87] analisam a inclusão de amortecimento da

energia acústica em regiões de elevada turbulência para uma junção T, no domı́nio

da frequência.

A identificação de fontes aeroacústicas em um junção T é avaliada por SALT et al.

[88] através de experimentos, caracterizando o campo de velocidade do escoamento

durante um ciclo acústico das pulsações em ressonância, e pelo método dos elementos

finitos, caracterizando o modo acústico excitado e seu campo de velocidade. A

equação (2.33) é usada na caracterização da potência acústica instantânea.

A propagação em dutos retangulares e o acoplamento entre modos de ordem su-

perior para várias descontinuidades, são analisados por MUEHLEISEN [23], através

da obtenção de coeficientes de reflexão e transmissão. O duto é considerado de

parede ŕıgida e o escoamento é inv́ıscido e sem escoamento médio. As expressões

anaĺıticas para os coeficientes de reflexão e transmissão são derivados com aux́ılio

de uma função de Green para a região da junção.

MUEHLEISEN [23] destaca que, para a convergência de resultado em estudos

numéricos da propagação em descontinuidades, a conservação de uma energia finita

no contorno do problema implica em uma razão de modos para regiões de geometria

similar. Deste modo, o número de modos em cada trecho do domı́nio deve ser

proporcional à razão de comprimentos caracteŕısticos para que haja convergência

relativa. Esta razão na quantidade de modos evita que o resultado numérico convirga

para valores diferentes de acordo com a quantidade de modos truncados.

Decomposição modal é utilizada por DUBOS et al. [25] para obter resultados
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para a propagação sonora em uma ramificação em duto retangular. Considera-se

que apenas o modo de onda plana se propaga, os outros modos sendo considerados

evanescentes. Para a geometria circular, aproximações assintóticas foram obtidas,

revisando e expandindo o trabalho de KEEFE [24], indicando também que a geome-

tria circular não é totalmente adequada para decomposição modal. Esta conclusão

se deve à forma da superf́ıcie de junção ser não circular, exigindo métodos numéricos

na resolução das integrais resultantes.

TANG e LAM [89] investigam a transmissão do som, de uma ramificação incli-

nada em um duto retangular infinitamente longo, através do método de elementos

finitos. Indica-se que a hipótese de propagação de ondas planas é válida somente em

frequências muito baixas. Além disso, é observado que as intensidades dos modos de

ordem superior são maiores que o modo de onda plana e que o ângulo de inclinação

altera substancialmente a distribuição de energia entre os modos acústicos no duto.

LAU e LEUNG [90] realizaram estudos numéricos e experimentais para caracte-

rizar as propriedades de transmissão sonora, em modos de ordem superior, em uma

junção T e em uma ramificação fechada, com geometria retangular. Acoplamento

modal, entre modos da ramificação e do duto principal, é observado nas duas abor-

dagens. O acoplamento é atribúıdo ao descasamento entre o campo de velocidade e

modos da ramificação na região da junção.

GRAF e PAN [91] desenvolvem um método numérico para determinação da

matriz de espalhamento dos modos de ordem superior, considerando uma curva de

ângulo reto e de seção retangular. Os resultados do método de elementos finitos

empregado revelaram um acoplamento e interferência entre modos significativo.

.

2.5 Relação entre modos acústicos de ordem su-

perior e a vibração da tubulação

Quando os modos acústicos de alta ordem se propagam em um duto, podem excitar

mecanicamente a tubulação se as frequências acústica e mecânica forem coincidentes.

Esta excitação depende da impedância acústica na condição de contorno entre o

fluido e a tubulação.

CARUCCI e MUELLER [8] analisaram as causas da geração de altos ńıveis de

energia acústica, formas de excitação da vibração da tubulação e o mecanismo de

falha por fadiga, utilizando correlações com parâmetros emṕıricos para desenvol-

ver uma curva de projeto da tubulação como função do ńıvel de pressão sonora e

diâmetro da tubulação. Sugestões de medidas mitigadoras são também consideradas.

A principal causa abordada por CARUCCI e MUELLER [8] foi a turbulência
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gerada na passagem do escoamemto por itens que apresentam gradientes de pressão

significativos, redutores de pressão, como válvulas de controle e orif́ıcios de restrição,

dentro de uma tubulação de gás. Como o escoamento turbulento tem caracteŕısticas

aleatórias [92], o campo acústico gerado é considerado não periódico.

As vibrações induzidas acusticamente, e a investigação de seus efeitos, podem

ser divididas em três aspectos [8]. Inicialmente, busca-se analisar e compreender

a fonte de excitação. Em seguida, determinar a resposta dinâmica do sistema de

tubulações. Por fim, investigar as consequências e potenciais medidas mitigadoras

necessárias.

CARUCCI e MUELLER [8] notam que as vibrações de trechos pequenos de tu-

bulação ou detalhes, com pequena dimensão e diâmetro, como válvulas de drenagem

e as vibrações axiais e circunferenciais da tubulação são consideradas mais cŕıticas

em um sistema de tubulações, inclusive com relatos de experiências de falha.

Os pequenos detalhes não axissimétricos da tubulação, ao introduzirem descon-

tinuidades, são concentradores de tensões nos quais os ciclos de tensões induzidas

acusticamente são causa de falhas por fadiga [8].

As consequências da excitação de alta frequência foram relatadas como causa

de fadiga em tubulações com ramificações fechadas e descontinuidades assimétricas

por EVANS [93] e EISINGER [10]. Neste problema, as vibrações da parede do duto

são responsáveis pela concentração de tensões nas descontinuidades geométricas da

tubulação e consequente falha por fadiga [93].

A falta de uma metodologia amplamente aceita para representação da fonte

de pressão em tubulações, a ser utilizada na previsão realista de ciclos de fadiga,

causados pela propagação de ondas acústicas de modos de ordem superior, em aco-

plamento aos modos mecânicos de ordem superior da tubulação, é salientada por

GHOSH et al. [94] que utilizam as frequências acústicas e mecânicas de um duto com

ramificação lateral para prever o comportamento do sistema em relação à excitação

distribúıda ou não, desconsiderando hipóteses para a compacidade da região fonte

acústica. As dificuldades também se devem às caracteŕısticas aleatórias do escoa-

mento turbulento [95–97], implicando que métodos estat́ısticos devem ser usados na

descrição do espectro do campo acústico, conforme trabalho de PROUDMAN [92].

É corrente o uso de duas nomenclaturas distintas relacionando o acoplamento

de vibrações entre fluido e estrutura, dividindo-as entre induzidos pelo escoamento

(VIE) e os induzidos acusticamente (VIA) [9, 58, 98]. Tal separação é arbitrária em

escoamentos internos, sendo as vibrações classificadas como induzidas pelo escoa-

mento causadas, na verdade, pelas oscilações aeroacústicas iniciadas pelo escoamento

cisalhante em alguma descontinuidade do domı́nio, geralmente de baixa frequência,

enquanto as denominadas induzidas acusticamente são devido à propagação das

ondas acústicas em modos de ordem superior e, geralmente, de alta frequência.
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A vibração da estrutura do duto induzida acusticamente, VIA, é gerada quando

um modo acústico circunferencial excita um modo circunferencial estrutural [94].

Geralmente, são causadas pela passagem através de itens da tubulação que causam

redução acentuada da pressão, como válvulas e orif́ıcios de restrição e podem causar

falha catastrófica por fadiga do sistema de tubulações em pouco tempo conforme

relatado por ROMANO et al. [99].

NISHIGUCHI et al. [9] investigam oscilações aeroacústicas devido ao escoamento

em uma junção T a 90 graus através de dados experimentais. Um ı́ndice de vibração

é desenvolvido para avaliar o ńıvel de vibração na junção, apresentando resultados

favoráveis para investigação dos ńıveis de vibração causados pelo escoamento. A

aplicação do ı́ndice de vibração aos casos de falha reportados por CARUCCI e MU-

ELLER [8], desenvolvidos para vibrações de alta frequência, induz os autores a

sugerirem que, na junção, vibrações de alta e baixa frequência podem estar relacio-

nadas.

O desenvolvimento de CARUCCI e MUELLER [8] foi utilizado para criar uma

metodologia de avaliação de risco da ocorrência de falhas por fadiga em tubulações

pelo Energy Institute [100]. O guia estabelece uma abordagem proativa, focada

na análise de novos projetos, avaliação de mudanças em instalações existentes e

identificação de problemas potenciais em sistema em operação. Dentro de uma

abordagem integrada, a avaliação proposta é baseada nas seguintes etapas [100]:

• Identificação dos mecanismos de excitação;

• Avaliação ordenada de trechos do sistema com maior potencial de existência

dos mecanismos de excitação;

• Avaliação quantitativa dos locais anteriores para determinar a probabilidade

de geração de altos ńıveis de excitação acústica;

• Análise detalhada através de inspeções e medições em campo;

• Medidas corretivas para reduzir a probabilidade de falha por fadiga causada

pela excitação acústica no sistema.

É interessante notar que há uma clara separação entre efeitos de baixa frequência

e alta frequência na descrição dos mecanismos de excitação apresentados [100], em-

bora NISHIGUCHI et al. [9] levantem a possibilidade de influência de acoplamento

entre modos de alta e baixa frequência. Destaca-se também que no artigo pioneiro

de CARUCCI e MUELLER [8], nos casos de falha descritos, a velocidade tangen-

cial elevada na junção das descontinuidades do duto foi apontada como posśıvel

contribuinte.
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HARPER [20] revisa os principais aspectos relacionados à vibração de baixa

frequência (VIE) e alta frequência (VIA), através de estudos de casos em uma planta

de gás. São investigadas as vibrações em dutos principais e também em ramificações

de pequeno diâmetro. Destaca-se também a importância de abordagens iniciais

preventivas ao lidar com as vibrações de origem acústica.

A partir de uma abordagem estrutural, IZUCHI et al. [11], propõem um pro-

cedimento para calcular a previsão de vida em fadiga da tubulação submetida à

excitação acústica de alta frequência, considerando dados reais das condições de

operação.

ALLISON e BENNETT [101] comparam modelos acústicos e estruturais com

elementos finitos de forma a determinar modos coincidentes axiais e circunferenciais

em conjunto com experimentos em diferentes geometrias. Medidas mitigadoras dos

efeitos das vibrações são também avaliadas através de experimentos. Destaca-se

que, embora estudem principalmente vibrações de alta frequência, os resultados

experimentais indicam a excitação de modos de ordem inferior pelo escoamento

turbulento, sugerindo o acoplamento entre modos.

KATAOKA e HIDA [102] discutem a vibração de cascas ciĺındricas sujeitas à

excitação acústica. Resultados numéricos são apresentados a partir de fórmulas

teóricas para várias geometrias. São obtidos os principais fatores que afetam as

tensões de vibração de casca, incluindo a resposta à excitação aleatória. Em tra-

balho posterior, KATAOKA [103] investiga os mecanismos de falhas por fadiga em

ramificações de tubulações sujeitas à vibração induzida acusticamente. A concen-

tração de tensões é discutida e os modos de vibração são avaliados para diferentes

configurações de ramificações.

Verifica-se que a relação entre modos de alta frequência e baixa frequência, numa

junção T ou ramificação fechada, considerando a posśıvel excitação de modos su-

periores por modos de onda plana, não é bem estabelecida. Pode-se simplificar o

problema ao restringir a análise para a possibilidade de interação entre modos em

uma mesma frequência de excitação [104]. Assim, um estudo da interação entre mo-

dos, na descontinuidade geométrica, pode aumentar a compreensão sobre a questão

levantada por NISHIGUCHI et al. [9].
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Caṕıtulo 3

Uma equação de onda convectada

3.1 Introdução

Para investigar a possibilidade de interação entre modos de onda plana com modos

de ordem superior, na presença de uma descontinuidade geométrica no duto, obtém-

se uma equação da onda convectada, considerando escoamento médio uniforme e

subsônico, além de viscosidade dinâmica e de expansão. A expressão para a flutuação

de pressão é resolvida no caso homogêneo, com expansão em modos de Fourier.

Considera-se que a camada limite, onde o cisalhamento é importante para

números suficientemente altos de Reynolds, seja suficientemente pequena para ser

desconsiderada. Perturbações acústicas são geralmente definidas como lineares

e isentrópicas e a inclusão dos termos viscosos, sem a consideração dos termos

térmicos, válida ao assumir que os dutos tenham raio interno suficientemente pe-

queno para que os efeitos térmicos possam ser negligenciados, como explicitado por

DOKUMACI [26].

A equação obtida estende a equação dada, para meio homogêneo e em re-

pouso, por KINSLER et al. [72] através da incorporação de escoamento médio não

nulo. Também estende as formulações utilizadas por RIENSTRA e TESTER [39]

e BRAMBLEY [21] ao considerar a viscosidade e confirma a forma do operador

encontrada para escoamento isentrópico recentemente explicitada por DOKUMACI

[26].

3.2 Equação da onda convectada

Nesta parte, através da combinação das equações de balanço, obtém-se uma equação

da onda convectada, que considera os efeitos de um escoamento médio uniforme, na

qual os efeitos de viscosidade dinâmica e de expansão são inclúıdos.

Os termos das equações de conservação da quantidade de movimento linear (2.1)
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sem fontes, e da conservação da massa (2.2) são avaliados considerando a hipótese

de pequenas pertubações e linearizados. A decomposição de Reynolds é utilizada,

na qual cada variável acústica é decomposta em termos médios e de flutuação com

média nula, obtendo-se:

ρ = ρ0 + ρ′, u = u0 + u′, p = p0 + p′ (3.1)

A hipótese de escoamento isoentrópico leva:

Dp

Dt
=

(
∂p

∂ρ

)
s

Dρ

Dt
(3.2)

Ao linearizar a equação de conservação da massa e considerar que p′ = c20ρ
′ e c0

constante, conforme abordagem utilizada por KINSLER et al. [72] e GOLDSTEIN

[71], tem-se:

O · u′ + 1

ρ0c20

D0(p
′)

Dt
= 0 (3.3)

Do mesmo modo, o processo de linearização para a equação de conservação do

momento linear, (2.1), fornece:

ρ0D0u
′

Dt
− µO2u′ = −

[
1 +

1

ρ0c20

(µ
3

+ µb

) D0

Dt

]
Op′ (3.4)

Ao derivar em relação ao tempo a equação de conservação da massa linearizada

(3.3), subtrair do divergente da equação do momento linearizada (3.4), tem-se:

1

c20

(
D2

0p
′

Dt2

)
−
[
1 +

1

ρ0c20

(µ
3

+ µb

) D0

Dt

]
O2p′ + µO2 (O · u′) = 0 (3.5)

Ao substituir a equação (3.3) no último termo do lado direito de (3.5), tem-se:

1

c20

(
D2

0p
′

Dt2

)
−
[
1 + τs

D0

Dt

]
∂2p′

∂x2i
= 0 (3.6)

sendo τs o coeficiente dependente da viscosidade, com dimensão de tempo, dado

abaixo:

τs =
1

ρ0c20

(
4µ

3
+ µb

)
(3.7)

O coeficiente dado por (3.7) é chamado de tempo de relaxamento ou acomodação,

sendo interpretado como um tempo para o sistema atingir equiĺıbrio quando ocorrem

variações de massa espećıfica ou temperatura [72].

O operador obtido na equação (3.6) é dado por:
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FL ≡
(

1

c20

D2
0

Dt2
− O2 − τs

D0

Dt
O2

)
(3.8)

A equação (3.6) pode ser reduzida à formulação estudada por KINSLER et al.

[72] ao fazer U0 = 0 e τs 6= 0, obtendo-se:

1

c20

(
∂2p′

∂t2

)
−
[
1 + τs

∂

∂t

]
∂2p′

∂x2i
= 0 (3.9)

fazendo τs = 0 e U0 6= 0, tem-se a formulação estudada por BRAMBLEY [21] e

GOLDSTEIN [71]:

1

c20

(
D2

0p
′

Dt2

)
− ∂2p′

∂x2i
= 0 (3.10)

A equação (3.6) também pode ser obtida, em sua forma não viscosa, a partir

da formulação de Lilley (2.32), ao desconsider as fontes, produtos de flutuação,

considerar c0 e U0 uniformes, além de tomar π = p′.

Nota-se que o operador (3.8) é essencialmente idêntico ao segundo termo do

operador obtido por DOKUMACI [26], definido em (2.47). De fato, é posśıvel ilus-

trar as relações entre os operadores, (2.47),(2.46),(2.45) e(3.8), através do seguinte

diagrama:

FD FL FK

FRT

κ=0 U0=0

τs=0 (3.11)

O diagrama (3.11) mostra as diferentes considerações em cada operador de onda,

possibilitando uma rápida avaliação das diferenças sem contudo entrar nos detalhes

de cada equação.

3.3 Solução da equação convectada

O campo acústico em um duto de seção transversal circular constante, pode ser

escrito como uma soma infinita de modos. Isto é, expande-se a solução no espaço

de funções caracteŕısticas do problema, as autofunções [19].

Considerando a decomposição de Fourier em variáveis ciĺındricas, (r, θ, z), e uma

solução do tipo e-imθe-ikzzeiωt [18, 21], tem-se:

p′(r, θ, z, t) = Re{pr(r)e-imθe-ikzzeiωt} (3.12)
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sendo m um inteiro, kz o número de onda axial e ω a frequência angular da per-

turbação.

A equação (3.6) é colocada na seguinte forma:

1

c20

D2
0p
′

Dt2
− ∂2p′

∂x2i
− τs

D0

Dt

(
∂2p′

∂x2i

)
= 0 (3.13)

Considerando coordenadas ciĺındricas para os termos da equação (3.13), tem-se

para o primeiro termo:

D2
0p
′(r, θ, z, t)

Dt2
=
(
−ω2 + 2U0ωkz − U2

0k
2
z

)
pr(r)e

-imθe-ikzzeiωt (3.14)

e para o segundo termo:

O2p′ =
1

r

(
∂

∂r

(
r∂p′

∂r

))
+

1

r2
∂2p′

∂θ2
+
∂2p′

∂z2
=[

d2pr(r)

dr2
+

1

r

dpr(r)

dr
− pr(r)m

2

r2
− pr(r)k2z

]
e-imθe-ikzzeiωt (3.15)

finalmente, para o terceiro termo:

D0

Dt

(
∂2p′

∂x2i

)
=

∂

∂t

(
∂2p′

∂x2i

)
+ U0

∂

∂z

(
∂2p′

∂x2i

)
(3.16)

Os termos do lado direito da equação acima, (3.16), são expandidos:

∂

∂t

(
∂2p′

∂x2i

)
+ U0

∂

∂z

(
∂2p′

∂x2i

)
=

i(ω − kzU0)

[
d2pr(r)

dr2
+

1

r

dpr(r)

dr
− pr(r)m

2

r2
− pr(r)k2z

]
e-imθe-ikzzeiωt (3.17)

Ao substituir as equações (3.14) a (3.17) em (3.6), tem-se:

1

c20

(
−ω2 + 2U0ωkz − U2

0k
2
z

)
pr(r)+

(ikzU0τs − 1− τsiω)

[
d2pr(r)

dr2
+

1

r

dpr(r)

dr
− pr(r)m

2

r2
− pr(r)k2z

]
= 0 (3.18)

Busca-se colocar a equação (3.18) na forma clássica da equação de Bessel, para

a qual as soluções são bem conhecidas e estudadas detalhadamente por WATSON
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[105], GRAY et al. [106], LEBEDEV [107] e KORENEV [108].

Definindo as seguintes expressões:

1

c20

(
−ω2 + 2U0ωkz − U2

0k
2
z

)
= ψ1 (3.19)

[−1 + iτs(kzU0 − ω)] = ψ2 (3.20)

substituindo (3.19) e (3.20) em (3.18), tem-se:

ψ2
d2pr(r)

dr2
+ψ2

1

r

dpr(r)

dr
+

[
ψ1 +

(
m2

r2
+ k2z

)
+ τsi

(
m2

r2
+ k2z

)
(ω − kzU0)

]
pr(r) = 0

(3.21)

Ao multiplicar (3.21) por
r2

pr(r)
, e considerar que pr(r) 6= 0 localmente, obtém-se:

r2
d2pr(r)

dr2
+ r

dpr(r)

dr
=

[
m2 − r2

(
ψ1 + k2z + iτsk

2
z (ω − kzU0)

ψ2

)]
pr(r) (3.22)

Se a função pr(r) se anular no campo de soluções, deve-se ter cuidado para a

definição dos domı́nios de integração da função pr(r), evitando-se as singularidades

[109].

Define-se o seguinte termo do argumento da equação (3.22):

α2 =

(
ψ1 + k2z + iτsk

2
z (ω − kzU0)

ψ2

)
=
ψ1

ψ2

− k2z (3.23)

A razão de números complexos
ψ1

ψ2

é avaliada através da multiplicação do con-

jugado do denominador, fornecendo:

ψ1

ψ2

=
ψ1 (−1− iτs (kzU0 − ω))

[1 + τ 2s (kzU0 − ω) (kzU0 − ω)]
=

−ψ1 (1 + iτs (kzU0 − ω))

[1 + τ 2s (kzU0 − ω) (kzU0 − ω)]
(3.24)

observando que ψ1, (3.19), pode ser aglutinado como mostrado abaixo, tem-se:

α2 =

−ψ1︷ ︸︸ ︷
(kzU0 − ω)2

c20

(1 + iτs (kzU0 − ω))

[1 + τ 2s (kzU0 − ω) (kzU0 − ω)]
− k2z (3.25)

que é equivalente à seguinte expressão:
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α =

√
(kzU0 − ω)2

c20
[
1 + τ 2s (kzU0 − ω)2

] +
iτs (kzU0 − ω)3

c20
[
1 + τ 2s (kzU0 − ω)2

] − k2z (3.26)

A equação (3.26) pode ser expressa em termos de coeficientes adimensionais

definidos por:

k ≡ ω

c0
, M ≡ U0

c0
(3.27)

sendo k o número de onda e M o número de Mach.

Define-se a seguinte grandeza, com dimensão de comprimento:

τs∗ = τsc0 (3.28)

resultando então em α(k, kz,M, τs∗) dado por:

α ≡

√
(kzM − k)2 − k2z

[
1 + τ 2s∗ (kzM − k)2

]
+ iτs∗ (kzM − k)3[

1 + τ 2s∗ (kzM − k)2
] (3.29)

A solução da equação (3.22) é obtida por[105–107]:

pr(r) = AJm(αr) +BYm(αr) (3.30)

sendo A e B, amplitudes constantes, e Jm e Ym as funções de Bessel de primeiro e

segundo tipo, respectivamente. Sendo a solução radial regular ou finita em r = 0

[19, 21], tem-se que B = 0, uma vez que Ym não é finita na origem [105].

Assim, a solução radial é dada por:

pr(r) = AJm(αr) (3.31)

3.3.1 Condição de contorno

As condições de contorno impõem restrições ao argumente α [21]. Tem-se, geral-

mente, as seguintes condições de contorno na parede [18]:

• Parede ŕıgida;

• Parede com impedância acústica finita.
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A condição de contorno com impedância finita, em uma superf́ıcie impermeável,

considerando a presença de escoamento foi desenvolvida por MYERS [74], sendo

representada por:

iωu′ · n = (iω + u0 · O− (n · Ou0) · n)
p′

Z
(3.32)

sendo Z a impedância acústica e n o vetor normal à superf́ıcie na condição de

contorno.

Apesar de considerar inicialmente, para fins de limitação de escopo, a condição

de contorno de parede ŕıgida, na realidade a impedância acústica do duto pode ser

finita [18, 19, 39]. Deste modo, as flutuações das pressões acústicas podem atuar

como fonte para a estrutura do duto. Neste caso, conforme relatado no Caṕıtulo 2,

a literatura frequentemente separa oscilações de baixa frequência do campo acústico

com vibrações de baixa frequência no duto, denominado ”vibração induzida pelo

escoamento”(VIE), e as vibrações de alta frequência do campo acústico excitando

modos de alta ordem da estrutura do duto sendo denominados de ”vibração induzida

acusticamente”(VIA).

BRAMBLEY [21] aponta instabilidades numéricas na formulação de MYERS

[74] e mostra [110] que estas instabilidades tem como causa o fato da condição

de contorno (3.32) ser um problema matematicamente mal posto, no sentido de

HADAMARD [111]. BRAMBLEY [112] deduz então uma nova condição de contorno

modificada e bem posta, testando sua validade através de simulações numéricas.

RIENSTRA e DARAU [113] também deduzem uma nova condição de contorno bem

posta, levando em conta a existência de uma espessura finita da camada limite,

todavia sem simulações numéricas.

A condição de contorno de parede ŕıgida é considerada neste trabalho e a solução,

para um escoamento médio uniforme, é válida fora da camada limite [27], tomada

como suficientemente pequena, de modo que os efeitos de um escoamento não uni-

forme sejam desconsiderados.

Assim, considerando a condição de contorno para uma parede ŕıgida, tem-se:

dpr(r)

dr

∣∣∣∣∣
r=R

= 0⇒ J ′m(αR) = 0 (3.33)

sendo R o raio interno do duto.

Para cada m inteiro, existem infinitas ráızes da função de Bessel de primeiro

tipo, indexadas por n. Os valores discretos tornam o coeficiente α = αmn.
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3.3.2 Relação de dispersão

A partir da equação (3.29), pode-se obter a seguinte relação de dispersão para o

coeficiente axial kzmn:

k4zmn −
(iτs∗M

3 + 2Mkτ 2s∗) k
3
zmn

τ 2s∗M
2

− (M2 − iτs∗3M
2 − α2

mnM
2τ 2s∗ − τ 2s∗k2 − 1) k2zmn

τ 2s∗M
2

− (iτs∗3Mk2 − 2Mk + 2Mkα2
mnτ

2
s∗) kzmn

τ 2s∗M
2

+
ik3

τs∗M2
− (1− α2

mnτ
2
s∗) k

2

τ 2s∗M
2

+
α2
mn

τ 2s∗M
2

= 0

(3.34)

A equação, (3.34), retoma formulações conhecidas, para o caso inv́ıscido, dadas

por RIENSTRA [19] e HIRSCHBERG e RIENSTRA [18] no limite τs∗ → 0, quando

se obtém:

k2zmn − (Mkzmn − k)2 + α2
mn = 0 (3.35)

No caso inv́ıscido, (3.35), a solução pode ser obtida pela seguinte expressão:

kzmn =
−Mk ±

√
k2 − (1−M2)α2

mn

(1−M2)
(3.36)

A relação de dispersão entre kzmn e αmn, (3.34) é uma equação do quarto grau,

com coeficientes complexos e as caracteŕısticas f́ısicas do problema impõem restrições

sobre os sinais das partes reais e imaginárias das ráızes complexas de kzmn [19].

A equação (3.34) possui o último grau algébrico no qual a solução pode ser

encontrada por uma fórmula contendo um número finito de adições, subtrações,

multiplicações e radicais [114]. Em particular, o Teorema Fundamental da Álgebra,

ao mostrar que todo polinômio P (z) = anz
n + · · ·+ a0, com coeficientes complexos,

tem uma raiz em C, se aplica. A demonstração mostra que uma função de variável

complexa, que satisfaça as equações de Cauchy − Riemann, ou é constante ou

admite uma fatorização em séries de potências, implicando a existência de uma

raiz. Detalhes podem ser obtidos nos trabalhos de STEIN e SHAKARCHI [109] e

AHLFORS [115].

Pode-se representar (3.34) na seguinte equação de quarto grau generalizada:

k4mn + ak3mn + bk2mn + ckmn + d = 0 (3.37)

com coeficientes definidos por:
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a ≡− (iτs∗M
3 + 2Mkτ 2s∗)

τ 2s∗M
2

(3.38)

b ≡− (M2 − iτs∗3M
2 − α2

mnM
2τ 2s∗ − τ 2s∗k2 − 1)

τ 2s∗M
2

(3.39)

c ≡− (iτs∗3Mk2 − 2Mk + 2Mkα2
mnτ

2
s∗)

τ 2s∗M
2

(3.40)

d ≡ ik3

τs∗M2
− (1− α2

mnτ
2
s∗) k

2

τ 2s∗M
2

+
α2
mn

τ 2s∗M
2

(3.41)

As soluções de (3.34) são dadas por ([114], caṕıtulo 1):

− a

4
+
H

2
± α

2
,−a

4
+
H

2
± β

2
(3.42)

sendo H =

√
a2

4
− b+ y, e y qualquer raiz da equação cúbica [114]:

y3 − by2 + (ac+ 4d)y − a2d+ 4bd− c2 = 0 (3.43)

enquanto:

α, β =


√

3a2

4
−H2 − 2b± 4ab− 8c− a3

4H
, H 6= 0√

3a2

4
− 2b± 2

√
y2 − 4d, H = 0

(3.44)

Ao atribuir valores para os parâmetros da relação de dispersão, é posśıvel ob-

ter a Figura 3.1, que mostra os valores de partes reais e imaginárias das ráızes de

(3.38) para os dez primeiros modos radiais em frequências de excitação diferentes.

Considera-se que o regime é subsônico, e as propriedades de massa espećıfica, veloci-

dade do som e viscosidade dinâmica consideradas como as do ar, ρ0 = 1, 205 kg/m3,

c0 = 340 m/s, µ = 1, 81.10−5 kg/(m.s). A viscosidade de expansão foi considerada

como uma fração, µb = 0, 7µ, da viscosidade dinâmica, conforme sugerido por CRA-

MER [116]. Verifica-se a existência de regiões com partes real e imaginária com

sinais opostos e também regiões nas quais os sinais são iguais, sendo condizente com

a existência dos denominados modos anômalos, observados por DOKUMACI [26].
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(a) M = 0.5 e frequência de 2000 Hz.
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(b) M = 0.5 e frequência de 20 Hz.

Figura 3.1: Relação entre as partes imaginária e real de ráızes de (3.38), para cada
ı́ndice de raiz n.

O Teorema Fundamental da Álgebra implica, como corolário, que a parte ima-

ginária do número de onda axial é sempre não nula ([109], caṕıtulo 4, Corolário

4.7), no caso viscoso, e todos os modos apresentam decaimento, um resultado bem

conhecido. Além disso, observa-se que um polinômio P (z) = anz
n + · · · + a0, com

coeficientes complexos, an 6= 0, tem exatamente n ráızes e todas se encontram den-

tro de um disco aberto, centrado na origem, com raio dado por ([114], caṕıtulo 1,

Teorema 1.2.1):

39



r = 1 + max
0≤ν≤n−1

(
|aν |
|an|

)
(3.45)

O resultado explicitado por (3.45) indica que, dependendo dos módulos dos coe-

ficientes complexos da relação de dispersão, pode-se ter um decaimento reduzido do

modo acústico. O decaimento representado pela parte imaginária é limitado pelo

maior módulo dos coeficientes, de fato:

0 < |Im(kzmn)| <
[
1 + max

0≤ν≤n−1

(
|aν |
|an|

)]
(3.46)

Uma conclusão da desigualdade (3.46) é que a máxima magnitude de atenuação,

considerando escoamento de um fluido viscoso, pode ser avaliada sem a solução da

relação de dispersão, bastando uma simples inspeção dos seus coeficientes. A me-

lhora da estimativa, para o limite inferior dos zeros de polinômios de coeficientes

complexos, passa por restrições nos valores de seus coeficientes, uma revisão abran-

gente do assunto é dada no trabalho de GARDNER e GOVIL [117].

Verifica-se que a obtenção de critérios anaĺıticos, para a existência de ondas

evanescentes e propagantes, fica sobremaneira dificultada pela complexidade das

ráızes. Com efeito, no caso inv́ıscido, a obtenção das ráızes já exige a utilização de

métodos numéricos adequados, sendo um item particularmente cŕıtico na condição de

propagação acústica em dutos com parede não ŕıgida, conforme pode ser observado

em trabalhos de RIENSTRA e TESTER [39], DOKUMACI [26] e BRAMBLEY [21].

3.3.3 Expressão para a flutuação da pressão

A norma de uma função de Bessel de primeiro tipo pode ser definida pela seguinte

expressão ([106], caṕıtulo 6, equação 109):

∫ a

0

J2
m(αmnr)rdr =

a2

2

[
J ′2m(αmna) +

(
1− m2

α2
mna

2

)
J2
m(αmna)

]
= ‖Jm(αmnr)‖2

(3.47)

sendo m,n ∈ Z+ e a o raio do domı́nio considerado.

Pode-se normalizar os modos da solução (3.31), multiplicando-se por Λmn =

‖Jm(αmnr)‖−1, e usando a condição de contorno (3.33):

Λmn =
1(

R2

2

[(
1− m2

α2
mnR

2

)
J2
m(αmnR)

])1/2 (3.48)

sendo R o raio interno do duto. Geralmente, pode-se tomar o raio interno do duto
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como unitário sem prejúızo da generalidade [18, 19, 21].

Considerando a condição de contorno de parede ŕıgida na superf́ıcie, (3.33), tem-

se para solução da flutuação da pressão normalizada em modos::

p′(r, θ, z, t) = Re

[
∞∑

m=−∞

∞∑
n=1

ΛmnJm(αmnr)(Amne
−ikzmnz +Bmne

+ikzmnz)e−imθeiωt

]
(3.49)

sendo Amn e Bmn coeficientes para ondas se propagando no sentido positivo e ne-

gativo de z, respectivamente. O autovalor, αmn, é dado pela equação (3.29). A

forma da equação (3.49) é bem conhecida e similar às obtidas por RIENSTRA [19]

e MUNJAL [57].

3.3.4 Influência da frequência nos termos de viscosidade

Pode-se avaliar a influência da frequência nos termos viscosos da equação (3.29),

através da definição de um Reynolds acústico, para meio estacionário [118]:

Reac =
ρ0c0λ

µ∗
(3.50)

sendo λ o comprimento de onda acústico e µ∗ a viscosidade.

Ao aplicar a equação (3.50) na expressão para o coeficiente τs∗, (3.28), tem-se:

τs∗ ≡
1

ρ0c0

(
4µ

3
+ µb

)
= λ

(
4

3Reacµ
+

1

Reacµb

)
(3.51)

A partir de (3.51) pode-se verificar que o coeficiente τs∗ é proporcional à

frequência. Quanto maior a frequência, menor Reac1 e Reac2, e tanto maior é o

efeito da viscosidade.

DOKUMACI [26, 73] considera os efeitos viscotérmicos na propagação de ondas

em dutos com impedância finita, sendo considerados relevantes para a atenuação

sonora. No trabalho realizado por KHAMIS e BRAMBLEY [28], para a propagação

de uma onda plana sobre uma superf́ıcie com impedância finita, conclue-se que a

viscosidade tem papel significativo, reduzindo a reflexão de modos propagantes em

determinado sentido e aumentando a reflexão de modos cruzados.

CRAMER [116] reporta casos em que a viscosidade de expansão foi medida com

valores várias ordens de grandeza superior à viscosidade dinâmica, salientando que

a viscosidade de expansão pode ser tanto mais importante quanto maiores os efeitos

de compressibilidade e em altas frequências. Deste modo, pode-se argumentar que

a inclusão da viscosidade se justifica ao tratarmos com propagação em frequências
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mais altas. Os efeitos da viscosidade de expansão são também muito importantes

na presença de gradientes espaciais de densidade significativos, como em ondas de

choque [119].

Com efeito, caracterizações experimentais e teóricas da atenuação sonora, em

propagação no ar, indicam que os efeitos da viscosidade de expansão são devidos à

relaxamento molecular, suficiente para afetar a propagação de energia acústica no

meio. A viscosidade de expansão é especialmente relevante em gases multiatômicos

e, portanto, potencialmente em aplicações industriais da indústria de petróleo, nos

quais seus efeitos se acumulam em cada ciclo de propagação acústica [119]. Em

particular, LIN et al. [119] apresentam um modelo para a viscosidade de expansão

que pode ser utilizado em condições de absorção de energia acústica em domı́nio da

frequência, em situações próximas ao equiĺıbrio termodinâmico.

3.3.5 Influência do número de Helmholtz na equação (3.6)

Define-se o número de Helmholtz, He, como:

L2

c20τ
2
≡ He2 (3.52)

sendo L uma escala de comprimento.

Introduzindo coeficientes adimensionais t̄ =
t

τ
= ωt, x̄i =

xi
L

ao operador de

onda convectado, (3.6), tem-se:

(He)2
∂2p′

∂t̄2
+ (He)(M)

∂2p′

∂t̄∂x̄j
+ (He)(M)

∂2p′

∂x̄j∂t̄
+ (M)2

∂2p′

∂x̄i∂x̄j
− ∂2p′

∂x̄i2
−(τs

τ

) ∂

∂t̄

(
∂2p′

∂x̄i2

)
−
(τs
τ

) ∂

∂x̄j

(
∂2p′

∂x̄i2

)
= 0 (3.53)

sendo τ ≡ L

U0

uma escala de tempo do escoamento médio.

Verifica-se que a inclusão do escoamento médio e da viscosidade no operador

(3.6) implica na necessidade de avaliação das magnitudes da velocidade média e das

escalas de tempo viscoso para avaliar o caso em que o número de Helmholtz é muito

pequeno. Em suma, fazendo He→ 0, tem-se:

(M)2
∂2p′

∂x̄i∂x̄j
− ∂2p′

∂x̄i2
−
(τs
τ

) ∂

∂t̄

(
∂2p′

∂x̄i2

)
−
(τs
τ

) ∂

∂x̄j

(
∂2p′

∂x̄i2

)
= 0 (3.54)
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quando M2 � 1 e µ = µb → 0, tem-se:

∂2p′

∂x̄i2
∼ 0 (3.55)

A equação (3.54) mostra que, na presença de escoamento médio e viscosidade,

um operador de onda convectado, no limite de pequenos números de Helmholtz, não

satisfaz a equação de Laplace, tendo um comportamento que se desvia do harmônico

tanto maior é a velocidade média e viscosidade. Neste caso, as propriedades da flu-

tuação de pressão ou de outra variável acústica, sofrem influência da direcionalidade

e o conceito de compacidade acústica para fontes em movimento perde suas carac-

teŕısticas de simetria, t́ıpicas de funções harmônicas. Com um número de Reynolds

elevado tem-se que os efeitos viscosos tornam-se cada vez menores, conforme pode

ser observado ao adimensionalizar a equação do momento como função do número

de Reynolds:

∂ūi
∂t̄

+ ūj
∂ūi
∂x̄j

= − ∂p̄

∂x̄i
+

1

Re

(
∂2ūi
∂x̄j2

+
∂2ūj
∂x̄ix̄j

− 2

3

∂2ūi
∂x̄i2

)
(3.56)

sendo Re = ρU/L o número de Reynolds e a barra indicando grandezas adimensio-

nais.

3.3.6 Influência dos efeitos térmicos

Desconsiderar a condutividade térmica é tanto mais válido quanto menor for o raio

do duto [120, 121]. Esta condição foi estudada por RAYLEIGH [41] e pode ser

expressa em termos dos números de Stokes, Sh, e Prandtl, Pr, como [26]:

S2
h � 1 e S2

hPr
2 � 1 (3.57)

O número de Stokes pode ser definido por:

Sh = R

√
ρ0ω

µ
(3.58)

sendo R o raio interno do duto.

O número de Prandtl pode ser definido por:

Pr =
µcp0
κ

(3.59)

A condição (3.57) estabelece critérios para definir a validade da hipótese de

incluir a viscosidade e desconsiderar a condutividades térmica. Com efeito, quando

o diâmetro do duto é reduzido, a condução de calor do centro para os limites se torna
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mais facilitada, de modo que, no limite, a temperatura das paredes sólidas controla a

temperatura do fluido, com expansões e rarefações isotérmicas ([122], caṕıtulo XIX,

página 326).

De fato, ao considerar que a condição em (3.57) não seja satisfeita, isto é, que

efeitos térmicos não possam ser negligenciados, a equação da energia implica em

variações entrópicas, sendo dada por [26]:

ρ0T0
Ds′

Dt
= κ0O

2T ′ (3.60)

A equação de estado para a flutuação da entalpia s′ fica então:

s′ =

(
cp0
T0

)
T ′ −

(
β0
ρ0
p′
)

(3.61)

sendo β0 o coeficiente de expansão térmica.

Do mesmo modo, para equação de estado para a flutuação da pressão, tem-se:

p′ =

(
c20
γ0

)
ρ′ +

(
β0ρ0c

2
0

γ0
T ′
)

(3.62)

Ao substituir as expressões (3.60), (3.61) e (3.62) no processo de obtenção de

(3.8), obtém-se a seguinte equação:

{
1

c20

D3
0

Dt3
− τs

D2
0

Dt2
O2 − 1

ρ0c20

(
γ0κ0
cp0

)
D2

0

Dt2
O2 − D0

Dt
O2 +

τs
ρ0

γ0κ0
cp0

D0

Dt
O4 +

κ0
ρ0cp0

O4

}
T ′

= 0 (3.63)

A expressão (3.63), que representa a propagação acústica, incluindo efeitos vis-

cosos e térmicos, em dutos com escoamento médio uniforme, é a mesma expressão

obtida por DOKUMACI [26]. A resolução é obtida através da decomposição de Fou-

rier e as condições de contorno podem incluir o caso de parede não ŕıgida. A relação

de dispersão advinda desta equação exige métodos numéricos para sua solução. Uma

função de Green para esta forma de operador ainda não é conhecida na literatura.

O procedimento para a obtenção de uma função de Green para o operador desen-

volvido por MATTHEWS [40] pode ser utilizado em (3.63). Na próxima seção uma

função de Green para o operador (3.8) é obtida através do procedimento utilizado

por RIENSTRA e TESTER [39].
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Caṕıtulo 4

Função de Green

Neste caṕıtulo é obtida uma função de Green para o operador de onda encontrado

em (3.6). É utilizada a decomposição de Fourier em coordenadas ciĺındricas, seguida

da identificação do contorno de integração para a função e cálculo dos reśıduos da

função de variável complexa encontrada [39]. A função de Green permite que a

equação diferencial e as condições de contorno sejam combinadas em uma equação

integral [38, 123].

4.1 Obtenção da função de Green

A função de Green para o operador (3.8) satisfaz a seguinte relação:(
1

c20

D2
0

Dt2
− O2 − τs

D0

Dt
O2

)
G(r, θ, z; r0, θ0, z0) = δ(z− z0)eiωt (4.1)

sendo G(r, θ, z; r0, θ0, z0) a resposta de uma fonte pontual na posição z0.

Ao expressar a função delta de Dirac em coordenadas ciĺındricas, tem-se [40]:

δ(z− z0) =
δ(r − r0)

r
δ(θ − θ0)δ(z − z0) (4.2)

Expressando (4.2) em uma série de Fourier em θ e de uma integral de Fourier

em z, semelhante à decomposição em (2.18), obtém-se [39]:

δ(z− z0) =
δ(r − r0)

r

1

2π

∫ ∞
−∞

e−iσ(z−z0)dσ
1

2π

∞∑
m=−∞

e−im(θ−θ0) (4.3)

sendo m um inteiro.

A representação de (4.3) nas três variáveis ciĺındricas, (r, θ, z), implica na forma

da função de Green dada por [39]:
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G(r, θ, z; r0, θ0, z0) =

[
∞∑

m=−∞

e−im(θ−θ0)
∫ ∞
−∞

Ĝm(r, σ)e−iσ(z−z0)dσ

]
eiωt (4.4)

sendo σ o número de onda axial e Ĝm(r, σ) a componente circunferencial da decom-

posição de Fourier da função de Green.

Ao substituir as equações (4.4) e (4.3) em (4.1), chega-se na seguinte equação de

Bessel não homogênea [39]:

[
∂2Ĝm(r, σ)

∂r2
+

1

r

∂Ĝm(r, σ)

∂r
+

(
α2
G −

m2

r2

)
Ĝm(r, σ)

]
=
δ(r − r0)

4π2r
(4.5)

com αG dado por:

αG ≡

√
(σM − k)2 − σ2

[
1 + τ 2s∗ (σM − k)2

]
+ iτs∗ (σM − k)3[

1 + τ 2s∗ (σM − k)2
] (4.6)

Pode-se utilizar o método da variação de parâmetros para obter uma solução

particular da equação (4.5), [105, 108]. O método de variação de parâmetros con-

siste em utilizar o espaço de soluções da solução homogênea, caracterizado com uma

lista de vetores linearmente independentes, para gerar o espaço de soluções parti-

cular, variando os coeficientes de modo a obedecer às mesmas condições da solução

homogênea. A solução geral é a soma da solução homogênea e da solução particular.

O método de variação de parâmetros fornece para a solução particular:

Gp(αGr) =
1

8π
[Jm(αGr0)Ym(αGr)− Jm(αGr)Ym(αGr0)] (4.7)

A expressão (4.7) é semelhante à encontrada por RIENSTRA e TESTER [39], a

menos dos termos αG, e a sua dedução é dada no Apêndice C. A solução completa

é dada por:

Ĝm(r, σ) = A(σ)Jm(αGr) +H(r − r0)
1

8π
[Jm(αGr0)Ym(αGr)− Jm(αGr)Ym(αGr0)]

(4.8)

sendo H a função de Heaviside, incluida de modo a excluir soluções que retornem à

origem e A(σ) a constante da solução homogênea [39].

46



4.1.1 Condição de contorno

Ao considerar a condição de contorno de parede ŕıgida:

∂Ĝm(r, σ)

∂r

∣∣∣∣∣
r=R

= 0 (4.9)

tem-se, para r > r0:

A(σ) =
1

8πJ ′m(αGR)
[J ′m(αGR)Ym(αGr0)− Jm(αGr0)Y

′
m(αGR)] (4.10)

Ao substituir a expressão (4.10) em (4.8), resulta:

Ĝm(r, σ) =
1

8π

(
Jm(αGr0)

J ′m(αGR)

)
[J ′m(αGR)Ym(αGr)− Jm(αGr)Y

′
m(αGR)] (4.11)

Logo, para a componente circunferencial de (4.4), obtém-se:

∫ ∞
−∞

Ĝm(r, σ)e−iσ(z−z0)dσ =∫ ∞
−∞

1

8π

(
Jm(αGr0)

J ′m(αGR)

)
[J ′m(αGR)Ym(αGr)− Jm(αGr)Y

′
m(αGR)] e−iσ(z−z0)dσ (4.12)

O integrando da equação (4.12) é uma função meromorfa, B.6, possuindo singu-

laridades isoladas chamadas de polos. Os conceitos de análise complexa necessários

ao entendimento da função são apresentados no Apêndice B e demonstra-se a me-

romorficidade de (4.11) no Apêndice C. A estratégia é mostrar que a função (4.11)

é uma razão de funções holomorfas, logo, meromorfa. Para isso, obtém-se o raio

de convergência das funções de Bessel. A partir deste resultado, utiliza-se o fato

de que uma série de potências determina uma função holomorfa em seu raio de

convergência, Teorema B.5, que somas e produtos de funções holomorfas são holo-

morfas, Teorema B.1, e que a derivada de uma série de potências tem o mesmo raio

de convergência da série original, novamente através do Teorema B.5, completando

o argumento.

Destaca-se que o domı́nio considera apenas as condições de contorno na parede

do duto, considerado infinito para negligenciar as condições nas extremidades.

4.1.2 Cálculo dos reśıduos

Para avaliar a equação (4.12), utiliza-se o resultado dado pelo Teorema B.8:
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∫
γ

f(z)dz = 2πi
N∑
k=1

reszkf. (4.13)

sendo reszkf o reśıduo de f(z) em zk, definido em (B.7) e γ ∈ C um contorno suave

com orientação definida e que englobe os reśıduos.

É posśıvel mostrar que para uma função meromorfa, f , com polos simples, a

fórmula para o reśıduo é dada por ([35], caṕıtulo 1, equação 1.56):

resz0f(z) =
p(z0)

q′(z0)
(4.14)

sendo z0 o polo de f , p e q funções holomorfas em uma vizinhança de z0.

Para verificar isto, é suficiente notar que as funções meromorfas no plano com-

plexo estendido são funções racionais, com denominador e numerador holomorfos

([109], caṕıtulo 3, Teorema 3.4) e lembrar que z0 é um zero do denominador.

Através de uma definição para o contorno de integração que evite os polos da

função (4.11) e preserve o caráter f́ısico das grandezas [124], os reśıduos podem ser

avaliados pela equação (4.14) ao se derivar o denominador de (4.11) em função do

argumento:

dJ ′m(αG(σ)R)

dσ
=

dJ ′m(ε)

dε

dε

dσ
= R

[
dJ ′m(ε)

dε

](
dαG(σ)

dσ

)
(4.15)

Utilizam-se as seguintes relações de recorrência [108]:

dJm(ε)

dε
=

Jm−1(ε)−
m

ε
Jm(ε)

−Jm+1(ε) +
m

ε
Jm(ε)

(4.16)

Nota-se que
dJm(ε)

dε
= 0, em σ = σmn, fornecendo:

Jm−1(εmn) =
m

εmn
Jm(εmn) = Jm+1(εmn) (4.17)

Logo, através da aplicação sucessiva de (4.16), tem-se:

dJ ′m(ε)

dε

∣∣∣∣∣
ε=εmn

=

(
−1 +

m2

ε2mn

)
Jm(εmn) (4.18)

sendo εmn = αGmnR. Os detalhes da aplicação de (4.16) para a obtenção de (4.18)

são dados no Apêndice C.

Assim, ao substituir a equação (4.18) na equação (4.15), tem-se:
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dJ ′m(αG(σ)R)

dσ
= R

[(
−1 +

m2

ε2mn

)
Jm(εmn)

](
dαG(σ)

dσ

)∣∣∣∣∣
σ=σmn

(4.19)

O último termo da equação (4.19) pode ser descrito como:

dαG(σ)

dσ
=

d(U(σ))1/2

dσ
=

1

2αG

dU(σ)

dσ
(4.20)

com U(σ) = α2
G.

É posśıvel mostrar que:

dαG(σ)

dσ
=

1

2αG

dU(σ)

dσ
=

1

2αG

[
A

χ(σ)
− B

χ(σ)2
dχ(σ)

dσ

]
(4.21)

com χ, A e B dados por:

A = [2(σM2 −Mk)− 2(σ + 2σ3τ 2s∗M
2 − 3σ2Mkτ 2s∗ + στ 2s∗k

2)+ (4.22)

iτs∗(3σ
2M3 − 6σM2k + 3Mk2)]

B = [1− σ2 − σ2τ 2s∗ + iτs∗(σM − k)](σM − k)2 (4.23)

χ(σ) =
[
1 + τ 2s∗(σM − k)2

]
(4.24)

Usando a equação (B.10), tem-se:

∫ ∞
−∞

Ĝm(r, σ)e−iσ(z−z0)dσ =

2πi
∞∑
n=1

[
−Jm(αGmnr0)Jm(αGmnr)Y

′
m(αGmnR)

8π

](
dJ ′m(αGmnR)

dσ

)−1
e−iσmn(z−z0)

(4.25)

Para o Wronskiano das funções de Bessel, de primeiro e segundo tipo, em σ =

σmn, tem-se:

Jm(αGmnR)Y ′m(αGmnR)− Ym(αGmnR)J ′m(αGmnR) =
2

παGmnR
(4.26)

Utilizando o fato de que αGmn é um zero de J ′m(αGR), conforme (4.17), obtém-se:

49



Y ′m(αGmnR) =
1

Jm(αGmnR)

[
2

παGmnR

]
(4.27)

Substituindo (4.27) em (4.25), vem:

∫ ∞
−∞

Ĝm(r, σ)e−iσ(z−z0)dσ

=
∞∑
n=1

1

2πiR

[
Jm(αGmnr0)Jm(αGmnr)

Jm(αGmnR)αGmn

](
dJ ′m(αGmnR)

dσ

)−1
e−iσmn(z−z0) (4.28)

Substituindo a equação (4.28) na equação (4.4), resulta:

Gm(r, z) =
∞∑
n=1

−1

2πiR2

 Jm(αGmnr0)Jm(αGmnr)

J2
m(αGmnR)

(
1− m2

α2
GmnR

2

)
Ψ

 e−iσmn(z−z0) (4.29)

sendo Ψ ≡ 1

2

dU(σ)

dσ
em σ = σmn.

4.1.3 Contorno de integração

O contorno de integração é tal que evita os polos da função do integrando [124]. Os

zeros da derivada da função de Bessel de primeiro tipo são os polos e, portanto, a

distribuição e caracteŕısticas destes zeros deve ser analisada.

A distribuição dos zeros da função de Bessel de primeiro tipo é discutida detalha-

damente por GRAY et al. [106](caṕıtulo V) e WATSON [105](caṕıtulo XV), sendo

bem estabelecido que a função Jm(z), para m ∈ Z, não tem zeros complexos, e tem

uma quantidade infinita de zeros reais, simetricamente distribúıdos em relação ao

ponto z = 0 ([107], caṕıtulo 5, seção 5.13, Teorema 1). Deste modo, o contorno de

integração deve se estender, no limite, ao infinito, conforme Teorema B.8:

∫
γ

f(z)dz = lim
C→∞

∫ C

−C
f(z)dz = 2πi

N∑
k=1

reszkf. (4.30)

sendo C e −C os pontos de chegada e de ińıcio do contorno.

O contorno, representado na Figura 4.1, engloba os reśıduos no sentido anti-

horário e o fechamento também é no sentido anti-horário, ambos, portanto, com

orientação positiva.
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z1 z2 z... zk z... zN
−C C−C Re(z)

Im(z)

O γ1 γ2 γ... γk γ... γN

ΓC

Figura 4.1: Contorno de integração.

Na Figura 4.1 o contorno é deformado no caminho dos polos, estratégia equi-

valente a deslocar os polos para o plano complexo adicionando uma quantidade

iε aos polos zk, com ε → 0. O deslocamento dos polos do eixo real é artif́ıcio

usado frequentemente, como estratégia de integração, por RIENSTRA e TESTER

[39] e BRAMBLEY [21]. Uma análise das diversas estratégias e contornos de inte-

gração, no caso de integrais impróprias, também pode ser encontrada no trabalho

de COUTO [124].

A expressão do contorno é dada por:

Γ̃ = [−C, z1 − ε] ∪ [z1 + ε, z2 − ε] ∪ [z2 + ε, z3 − ε]∪

· · · [zk + ε, zk+1 − ε] ∪ · · · [zN + ε, C] ∪ γ1 ∪ · · · γk ∪ · · · γN ∪ ΓC (4.31)

sendo Γ̃ o caminho, zk os polos e ε o raio dos arcos γk.

Ao substituir a equação (4.29) em (4.4), tem-se a expressão para a função de

Green, dada por:

G(r, θ, z; r0, θ0, z0) =

(
−1

2πiR2

) ∞∑
m=−∞

∞∑
n=1

 Jm(αGmnr0)Jm(αGmnr)

J2
m(αGmnR)

(
1− m2

α2
GmnR

2

)
Ψ

 e−im(θ−θ0)e−iσmn(z−z0)eiωt

(4.32)
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A equação para a função de Green (4.32) retoma formulações conhecidas para

o caso inv́ıscido, dadas por RIENSTRA e TESTER [39]. Para isto, tem-se raio

unitário e µ = µb = 0 ([39], equações 20 e 31). Destaca-se que a equação possui as

mesmas caracteŕısticas de simetria nos sentidos horário e anti-horário circunferencial,

destacadas por RIENSTRA e TESTER [39].
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Caṕıtulo 5

Campo de velocidade

Neste caṕıtulo, são obtidas as equações do campo de velocidade, considerando-se as

hipóteses de escoamento médio axial uniforme e isentrópico, viscosidade de expansão

e dinâmica, além de densidade médias uniforme. É considerada a decomposição em

coordenadas ciĺındricas, com dependência radial para cada componente, resultando

em uma equação diferencial de Bessel para cada coordenada ciĺındrica, radial, azi-

mutal e axial, (r, θ, z). A equação diferencial para a componente axial do campo de

velocidade é resolvida e relações assintóticas da solução são discutidas.

5.1 Equações para o campo de velocidade

Utiliza-se a seguinte decomposição do campo de velocidade nas componentes

ciĺındricas, (r, θ, z), dada por [19]:

u′ = [u′r(r)er + u′θ(r)eθ + u′z(r)ez] e
−imθe−ikzzeiωt (5.1)

A utilização de coordenadas ciĺındricas na equação (3.4) resulta em três equações

diferenciais para as componentes da flutuação de velocidade, dadas por:

ρ0
D0u

′
r

Dt
− µ

(
O2u′r −

u′r
r2
− 2

r2
∂u′θ
∂θ

)
= −

[
∂p′

∂r
+ ψs

D0

Dt

(
∂p′

∂r

)]
(5.2)

ρ0
D0u

′
θ

Dt
− µ

(
O2u′θ −

u′θ
r2

+
2

r2
∂u′r
∂θ

)
= −

[
1

r

∂p′

∂θ
+ ψs

1

r

D0

Dt

(
∂p′

∂θ

)]
(5.3)

ρ0
D0u

′
z

Dt
− µ

(
O2u′z

)
= −

[
∂p′

∂z
+ ψs

D0

Dt

(
∂p′

∂z

)]
(5.4)

sendo ψs definido por:
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ψs ≡
1

ρ0c20

(µ
3

+ µb

)
(5.5)

Através das decomposições (3.12) e (5.1), chega-se às seguintes equações diferen-

ciais:

µ
∂2u′r(r)

∂r2
+ µ

1

r

∂u′r(r)

∂r
+

[
ρ0i (U0kz − ω)− µ

(
m2

r2
+ k2z +

1

r2

)]
u′r(r) =

[1 + ψsi (ω − U0kz)]
∂pr(r)

∂r
− 2imµ

r2
u′θ(r)

(5.6)

µ
∂2u′θ(r)

∂r2
+ µ

1

r

∂u′θ(r)

∂r
+

[
ρ0i (U0kz − ω)− µ

(
m2

r2
+ k2z +

1

r2

)]
u′θ(r) =[

−i
m

r
+ ψs (ω − U0kz)

m

r

]
pr(r)

(5.7)

µ
∂2u′z(r)

∂r2
+ µ

1

r

∂u′z(r)

∂r
+

[
ρ0i (U0kz − ω)− µ

(
m2

r2
+ k2z

)]
u′z(r) =

[−ikz + ψs (ω − U0kz)] pr(r)

(5.8)

As equações, (5.6), (5.7) e (5.8) reduzem-se às formulações conhecidas para o

caso inv́ıscido, dadas por RIENSTRA ([19], caṕıtulo 3, equação 36). Para isso,

faz-se µ = µb = 0, obtendo-se:

u′r(r) =
1

ρ0i (U0kz − ω)

∂pr(r)

∂r
(5.9)

u′θ(r) = − m

ρ0r (U0kz − ω)
pr(r) (5.10)

u′z(r) = − kz
ρ0 (U0kz − ω)

pr(r) (5.11)

Destaca-se que a equação na componente radial, (5.6), apresenta acoplamento

com a componente azimutal, u′θ(r). Este acoplamento pode ser observado no tra-

balho de KHAMIS e BRAMBLEY [27], no qual é realizada a resolução numérica

das equações linearizadas de momento linear, mas não é observada na resolução do

campo acústico obtida por DOKUMACI [26].
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5.2 Solução da equação para o campo de veloci-

dade axial

A componente axial do campo de flutuação de velocidade é então obtida através da

solução da equação (5.8) como:

u′z(r) = u′zh(r) + u′zp(r) (5.12)

sendo u′zh(r) e u′zp(r) as soluções homogênea e particular.

A equação diferencial na direção axial, (5.8), pode ser colocada na seguinte forma:

∂2u′z(r)

∂r2
+

1

r

∂u′z(r)

∂r
+

[
α2
z −

(
m2

r2

)]
u′z(r) = βpr(r) (5.13)

sendo αz e β dados por:

α2
z ≡

ρ0i (U0kz − ω)

µ
− k2z (5.14)

β ≡ [−ikz + ψs (ω − U0kz)]

µ
(5.15)

O método de variação de parâmetros fornece o seguinte resultado para a solução

particular de (5.13):

u′zp(αzr) =

[∫ r

0

−Ym(αzε)βpr(ε)dε

αzW (Jm(αzε), Ym(αzε))

]
Jm(αzr)

+

[∫ r

0

Jm(αzε)βpr(ε)dε

αzW (Jm(αzε), Ym(αzε))

]
Ym(αzr) (5.16)

sendo ε uma variável de integração e W o Wronskiano, dado por:

W (Jm(αzε), Ym(αzε)) =
2

παzε
(5.17)

fornecendo:
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u′zp(αzr) =

[
−πβ

2

∫ r

0

Ym(αzε)pr(ε)εdε

]
Jm(αzr)

+

[
πβ

2

∫ r

0

Jm(αzε)pr(ε)εdε

]
Ym(αzr) (5.18)

A expressão para pr(ε) vem da equação (3.49), omitindo os somatórios e a pro-

pagação no sentido negativo do domı́nio:

pr(ε) = ΛmnAmnJm(αmnε) (5.19)

Ao substituir (5.19) na equação (5.18), tem-se:

u′zp(αzr) =

[
−πβ

2
AmnΛmn

∫ r

0

Ym(αzε)Jm(αmnε)εdε

]
Jm(αzr)

+

[
πβ

2
AmnΛmn

∫ r

0

Jm(αzε)Jm(αmnε)εdε

]
Ym(αzr) (5.20)

A relação de ortogonalidade, entre funções de Bessel de primeiro tipo, com αz 6=
αmn, é dada por ([106], caṕıtulo 6, equação 108):∫ ξ

0

Jm(αzε)Jm(αmnε)εdε = 0 (5.21)

sendo a relação de ortogonalidade válida desde que:

αmnJ
′
m(αmnξ)Jm(αzξ)− J ′m(αzξ)Jm(αmnξ)αz = 0 (5.22)

Deste modo, analisa-se o último termo da expressão em (5.20), ao considerar

inicialmente que a relação de ortogonalidade seja válida, obtendo-se:

u′zp(αzr) =

[
−πβ

2
AmnΛmn

∫ r

0

Ym(αzε)Jm(αmnε)εdε

]
Jm(αzr) (5.23)

A forma indefinida da integral envolvendo produtos de funções de Bessel de

primeiro e segundo tipo em (5.23) é dada pela igualdade ([125], caṕıtulo 10, equação

10.22.4):

∫
Ym(αzε)Jm(αmnε)εdε =

ε [αzYm+1(αzε)Jm(αmnε)− αmnYm(αzε)Jm+1(αmnε)]

(α2
z − α2

mn)
(5.24)

Considerando os limites de integração da equação (5.23), tem-se:
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∫ r

0

Ym(αzε)Jm(αmnε)εdε =
r [αzYm+1(αzr)Jm(αmnr)− αmnYm(αzr)Jm+1(αmnr)]

(α2
z − α2

mn)

−ε [αzYm+1(αzε)Jm(αmnε)− αmnYm(αzε)Jm+1(αmnε)]

(α2
z − α2

mn)

∣∣∣∣∣
ε→0

(5.25)

O último termo da equação (5.25) pode ser avaliado ao se considerar o comporta-

mento assintótico das funções de Bessel de primeiro e segundo tipo, quando ε→ 0,

através das seguintes relações ([125], caṕıtulo 10, equações 10.7.3 e 10.7.4):

Jm(αmnε) ∼
1

m!

(αmnε
2

)m
(5.26)

Ym(αzε) ∼ −
(m− 1)

π

(αzε
2

)−m
(5.27)

sendo m um inteiro positivo.

Ao substituir as equações (5.26) e (5.27) no último termo do lado direito da

equação (5.25) e tomar o limite quando ε→ 0, tem-se:

∫ r

0

Ym(αzε)Jm(αmnε)εdε =
r [αzYm+1(αzr)Jm(αmnr)− αmnYm(αzr)Jm+1(αmnr)]

(α2
z − α2

mn)

+
2

π

(
αmn
αz

)m
1

(α2
z − α2

mn)

(5.28)

Para retirar os termos envolvendo funções de Bessel de ordens diferentes, no

primeiro termo do lado direito da equação (5.28), pode-se utilizar as relações de

recorrência, dadas por:

Ym+1(αzr) =
m

αzr
Ym(αzr)− Y ′m(αzr) (5.29)

Jm+1(αmnr) =
m

αmnr
Jm(αmnr)− J ′m(αmnr) (5.30)

obtendo-se:
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∫ r

0

Ym(αzε)Jm(αmnε)εdε =

(
r

α2
z − α2

mn

)(
αz

[
m

αzr
Ym(αzr)− Y ′m(αzr)

]
Jm(αmnr)

− αmn
[

m

αmnr
Jm(αmnr)− J ′m(αmnr)

]
Ym(αzr)

)
+

2

π

(
αmn
αz

)m
1

(α2
z − α2

mn)
(5.31)

Do mesmo modo, para remover os termos contendo a derivada da função

de Bessel de segundo tipo, pode-se utilizar a expressão, obtida do Wronskiano

W (Jm(αzr), Ym(αzr)):

Y ′m(αzr) =

[
2

παzr
+ Ym(αzr)J

′
m(αzr)

]
1

Jm(αzr)
(5.32)

substituindo a equação (5.32) na equação (5.31), tem-se:

∫ r

0

Ym(αzε)Jm(αmnε)εdε =(
r

α2
z − α2

mn

)([
−J

′
m(αzr)

Jm(αzr)
Jm(αmnr)αz + αmnJ

′
m(αmnr)

]
Ym(αzr)

− 2

πr

Jm(αmnr)

Jm(αzr)

)
+

2

π

(
αmn
αz

)m
1

(α2
z − α2

mn)
(5.33)

Ao substituir (5.23) na equação (5.33) vem:

[∫ r

0

Ym(αzε)Jm(αmnε)εdε

]
Jm(αzr) =(

r

α2
z − α2

mn

)(
[−J ′m(αzr)Jm(αmnr)αz + αmnJ

′
m(αmnr)Jm(αzr)]Ym(αzr)

− 2

πr
Jm(αmnr)

)
+

2

π

(
αmn
αz

)m
Jm(αzr)

(α2
z − α2

mn)
(5.34)

Ao substituir as relações de recorrência para J ′m(αzr) e J ′m(αmnr), utilizar as

relações assintóticas (5.26) e (5.27) e tomar o limite quando r → 0, verifica-se que o

termo contendo Ym(αzr) na equação (5.34) tende a zero. De fato, tem-se a seguinte

relação:

[αzJm+1(αzr)Jm(αmnr)− αmnJm+1(αmnr)Jm(αzr)]Ym(αzr)→ 0 (5.35)

quando r → 0.
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Avalia-se a hipótese de o termo contendo Ym(αzr) ser constante ou nulo inves-

tigando o comportamento assintótico para argumento tendendo ao infinito. Com

efeito, ao considerar a validade da relação de ortogonalidade dada pela equação

(5.21), tem-se ([106], caṕıtulo 6, equação 108′):

αmnJ
′
m(αmnr)Jm(αzr)− J ′m(αzr)Jm(αmnr)αz = 0 (5.36)

que finalmente fornece:

[∫ r

0

Ym(αzε)Jm(αmnε)εdε

]
Jm(αzr) =(

r

α2
z − α2

mn

)(
− 2

πr
Jm(αmnr)

)
+

2

π

(
αmn
αz

)m
Jm(αzr)

(α2
z − α2

mn)
(5.37)

Ao substituir a equação (5.37) e a equação (5.23) em (5.12), vem:

u′z(αzr) = ηJm(αzr)−
βAmnΛmn

(α2
z − α2

mn)

[(
αmn
αz

)m
Jm(αzr)− Jm(αmnr)

]
(5.38)

sendo η uma constante dependente das condições de contorno.

De modo a explicitar os termos que multiplicam as funções de Bessel da solução,

a equação (5.38) pode ser rearranjada da seguinte forma:

u′z(αzr) =

([
η − βAmnΛmn

(α2
z − α2

mn)

(
αmn
αz

)m]
Jm(αzr) +

[
βAmnΛmn

(α2
z − α2

mn)

]
Jm(αmnr)

)
(5.39)

O resultado de (5.39) considera que o termo em (5.18), multiplicado pela função

de Bessel de segundo tipo, se anula. De fato, verifica-se que desconsiderar esta

hipótese não altera a forma da equação. Para ver isso, utiliza-se a forma indefinida

do primeiro termo de (5.18), as relações de recorrência e os Wronskianos das funções

de Bessel de primeiro e segundo tipo, conforme utilizado em (5.23), obtendo-se, ao

retirar o segundo termo do primeiro parênteses em (5.39), o caso especial abaixo:

u′z(αzr) =

(
ηJm(αzr) +

[
βAmnΛmn

(α2
z − α2

mn)

]
Jm(αmnr)

)
(5.40)

A forma da equação dada por (5.39), omitindo somatórios e a dependência com-

plexa em r, z, e t permite que a solução seja comparada com solução similar dada

por DOKUMACI [26]:
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u′(λr) = (ΓAJm(λr) + ΓBJm(α1r)) (5.41)

sendo ΓA e ΓB termos dependentes dos parâmetros de propagação como número

de onda, razão entre calores espećıficos, temperatura média, velocidade média e

autovalores. O autovalor α1 é equivalente ao termo αmn e é obtido através da

solução da equação de dispersão dada por [26], enquanto o autovalor λ é equivalente

ao termo αz.

Através da aplicação de condições de contorno a expressão para flutuação do

campo de velocidade axial pode ser obtida.

5.2.1 Condição de contorno

Ao considerar a condição de contorno de não deslizamento na parede interna do

duto, situação também adotada por DOKUMACI [26], u′z(αzR) = 0, na equação

(5.38) e omitir os somatórios em m e n, tem-se:

u′z(αzr) =
πβAmnΛmn

2

[
η(R)

Jm(αzr)

Jm(αzR)
−
(∫ r

0

Ym(αzε)Jm(αmnε)εdε

)
Jm(αzr)

]
(5.42)

sendo η(R) dado por:

η(R) ≡
([∫ r

0

Ym(αzε)Jm(αmnε)εdε

]
Jm(αzr)

)∣∣∣∣∣
r=R

=[(
αmn
αz

)m
Jm(αzR)− Jm(αmnR)

]
2

π (α2
z − α2

mn)
(5.43)

Finalmente, substituindo-se a equação (5.37) na equação (5.42), obtém-se:

u′z(αzr) =
∞∑

m=−∞

∞∑
n=1

βAmnΛmn
(α2

z − α2
mn)

[
Jm(αmnr)Jm(αzR)− Jm(αmnR)Jm(αzr)

Jm(αzR)

]
e−imθe−ikzmnzeiωt

(5.44)

Verifica-se que, ao tomar o limite inv́ıscido do termo multiplicativo na equação

(5.44), há uma redução ao termo conhecido dado pela equação (5.11):
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lim
µ→0,µb→0

(
β

α2
z − α2

mn

)
= − kz

ρ0 (U0kz − ω)
(5.45)

Considerar o campo da flutuação de velocidade axial como fonte acústica é a

abordagem utilizada por MUEHLEISEN [23] na utilização de acoplamento modal em

geometrias de dutos retangulares. A expressão para a flutuação da velocidade axial

pode então ser utilizada em conjunto com a função de Green, podendo representar

uma fonte acústica para uma ramificação do duto principal. As caracteŕısticas de

direcionalidade são desconsideradas ao considerar a região fonte como acusticamente

compacta.
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Caṕıtulo 6

Interação entre modos na junção

Neste caṕıtulo, considera-se a existência de interação entre modos radiais acústicos

de mesma frequência devido ao efeito de uma ramificação de um duto ciĺındrico.

Uma onda plana do duto principal com frequência definida, incidindo em uma rami-

ficação ciĺındrica, é modelada através de uma integral de convolução entre a função

de Green da ramificação e a componente normal à ramificação da flutuação da veloci-

dade axial do duto principal. A convolução é obtida no contexto de uma formulação

integral do problema. Resultados qualitativos são obtidos a partir do comporta-

mento do produto de funções de Bessel resultante. Mostra-se que há influência de

um modo de onda plana do duto principal em modos superiores da ramificação. Os

efeitos da viscosidade e do escoamento médio nesta interação são discutidos.

A geometria considerada é uma ramificação em T, caracterizada pela união de

dois dutos em ângulo reto. O mecanismo de excitação acústica desta geometria é

bastante estudado em um contexto experimental e numérico, sendo estabelecido que

a formação de camadas cisalhantes e sua interação com o campo acústico é bastante

importante em sistemas de tubulações [56, 88, 126, 127]. Busca-se estudar como

os modos acústicos radiais podem interagir nesta geometria ciĺındrica, de maneira

anaĺıtica, a partir da utilização de funções de Green. Neste processo, negligencia-se

a descrição detalhada do campo de vorticidade e turbulência na junção.

A abordagem deste caṕıtulo é próxima da utilizada por MUEHLEISEN [23]

e REDMORE e MULHOLLAND [22], para dutos retangulares e escoamentos

inv́ıscidos, e por POSSON e PEAKE [75] na investigação de fontes acústicas em

turbomáquinas. Os resultados qualitativos de SALT et al. [88] sobre caracterização

espacial das fontes na junção, obtidos a partir de experimentos e simulações com-

putacionais, são utilizados.
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6.1 Formulação integral

Nesta seção é obtida uma formulação integral, considerando o operador dado por

(3.8). Para isso, multiplica-se a função de Green por FL(p′(x, t)) = 0. Depois,

multiplica-se p′ por FL(G(x, t; y, τ)) = δ(x−x0). Finalmente, ao subtrair o primeiro

termo pelo segundo e integrar em um volume Ω0, obtém-se:

p′(x, t) =
1

c20

∫∫∫
Ω0

(
p′
D2

0G

Dt2
−GD

2
0p
′

Dt2

)
dy3

+

∫∫∫
Ω0

(
GO2p′ − p′O2G

)
dy3 + τs

∫∫∫
Ω0

(
G
D0

Dt
(O2p′)− p′D0

Dt
(O2G)

)
dy3 (6.1)

Em (6.1) tem-se uma parcela dos termos fonte devido ao escoamento médio e

outra correspondendo à viscosidade. O primeiro termo do lado direito de (6.1) pode

ser avaliado ao observar o seguinte resultado [71]:(
p′
D2

0G

Dt2
−GD

2
0p
′

Dt2

)
=
D0

Dt

(
p′
D0G

Dt
−GD0p

′

Dt

)
(6.2)

que aplicado ao primeiro termo do lado direito da equação (6.1) fornece:

∫∫∫
Ω0

D0

Dt

(
p′
D0G

Dt
−GD0p

′

Dt

)
dy3 =

∫∫∫
Ω0

∂

∂t

(
p′
D0G

Dt
−GD0p

′

Dt

)
dy3+∫∫∫

Ω0

U0 · O
(
p′
∂G

∂t
−G∂p

′

∂t

)
dy3 +

∫∫∫
Ω0

U0 · O (U0 · OG−GU0 · Op′) dy3

(6.3)

No segundo termo do lado direito de (6.3) utiliza-se a seguir o Teorema de Trans-

porte de Reynolds e integra-se em um intervalo de tempo [−T, T ] [5], obtendo-se:

∫∫∫
Ω0,t

D0

Dt

(
p′
D0G

Dt
−GD0p

′

Dt

)
dy3dτ =

∫∫∫
Ω0,t

(
p′
D0G

Dt
−GD0p

′

Dt

)
dy3

∣∣∣∣∣
+∞

−∞

−
∫∫

∂Ω0,t

Us · n
(
p′
D0G

Dt
−GD0p

′

Dt

)
dSdτ +

∫∫∫
Ω0,t

U0 ·O
(
p′
∂G

∂t
−G∂p

′

∂t

)
dy3dτ

+

∫∫∫
Ω0,t

U0 · O (U0 · OG−GU0 · Op′) dy3dτ (6.4)

sendo Us a velocidade da superf́ıcie.

O terceiro termo do lado direito de (6.4) pode ser colocado da seguinte forma
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[5]:

∫∫∫
Ω0,t

U0 · O
(
p′
∂G

∂t
−G∂p

′

∂t

)
dy3dτ =

∫∫
∂Ω0,t

U0 · n
(
p′
∂G

∂t
−G∂p

′

∂t

)
dSdτ

(6.5)

Ao negligenciar o último termo do lado direito de (6.4), de ordem O(M2), con-

siderar que a superf́ıcie seja estacionária, Us = 0, e impor condições de causalidade

no primeiro e terceiro termo do lado direito de (6.4), G = 0 quando t → ∞ e

D0G/Dt = 0 com t→ −∞, tem-se:

∫∫∫
Ω0,t

(
p′
D2

0G

Dt2
−GD

2
0p
′

Dt2

)
dy3 dτ =

∫∫∫
Ω0,t

D0

Dt

(
p′
D0G

Dt
−GD0p

′

Dt

)
dy3 dτ ≈ 0

(6.6)

O último termo do lado direito da equação (6.1) é desprezado, correspondendo

aos termos de viscosidade na superf́ıcie da ramificação, uma vez que busca-se a

influência apenas do duto principal. Utiliza-se o Teorema de Gauss no segundo

termo do lado direito de (6.1), obtendo-se:

∫∫∫
Ω0,t

(
GO2p′ − p′O2G

)
dy3 dτ =

∫∫∫
Ω0,t

O · (GOp′ − p′OG) dy3 dτ (6.7)

=

∫∫
∂Ω0,t

(GOp′ − p′OG) · ndS dτ (6.8)

Ao considerar que OG ≈ 0 na região da junção, conforme abordagem de MU-

EHLEISEN [23], obtém-se:

p′(x, t) ≈
∫∫

∂Ω0,t

G(x, t; y, τ)Op′ · ndS dτ (6.9)

Ao utilizar a equação do momento, a flutuação da pressão na ramificação pode

ser aproximada como:

p′(x, t) ≈
∫∫

∂Ω0,t

G(x, t; y, τ)ρi(ω − U0kz)sen(Θ)u′z(αzr)dS dτ (6.10)

sendo S a superf́ıcie comum entre o duto principal e a ramificação e Θ o ângulo

instantâneo de deslocamento da componente axial de flutuação de velocidade, con-

forme caracterização experimental e numérica de SALT et al. [56]. A Figura 6.1

ilustra a composição da componente normal:
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Θ

x

z

sen(Θ)u′z

O

u′z

Figura 6.1: Componente normal da flutuação de velocidade axial na junção.

Como explicitado por SALT et al. [56], o ângulo 0 ≤ Θ ≤ π é uma função da

posição na ramificação T. Sendo estabelecido que, no ińıcio da abertura da rami-

ficação, o ângulo entre a velocidade do escoamento e a componente irrotacional de

sua flutuação é despreźıvel, situação que muda na junção pela existência do fluxo de

massa no sentido da ramificação. Esta descrição qualitativa da distribuição espacial

das fontes aeroacústicas na junção é utilizada neste trabalho para permitir o relaci-

onamenteo entre os modos de velocidade do duto principal com a função de Green

da ramificação.

Destaca-se que a interseção entre os dois dutos circulares não é plana, mas uma

superf́ıcie curva tipo sela em que a integração e descrição matemática é dificultada

[24]. Este fato é analisado e discutido por KEEFE [24] e DUBOS et al. [25], que

descrevem as aproximações mais utilizadas como função da razão entre os raios dos

dutos. A situação limite de tomar a interseção como plana é tanto mais válida

quanto menor a razão entre o raio da ramificação e o do duto principal [24, 25].

A descrição da superf́ıcie tipo sela na junção implica na necessidade de resolução

numérica da área nesta região, estudada por DUBOS et al. [25].

6.2 Sistema de coordenadas

A determinação do sistema de coordenadas adequado é necessária para a obtenção

dos resultados da flutuação de pressão na junção. No duto principal foram utilizadas

as coordenadas ciĺındricas (r, θ, z), enquanto na ramificação adotam-se as coordena-

das (r∗, φ, x), abordagem semelhante ao do trabalho de KEEFE [24], para geometria

circular. Considera-se que o raio interno da ramificação é menor que o raio do duto

principal. A Figura 6.2 mostra a geometria considerada na ramificação:
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x

z

y

rθ

(r, θ, z)

(r∗, φ, x)

O

Figura 6.2: Geometria na ramificação.

A resolução numérica e a descrição da região de interseção é evitada ao estabe-

lecer uma transformação de coordenadas que permita considerar os modos do duto

principal nas coordenadas da ramificação. Deste modo, pode-se estabelecer resulta-

dos qualitativos através das relações de ortogonalidade radial das funções de Bessel

de primeiro tipo. A utilização de um volume fict́ıcio na junção entre dois trechos de

tubulação é artif́ıcio utilizado por ELDREDGE [104] na investigação da interação

de modos acústicos em absorvedores de dutos ciĺındricos e anulares.

Para o duto principal, tem-se as coordenadas (r, θ, z), resultando na equação

(4.32), para a função de Green em um duto infinito. A função de Green do duto prin-

cipal deve possibilitar o acoplamento na junção entre os dutos. Para isso, condições

de continuidade da função de Green podem ser impostas na superf́ıcie de seperação

entre os dutos [24].

A função de Green na ramificação tem a mesma forma obtida na equação (4.32),

mas para as coordenadas (r∗, φ, x), dada por:

G(r∗, φ, x; r∗0, φ0, x0) =

∞∑
p=−∞

∞∑
q=1

(
−1

2πiR2
s

) Jp(αGpqr
∗
0)Jp(αGpqr

∗)

J2
p (αGpqRs)

(
1− p2

α2
GpqR

2
s

)
Ψs

 e−ip(φ−φ0)e−iσpq(x−x0)eiωt
(6.11)

sendo Rs o raio interno na ramificação, p e q ı́ndices dos modos e respectivos zeros

e o termo Ψs ≡
1

2

dU(σ)

dσ
, definido conforme (4.21), nos pontos σ = σpq.

As coordenadas ciĺındricas dos dois trechos devem ser relacionadas de modo a
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permitir o estabelecimento da integral de convolução. Considera-se então a seguinte

relação:

(r, θ, z) =

(
cos(φ)

sen
(
arctan

(
z
x

cot(φ)
))r∗, arctan

(z
x

cot(φ)
)
, z

)
(6.12)

sendo 0 ≤ z ≤ Rs, 0 < φ < 2π e 0 ≤ r∗ ≤ Rs. A coordenada em z do eixo principal

é delimitada pela dimensão do raio da ramificação. A expressão (6.12) pode ser

verificada através da situação trigonométrica representada na Figura 6.3:

θ

φ

π
2
− φ

x

y

x

z

O

A

BC y

r

r∗

Figura 6.3: Triângulos de coordenadas.

A partir da expressão em (6.12) pode-se definir B(φ) por:

B(φ) ≡ cos(φ)

sen
(
arctan

(
z
x

cot(φ)
)) (6.13)

A expressão trigonométrica no lado direito da desigualdade (6.13) estabelece

condições de existência de soluções reais para φ, os quais podem ser separadas nos

casos B(φ) = 1, B(φ) < 1 e B(φ) > 1, dados abaixo:

B(φ) = 1 (6.14)

com região de solução real [128]:

{z
x

= 1, e 0 < φ < π (6.15)

A primeira desigualdade pode então ser expressa por:
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B(φ) < 1 (6.16)

com região de solução real [128]:0 <
z

x
< 1, e π < φ < 2π,

z

x
> 1, e 0 < φ < 2π.

(6.17)

A segunda desigualdade é dada por:

B(φ) > 1 (6.18)

com região de solução real [128]:0 <
z

x
< 1, e 0 < φ < π,

z

x
> 1, sem solução com φ ∈ R.

(6.19)

A igualdade (6.14), junto com as desigualdades, (6.16) e (6.18), implicam res-

trições sobre os valores de φ, sendo 0 < φ < 2π ou 0 < φ < π, conforme (6.17) e

(6.19).

Na Figura 6.3, o triângulo 4OCB foi rebatido do plano zy para o plano xy,

estabelecendo o lado comum CB. A rotação não altera as relações angulares e di-

mensões. Os triângulos 4OCB e 4CAB são obtidos a partir da consideranção

de uma coordenada ciĺındrica no duto principal, projetada na coordenada da rami-

ficação. O domı́nio de r é diferente de r∗, uma vez que os raios dos dutos não são

necessariamente iguais. Com efeito, o raio da ramificação é considerado como menor

que o raio do duto principal.

6.3 Interação entre modos de mesma frequência

A partir da relação entre os domı́nios ciĺındricos dada por (6.12), a integral de

convolução pode ser determinada. Em particular, estuda-se o comportamento do

integrando como função dos modos incidentes do duto principal. Um modo incidente

de onda plana do duto principal é então considerado e mostra-se que não é ortogonal

aos modos de ordem superior na ramificação. Este resultado implica na excitação

de modos de ordem superior pelo modo de onda plana.

Quando dois segmentos com diferentes propriedades são conectados, a expansão

em modos para cada segmento pode ser utilizada e condições de continuidade podem

ser estabelecidas para a expansão do campo resultante como função do incidente.
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Cada modo é espalhado em um espectro modal refletido e transmitido [19].

Com o objetivo de investigar qualitativamente a posśıvel interação entre mo-

dos dos dois trechos, a abordagem utilizada negligencia a transmissão e reflexão

após a ramificação. Desconsiderar os campos refletidos e transmitidos, é abordagem

utilizada por REDMORE e MULHOLLAND [22] para a determinação do campo

acústico em uma ramificação de um duto de seção retangular. Deste modo, busca-se

uma relação entre um modo de onda plana do duto principal, m = 0 e n = 1, e um

modo de ordem superior da ramificação, p > 0 e q ≥ 0. Esta relação qualitativa não

necessita da descrição completa dos campos refletidos e transmitidos, que exigiriam

métodos numéricos para sua determinação precisa, contudo permite que a relação

qualitativa entre os modos seja analisada.

Em uma abordagem quantitativa, é necessário um formalismo matricial dos coe-

ficientes de reflexão e transmissão na junção, com resolução numérica e truncamento

de modos, assim como impor relações de continuidade de fluxo de massa na junção,

conforme executado para uma situação inv́ıscida, sem escoamento e bidimensional

por MUEHLEISEN [23], ao estender o trabalho de REDMORE e MULHOLLAND

[22].

Para investigar a interação, primeiro tem-se a determinação das variáveis de

integração através das relações dadas por (6.12):

α∗mn = αmn
cos(φ)

sen
(
arctan

(
z
x

cot(φ)
)) (6.20)

α∗z = αz
cos(φ)

sen
(
arctan

(
z
x

cot(φ)
)) (6.21)

θ∗ = arctan
(z
x

cot(φ)
)

(6.22)

ao substituir as variáveis acima na equação (5.44), obtém-se a expressão:

u′z(α
∗
zr
∗) =

∞∑
m=−∞

∞∑
n=1

βAmnΛmn
(α2

z − α2
mn)

[
Jm(α∗mnr

∗)Jm(αzR)− Jm(αmnR)Jm(α∗zr
∗)

Jm(αzR)

]
e−imθ

∗
e−ikzmnzeiωt

(6.23)

Ao substituir (6.23) e (6.11) na equação (6.10), tem-se:
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p′(x, t) =

∫∫
∂Ω0,t

∞∑
p=−∞

∞∑
q=1

(
−1

2πiR2
s

) Jp(αGpqr
∗
0)Jp(αGpqr

∗)

J2
p (αGpqRs)

(
1− p2

α2
GpqR

2
s

)
Ψs

 e−ip(φ−φ0)e−iσpqs(x−x0)eiω(t−τ0)×
∞∑

m=−∞

∞∑
n=1

βAmnΛmn
(α2

z − α2
mn)

[
Jm(α∗mnr

∗
0)Jm(αzR)− Jm(αmnR)Jm(α∗zr

∗
0)

Jm(αzR)

]
e−imθ

∗
e−ikzmnzeiωτ0

× ρi(ω − U0kz)sen(Θ)r∗0dφ0dr
∗
0dτ0. (6.24)

A interação entre os modos, p e m, na equação (6.24) pode ser investigada ao

se fixar um modo do duto principal e da ramificação. Como os modos p e m estão

fixos, há uma interação na variável de integração radial contendo:∫ Rs

0

Jp(αGpqr
∗
0)Jm(α∗zr

∗
0)r
∗
0dr

∗
0 (6.25)

Esta integral do produto de funções de Bessel de primeiro tipo e ordem arbitrária,

com argumentos não necessariamente iguais, estabelece uma interação entre os mo-

dos radiais. A integral (6.25) pode satisfazer a condição de ortogonalidade quando

as ordens são iguais, m = p, e os autovalores diferentes αGpq 6= B(φ)αz.

Destaca-se que os modos azimutais de ordens diferentes em um mesmo domı́nio,

ou duto, com condição de parede ŕıgida, são ortogonais. Contudo, em uma descon-

tinuidade do domı́nio, ocorre uma quebra de simetria azimutal, podendo acarretar

a geração de modos azimutais não ortogonais, conforme pode ser observado no tra-

balho de BAUERHEIM et al. [129].

No caso da interação entre uma onda plana e um modo superior, na ramificação

a relação de ortogonalidade radial não é satisfeita. Em particular, seja um modo

superior da ramificação, p > 1 e q fixos, e um modo de onda plana do duto principal,

m = 0 e n = 1, omitindo-se os termos multiplicativos e ao substituir α01 = 0 e

J0(0) = 1 ([19], apêndice A) na equação (6.24), tem-se:∫ Rs

0

Jp(αGpqr
∗
0)

[
1− J0(α

∗
zr
∗
0)

J0(αzR)

]
r∗0dr

∗
0 (6.26)

A integral em (6.26) pode ter sua solução avaliada ao seguir abordagem dada por

POCHERNYAEV [130]. Para isso, verifica-se a seguinte expressão ([105], caṕıtulo

V, seção 5.41, equação 2):
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Jp(αGpqr
∗
0)Jm(α∗zr

∗
0) =

(
αGpqr

∗
0

2

)p(
α∗zr

∗
0

2

)m
1

Γ(m+ 1)
×

∞∑
λ=0


(−1)λ

(
αGpqr

∗
0

2

)2λ

2F1(−λ,−p− λ;m+ 1;
(

α∗z
αGpq

)2
)

λ!Γ(p+ λ+ 1)

 (6.27)

sendo Γ a função gama e 2F1 a função hipergeométrica de Gauss. Resultados re-

centes sobre funções hipergeométricas e suas aplicações podem ser encontrados nos

trabalhos de BARICZ [131] e BEUKERS [132].

A equação (6.27) expressa o produto de duas funções de Bessel através de uma

única função hipergeométrica. A função hipergeométrica modificada 2F
∗
1, pode ser

utilizada para absorver a função gama, facilitando a determinação anaĺıtica da in-

tegral, sendo definida por ([125], caṕıtulo 15, equação 15.1.2):

2F
∗
1

(
−λ,−p− λ;m+ 1;

(
α∗z
αGpq

)2
)
≡

2F1

(
−λ,−p− λ;m+ 1;

(
α∗z
αGpq

)2)
Γ(m+ 1)

(6.28)

sendo inteira no seu ramo principal, 1 → +∞, e nos outros ramos, com a exclusão

dos pontos
(

α∗z
αGpq

)2
= 0, 1 e ∞ ([125], caṕıtulo 15).

Ao substituir a função (6.28) em (6.27), tem-se:

Jp(αGpqr
∗
0)Jm(α∗zr

∗
0) =

(
αGpqr

∗
0

2

)p(
α∗zr

∗
0

2

)m
×

∞∑
λ=0


(−1)λ

(
αGpqr

∗
0

2

)2λ

2F
∗
1(−λ,−p− λ;m+ 1;

(
α∗z
αGpq

)2
)

λ!Γ(p+ λ+ 1)

 (6.29)

Substitue-se a equação (6.29) na integral (6.26), tendo como integrando, por-

tanto, uma função hipergeométrica modificada:
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∫ Rs

0

Jp(αGpqr
∗
0)Jm(α∗zr

∗
0)r
∗
0dr

∗
0 =

∫ Rs

0

(αGpq
2

)p(α∗z
2

)m
×

∞∑
λ=0

(−1)λ
(αGpq

2

)2λ
2F
∗
1(−λ,−p− λ;m+ 1;

(
α∗z
αGpq

)2
)

λ!Γ(p+ λ+ 1)

 (r∗0)
p+m+2λ+1dr∗0 (6.30)

Pode-se obter então uma solução anaĺıtica desta integral, em um intervalo finito,

ao garantir que o integrando seja uniformemente convergente. Para isso, considera-

se a estimativa para o limite superior de uma forma da função (6.37) dada por ([105],

caṕıtulo III, seção 3.31, equação 1):

|Jm(z)| ≤ |zm|
2mΓ(m+ 1)

≤ |zm|e|I(z)|

2mΓ(m+ 1)
(6.31)

sendo I(z) uma função do argumento e m ∈ Z . Ao aplicar a segunda desigualdade

de (6.31) no integrando do lado esquerdo de (6.30), obtém-se:

|Jp(αGpqr∗0)||J0(α∗zr∗0)|r∗0 ≤
|αpGpq|r

∗p+1
0

2pΓ(p+ 1)
(6.32)

sendo p ∈ Z.

Com a desigualdade (6.32) pode-se obter um resultado mais restrito, ao tomar

o limite p→∞:

lim
p→∞

|αpGpq|r
∗p+1
0

2pΓ(p+ 1)
= 0 (6.33)

que pode ser colocado da seguinte forma:

lim
p→∞

sup (|Jp(αGpqr∗0)||J0(α∗zr∗0)|r∗0) = 0 (6.34)

Este resultado é condizente com a diminuição da influência do modo de onda

plana, do duto principal, nos modos de ordem superior da ramificação. Em parti-

cular, este resultado também indica que o integrando em (6.30), de fato, apresenta

convergência uniforme ([133], caṕıtulo 7) e permite que a seguinte propriedade seja

utilizada: ∫ b

a

∑
n

fn(x)dx =
∑
n

∫ b

a

fn(x)dx (6.35)
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sendo fn termos de uma sequência genérica uniformemente convergente em um in-

tervalo finito [a, b].

Com a convergência uniforme e a utilização da propriedade das integrais de séries

uniformemente convergentes em um intervalo fechado, dada por (6.35), obtém-se

para (6.30):

∫ Rs

0

Jp(αGpqr
∗
0)Jm(α∗zr

∗
0)r
∗
0dr

∗
0 =

(αGpq
2

)p(α∗z
2

)m
×

∞∑
λ=0

(−1)λ
(αGpq

2

)2λ
2F
∗
1(−λ,−p− λ;m+ 1;

(
α∗z
αGpq

)2
)

λ!Γ(p+ λ+ 1)

 (Rs)
p+m+2λ+2

(p+m+ 2λ+ 2)
(6.36)

Este resultado advém das propriedades das funções hipergeométricas. De fato,

devido às suas propriedades anaĺıticas, é geralmente válido tomar limites para os

diferentes parâmetros da função [125]. Através do comportamento de (6.36), para

p � 1, observa-se uma influência cada vez menor do modo de onda plana. Esta

constatação é mostrada na seção seguinte, com os gráficos de (6.36) para diferentes

valores de p.

Destaca-se que a obtenção numérica da função hipergeométrica é um problema

importante devido à sua grande variedade de aplicações em problemas matemáticos

e f́ısicos. Contudo, a solução numérica se apresenta como uma tarefa extremamente

dif́ıcil, pela existência de erros de arredondamento e cancelamento para certos valores

dos parâmetros e variável, como pode ser observado no trabalho de PEARSON [134].

A interação entre modos acústicos radiais de ordens diferentes, mostrada na ra-

mificação ciĺındrica a 90 graus, corrobora a afirmação de REDMORE e MULHOL-

LAND [22] de que, potencialmente, modos superiores possam ser excitados pelo

modo de onda plana na ramificação.

A questão levantada através de resultados experimentais por NISHIGUCHI et al.

[9], de que vibrações de origem acústica e do escoamento estejam interligadas em

descontinuidades geométricas caracterizadas por ramificações, também é respondida

afirmativamente.

6.3.1 Comportamento de (6.36) com p� 1

A partir de (6.36), ao considerar um modo de onda plana no duto principal, tem-se:
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∫ Rs

0

Jp(αGpqr
∗
0)J0(α

∗
zr
∗
0)r
∗
0dr

∗
0 =

(αGpq
2

)p
×

∞∑
λ=0

(−1)λ
(αGpq

2

)2λ
2F
∗
1(−λ,−p− λ; 1;

(
α∗z
αGpq

)2
)

λ!Γ(p+ λ+ 1)

 (Rs)
p+2λ+2

(p+ 2λ+ 2)
(6.37)

A função dada por (6.37), sendo uma soma infinita, pode ter seu comporta-

mento avaliado em situações limite através de expansões assintóticas. Com efeito,

expansões assintóticas são úteis e importantes para avaliar comportamentos limi-

tes de soluções anaĺıticas representadas por séries infinitas, conforme pontuado por

DE BRUIJN [135]. Todavia, a expansão assintótica da função dada por (6.37) en-

volve a expansão da função hipergeométrica para o parâmetro |(−p − λ)| → ∞,

constituindo-se em um problema não trivial. Uma breve revisão sobre este tipo

de expansão pode ser encontrada nos trabalhos de CVITKOVIĆ et al. [136] e de

JONES [137].

Para analisar o comportamento de (6.37), são obtidos os valores da função com

variação dos modos p e m, dos raios Rs da ramificação, mantendo R > 1 fixo, para

αGpq e α∗z reais e divididos nos casos em que α∗z < αGpq, na Figura 6.4, e α∗z > αGpq,

na Figura 6.5. Destaca-se que considerar α∗z e αGpq reais implica negligenciar os

termos viscosos destes fatores, todavia, a forma dos gráficos não se altera ao incluir

os termos complexos.

Na Figura 6.4 tem-se um conjunto de valores dos modos, m = 0 e p ∈ [0, 30],

avaliados na equação (6.37). Adicionalmente, ao se fixar um valor para o raio da

ramificação, verifica-se que o aumento da ordem do modo da ramificação tem efeito

significativo no valor da integral, ao menos para os 20 primeiros modos radiais. De

fato, observando a Figura 6.4, vê-se que a função fica próxima de zero a partir

do vigésimo modo radial. Para modos superiores, p ≥ 15, e pequenas raios da

ramificação, vê-se que a contribuição do modo de onda plana é diminuida, conforme

pode ser observado a partir da Figura 6.4.

Na Figura 6.5 tem-se situação análoga, todavia com argumentos reais seguindo a

relação α∗z > αGpq. A diminuição gradativa do integrando conforme há aumento do

modo radial também é observada. Ao comparar a Figura 6.5 com a Figura 6.4, vê-se

que a função apresenta menor amplitude de oscilação, antes de ficar mais próxima

de zero, para valores maiores do raio da ramificação. Com efeito, a influência do

modo de onda plana fica restringida em um intervalo de modos superiores menor.
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Figura 6.4: Valores de (6.37) para várias configurações de modos, m = 0 e p ∈ [0, 30],
com (α∗z < αGpq) fixo e raio Rs crescente.
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Figura 6.5: Valores de (6.37) para várias configurações de modos, m = 0 e p ∈ [0, 30],
com (α∗z > αGpq) fixo e e raio Rs crescente.

Em resumo, pode-se afirmar que há interação entre os modos de onda plana do

duto principal e modos superiores da ramificação. Esta interação é proporcional ao

aumento do raio da ramificação e inversamente proporcional à ordem do modo da

ramificação.
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6.3.2 Influência da velocidade

O efeito do número de Mach do duto principal, na interação entre modos na ra-

mificação, pode ser estudado ao avaliar o limite do último termo na função hiper-

geométrica da equação (6.37): (
α∗z
αGpq

)2

(6.38)

O número de Mach na ramificação, Ms, pode ser definido como uma fração

constante ζ, do número de Mach do duto principal:

Ms = ζM (6.39)

Através de (6.39), tem-se que o limite de (6.38), quando M � 1, é finito, a

menos do comportamento de ζ, de fato:

lim
M→∞

(
α∗z
αGpq

)2

=

(
4

3
µ+ µb

)
ζkzB(φ)

σµ
(6.40)

O resultado em (6.40) é interessante uma vez que o valor adimensional do limite

é controlado, de certa forma, pela função B(φ). Argumenta-se também que, quando

M � 1 tem-se que Ms � 1, o que por sua vez indica, heuŕısticamente, que ζ

seja também crescente na mesma ordem. Com efeito, tem-se que o aumento da

velocidade do duto principal aumenta os efeitos da interação entre modos. Destaca-

se que não se pode considerar como estritamente válidas as afirmações para M � 1,

uma vez que efeitos não lineares relacionados à formação de ondas de choque não

foram considerados. Este fato limita os resultados qualitativos deste caṕıtulo, e no

restante do trabalho, ao regime subsônico.

6.3.3 Índice de vibração

NISHIGUCHI et al. [9] desenvolvem um ı́ndice de vibração caracterizado pela mag-

nitude do ńıvel de tensão da tubulação devido à vibração induzida pelo escoamento.

Este ı́ndice de vibração mostrou correlação com os casos de falha devido à vibração

induzida acusticamente, relatados por CARUCCI e MUELLER [8]. Este ı́ndice de

vibração, I, confirma alguns resultados qualitativos obtidos anteriormente e contém

a seguinte proporcionalidade:

I ∝ ρgU
2
0Rs

ρpRfp
(6.41)

sendo ρg a massa espećıfica do gás, ρp a massa espećıfica do material da tubulação
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e fp a frequência fundamental de casca da tubulação.

De (6.41) tem-se que o aumento da velocidade tende a aumentar os ńıveis de

vibração, situação condizente com a obtida anteriormente na interação entre modos.

Outro fator de influência é a razão entre massas espećıficas, sendo que dutos com

maior massa tendem a reduzir os ńıveis de vibração.

O efeito do raio da ramificação, mostrado anteriormente, caracterizado pelo au-

mento da interação entre o modo de onda plana e modos superiores à medida que

ocorre aumento do raio da ramificação, é observada em (6.41). De fato, pode-se

argumentar que para levar em conta os efeitos de ordem superior o ı́ndice poderia

estabelecer uma relação do tipo Ra
s , com a um fator obtido a partir de experimentos

ou simulações computacionais.

ISHIGAMI et al. [138] relevam o ı́ndice de vibração ao realizaram experimentos

estendendo os resultados experimentais obtidos por NISHIGUCHI et al. [9] através

de melhorias na medição do escoamento, com aumento na quantidade de pontos de

medição de pressão. Os resultados são comparados aos observados em simulações

computacionais, para caracterizar a estrutura de turbulência existente na junção T.

Embora a adequação deste ı́ndice para vibrações devido ao escoamento seja es-

tabelecida por NISHIGUCHI et al. [9], observa-se que contém proporcionalidade

similar à obtida na interação entre modos radiais de ordens diferentes. Este fato

corrobora a afirmação de que efeitos de baixa ordem e alta ordem interagem em des-

continuidades geométricas dos sistemas de tubulação. Outro ponto a salientar é que

embora considera-se que a frequência de excitação seja única, e abaixo da frequência

de corte para ondas evanescentes do duto principal, a descontinuidade geométrica

com pequena dimensão de raio é suscet́ıvel à interação entre modos. Esta afirmação

é condizente com a grande quantidade de casos de falha relatados nestas condições

[8].

6.3.4 Influência da viscosidade

Nota-se que as caracteŕısticas dos argumentos não tiveram papel na determinação

da interação entre os modos. Em particular, a viscosidade não impôs restrições sobre

o comportamento da equação (6.37). O principal efeito da viscosidade é inserir um

termo complexo nos argumentos de propagação αmn e αGpq. Este termo complexo

tem um efeito de atenuação em cada modo e esta influência é verificada através das

soluções da equação de dispersão (3.34).

A descrição das condições de existência de modos propagantes ou evanescentes é

afetada pela equação de dispersão (3.34) ao dificultar o estabelecimento de condições

para que as ráızes sejam reais ou complexas, como pode ser verificado pelas relações

(3.42). De fato, pode-se afirmar que a inclusão da viscosidade tem, potencialmente,
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o efeito de redução da quantidade de ráızes puramente imaginárias. Para isso, seja

o seguinte polinômio de grau n:

P (z) =
n∑
j=0

ajz
j (6.42)

com d ráızes com partes reais positivas. Então, tem-se a seguinte estimativa para o

limite superior da quantidade de zeros com partes reais positivas ([114], caṕıtulo 1,

seção E.7):

d2 ≤ 2n log

(
|a0|+ |a1|+ · · ·+ |an|√

|a0an|

)
(6.43)

ao definir di como o limite superior da quantidade de zeros reais de uma relação

de dispersão inv́ıscida, (3.35), e dv o limite para a relação de dispersão que inclui a

viscosidade, (3.34), tem-se:

d2i ≤ d2v = 8 log

(
|a0|+ |a1|+ |a2|+ |a3|+ |a4|√

|a0a4|

)
(6.44)

Da desigualdade (6.44) fica evidente que a simples inclusão da viscosidade, ao

aumentar o grau algébrico da relação de dispersão, torna a descrição anaĺıtica, de

modos propagantes ou evanescentes, mais dif́ıcil, exigindo a utilização de métodos

numéricos, caracterizados por algoŕıtimos de busca de ráızes adequados [26, 39].

Com efeito, a inclusão da viscosidade e da condutividade térmica no trabalho de

DOKUMACI [26] foi responsável pelo aparecimento de modos de ordem superior

anômalos, nos quais o sentido de propagação não satisfaz a condição usual dos sinais

das partes imaginária e real do número de onda axial. Para chegar neste resultado,

a relação de dispersão foi resolvida numericamente e a influência da viscosidade e

frequência na propagação dos modos verificada através do número de Stokes.

Embora a existência de modos com partes reais e imaginárias, não respeitando

a relação de decaimento (2.37), tenha sido observada por DOKUMACI [26], e a

explicação f́ısica mencionada como posśıvel resultado de uma transferência de ener-

gia dissipativa, a explicação matemática não foi desenvolvida. De fato, como já foi

observado no Caṕıtulo 3, a inclusão da viscosidade resulta em uma relação de dis-

persão polinomial com coeficientes complexos, tem-se então que todas as suas ráızes

são complexas. Além disso, é posśıvel mostrar quais as condições para a existência

dos modos anômalos pelo conceito de polinômio de Hurwitz, isto é, um polinômio

com todos os zeros contendo parte real negativa [139].

Com efeito, FRANK [140] estabelece critérios para a contagem da quantidade de

zeros com parte real negativa e positiva, em um polinômio de coeficientes complexos
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a partir do método desenvolvido por SCHUR [139]. Um critério para a existência

de todas as ráızes com parte real negativa, baseado em determinantes, também é

demonstrado por FRANK ([141], Teorema 3.2). Deste modo, uma abordagem ma-

temática pode ser realizada na investigação das caracteŕısticas das ráızes da relação

de dispersão, sendo uma alternativa em relação à investigação numérica dos modos.

Um outro efeito da viscosidade é tornar a velocidade de grupo, ug complexa,

podendo conter informações sobre o transporte e dissipação de energia no meio,

conforme argumentado no trabalho de GERASIK e STASTNA [142]. Interessante

notar que a inclusão da viscosidade altera as caracteŕısticas das equações de pro-

pagação levando à várias implicações em diferentes e significativas áreas, sendo a

propagação acústica no escoamento de um fluido viscoso, portanto, importante, no

sentido dado por HARDY [143].

Destaca-se que embora as condições para a existência de modos superiores pura-

mente evanescentes, com parte real nula, não tenham sido obtidas pela complexidade

da relação de dispersão, este fato não prejudica os resultados obtidos, uma vez que

os problemas de falhas em ramificações acontecem justamente próximo à junção

e onde as ondas evanescentes geradas ainda não tiveram decaimento exponencial

significativo.

Adicionalmente, a condição de contorno de parede ŕıgida é utilizada através da

relação α01 = 0, sendo responsável pelo aparecimento do fator 1 no integrando da

integral (6.26). Uma condição de contorno de parede com impedância finita deve

mostrar novas formas de interação entre os modos em conjunto com a viscosidade.

Em particular, para escoamentos inv́ıscidos, ocorre o aparecimento de modos de

superf́ıcie e hidrodinâmicos, conforme mostrado por RIENSTRA [144].
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Caṕıtulo 7

Conclusões

Neste trabalho foi apresentada uma modelagem da propagação sonora em dutos,

na presença de escoamento médio uniforme, viscosidade e uma descontinuidade do

domı́nio. Esta abordagem é utilizada na investigação da interação entre modos

radiais em uma ramificação de um duto circular.

O operador de onda derivado, (3.6), através do rearranjo das equações de con-

servação, estende a equação dada por KINSLER et al. [72], ao incluir o efeito do

escoamento médio, e as equações utilizadas por BRAMBLEY [21] e RIENSTRA e

TESTER [39], (3.10) e (3.9), ao incluir a viscosidade. A equação obtida constitui-se

em um caso especial do operador isentrópico, que inclui a condutividade térmica

do escoamento, obtido por DOKUMACI [26]. Uma nova equação de dispersão é

obtida, (3.34), relacionando os autovalores da equação diferencial com a frequência.

A equação de dispersão também retoma, como um caso particular, a situação do

escoamento de um fluido inv́ıscido bem conhecida, (3.35), dada por RIENSTRA

[19].

A condição de contorno adotada de parede ŕıgida, (3.33) e (4.9), permite simpli-

ficação na determinação da função de Green e do campo de pressão sonora interna

ao duto. Todavia, as derivações para o caso de condição de contorno de impedância

acústica finita são semelhantes e a mudança de condição pode ser obtida seguindo-se

o mesmo procedimento adotado nas derivações das funções de Bessel, como mostrado

no Apêndice C.

Foi obtida uma função de Green para o operador encontrado, (4.32), que estende

as formas conhecidas no limite inv́ıscido, dadas por RIENSTRA e TESTER [39],

mas com argumentos espećıficos para o caso estudado. Os detalhes da derivação

são explicitados no Apêndice C. A forma de derivação da função (4.32) serve como

base, possibilitando que seja diretamente aplicada para outros operadores.

As equações para a flutuação de velocidade em coordenadas ciĺındricas são ob-

tidas, (5.13), e uma relação assintótica de produtos de funções de Bessel de pri-

meiro e segundo tipo é explicitada em (5.35). A componente axial da velocidade
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é então utilizada, junto com a função de Green, em uma integral de convolução

para identificar os termos que governam a interação entre modos radiais em uma

ramificação ciĺındrica. A resolução numérica dos modos refletidos e transmitidos é

evitada ao desconsiderar o espectro de espalhamento, em uma abordagem qualita-

tiva da interação entre modos do duto e da ramificação, conforme REDMORE e

MULHOLLAND [22].

Os resultados obtidos indicam que, ao incidir na ramificação, o modo de onda

plana produz uma contribuição em modos de ordem superior na ramificação. Uma

relação entre as coordenadas ciĺındricas dos dois trechos de dutos é obtida, (6.12), e

utilizada na integral de convolução. A transformação de coordenadas impõe restrição

ao domı́nio de integração azimutal. A dependência cont́ınua dos modos da rami-

ficação em função dos modos do duto principal, (6.27), é mostrada na Figura 6.4 e

Figura 6.5, com diferentes combinações de modos da ramificação e do duto principal.

Mostra-se que a dependência é maior nos primeiros modos da ramificação e diminui

com o aumento da ordem dos modos e com a dimensão do raio da ramificação.

A viscosidade não indicou contribuir com a posśıvel interação entre modos na

ramificação, apresentando contudo influência nas caracteŕısticas de propagação dos

modos em função das ráızes da equação de dispersão (3.34). Uma investigação

numérica e anaĺıtica mais completa das ráızes de dispersão pode estabelecer resul-

tados semelhantes aos obtidos por DOKUMACI [26] e explicitar critérios de pro-

pagação axial dos modos.

Os resultados, para interação entre modos, sugerem que os fenômenos denomi-

nados vibração induzida pelo escoamento e vibração induzida acusticamente estão

relacionados quando da existência de descontinuidades geométricas do domı́nio. De

fato, é bem conhecido que a hipótese de propagação de ondas planas é tanto mais

válida quanto mais distante de descontinuidades do duto. Outro ponto a salientar,

é que pequenas dimensões de raios na ramificação ciĺındrica também apresentaram

interação entre os modos superiores e o modo de onda plana do duto principal. Tal

afirmação é condizente com os relatos de casos de falha por fadiga em tubulações de

pequeno diâmetro, reportada originalmente por CARUCCI e MUELLER [8]. To-

davia, verifica-se que uma maior dimensão de raio da ramificação permite que mais

modos superiores sejam excitados na ramificação.

Como sugestão de trabalhos futuros, tem-se:

• Inclusão de condição de contorno de parede com impedância acústica finita e

comparar resultados obtidos por DOKUMACI [26] e BRAMBLEY [21].

• Utilização do Método de Wiener-Hopf para descrever mudanças abruptas do

domı́nio, utilizado em curvas por BRAMBLEY [21].

• Obtenção dos coeficientes de reflexão e transmissão na junção através de forma-
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lismo matricial e truncamento de modos, como realizado por MUEHLEISEN

[23].

• Avaliação numérica e anaĺıtica das ráızes da equação de dispersão (3.34), indi-

cando suas caracteŕısticas no domı́nio complexo através do método dado por

FRANK [140], aumentando a compreensão sobre a existência e o comporta-

mento de modos evanescentes e propagantes.

• Validar os resultados qualitativos obtidos, para a influência do modo de onda

plana, através de simulações numéricas do escoamento.

• Desenvolver uma análise acoplada com os modos da estrutura dos dutos, iden-

tificando os parâmetros que facilitam a transferência de energia acústica para

a estrutura e as condições de ressonância, construindo sobre a abordagem de

ı́ndices de vibração de NISHIGUCHI et al. [9].
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[114] BORWEIN, P., ERDÉLYI, T. Polynomials and polynomial inequalities, v.

161. Springer Science & Business Media, 2012.

[115] AHLFORS, L. V. Complex Analysis, (International series in pure and applied

mathematics). McGraw-Hill, 1979.

[116] CRAMER, M. “Numerical estimates for the bulk viscosity of ideal gases”,

Physics of fluids, v. 24, n. 6, 2012.

[117] GARDNER, R. B., GOVIL, N. “Eneström–Kakeya Theorem and Some of Its

Generalizations”. In: Current Topics in Pure and Computational Complex

Analysis, Springer, pp. 171–199, 2014.

93



[118] OPPENEER, M. Sound propagation in lined ducts with parallel flow. Tese de

Doutorado, Technische Universiteit Eindhoven, 2014.

[119] LIN, J., SCALO, C., HESSELINK, L. “Bulk viscosity model for near-

equilibrium acoustic wave attenuation”, arXiv preprint arXiv:1707.05876,

2017.

[120] KEEFE, D. H. “Acoustical wave propagation in cylindrical ducts: Trans-

mission line parameter approximations for isothermal and nonisothermal

boundary conditions”, The Journal of the Acoustical Society of America,

v. 75, n. 1, pp. 58–62, 1984.

[121] HUERRE, P., KARAMCHETI, K. Effects of friction and heat conduction on

sound propagation in ducts. Tese de Doutorado, Dept. of Aeronautics and

Astronautics, Stanford University., 1976.

[122] RAYLEIGH, J. W. S. B. The theory of sound, v. 2. Macmillan, 1896.

[123] MORSE, P. M., INGARD, K. U. Theoretical acoustics. Princeton University

Press, 1968.

[124] COUTO, R. T. “Some comments on improper integrals representing physical

quantities”, Revista Brasileira de Ensino de F́ısica, v. 29, n. 3, pp. 313–

324, 2007.

[125] OLVER, F. W., LOZIER, D. W., BOISVERT, R. F., et al. NIST Handbook

of Mathematical Functions. Cambridge University Press, 2010.

[126] ZIADA, S., MCLAREN, K., LI, Y. “Flow-acoustic coupling in T-junctions:

effect of T-junction geometry”, Journal of Pressure Vessel Technology,

v. 131, n. 4, pp. 041302, 2009.

[127] ZIADA, S., SCOTT, A., ARTHURS, D. “Acoustic excitation by flow in T-

junctions”, Journal of Pressure Vessel Technology, v. 129, n. 1, pp. 14–20,

2007.

[128] MATHEMATICA, W. “Wolfram Research”, Inc., Champaign, Illinois, 2009.

[129] BAUERHEIM, M., NDIAYE, A., CONSTANTINE, P., et al. “Symmetry bre-

aking of azimuthal thermoacoustic modes: the UQ perspective”, Journal

of Fluid Mechanics, v. 789, pp. 534–566, 2016.

[130] POCHERNYAEV, V. “Integrals of products of Bessel functions for applied

electrodynamic problems”, Ukrainian Mathematical Journal, v. 47, n. 4,

pp. 658–662, 1995.

94
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Apêndice A

Vorticidade e energia

Sendo a equação (2.33) a base para os métodos de resolução dos problemas acústicos

de ressonância em baixa frequência, o procedimento para sua obtenção é revisto.

Para um fluido inv́ıscido, sem forças de corpo e isentrópico, tem-se para a forma

de Crocco da equação do momento [31]:

∂ui
∂t

+
∂B

∂xi
= (u× ω)i (A.1)

Através da decomposição de Helmholtz, tem-se:

∂uisol
∂t

+
∂

∂t

(
∂φ0

∂xi
+
∂φ′

∂xi

)
+
∂B

∂xi
= (usol × ω)i + (upot × ω)i (A.2)

Considerando campo de velocidade potencial médio uniforme, e tomando o pro-

duto escalar pelo campo de velocidade solenoidal, vem:

1

2

∂(uisoluisol)

∂t
+ uisol

[
∂

∂xi

(
∂φ′

∂t
+B

)]
= uisol (upot × ω)i (A.3)

Integrando em um volume Ω →∞ e reconhecendo que o segundo termo do lado

esquerdo de (A.3) decresce com o cubo da distância [33], obtém-se:∫
Ω

1

2

∂(uisoluisol)

∂t
dΩ =

∫
Ω

uisol (upot × ω)i dΩ (A.4)

A equação (A.4) equivale à taxa de absorção ou transferência de energia acústica

pelo escoamento devido à interação com o campo solenoidal e potencial, sendo equi-

valente à equação (2.33) ao tomarmos uma média temporal e multiplicarmos pela

massa espećıfica uniforme.
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Apêndice B

Conceitos de análise complexa

B.0.5 Conceitos básicos

Neste apêndice são definidos alguns fundamentos da teoria das funções definidas

em domı́nios complexos. Os resultados são utilizados como referência para alguns

desenvolvimentos executados ao longo do texto. Em particular, para o estudo das

caracteŕısticas da função (4.11).

Definição B.1 ([109], caṕıtulo 2). Seja Ω um conjunto aberto em C e uma função

f : C→ C. A função f é holomorfa no ponto z0 ∈ Ω ⊂ C se o limite:

f ′(z0) = lim
h→0

f(z0 + h)− f(z0)

h
(h ∈ C) (B.1)

existe quando h→ 0, com h 6= 0 e z0 + h ∈ Ω.

Uma função f = u + iv, holomorfa, deve satisfazer as Equações de Cauchy −
Riemann dadas abaixo [109, 115, 145]:

∂u

∂x
=
∂v

∂y
e
∂u

∂y
= −∂v

∂x
(B.2)

sendo x, y ∈ R.

Para demonstrar o resultado acima, considera-se o limite no qual a variável h

é puramente real, e, depois, puramente complexa [145]. Em particular, pode-se

mostrar que as partes reais e imaginárias de uma função holomorfa são harmônicas

[109].

Um função é holomorfa em Ω se for holomorfa em todo ponto de Ω. Uma função

holomorfa em todo o plano complexo C é chamada de inteira [109, 145].

Definição B.2 ([115], caṕıtulo 5). Uma sequência z1, z2, ... de números complexos

é dita convergir à um número w ∈ C se:

98



lim
n→∞

|zn − w| = 0 e escreve-se w = lim
n→∞

zn (B.3)

Definição B.3 ([133], caṕıtulo 3). Uma sequência zn é de Cauchy, se:

∀ε > 0 ⇒ ∃N ∈ Z+ tal que n,m > 0 e n,m > N ⇒ |zn − zm| < ε (B.4)

Um espaço métrico é dito ser completo se toda sequência de Cauchy converge

[109],[133]. Em particular, o conjunto dos números reais, R, e o conjunto dos

números complexos, C, são completos [62].

Define-se um disco aberto Dr(z0), de raio r e centro z0 como [109]:

Dr(z0) = {z ∈ C : |z − z0| < r}

sendo z0 ∈ C e r > 0.

De modo análogo, define-se o disco fechado, Dr(z0), de raio r e centro z0 como

[109]:

Dr(z0) = {z ∈ C : |z − z0| ≤ r}

O contorno dos discos definidos acima é o ćırculo [109]:

Cr(z0) = {z ∈ C : |z − z0| = r}

Definição B.4 ([133], caṕıtulo 2). Um ponto, z0 ∈ C, é um ponto limite, ou ponto

de acumulação, de um conjunto Ω se qualquer disco aberto Dr(z0) possui um ponto

z ∈ Ω.

Definição B.5 ([109], caṕıtulo 2). Uma função f , definida em um conjunto Ω de

números complexos, é cont́ınua em um ponto z0 ∈ Ω se:

∀ε > 0 ⇒ ∃δ > 0 tal que z ∈ Ω e |z − z0| < δ ⇒ |f(z)− f(z0)| < ε (B.5)

Proposição B.1 ([109],[115],[145]). Se f e g são holomorfas em um conjunto Ω,

então:

• f + g é holomorfa em Ω e (f + g)′ = f ′ + g′ .

• fg é holomorfa em Ω e (fg)′ = f ′g + fg′.
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• Se g(z0) 6= 0, então f/g é holomorfa em z0 e

(f/g)′ =
f ′g − fg′

g2
.

Além disso, se f : Ω → C e g : U → C são holomorfas, a regra da cadeia é

valida

(g ◦ f)′(z) = g′(f(z))f ′(z) ,∀z ∈ Ω.

sendo g ◦ f a composição das funções.

Define-se uma singularidade pontual, de uma função f , como o número complexo

z0 tal que f é definida em uma vizinhança de z0, exceto em z0 [109]. As singularidades

podem ser remov́ıveis, polos e essenciais [115]. Um polo, z0 de uma função f é tal

que f é definida em toda vizinhança de z0, e tal que a função 1/f ≡ 0, em z0, é

holomorfa em uma vizinhança de z0 e também em z0 [109].

Teorema B.2 (Raio de Convergência [109, 133]). Dada uma série de potências∑∞
n=0 anz

n, existe 0 ≤ R ≤ ∞ tal que:

• Se |z| < R a série converge absolutamente.

• Se |z| > R a série diverge.

Além disso, ao convencionar que
1

0
=∞ e

1

∞
= 0, o raio R é dado pela fórmula

1

R
= lim sup

n→∞

n
√
|an|. (B.6)

sendo R o raio de convergência da série de potências e a região |z| < R o disco de

convergência.

Em conjunto com o Teorema B.2, também são úteis os testes de convergência de

uma série de potências.

Teorema B.3 (Teste da raiz [133], caṕıtulo 3). Dada uma série
∑
an, seja α =

lim supn→∞
n
√
|an|, então:

• Se α < 1, a série converge.

• Se α > 1, a série diverge.

• Se α = 1, o teste é inconclusivo.
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A prova do Teorema B.3 faz uso da propriedade de convergência limitada das

séries [133, 146], isto é, mostra-se que existe uma série convergente e que limita a

série
∑
an, implicando na sua convergência.

Teorema B.4 (Teste da razão [133], caṕıtulo 3). Dada uma série
∑
an, seja α =

lim supn→∞|
an+1

an
|, então:

• Se α < 1, a série converge.

• Se α ≥ 1, a série diverge para todo n ≥ n0, sendo n0 um inteiro fixo.

A importância do Teorema B.2 torna-se evidente para as funções holomorfas pelo

seguinte resultado:

Teorema B.5 ([109, 133, 146]). Uma série de potências f(z) =
∑∞

n=0 anz
n, define

uma função holomorfa em seu disco de convergência. A derivada de f é também

uma série de potências obtida por diferenciação termo a termo da série para f , dada

por,

f ′(z) =
∞∑
n=0

nanz
n−1 (B.7)

Além disso, f ′(z) possui o mesmo raio de convergência de f .

Definição B.6 ([109], caṕıtulo 3). Uma função f , definida em um aberto Ω ⊂ C,

é chamada de meromorfa se existe uma sequência de pontos {z0, z1, z2, · · · } que não

possui pontos limite em Ω, e tal que:

• A função f é holomorfa em Ω − {z0, z1, z2, · · · }, e

• A função f tem polos nos pontos {z0, z1, z2, · · · }.

Teorema B.6 ([109], caṕıtulo 3). Suponha que f é holomorfa em um conjunto

aberto Ω, que não é a união de dois conjuntos separados não vazios, tenha um zero

em um ponto z0 ∈ Ω e não é identicamente nula em Ω. Então existe uma vizinhança

U ⊂ Ω de z0, uma função holomorfa g em U e um inteiro positivo único n tal que:

f(z) = (z − z0)ng(z), ∀z ∈ U (B.8)

sendo n ørdem do zero da função f em z0.

O Teorema B.6 é importante para o próximo resultado, que explicita o conceito

de reśıduos:
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Teorema B.7 ([109], caṕıtulo 3). Se f tem um polo de ordem n em z0, então:

f(z) =
a−n

(z − z0)n
+

a−n+1

(z − z0)n−1
+ · · ·+ a−1

(z − z0)
+G(z) (B.9)

sendo G holomorfa em um disco aberto centrado em z0 e o coeficiente a−1 o reśıduo

de f no polo.

Teorema B.8 (Fórmula do Reśıduo [109], caṕıtulo 3, Corolário 2.3). Suponha que

f é holomorfa em um conjunto aberto contendo o contorno γ e seu interior, exceto

por polos nos pontos z1, · · · , zN dentro de γ. Então

∫
γ

f(z)dz = 2πi
N∑
k=1

reszkf. (B.10)
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Apêndice C

Demonstrações e deduções

C.1 Dedução da equação (4.7)

Nesta seção é deduzida a solução particular da equação (4.5) através do método de

variação de parâmetros. A solução homogênea de (4.5), Gh ∈ W , é coberta com a

lista linearmente independente (w1(x), w2(x)), sendo (v1, . . . , vn) e (w1, . . . , wn) as

bases dos espaços vetoriais V e W . A solução particular, Gp, é dada por:

Gp = a1(x)w1(x) + a2(x)w2(x) (C.1)

sendo os coeficientes a1(x) e a2(x) as incógnitas.

O operador T é utilizado em sua forma generalizada, dada abaixo:

T ≡ ∂2

∂x2
+ p(x)

∂

∂x
+ q(x) (C.2)

Assim, substituindo-se a expressão (C.1) na transformação linear (C.2), tem-se:

a1(x)
∂2w1(x)

∂x2
+
∂w1(x)

∂x

∂a1(x)

∂x
+ w1(x)

∂2a1(x)

∂x2
+
∂a1(x)

∂x

∂w1(x)

∂x

+ a2(x)
∂2w2(x)

∂x2
+
∂a2(x)

∂x

∂w2(x)

∂x
+ w2(x)

∂2a2(x)

∂x2
+
∂a2(x)

∂x

∂w2(x)

∂x

+ p(x)

[
a1(x)

∂w1(x)

∂x
+ w1(x)

∂a1(x)

∂x
+ a2(x)

∂v2(x)

∂x
+ w2(x)

∂a2(x)

∂x

]
+ q(x) [a1(x)w1(x) + a2w2(x)] = r(x) (C.3)

sendo r(x) a não homogeneidade da solução particular, aplicada em T .

Sendo os coeficientes arbitrários, pode-se estabelecer a seguinte equação:
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∂a1(x)

∂x
w1(x) +

∂a2(x)

∂x
w2(x) = 0 (C.4)

Logo, ao substituir(C.4) em (C.3), verifica-se que:
∂a1(x)

∂x
w1(x) +

∂a2(x)

∂x
w2(x) = 0

∂a1(x)

∂x

∂w1(x)

∂x
+
∂a2(x)

∂x

∂w2(x)

∂x
= r(x)

(C.5)

Com o sistema acima, chega-se ao seguinte resultado:

∂a1(x)

∂x
=

−w2(x)r(x)[
∂w2(x)

∂x
w1(x)− ∂w1(x)

∂x
w2(x)

]
∂a2(x)

∂x
=

w1(x)r(x)[
∂w2(x)

∂x
w1(x)− ∂w1(x)

∂x
w2(x)

] (C.6)

Considerando o argumento x = αGr, no caso estudado, tem-se:
w1(x) = Jm(αGr)

w2(x) = Ym(αGr)

r(x) =
δ(αG(r − r0))

4π2r
=
δ(r − r0)
4π2r|αG|

(C.7)

sendo que, ao considerar o argumento x como r, o termo αG aparece na descrição

do Wronskiano, equivalentemente ao termo |αG| em r(x) da equação (C.7). Assim,

a solução particular pode ser obtida através da integração em r:

Gp(αGr) =

[∫ r

0

−Ym(αGε)δ(ε− r0)dε
4π2ε|αG|W (Jm(αGε), Ym(αGε))

]
Jm(αGr)

+

[∫ r

0

Jm(αGε)δ(ε− r0)dε
4π2ε|αG|W (Jm(αGε), Ym(αGε))

]
Ym(αGr) (C.8)

sendo ε uma variável de integração.

Utilizando a expressão para o Wronskiano [108]:

W (Jm(αGr), Ym(αGr)) =
2

π(αGr)
(C.9)

Tem-se, de (C.9) em (C.8):

Gp(αGr) =
1

8π
[Jm(αGr0)Ym(αGr)− Jm(αGr)Ym(αGr0)] (C.10)
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C.2 Demonstração da meromorficidade de (4.11)

Para utilizar a fórmula (4.14) é preciso garantir que (4.11) seja meromorfa e neste

apêndice este fato e seu desenvolvimento é explicitado. Primeiro, nota-se que o teste

da razão, Teorema B.4, pode ser utilizado no lugar do teste da raiz, Teorema B.3,

para a determinação do raio de convergência de uma série de potências no domı́nio

complexo, isto é, para uma sequência de números complexos,{an}∞n=0, tem-se ([109],

caṕıtulo 1, exerćıcio 17):

lim
n→∞

|an+1|
|an|

= L = lim
n→∞

n
√
|an| (C.11)

se o limite L existir.

Para a função de Bessel de primeiro tipo e ordem m ∈ Z+, tem-se:

Jm(z) =
∞∑
n=0

(−1)n(1
2
z)m+2n

n!(m+ n)!
=
(z

2

)m ∞∑
n=0

[
(−1)n

n!(m+ n)!4n

]
︸ ︷︷ ︸

an

(z)2n (C.12)

Mais explicitamente, na forma
∑∞

n=0 anz
n, tem-se:

an =
(−1)n

n!(m+ n)!4n
⇒ an+1 =

(−1)n+1

(n+ 1)!(m+ n+ 1)!4n+1
(C.13)

Fazendo a razão entre termos consecutivos, tem-se:

an+1

an
=

(−1)n!(m+ n)!

(n+ 1)!(m+ n+ 1)!4
=

(−1)n(n− 1)!(m+ n)(m+ n− 1)!

(n+ 1)(n)(n− 1)!(m+ n+ 1)(m+ n)(m+ n− 1)!4

que resulta

an+1

an
=

(−1)

(n+ 1)(m+ n+ 1)4
⇒

∣∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣∣ =
(1)∣∣∣∣∣(n+ 1)(m+ n+ 1)4

∣∣∣∣∣
Logo, o teste da razão implica uma relação para o raio de convergência do tipo

([133], caṕıtulo 3, Teorema 3.37):

R =
1

lim sup
n→∞

|an|
1
n

≥ 1

lim sup
n→∞

∣∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣∣
=∞

Assim, o raio de convergência da função de Bessel de primeiro tipo e ordem
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m ∈ Z+ é infinito, um resultado bem conhecido. Pelo Teorema B.5 tem-se que a

função é holomorfa em todo o plano complexo C e, portanto, é inteira. Para a função

de Bessel de segundo tipo, procede-se da mesma maneira:

Ym(z) = − 1

π

m−1∑
n=0

(m− n− 1)!(1
2
z)−m+2n

n!︸ ︷︷ ︸
A

+
2

π
ln

(
1

2
z

)
Jm(z)︸ ︷︷ ︸

B

− 1

π

∞∑
n=0

[ψ(n+ 1) + ψ(m+ n+ 1)]
(−1)n(1

2
z)m+2n

n!(m+ n)!︸ ︷︷ ︸
C

sendo ψ(1) = −γ, ψ(k) = −γ +
∑k−1

n=1

1

k
e γ = 0, 577215664901532 [18].

O termo A é avaliado como se segue:

− 1

π

m−1∑
n=0

(m− n− 1)!(1
2
z)−m+2n

n!
=

(
− 1

π

)(z
2

)−m m−1∑
n=0

[
(m− n− 1)!

n!4n

]
(z)2n

Em particular, na forma
∑∞

n=0 anz
n, tem-se:

an =
(m− n− 1)!

n!4n
⇒ an+1 =

(m− n− 2)!

(n+ 1)!4n+1

Para a razão entre os termos consecutivos, tem-se:

an+1

an
=

1

4(n+ 1)(m− n− 1)

Logo, o termo A é convergente. O termo B também converge de modo análogo,

possuindo, contudo, singularidade essencial em z = 0, ponto de ramificação. Para o

termo C, a convergência uniforme, para todos os valores positivos de m, é conseguida

seguindo argumento dado por BÔCHER [147] e sumarizado por RUDIN ([133],

caṕıtulo 3, Teorema 3.42). Deste modo, a função de Bessel de segundo tipo e ordem

m ∈ Z+ também é holomorfa em todo o plano complexo, em cada ramo, C, exceto

possivelmente na origem [109].

Pela Proposição (B.1) as funções holomorfas são fechadas em relação à mul-

tiplicação e adição, assim, o denominador, pelo Teorema B.5, e o numerador da

função (4.11) são funções holomorfas. Como toda função holomorfa tem zeros iso-

lados ([109], caṕıtulo 2, Teorema 4.8), conclui-se que a equação (4.11) é uma razão

de funções holomorfas e, portanto, meromorfa.
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C.3 Dedução da equação (4.18)

A estratégia de dedução consiste na aplicação cuidadosa das relações de recorrência

(4.16) e da equação (4.17) de modo a evitar o aumento da ordem das funções de

Bessel resultantes. A derivação a seguir fornece os detalhes omitidos por RIENSTRA

e TESTER [39] na obtenção de fórmulas semelhantes.

São utilizadas as relações de recorrência abaixo ([108], caṕıtulo 1, seção 6):

dJm(ε)

dε
=

Jm−1(ε)−
m

ε
Jm(ε)

−Jm+1(ε) +
m

ε
Jm(ε)

(C.14)

Os termos acima são substitúıdos alternadamente nas derivadas de funções de

Bessel, como se segue:

dJ ′m(ε)

dε
=

d

dε

[
dJm(ε)

dε

]
=

d

dε

[
−Jm+1(ε) +

m

ε
Jm(ε)

]
= −

[
Jm(ε)− (m+ 1)

ε
Jm+1(ε)

]
+m

[
−Jm(ε)

ε2
+

1

ε

dJm(ε)

dε

]
= −

[
Jm(ε)− (m+ 1)

ε
Jm+1(ε)

]
+m

[
−Jm(ε)

ε2
+

1

ε

(
−Jm+1(ε) +

m

ε
Jm(ε)

)]
= −Jm(ε) +

Jm+1(ε)

ε
−mJm(ε)

ε2
+
m2

ε2
Jm(ε)

(C.15)

Finalmente, da equação (4.17) em (C.15), tem-se a equação (4.18).
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