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Resumo da Dissertacdo apresentada a COPPE/UFRJ como parte dos requisitos

necessarios para a obtengdo do grau de Mestre em Ciéncias (M.Sc.)

PREVISAO DO ESPECTRO DO RUIDO DE JATOS, INCLUINDO EFEITOS DE
TEMPERATURA, A PARTIR DA MEDICAO A 90°

Fabio José Schor

Setembro/2018

Orientador: Ricardo Eduardo Musafir
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E desenvolvido um modelo para, a partir do espectro de um jato frio, a 90°, obter-
se 0 espectro correspondente a um jato aquecido ou frio, a qualquer angulo. O modelo
utiliza a analogia de Lilley — que considera a propagagdo linear em um escoamento
paralelo e trata os termos néo lineares como fontes —, que inclui explicitamente os efeitos
da interacdo da fonte com o escoamento, e emprega solucdes analiticas existentes na
literatura para o caso de escoamento uniforme nos limites de alta e baixa frequéncias. A
solucdo proposta € obtida a partir de uma representacao geral para a solugdo da equacgéo
de Lilley, que explicita os gradientes de velocidade e de temperatura, e da utilizagéo
combinada das solucdes assintéticas. O modelo depende da temperatura, didmetro do jato,
do nimero de Mach e da frequéncia. Mostra-se que além dos termos correspondentes ao
jato frio, o jato quente envolve novos componentes com eficiéncia dipolar e quadripolar,
que sdo discutidos. A comparacdo dos resultados previstos pelo modelo com dados
experimentais mostra que o0 modelo funcionou razoavelmente bem para angulos fora do
cone de siléncio. O modelo permitiu evidenciar a importancia dos dipolos para numeros
de Mach pequenos nas baixas frequéncias e a redugdo do ruido nas altas frequéncias

devido aos efeitos da temperatura para alguns casos.
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PREDICTION OF JET NOISE SPECTRUM, INCLUDING TEMPERATURE
EFFECTS, FROM MEASUREMENTS AT 90°

Fabio José Schor
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A model is developed to obtain, from the spectrum of a cold jet at 90°, the
corresponding spectrum for a heated or cold jet at any angle. The model uses the Lilley
analogy — which considers a linearized wave equation for a parallel flow and regards the
nonlinear terms as sources —, which includes explicitly flow-source interaction effects,
and employs analytical solutions available in the literature for the case of uniform flow
in the limits of high and low frequencies. The proposed solution is obtained from a general
representation for the solution of the Lilley equation, which shows explicitly the velocity
and temperature gradients, and the combined use of the asymptotic solutions. The model
depends on the temperature, jet diameter, Mach number and frequency. It is shown that
in addition to the terms corresponding to the cold jet, the hot jet involves new components
with dipole and quadripolar efficiency, which are discussed. The comparison of the
results predicted by the model with experimental data showed that the model performed
reasonably well for angles outside the cone of silence. It also evidenced the importance
of dipoles for small Mach numbers at low frequencies and the reduction of noise at high

frequencies due to the effects of temperature for some cases.
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1 INTRODUCAO

O estudo do som gerado aerodinamicamente obteve consideravel interesse a
partir do final dos anos 1940, como resultado do surgimento do turbo jato, que logo foi
reconhecido como uma das fontes sonoras mais potentes e com grande potencial de
incémodo. Além do imediato interesse em medicdes de ruido e em técnicas empiricas
para sua reducédo, também se focou no entendimento do mecanismo fisico pelo o qual o

som é gerado.

Neste trabalho, estamos interessados na previsdo do som gerado pelo
escoamento de um jato livre. Assim, é necessario compreender o comportamento fisico
de um jato como fonte sonora. O jato de ar sai atraves de um bocal e interage com 0 meio
circundante. Essa interacdo resulta na criacdo e intensificacdo de vortices que se movem
na direcdo do escoamento. Os vartices criados rapidamente apresentam um movimento
cadtico, dando origem a turbuléncia, no qual qualquer regularidade sé é percebida com o

uso de técnicas estatisticas.

As flutuacdes de velocidade em um escoamento turbulento criam pequenas
perturbacdes capazes de se propagar por longas distancias para fora do escoamento. Essas
pequenas perturbacdes — que sdo percebidas como som — correspondem a menos de
1% da energia do escoamento. Karabasov (2010) argumenta que o pouco entendimento
da turbuléncia e a baixa eficiéncia acustica do escoamento fazem o problema do ruido

gerado pelo jato ser particularmente desafiador.



Lighthill (1952) foi o primeiro a tratar com sucesso a questdo do som gerado
aerodinamicamente — que inclui o ruido de jato — e o seu trabalho resultou na criacdo
do novo campo académico chamado de aeroacustica. Na teoria de Lighthill, as equacGes
de Navier-Stokes sdo rearranjadas em uma Unica equacdo da onda para ondas viajando
em um meio homogéneo, isotrépico e em repouso; a variavel é a flutuacdo de densidade

e os efeitos devido ao escoamento sdo tratados como fonte.

Posteriormente, novas formulac6es e analogias foram desenvolvidas, como
por exemplo as de Powel (1964), Lilley (1971) e Goldstein (2003). As diferentes formas
de decompor os termos das equacdes de balanco em termos de propagacéo (operador e
variavel) e em termos fontes constituem diferentes analogias. Neste trabalho, utilizou-se
a analogia de Lilley, onde as equacdes de balanco para escoamento paralelo sdo
linearizadas e rearranjadas em uma Unica equacao e as fontes sdo dadas pelos termos nao
lineares. Uma diferenca em relacdo a analogia de Lighthill, é que agora, efeitos devido ao

escoamento estdo também sendo tratados no operador.

Enquanto a analogia de Lighthill tem solucdo analitica simples, a op¢édo de
se trabalhar com operadores mais complexos, ainda que lineares, envolve frequentemente
dificuldades na busca de solugbes analiticas. Essas solucdes sdo geralmente construidas
com o uso de funcbes de Green. A analise dos termos da solucdo serve de base para a
interpretacdo do mecanismo de geracdo de som. Lighthill (1952) identificou que poténcia
sonora gerada pelo escoamento é proporcional a oitava poténcia da velocidade e
proporcional ao quadrado do didmetro do jato, o que resultou na construgdo de turbinas
com diametro maior e velocidade menor. Além disso, 0 vasto estudo e validacdo da
equacéo de Lighthill permitiu que sua solucdo e interpretacdo de termos fontes sirvam de

parametro de comparacgdo para outras analogias.



A interpretacdo dos termos fontes é facilitada quando estes sdo expressos
de forma que sua eficiéncia seja facilmente identificada, desse modo evita-se que uma
possivel simplificacdo ou cancelamento entre os termos resulte em uma analise incorreta
de sua eficiéncia. A representacdo em multipolos permite também dar uma interpretacédo
fisica para os termos da fonte. Os trés primeiros tipos basicos de fonte sdo: a fonte
monopolar, fonte dipolar e fonte quadripolar. Conforme a ordem do multipolo aumenta,
as fontes se tornam menos eficientes, e elas passam a ter maior direcionalidade — sendo
0 monopolo a Unica fonte com irradiacdo omnidirecional. Quanto a interpretacao fisica,
0 monopolo esta associado com a insercdo e remocdo de massa no meio (variagdo do
volume); o dipolo com uma distribui¢do de forcas no meio (variacdo da quantidade de
movimento); e o quadripolo com uma distribuicdo de tensdes no meio. E importante
ressaltar que as caracteristicas da fonte determinam a frequéncia e caracteristicas
direcionais do campo gerado, e reciprocamente, as propriedades direcionais do campo
podem ser usadas para se obter informacdes a respeito da natureza da fonte (Morse e

Ingard, 1986).

Mesmao depois de mais de 60 anos da publicacdo do trabalho de Lighthill, os
mecanismos de geracdo do som no jato e as hipdteses que sdo ou ndo aceitaveis ainda ndo
sdo completamente compreendidos. O objetivo deste trabalho é discutir e expandir o
modelo de previsdo do espectro de ruido do jato quente a partir do espectro do jato frio a
90° desenvolvido por Musafir (2006), baseado na a analogia de Lilley (1971). Aqui,
busca-se construir um modelo para prever o espectro do jato para qualquer angulo polar
6 — onde 6 € o angulo entre o observador no campo afastado e o eixo do jato — a partir
do espectro do jato frio a 90°, bem como discutir as hipoteses feitas durante a modelagem

e testar o modelo.



No capitulo 2 serdo introduzidos conceitos de fontes sonoras e do
problema do ruido de jato, assim como os efeitos esperados ao se considerar a temperatura
do jato; também serdo discutidas a analogia de Lighthill (1952), a de Lilley (1971) e,
brevemente, a de Goldstein (2003). No capitulo 3 sera apresentado uma formulacdo da
solucdo da equacdo de Lilley escrita para a flutuacdo de pressdo, desenvolvida por
Musafir (2005), que sera utilizada como equacdo base para a constru¢cdo do modelo de
previsdo. Serdo também discutidas as solu¢des da equacéo de Lilley nos limites de baixas
e altas frequéncias, para escoamento uniforme e isotérmico. No capitulo 4, sera construido
0 modelo de previsdo do espectro do ruido do jato, quente ou frio, a partir da equacgéo
para a flutuacdo de pressdo. O modelo sera testado com os dados experimentais obtidos
por Brown e Bridges (2006) e os resultados da previsdo serdo apresentados no capitulo 5.
Os resultados serdo discutidos no capitulo 6, onde é enfatizada a importancia de se
considerar os efeitos dos gradientes de velocidade média e, no caso do jato aquecido,
também o de temperatura. As previsdes do jato frio para & = 60° foram razoavelmente
boas para toda a faixa de nimero de Mach considerada (M; entre 0,35 € 0,9); para 6 =
45° os resultados sdo satisfatorios apenas para as altas frequéncias. No caso do jato
aquecido, as previsdes para 8 = 90° e 60° foram boas para todo o0 espectro, exceto para
0 caso M; = 0,9 e 8 = 60°, onde houve um excesso de previsdo de ruido para as baixas

frequéncias. Sdo também discutidas possiveis fontes de erro e corre¢des para o modelo.



2 RUIDO DE JATO
21  RADIACAO DO SOM

Informacdes a respeito do comportamento de fontes sonoras reais, como
superficies vibrantes, jatos turbulentos e fenémeno da combustdo, podem ser obtidas ao
se considerar fontes elementares. Uma fonte sonora € dita compacta, quando a regido
ocupada pela fonte € muito menor que o comprimento de onda que ela emite. Nesses

casos, a fonte pode ser representada por uma fonte pontual de ordem apropriada.

O monopolo pontual é a fonte acustica mais simples, e produz um campo
de pressdo constituido de frentes de ondas esféricas viajando para fora da fonte com
velocidade do som c, onde a amplitude decai inversamente com a distancia r da fonte. O
campo de pressdo p,, em uma distancia r gerado por um monopolo pontual especificado

por Q(t) é dado por (Dowling,1998):

pu(r,t) = LD 2.1)

4Ttr

onde t € 0 tempo, t — r/c é o instante em que a fonte emitiu. Exemplos de fendmenos
que podem ser modelados por fontes monopolares incluem: bolhas pulsantes, sirenes e

combustdo transiente.

A segunda fonte pontual mais simples é o dipolo. Um dipolo com direcéo
constante localizado na origem e representado por uma forca F(t) produz um campo de

pressédo pp dado por (Dowling,1998):



(2.2)

aF(t-5)  F@-%
pox ) = 22 (100 T22)

4 \cr Ot T2

onde 6 € o angulo entre F e o eixo do dipolo, e F é o modulo de F . O dipolo também
pode ser representado por dois monopolos préximos, emitindo em oposicdo de fase e
iguais em magnitude. O fator cos 6 implica em uma direcdo principal de emisséo. Fontes
dipolares surgem a partir de forgas aplicadas no fluido, e sdo menos eficientes como fonte

sonora quando comparadas aos monopolos.

O terceiro tipo de fonte pontual a ser mencionado € o quadripolo pontual.
O campo de pressio de um quadripolo p, especificado por T;;é dado por

(Dowling,1998):

r
a2 Tij(t—)
axiaxj 4nr

po(x,t) = (2.3)

O quadripolo pode ser convenientemente escrito na forma tensorial:

Tl 1 T1 2 Tl 3
TZ 1 TZ 2 TZ 3
T3 1 T3 2 T3 3

T =

Os componentes-termos da diagonal de T, s&o chamados de quadripolos
longitudinais e os componentes fora da diagonal, de quadripolos laterais. A
direcionalidade do componente T;, € dada pelo fator cos? 8 e a do componente T;, por
cos 8 sin 6 cos ¢, onde ¢ é o angulo azimutal. Cada componente de um quadripolo
pontual pode ser considerado como a superposi¢do de dois dipolos de mesma magnitude
e sentidos opostos. Exemplos que podem ser modelados com fontes quadripolares

incluem o diapasdo, o sino e o ruido de jato frio.

Na Figura 1 podemos ver uma representacao da direcionalidade para as 3
fontes elementares (monopolo, dipolo e quadripolo lateral). E na figura 2 é possivel ver

as diferentes representagdes idealizadas de cada fonte.
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(a)

C\Q@

Figura 1 Direcionalidade Polar para Intensidade Sonora no Campo
afastado. (a) monopolo, (b) dipolo, (c) quadripolo lateral.

Fonte: Adaptado de Crocker (1998).

Representacdo com
monopolos

distribuicdo de
velocidade na superfice
da esfera

Representagao com
uma esfera oscilante

modelo com forga
ascilante

monopolo

dipolo

ol0

dipolo

guadripolo lateral

£
28

guadripolo lateral

quadripolo lateral

quadripolo lateral

—
—

guadripolo longitudina

—  —=

Figura 2 Modelos idealizados para fontes esféricas: monopolo, dipolo
e quadripolo. Fonte: adaptado de Crocker (1998).




22 OPROBLEMA

Um problema basico em aeroacustica consiste em prever o espectro do
ruido de jato no campo afastado para diferentes angulos polares 8, &ngulo entre o eixo do
jato e o observador. Assim, é importante conhecer os aspectos do jato que sao relevantes
para o processo de geracdo de som. Na Figura 3 € mostrada a estrutura de um jato circular

com alto nimero de Reynolds.

Cone Potencial e

N ff 727

-

4D 4D Regido ,
Regido Inicial A

Regido de Transi¢do Desenvolvida

Figura 3 Jato Circular

O jato com velocidade U; e temperatura T, sai através do bocal com
didmetro D para um meio em repouso. Os efeitos da viscosidade fazem com que o jato
seja desacelerado, a0 mesmo tempo que o0 meio circundante é acelerado, formando uma
regido de mistura entre 0 escoamento potencial do jato e esse meio. Apds um periodo
transiente e considerando valores médios no tempo, as seguintes regides sdo formadas:

regido inicial, regido de transicéo e regido desenvolvida.

A regido inicial é caracterizada por uma regido de mistura anelar
turbulenta (parte hachurada da Figura 3) que cresce linearmente em ambas as dire¢des até
preencher todo o jato em aproximadamente quatro diametros ao longo do escoamento, e
também, pelo escoamento potencial, uma regido cénica, chamada de cone potencial. Os
perfis de velocidade média e de flutuacéo de velocidade quadratica média sdo mostrados
na Figura 4. Na linha de centro da regido de mistura € onde se encontra o0 pico da

8



intensidade de turbuléncia que se mantém constante até o comeco da regido de transicéo
(Goldstein, 1976). Na regido de transicéo, que se estende por mais quatro didmetros, o
pico desloca-se gradualmente para o eixo do jato. Essa regido é seguida pela regido

completamente desenvolvida, que continua a crescer.

E razoavel pensar que as principais fontes sonoras estdo relacionadas com
as regides com maior intensidade de turbuléncia. Tam (1998) argumentou que essa
hipdtese é valida para jatos subsonicos, onde a fina escala da turbuléncia é a fonte
dominante de ruido. Assim, localizar as fontes no jato € importante para que se possa
melhor escolher os parametros da modelagem, que sao discutidos no Capitulo 4, como a
definicdo da temperatura média, T,, — média entre a temperatura de saida do jato e a
temperatura no campo afastado — e a velocidade de conveccdo da fonte, dada pela
velocidade media na linha de centro da regido de mistura na regido inicial, 0,62U,

(Goldstein, 1976).

velocidade média

flutuacdo de velocidade
quadratica media

Jato

£ T

L.C. da Regido de Mistura

Figura 4 Perfis da velocidade média e da flutuacdo de velocidade quadratica média

2.3  APRIMEIRA ANALOGIA

Lighthill (1952) foi o primeiro a abordar um procedimento geral para
estimar o som gerado aerodinamicamente. Diferentemente dos estudos anteriores, em que
se buscava relacionar a frequéncia do escoamento com a frequéncia do som produzido e

9



explicar a producdo de tais frequéncias por teorias de instabilidade do escoamento,
Lighthill desenvolveu uma teoria que focou em explicar os mecanismos de conversao da

energia presente no escoamento em energia acustica.

Na analogia de Lighthill, as equacbGes que governam as flutuacdes de
densidade em um escoamento real sdo comparadas com aquelas para um meio uniforme
em repouso (que coincide com a regido fora do escoamento). A diferenca entre esses dois

conjuntos de equac0es € interpretada como sendo as fontes de som.

Para se obter a equacdo de Lighthill, primeiramente escreve-se as

equac0es de continuidade e momentum como:

a_p dpv; —0

at 0x; (24)

opvi (pSij=Tij+vivy) _ 0

at axj ' (25)

onde p é a densidade, v; € o compontente (i) do vetor de velocidade, p € a pressdo, t € a
coordenada temporal, x; € o compontente (i) da coordenada espacial, §;; é o delta de

Kronecker e t;; € o componente (i, j) do tensor de viscosidade.

Tomando o divergente da eg. (2.5) e o subtraindo da derivada temporal da

eq. (2.4), i.e. %eq. (2.5) — %eq. (2.4), obtemos:

62p _ 62(p6ij—rij+pvivj) (2 6)
at2 6xi6xj ' .

Subtraindo o termo c? 62p;.6ij dos dois lados da eq. (2.6), onde p’
J

axia

representa a flutuacdo de densidade em torno do valor médio p, e c, € uma constante
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arbitraria (usualmente escolhida como a velocidade do som a uma distancia grande do

escoamento), tem -se:

azp’ 292 1 ale]
at2 Vi = dx;0x;’ 2.7)
onde Tj; € o tensor de Lighthill, dado por:
Tij = pvivy + (p — c2p") 8 — i (2.8)

A equacdo de Lighthill pode ser interpretada como uma equacao para
ondas se movendo em um meio homogéneo isotrépico em repouso, onde a velocidade de
propagacao da onda é c, e que suporta uma distribuicdo quadripolar de fontes, que

correspondem a uma distribuigdo externa de tensdes, T;;.

A analogia de Lighthill é formalmente exata e tem a “vantagem” do tensor
T;; ndo apenas incorporar a geracdo de som, mas também os efeitos da conveccdo e
refracdo. Por outro lado, para determinar T;; € necessario a resolugdo de todo o sistema

de equac0es ndo lineares que governam o problema do escoamento, o que € virtualmente
impossivel para a maioria dos casos de interesse (Goldstein, 1976). Assim, se faz
necessario adotar hipoteses simplificadoras, de tal forma que esse termo seja interpretado

como uma fonte que desaparece para grandes distancias do escoamento.

Desse modo, considerando um escoamento subsonico turbulento envolto

por uma atmosfera estacionaria, as seguintes considera¢fes costumam ser feitas:

a) € possivel mostrar que o termo de viscosidade, 7;;, tem uma contribuigdo
muito menos significativa do que a do tensor de Reynolds pv;v;, podendo ser

abandonado;
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b)

d)

as aproximacdes acusticas podem ser aplicadas para uma regido distante do
escoamento, no qual o termo v; é pequeno o suficiente para que se possa
desprezar a parte quadratica do tensor de Reynolds no campo afastado;

é possivel desprezar a transferéncia de calor dentro do escoamento com
temperatura ambiente, visto que os efeitos da conducdo do calor sdo da mesma

ordem dos efeitos viscosos (numero de Prandtl da ordem de 1). Assim, a
variacdo de entropia sera governada por g +v-VS =0, e no caso que a
temperatura do jato pode ser considerada uniforme, temos um escoamento
homoentrépico, de forma que a relagdo (p — p,) = cé(p — po) € valida;

assumir que as flutuacGes de densidade no termo pv;v; podem ser desprezadas
— hipdtese que descarta uma parte significativa dos efeitos devido refracdo

dentro do escoamento,

Uma vez aplicadas as hipoteses, o tensor de Lighthill T;; € aproximado por

PoV;Vj NO caso de jato frio, e por pov;v; + [p — cgp’]&-j no caso de jato quente.

2.3.1 Lei da Oitava Poténcia

A solucdo da equacdo de Lighthill € dada por:

lx—yl
_ 92 Tij(y t— o )
e para o caso de campo afastado:
_ li 1 07 Tu( Ix—yl)
p'(x,t) = prs f Z a0 W = dy. (2.10)
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Com a solugdo dada pela eq. (2.10) para T;; = pov;v; € utilizando os dois
parametros disponiveis para o jato frio — velocidade do escoamento, U;, e diametro do
jato, D —, é possivel estimar a ordem de grandeza do campo sonoro irradiado,
considerando-se que:

2

Us . . .
a) pres ~w?%~ D—’z (a segunda derivada temporal € proporcional ao quadrado de

uma frequéncia tipica);
b) TijNPonz;

c) [ dy ~D3 (o volume de integragéo é proporcional ao cubo do didmetro).

Assim, da eg. (2.10), tem-se:

4
,~p0UjD

L (2.11)

XCqy

271812
2 _PaUjb
pI~—55 (2.12)

x?cg

O resultado acima é o celebrado resultado devido a Lighthill e confirmado
experimentalmente (Dowling e Ffowcs Wiliams, 1983). Ffowcs Wiliams (1963)

considerou o efeito de conveccéo das fontes, e obteve:

- 211812
2 _PoUD

p

(1—M_.cos@)> (2.13)

2,8
x4cg

onde M. é o numero de Mach convectivo, onde a velocidade de convecgéo das fontes é

aproximada por 0.62 U .
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24  EFEITO DA TEMPERATURA NO RUIDO DO JATO

Inicialmente, pensava-se que uma elevada temperatura do jato iria reduzir
o0 ruido, como resultado de uma diminuicdo da densidade na regido da fonte — reduzindo
0 termo pv;v; do tensor de Lighthill —. Entretanto, experimentos no NGTE na Inglaterra
e SENCMA na Franca mostraram que apenas para altas velocidades que se observava
uma reducao de ruido, enquanto que para baixas velocidades, o aumento da temperatura

implicava em um aumento de ruido (Fisher e Morfey, 1982).

Morfey (1973) obteve uma nova lei de poténcia ao considerar o termo que

1 Dp'

_ . ~ . Dp’
contem p’ — p’cy2. A partir da equacéo da energia na forma D—pt =<0

e da equacao

de Lighthill (escrita para variavel p") ele obteve :

(2.14)

8 6
IS g Ll (A_T)2

2.8 2,6
x“cg x“cg Ty

onde p, é a densidade na regido da fonte.

O ultimo termo da eq. (2.11) possui a eficiéncia de um dipolo, que é
importante quando houver uma diferenca de temperatura entre o jato e 0 ambiente. Sua
contribuicdo é relevante para baixas velocidade e explica o aumento do ruido observado
experimentalmente. Entretanto, a reducdo observada para as altas velocidades sé pode ser

explicada quando os efeitos da interacdo do som com o escoamento sdo considerados.

Os efeitos da temperatura no escoamento ndo sdo completamente
compreendidos (Bodony, 2009) e continuam sendo estudados. Viswnathan (2004)
realizou um novo experimento a fim de verificar o efeito da temperatura no campo
acustico para jatos subsdnicos e questionou a validade de experimentos anteriores; Tester
e Morfey (2009) avaliariam os questionamentos de Viswnathan e arguiram que as
diferencas observadas em relacdo aos experimentos anteriores tinham causas distintas e
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independiam do experimento em si; Viswnathan (2010) investigou as possiveis diferencas
na localizacdo das fontes do jato frio e quente, assim como o efeito da temperatura na
distribuicéo de fontes, concluindo que a temperatura do jato ndo influencia na distribuicéo
de fontes; e concluiu também que o campo afastado para jatos subsonicos frios ou quentes

estaria localizado a aproximadamente 40 diametros do jato.

Muitos estudos recentes utilizam métodos hibridos, em que informacdes
sobre escoamento e turbuléncia sdo obtidos por simula¢Ges numericas e sdo utilizados em
conjunto com alguma analogia, como por exemplo, as de: Lew, Blaisdell e Lyrintzis
(2007) e Bodony (2009) que utilizaram a analogia de Lighthill com dados do escoamento
obtidos por simulacéo de grandes escalas (LES) para estudar os efeitos da temperatura no
escoamento; Khavaran, Kenzakowski e Mielke-Fagan (2010) utilizaram simulacGes com
as equacdes de Navier-Stokes médias (RANS) junto com a formulacdo de Goldstein
(2003) (discutida na secdo 2.7) para prever o ruido do jato quente; Victor Rosa (2018)
utilizou a analogia de Lighthill com dados do escoamento obtidos por RANS para prever

ruido do jato quente e frio.

2.5 A INFLUENCIA DO ESCOAMENTO NO RUIDO DO JATO

O uso de hipdteses simplificadoras para a fonte da equacdo de Lighthill
(como as discutidas em 2.2.1) s&o um ponto de partida para resolugédo do problema do
som gerado aerodinamicamente. Entretanto, o uso dessas hipoOteses acaba por
desconsiderar, em parte ou totalmente, efeitos importantes — como a refracdo e o
espalhamento — que acontecem dentro do escoamento e influenciam diretamente nas

previsdes do espectro do ruido e nivel de presséo sonora.
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O experimento de Lush (1971) mostrou que os valores previstos para
intensidade acustica nas altas frequéncias, utilizando a analogia de Lighthill, eram
maiores que as medi¢des experimentais, evidenciando que os efeitos da interacdo do som
com o0 escoamento sdo mais importantes para frequéncias mais altas e préximo ao eixo
do jato — quando o comprimento de onda € menor que o caminho percorrido dentro do
jato. Lighthill (1952) argumentou que tais efeitos poderiam ser tratados separadamente,

uma vez que o problema de geracéo fosse resolvido.

2.5.1 Efeito da Refracdo

Uma vez que o som é gerado, as ondas sonoras tém que propagar por
dentro regido de mistura (jato) antes de sairem e alcancarem o campo afastado. Durante
este percurso, as ondas sonoras sofrem refracdo devido a ndo uniformidade do
escoamento — no caso de um escoamento uniforme imerso em uma atmosfera em
repouso, ainda haveria refracdo na interface entre os dois fluidos, devido a

descontinuidade no campo de velocidade.

A Figura 5 ilustra a refracdo de um raio de som emitido por uma fonte
pontual localizada na regido de mistura, onde a velocidade da onda em qualquer ponto é
obtida pela soma da velocidade do som local com a velocidade local do escoamento.
Agora considerando a frente de onda AB na figura, o ponto B se move com maior
velocidade em relagéo ao ponto A, uma vez que a velocidade local é maior em B, desse
modo, em um instante posterior, 0 ponto B tera percorrido uma trajetéria maior do que o
ponto A (suas novas posi¢des estdo marcadas por A’ e B’), resultando em uma mudanga

de direcdo da frente de onda — refracéo. Esse efeito é ainda mais proeminente para jatos
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guentes, uma vez que a velocidade do som no ponto B também serda maior que no ponto

A.

Regido de Mistura

Figura 5 Frente de onda AB irradiada de uma fonte em dois instantes de
tempo — situacdo descrita para altas frequéncias

Um efeito direto da refracdo € o fato de que menos som pode ser irradiado
na direcdo do escoamento, criando uma regido relativamente silenciosa entorno do eixo,

comumente chamada de “cone de siléncio” (Ribner, 1981; Tam, 1998).

26 A ANALOGIA DE LILLEY

Lilley (1971) derivou uma equacdo ndo homogénea da onda para um meio
em movimento, onde os termos néo lineares séo tratados como fonte. Ele arguiu que os
termos lineares, que em geral sdo muito maiores que os termos quadraticos, ndo irradiam
nenhum som (e estariam relacionados a propagacdo) e, por isso, ndo deveriam ser
incluidos na fonte, ja que estes dominariam sobre os termos quadraticos — que seriam as

verdadeiras fontes sonoras (Goldstein, 2001).

Na analogia de Lilley, o escoamento é considerado paralelo, vy =
U(x,,x3)eq, € € 0 tipo mais complexo de escoamento que permite 0 rearranjo das
equacOes de balanco em uma equacdo para a flutuacdo de pressdo (ou qualquer variavel
que possa ser expressa como funcao da pressdo). Além disso, as varias possibilidades de
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definir a variavel dependente e os termos que serdo eliminados durante o rearranjo da
equacOes permitem escrever a equacdo de Lilley de diferentes formas, que foram

discutidas por Musafir ( 2007).

Neste trabalho, utilizou-se a seguinte forma da equacdo de Lilley,
deduzida no Apéndice A, onde as variaveis foram decompostas em parte flutuante e parte

média, representadas, respectivamente, pelo sobrescrito ‘ e subscrito 0:

» — Dia .9 _Dog \(f_v.
Lp +(2vu = DtV)(f V-T) (2.15)

T pt2

onde £ é o operador linear:

_ D .9 _Dog) .2
L=22+ (2w 2Y-)c3v

Dt3 axl

q=@—-1Dv Vp' —V-(c?pv')
f*=pv'v -V
T = (c;pv'v')
Apesar da equagdo de Lilley considerar explicitamente os efeitos da
refracdo, ela apresenta algumas desvantagens relacionadas com sua manipulagdo e
caracteristicas intrinsecas, como por exemplo: o fato de ser uma equacdo diferencial de

terceira ordem com coeficientes variaveis, onde as suas solugfes precisam ser buscadas

numericamente, exceto para geometrias simples.

A existéncia de solugdes ndo triviais para a equacdo homogénea,

relevantes para avaliar a instabilidade de escoamento laminar e que ndo seriam
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dependentes das fontes da equacdo de Lilley acarretou, por muito tempo, um
questionamento de tais fontes, que foi solucionado por Goldstein e Handler (2003), que
resolveram as equacOes de balanco linearizadas para um escoamento ndo paralelo em
duas dimensbes e mostraram que as ondas de instabilidade deveriam ser consideradas
para a construcdo de uma solucdo causal, podendo ser desprezadas para escoamentos
subsonicos; e também, que essas ondas ndo cresceriam indefinidamente em um
escoamento divergente (o0 que acontece em um escoamento paralelo). Dessa forma,
estaria “justificado” o abandono dessas solu¢cbes homogéneas — que fazem a solugédo
crescer indefinidamente na direcdo do escoamento — na equacdo de Lilley (Dowling et

al., 1978; Crighton e Gaster, 1976).

Outro ponto a ser ressaltado, é a ideia de que intera¢do acustica com o
escoamento poder ser aproximada pela simples passagem de uma onda sonora através de
um escoamento médio ser demasiadamente simples, quando, na realidade, a interacdo de
cada onda acontece com perfis de velocidade bem distintos daquele do escoamento
médio, implicando em divergéncias mais significativas para as altas frequéncias — efeito
de espalhamento das ondas sonoras em frequéncias altas e som dentro do cone do siléncio.
E também, que a hipotese de escoamento unidirecional ser restritiva e ndo considerar a

divergéncia do jato.

Entretanto, ndo ha davidas que modelos que incorporam na analogia
acustica alguma modelagem do escoamento médio melhoram significativamente a
previsdo do ruido gerado pelo jato (Ffowcs Williams, 1984) e que a analogia de Lighthill
e sua extensdo — analogia de Lilley — continuam sendo a principal ferramenta na
previsdo de ruido de jato (Goldstein, 2005). Como alguns exemplos do uso da analogia
de Lilley: Tester e Burrin (1974) previram o nivel de pressdo sonoro no campo afastado

e a direcionalidade para uma fonte pontual estacionaria em um jato circular subsénico;
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Tester e Morfey (1976) encontraram solucbes numéricas para fontes de ordem
quadripolar e compararam com soluc@es analiticas nos limites de alta e baixa frequéncias
e com dados experimentais; Mungar, Plumbee e Doak (1974) calcularam o campo
acusticos e direcionalidade para uma distribuicdo de fonte arbitraria dada pelas funcdes
de Legendre e de Hankel; Goldstein (1982) derivou formulas para emissdo em alta
frequéncia de fontes se movendo em um escoamento unidirecional arbitrario; Balsa
(1976) derivou expressdes para 0 campo sonoro para alta frequéncia de singularidades
convectadas em um escoamento unidimensional e as comparou com dados para um jato
frio; Morfey, Zewczyk e Tester (1978) apresentaram uma nova analise dimensional para
0 jato quente; Khavaran e Bridges (2004) calcularam numericamente uma funcdo de
Green para prever o espectro e direcionalidade no campo afastado do ruido de jato;
Morfey e Tester (2010) discutiram diferentes métodos de solucdo da equacédo de Lilley
disponiveis na literatura; Powles, Tester e McAlpine (2010) estudaram o espalhamento
das ondas pela turbuléncia; Powles e Tester (2008) estudaram o efeito de barreira por

jatos quentes com aplicacfes em instalacdes.

2.7  ANALOGIA ACUSTICA GENERALIZADA

Goldstein (2003) generalizou a abordagem de Lilley para um escoamento
médio arbitrario considerando um sistema obtido das equacdes de balanco linearizadas
com termos fontes ndo lineares. Em sua formulacgéo, foi utilizada a forma convectiva das
equacOes linearizadas de Navier-Stokes com variaveis dependentes modificadas — as
perturbacdes do cisalnamento e do fluxo de calor foram substituidas por uma forma
generalizada do tensor de Reynolds e do fluxo de entalpia de estagnagdo. O escoamento
“base” sobre o qual essas equagdes sdo linearizadas pode ser qualquer solugdo de uma
classe abrangente de equacdes ndo homogéneas de Navier-Stokes com fontes arbitrarias.
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A analogia é construida ao se tomar o escoamento base como uma aproximacao do
escoamento médio do jato e tratar as tensdes generalizadas e o fluxo de entalpia como
fontes, pois estes compreendem os termos nao lineares. Junto com a analogia, podem ser
utilizadas simulacdes numéricas de grandes escalas (LES) para se obter informacGes do
escoamento ‘base” e um filtro € aplicado a esse escoamento para separar a parte
responsavel pela propagacédo do som. O uso de dados obtidos por simulacdo numérica em
uma analogia constitui um método hibrido. Diferentes formas de escrever a analogia
acustica generalizada tém sido usadas para prever o espectro do ruido de jato de altas
velocidades, como em (Goldstein e Lieb, 2008) e (Karabasov et al., 2010) que
conseguiram prever o espectro de ruido do jato frio; Afsar, Goldstein e Fagan (2011a,
2011b) que estudaram o termo de acoplamento entre as fontes devido ao cisalhamento e
fluxo de entropia (jato quente) e Khavaran, Kenzakowski e Mielke-Fagan (2010) que
previram o espectro do jato quente e identificaram a contribuicdo dos varios componentes

da fonte no campo afastado.
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3 SOLUCOES DA EQUACAO DE LILLEY
3.1 INTRODUCAO

Esse capitulo busca, primeiramente, introduzir os fundamentos
matematicos necessarios para determinar o campo sonoro em um meio infinito a partir de
uma fonte pontual impulsiva, localizada no ponto y e emitindo no instante 7 — i.e. usar
a funcdo de Green para a construcdo de solucdes de equacdes lineares ndo homogeéneas.
Posteriormente serdo apresentados a forma da solucéo da equacéo de Lilley deduzida por
Musafir (2005) e também serdo discutidos alguns aspectos das solugdes analiticas, nos
limites de baixa e alta frequéncias, encontradas por Dowling et al. (1978) e Goldstein
(1982), respectivamente. Essas solucdes serdo utilizadas na modelagem da previsdo do

ruido apresentada no Capitulo 4.

3.2  SOLUCAO DE EQUACOES LINEARES NAO HOMOGENEAS

A funcéo de Green, G(x; y|t; 7), € a solucdo da equacdo diferencial linear
ndo homogeénea, descrita pelo operador L, . € valida no dominio espacial V', na qual o

termo fonte é dado por uma excitagdo pontual e impulsiva, §(x — y)§(t — 7):
LonGxy|t;t) =6(x —y)6(t — 1), xX€eV (3.2)

onde § é a funcdo de Dirac que possui a seguinte propriedade:

fx 12 5CIf G-y =l % e o]
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Assumindo a existéncia da funcdo G que satisfaca a eq. (3.1), é possivel

encontrar uma solucédo particular para a seguinte equacao:
Lipdx,t) = F(x,0); x€V, (3.2)

Para isso, multiplica-se a eq. (3.1) por F(y, T) e integra-se nas variaveis

yert:
Lol LG y6 ) F(y,7) dyde = [ [, 8(x —y) 8(t — TF (y,7) dydr. (3.3)

O operador linear L, ) pode ser removido de dentro da integral na eq.

(3.3), enquanto o lado direito € dado por F(x,t):

Lo Joo [, GG y1t7) F(y,7) dydr = F(x,t). (3.4)

Comparando a eq. (3.4) com a eq. (3.2), observa-se que a solucdo

particular para ¢(x, t) é:

o(x,t) = [* [ GCxylt; ) F(y,7) dydr. (35)

Para 0 caso em que a fonte da eq. (3.2) é um dipolo pontual no meio

homogéneo em repouso:
Fx,t) = — aix] (f; (D5 @), (3.6)

a solugao & dada por:
¢(x,0) = [ [, GxyltD) (— o (f,-<r>6(y))> dyds. (3.7)

Integrando a eq. (3.7) no espago por partes, onde 6(y) = 0 em y; = Foo,
observa-se que a derivada do dipolo € transferida para a fun¢do de Green (com mudanga

de sinal):
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o) =" J, (aiy] G(x;ylt; T)) fi(®é(y) dydz. (3.8)

A funcéo de Green em um meio homogéneo, em repouso e infinito
é funcdo de (x —y) e de (t — 1), neste caso, G(x;y|t;T) € invariante por

translacéo:
G yltT) =G(x—y;t—1|0;0) (3.9)

e a seguinte propriedade de simetria é valida:

0"G(x—y;t—1|0;0) _ _a\n ™G (x—y;t—1|0;0)
axiaxj... - ( 1) ayiayj... (310)
0G(x—y;t-7]|0;0) _ d(x—y;t—7|0;0)
at - ot (3.11)

Desse modo, a derivada na eg. (3.8) pode ser passada para as coordenadas

do observador e retirada de dentro da integral:
$(x) = — aix]_f_"; [, G(x — y; t —]0; 0)f; (1)5(¥) dydx. (3.12)

Para as coordenadas em que a funcdo de Green ndo for invariante por
translagéo, as derivadas ndo podem ser passadas diretamente para as coordenadas do

observador. Assim, no caso de escoamento paralelo, a derivada em relacéo a coordenada

0G . . aG
transversal — néo pode Ser escrita como — —.
ayt axt

3.3 REPRESENTACAO DA SOLUCAO DA EQUACAO DE LILLEY

(MUSAFIR, 2005)

Musafir (2005) deduziu uma representacdo da solugdo geral da equagéo
de Lilley em que os efeitos do escoamento médio e da temperatura do jato relacionados

com a segunda derivada na direcdo transversal do escoamento sdo postos em evidéncia.
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Desse modo, € possivel aproximar a funcdo de Green do problema geral usando as
funcbes de Green analiticas, disponiveis na literatura, para os limites de alta e baixa
frequéncia, considerando escoamento uniforme e isotérmico. A seguir sera apresentada a

deducédo da solucédo de Musafir que sera utilizada no Capitulo 4.

A andlise é baseada na eq. (2.15), discutida na secéo 2.6:

3.7/ 2
2P+ (20 = =2V ) V' =24 (20U - -~ 2V ) (f* — V- T)
1

Dt3 X1 Dt?2

(3.13)
No campo afastado, a derivada espacial % pode ser substituida pela
1

derivada temporal —Ci% (Musafir, 2006), onde c, é a velocidade do som no campo

[ee]

afastado e a é tratado como uma constante. Apoés realizar essa substituicdo e rearrumar
os termos da eq. (3.13) (ver Apéndice C), obtém-se uma forma da equacdo de Lilley

valida no campo afastado:
£p' = (1~ Ma)? 2q+V-[(1-Ma)2(V-T — )] (3.14)

onde L* é o operador:

2

0
F —-V- [(1 - M(X)_ZCSV]

L*

A fim de escrever os termos fontes como multipolos exatos, 0 que permite,
na solugdo transferir diretamente as derivadas para funcdo de Green (sec¢éo 3.2), a eq.

(3.14) € reescrita como:

Lp' =(1-Ma) " 2q+V-V-[(1— Ma)>T] =V [(V(1 — Ma)%-T) +

(1 - Ma)=3f*], (3.15)
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A solucdo do problema auxiliar (3.15) para a flutuacdo de pressao p' é

buscada a partir da fungdo de Green G (x, t|y, T) que satisfaca:
LG (x, tly, 1) =6(x —y) 6(t — 7). (3.16)
Desse modo, p’ é dado pela integral:
p =% f,6@-ylt—0){V,-V,-[(1- Mcos8)T] -V, - [(V, (1 -
Mcos0)™2-T)+ (1 —Mcos8) 2f*] + (1 — Mcos )~} %q} dy dr, (3.17)

onde «a foi substituido por cos & (Musafir, 2006) e V,, € o operador V escrito nas coordenas

das fontes.

Transferindo os operadores para a funcdo de Green e utilizando a
propriedade devida a simetria em relacdo a derivada temporal, conforme discutido na

secdo (3.2) — G(x, t|y, 1) = G(x, t — t|y,0) —, obtém-se:
p' =7 VY, 6 (= M) T+ 9,6 [(V,(1 - M) 72 T) + (1 -
—2 fx aG -1
M) 72 f ]+ 50 (1= M) q}dy dr, (3.18)
onde M, = M cos¥é.

A fim de analisar a segunda derivada da funcéo de Green, utiliza-se o fato

que a funcdo de Green G também satisfaz para um observador no campo afastado:
L*(y_T)G(x, t— le, 0) =0. (3.19)

Apds manipular a eq. (3.19) (Apéndice D), obtemos:

aZG _ aZG - v Cz 62
’ ayz . Co 2(1 = Mp)? otz [Za(l — M)V, M + 36130] VG- (vyz -4 3yt2) G
(3.20)
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onde a coordenada espacial x é representada por um sistema genérico (x,, x;, x,,), de

forma que as variaveis U e c, possam ser escritas apenas como funcdo da coordenada
transversal x,. Nesse sistema, o gradiente é dado por ( g ait h%), onde g = |Vx;|
e h = |Vx,|. Assim, V,U = g et, onde e; € o vetor unitario na direcdo x;, e G pode
ser escrita como G (x; — y1, Xt X — Vo t — 7|0, ¥4, 0,0).

Uma vez que 0s préximos passos irdo focar apenas nos termos que contém

o tensor T, a eq. (3.18) é escrita omitindo-se f* e g (que serdo retomados mais adiante):

p' = [0, {VV6 + [ = M) T] + V6 - (2ga(1 - M) e, - T)} dy dr.

(3.21)
onde o subscrito y em V,, foi omitido.
Escrevendo o primeiro termo da eg. (3.21) em notacéo indicial:
) _ —om 226G
VVG : [(1 = My)"%T] = (1 — M,)~%Ty; 3y, (3.22)

e utilizando a relacdo (3.20) no termo em que i = j = 2, obtém-se a seguinte expressao

gue contem a segunda derivada transversal de G:

- 9%G — V. c2
(1= M) ?Treg? 28 = 57T, 32 = [20(1 = M) 3T ¥y M+ (1 = M) 2T, 22|
- 92
V,G = (1 - My) 2T, (V3 — g2 e 26, (3.23)

que pode ser evidenciada na eqg. (3.21):

p' =11, {(vv + (Za(l — M,)"'VM + Vc") vt) G : [(1—M,)2T] + (Zga(l _

Mg)~ Bd—Met T) VG — [20‘(1 = M) 3Ty VM + (1 — My) Ty —

Vc?

] vG}dy dr

(3.24)
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onde V.= (O,g 6iyt’ O).

A dependéncia de T;; associada com o cisalhamento médio é cancelada no

segundo termo da eq. (3.24):

(ngMet-T—TttVM)-VG =VM-T V'G (3.25)
t

onde V*G = (STG,O,h;TG).
1 n
Desse modo, a eq. (3.23) é reescrita por:

p' = [ [, {966 ¢ [(1 = Mu)7?T] + 2a(1 - M) VM - T-V°G —

1—-M)2T. "% valdyd 3.26
( @) tt o2 yart (3.26)

2
onde (VV), = VV + (Za(l — M)"'VM + VCLZO) Ve
0

Nessa forma, (VV),G representa a solucdo formal para o escoamento

PR . . 9%G
isotérmico sem cisalhamento (VU = Vc3 = 0). A vantagem de se escrever a derivada "
t

P)
em funcdo das derivadas das outras direcdes é que agora € possivel passar as derivadas

. « aG
espaciais para a coordenadas do observador (com excecédo de E) e consequentemente
t

serem expressas, no campo afastado, por um fator de direcionalidade e uma derivada

temporal.

34  SOLUCAO ANALITICA PARA O LIMITE DE BAIXA FREQUENCIA —

DOWLING ET AL (1978)

Dowling et al. (1978) abordaram o problema da geragdo de som em um

escoamento uniforme, considerando uma regido em que 0 escoamento se move com
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velocidade uniforme U = (U4,0,0), regido R, separada da regido em que 0 meio esta
em repouso, regido R, por uma superficie S. A analogia descrita é uma generalizacdo da
analogia de Lighthill, na qual sdo considerados os efeitos do escoamento. As equagoes

(3.27a-b) representam a formulacéo base do problema:

92 1 92
{— —} Gp(x, tly,7) =0, sexemR,eyemR, (3.273)

- — =
x?  cZ ot2

92 1 D3
{ - —GD}(x,tIy,r)=—6(x—y,t—r), sexeyemR, (3.27b)

axF  cgoe?
onde G, ¢é a funcdo de Green do problema discutida por Dowling et al. (1978).

O problema reciproco — no qual as ondas sonoras emitidas a partir da
posi¢do x no instante ¢t “chegam” na posi¢cdo y no instante t, e decaem conforme t
aumenta — foi resolvido por Dowling et al. (1978) no caso compacto (didmetro do jato
pequeno em comparacdo ao comprimento de onda) para um jato cilindrico (x =

(R,®,x,) ey = (g,¢,y,)). Asua fungdo de Green reciproca, G,, € dada pela eq. (3.28).
G (y,0) = |71|{61()(f1))(1 — V203 +yD) — iva; (©)(yz cos d + y; sind) —
iyzaz(w)((yzz + y2) cos 2@ + 2y,y; sin 2<1>)} e lwt” (3.28)
em que os valores das constante sdo dados por:

po(1—Mg)?yo po(1-Mg)?v§

1
Apglw ) = — a\w) = a(w) =
olw) =22 1(w) 21y (Poo+po(1=Mg)?) 2(w) 21y 2 (oo +po(1-Mg)?)
1/2 .
(1-My)? cosB) sin 8 " (Jx|-y1 cos 8)
y w( 2 ) Yo o Coo
U, cos @
Mazl—
Coo

A funcdo de Green reciproca, G, se relaciona com a funcédo de Green, Gp,

conforme:
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Gp(x,tly,1) = =22 G (9, 7l%,0) (3.29)

Uma vez definida a funcdo de Green do problema, as derivadas parciais

séo dadas por:

G iwg; s
D _ _ LBF e iwt (3.30)
dy; 47|x|Coo
aZG CUZD* .
D __ __ YBF ,—iwt* 3.31
- 2 e ( ' )
dy;i0y; 41|x|c%

com os valores de g; .. dados por :

g* _ Ppoocos g* __ 2peosinBcos¢ g* __ 2pooSinfsing
1BE " po(1-Mq)? 2BE " pog+po(1-Mq)? 3BE " pag+po(1-Mq)?

e os de D;; (Dowling et al.,1978) por:

e PooCOS2 O
YBFE ™ po(1 — M,)?

o €2Pos N PooSIN? 6 cos 2¢
22BF 7 2p0(1— Mg)? " poo + po(1 — M,)?

D = €2peo PooSin? B cos 2¢
S3BF Zpo(l - Ma)z Pe T pO(l - Ma:)z

Dr = 2P €Os O sin O sin ¢
BB poy + po(1 = My)?

Dr = 2po €Os O sin O cos ¢
EBE T poy + po(1 — Mg)?

D = 2posin? O cos ¢ sin ¢
ZBE T poy + po(1 = Mg)?

2
onde e? = (1 — Ma)zcc%’ — cos? 6.
0
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35 SOLUCAO PARA O LIMITE DE ALTA FREQUEANCIA — GOLDSTEIN

(1982)

Goldstein (1982) derivou férmulas para emissao sonora em alta frequéncia
de multipolos pontuais em movimento, envoltos por um escoamento medio unidirecional

arbitrario. A seguinte equacéo representa a formulacao base do problema.

LG = c&—8(x—y)8(t — 1) (3.32)

3
onde L é o operador D% + (ZVU 2 Z—‘;V ) c2V, da eq. (2.15), e G é a funcéo de

0x1

Green.

As derivadas de G; podem ser obtidas inspecionando as egs. (3.15) e (5.9)

de (Goldstein,1982):

G lwg; it

G — _ LAF ,—iwt (3.33)
0y; 47| x| Coo
92 w?D}; .

S6 _ _ 2 _ar p-iot” (3.34)
0ydy; 4m|x|c '

com os valores de g; , . dados por :

Vi

5—0(1—Mcost9)

* —
giAF -

e osde Di*jAF por:

. ViVj

Yar CC—°(1 — M cos 6)

onde v = (cos @, €ecos ¢, € sin ¢).

E importante ressaltar que a solugdo da equacio de Lilley para as altas

frequéncias de Goldstein é valida apenas para angulos 6 fora do cone de siléncio.
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36 RELACAO DAS EQUACOES DE DOWLING, GOLDSTEIN E MUSAFIR

As funcgdes de Green das egs. (3.16), (3.27b) e (3.32) séo solucgdes de
equacOes diferentes — tanto o operador quanto a fonte. Dessa forma € necessario

relacionar as fungdes G, e G; com G.

Apdbs simplificar a eq. (3.32) utilizada por Goldstein para o caso de

escoamento uniforme e isotérmico, obtém-se:

{D_g‘ cgVv? }Ga = c58(x —y)8(t — 1), (3.35)

Dt?

enquanto que a eq. (3.27b) utilizada por Dowling et al., pode ser escrita como:

{D_g— cgVv? }GD = c§6(x — ¥)6(t — 1) (3.36)

Dt?

Da mesma forma, a equacdo utilizada neste trabalho (eq. (3.16)), pode ser

escrita como:

{D—g— cdv? }6 = C28(x - y)o(t - 7). (3:37)

Dt?2

Assim, ap6s comparar as equacgdes acima, conclui-se que:

G =56 (3.38)
Co
€
c%c
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4 ESTIMANDO O ESPECTRO DO RUIDO DO JATO
4.1 INTRODUCAO

Neste capitulo sera construido um modelo matematico seguindo 0s passos
do modelo de Musafir (2006), que serdo revistos e, em alguns pontos, modificados. O
modelo é baseado na solucdo geral da equacdo de Lilley discutida na secdo (3.3) (eq.
(3.18) e tem 0 objetivo de prever o espectro do ruido do jato para qualquer temperatura a
partir do espectro do jato frio a 90°. A partir da solucdo para a flutuacdo de pressdo sera
obtida uma formulacio para a densidade espectral de poténcia, P(w), onde serd
considerada a forma no dominio da frequéncia dos coeficientes g; e D;;, provenientes das
derivadas da funcdo de Green (discutidos nas sec¢des 3.4-3.6). Os termos que representam
os gradientes de velocidade e temperatura serdo modelados. Seréo obtidas expressées nos
limites de baixa e alta frequéncias para os parametros do modelo, que serdo combinados
para que possam ser aplicados para todo o espectro. Sera discutida uma aproximacao para
a temperatura na regido das principais fontes. Finalmente, uma equacéao relacionando o
espectro do jato quente e frio com o espectro do jato frio a 90° sera apresentada. No
capitulo seguinte sera apresentada a comparacdo do modelo com dados experimentais,

anteriormente (Musafir, 2006) realizada apenas para 8 = 90°..
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4.2  EQUACAO PARA FLUTUACAO DE PRESSAO

A equacdo base do modelo é a eq. para flutuacdo de presséo (eg. (3.26)),

em que foram incluidos os termos fonte f* e q:

2
Veg

p' =7 [, CT2{(WV)6G : T+ 2aC™' VM -T-V6" — (T 22 — f*) - VG + 5- Cq} dy dr
—o0 Joo cs at

4.2)
onde C = (1 — M,) e as fontes sdo dadas por:
q=QG—-Dv -Vp' —V-(c?pv') (4.2)
f*=pv'v' -V (4.3)
T = pc2v'v’ (4.9)

E possivel mostrar que a razo entre a contribuicdo para o campo do

primeiro termo de g e a de T é da ordem de M?, dado que:

a _, ' 1 U, 1 U+
0(5v' - Vp') = wU2poU? = 2U 2 poU? = pg (4.5)
e
200001 1 212 2U?
O(V-V - (pocov'v")) = — pocoU* = pocs - (4.6)

Nesse caso, 0 primeiro termo de g (eq. (4.2)) pode ser desprezado para
escoamentos de baixa velocidade. O segundo termo da fonte g sera abandonado em um
primeiro momento e reconsiderado na se¢éo (4.5). Musafir (2006) arguiu que esse termo
tem a eficiéncia de um quadripolo e que seria menos relevante que f*, que possui a

eficiéncia de um dipolo. Dessa forma, a fonte g sera considerada, por enquanto, nula.

Apbs substituir g = 0 e as egs. (4.3) e (4.4) naeg. (4.1), obtemos:
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p' =% [, C2pc2 {(VV)oG : uu +2cos6 C'VM - uu - VG* —(ututvcgg wu -
‘7"0) VG}dydr, (4.7)

onde uu = v'v'.

Os dois Gltimos termos da eq. (4.7) podem ser simplificados ao se

considerar escoamento cilindrico e paralelo:
L . 1AM (dG dG
2C""VM - uu - VG* = 2aC™ ar (dy1 U u, + id u¢ur>

Vi Vc2 1dc 1 dcd
UU ——uu-—=) VG = °e uu-Vg* = —-=-—
T Tcg CO r 2

co ¢ dr

ac

uu +Euu)
dyllr d¢¢)r-

Apds simplificar a eq. (4.7), obtemos:

1 d
p’ _f J.C™ poco{(VV)OG uu+( ulur+d¢u¢ur)(2cost9€ 1d—1rw+

1 dc

=40 dy dr. 4.8)

c§
onde foi assumido p = p,.

Uma vez que poc? = poc2 = constante, 0 termo pyc2 sera substituido

por p..cZ, a fim de se remover p., de dentro da integral na eq. (4.8):

D' = Poo fjooo foo C%c {(VV)OG uu + ( uu, + %ud,ur) (2 cos @ C‘1 LA

2 ‘“0)} dy dr. (4.9)

cy dr
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4.3  DENSIDADE ESPECTRAL DE POTENCIA P(x, w)

p'?(x,At) = p'(x,t)p'(x,t + At).

Assim, p'?(x, At) é dado por:

P'Z(x At) = Poof f ) c {[ aylayj ] [<aykayl) ]u WU Uy +

dGd¢' __________  dGdG¢' 1d M’
(dy1 dy! 7 UL U U Uy + — s d¢,u¢uru¢ur) (2 cos@ C~ 1_ += co) (2 cosf C'~1 S
1 dcg

@ ar ,)} dydy'dzcdt’ (4.10)

onde os termos w,u et = uu, (¥, T)ueu (¥, ') representam a inter-correlagdo com
separacdo espacial e temporal dos componentes da fonte. Ribner (1969) apontou que a
contribuicdo dos termos que contem u,wu,u; € ndo nula, apenas quando ijkl forem
iguais em pares. Desse modo, a contribuicdo do termo contendo o acoplamento
U U, Ug Uy, que surge devido ao quadrado do segundo termo na eq. (4.10), deve ser nula.

Ja o produto entre o primeiro e segundo termo da eq. (4.9) foi abandonado pela

consideracdo de que 5 e 2% devem estar em quadratura, visto que as transformadas

i0yj  dy;
de Fourier das derivadas da funcdo de Green (egs. (3.30), (3.31), (3.33) e (3.34)) nos

limites de alta e baixa frequéncia, podem ser representadas por:

6G(y,a))) R x —iwt*
(—6yi . = T g; e (4.12)
e

%G (y,w) k? «  —iwt*

( 0y:0y; e D€ (*+12)
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dG . A . %G
de forma que (E) possui uma dependéncia de —iw e (a — ) de —w?, 0 que
0

i’0
representa uma defasagem de 90° (quadratura) entre as duas funcbes. Assim, espera-se

que o valor médio para o produto de duas fun¢Ges em quadratura seja nulo.

Seré assumido que as fontes sdo compactas e que podem ser representadas pelos
valores tipicos correspondentes a regido de maior intensidade de turbuléncia. Assim, a

eq. (4.10) pode ser simplificada conforme:

e An @ e - o2 2 S
P80 = o1 L0 b et | ), o |G, o e+

1 dcg

((;_;)2 Uy Uy U Uy + (%)2 ud,urud,ur) (2 cosf C~ 1 — + C——) }dydy'drdr',
0

(4.13)

Uma vez que os efeitos dos gradientes da temperatura e da velocidade
média foram explicitados, deve ser aceitavel aproximar a funcdo de Green pela
correspondente ao caso de um escoamento uniforme em meio homogéneo (discutido nas
secdes 3.4 e 3.5). Nesse caso, G responde essencialmente pelo atraso temporal entre
emissdo e recepcdo, e por um fator de amplitude (4m|x|)~1, enquanto suas derivadas

espaciais introduzem fatores de direcionalidade (que consideram os efeitos do
escoamento) multiplicadas por Ci% (Musafir, 2006). Essa propriedade pode ser utilizada

para efetuar as integrais em 7 e 7' a0 mesmo tempo que G é substituida, obtendo-se :

2

2 A LN
z(x At ) - (4n|x|)2f f {Dl]Dkl (c E) ulu]ukul(y'y ,At )+

1 9\2, , Lo
(_E) (gimunu(y,y', At) + < g§ >

Coo

U¢urU¢ur(yJ 3”, At*) ) (2 cos@ C~ 1 an + ldﬂ) }dydy (414)
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onde os coeficientes D;; estdo relacionados as segundas derivadas de G, e g, € gy as
primeiras derivadas, todos esses incluindo o fator C~%c2; < gé > representa a média de
gj, em relacdo ao angulo azimutal; At* representa a diferenca de atraso temporal entre

emissdo e recepcdo para duas fontes (y e y'), sendo dada, no limite em que se

desconsidera conveccao das fontes para a aproximacao de campo afastado, como:
At* = At + yc‘—y ‘e, (4.15)

A densidade espectral de poténcia P(x,w) é obtida ao se fazer a

transformada de Fourier da eq. (4.14):

2
- ps —
P= )| {"4’3”’3“”1”1%“1

+ k? (gfufu$+< 95 > uéu?) (2 cosf €t

o | &
E
ole
| &
ﬁ|§,\,
N}
N e’
QU
<
QU
Q\

onde ~ representa a transformada de Fourier.

Seréd assumido que a dupla integral de volume da transformada de Fourier
da inter-correlacdo das fontes pode ser representada por uma distribuicdo espectral
tnica H(w) para todos os wu,u,u;, multiplicada por fungdes C;j,; que expressam a
importancia relativa desses termos, como é usualmente assumido — por exemplo em
(Goldstein e Leib, 2008). Como as fontes estdo sendo consideradas compactas, tém-se
que o integrando s6 ¢é significativo para valores relativamente pequenos de |y — y'| em
relacdo ao comprimento de onda. Por outro lado, a hipétese de que pode-se trabalhar com
uma fonte “tipica” equivale a considerar que a integral em y pode ser vista como

praticamente independente da posicao para as principais fontes,”. Assim, tem-se que:
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S ) mue dydy' = H(w)Cij, (4.17)
com os Cjjy; expressos por fatores adimensionais, com Cy;,, = C3333 = 1.

Desse modo, os termos dentro da integral dupla na eq. (4.16) podem ser

expressos conforme:

I, | DijDuii g dydy' = H(w)F(M, 6, Ry, w); (4.18)
[ [, g?uZu? dydy' = H(w)g?Ki; (4.19)

(5]
), <95 >vduldydy = H(w) < g§ > K, (4.20)

onde F = D;;Dy;Cjri; K1 = Ciriri € Kz = Cpropr

A densidade espectral de poténcia €, entdo, dada por:

~ 2 2 2
P(w) = H(w) =2 {k“F + k2 (9i K +< g§ > K;) (2 cos c 12 +i2d&) }.

(4m|x|)? dr =~ cg dr

(4.21)
. . . dM _ 1.dc§ cx Lo
onde foi assumido que as derivadas —~ & —— > 540 constantes na regiao das principais
0

fontes.

Para considerar que as fontes estdo em movimento com um ndmero de
Mach de convec¢do M, e que cada derivada espacial da funcdo de Green introduz também
um fator Doppler de convecgédo C,. = 1 — M, (Ffowcs Williams, 1963), a eq. (4.21) deve

ser modificada conforme:

- 2
P(w) = H(w)(‘“flﬁ{k‘*CﬂF +k2C2(giK+< g >

28 2
K;) (2cos 6 c71 2 4 248 } (4.22)

2
cy dr
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44  MODELAGEM DOS GRADIENTES DE VELOCIDADE E TEMPERATURA

Musafir (2006) considerou a proporcionalidade Z—A: encontrada por Davies,

. . . . darT ,. .
Fisher e Barrat (1963) e assumiu que deveria ser razoavel supor que —tivesse um perfil

semelhante ao perfil de velocidade:

aM
?~ﬁ— = Bk (4.23)
e
2
R (4.24)
2 2
onde ¢ e B sdo fatores de proporcionalidade, d é o diametro do jato, § = =" _éa

2(ch+ef)
diferenca das temperaturas do campo afastado (ambiente) e nominal do jato, dividida por

uma aproximacado da temperatura media do jato.
Ao substituirmos Z—A: ~Bk naeq. (4.22), o termo que inclui o cisalhamento

médio k*C;%(g?A+< g§ > B)4C~ % cos® 0 (2—1‘:)2, passa a ser modelado por

*C2(giK,+< g5 > K;)4C™% cos? 6 2. Observa-se, que a dependéncia com k* é
devida a uma distribuicdo de tensdes, e € a mesma dependéncia que surge para o termo
(VV),G: uu, 0 que € esperado para jatos isotérmicos. Esses dois termos serdo chamados

daqui em diante de “quadripolos antigos”, por ndo considerarem o efeito do gradiente de

temperatura.

Ja para os termos que contém o gradiente de temperatura, é esperada uma
dependéncia com k2, representando o dipolo previsto por Morfey (1973) para jatos
guentes. Assim, sua modelagem seria um pouco mais complexa, e Musafir (2006) utilizou

a seguinte relacdo para ¢:
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e = (& fkd + &)/ M; (4.25)

onde &, e &, sdo constantes e o fator 1/M; foi incluido para manter uma certa similaridade

1M
dr’

_odcd _ . L.
entre s termos ¢ 2 —> e M A parte associada a &; dara origem a um termo com

eficiéncia quadripolar e a parte associada a &, dard origem a um termo com eficiéncia
dipolar. Ambos os componentes estardo associados com o fator dipolar k2. Os novos
termos com eficiéncia quadripolar serdo chamados daqui em diante de “quadripolos

novos”, por estarem relacionados com o gradiente de temperatura do jato.

Substituindo na eq. (4.22) e colocando k* em evidéncia, obtemos:

(4m|x])?

~ 2
P(w) = H(w)k‘*p;”{CgA‘F +C(gEK+< gj > Ky) <2 cosOC 1B +

e+ ;—3)> } (4.26)

4.5 MODELAGEM DA FONTE ¢

Musafir (2006) arguiu que o segundo termo da fonte g (eq. (4.2)) so é
relevante quando houver gradiente de temperatura, de forma que poderia ser considerado
ao se aumentar o valor de &;. Como essa contribuicdo ndo afetaria o termo cruzado &; ¢,,
optou-se por remover o fator 2 no acoplamento de &; e &,. Assim, apos expandir o Gltimo

termo da eq. (4.26) e remover o citado fator 2, obtém-se:

~ 2
P(w) = H(w) 22— k* {Cg“F + C2(giK +< gé > K,) [4C‘2 cos? 6 B? +

(am|x|)?
(6/M))" (282 + % +828) 1401 cos 0 (/M) (a8 + 2)|} (4.27)
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46  FATORES DE DIRECIONALIDADE

Os fatores D;; sdo obtidos, nos limites de alta e baixa frequéncias a partir
dos D;; obtidos nas secBes (3.4) e (3.5) e dos fatores que relacionam as diferentes funcées

de Green (egs. (3.8) e (3.9)). Assim temos para a baixa e alta frequéncia respectivamente:

*

D, = lusr (4.28)
YUBF Ry ' .
DijAF = Di*jAF’ (429)

onde R = 22 = (C—")Z.

Po Coo

Analogamente,

Gigr =7 Gipe (4.30)
1 = Yigp (4.31)
<95 >5r= 37 < (355) "+ (g35)" > (4.32)
e
< 9o >ar= % < (g;AF)Z + (Q;AF)Z > (4.33)

47  CALCULO DA FUNCAO DE DIRECIONALIDADE

Musafir (1990) fornece uma expressdo geral para a direcionalidade F =
D;; Dy Cijiy de um quadripolo pontual axissimeétrico imerso em um escoamento paralelo,

uniforme e isotérmico:
F(6,M,Ry) = (1+ B)DZ(6) + {D%,(0) + D%(0)} + 4E(D%4(6) +

D (9)) +r2¢ (1 + B)D11(9)2(D22 (6) + Ds3 (9)) + 1332D,,(0)D33(0) (4.34)
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. _ _ _ Ci122 _
onde: B = Cyq11 — 1, E = Cyp92, 712 = —me 23 = C3233.

Essa expressdo também pode ser utilizada para o jato aquecido, quando
contera um fator adimensional de amplitude, de forma que para 8 = 90 e Ry # 1, F ndo

sera unitario.

Desse modo, temos que:

1 1
Fgr(6,M,Ry) = F{(l + B)cos* 0 + %64 + 21154/ (1 + B)€?cos? 6} +

i {(A FRE A LA V(”B)) sin? 20 + 22 gin* e}. (4.35)
(RT+C?)? 2 2
Fur(6,M,Rr) = - 1c2 {B cos* 8 + (cos? 0 + €2)? + 4A€? cos? 0} (4.36)
T

Para diminuir o nimero de constantes, decidiu-se por utilizar a modelagem dos
Ciji, discutida por Musafir (1990), baseada no fato de que a turbuléncia, enquanto fonte
sonora, pode ser tratada como incompressivel. Assim, os coeficientes r;, e r,5; podem ser

expressos em funcdo de B, conforme:

V(1+B) B-1
- Ty3 = — (4.37)

T2 =

Apbs substituir em (4.32) e (4.33), obtemos:

Fgr = ﬁ{(l + B)cos* 0 + %64 — (1 + B)€e?cos? 9} + (Rchz)z {Esin2 20 +
2 sin* e}, (4.38)

(5]
F,r(6,M,Ry) = RT1C2 {B cos* 8 + (cos? 0 + €2)? + 4A€? cos? 8}. (4.39)
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4.7.1 Direcionalidade Basica da Fonte

A direcionalidade bésica F,(6), i.e. a direcionalidade da fonte no limite

em que M; e M, séo nulos e Ry = 1 é dada por (Musafir, 1990):
Fy(6) = 1+ Bcos* 0 + Asin? 26, (4.40)

rip (1+B)—1
2

onde A = +E.

Para A = B = 0 a fonte é estatisticamente isotropica. Essa hipOtese sera

utilizada no calculo da direcionalidade F:

-1 4 € 2.2 02 3 in4

Fgr = pr {cos 0+ - — €°cos 6}+(RT+CZ)2 {sm 29+451n 9}, (4.41)
e

Fue(8,M,Ry) = —— (cos? 8 + €2)2. (4.42)

R7C?

4.8 ESTENDENDO A MODELAGEM PARA TODO O ESPECTRO

Com o objetivo de que as fungBes F, g2 e < gfp >sejam validas por todo

0S espectro, e ndo somente nos limites de alta e baixa frequéncia, Musafir (2006) propos

trata-las como uma combinacao dos dois limites, conforme:

_ Xprta(kd)"X sr

Tragka (4.43)

onde X é a quantidade em questdo, e a e n sdo constantes a serem ajustadas.
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49  CORRECAO PARA A TEMPERATURA DO ESCOAMENTO UNIFORME

A razéo de temperatura Ry foi definida na secédo (4.7) como:

2
Rp="2=£= (4.44)

Coo Po

entretanto, para que seja considerada a temperatura na regido das principais fontes (com
maior intensidade de turbuléncia), Musafir (2006) aproximou a temperatura media nessa
regido pela média entre temperatura do jato 7}, e do meio em repouso T,. Dessa forma,

sera utilizado um novo valor “corrigido” para Ry, conforme:

cB+ck
_ 2 _ Rr+1
Ry = —2—="1 (4.45)

4.10 NIVEL DE PRESSAO SONORA POR FAIXA DE OITAVA (NPS)

Uma vez que o0s espectros do ruido de jato experimentais sdo fornecidos
por faixa de terco de oitava, o0 NPS calculado ¢ obtido a partir da integral de P por faixa
de oitava. Assim, assume-se que a integral de P em uma faixa de frequéncia possa ser
representada pelo valor correspondente a frequéncia central da faixa multiplicado pela

largura de faixa Af e pelo fator C; 1.

Desse modo, conhecendo o NPS em faixas de terco de oitava para o jato o
frio @ 90°, Sog rr10, O NiVel correspondente para valores arbitrarios do angulo 6 e razdo

de temperatura Ry, S(6, Ry), é dado por:

Sery = Soo,rri0 + 1010g {CC‘SF +C3 (92K +< g5 > K;) [46‘2 cos? 0 B?% +

2
g 3 1 - 9
(V) (812,32 + (ksd)z + Sks;ﬁ) +4C 1cosh (M—) (€1ﬁ + :—Z)l} (4.46)

J J
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P& Af
(4m|x])? pfef

onde Sqg rrio = 10 log ( H(w)k‘*) € Pres € apressdo de referéncia, geralmente

escolhida como 0,2uP,.
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5 RESULTADOS

O modelo de previsdo foi comparado com dados experimentais do
espectro do ruido de jato em faixas de 1/3 de oitavas obtidos no NASA Glenn Research
Center por (Brown e Bridges, 2006) para diversos numeros de Mach. Os dados utilizados
foram medidos para jatos com didmetro d = 0,0508m e, no caso do jato aquecido, Ry =

2,88.

Inicialmente assumiu-se que a velocidade de conveccdo das fontes era a
mesma gue a velocidade local do escoamento (C, = C), entretanto essa hipdtese levou a
um excesso de amplificacdo convectiva e foi abandonada. Foi entdo utilizado C. =1, a
fim de reduzir a amplificacdo. Nota-se que o fator Doppler de convecgdo C. nédo foi
considerado explicitamente por Goldstein e Lieb (2008) e Karabasov et al (2008) na

amplificacdo convectiva.

Foram utilizados a = 0,25 e n = 2 para as constantes de interpolacéo
discutidas na secdo (2.8). Esses valores permitem uma transicdo suave entre as solucdes
correspondentes aos limites de baixa e alta frequéncia. Para o calculos das fungdes F para
as baixas e altas frequéncias (eq. 4.22 e 4.23) sera assumido que a fonte é isotrdpica, isto

rio (1+B -

¢ B=0¢eE = D=1 (Musafir, 1990).
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5.1  PREVISAO DO ESPECTRO DO RUIDO DO JATO AQUECIDO A PARTIR
DO JATO FRIO A 90 GRAUS, DESCONSIDERANDO OS EFEITOS DOS

GRADIENTES

Em uma primeira analise escolheu-se por desconsiderar os gradientes de
temperatura e velocidade média (o0 que implica em utilizar K; = K, = 0), a fim de
investigar a importancia desses termos. As Figuras 6-9 mostram a previsao do espectro
do ruido do jato quente a partir do espectro do jato frio a 90°, onde os efeitos dos termos
explicitados (gradientes de temperatura e velocidade média) foram desconsiderados.
Previu-se o espectro para os angulos 6 de 90°, 60°, 45° e 30°, e nimeros de Mach (M;) de
0,35, 0,5,0,7 € 0,9. Cada figura representa um conjunto de quatro graficos, onde o nimero
de Mach é mantido constante e o angulo 8 varia (por exemplo, a Figura 6 mostra a
previsdo do espectro do ruido do jato quente para M; = 0,35 para os valores de 6 = 90°
(Figura 6a), 60° (Figura 6b), 45° (Figura 6¢) e 30° (Figura 6d)). Foram incluidos também
os resultados de previsdo que consideram apenas as solugcfes para as baixas e altas
frequéncias separadamente. Nestas figuras, é possivel observar que os efeitos dos
gradientes sdo mais importantes para numero de Mach pequeno e/ou angulo polar alto.
Ainda é possivel identificar a falta de dipolos para as frequéncias mais baixas,

principalmente para M; = 0,35 € 0,5.
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5.2  PREVISAO DO ESPECTRO DO RUIDO DO JATO FRIO APARTIR DO JATO

FRIO A 90 GRAUS, DESCONSIDERANDO OS EFEITOS DO GRADIENTE

As Figuras 10-13 mostram a previsdo do espectro do ruido do jato frio a
partir do espectro do jato frio a 90°, onde os efeitos do termo explicitado (gradientes de
velocidade médio) foram desconsiderados. Previu-se o espectro para os angulos 6 de 60°,
45° e 30° e nimeros de Mach (M;) de 0,35, 0,5, 0,7 e 0,9. Cada figura representa um
conjunto de trés graficos, onde o niUmero de Mach é mantido constante e o angulo 6 varia
(por exemplo, a Figura 10 mostra a previsdo do espectro do ruido do jato frio para M; =
0,35 para os valores de 8 = 60° (Figura 10a), 45° (Figura 10b) e 30° (Figura 10c)).
Foram incluidos também os resultados de previsdo que consideram apenas as solucoes
para as baixas e altas frequéncias separadamente. Nestas figuras, observa-se que as
previsdes do ruido utilizando apenas a solucdo para as baixas frequéncias ficaram

razoavelmente boas para 8 = 60° e 45°; e para 8 = 30° apenas nas baixas frequéncias.
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M =0,7,K; =K, = 0. ¢ jato frio, 90°; - jato frio; e previsao;
solucdo para baixas frequéncias; solucdo para altas frequéncias.
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Figura 12 (continuacao). Previsao do espectro do ruido do jato frio para 8 = 30°(C).

M =0,7,K; = K, =0. ¢ jato frio, 90°; - jato frio; e previsao;
solucdo para baixas frequéncias; solucdo para altas frequéncias.
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Figura 13 Previsdo do espectro do ruido do jato frio para 8 = 60° (A), 45° (B) e 30°(C).
M =09, K, =K, =0.¢ jato frio, 90°; - jato frio;  previsdo;
solucdo para baixas frequéncias; solucdo para altas frequéncias.
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Figura 13 (continuacao). Previsao do espectro do ruido do jato frio para 8 = 30°(C).
M =09, K, =K, =0. ¢ jato frio, 90°; - jato frio; e previsao;

solucdo para baixas frequéncias;

65

solucdo para altas frequéncias.



53  PREVISAO DO ESPECTRO DO RUIDO DO JATO AQUECIDO A PARTIR

DO JATO FRIO A 90 GRAUS

Em seguida, os parametros K;, K,, 8, & € &, foram ajustados para
melhorar a previsdo do espectro do ruido do jato aquecido. Durante esses ajustes, foi
necessario supor que &, seria funcéo de M;, de modo que os dipolos fossem mais
importantes para baixas velocidade, como apontado por Fisher e Morfey (1982). As
Figuras 14-17 mostram a previsdo do jato aquecido na qual foram escolhidos K; = 0,2,
K, =02 B=2 & =08e¢&(M) =153 —1,61M,. Essas figuras incluem também
os resultados que consideram apenas os quadripolos antigos e novos (ndo considera 0s
dipolos); apenas os quadripolos antigos (ndo considera o gradiente de temperatura); e 0s
resultados de previsdo que consideram apenas as solucdes para as baixas e altas
frequéncias separadamente. Para 8 = 90° e 60°, 0 modelo funcionou bem, exceto para o
caso em que M; = 0,9 e 8 = 60°, onde houve um excesso de previsdo principalmente
para as baixas frequéncias; é possivel observar que a previsdo sé foi possivel com a
combinacdo das solugdes de altas e de baixas frequéncias; e a importancia dos dipolos
introduzidos com a modelagem de &,. Para 8 = 45°e 30° e M; = 0,35 ¢ 0,5, 0 modelo
funcionou apenas para baixas frequéncias. Para 6 = 45°e 30° e M; = 0,7 e 0,9 houve
um excesso na previsao que é moderado para as baixas frequéncias e significativo para

as altas.
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Figura 14 Previsdo do espectro do ruido do jato quente para 8 = 90° (A), 60° (B), 45°
(C)e30°(D).M =0,35;K;,=1; K, =1; f=2; & =0,8; &, =1,0.
» jato frio, 90°; « jato quente; e previsao;
----- gadripolos antigos; — - — quadripolos antigos e novos
solucdo para baixas frequéncias; solucdo para altas frequéncias.
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Figura 14 (continuacédo) Previséo do espectro do ruido do jato quente para 8 = 45° (C) e
30°(D).M =0,35;K;, =1, K, =1; =2, & =08, & =1,0.
» jato frio, 90°; « jato quente; « previsao;
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solucdo para altas frequéncias.

solucdo para baixas frequéncias;
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Figura 15 Previsdo do espectro do ruido do jato quente para 8 = 90° (A), 60° (B), 45°
(C)e30°(D).M =05;K,=1, K, =1, f=2; & =0,8; &, =0.7.
» jato frio, 90°; « jato quente; e previsao;
----- gadripolos antigos; — - — quadripolos antigos e novos
solucdo para baixas frequéncias; solucdo para altas frequéncias.
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Figura 15 (continuacao) Previsdo do espectro do ruido do jato quente para 8 = 45° (C) e
30°(D).M =05;K;, =1, K, =1; f=2; & =08; ¢, =0,7.
» jato frio, 90°; « jato quente; e previsao;

gadripolos antigos; — - — quadripolos antigos e novos
solucdo para altas frequéncias.

solucéo para baixas frequéncias;
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Figura 16 Previsao do espectro do ruido do jato quente para 8 = 90° (A), 60° (B), 45°
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Figura 16 (continuacao) Previsdo do espectro do ruido do jato quente para 8 = 45° (C) e
30°D).M =07, K, =1, K, =1, B=2; & =08; & =0,4.
» jato frio, 90°; « jato quente; e previsao;
----- gadripolos antigos; — - — quadripolos antigos e novos
solucdo para baixas frequéncias; solucdo para altas frequéncias.
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Figura 17 Previsao do espectro do ruido do jato quente para 8 = 90° (A), 60° (B), 45°
(C)e30°(D).M=09;K;, =1, K, =1, =2, &=08; & =0,1.
» jato frio, 90°; « jato quente; « previsao;
----- gadripolos antigos; — - — quadripolos antigos e novos
solucdo para baixas frequéncias; solucdo para altas frequéncias.
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Figura 17 (continuacdo) Previsdo do espectro do ruido do jato quente para 8 = 45° (C) e
30°D).M =09;K, =1, K, =1, B=2; & =08; & =0,1.
» jato frio, 90°; « jato quente; e previsao;
----- gadripolos antigos; — - — quadripolos antigos e novos
solucdo para baixas frequéncias; solucdo para altas frequéncias.
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5.4  PREVISAO DO ESPECTRO DO RUIDO DO JATO FRIO A PARTIR DA

MEDICAO A 90 GRAUS

No caso do jato frio, ajustou-se os parametros K;, K, e . As Figuras 18-
21 mostram a previsdo para K; = 0,1, K, = 0,1, § = 2. E possivel observar que para
6 = 60°, a solucdo de baixas frequéncias funcionou razoavelmente bem; para 6 = 45 a
previsdo para as altas frequéncias funcionou bem; e houve uma leve sobrestimativa para
as baixas; para & = 30° houve um excesso de previsdo tanto para as altas, quanto para as

baixas frequéncias.
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Figura 18 Previsdo do espectro do ruido do jato frio para 8 = 60° (A), 45° (B) e 30°(C).
M =10,35;K, =0,1; K, =0,1; § = 2.« jato frio, 90°; - jato frio; e previsao,
solucdo para baixas frequéncias; solucdo para altas frequéncias.
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Figura 18 (continuacao) Previsdo do espectro do ruido do jato frio para 8 = 30°(C).
M =0,35;K; =0,1; K, =0,1; = 2. ¢ jato frio, 90°; - jato frio; * previsdo,

solucdo para baixas frequéncias; solucdo para altas frequéncias.
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Figura 19 Previsdo do espectro do ruido do jato frio para 8 = 60° (A), 45° (B) e 30°(C).

M =0,5;K, =01; K, =0,1; B = 2.+ jatofrio, 90°; - jato frio; « previs&o;
solucdo para baixas frequéncias; solucdo para altas frequéncias.
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Figura 19 (continuacao) Previsdo do espectro do ruido do jato frio para 8 = 30°(C).

M=0,5;,K,=01; K, =0,1; f = 2. ¢ jato frio, 90°; - jato frio; e previsdo;
solucdo para baixas frequéncias; solucdo para altas frequéncias.
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Figura 20 Previsdo do espectro do ruido do jato frio para 8 = 60° (A), 45° (B) e 30°(C).

M=07,K;, =01; K, =0,1; B = 2.+ jatofrio, 90°; - jato frio; « previsdo;
solucdo para baixas frequéncias; solucdo para altas frequéncias.
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Figura 20 (continuacao) Previsdo do espectro do ruido do jato frio para 8 = 30°(C)
M=0,7,K, =01; K, =0,1; f = 2. ¢ jato frio, 90°; - jato frio; e previsdo;
solucdo para baixas frequéncias; solucdo para altas frequéncias.
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Figura 21 Previsdo do espectro do ruido do jato frio para 8 = 60° (A), 45° (B) e 30°(C).
M=09;K;,=01; K, =0,1; = 2. jatofrio, 90°; - jato frio; * previsdo,
solucgéo para baixas frequéncias; solucgéo para altas frequéncias.
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Figura 21 (continuacao) Previsdo do espectro do ruido do jato frio para 8 = 30°(C).
M=09;,K, =01, K, =0,1; f = 2. jatofrio, 90°; - jato frio; e previsdo;
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6 DISCUSSAO

Analisando os graficos do capitulo anterior, pode-se observar que o
modelo falhou em prever o espectro do ruido para as altas frequéncias para angulos 6 =
30° e 45°, para o caso do jato aquecido, e 8 = 30°, para o caso do jato frio. I1sso pode ser
atribuido ao fato que a solucdo utilizada para as altas frequéncias (sec¢éo 3.5) ndo é vélida
para angulos polares dentro do cone de siléncio. Fisher e Morfey (1982) discutiram o
angulo critico que delimita a regido do cone do siléncio — regido em que as ondas sonoras
vindas do escoamento sdo atenuadas antes de escaparem para 0 meio externo. Esse angulo
critico 6, ¢é dado por:

11
L0 Mg VR+M'
Coo

cosf, =

onde M; € o nimero de Mach na posi¢éo da fonte, M; = 0,6M,;.

A Tabela 1 e 2 mostram os angulos criticos para os jatos aquecido e frio,
respectivamente, para os diferentes nimeros de Mach utilizados neste trabalho. Observa-
se que a solucéo para as alta frequéncia ndo € vélida, para o caso do jato aquecido, quando

6 = 30° e 45° e, para o caso do jato frio, quando 6 = 30°.
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Tabela 1 Angulo critico para o jato aquecido  Tabela 2 Angulo critico para o jato frio

M; | cos 6, 0. M; | cos 6, 0.
0,35 0,62 | 51,40° 0,35|0,83 | 33,90°
0,5 | 0,59 |5379° 0,5 [ 0,77 |39,6°
0,7 | 0,55 |56,52° 0,7 0,70 |45,6°
0,9 | 0,52 |58,84° 09 [ 0,65 |495°

Fisher e Morfey (1982) propuseram uma corre¢do para que a solucao seja
valida dentro do cone de siléncio. A solucdo para os casos em que 6 < 6, deveria ser
multiplicada por um fator com a forma de e~ !Xt¥t que introduz um decaimento
exponencial adicional, onde y, é a distancia entre a fonte e a interface do jato com 0 meio
circundante e |K;| € um coeficiente que é funcdo da frequéncia w; do angulo critico 6,;
do numero de Mach; da razdo de temperatura R;. Essa correcdo leva em consideracdo a
predominancia dos efeitos de refracdo dentro do cone de siléncio, que ndo foi considerada

neste trabalho.

Também se assumiu a compacidade das fontes. Essa hip6tese desconsidera
a distancia entre duas fontes dentro do escoamento e sua possivel interferéncia (y = y’
na eg. (4.15)). Entretanto, conforme a frequéncia aumenta, o comprimento de onda
diminui, e a interferéncias entre as fontes passa a ser mais significativa, de forma a néo
poder mais ser desprezada, efeito que aumenta com a velocidade do jato. Assim, seria
necessario incluir a modelagem do termo e k(—y)ex, que surge ao se fazer a

transformada de Fourier das inter-correlagbes w,u,w,u; (y,y', At™) na eq. (4.14) e que
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afetara as fungdes C;jx; que passardo a depender do angulo 6, do numero de Mach e da

frequéncia.

Além disso, para o caso do jato aquecido, o modelo falhou em prever o
espectro para as baixas frequéncias para nimeros de Mach M; = 0,7 € 0,9 e angulos 6 =
30° e 45° (e 60° para M; = 0,9); e para 0 caso do jato frio, para angulos 6 = 30° e 45°,
0 que pode ser atribuido a um excesso de amplificacdo convectiva. Nesse caso, seria
necessario averiguar se uma reducéo do fator Doppler convectivo C reduziria esse excesso

de previsao.

Neste trabalho, foi escolhido considerar a fonte como isotrépica para ndo
enfatizar ainda mais a emissao na direcdo do escoamento. Para isso tem-se B=A =0¢€

Ip =Ty3 = _0,5

E possivel observar nos graficos da previsdo do jato aquecido para 6 =
90° (Figuras 14a, 15a, 16a e 17a), os efeitos esperados devido ao aumento da temperatura
do jato discutidos por Fisher e Morfey (1982): para M = 0,35 e 0,5, os dipolos parecem
dominar por todo o espectro, onde houve um aumento de ruido em relacéo ao jato frio;
para M = 0,7 houve um aumento de ruido para as baixas frequéncias, sendo atribuido
aos dipolos, e uma reducdo de ruido para as altas frequéncias, sendo atribuida a
diminuicdo da contribuicdo de “quadripolos antigos” devido a reducdo da densidade na
regido da fonte ; para M = 0,9 a perda de “quadripolos antigos” sdo mais importantes,

havendo uma reducéo do ruido por todo o espectro.

Diferentemente do modelo de Musafir (2006), em que buscou-se atrelar
os valores de ¢; e &,, de forma a “limitar” a quantidade de novos quadripolos e dipolos,
com g + &, = 1, decidiu-se por manter &; constante e variar £, com o numero de Mach

, @ fim de diminuir os efeitos dos dipolos conforme o nimero de Mach aumenta
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Além disso, o valor de g foi ajustado empiricamente, contrariando o valor
experimental de 4,5 encontrado por Davies, Fisher e Barrat (1963) e que foi utilizado por

Musafir. Nota-se que para 8 = 90° a eq. (4.46) reduz-se a:

S90,RT = S90,FR10 + 1010g {D+< gé) > KZ

2
S 202 & €168
(M,-) (glﬁ toar T Tka )l} (6.1)

onde o efeito do termo contendo 2 pode ser, a grosso modo, limitado ao se escolher o
valor para &;, 0 que ndo acontece no caso geral representado pela eq. (4.46) devido ao
termo contendo 4C~2 cos? 8 5% que néo é afetado pelo ;. Assim, foi escolhido g = 2

com objetivo de limitar a contribui¢do desse termo.

O modelo possui o atrativo de explicitar o nivel de pressdo sonora por
faixa de terco de oitava do jato frio a 90° na equacédo da previsao (eq. 4.46), de forma que
0s outros termos da equacao funcionam como uma “corre¢do” em funcéo da temperatura
e do angulo polar. Entretanto, precisa ainda ser aperfeicoado para incluir os efeitos de
refracdo e ndo compacidade que afetam as altas frequéncias. Sugere-se investigar também

uma reducdo da amplificacdo convectiva para as baixas frequéncias.
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7 CONCLUSAO

Neste trabalho, discutiu-se inicialmente o problema do som gerado
aerodinamicamente, os aspectos fisicos do jato, e as caracteristicas das fontes sonoras
mais elementares. Em seguida foram apresentadas algumas das analogias acusticas
utilizadas para formular o problema, em especial a analogia acustica de Lighthill, com as
simplificacBes mais usuais, bem como os efeitos de temperatura e refracdo e a analogia

de Lilley.

Uma vez formulado o problema, discutiu-se algumas das solucgdes
existentes para a equacao de Lilley. No capitulo 2, introduziu-se a solucdo de equacdes
lineares ndo homogéneas e as propriedades matematicas necessarias para sua resolucao;
discutiu-se uma representacdo da solucdo da equacéo de Lilley para flutuacao de pressédo
do problema, valida no campo afastado, obtida por Musafir (2005) a partir de um
problema auxiliar, onde os gradientes de velocidade média e temperatura foram
explicitados de forma que a funcdo de Green pode ser aproximada para o caso de
escoamento uniforme e isotérmico; apresentou-se as funcdes de Green que satisfazem a
equacdo de Lilley nos limites de alta e baixa frequéncias para escoamento isotérmico e
uniforme disponiveis na literatura; mostrou-se como essas diferentes fungdes de Green se

relacionam com a funcdo de Green do problema auxiliar.

O modelo desenvolvido por Musafir (2006) foi revisto e expandido para a
prever o espectro do ruido do jato para diferentes angulos polares e razGes de temperatura

a partir do espectro do jato frio a 90° e as diferentes hipdteses utilizadas foram discutidas.
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Finalmente, testou-se a equacéo de previsdao com os dados experimentais
obtidos por Brown e Bridges (2006) para diferentes nimeros de Mach. Concluiu-se que
0 modelo funcionou razoavelmente bem para angulos fora do cone de siléncio e que
evidenciou algumas das tendéncias esperadas, como a importancia dos dipolos para
numeros de Mach pequenos nas baixas frequéncias e a reducdo do ruido devido aos
efeitos da temperatura (diminuicdo da contribuicdo dos chamados “quadripolos antigos™).
Entretanto, o0 modelo falhou em prever o espectro, tanto nas baixas quanto nas altas
frequéncias, para angulos pequenos e elevado nimero de Mach. Sugere-se entdo a
inclusdo, na solucdo de altas frequéncias, dos fatores do tipo e~!XtlYt para considerar a
refracdo dentro do cone de silencio, bem como uma analise mais detalhadas dos efeitos
ligados a possivel ndo compacidade das fontes. Outras questdes que também podem ser
investigadas sdo a conveniéncia de introduzir uma reducdo na amplificacdo convectiva
para as baixas frequéncias, o uso de fontes néo estatisticamente isotrdpicas e considerar,

mesmo para fontes compactas, que as propriedades variam com a posi¢ao no jato.
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APENDICE A - DEDUCAO DA EQUACAO DE LILLEY (eq. (2.12))

As seguintes consideracgdes serdo utilizadas durante a dedugédo da equacao de

Lilley:

i) escoamento paralelo: v, = U(x,,x3)e; 0 que implicaem V-v,=0¢e
Vo V‘UO = O,
i) as propriedades médias das varidveis (N) do jato sdo funcbes apenas de x, e

xg% = 0, onde N pode ser a temperatura, pressao, velocidade média, etc.
1

iii) a pressdo média é considerada constante: Vp, = 0.

A deducdo comeca a partir das equacOes de balango reescritas conforme:

Dp o
E+pV 17—0, (Al)
Dv

1Dp _ Dp

o = or (A3)

Ap0s substituir a eg. da energia (A3) na eq. da continuidade (Al), obtém-

se:
2 V- pctv—v-Vpc? =0 A4
oy pcv —v-Vpc® = 0. (A4)
A eg. (A4) é entdo manipulada, conforme:
a) asvariaveis p e v sao decompostas em parte média e parte flutuante e simplificada
com as hipoteses (i) — (iii):
aait + v, V(@) +V V(@) +pc?V-v +v - Vpc? —v' -Vpc?2 =0; (A4b)
b) aeq. (A4.b) é reescrita como:

Dop’
Dt

+V-pc?v' = —v' -V(p) + v Vpc?; (A4.c)
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c) c2 é expandido como c2 + ¢2’ e considera-se gas perfeito, ¢2 = yRT = %;

D°p + V- pcdv' =q. (A5)
ondeq = (y— v -V(p') —V-pc?'v'.
A equacdo da quantidade de movimento (A2) é manipulada, conforme:
a) otermo % é escrito como % = DT"tI + v - Vp, e introduzido na eq. (A2):

Dpv’ v Dp
Dt

-t pv- Vv, + Vp = 0; (A2.b)

b) substitui-se a eq. (Al) na eq. (A2.b):

Dpv

+v'pV-v+pv-Vv,+Vp =0; (A2.0)

¢) multiplica-se a eq. (A2.c) pelo fator ¢ e reescreve-se o resultado para os termos

expandidos conforme :

Dopv’
cé % + cépv' Vv, + ciVp' = —ciV - pv'v; (A2.d)
D 2 14
d) observando que c¢2 ‘;)ptv = °CL;’tp” — pv' gc" e que °C° é nulo:

DO Cg aCO

Dt = + vO VCO = U(xz,x3) = O,
aeg. (A2.d) é simplificada:
Docl;’pv + cépv' Vv, + ctVp' = f, (AB)

onde f=-V:cipv'v' + pv'v' - Vci.
Sdo feitas as seguintes manipulagdes nas egs. (A5) e (A6)

0

a) Aplica-se o operador % na eq. (A5) e o operador V - na eq. (A6):
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D
+ 2V pciv' =g (A5.b)

Dt2

Dy Co pv

V- + V- (cdpv' -Vvy) + V- (c3Vp' ) =V-f (AG.b)

Do c0 pv

e apos simplificar os termos V - e V- (c2pv' - Vv,) daeq. (A6.b) conforme:

Docipv’  Do(V-c2pv acépv'
V.20 0Py _ o(V-csp )+VU o pY.
Dt Dt dx

e:
(2ov' - Vo) = 2 (2 ppr 2ot = 0 1 QU _ 96PY] 0U _ oy, Ok’
V- (copv' - Vwo) = dx; (Copvj axj) - 6x1< CoPYj Ox) ox1  0xj vu xy
obtém-se:
2
D°(V+§’“’)+2vu ‘”0’"’ +V-(cBVP) =V f; (A6.c)
b) subtrai-se a eq. (A6.c) da eq. (A5.b):
Dép' d
D"—ti—zvu-%—v (chp)—— ~V-f; (A7)
c) aplica-se o operador g—‘; na eq. (A7):
D3p’ actpv D
SR G ) =2 (V- (39p)) = g -2V f, (A7.b)
2 1
e ap6s substituir 22 (2v0 - 22£%) = (2vU - - )DOC‘”’" na eq. (A7.b), obtemos:
1 1

Do

Dp3p’ Docdpv’ D NY .
Dop_ (ZVU axl)L_D_i(V.(Cgvp)) thq 2y.f: (A7.0)

Dt3 Dt

d) introduz-se a variavel v7, dada por v = (0, v5, v3) nas eqs. (A7.c) e (A6):

3.,/ 2 !
By (2vy - )b Do (y. (2yp) = L8 g -2y f (A7.d)

Dt3 dxq Dt
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2 .1
DoCDOfUT + Cgvp/ — f1 (A8)

e) multiplica-se a eq. (A8) por (ZVU . ai) e soma-se o resultado com a eq. (A7.d),

X1

obtendo-se a equacdo de Lilley na forma da eq. (2.12),

3.,/ 2
B+ (2v0 - - =20V BVp’ = 2o q + (2VU - =~ 2V ) f. (A9)

Dt3 X1 1
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APENDICE B — IDENTIDADE ENTRE OPERADORES

Este apéndice procura mostrar como que o operador espacial pode ser

substituido por um operador que contém uma derivada temporal no campo afastado. Para

isso, utiliza-se uma fonte pontual dipolar representado por uma forca F (t - 'xc;y') em

©0

um meio em repouso e homogéneo, em que a solucdo para a flutuacdo da pressao € dada

por:

)
p'(x,t) = _ o )

ox; Am|x—y|

(B1)

Observando que para o campo afastado (Jx| — o) e para y dentro da

regido da fonte (]x| > |y| ), as seguintes aproximacdes séo validas:

vl = (1xl2 — 2 - 2Y1/2 o, _xy WYY oyl — XY
2=yl = (xl? =22y + [y]) |x|<1 =+ 0(Z) )~ Il

1 1 1 x: 1 x: 1
~ _z_( _y)z__i__yz_.

~

[x=yl  Ix|-7= x|

Apo6s expandir a equacdo (B1) e utilizar as aproximacgdes acima, obtém-

S€:

5 x| xy ) _|x_| xy
D' (2,1) = <Fl(t—a+cw|x|) + Fi(t Cw+_6w|xl)> a1xl

47T|X|Coo 41| x|%Coo ax;'

que para o campo afastado (Jx| — ), pode ser aproximado por:

(=22 xw)
Fl(t Coo+Coo|x| ﬁ

47|%|Coo x|

, 7]
p (x,t) = 3t (B2)

Assim, apds comparar as egs. (B1) e (B2), temos que a seguinte identidade

é valida em um meio em repouso e homogéneo para o campo afastado:
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a 1 x; 0

0x; = Coo |x| Ot
Para o caso de escoamento paralelo U(x,, x3), a identidade ainda é valida
na direcdo eq, pois nessa direcdo as propriedades ndo variam, e obtemos (2.13):

0 _ cosfd
0x, Ceo Ot
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APENDICE C — A FORMA DA EQUACAO DE LILLEY VALIDA NO CAMPO

AFASTADO

0

Apds expandir os operadores % na equacdo de Lilley (2.12), obtém-se:

(%+U;’71)3p'+[2vu-aih—( +U-= ) ](c§Vp)_(at+Uax)2q+

|2vu - aixl—(%+ Uaih)v-] (=V-T + ). (C1)
Utiliza-se a identidade entre operadores no campo afastado — = — %%
naeg. (C1):
(o= Mez) 7' =27 St (5= M) ¥ |0 = (G- Mag) -
|2VMy - 2+ (2= Mo 2) V| (=V-T+ £, (CL.b)
onde M, ICJ:
Apobs isolar o operador % e simplificar, a eq. (C1.b) € escrita como:
2o = [2(1 = M) VM - +(1 = M)V 1(c3Vp") = = (1= M) ™' —
[2(1 = M) 3VM, - +(1 — M) "2V ](-=V T+ f*).
(Cl.c)

Apds substituir a seguintes relacdo na eg. (C1.c):
(2(1 = Ma)73VM,) - (c§Vp") + (1 — Mg) 72V - (c5Vp") = V- [(1 — Ma)*(c5Vp")]
obtém-se a eq. (2.14):
2P =V (= M) (V)] = 2 (1 - M) g+ V- [(1 - M) 2(V- T —
Ml (C2)
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APENDICE D — EXPLICITANDO A SEGUNDA DERIVADA TRANSVERSAL DE

G

A eq. (3.13) € pode ser escrita com o operador expandido conforme:

0%G
at2

V(1—M,)"2-c2VG — (1 — M) 2V - ¢2VG = 0. (E.1)

Apo6s multiplicar a eq. (E.1) por (1 — M,)?, e substituir V(1 — M,)% =

—2a(1—M,)3VMe V- ciVG = Vcé - VG + ciV2G, obtém-se:

2

(1= Me)? 52 — 2a(1 - My)™'VM - (c3V6) — Ve - VG — c3V?G = 0. (E2)

2
A eg. (E.2) é multiplicada por c;% e 0 termo g gyi é somado dos dois

t

lados, para se obter eq. (3.15):

—2(01 _ 20%G6 _ _ oM. U — 202 .90 _ (2 _ 07 _ 9%
c52(1 = M)? 53 — 2a(1 = Mg) "'V - VG — ¢52Vc} - VG — (V2 — g aytz) G=g573
(E.3)
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