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Motivados pelos resultados recentes na éptica em estudos e aplicagoes de feixes
nao dispersivos, fomos incentivados ao estudo da possibilidade da utilizacao destes
feixes, na area de Actstica Submarina.

Mais especificamente, neste trabalho mostramos ser possivel trabalhar com fei-
xes, que rotulamos como feixe discreto de Airy. Estes que apresentam como princi-
pais caracteristicas, os fatos de serem pouco dispersivos, de se curvarem ao longo de
suas trajetorias. Além disto, pioneiramente associamos a esta teoria as principais
caracteristicas dos modos normais. Fato este que permite que feixes discretos de
Airy propaguem-se a longas distancias no oceano.

Em resumo, mostraremos que em oceanos profundos é possivel a existéncia de
feixes de Airy que se propagam em grandes distancias com pouca dispersao da

energia acustica e preservacao de sua forma.
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In this work based on the propagation theory of acoustic energy by modes in deep
oceans, we will show that it is possible to existence of Airy beams that propagate
in large distances, with little dispersion of the acoustic energy and preservation of

its form.
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A1

Comparacao para oceanos profundos do comportamento em funcao

da profundidade z, entre os perfis de velocidade do som “tipicos” e

o modelo tedrico de Munk(4.4)). Em a) vemos que o comportamento

«

de ambos perfis se assemelham em “ aguas das camadas mais pro-

fundas” tanto na termoclina quanto no SOFAR. Entretanto, em b)

vemos que o perfil de Munk(4.4) nao descreve satisfatoriamente o

4

comportamento da velocidade sonora em * aguas rasas” no interior

12

mostra o tracado de raios para uma fonte operando com f = 50Hz

posicionada no SOFAR em z, = z,,;, = 1300m. Em a), b) e c¢) os

angulos inciais de saida da fonte, foram os angulos discretos modais

6, comn = 1,17 e 47 respectivamente. Nota-se em todos estes casos,

que os raios que passaram pelos pontos de retorno zg”] e z[ﬁ] apos per-

correm radialmente o comprimento L,,, a diferenca relativa percentual

AT, entre 1(4.9) e 7,(4.10) é inferior a 0.5%. Mostrando uma equi-

valencia entre as teorias modal e tracado de raios em completo acordo
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Mostra para o perfil de Munk(4.4) dentro do formalismo WKB e

f = 50H z os seguintes resultados: Em a) comportamento dos angulos

preferenciais de propagagao discretos na faixa 0 < |6,| < 15° asso-

ciados a modos quando n varia entre 0 < n < 60. Em b) e em

¢) vemos respectivamente que estes modos sao pouco dispersivos ja

que cL”] ~ cj[on]e sua propagacao ocorre majoritariamente quase que

paraxialmente na direcio radial, pois ki ™™ < kM| L

93

)

Mostra para f = 50Hz e em r = 0, o comportamento da “condicao

inicial” W) para o feixe discreto de Airy (veja Eqi4.18). Observe

que para qualquer n-discreto, U9 evanesce nas regioes classicamente

proibidas e oscila (n + 1)-vezes nas regioes classicamente permitidas.| .

26

5

emr =0e f =50Hz mostra (em unidades arbitrarias) e em fungao

da profundidade, o comportamento da amplitude |7 | da “condi¢do

inicial” para o feixe discreto de Airy (veja Eqj4.18). Observe que a

medida que n cresce aparecem (n+1) picos de intensidade igualmente

espacados em A, (veja Eql.21). Nota-se também, que os picos de

maior intensidade ocorrem nas vizinhancas dos pontos de retorno zf]

e zg“] (veja figura |4.4|) e o feixe penetra além deles evanescentemente

(veja Eq4.22). | . . . .o

6

Compara para f = H50H z, os comprimentos de onda A, e penetracao

0, em funcao de n. Observe que os maiores valores de ambos sao

alcancados para os menores valores de n, e tanto \,, quanto o,, decaem

mais lentamente quando n cresce. Nota-se também que os valores de

0, sao sempre superiores aos de A, (veja Eqsid.21]eld.22)[. . . . . ..

29

A7

Pontos de retorno dos modos possivels n, acima e abaixo de 2}y, ., a0

longo do guia de ondas Munk z[[f]]’n. ...................

I3

Modos propagantes possivels no guia de ondas Munk tais que n =

na+ng.. . . . e
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Mostra para o perfil de Munk(4.4) e f = 50Hz, em a) as possiveis

trajetorias I',, dos raios acusticos associadas ao conjunto discreto de

angulos de disparo 6,, com 0 < |6,] < 15° e 0 < n < 60. Observe

que tais trajetorias I',, delimitam as regioes classicamente permitidas

e proibidas. Em b) é mostrado um mapa de cores (em dB), represen-

tando as perdas de transmissao T'Lr, (4.24)), estas relativas a um dado

feixe discreto de Airy @, propagando-se sobre uma dada trajetoria

[',,. Observe que para feixes discretos de Airy ®,,, a energia acustica se

propaga nas regioes classicamente permitidas como também penetra

substancialmente nas proibidas. |. . . . . ... ... .00 L.

110

Mostra para o perfil de Munk, um mapa de cores (em dB) represen-

tando a perda por transmissao com f = b0H z descrita pela teoria

de equacoes parabolicas[32], observe a pouca penetracao da energia

acustica nas regioes classicamente proibidas.| . . . . . ... ... ...

B

Dominios de aplicabilidade dos modelos baseados na teoria de raios,

na teoria dos modos normais e teoria de feixes discretos de Airy, para

a propagacao actstica submarina(adaptado de R7])]. . . . . . . . ..

Xiv

66



Capitulo 1

Introducao e Motivacoes

J& ha muitos anos a Geofisica de exploracao desenvolve estudos que nos permite
obter informagoes valiosas sobre o interior da Terra e seus oceanos. Por exemplo, em
acustica submarina e sismica hé a necessidade de informacoes de regices de dificil
acesso para inferéncias de litologias, reservatérios de dgua e hidrocarbonetos. Um
dos métodos poderosos utilizados para tais investigagoes é a propagacao de feixes
de raios de ondas mecanicas, andloga a teoria de raios de luz amplamente utilizada
na ()ptica. Em geral, estes raios sao agrupados formando um feixe, construido ao
redor de um raio referéncia, denominado raio central.

Facamos agora uma rapida revisao, se possivel histérica, sobre o uso do tracado
de raios em diversos campos da sondagem geofisica. Neste sentido, baseado no
transporte energético, uma pioneira descricao do método de tracado de raios como
ferramenta matematica aplicada a propagacao de ondas eletromagnéticas, foi feita
por R. K. Luneburg em meados dos anos 40. Devido as semelhancas entre a sismo-
logia e o eletromagnetismo, em 1956, V. M. Babich sugeriu o método de tracamento
de raios para analise das equacoes da elastodinamica em casos de meios isotropicos
e nao-homogéneos [40].

Neste método de raios aplicado a sismica, o campo de ondas em altas frequéncia
pode ser expandido em contribuicoes que se propagam ao longo do raio e sao
denominadas ondas elementares que correspondem as ondas de compressao—P e

cisalhamento—S e seus desdobramentos em ondas refletidas/transmitidas, multiplas



e ondas convertidas [46].

Em geral, o meio a ser analisado é nao-homogéneo e a solucao das equagoes
da elastodinamica para estes meios é complexa [32]. A alternativa é considerar tal
meio suavemente nao-homogéneo, de forma que as ondas elasticas de alta frequéncia
possam ser separadas em componentes P, S independentes, fornecendo uma razoavel
aproximagao da realidade. Metodologia esta que mesmo assim ainda se faz necessario
uma discretizagao do meio real e heterogéneo em sucessivos meios homogéneos, como
se fossem uma “superposicao de lentes”, onde as caracteristicas de propagacao das
ondas consideradas se assemelham a propagacao de uma onda plana dentro destas
regioes discretizadas.

Uma das principais vantagens do tracado de raios estd na possibilidade de se
prever a propagacao da energia em modelos complicados, sem que haja grande con-
sumo de tempo com algoritmos numeéricos, se comparado com outros métodos, como
diferencas finitas, por exemplo. Contudo, o método de tracado de raios tem algumas
limitagoes pois nao descreve bem os efeitos ondulatorios de dispersao e atenuagao,
que sao fatores limitantes da sondagem geofisica [46]. Em outras palavras, estes
fenomenos afetam a forma do pulso ou feixe, acarretando indesejaveis alargamentos
dos mesmos devido as variagoes dos parametros dos meios em que viajam.

Mais recentemente, com o objetivo de minimizar estes efeitos indesejados, foram
desenvolvidas modelos de feixes que mantém o méaximo possivel sua forma original
ao longo da propagacao [31]. Estes estudos se baseiam na existéncia de ondas nao-
dissipativas em hidrodinamica que preservam sua forma ao se propagar, chamadas
“sélitons”[22]. Ao longo destes anos, outros trabalhos foram realizados com base
nestas ondas solitdrias, principalmente em estudos de propagacao de feixes dpticos,
resultando na construgao de ressoadores 6pticos como LASER[22]. De modo que,
atualmente o estudo dos sélitons esta presente desde do aprimoramento de pulsos
em uma fibra éptica [22] até a detegao de ondas internas no oceano[45].

Por outro lado, em 1981, M. M. Popov [46] sugere o feixe gaussiano como

uma proposta para a descricao da propagacao acustica, em aproximacoes de alta



frequéncia, para varios perfis de velocidade do som no oceano. Entretanto, re-
sultados posteriores mostraram que a propagacao em longas distancias bem como
em ambientes com alta variabilidade introduzem uma degradacao acentuada do
feixe. Com intuito de minimizar estes efeitos indesejados inerentes ao feixe gaussi-
ano, recentemente o estudo das ondas compactadas ou fracamente dispersivas(Non-
Diffracting Waves NDWSs), que sao capazes de resistir a difragdo e atenua¢ao por
maiores distancias de propagacao ganhou forca no campo da Optica [31]. Em 1979,
Berry e Balazs [10] demonstram teoricamente que a equagao de Schrodinger, que des-
creve uma particula livre, pode exibir uma solucao do pacote de onda de Airy nao
dispersivo. Em 2010, Siviloglou e Christodoulides [53] demonstram experimental-
mente que o feixe de Airy optico apresenta-se quase livre de difracao por distancias
muito superiores ao seu comprimento de onda. Por outro lado, aqui também se
mostra o oceano como um grande laboratério, pois em vérias situagoes (dentro do
regime linear) pode-se modelar tsunamis como “pacotes”de Airy poucos dispersivos
e excessivamente energéticos [3§].

De uma maneira geral, em varias situagoes cientificas e tecnoldgicas, ha o in-
teresse na geracao de feixes fracamente dispersivos, portanto a escolha da funcao
matematica que representa o feixe propagante é de fundamental importancia. Por
exemplo, em 2011 Salandrino [50] publicou um trabalho ainda no campo da Optica
em que utilizava uma placa perfurada segundo os zeros da funcao de Airy para
geracao de pulsos de mesmo nome. Nesta mesma linha de pensamento, em 2015
Bar-Ziv et al. [7] demonstraram, experimentalmente, a geracao de um feixe actstico
que preserva sua forma ao longo da trajetéria num tanque com liquido utilizando
uma placa (mdscara) para geragao do feixe de Airy. Por fim, mais recentemente
em 2017 Shenhe[29] relata estudo tedrico e experimental da geragdo de modos de
guia de onda propagando na superficie da agua. Estes modos de propagacgao foram
modulados na direcao transversal de uma maneira que satisfizeram as condicoes de

contorno nas paredes do reservatorio de dgua.



Ja ha algum tempo a pesquisa em propagacao do campo sonoro no oceano |14,
40], aponta para a necessidade da utilizagao de uma “nova”fungao matematica a ser
utilizada na propagacao de feixes, que supere ou minimize as limitagoes apresentadas
pelo feixe de Gauss tais como aquelas relativas a dispersao e/ou as associadas a
respostas incompativeis da teoria de Gauss para o campo sonoro em pontos de
retorno e regioes de sombra e penumbra.

Desta maneira, a expectativa deste trabalho é verificar se estas propriedades
ondulatorias dos feixes com o uso da funcao de Airy, estudadas e apresentadas em
trabalhos recentes [7],[29], sdo também validas em acistica oceanogréfica.

Para tanto, partimos de um levantamento e estudo das principais caracteristicas
e formas de construgao utilizadas na propagagao do campo eletromagnético, mas es-
pecificamente em ()ptica, visando também o entendimento da propagacao do campo
SONOro No 0ceano.

Na sequéncia associamos os conhecimentos ja existentes na literatura sobre feixes
gaussianos aos de Airy, além de usar as condigoes e caracteristicas das teorias de raios
e de modos para posteriormente estendermos todo este conjunto de conhecimento

ao desenvolvimento de nossos resultados e suas possiveis aplicagoes.



1.1 Objetivos

Motivados pelos resultados recentes na optica e na actstica, uma das metas prin-
cipais alcancadas por este trabalho foi desenvolver uma teoria para a propagacao do
campo de ondas sonoras associado ao feixe de Airy em um guia actstico heterogéneo,
modelando assim a propagacao deste campo no oceano.

Em outras palavras, aplicamos e desenvolvemos procedimentos que envolveram
conjuntamente o tracado de raios e a propagacao por modos normais para o es-
tudo de propagacao de ondas acusticas no mar. Onde estas duas teorias foram
utilizadas como suporte a construgao de feixes de Airy estaveis. Que, por sua vez,
vimos que tais feixes podem propagar-se em distancias consideraveis mantendo suas
caracteristicas, tornando possivel a recepcao acurada e coerente do sinal emitido .
Desta forma, expomos nos capitulos e secoes a seguir a apresentacao dessas ideias e

consequéncias de seus resultados.



Capitulo 2

Caracteristicas Principais da

Propagacao do Som no Oceano

O estudo da propagacao da energia acustica através dos oceanos é complexo
[32], visto ser tal fendmeno extremamente dependente das caracteristicas meteo-
ceanograficas, fisico-quimicas deste tipo de meio, da interacao desta energia com
as fronteiras do oceano e ainda das variagoes que estes fatores sofrem ao longo do
tempo.

Esfor¢os em aprimorar tal conhecimento tém propdsitos, tanto académicos

quanto praticos, como por exemplo[27]:

e Mapeamento da superficie e subsuperficie marinha;
e Comunicagao acustica;

e Posicionamento de equipamentos na superficie e fundo marinhos; etc ...

A fim de contornar as complexidades encontradas, inicialmente consideraremos
aqui um modelo simplificado de oceano como um meio nao-homogéneo, porém com
variacoes regulares em relacao a profundidade z, de forma que tenhamos camadas
que apresentem comportamento regular e variagoes suaves em suas interfaces [32].
Em tal modelo, a velocidade do som variara de acordo com a camada considerada,

dependendo das caracteristicas das mesmas [37], como mostra a figura 1.
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Figura 2.1: Generalizagao de perfil sonoro, adaptado de [32].

Por outro lado, ao longo dos ultimos anos foram desenvolvidas diversas relagoes
empiricas, denominadas perfis de velocidades, que relacionam a velocidade ¢ do som
na agua com os fatores fisico-quimicos do meio. Estes perfis ¢ variam de regiao para
regiao do oceano, estando as mais expressivas variagoes, em aguas rasas, relacionadas
as variagoes sazonais, a temperatura e a salinidade, enquanto que para aguas pro-
fundas, a partir de 1km de profundidade em relagao a superficie, onde as variagoes

de temperatura sao despreziveis, prevalece as variagoes de pressao hidrostética [15].



Por exemplo, estas caracteristicas da propagacao acustica sao fenomenologica-
mente sintetizadas na relacao de Mackenzie, que relaciona velocidade som ¢ no

oceano com a temperatura 7' e a salinidade S [27], a saber:

¢ = 1448,96 + 4, 5917 — 0,0530472 + 0,0002374T* + 1,34(S — 35)+ 1)

0,0163z + 0,0016752% — 0,010257(S — 35) — 0, 3578723,
A variacao em profundidade z destas grandezas envolvidas com a velocidade ¢,

permite uma classificacao dos possiveis “canais do propagacao do som”, da seguinte

forma [32]:

1. Camada de Mistura = a temperatura é praticamente constante e o perfil de

velocidade aumenta suavemente com a profundidade;
2. Termoclina = a temperatura decresce com a profundidade;

3. Camada isotérmica profunda = a temperatura praticamente nao varia com a
profundidade e a velocidade volta a crescer com o aumento da pressao com a

profundidade.

Para dguas profundas, considerando o modelo de camadas, é comum ocorrer um
minimo de velocidade associado a profundidade z,,, que neste trabalho coincide com
a localizacao da fonte zg, e que define o eixo do canal sonoro submarino (CS), como

mostrado na figura [2.2



Velocidade
0 ¢ ¢ cy _© 0 ol

Profundidade

Figura 2.2: Canal Sonoro de primeiro tipo associado a um perfil de velocidade c(z),
com ¢, < ¢, [15].

Se a fonte sonora estiver préxima ou sobre o eixo do CS, como na figura2.2)
anterior, parte da energia propagada estara confinada no canal sonoro submarino
é um tipico e natural guia de ondas, formado pela estratificacao do oceano. Na
figura o guia de propagacao sonora é delimitado entre 0 < z < z., de forma que
o angulo méaximo 6,,,., que coincide com as reflexdes totais nos limites do guia, é
dado por:

CO

€080 mar = —. (2.2)

m
Considerando angulos pequenos e variagoes suaves do meio, pode ser expan-

dida em série de Taylor, de forma que:

Orae = {2- (%)]m, (2.3)

em que ¢, € ¢, sao as velocidades do som no eixo e nos limites deste CS.

Existem dois tipos de CS que sao classificados em funcao da relacao de veloci-
dades em 2.2 de forma que, devido as sucessivas reflexdes totais, os raios fiquem
confinados no interior do guia.

No caso em que ¢, > ¢, o limite inferior do guia de ondas coincidird com o

fundo z = zj, como mostrado na figura[2.3] Ou seja, para que o limite do guia seja



definido, se faz necessario que a velocidade na camada anterior seja menor do que
na camada seguinte.

Velocidade
0 ¢, C, C C 0 r

Profundidade

Figura 2.3: Canal Sonoro de primeiro tipo associado a um perfil de velocidade c(z),
com ¢, > ¢, (modificado de [15]) .

Caso particular de canal sonoro, sao os canais sonoros superficiais CSS, formados
proximos a superficie, como mostra a figura [2.4]

Velocidade

Profundidade

N

A |

Figura 2.4: Canal Sonoro Superficial associado a um perfil de velocidade ¢(z) (mo-
dificado de [15]) .

No perfil de velocidade, associado a formagao deste diagrama de raios, a velo-

cidade aumenta até z = h, onde se torna maxima, passando entao a diminuir a

medida que a profundidade aumenta.

Mais detalhes sobre a teoria de tracado de raios serao discutidos mais a frente

neste trabalho.

10



Por fim supondo um “fonte” posicionada na superficie, as figuras a seguir sinteti-
zam estas ideias relacionadas a extrema sensibilidade da dire¢ao de propagacao da

energia acustica com o gradiente da velocidade do som em uma dada camada [32].

VELOCIDADE DO SOM

PROFUNDIDADE

v

CAMADA MAIS FRIA

VELOCIDADE DO SOM

V2

PROFUNDIDADE

CAMADA MAIS QUENTE

VELOCIDADE DO SOM

TERMOCLINA

PROFUNDHDADE

CAMADA MAIS FRIA

Figura 2.5: Tracamento de raios para diferentes perfis do gradiente sonoro.

Deve-se observar a relagao entre a inclinacao do perfil de velocidade ¢(z) e as
trajetérias associadas a propagacao do som no meio. Nota-se que, para o ultimo
perfil na figura 2.5 a velocidade apresenta um maximo. Desta forma hé a formagao
de uma canal sonoro superficial.

A seguir, revisaremos os fundamentos fisicos que regem a actistica oceanografica.
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Capitulo 3

Teoria de Propagacao Ondulatoéria

3.1 Equacao de Onda Sonora

Em uma primeira aproximacao, iremos tratar o problema actstico associado a
pequenas perturbagoes no campo de pressao P em fluidos irrotacionais[32], de modo
que para particulas que se deslocam no fluido com velocidade v, tenha-se V x v = 0.
Além disso, vamos supor que a densidade p varia lentamente, de forma que possamos
considera-la praticamente constante (p ~ ¢*®) ou constante por partes.

Sendo assim, dentro da teoria linear obtém-se a equacao de onda para um campo

de pressao P [32].

VP - ——— =0. (3.1)

Como V x ¢ = 0, podemos introduzir o potencial velocidade ¢, definido por

v = V¢, para entao chegarmos a equacao de onda para o potencial velocidade:

D¢ B

W 62v2¢ =0. (32)

Por fim, sendo % o vetor deslocamento das particulas e definindo o potencial

deslocamento u = V), teremos:

ou
ot’

<y
I
<
ASS
I
—
W
w
N—
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de forma que:

_ %

¢=5r (3.4)

Em resumo, se v representa velocidade de particulas no meio considerado, com
a condicao v = V¢, e 1 o potencial deslocamento associado ao deslocamento das

particulas @ pela relacao @ = Vi), podemos finalmente escrever a Eq3.2] como :

P,
— — VY =0. 3.5
52 0 (3.5)
Até entao nas relagoes expostas nao foram consideradas as fontes, naturais ou

artificiais, de producao da onda sonora. A inclusao deste fator leva a uma equacao

nao-homogénea que, para o potencial deslocamento, se expressa[32]:

8%

=z — VR =F(i) (3.6)

Com o objetivo de simplificar a solucao de utilizaremos o par de trans-
formagoes de Fourier no dominio frequéncia-tempo juntamente com as defini¢oes da

funcao delta de Dirac e da funcao de Green:

05| " Fw)ed,

21 J_ o

Flw) = /_ T et (3.7)

Desta forma as relacoes para a fonte e o potencial deslocamento, no dominio da

frequéncia, serao expressas por:

1 [~ -
F(F 1) = 5 /_ F(iw)e (3.8)
> |
Y(r,t) = gy WP(r,w)e”“ dw, teremos: (3.9)
T J -

13



L[ {(VQ + w_2> (7 w) — F(Fw)| e ™dw = 0. (3.10)

o | c?
Utilizando a condicao:
1 oo

- il(afa’): o 11
o dle da—a'), (3.11)

— 00

teremos:

Kv“’ - i—j) (7, w) — F(F, w)} =0. (3.13)

t=t’
Logo, podemos escrever a equacao de Helmholtz, no dominio da frequéncia, para

o potencial de deslocamento ¢ como:

(V2 + K2 (r)) ¢ (Fw) = F(F,w), (3.14)

onde k£ é o nimero de onda associado a frequéncia w dado por :

E*(r) = . (3.15)

A equacao de Helmholtz é o pilar da base tedrica no desenvolvimento de impor-
tantes métodos, tanto analiticos quanto numéricos de solugao da equacao de onda,

que serao revistos de forma sucinta a seguir.
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3.1.1 Solucgoes da Equacao de Onda Acustica

As primeiras modelagens de propagacao do som no oceano foram motivadas por
problemas praticos de predi¢ao com sonares em suporte a operacoes militares anti-
submarinos durante a segunda guerra mundial [27]. Estes modelos iniciais usavam
a técnica de tragado de raios numa tentativa de captar e classificar o eco na detegao
acustica pelo sonar.

Evidentemente com o passar dos anos, as técnicas de estudo de propagacao
do som evoluiram, forcando o surgimento de classificacoes que possibilitassem a
distincao entre modelos baseados no tracado de raios e naqueles que utilizam de
alguma forma de integracdo numérica da equagao de onda [3.14 Devido a cor-
relacao entre conceitos e entre as ferramentas matematicas utilizadas nos métodos
de aproximacao, surge a classificacao de tais métodos em funcao da distancia fonte-
receptor [27]. Em outras palavras, para distancias de alguns quilometros usa-se a
aproximagao dos modelos independentes da distancia, onde o oceano ¢ estratificado
com suas propriedades variando apenas em relagao a profundidade z. Ja os modelos
dependentes da distancia, levam em conta variagoes no perfil de velocidade sonora
em fungao de r, do azimute 6, além da profundidade z. Dentro desse contexto,
a figurg3.1] abaixo mostra uma classificagdo dos modelos em fungao da distancia r
entre fonte-receptor.

Sendo o objetivo deste trabalho tratar com os método de tragado de raios e de
modos normais, e como as origens destes métodos estao associadas a ramos da Fisica
como as Opticas Geométrica e Ondulatéria, bem como o Eletromagnetismo, a seguir
detalharemos um pouco mais algumas ideias que serao bastante utilizadas ao longo
deste trabalho, como por exemplo aquelas que norteiam as teorias de tragado de raios

e modos normais e aproximacoes utilizadas em seus respectivos desenvolvimentos.
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Figura 3.1: Métodos baseados nas solugoes da equagao da onda, modificado de [27].
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3.2 Tracado de Raios

A teoria dos raios é um método para obter solucoes de equacoes de onda. A teoria
pode ser considerada um caso particular do método assintético para altas frequéncias
denominado WKBJ, sigla sugerida em fungao dos nomes dos primeiros proponentes
do método: Wentzel, Kramers, Brillouin e Jeffreys. Portanto, a teoria de raios se
vale de solugoes expressas por uma série, denominada série de raios para o limite
de altas frequéncias e foi originalmente desenvolvida em coordenadas cartesianas,
porém por motivos funcionais do tragamento de raios foi também adaptada em
relacao a um referencial em movimento, denominado coordenadas de raio central,

que sao abordadas no texto a seguir.

3.2.1 Formulacao Matematica

Por simplicidade e para introducao de algumas ideias Fisicas, vamos, inicialmente
considerar o meio horizontalmente estratificado, limitado pela superficie e pelo fundo
perfeitamente planos, ao longo do qual hipoteticamente admitimos que a velocidade
do som é uma fungdo apenas da profundidade ¢ = ¢(z). Além disso, para uma dada
frequéncia f, definindo o comprimento de onda A = ¢/ f, tem-se que uma condicao

necessaria, mas nao suficiente, para a aplicacdo do método tem-se que [14]:

A

c

dc

(674

< 1. (3.16)

Em outras palavras, se faz necessério trabalhar com altas frequéncias e (ou)
gradientes suaves do perfil ¢, para que a validade seja verificada.

Por outro lado, segue da lei de Snell que:

cosb, _ cos0s — (3.17)

C1 Co

Desta maneira, a diferencial da equacao satisfaz,

dc = —c, - cosfdb. (3.18)

17
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2v \

Figura 3.2: Trajetéria do raio entre camadas de um meio .

Se considerarmos o perfil de velocidade linear, o que é razoavel ocorrer entre
camadas pouco espessas em que ¢ varia suavemente, poderemos escrever:
c(z) = ¢, + gz. (3.19)

Por exemplo, a figura(3.3) a seguir d4 uma visao geométrica dos raios associado

a um gradiente de velocidade positivo (g > 0).

Figura 3.3: Geometria do raio para um gradiente de velocidade positivo (g > 0).

18



Ainda dentro desta linha de raciocinio, derivando também [3.19] obtemos que:

dc=g-dz. (3.20)

Combinando B.3] e 320

gz — o5 gy (3.21)

g
Segue da Figf3.3] que podemos supor que “raios infinitesimais”estao associados
a comprimento de arco, isto é:
dz dz

SG’I’L@ = E = m, (322)

portanto, apés comparar com [3.21] vemos que a circunferéncia descrita na Fig[3.3]

possui um raio R dado por:

R= Yy (3.23)

Em outras palavras, o raio de curvatura do raio em certa profundidade, é inversa-
mente proporcional ao gradiente ¢ da velocidade do som em relacao a profundidade.
O sinal negativo expressa que o angulo decresce com o aumento da velocidade do
som. Portanto, quando g > 0, entao R < 0 e teremos refracoes ascendentes do raio.
Por outro lado, quando g < 0, entao R > 0 e as refragoes do raio serao descendentes.
Se o gradiente g é constante, entao a trajetoria do raio serd um arco de circulo. No
caso de termos um ponto de retorno do raio, antes que este atinja o fundo, teremos
algo semelhante ao fenomeno de reflexao total na Optica. Portanto, o angulo de
refragao neste ponto, associado ao angulo critico #, sera igual a zero. Assim:

C1

cost = —. (3.24)

€2
Entao, fica claro que para tracarmos a trajetéria do raio se faz necessario o

conhecimento do perfil ¢(z) a priori.
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fas)

Figura 3.4: Trajetoria do raio evidenciando o angulo complementar # e o ponto de
retorno.

Por exemplo, a figura [3.5| a seguir mostra de forma geral, a relacao de um perfil
de velocidade com a trajetoria do raio ao longo das camadas horizontais em relagao

a profundidade e ao alcance horizontal, a saber:

Figura 3.5: Diagrama de raio para a aproximacgao de um gradiente constante por
partes da velocidade do som.(Modificado de [15]) .

Para andlise da distancia horizontal que o raio alcanga (range), utilizaremos o

detalhe na figura 3.3 que mostra o elemento de raio, de onde podemos escrever que:

dz
tgd, = —. 3.25
gui dr ( )

De forma que, considerando ro = 0 e zy = z1, tem-se que:

/Z dz
B 21 tgel

20
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Definindo o indice de refragao relativo n(z) = ﬁ, reescreveremos a lei de Snell

COImo.

costy

Segue entao, da identidade trigonométrica sec?d = 1 +tg?0 e das relacoes e

(3.27)

CoSt¥ =

3.26] que podemos reescrever o alcance radial como:

(0, z) = cosb

/z (n*(z) — 0039)71/2 dz. (3.28)

21
Além disso, se definirmos 0 = 6;_1, usar a relagao em que n(z) = ¢;_1/c(2),

podemos generalizar |3.28| para:

1

cosb;_q

1
— (sin; — sinb;_1)|, (3.29)

a;

r(0,z) =

1 [ 1
— / cosf d@‘ =
a; Jo,_, cost; 1

onde a; = (¢; — ¢;_1)/ (¢; - h;) é o gradiente da velocidade do som na i-ésima camada
de propagacao.

Com essas ideias em mente, vamos agora desenvolver a teoria de tracado de raios
a partir da equagao de Helmholtz homogénea em coordenadas cartesianas

7= (x,y,z), a saber :

V3 + k%) =0, (3.30)

relembrando que k£ é o nimero de onda, e que nesse caso cartesiano, o operador

laplaciano é expresso por:

V=t st = (3.31)
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No regime de altas frequéncias, vamos propor a seguinte solucao assintotica de

B.30

77/}(7#) ~ e—in(F)) io: ("i](f‘))] ) (332)

A relagao ¢ denominada série de raios [46].

Se somente o primeiro termo (termo de ordem zero) da expansdo da série as-

sintdtica for considerado, temos que [46]:

Y(7) = Ag(P)e T, (3.33)

que para meios com gradientes de perfil de velocidade suaves, apresenta um com-
portamento similar ao de uma onda plana.
Por outro lado, as ditas frentes de onda sao superficies ou regides no espaco para

as quais a variagdo “temporal”de [3.33] t = 7(7) é constante[46].

Frentes

de Onda v;.

Raios

Figura 3.6: Diagrama mostrando os raios perpendiculares as frentes de ondas (mo-
dificado de [51]).
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Por fim, inserindo [3.33| e suas derivadas em |3.30, obtemos a equacao da eiko-

nal[46]:

V72 = E (3.34)

9
C2

bem como a equacao de transporte:

VA, -V1+ ANV?T = 0. (3.35)

Essas duas relagoes sao fundamentais no método de raios. A eikonal representa
uma EDO nao linear de primeira ordem para o calculo do tempo de transito 7, que
pode ser resolvida por métodos numéricos. Enquanto quando resolvida ao longo
do raio ela é reduzida a uma EDO de primeira ordem para a amplitude A, e pode

ser solucionada analiticamente.

3.2.2 Dinamica de tracado de raios

A dinamica do tra¢ado de raios[46] envolve um conjunto de equagoes que visam
resolver a eikonal e a equacao de transporte, de forma a obter informagoes de como
a trajetoria do raio varia em funcao de perturbacoes de grandezas como o angulo
inicial.

Neste sentido, vamos reescrever a eikonal em coordenadas cilindricas centradas no
raio, onde r = r(s) denota a distancia horizontal, z a profundidade, s o comprimento

de arco do raio e ¢(7,z) a velocidade de propagagao do som.

d 1 dr 1
ds (c(r, z))&) B mvcm ? 30
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Por conveniéncia, é comum utilizar as variaveis auxiliares (&, p) com a finalidade

de trabalhar com um sistema de primeira ordem, de forma que |3.36| reduz-se a:

& = cp(s),

dp _ 1 0c
s c2or

d ? (3.37)
= c(s),

¢ _ 1 0c
ds = c20z°

Portanto, o vetor tangente ao raio:
t=clp(s),&(s)] (3.38)
e o vetor normal ao raio,
(3.39)

= —clé(s), p(s)].
formam uma base ortogonal que acompanha a trajetéria do raio [46].

r

(1,,2,)
— )‘

>

—y
T

ds

Figura 3.7: Geometria 2-D mostrando a localizagao de uma raio em relagao a fonte

(70, 2o) (modificado de [32]).
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Sendo assim, a funcao eikonal pode ser reescrita da seguinte forma:

, 1 147 1
= — = —_— = — 4
(V1) 2 vt st (3.40)

ou equivalentemente,

dr _ % (3.41)

nos fornecendo que,

1
c(s)

Esta integral fornece o valor do tempo de transito T ao longo do raio.

7(s) = 7(0) + /05 ds'. (3.42)

Na literatura [47] podemos encontrar algoritimos para o tragamento de raios. Por
exemplo, na Ocean Acustical Library (oalib), sdo disponibilizadas rotinas em Matlab
e Fortran para a geracao de tracado de raios. Entretanto, preferimos desenvolver
nossos préprios cdédigos numéricos, tanto em Fortran quanto na linguagem simbdlica
Maple. Fato este nos permitiu ganhar um pouco mais de maturidade na area.
Passemos agora a discutir outro método fundamental para solugoes de problemas

em acustica oceanografica, que ¢é a teoria dos modos normais.
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3.3 Modos Normais - MN

3.3.1 Descricao do Método

E bem sabido da literatura [14, 15, 32], que o método de tracado de raios apre-
senta limitagoes ao passar em regioes de sombra, de cdustica e pontos de retorno.
Em outras palavras, como o nimero de regices de caustica e sombra pode se ampliar
com o aumento da distancia a fonte, a aplicabilidade da teoria de raios para grandes
distancias fica por vezes comprometida. Além disso, a teoria de raios também falha
para baixas frequéncias, ou seja, quando o comprimento de onda sonora se torna
comparavel com a escala vertical da variacao da velocidade do som. Estes fatos nos
motiva a recorrermos a outras solugoes possiveis para a equacao de Helmholtz.

Neste sentido, Ahluwalia e Keller [2] em uma abordagem inicial e simplificada do
problema, obtiveram uma expressao para o campo sonoro em funcao de “oscilagoes
naturais” (modos) de um guia, que tem a limitacao de atender somente casos com
fundos perfeitamente planos. Em outras palavras, neste nivel de aproximacao, o
método é associado a um modelo de vibragoes em meio homogeneo limitado por
superficies, ditas “guia de ondas”, que permitam o aparecimento de ondas esta-
ciondrias [27]. Abordagem esta, muito semelhante aquela adotada no estudo dos
modos de vibracao de uma corda com suas extremidades fixas. Contudo, se nos
interessa o estudo do campo acustico propagado a grandes distancias da fonte, os
modos mais significantes serao aqueles que nao interagem com o fundo, pois estes
nao estarao susceptiveis as perdas devidas a estas interagoes.

De uma maneira geral, o método de modos normais expressa 0 campo SONoro
como uma soma de onda estaciondrias (os modos). Porém, nosso interesse se con-
centra no estudo do campo a grandes distancias da fonte, entao os modos significan-
tes para isto serao aqueles que interagem pouco com o fundo [I5] e ao longo deste

trabalho admitiremos como aproximacao inicial que o oceano ¢ ilimitado.
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No caso da direcao vertical z, as “frequéncias espaciais”de vibragao fornecem os

comprimentos de onda & uma onda estaciondria modal. Percebe-se da figura3.8, que

tais modos sao fragoes da distancia h entre as ”superficies refletoras”, e que o indice

modal “n”conta o nimero de nodos (zeros) desta onda.
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Figura 3.8: Esboca o comportamento dos trés primeiros modos da onda estaciondaria

para um guia acustico.

Em geral, aplica-se os MN para os modelos “range-independent”. Entretanto,

caso a variabilidade do perfil de velocidade seja suave radialmente, o oceano pode

ser aproximado por uma sucessao de guias dependentes apenas da profundidade.

Resolve-se, entao separadamente a equacao de Helmoltz em cada “intervalo”para

posteriormente se conectar as solucao nas “fronteiras”, dando origem assim ao

método de modo acoplados, que representa uma solucao modal em cendrios tipo

range-dependent [27]. Para estes casos mais simples, podemos solucionar o problema

através da técnica do método de separacao de variaveis, que passamos a discutir a

seguir.
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3.3.2 Método Separagao de Variaveis (MSV)

Mostraremos aqui a partir da equagao de Helmholtz [3.30] em coordenadas
cilindrica, supondo que a velocidade ¢ do som, a densidade p sejam dependentes
somente da profundidade z, e uma fonte pontual localizada a uma profundidade
2z = z,, € possivel escrever explicitamente o campo de deslocamento 1, satisfazendo

a seguinte equagcao:
10 [ o o (1 oy w® ()02 — z)
;5 (TE) + p(Z)a (rz)g) + %@/} = _—27T7" . (343)

Portanto, primeiramente usando a separacao de variaveis na equac¢ao homogénea
de Helmholtz, admitindo para isto uma possivel solucao com simetria azimutal da

forma ¢ (r, z) = Z(2)R(r), satisfaz:

() sho ()]0 o

A tnica forma da relagao anterior ser satisfeita é fazendo com que um dos

termos entre colchetes se iguale a uma constante k,.,,,, assim:

p(z)% <$i—f) + (C;‘é) - k;fn> Z, =0, (3.45)

com as condigoes de contorno que a pressao P = pw?t) se anule na superficie (z = 0)
e seja maxima a uma dada profundidade z = h.
A equagao anterior [3.45( com estas condigoes de contorno, também denominada

equacao modal, se torna um problema de Sturm-Liouuville.
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Desta forma, de posse das propriedades do problema de Sturm-Liouville, pode-

mos aplicd-las aqui ao problema da equagao modal, [27], 32], ou seja:

e a equacao modal tem um nimero infinito de solugoes, as quais tém semelhancga

com os modos de uma corda vibrante;

e o0s modos sdo caracterizados por fungoes Z,(z) que descrevem a variabilidade
vertical da pressao e uma constante de propagacao horizontal &, ,,. Sendo estas
constantes de propagacao horizontais, analogas as frequéncias espaciais discre-

tas de vibracao de uma corda com extremidades fixas, ou melhor dizendo,;
e Z,(z) é uma auto-funcao e k,,,? é o seu autovalor;

e 0 n-ésimo modo tem n zeros no intervalo [0, k|, e os autovalores correspondentes

k., sdo todos reais e crescentes de forma que k2, > k2, > ...;

w

min

2
e Além disso, todos os autovalores sao menores que <C ) onde ¢, € 0 menor

valor da velocidade de propagacgao do som no problema;

e Por fim, os modos do problema de Sturm-Liouville sao ortogonais, ou seja,

/h Zm(2)Zn(2)dz _5 (3.46)

Portanto, os modos formam uma base completa ortogonal permitindo descrever
o campo de pressao como uma série infinita de fungoes, conhecida como a “séries de

residuos” [32], a saber:

4p(zs)

p(r,z) = > Zu(2) Za(2) HO (). (3.47)

n=1
Apliquemos a seguir este formalismo ao problema de propagacao do som em

oceanos profundos.
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3.3.3 Canal Sonoro Canénico de Munk

Como comentado anteriormente, Munk [44] ciente de que a temperatura e a
salinidade produzem camadas de dgua com densidades diferentes, sugeriu sintetizar

estes efeitos na seguinte féormula explicita para o perfil de velocidade sonora:

c(z) —co

P e(e"—n—1), (3.48)
onde ¢, ¢ a velocidade no eixo do canal z = z,, n = 2557, L ¢ a largura efetiva do
canal, € = % -1,14-1072 é a fracao de incremento da velocidade adiabética na escala
de profundidade.

Vemos de que para profundidades proximas a superficie tal que n >> 1,
temos c(z) — ¢, = €c,€", ou seja, nestas regides a velocidade do som aumenta ex-
ponencialmente, enquanto que para aguas ultra profundas onde 1 << 1, tem-se

c(z) — ¢, = —ec,n, de modo que a velocidade decresce linearmente. Munk denomi-

nou este comportamento do perfil de “Canal Sonoro Canonico” [15].
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Figura 3.9: Perfil de Munk.
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Ao longo deste trabalho utilizaremos o perfil de Munk figura[3.9|nao s6 como per-
fil de velocidade no tracamento dos raios,bem como na analise do problema modal,
que neste caso também tera de ser analisado de forma aproximativa que passamos

a detalhar um pouco mais a seguir.

3.3.4 Modos normais na aproximacao WKB

Em analogia com o conceito de indice de refracao n na 6ptica, podemos redefinir
k(z) = k, - n(z), em que k, é o nimero de onda relativo & uma profundidade de
referéncia z = z, (frequentemente adotada no eixo do canal) de forma que podemos

reescrever a equagao de onda como:

V" + k2% (2)y = 0. (3.49)

Onde o “indice” de refracao vertical relativo 7, é dado por,

]{72 1/2
} (3.50)

2
= [n“(z) — —=
= | -
Inicialmente iremos supor k, >> 1 e que as solugoes de|3.50[sejam aproximadamente
da forma exp(+ik,yz), e que no caso mais geral de meios ndo homogéneos|[15] te-

nhamos ¢ dado por:

b(z) = H(é’;]l/z exp {iz’ko / vdz} . (3.51)

A expressao [3.51] é dita uma solucao assintotica aproximada da equacao de onda
Vemos também de [3.51] que o método falha para pontos em que v(z) = 0, ou

seja, o método diverge nos pontos de retorno.
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No caso de uso do método WKB para analise do campo sonoro em um guia de
ondas, devemos atentar para os seguintes tipos de modos possiveis, dependendo da

regiao tratada.

Figura 3.10: Sistema de raios.

Assim:

e 0 <z < z - regido limitada pela superficie livre e o ponto de retorno (profun-

didade z;, em que 7, = 0;

2] < z < z - regiao limitada por dois pontos de retorno em que 7(z]) =

(%) = 0;

2] < z < h - regiao limitada por ponto de retorno e o fundo;

0 < z < h - regiao entre a superficie e o fundo.

Em uma primeira analise , somente dois tipos de modos, os que nao interagem
com o fundo, serao analisados neste trabalho. Nestes casos, a solucao geral para o
segundo tipo de modo para uma regiao de campo constante, z” < z < 2’ (y é real)

e z < Z/( é imagindrio) pode ser escrita, a partir de [3.51} por:
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Y(z) =12 {C’lexp (zko/ ’ydz) + Chexp (—ik;o/ ’ydz)} : <2<,

(3.52)
W(z) =2 Caeap <—k/ ] dz) ,  z<2, (3.53)

Usando condigoes de contorno para a superficie, para o fundo e interfaces das
laminas d’dgua, é possivel determinar as expressoes para as constantes C e Cs, a

saber:

Cl = 036”/4, 02 = C’ge_”/4. (354)

Assim, pode ser reescrita:

IZ(Z) = 2037—1/2608 (k?o/ vdz + %) . (3.55)

Podemos escolher qualquer outro ponto fixo de z como limite inferior na integral
ao invés de z’, desde que as constantes arbitrarias C, Cy e C3 tenham seus valores
alterados. Para obter modos do primeiro tipo a condicao z = 0 deve ser satisfeita e
em z = z” para o segundo tipo de modo. No primeiro caso devemos ter ¢(0) = 0,

de forma que:

/

z 1
k:o/ ydz = m(l — Z_l)’ 1=1,2,3,.. (3.56)
0

A expressao a esquerda da igualdade em [3.56] é denominada integral de fase.

Para obter modos do segundo tipo, assumiremos k,z” >> 1, ou seja, o ponto de
retorno ¢é suficientemente distante da superficie de forma que os modos nao interagem
com este tltimo. A condi¢do z = 2” pode ser interpretada como uma onda refletida

nesta profundidade com defasagem de fase de 7/2 em relagdo a onda incidente.
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Assim:

cos <k0/ vdz + %) =

1 . o LT ]. . o LT
€TP (zko/z ydz — Z) + 6TP (—zko/z ydz + 4) : (3.57)

A condicdo de que razdo do primeiro expoente com o segundo deve ser de /2

nos leva a equacao seguinte:

/

k/ ’ydz:l—i—g, 1=0,1,2... (3.58)

De m podemos, entao obter a equagao para as auto-fungoes(modos normais):

U(z) = 205y ?cos <k:o /Z vdz + 7r/4> : (3.59)

Ainda em sendo 7; determinado em funcao de k, a partir da relagao,

k2 1/2
—T} . (3.60)

= [nz(z) + e

A determinacao da constante C5 se faz a partir da condicao de normalizacao, ou

seja, foh 2dz = 1. Assim:

e 2!
46’3/ v teos? (k:o/ o7 +7r/4> dz = 1.
0 z
Fazendo cos? (l{:o f;/ M+ 7r/4) dz=1/2:
2] k,2 -1/2
203/ [nz(z) + k—T] dz = 1. (3.61)
0 )

Fazendo a comparacao com a representagao utilizada na teoria de raios. De [3.28}

r = cost; [ / (nz(z) + %2) o dz] : (3.62)
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Logo:

kz -1/2
D, = 200391/ (nQ(z) + —T) dz, (3.63)

_ _ k
em que, para z = 0, #; = arccos (ﬁ)

Por comparacao de e3.63f

C3 = cos (%) : (3.64)

Substituindo B.59] em B.47}

24 2
W(r, z) = 4mi Z 2C21(2) 2 y(%) 2 cos (ko/ vdz + 7T/4> cos (ko/ ydz + 7T/4> H(k,)
1 z

2l

, cost H} #1 4
W(r, z) :4mz D)2 (z)l/QCOS ko vdz + /4 | cos | k, vdz + /4
[ o171 BIARZ) z

2l

. &H, !
Y(r, z) = 4mi 2 cos | k, vdz 4+ /4 ) cos | k, vdz +7m/4 |,
2 =47 DA : / : /
(3.65)

em que & = k2.

A correspondéncia entre cada modo normal e o sistema de raios pode ser verifi-
cada a partir da andlise da equagao Nesta equagao, se os cossenos forem subs-
tituidos por somas expoentes, a funcao de Hankel por representagoes assintéticas,
uma expressao de modos consistiria de quatro termos. A fase de cada termo, da

por:

/ ’

o(r,z,21) =& + ko/ vidz £ k;o/ vdz. (3.66)
z 2
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Sendo os raios linhas ortogonais as frentes de onda, de sorte que o vetor € tangente

a um raio tem a mesma direcao de V, onde:

. Vy
€= ——. (3.67)
Vel
De [3.66] temos que:
Vrop = ki,

Vzor = Fhon F ko (n*(2) — 005291)1/2,

com,

n(z)cosb(z) = cte, (3.68)

que € a lei de Snell para uma raio que atravessa o limite entre dois meios distintos.

Uma outra forma de correlacionar a duas teorias se faz associando a superposicao
de modos normais de ordens proximas, de forma a definir um maximo local do
campo sonoro (interferéncia construtivas de modos). Assim, se deslocarmos para
além deste ponto, com a mesma profundidade da camada estudada, os modos se
tornarao defasados, e a intensidade do campo diminuira. Contudo, se realizarmos o
mesmo descolamento, porém variando também a profundidade, havera outro ponto
em que os modos estarao em fase novamente. Estes locais em que os modos estao
em fase correspondem a um raio.

A variacao da fase ¢(r, z,2;) pode ser estimada, para um numero grande de
modos em que a variagao WKB é valida, por %}9 e a interferéncia construtiva ocorrera

para defasagens entre modos igual a 27m, sendo m um inteiro.
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Derivando [3.66| considerando [3.60| e usando & = k,cos§;, obtem-se:

/

dpp - d§ | d€ /Z 2 297-1/2
TR + dlcos@; i [n*(2) — cos?0,] dz

+ %00381 ) / n?(z) — cosQQl]_l/Q dz = 27m.

z1
Diferenciando a equagao [3.58

!

%cos@l/ [n*(2) — cos?0)] Pay =1

(3.69)

(3.70)

Comparando esta iltima relacao com vemos que ambas estao relacionadas

com as distancias horizontais coberta pelo raio. Assim, denominando L a distancia

coberta por um ciclo do raio, as distancias horizontais, que sao mostradas na figura

[3.10] serao expressas por:

/

cosxl/ [nQ(z) - 003291] 2= TpE = TEF,

/

cosxl/ [nQ(z) — 003201} 2= TAB = TBC,

2l

cosxl/ [nQ(z) — 003295}71/2 dz=rpg = L/2.
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3.4 A Teoria de Feixes

O tragado de raios tem sido amplamente utilizado em problemas que envolvem
propagacao de ondas, em particular na sismologia. Basicamente o método, que pode
ser considerado um problema classico em Fisica, consiste na propagacao de um feixe
de raios, emitidos por uma fonte, através de um meio. A grandeza fisica estudada,
como por exemplo, o campo de pressao ou o deslocamento de particulas, sao com-
putados pela soma das contribuicoes de cada feixe, numa determinada localizacao.

Teorias de feixe menos formais tém sido utilizadas em problemas de acustica
oceanica. Por exemplo, Bucker [I7] desenvolveu uma teoria de feixe baseada nas
leis de espalhamento, para o meio homogéneo, que permite o feixe evoluir com o
aumento do comprimento do arco. Esta teoria utiliza equacoes diferenciais que sao
integraveis, que nos permitem inferir sobre a evolucao da largura e da curvatura do
feixe.

Embora a teoria de raios ofereca vantagens em relagao a outros métodos (dife-
renga e elementos finitos) muito comuns na literatura, apresenta falhas em regioes
ao longo da trajetoria em que a amplitude e a dispersao do raio tornam-se singu-
lares, como por exemplo nas regides de cdusticas [46]. Neste sentido, Cerveny [19]
expoe um exemplo demonstrando o comportamento da funcao de Airy na vizinhanca
de uma cdustica para solugoes representadas por uma soma (integral) sobre feixes
gaussianos. Portanto, a teoria de raios assintotica requer, para representar o campo
de onda na vizinhanca das singularidades ao longo da propagacao, formas de onda
mais gerais [14] como por exemplo, a fungao de Airy, que serd analisada em mais

detalhes nas sessoes a seguir .

3.4.1 O Feixe de Airy-Gauss

Historicamente o feixe de Airy atraiu muita atengao em estudos envolvendo a
Optica e Actstica. Em algumas aplicacoes nestas dreas de estudo verificou-se que o
feixe, quando representado por fungoes de Airy, retém sua intensidade e “acelera”,

ao longo de uma trajetéria parabdlica, durante a propagacao [7, 29 53]. Tais ob-
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servacoes, a principio, contradizem o tratamento classico da equagao de Schrodinger
que sugere que todo pacote de onda, representando o movimento de particulas livres,
com diferentes velocidades, muda sua forma ao longo de sua propagagao no espaco
[10].

Em 1987, Durnin et al [26] mostraram em seus trabalhos a existéncia de ondas
“isentas”de difracao (non difracting waves - N.D.Ws) de Bessel. Para este tipo de
feixe as ondas sao localizadas, mas diferentemente das ondas planas, a intensidade
do campo é nao uniforme no plano perpendicular a dire¢ao de propagacao e, ainda,
a parte principal da densidade de poténcia pode ser concentrada em uma area fi-
nita [31]. S@o por estes motivos que estes feixes sdo denominados “espacialmente
localizados” .

Outras configuragoes dos feixes localizados sao: o feixe de Bessel de ordens mais
elevadas, feixe de Mathieu e o feixe de Airy [31].

No caso do feixe de Airy, em 1979 Berry e Balazs [10] publicaram um trabalho
tedrico, na area da ()ptica, chamando a atencao para o importante fato da possibi-
lidade do feixe de Airy “acelerar”, mesmo que na auséncia de um potencial externo.
Este feixe, além de guardar a forma transversal do pulso, como os feixes de Bessel
e o Gaussiano, propaga seu spot segundo uma trajetoria parabdlica, dando assim
a conclusao de ser um feixe “auto-acelerado”. Alguns anos mais tarde, em 2007
Christodoulides [53] publicou resultados de estudos realizados com o feixe de Airy
na area da ()ptica e apontou possiveis aplicacoes envolvendo o pacote de ondas de
Airy. A investigacao sobre a dinamica do feixe de Airy “livre de difracao” nas confi-
guragoes de dimensoes 1D e 2D, mostraram que esta classe de ondas pode reter suas
caracteristicas de intensidade ao longo da propagagao em distancias bem superiores
ao valores de seu comprimento de onda [53].

Passemos agora a rever alguns fundamentos da teoria de feixes.

A solugao de onda plana pode ser escrita como:

W(r) = ellherthyythsz) (3.72)
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sendo,

K =k + k24 k2.

Por outro lado, tems-se que a seguinte EDP ¢é similar a equagao de schrodinger,
a saber:
o1,

Zaz — _%va, (373)

onde V% é o operador laplaciano transversal a diregdo de propagagao.

Para o caso com simetria em relagao a diregao de propagacao z, o campo ¥ ¢é
funcao somente da coordenada transversal x e da direcao de propagacgao z, o que
torna possivel escrever V3 = 2.

Desta forma uma solugao geral de pode ser escrita dentro da aproximacao

paraxial [51] como:

1 o~ ik2z | .
Y(z,2) = > /_OO V(ky)e 2k Tk gk (3.74)
em que:
0 = [ o0, (3.75)

onde ¥(z,0) é a distribuicio do campo em z = 0 e ¥(k,) corresponde a sua trans-
formada de Fourier [51].

Solucoes para equacao em termos da funcao de Airy foram analisadas in-
dependentemente por Kalnins e Miller em 1974 e por Berry e Balazs em 1979 no
contexto da Mecanica Quantica [33] [10]. Eles introduziram o feixe de Airy que
apresentava como principais caracteristicas os fatos de nao apresentar paridade de
simetria em relagao a origem, propagar no espaco livre sem distorcao e exibir um
deslocamento transversal parabdlico peculiar ao longo da distancia de propagagao.

A existéncia deste deslocamento lateral motivou Berry e Balazs a adotarem o termo
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acelerado para descrever o pacote de Airy.

Siviloglou [52] com o objetivo de estudar a dindmica da poténcia finita do feixe
de Airy decaindo exponencialmente. Neste sentido, fez primeiramente uma parame-
trizacao em relacao a uma escala arbitraria transversal z,, , de forma a termos a

. X C A
coordenada transversal normalizada representada por s = — e a distancia norma-
xO

lizada & = %, com k = N
x2 o

Entao, o feixe de Airy, em z = 0, pode ser expresso da seguinte forma [52]:

P(s,0) = A;(s)e®. (3.76)

0.2PH

ram i ".%"vvv“WWUW I

Figura 3.11: a) Intensidade do campo de onda de um feixe de Airy descrito pela
equacao para a = 0.1. b) Intensidade do campo normalizada. Modificado de
[52]

O fator de decaimento a tem de ser positivo para possibilitar interpretagoes fisicas
aceitaveis. Note que a funcao de Airy A; decai rapidamente para s — 0o, mas para
s — —oo a funcao oscila e o decaimento é bem mais lento. Entao, quando um fator
de decaimento gaussiano é introduzido, ele faz 1(s,0) — 0 no limite também de
s — —00, 0 que assegura que o campo seja integravel em 2D, isto é, que haja fluxo
propagante com poténcia finita.

Na figura sintetizamos essas ideias, notando-se que, o pacote de onda de

Airy agora tem uma modulacao gaussiana na direcao transversal a propagacao.
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Trem de Onda de Airy

Direcio Transversal @ Propagacio 20 25

Figura 3.12: propagacao do feixe de Airy(modificado de [31]).

Bandres e Vega [5] introduziram em 2007 modelos de feixe de Airy, tentando
aprimorar um pouco mais os feixes generalizados Airy-Gauss. Na andlise Optica
da propagacao do feixe que eles propuseram, adotaram uma incidéncia no plano

(21, 21), de um campo de bombeio inicial transversal com a seguinte forma [5] :

) ) 1 ka?
V121, k1,01, 51, 1) = Ai <x1 i 1> exrp [Z'Sl (xl - 1) + ngﬂ expz x17 (3.77)

K1 R1 2q1

onde os parametros k1, 51,01, ¢; sao quantidades complexas em situacoes gerais. O
parametro de escala k; controla a frequéncia espacial das oscilagoes transversais do
campo. O parametro complexo S; possibilita que a incidéncia do campo v; tenha
decaimento. Enquanto que o parametro também complexo ¢; prevée caracteristica
inicial Gaussiana. Paralelamente, o parametro ; introduz um deslocamento lateral
na funcao de Airy e no termo de fase linear, mas nao afeta a modulagao Gaussiana.
A relagao [3.77] reduz-se a um feixe de Airy com energia finita quando 6; = 0 e

¢1 = 00 e aquele que nao consegue conservar energia quando S; = 0 [5].
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Usando a integral de difracdo de Huygens [51], é possivel prever a propagacao

do feixe através do sistema “Optico”de matrizes ABCD, de forma que:

Yo (T2, Ko, 02, 52, 2) = Al 72 ¥ % exp |15y T2 102 —HESS GB(x2,q2
2

Ko Ko 3
(3.78)
onde:
1 ik’
GB(z2,q2) = exp 2 3.79
(22, ¢2) T B 2 (3.79)

¢ o campo Gaussiano, e as relagoes de transformacao para os parametros ko, do, So

e @9, a partir do plano de incidéncia z; ao plano de saida zo, sao:

Aql+B
©= Gu i D ke = Ki(A+ B/q) (3.80)
So =51 + = 0o = 02(A+ B/qr) — (S1 + S2) (3.81)
2 = 01 eyt 2 = 02 q1 iriy 1 2 .

As relacoes e permitem que um feixe Airy Gauss seja propagado através
de um sistema ABCD real ou complexo. Neste formalismo, também nota-se que o
campo de saida tem a mesma estrutura matematica do campo de entrada, o que evi-
dencia que o feixe é invariante sobre transformagoes Opticas paraxiais, preservando
assim a sua forma durante a propagacao. Mas explicitamente [5],se fizermos d; = 0

e qp = oo:

o X9 + 62 . T2+ (52 1 3 1 zC’kx%
=A - — .82
Us(z2) 1 ( o ) exp {25'2 ( A ) +1=5. } exp (3.82)
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onde, em termos dos elementos da matriz de transferéncia ABCD tem-se [5]:

B B B
Sy =S+ 5y = — Si4 -2 ). 3.83
Ty 2= "ok ( ' 41{;an) (383)

Por exemplo, para a propagacao do feixe através do espaco livre ao longo de
z > 0, tendo como ponto inicial z = 0, a matriz de transferéncia entre os planos
em z1 e 29 serd representada [A, B,C, D] = [1, 2,0, 1]. Logo das relagdes e

obtemos que:

@(2) = qp,  kK22) = Kp, (3.84)

1 z Sl Sl 1 22
Sy =35 e 0y =90 e - — | — 3.85
: 1+(2/m%)u ¢ 1+(ql km)z (4162%?)#’ (3:85)

com p = p(z) = (1+z/q1) [5].

Isto é melhor compreendido fisicamente observando a figura [3.13] que mostra
a propagacao do feixe generalizado Airy-Gauss para a distancia de 0.2z, onde
zr = kw?}/2 é a distancia de Rayleigh associada & modulagao inicial Gaussiana de
largura w;.

Observa-se nesta figura que para pequenos valores de |k1|, o feixe AiG exibe
um desvio lateral pelo menos até a faixa onde o feixe permanece essencialmente
livre de difracao, mostrando que o feixe mesmo no espaco livre se curva quando
“acelerado” [5].

Nota-se também da figura [3.14] que a secao transversal inicial do feixe, corres-
pondente a amplitude e aos perfis de fase no plano z — 0, nao se distorcem muito ao
longo da propagacao, veja figura [3.14]

No capitulo seguinte, mostraremos de forma pioneira que esses resultados envol-
vendo feixes de Airy propagando em meios ()pticos, podem ser generalizados para

o transporte de energia actstica em oceanos profundos.
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Figura 3.13: propagacao do feixe de Airy(modificado de [4]).

SR =N

Figura 3.14: a) Vista transversal da propagagao do feixe de Airy. b) Variagao da
fase da fungdo de Airy (modificado de [4]).
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Capitulo 4

Propagacao acustica em oceanos
profundos de feixes de Airy

generalizados

Vimos nos capitulos anteriores, algumas limitagoes da aplicabilidade da teoria de
raios para grandes distancias devido as singularidades ao longo da trajetoria, além
da exigéncia de utilizacao de altas frequéncias nos levam a necessidade de recorrer
a outras solucoes possiveis da equagao de onda, como por exemplo a teoria WKB,
onde vimos, na Eq[3.66] que nesta teoria os modos estao associados a saltos na fase
oi(r, z,z;) de 2rm, sendo m um inteiro. Além disso, conectando as ideias destas
duas teorias assintoticas, WKB e tracamento de raios, podemos interpretar os mo-
dos normais como um sistema de raios [15], de tal forma que para cada modo normal
exista um conjunto de raios preferenciais, os quais tém trajetérias definidas em pon-
tos de interferéncia construtiva de modos vizinhos. Em outras palavras, a correlacao
entre as duas teorias se faz associando a superposicao de modos normais de ordens
proximas, de forma a definir um méximo local do campo sonoro (interferéncia cons-
trutivas de modos). Assim, se deslocarmos para além deste ponto, com a mesma
profundidade da camada estudada, os modos se tornarao defasados em virtude de

“descasamento”de suas velocidades de fase, e a intensidade do campo diminuira.
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Contudo, se realizarmos o mesmo deslocamento, porém variando também a profun-
didade, havera outro ponto em que os modos estarao em fase novamente. Veremos
que estes locais, em que os modos estao em fase, correspondem a um comprimento
de interferéncia modal. Entao, é necessaria atencao para que, na construcao do
modelo, o comprimento de onda de um ciclo de raio esteja concordando com a fase
de modos vizinhos.

Por outro lado, motivados por resultados semelhantes tanto teéricos [11] quanto
experimentais em outras areas envolvendo propagacao de ondas como por exemplo, a
éptica [50], acistica submarina [7] e ondas oceanicas [29], desenvolvemos um modelo
tedrico que, utilizando a associacao das teorias citadas acima, descreva acuradamente
a propagacao de feixes de Airy em um guia de ondas sonoro em um oceano profundo
e ilimitado. Para tanto e por razoes pedagogicas, nas secoes a seguir revisitaremos
as teorias assintoticas WKB de propagacgao acustica por modos e tracamento de
ratos em oceanos profundos, bem como mostraremos que sob certas condicoes, estas
teorias fornecem resultados equivalentes e que é plausivel se tirar proveito disto para

desenvolver uma modelo de propagacao baseado em feixes discretos de Airy.

4.1 Analise WKB para propagacao modal no guia

acustico canonico de Munk:

Campos sonoros harmonicos (variacao temporal exp (—iwt)) se propagando em
um oceano com densidade p(7) e perfil de velocidade sonora c¢(7), tem-se que a
pressdo actstica P no dominio -f da frequéncia se comporta como P = pw?® [32],
onde w = 27 f é a frequéncia circular. Por outro lado, dentro deste formalismo os
campos de deslocamento acusticos ®, gerados por fontes pontuais, sao as solugoes

propagantes da eq. de onda de Helmholtz a seguir [32]:

<v2 + [%} 2) O=A5(F—7,). (4.1)
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Com A(w) a amplitude do sinal emitido por uma fonte posicionada em 7 = T%.
Em oceanos profundos, devido a simetria azimutal do problema, iremos adotar o
sistema de coordenadas cilindricas polares, tal que a profundidade do oceano é
representada pelo eixo de simetria z, enquanto r é a distancia radial a este eixo.
Além disso, uma vez que em aguas profundas ocorre uma maior variabilidade do
perfil de velocidade do som com a profundidade z que em relacao a distancia r [32],
podemos admitir ¢(7) &~ ¢(z) onde r pode variar por algumas dezenas de quilometros
e z alguns milhares de metros. Nestas condigoes a solucao geral da EqM4.1] pode ser

descrita pela seguinte transformada de Hankel [32]:

—+00

B (r, 2, 2) = % / ey (=, 22 ) HY (o) (4.2)

onde H} ¢ a funcao de Hankel de primeiro tipo e ordem zero, solucao esta compativel
com a condigdo de radiagao de Sommerfeld em coordenadas cilindricas [32]. Além

disso, a funcao de Green vertical ¥ satisfaz a seguinte equacao diferencial [32]:

%f+ [(CE”_Z))Q_kflw_Aa(z—zs). (4.3)

Infelizmente no caso do perfil canénico de Munk (veja ﬁgura., descrito pela
equagagd.4| abaixo [32]:

0= (1 )y (E)])

nao é possivel resolver explicitamente a equacgao diferencial. Porém, podemos
ganhar alguma intuicao fisica sobre o problema, restringindo inicialmente nossa
andlise a profundidades abaixo da camada de mistura (veja Fig, isto é, nesta
primeira abordagem do problema nao levaremos em conta efeitos de reflexao do
som na superficie do oceano, bem como faremos uso de métodos aproximativos

assintoticos e semi-cldssicos como a teoria WKB [32].
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Figura 4.1: Comparacgao para oceanos profundos do comportamento em fungao da
profundidade z, entre os perfis de velocidade do som “tipicos” e o modelo tedrico
de Munk. Em a) vemos que o comportamento de ambos perfis se assemelham
em “ dguas das camadas mais profundas” tanto na termoclina quanto no SOFAR.
Entretanto, em b) vemos que o perfil de Munk nao descreve satisfatoriamente
o comportamento da velocidade sonora em “ dguas rasas” no interior da camada de
mistura.

Por exemplo, dentro desta aproximacao sabe-se que os modos propagantes estao

associados a valores discretos k, — k"' do mimero de onda radial [32], tal que k!

deve satisfazer o critério de quantizagao de Bohr-Sommerfeld, isto é:

ZB

1
JCE (n+ 5) T = 0L, (45)

ZA
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onde para qualquer um dos n dentre 0s (nmax + 1) possiveis inteiros positivos, defi-

nimos k;L”] como o numero de onda discreto vertical, a saber:

K (2) = \/ (%)2 S (4.6)

Paralelamente, na Eq.(4.5) tem-se que os limites de integracdo z4 e zp sdo os

pontos de retorno classicos, os quais sao as solucoes reais de:

K (24) = 0 = K (2). (4.7)

Desta maneira, define-se a regiao z4 < z < zp onde a onda acustica é propagante
como classicamente permitida as oscilagoes, enquanto que as regioes classicamente
proibidas delimitadas por z < z4 e zg < 2z, sao aquelas onde o som evanesce.
Observa-se também da Eq, que k" atinge o seu valor méaximo k2™ no SOFAR
quando z = Zn.

Encontramos na literatura[32] que no SOFAR, valores tipicos que caracterizam
sua profundidade e velocidade sonora sao respectivamente da ordem de z,,;, =
1300m e c¢pin = 1500m/s. Associados a estes parametros podemos definir f,. a

frequéncia de corte do guia de Munk como:

f, = Jmin (4.8)

22
sendo f. a menor frequéncia abaizo da qual ndo pode haver ondas propagantes no
interior do guia. Ao longo de todo este trabalho, adotaremos uma frequéncia de
f = 50H z, valor operacional este que € cerca de oitenta vezes superior a frequéncia de
corte de um guia tipico de Munk. Além disso usaremos também aqui neste trabalho
(veja F ig, os seguintes valores para dguas profundas [32] que caracterizam os
parametros do perfil de Munk([.1)), isto é, explicitamente adotaremos[32] L = 2, =

1300m e e = 0.00737.

20



Por outro lado, em meados de 1983 Chapman e Ellis[20] mostraram dentro do
formalismo WKB que raios que apds passarem (ao menos uma vez) pelos pontos de
retorno z4 e zg, é possivel se relacionar suas trajetorias a um conjunto especifico de

modos adjacentes. Em outras palavras, em analogia com 1 o tempo de transito[32],

at

5
r C

(4.9)

T =

que no oceano um raio sonoro gasta para percorrer uma trajetéria de comprimento
I', tem-se similarmente que neste guia de onda para dois modos adjacentes quais-
quer n e n+ 1, a escala de tempo T, necessaria para se percorrer radialmente meio

comprimento de interferéncia modal L, é dada por[20]:

L
Tn= 2 (4.10)

=
g

de modo que, em situagoes de baiza dispersao do campo sonoro[20] tem-se T ~ T,

(veja figurad.2)). Onde na equagao (4.10), L,, satisfaz[32],

T

Ln kl:n‘] _ kl.n—i_l] )

(4.11)

bem como denota—se a velocidade de grupo modal cL"] pela seguinte expressao[20]:

(1] Oow

Cg = PYICh (4.12)

Analogamente, para uma dada frequéncia w define-se a velocidade de fase modal
cl[,n} como [20], 132],
el = = (4.13)

A figura mostra a comparacao do tempo de transito calculado utilizando a
teoria de modos juntamente com o método semi-classico WKB e pelo método de

tracado de raios cléssico.
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Figura 4.2: mostra o tracado de raios para uma fonte operando com f = 50H z posi-
cionada no SOFAR em z; = 2,,;, = 1300m. Em a), b) e ¢) os angulos inciais de saida

da fonte, foram os angulos discretos modais 6,, com n = 1,17 e 47 respectivamente.

Nota-se em todos estes casos, que os raios que passaram pelos pontos de retorno z[g]

e zl[ff] apos percorrem radialmente o comprimento L,,, a diferenca relativa percentual

AT, entre mr(4.9) e 7,,(4.10) ¢ inferior a 0.5%. Mostrando uma equivaléncia entre as
teorias modal e tragado de raios em completo acordo com [20].

Além disso para um dado modo n, nota-se das Eqs. (4.6 e 4.13) que nos
pontos de retorno z4 — zj[f} e zp — zj[g] a velocidade sonora se iguala a velocidade

de fase modal, isto é:

c(za) = CL"] =c(zp). (4.14)
Portanto para cada modo n, na vizinhanca dos pontos de retorno Z[X} e zg} a

frente de onda se desloca com velocidade similar ao perfil de velocidade sonora ¢

naquelas regides. Por outro lado, em relagao ao plano z = z, (paralelo a superficie)
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onde se localiza a fonte e contém k

[n]

r

, podemos associar uma visao geométrica com-

plementar dos modos (veja Figs. e relacionando /ﬁ[«n] a angulos de disparo

discretos—0,,, a saber:

Cmin
6, = arccos o |
Cp

(4.15)

A figura [4.3}a mostra a relagdo entre estes angulos de disparo e os modos pre-

ferenciais de ordem n. Deve-se notar que a variacao dos angulo, feita de 0 a 15°,

nao ¢ linear e que, para a construcao do tragado de feixe de raios, esta variacao foi

utilizada para cima e para baixo em relacao a posicao da fonte z,,;,.

0 20 40 60
| L L L L | L L L L | L L L |
15° 5 Direcdes modais discretas - i— 15°
13°7 0™ g " " F13°
11° g " u F11°
9° § = [ | C 9°
7° n -7
50 . - - 50
30 __ -_ 30
1° -1°
[ [ [

1,000 1@ Dispersio da propagacio da onda -1,000
0,995 © -0,995
J [ ) L
0,990 ® Y c™y ¢ Fo,990
0,985 - (PN 9 P lo,985
0,980 - ®e [ 0,980

{| f=50Hz Y
0,975 L o I 0,975
0,970 -0,970
0,30 [ [ + v+ T3 [ 0,30
1 Relacao Paraxial
0,25 A A 0,25
] A A
0,20 N A A ~0,20
] A
0,15—_ . A k[n] / k[n] 0,15
0,10 A r 0,10
0,05 ~0,05
0,00 T T T T T T T T T T 0,00
0 20 40 n 60

Figura 4.3: Mostra para o perfil de Munk dentro do formalismo WKB e f =
50H z os seguintes resultados: Em a) comportamento dos angulos preferenciais de
propagagao discretos na faixa 0 < |0,| < 15° associados a modos quando n varia
entre 0 < n < 60. Em b) e em c) vemos respectivamente que estes modos sdo pouco
dispersivos ja que ¢! ~ I
paraxialmente na direcio radial, pois kM™" < gl

e sua propagacao ocorre majoritariamente quase que
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Na figura b, ¢ mostrado a relagao entre as velocidades de fase ¢y e de grupo
cg, que estao associadas a dispersao dos raios, para cada modo propagante. Esta
relacao é praticamente linear se compararmos os modos propagantes n longo da
distancia de propagacao. Ou seja, temos uma dispersao praticamente nula para os
raios associados a estes modos, o que nos leva a concluir que uma feixe construido
a partir destes raios apresentaria também uma dispersao bastante pequena.

Ainda na figura [£.3}c temos uma relacao, ainda para os modos de propagacao
preferenciais, entre os vetores de onda na diregoes radial k, e de z (que se refere a
profundidade) k,. Em geral a literatura apresenta a construgao de tragado de raios
condicionados a teoria paraxial, ou seja, o vetor de ondas na diregao transversal
a direcao de propagacao deve tender a ser o menor possivel, de forma a manter a
energia do pacote de ondas propagante confinado o maximo possivel em torno do
eixo de propagacao, por mais tempo, ou por uma distancia maior possivel. Entao
se associarmos a propagacao de raios a propagacao dos modos, esperamos que oS
modos que viajam maiores distancias sejam aqueles em que k, seja dominante em
relacao a k..

Com essas ideias em mente, tentaremos agora a analisar o problema de como
deve se comportar um feixe de Airy que possua caracteristicas similares aos modos

propagantes em um guia acustico de Munk.

4.2 Propagacao de feixes discretos de Airy: Re-
sultados Numéricos

Vimos na se¢ao anterior que modos nao dispersivos propagando-se paraxialmente
[20] podem ser associados a raios que ficam delimitados entre as regioes classicamente
permitidas e proibidas (veja figuras e . Motivados por estes resultados,
passemos agora discutir a possibilidade de existéncia de feizes discretos de Airy em
oceanos profundos. Para tanto, sabendo que para um dado modo k" associado

ao perfil de Munk(4.4), nossa proposta é que o campo de deslocamento discreto
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®,, (1, z) solugdo da equagao de onda(|d.1)) se comporte como:

kLn]rJrk (z—2s)
o, (r, ) = Lol 2l ). (4.16)

\ r2+(z—zs)2

Observamos na Eq[4.16 acima, que tanto a condi¢ao de radiagdo de Sommerfeld
como o comportamento singular da fungao de Green na vizinhanga da fonte sao
satisfeitos.

Por outro lado, supondo que v, (r, z) varie mais rapidamente em profundidade
que radialmente, a teoria paraxial de feixes nos diz que ,, satisfaz assintoticamente

a seguinte equacao diferencial tipo Schrodinger:

2

QikL" wn (r,z) + 922

b (r,2) 2 0. (4.17)

A principio desde dos anos 80, a teoria de feixes mostra que a fungao de Airy [10]
pode ser solucao da EDP. Entretanto, por apresentar um lento decaimento
e possuirem apenas um ponto retorno, as funcoes de Airy nao sao de quadrado
integravel, de modo que tais tipo de feixe nao preservam a energia propagante em
meios ilimitados.

Para superar esta forte restricao deste tipo feixe, por exemplo costuma—se con-
voluir feixes de Airy com os de Gauss[6]. Porém, aqui por estarmos abordando o
problema dos modos do guia de Munk, adotaremos uma estratégia diferente que con-
siste em correlacionar dois feizes de Airy no SOFAR, um associado a regiao entre
a superficie e SOFAR delimitada pelas profundidades 0 < z < z,;, e outra, tal que
a propagacao ocorra entre o SOFAR e o oceano profundo onde z,;, < z < oo.

A figura nos da uma ideia da construcao exposta acima. Nela é mostrado
o perfil-guia delimitando a oscilagdo de dois modos, o fundamental (m = 0) e o de
segunda ordem (m = 2). H4 de se observar também a delimitagao das duas regioes,
a proibida e a permitida a oscilagoes. Os pontos z4 e zg, que sao limites do perfil,

definem, portanto, os pontos de retorno dos raios associados a estes modos.
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Figura 4.4: Mostra para f = b50Hz e em r = 0, o comportamento da “condicao
inicial” WO para o feixe discreto de Airy (veja Eq.. Observe que para qualquer
n-discreto, UY evanesce nas regioes classicamente proibidas e oscila (n+ 1)-vezes nas
regioes classicamente permitidas.

Se analisarmos a figura [4.4] e a compararmos a forma da funcao de Airy mos-
trada no capitulo 4 deste trabalho, veremos que os modos propagantes sao formados
pela composicao de duas fungoes de Airy posicionadas com suas partes oscilantes
coincidindo com a regiao permitida do perfil-guia de Munk e a parte esvanescente
“penetrando”na regiao proibida.

Esta construcao foi uma forma encontrada para contornar a dificuldade de traba-
lhar com uma fungao nao integravel, como a fungao de Airy, e também possibilitou o
ajuste da fungao que representaria os modos de forma adequada em relacao ao guia
de ondas. Assim, a associacao destas funcgoes se fez de modo que a parte esvanecente
de cada uma delas, ou seja a parte positiva que nao oscila, coincidisse com a regiao
classicamente proibida. A parte oscilante das func¢oes foram ajustadas para que seus

maximos interferissem e ficassem confinados na regiao interna do guia de Munk.
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Além disso, em analogia com o problema de Schrodinger na Mecanica Quantica,
exigiremos que o fluxo de energia acustica seja preservado em z = z,;,, acarretando
que a “derivada logaritmica do feixe” seja preservada em z = zy;,.Sendo assim em
analogia com [10], exigiremos que o feixe ao inciar a propagagdo em r = 0 , possa
ser descrito pela seguinte composicao de funcgoes de Airy relacionadas ao n—ésimo

modo do perfil de Munk, a saber:

y Ai(%) se 0<z e z< Zpn

Un(2) = Un (r=10,2) = A, (4.18)

B, Ai (Zi‘\;z) s€  Zmin < Z

onde e Ai(u) a fungao de Airy de argumento u, A, sendo uma constante de norma-
lizacao arbitraria e os pontos de retorno zl[ff] e zgﬂ associados ao perfil de Munk,
sao calculados dentro aproximagao WKB discutida na se¢ao anterior (veja Eq..
Além disso, como consequéncia da continuidade de \Ifg e sua derivada em 2z = 2,,;p,

tem-se que B, satisfaz a Eq.(4.19) abaixo,

AZ <_ Zmi;_ZA )
B, = -7 (4.19)
Al (_ZB;\imin>

enquanto que, A, o comprimento de onda do feize de Airy (veja Figse , éa

n—ésima solugao real da equagao transcendental(4.20)), a saber:

. ZA — Zmin . Zmin — <B A Zmin — <B ./ ZA — Zmin
Ai <>\—n) Ai ( " ) = —Ai <—/\n >Az <—>\n ) . (4.20)

onde denotamos Ai'(u) como sendo a primeira derivada da fungao de Airy Ai(u) em
relagao ao argumento u.

Observamos da figura que quando a profundidade z varia, que para um dado
n a amplitude do feixe de Airy inicial |UY| apresenta (n+1) valores de pico espagados
de \,. Neste sentido, temos que dentro da aproximacao WKB, uma estimativa para

A, € dada por:
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An R : (4.21)

Vemos da equacao e das figuras e que quando n cresce o valor de

A, diminui.

— 60
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— 30

|— 20
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R AN SN N e W S L

0 -1000 -2000 -3000 -4000 -5000 -6000

Profundidade

Figura 4.5: em r = 0 e f = 50Hz, mostra (em unidades arbitrarias) e em funcao
da profundidade, o comportamento da amplitude |¥°| da “condi¢ao inicial” para o
feixe discreto de Airy (veja Eq. Observe que a medida que n cresce aparecem
(n + 1) picos de intensidade igualmente espagados em A, (veja Eq- Nota-se
também, que 0s FICOS de maior_intensidade ocorrem nas vizinhancas dos pontos de
retorno 2! A e ZB (veja figura ) e o feixe penetra além deles evanescentemente

(veja Eq[d.22).
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Além disso nota-se também tanto na figura quanto na figura [4.5] que na

vizinhanga de ambos pontos de retorno z

maxima antes de evanescer.

[, [

e zp', que o feixe W0 atinge sua amplitude
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‘ i
i o,
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.! i
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|\ i
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Figura 4.6: Compara para f = 50H z,

os comprimentos de onda A, e penetracao

o, em funcao de n. Observe que os maiores valores de ambos sao alcancados para
os menores valores de n, e tanto A\, quanto o, decaem mais lentamente quando n
cresce. Nota-se também que os valores de o,, sdo sempre superiores aos de A, (veja

Bos[21] e [123).

Novamente usando o método WKB, podemos obter uma estimativa de quanto o

feixze penetra na regiao de penumbra até

cair para um valor em torno de 30% de sua

amplitude maxima, para tanto denotamos por o, este comprimento de penetracao,

a saber:

2/3
)|

Opn & Ay, <

Desta forma, podemos concluir que

0)2/3
+ % ~ 3.54 A, (4.22)

a energia acustica (veja ﬁgura e

penetra na regiao de penumbra significantemente uma distancia superior ao triplo

do comprimento de onda \,. O comportamento da faixa de abrangéncia da onda
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esvanecente o, que é maxima, em torno de 650m, para n = 0 e chega a um valor
em torno de 350m para n = 60.

Ainda das figuradd.5| e vemos que quanto maior o nimero de modos menores
serao os comprimentos de onda modais A, e que, consequentemente, o nimero de
modos n aumenta com a profundidade (ou a largura do perfil de Munk). Esse au-
mento de niimero de modos se faz até o limite em que passaremos do regime discreto
de modos para um regime continuo, de forma semelhante ao poco de potencial da
Mecanica Quantica.

A figura mostra o comportamento dos maximos de maior intensidade 273, ,x
dos modos nos limites do guia e os relaciona aos pontos zj,, em que as ondas
evanescentes de cada modo tendem a zero. Este regime evanescente corresponde a
cerca de 30% do valor da largura do pico principal relacionado aos modos de cada

lado da fronteira do guia.

Om

1km —

2km —

3km

4km S

5km -

Z |

Figura 4.7: Pontos de retorno dos modos possiveis n, acima e abaixo de z},,,, ao

longo do guia de ondas Munk z[[f]]’n.
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A soma dos numeros de modos acima do ponto minimo do perfil ny com os
nimeros de modos abaixo do mesmo ponto de referéncia ng nos leva ao nimero de

modos total n, como mostrado na figura [4.8|

Numero de Nos
60 _A
] '
x/
50 + A// .
-—A-- = + e .//
' n nA nB Ve e
e o~
40— -—-9 - - nB ,,A/ /._/
] A& gl
30 - nA e -
1 A
20 x
e y i
| X
X,, //'./
A
10 - -—-&--8--1
VS o I S S
J /’./ _-___l———-l’
y 'l -7
Lo
0+ &
T T T T T T T T T T T T T 1
0 10 20 30 40 50 60 N

Figura 4.8: Modos propagantes possiveis no guia de ondas Munk tais que n =
na+ng.

Ainda na figura 4.8 podemos associar as inclinagoes de cada uma das curvas aos
(. B .
comportamentos dos pontos de méaximos dos modos z[[ A]]’” e das larguras das faixas
n
2k, mostrados na figura [4.7]
Por fim de modo similar a teoria desenvolvida em [I0], mostra-se que para a

condigao inicial W0 (4.18)), a “envoltéria” ¥, do campo ®,,(4.16) satisfaz & seguinte

equacao:

-1
Ai (— [z + r? <4Zmink7['n]2)\i> - Z,[Z]] )‘n_1> s¢ 0= 2 < Zmin

~1
B, Ai ( [z — 7r? (4zmink£n]2)\i) — ZE}]] )\nl) S€  Zmin < %
(4.23)

U, (r,z)=A,
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Por outro lado vimos nas secoes anteriores que além da extrema sensibilidade do

feixe & condigao inicial WY (4.18)), ®,,(4.16]) apresenta comportamento destinto ao se

propagar em regioes classicamente permitidas ou proibidas, ou seja na primeira o
feixe pode oscilar bastante enquanto na outra ele sempre evanesce.

Para contornar um pouco essas dificuldades inerentes a este tipo de feixe, usa-
remos a estratégia de associarmos a cada modo n do perfil de Munk a trajetéria
I' = I', de um raio com angulo de disparo 6,,, e que ao menos ao longo de sua
propagagcao tenha percorrido radialmente meio comprimento de interferéncia modal
L, (veja Fig.. Com isto, esperamos ter garantido uma menor dispersao do feixe,
bem como seja mantida a validade da aproximagcao paraxial (veja Fig.. Neste
sentido, nos fornece uma boa visao fisica quantitativa sobre o comportamento do
feixe Cbn ao se propagar sobre I'y,, o cédlculo de suas “perdas por transmissao”
TLr,, a saber[32]:

TLr. =20 logi (‘ n (L), 2(I'n)) D , (4.24)

@3

onde ®; ¢ o valor de referéncia do feixe ao equivalente em pressao irradiada de 1puPa a
uma distancia de r = 1m além da posi¢ao da fonte em z = z,[32]. Sendo assim dentro
da aproximagao WKB, para primeiramente caracterizar as regioes classicamente
permitidas e proibidas do guia de Munk com f = 50H z, foram tragadas as trajetorias
I',, dos raios com angulos de disparo #,, que percorreram ao menos uma distancia
radial de L, (veja figura .a). Posteriormente, calculamos sobre os pontos das
trajetorias I',, (veja figura [4.9\b) os valores da T'Lr, (4.24). Como os comprimentos
de onda A, e penetracdo o, variam com n (veja figura , varias regioes do guia
de Munk podem ser “sonificadas”, nao s6 aquelas classicamente permitidas mas

também grandes extensoes das regides proibidas (veja Figd.9a e b).
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Tracado de Raios

Oom 10km 20km 30km 40km 50km 60km
Om 0 1 N 1 N 1 N 1 N 1 N 1 N 1 N
-1000m -~
Z=7Z -
S min ]
-2000m 2 :
"Regides Permiti
-3000m -~
-4000m -~
7/ \
J a’ \‘

"Regides Proibidas"

b)

Perda por transmissao em dB do feixe discreto de Airy

om 10000m 20000m 30000m 40000m 50000m 60000m
om-— - | | | | | |
-1000m—|
-2000m—
-3000m—|
-4000m— -
-30dB -55dB -80dB -105dB

O |

Figura 4.9: Mostra para o perfil de Munk e f =50Hz, em a) as possiveis tra-
jetorias I',, dos raios acusticos associadas ao conjunto discreto de angulos de disparo
0, com 0 < |6,] < 15° e 0 < n < 60. Observe que tais trajetérias I',, delimitam as
regioes classicamente permitidas e proibidas. Em b) é mostrado um mapa de cores
(em dB), representando as perdas de transmissao TLpn, estas relativas a um
dado feixe discreto de Airy ®,, propagando-se sobre uma dada trajetéria I'),. Ob-
serve que para feixes discretos de Airy ®,,, a energia actstica se propaga nas regioes
classicamente permitidas como também penetra substancialmente nas proibidas.



Por fim, cabe aqui salientar um pouco mais o pioneirismo e relevancia da pre-
sente teoria de feixes de Airy ser capaz de sonificar por meio de uma calda eva-
nescente regioes classicamente proibidas. Por exemplo, observa-se na literatura [32]
que mesmo na descricao da propagacao sonora por meio de equagoes parabdlicas,
a sonificagao das regioes classicamente proibidas é bastante ténue. Vemos isto na
figura , modificada a partir de codigos retirados da OALIB ﬂ Tal figura, foi
gerada com caracteristicas semelhantes as utilizadas na construcao do feixe discreto
de Airy, e permite a comparagao entre as duas teorias utilizadas, a de equacoes

parabdlicas em fig. e a teoria de feixe de Airy discreto exposta na fig[4.9

Distincia (m) w10
0.5 1 1.5 2 2.5 3 35 4 4.5

L
Lt
[* ]

1000

2000

3000

Profundidade (m)

4000

-11H} -85 Al -85 -8 -7 70 -05 -6

Figura 4.10: Mostra para o perfil de Munk, um mapa de cores (em dB) represen-
tando a perda por transmissao com f = 50Hz descrita pela teoria de equacoes
parabdlicas[32], observe a pouca penetracao da energia acistica nas regides classi-
camente proibidas.

No préximo capitulo iremos sumarizar nossos principais resultados bem como

tentaremos discutir as possiveis perspectivas futuras deste trabalho.

LA Ocean Acoustics Library (OALIB) oferece vasto material na drea de actstica sub-
marina e o cdédigo utilizado na geracao da figura foi retirado do endereco eletronico
http://oalib.hlsresearch.com/Other/demo/.
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Capitulo 5

Discussoes e Conclusoes

Neste trabalho, baseados nas ideias pioneiras de Berry e Balazs [10} [11] desen-
volvemos um modelo que mostra ser possivel feixes de Airy se propagarem a longas
distancias sonificando vastas regides de um oceano profundo (veja Fig.. Para
tanto, utilizamos técnicas para propagacao do campo de pressao que, embora facam
uso de teorias ha muito conhecidas como a teoria de raios, WKB e de modos, uti-
lizamos também alguns outros conceitos da Fisica Quantica[l()]. Neste sentido com
a utilizacao da funcao de Airy, construimos um feixe pouco dispersivo que pene-
tra em regioes de cdustica e de sombras. De modo que, na construcao do modelo
tivemos primeiramente que adequar tais feixes as caracteristicas fundamentais dos
modos propagantes do guia actstico de Munk. Mais explicitamente falando,
nesta etapa calculamos dentro do formalismo WKB os numeros de onda radiais
discretos k" e respectivos pontos de retorno (zl[ff] e zj[g]) associados a um dado modo
n do guia de Munk (veja Figs e . Em seguida, para usar a equivaléncia entre
as teorias de modo e raios [20], associamos a cada ! direcoes 6, preferenciais de
saida de cada raio a partir de uma fonte posicionada em z = z, (veja Figs e
15).

Por fim como mostra a figura [4.9, analisamos para f = 50H z a propagagao do
feixe discreto de Airy (veja equa(;éese ao longo da trajetoria I',, de cada um
destes raios particulares, e verificamos que a energia acistica se propaga nas regioes

classicamente permitidas e penetra substancialmente nas classicamente proibidas
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(veja figura [1.9), fato que nao é previsto (veja figura em modelos citados na
literatura [47], que serviram inclusive como referéncia inicial para o desenvolvimento
deste trabalho.

Observando o comportamento assintotico do feixe discreto de Airy (veja Eqs.m
e , cabe aqui também salientar que espera-se que no limite de ”aguas
rasas” (|z — zs| < 1), as perdas deste tipo de feixe de Airy decaiam com o quadrado
da distancia fonte receptor, diferentemente da perda por divergéncia cilindrica (do
inverso da distancia) apresentada pela teoria de modos.

A figura[s.1] mostra uma comparacao do modelo desenvolvido neste trabalho com

os ja estabelecidos que envolvem a teoria de raios e de modos normais.

Aplicacoes

Tipo de modelo Aguas rasas Aguas profundas

Baixa frequéneia | Alta frequéncia | Baixa frequéncia | Alta frequéncia
RD

0
0
[

Teoria de raios

Modos normais

Feixe Discretos de

QO o

@Ok
®o0:
®OO:

@O Qk

@ @O
@ @ O

Airy
Alta frequéncia - > 500hz RI - Range-independent
Baixa frequéncia - < 500hz RD - Range-dependent

. Aplicagdes sem restricdes tedricas ou praticas

O Limitacdes tedricas ou excessivo tempo computacional

O Sem aplicacdo

Figura 5.1: Dominios de aplicabilidade dos modelos baseados na teoria de raios, na
teoria dos modos normais e teoria de feixes discretos de Airy, para a propagacao
acustica submarina(adaptado de [27]).

Por outro lado, apesar de seu custo computacional ser um pouco elevado (algu-
mas horas em um notebook com um processador 15 intel com 32GB ram), pois o
calculo do feixe discreto de Airy na equagao [4.24] requer previamente o uso de al-
guns métodos numéricos (em precisdo estendida) tanto no desenvolvimento da teoria

WKB quanto no tracamento posterior dos raios relativos a estes dados, acreditamos
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que a presente teoria de feixe discreto de Airy possa aprimorar a acuracia em alguns
problemas de inversao em tomografia acistica oceanogréfica [36]. Mais explicita-
mente falando, mostramos aqui que os feixes de Airy discretos transportam energia
acustica tanto em regioes classicamente permitidas como em proibidas com tempos
modais equivalentes a tempos de transito (veja figura , podemos desta forma
usar este fato para adaptarmos os algoritmos usuais da tomografia por tempo de
transito[14, 36}, 46] aos dados obtidos de amplitude e tempo com a presente teoria
de feixes discretos de Airy. Desenvolvimentos futuros estes que acreditamos poder
aplicar nao s6 em acustica submarina e areas afins, como a comunicagao acustica no
oceano como também na sondagem sismica de sub-superficie. Esforcos neste sentido

estao sendo feitos e planejados para serem publicados brevemente.
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