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à obtenção do t́ıtulo de Doutor em Engenharia
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MODELO DE DIFUSÃO DE MAXWELL-STEFAN.

Antonio de Oliveira Samel Moraes

TESE SUBMETIDA AO CORPO DOCENTE DO INSTITUTO ALBERTO LUIZ
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O método de caracterização adaptativa de misturas cont́ınuas por pseudo-

componentes foi estendido para problemas de transferência de massa usando o mo-

delo de difusão de Maxwell-Stefan. Ele é baseado no método direto dos momentos

fechado por quadratura (DQMoM - Direct Quadrature Method of Moments), que

utiliza uma regra de quadratura para discretizar a distribuição de fração molar

da mistura cont́ınua. O método foi aplicado a dois problemas unidimensionais de

transferência de massa: a difusão transiente em um tubo de Loschmidt e a difusão

estacionária em um filme fino. Neste último caso, demonstrou-se que as equações

do DQMoM reduzem a um problema equivalente ao de uma caracterização fixa e

que métodos de solução tipicamente usados na teoria linearizada podem ser aplica-

dos. Para esses dois problemas, o método proposto foi validado usando distribuições

cont́ınuas de fração molar como condições iniciais ou de contorno. Os resultados

mostraram que o método de caracterização adaptativa conseguiu predizer acura-

damente propriedades da mistura com a redução em uma ordem de magnitude no

número de pseudo-componentes em relação aos métodos padrões baseados em com-

ponentes discretos.
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The adaptive pseudo-component characterization method for continuous mix-

tures was extended to mass transfer problems using the Maxwell-Stefan diffusion

model. Being based on the direct quadrature method of moments (DQMoM), it

uses a quadrature rule to discretize the molar fraction distribution of the continuous

mixture. The solution method was applied to two one-dimensional mass transfer

problems: the transient diffusion in a Loschmidt tube and the steady-state diffu-

sion in a thin film. In the latter, it was showed that the DQMoM equations reduce

to an equivalent problem with a fixed characterization and the solution methods

for linearized theory problems can be employed. For these two problems, the pro-

posed method was validated using continuous molar fraction distributions as initial

or boundary conditions. Results showed that the adaptive method accurately pre-

dicts mixture properties with one order of magnitude reduction in the number of

the pseudo-components when compared to the discrete component model.
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Caṕıtulo 1

Introdução

A maioria dos equipamentos da indústria petroĺıfera opera com frações complexas

de petróleo que são, em sua maior parte, constitúıdas por séries homólogas de hi-

drocarbonetos, principalmente os paraf́ınicos, os naftênicos e os aromáticos. Nas

correntes de petróleo pesados crus, onde hidrocarbonetos de elevada massa molar

estão presentes, o número de compostos da mistura pode ultrapassar a ordem de 106,

como resultado das inúmeras ramificações posśıveis da cadeia de carbono [1]. Com

um número tão grande de espécies apresentando propriedades f́ısico-qúımicas simi-

lares, torna-se quase imposśıvel o seu completo isolamento por técnicas anaĺıticas

quantitativas. Assim, essas misturas são em geral representadas por funções de dis-

tribuição em uma ou mais variáveis como, por exemplo, a temperatura normal de

ebulição e a massa molar. Em geral, para misturas de hidrocarbonetos presentes em

séries homólogas, apenas uma variável é suficiente para caracterizar a mistura, sendo

a massa molar usualmente escolhida. Por outro lado, quando fortes não-idealidades

estão presentes, a caracterização da mistura por apenas uma variável pode ficar

comprometida [2].

Mesmo que os componentes das misturas cont́ınuas pudessem ser completa-

mente identificados, seria extremamente custoso ou mesmo inviável realizar cálculos

de processos da engenharia considerando todas essas substâncias. No caso de si-

mulações CFD (Computational Fluid Dynamics) de escoamentos envolvendo pro-

cessos de transferência de massa, o custo computacional seria impraticável nos dias

de hoje. Com fins de redução desse custo computacional, a estratégia mais adotada

no desenvolvimento de simuladores de processos é baseada nos chamados pseudo-

componentes, que são compostos reais ou fict́ıcios representativos de um conjunto

de espécies constituintes de frações da mistura, as quais podem ser caracterizadas

por algumas propriedades termof́ısicas, como por exemplo a temperatura normal

de ebulição, a massa molar, a densidade, a viscosidade ou o número de átomos de

carbono.

Entretanto, duas das principais limitações usualmente reportadas para a carac-
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terização de frações de petróleo são (i) a escolha do melhor conjunto de pseudo-

componentes e (ii) a natureza fixa da caracterização. Na verdade, a primeira li-

mitação pode ser vista como uma consequência direta da segunda, uma vez que a

distribuição de composição da mistura varia continuamente no espaço e no tempo

como consequência dos processos termodinâmicos e de transporte ocorrendo no sis-

tema. Como uma caracterização fixa não é capaz de acompanhar essas mudanças

de composição, em geral é necessário escolher um número muito grande de pseudo-

componentes para representar com acurácia as propriedades da mistura. Desta

forma, uma única escolha dos pseudo-componentes não pode ser a mais adequada

em todo o domı́nio do processo.

Um bom exemplo é o cálculo de torres de destilação baseadas em estágios de

equiĺıbrio, onde o próprio processo de separação faz com que os pseudo-componentes

mais pesados sejam inadequados no topo da torre, enquanto que os mais leves são

inadequados no fundo [1]. Problemas similares ocorrerão em qualquer sistema onde

correntes com diferentes composições são misturadas ou separadas, como nos pro-

cessos envolvendo a transferência de massa em colunas de destilação, absorvedoras,

combustão em fornos industriais, motores automotivos e aeroespaciais e no escoa-

mento reativo das unidades de craqueamento cataĺıtico e coqueamento retardado

das refinarias [3].

Para superar as deficiências de uma caracterização fixa, métodos adaptativos

vêm sendo desenvolvidos ao longo das últimas duas décadas [1–12]. Esses métodos

buscam acompanhar as variações de composição da mistura, evoluindo a sua carac-

terização de acordo com os processos termo-fluidodinâmicos atuando no sistema.

Dentre esses métodos, destaca-se o desenvolvido no trabalho de LAGE [2], o qual

é baseado no método QMoM (Quadrature Method of Moments) para a discretização

das funções de distribuição de fração molar das misturas cont́ınuas. Este método

emprega uma quadratura Gaussiana em que a função peso é a própria função de dis-

tribuição e, portanto, os pseudo-componentes são representados diretamente pelas

abscissas da quadratura que evoluem devido a mudanças na distribuição. Sua adap-

tabilidade foi demonstrada na cálculo de estágios de equiĺıbrio (flashes), e também

(i) na simulação de múltiplos estágios de uma coluna de destilação [1], (ii) na si-

mulação CFD da transferência de massa em escoamentos laminares compresśıveis

[9], (iii) no cálculo de equiĺıbrios multifásicos de misturas semicont́ınuas de hidro-

carbonetos [10] e mais recentemente (iv) na modelagem da vaporização de gotas

multicomponentes [11, 12].

A principal vantagem do método proposto por LAGE [2] é a sua elevada acurácia

na caracterização da mistura em relação aos métodos existentes, o que possibilita

realizar cálculos de mesma acurácia com a redução de uma ordem de magnitude no

número de pseudo-componentes. Se por um lado o ganho na eficiência computa-
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cional para uma simulação t́ıpica realizada em simuladores de processos pode ser

considerado pequeno em termos absolutos, para simulações de escoamentos usando

CFD o ganho pode significar a diferença entre a viabilidade ou não da simulação.

A possibilidade de realizar cálculos acurados em simulações de escoamentos com

transferência de massa multicomponente leva a outra questão, que diz respeito à

aplicabilidade dos modelos de transferência de massa mais empregados em CFD. A

prática usual é assumir a lei de Fick para o transporte difusivo de massa, tomando

como base a hipótese de que em escoamentos plenamente turbulentos o transporte

de massa por difusão molecular é pouco importante [13]. Entretanto, tal hipótese

não considera os efeitos de transporte de massa através de interfaces em escoamentos

bifásicos, no interior de bolhas e gotas, em camadas limite laminares ou no escoa-

mento em pequenos canais, como por exemplo em micro-reatores, meios porosos e

filmes finos. Nestas condições, situações “at́ıpicas” do transporte difusivo de massa

podem ocorrer, como a difusão osmótica, a barreira de difusão e a difusão reversa,

fenômenos esses que podem ser preditos pela teoria de Maxwell-Stefan [13, 14].

Portanto, neste trabalho foi desenvolvido um método de solução para a trans-

ferência de massa em misturas cont́ınuas baseado no modelo de Maxwell-Stefan e na

metodologia de caracterização adaptativa proposta por LAGE [2]. O método desen-

volvido neste trabalho segue a formulação DQMoM (Direct Quadrature Method of

Moments) para a discretização das equações de transporte de massa desenvolvida no

trabalho de JATOBA et al. [9], gerando um conjunto de equações para a evolução

direta dos pesos e abscissas da quadratura de uma Gauss-Christoffel [15, 16], a qual

é usada para a discretização das funções de distribuição de composição da mistura

cont́ınua. Para fins de validação, o método foi aplicado na resolução de dois pro-

blemas conhecidos de transferência de massa unidimensionais: a difusão transiente

em um tubo de Loschmidt e a difusão estacionária em um filme fino, este último

usualmente referenciado como Modelo de Filme [14]. A metodologia de solução

desenvolvida e os resultados apresentados foram submetidos à Chemical Enginee-

ring Scince em trabalho intitulado de Mass transfer in continuous mixtures with

Maxwell-Stefan diffusion using the adaptive characterization method, sob o número

CES-D-17-02201.

1.1 Organização do texto

O Caṕıtulo 2 apresenta uma revisão bibliográfica com foco na transferência de

massa em misturas cont́ınuas e metodologias numéricas de caracterização dessas

misturas. Esse caṕıtulo inicia com uma revisão breve sobre a modelagem clássica

da transferência de massa em misturas multicomponentes, definindo o chamado

método DCM (Discrete Component Model), o qual é usado como base de com-
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paração do método de solução desenvolvido. A equação geral de balanço de uma

propriedade extensiva é inserida propositalmente no ińıcio deste caṕıtulo, pois ela é

usada na dedução da equação de conservação de massa do componente cont́ınuo. Na

sequência, a Seção 2.3 apresenta o conceito de misturas cont́ınuas e semicont́ınuas e

o conceito de componente cont́ınuo, definindo também as duas formas matemáticas

usualmente empregadas na representação dessas misturas, através de funções de

distribuição discretas ou cont́ınuas. Na Seção 2.4 são apresentadas as equações de

conservação de massa para o componente cont́ınuo e as versões cont́ınuas de modelos

constitutivos para o fluxo difusivo desse componente, baseados na lei de Fick e no

modelo de Maxwell-Stefan. Por fim, na Seção 2.5 é apresentada uma revisão sobre

as métodos numéricos, de natureza fixa e adaptativa, usadas na caracterização de

misturas semicont́ınuas.

No Caṕıtulo 3 é apresentado o método de solução desenvolvido neste estudo.

A metodologia de caracterização da mistura e as equações discretas do balanço de

massa e de Maxwell-Stefan do componente cont́ınuo são apresentadas nas Seção

3.1. Na Seção 3.2 esta metodologia é aplicada a dois problemas conhecidos de

transferência de massa: (i) a difusão unidimensional transiente em um tubo de

Loschmidt e (ii) a difusão unidimensional estacionária em um filme fino, este último

conhecido na literatura como Modelo de Filme. Na seção 3.4 são apresentadas

as propriedades das misturas usadas nos casos teste dos problemas de aplicação

mencionados anteriormente e na Seção 3.3, os procedimento numéricos usados na

solução desse problemas.

Os resultados obtidos na aplicação do método DQMoM desenvolvido neste estudo

são apresentados no Caṕıtulo 4. Nas Seções 4.1 e 4.2 são apresentados, respectiva-

mente, os resultados de validação do algoritmo de solução implementado para o

método DCM aplicado na difusão transiente no tubo de Loschmidt e a comparação

dos resultados do DQMoM frente ao DCM aplicado ao mesmo problema usando

misturas representadas por distribuições discretas de 57 pseudo-componentes. Nas

Seções 4.3 e 4.4 os mesmos tipos de resultado é apresentado na aplicação do método

de solução à difusão estacionária em filmes finos.

Por fim, nos Caṕıtulos 5 e 6 são descritas as principais conclusões deste estudo

e as sugestões para continuação da linha de pesquisa.
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Caṕıtulo 2

Revisão Bibliográfica

2.1 Equação geral de balanço

As leis de conservação da f́ısica formam a base para o desenvolvimento das equações

fundamentais que descrevem os fenômenos de transporte. Essas leis estabelecem

que uma determinada propriedade de um sistema f́ısico fechado e isolado não varia

quando o sistema evolui no tempo [17, 18]. Já em sistemas dissipativos, essas leis

são descritas por equações de balanço, onde a variação de uma propriedade f́ısica

no sistema ocorre devido a termos associados ao fluxo dessa propriedade através de

suas fronteiras e devido às fontes (ou sorvedouros) dessa propriedade no seu interior.

Na mecânica do cont́ınuo, essas leis se aplicam à massa, à quantidade de movimento

linear e angular e à energia dos elementos do corpo cont́ınuo, os quais são usualmente

denominados como pontos materiais ou elementos materiais [19–21].

Considerando uma propriedade genérica φ, integrada sobre uma região ou vo-

lume do espaço dependente do tempo V (t) de um sistema dissipativo, a descrição

Lagrangeana da sua lei integral de conservação é expressa em termos da derivada

temporal total:

D

Dt

[∫
V (t)

φdV

]
= −

∮
δV (t)

(π •n) dS +

∫
V (t)

S(φ)dV , (2.1)

onde a variável π apresenta ordem tensorial uma unidade maior do que a variável φ

e sua interpretação f́ısica está associada à propriedade f́ısica analisada. Para o caso

da quantidade de movimento linear, ela é um tensor de 2a ordem representando as

tensões normais e cisalhantes atuando no fluido. No caso da energia, representa

o vetor de fluxo difusivo de energia. Para conservação da massa total de uma

mistura, tanto π e S(φ) são nulos e a equação de balanço de massa é representada

pela equação de continuidade. No caso de massa de componentes de uma mistura

multicomponente, π representa o vetor de fluxo difusivo das massa das espécies na

5



mistura e S(φ) são as taxas de reações homogêneas dessas espécies.

A descrição Euleriana dessa equação pode ser obtida pela aplicação do teorema

de transporte de Reynolds [22–24], que estabelece que:

D

Dt

[∫
V (t)

φdV

]
=

∫
V (t)

∂φ

∂t
dV +

∮
δV (t)

φ (n •Ub) dS , (2.2)

sendo n o vetor normal unitário aos elementos de superf́ıcie S da fronteira δV e

Ub a velocidade desses elementos. Para o caso em que V (t) corresponde ao volume

de um elemento material, a velocidade dos elementos da fronteira desta região está

relacionada com a velocidade do fluido de acordo com:

Ub •n = U •n , (2.3)

e, portanto, a descrição Euleriana da equação de conservação é dada por:∫
V (t)

∂φ

∂t
dV +

∮
δV (t)

φ (n •U) dS = −
∮
δV (t)

(π •n) dS +

∫
V (t)

S(φ)dV . (2.4)

A aplicação do teorema da divergência de Gauss às integrais de superf́ıcie da

Equação 2.4, resulta em:∫
V (t)

[
∂φ

∂t
+∇ • (Uφ) +∇ •π − S(φ)

]
dV = 0 . (2.5)

Como esta equação se aplica qualquer elemento material arbitrário, a integral só

pode ser satisfeita para o caso em que o integrando é identicamente nulo [23, 24],

resultando em:
∂φ

∂t
+∇ • (Uφ) +∇ •π − S(φ) = 0 . (2.6)

que expressa a equação geral de balanço em sua forma diferencial.

2.2 Conservação de massa de espécies qúımicas

em misturas multicomponentes

Para uma mistura multicomponente com uma caracterização discreta, i.e. composta

por um número finito de espécies qúımicas reais ou por um conjunto fixo de pseudo-

componentes, as equações de balanço de massa para cada espécie são obtidas ao se

impor as seguintes definições na Equação 2.6:

φ = ρi , (2.7)
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π = ji , (2.8)

S(φ) = ri , (2.9)

onde ρi, é a massa espećıfica da espécie i na mistura, ji o seu fluxo mássico difusivo

e ri são reações qúımicas homogêneas entre as espécies na mistura.

Com essas definições obtemos as seguintes equações para o balanço de massa das

espécies na mistura [13, 14]:

∂ρi
∂t

+∇ • (ρiU) = −∇ • ji + ri , i = 1, ..., n. (2.10)

Este modelo de transferência de massa é usualmente referenciado como modelo

de componentes discretos (DCM - Discrete Component Model) [9, 25]. Do ponto

de vista de simulações numéricas, em geral ele é melhor expresso em termos das

frações mássicas ou molares das espécies, uma vez que essas frações são limitadas

ao intervalo [0, 1]. Além disso, as equações constitutivas para os fluxos difusivos

são usualmente expressas em termos dos gradiente dessas frações. Em termos das

frações mássicas wi, a equação de balanço pode ser reescrita por:

∂ (ρwi)

∂t
+∇ • (ρwiU) = −∇ • ji + ri , i = 1, ..., n , (2.11)

onde, por definição, ρi = ρwi e:

1−
n∑
i=1

wi = 0 , (2.12)

Os fluxos mássicos difusivos das espécies i na mistura satisfazem a seguinte

relação [14]:

ji = ρwi (Ui −U) , i = 1, ..., n (2.13)

onde Ui é a velocidade da espécie i e U é a velocidade do fluido, definida como a

velocidade média mássica da mistura de acordo com:

U =
n∑
i=1

wiUi . (2.14)

A Equação 2.11 pode ser reescrita em termos da fração molar yi, pela sua divisão

pela massa molar da espécie i, Mi, o que fornece:

∂ (ctyi)

∂t
+∇ • (ctyiU) = −∇ •Ji +Ri , i = 1, ..., n , (2.15)
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onde ct é a concentração molar da mistura e

ci = ctyi =
ρwi
Mi

, (2.16)

Ji =
ji
Mi

= ctyi (Ui −U) , (2.17)

Ri =
ri
Mi

. (2.18)

Fazendo algumas poucas manipulações algébricas, a relação entre a fração molar

e a fração mássica definida pela Equação 2.16 pode ser reescrita como:

yi =
wi
Mi

(
n∑
j=1

wj
Mj

)−1

, i = 1, ..., n, (2.19)

onde, por definição:

1−
n∑
i=1

yi = 0 . (2.20)

Uma vez que a velocidade média mássica foi usada como a velocidade de re-

ferência na definição dos fluxos difusivos ji e Ji, esses últimos devem satisfazer a

seguinte relação:
n∑
i=1

ji =
n∑
i=1

MiJi =
ρ

ct

n∑
i=1

wi
yi

Ji = 0 . (2.21)

Para fechamento do modelo DCM, modelos constitutivos para o fluxo difusivo

mássico ou molar das espécies devem ser fornecidos. A lei de Fick para a difusão

binária é o modelo constitutivo mais simples para o cálculo desses fluxos, tendo sido

proposto por analogia à lei de Fourier para a condução de calor. Por este modelo,

o fluxo mássico ou molar de uma espécie é proporcional ao gradiente da sua fração

mássica ou molar na mistura. Para misturas binária de ĺıquidos e gases, a expressão

do fluxo é dada por [13, 14]:

J1 = −ctD12∇y1 , (2.22)

onde D12 é os coeficiente de difusão binária entre as espécies 1 e 2, que pode ser

uma função da composição.

Uma formulação desse modelo para misturas multicomponentes envolve a de-

finição de um coeficiente de difusão efetiva de uma determinada espécie na mistura.

Nessa formulação, o fluxo molar é calculado por [14]:

Ji = −ctDi,eff∇yi , (2.23)
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sendo Di,eff o coeficiente de difusão efetivo da espécie i na mistura, que pode ser

calculado pela fórmula de FAIRBANKS e WILKE [26]:

Di,eff =
1− yi
n∑

j=1;j 6=i

(
yj

Dij

) (2.24)

sendo Dij o coeficiente de difusão de Maxwell-Stefan do par de espécies i− j.
Embora a lei de Fick possa fornecer boas aproximações para o fluxo de massa das

espécies em muitas situações, ela não é capaz de predizer fenômenos de acoplamento

termo-mássicos em misturas multicomponentes, além de outros fenômenos f́ısicos

como a difusão reversa, a difusão osmótica e a barreira de difusão[13, 14]. Nesses

casos, uma generalização dos modelos para esses fluxos se faz necessária.

2.2.1 Generalização dos fluxos térmico e mássicos em mis-

turas multicomponentes

Uma generalização da lei de Fick para misturas multicomponentes pode ser obtida

com base emṕırica considerando os fluxos das espécies como uma combinação linear

dos gradientes de composição das espécies na mistura, de acordo com:

Ji = −ct
n−1∑
j=1

Dij∇yj (2.25)

onde deve ser observado que os coeficientes de difusão Dij não são equivalentes ao

coeficiente binário de difusão na Equação 2.22 ou aos coeficientes de difusão de

Maxwell-Stefan na Equação 2.22, podendo ser negativos e, em geral, não simétricos

[14].

Outra forma generalizada da lei de Fick pode ser obtida a partir dos postula-

dos da termodinâmica de processos irreverśıveis, sendo que o ponto de partida é a

equação para o termo de produção de entropia [27, 28]. Para fluidos Newtonianos,

o postulado de Curie exclui a dependência funcional dos fluxos térmico e mássicos

com gradientes de velocidades, enquanto que pelo postulado de linearidade, os fluxos

mássicos e térmicos estão linearmente acoplados pelos gradientes de temperatura e

pelas forças motrizes de difusão [13, 27]. As expressões para os fluxos mássicos,

sujeitas às relações de reciprocidade de Onsager, são dadas por [13, 28]:

Ji = −D
T
i

Mi

∇ lnT + ci

n∑
j=1

D̃ijdj , (2.26)

que corresponde a uma outra forma das equações generalizadas de Fick (GFL - Ge-
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neralized Fick Law), sendo DT
i os coeficientes de difusão térmica multicomponente

e D̃ik são os coeficientes de difusão multicomponente de Fick, sendo simétricos con-

forme definidos em CURTISS e BIRD [28]. Os vetores di são as forças motrizes de

difusão dados por:

ctRTdi ≡ ci∇(p,T )µi + (αi − wi)∇p− ρigi + wi

n∑
j=1

ρjgj , (2.27)

sendo µi e αi = ciV i o potencial qúımico e a fração volumétrica da espécie i na

mistura, p é a pressão e gi as forças de campo por unidade de massa atuando

sobre ela. O operador ∇(p,T ) corresponde ao gradiente da à pressão e temperatura

constantes.

A Equação 2.26 pode ser convenientemente invertida para expressar as forças

motrizes de difusão como uma função linear dos fluxos molares, conforme procedi-

mento descrito por MERK [29]:

di = −∇ lnT
n∑
j=1
j 6=i

yiyj
ctDij

(
DT
i

Mi

−
DT
j

Mj

)
−

n∑
j=1
j 6=i

yjJi − yiJj
ctDij

, (2.28)

que são as equações generalizadas de Maxwell-Stefan (GMS - Generalized Maxwell-

Stefan), sendo o primeiro termo ao lado direito associado ao termo de Soret, res-

ponsável pela difusão mássica devido a gradientes de temperatura na mistura. Os

coeficientes Dij são os coeficientes de difusão multicomponente de Maxwell-Stefan,

sendo também simétricos. A expressão para o fluxo térmico é dada por:

q = −k∇T +
n∑
i=1

H i

Mi

ji +
n∑
i=1

n∑
j=1
j 6=i

ctRTyiyj
ρi

DT
i

Dij

(
ji
ρi
− jj
ρj

)
. (2.29)

Os segundo termo ao lado direito da Equação 2.29 é chamado de termo de interdi-

fusão de calor e o terceiro é chamado termo de Dufour, sendo que este último aparece

na equação como resultado das forças motrizes de difusão. Ambos correspondem a

difusão de calor devido ao fluxo mássico das espécies na mistura. Embora os ter-

mos de Dufour e Soret, presentes nas equações do fluxo térmico e mássico, sejam

usualmente desprezados nas aplicações de engenharia, muitos trabalhos na litera-

tura investigam seus efeitos na solução de problemas de transferência simultânea de

calor e massa [30–35]. Particularmente, estudo de MENDOZA e KJELSTRUP [36]

demonstra um efeito significativo do acoplamento termo-mássico (particularmente

o efeito de Dufour no cálculo dos fluxos térmicos) na modelagem de um estágio de

uma coluna de destilação empacotada para separação de água e etanol. Esses termos

também são relevantes em aplicações associadas à Engenharia de Reservatórios. O
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livro de ESPÓSITO et al. [37] apresenta estudos detalhados da aplicação da Termo-

dinâmica de Processos Irreverśıveis a essa área de conhecimento, além de mostrar,

através de vários exemplos aplicados, a relevância dos gradientes térmicos e compo-

sicionais no cálculo dos fluxos termo-mássicos em reservatórios de petróleo e gás.

2.3 Misturas cont́ınuas e semicont́ınuas

De acordo com PRAUSNITZ [38] misturas cont́ınuas são classificadas dentro de uma

classe de misturas complexas constitúıdas por um número muito grande de espécies

qúımicas com propriedades f́ısico-qúımicas similares, o que torna inviável ou mesmo

imposśıvel seu completo isolamento ou identificação por técnicas anaĺıticas quanti-

tativas. Dentre os exemplos deste tipo de mistura encontram-se soluções poliméricas

e frações médias e pesadas de petróleo, essas últimas sendo constitúıdas principal-

mente por hidrocarbonetos paraf́ınicos, naftênicos e aromáticos, compreendendo os

iso-paraf́ınicos, alquil-naftênicos, alquil-aromáticos e nafteno-aromáticos. Também

compõem essas frações asfaltenos, resinas e, em menores teores, compostos sulfura-

dos, nitrogenados, oxigenados e organo-metálicos [39]. Em algumas situações, parte

dos componentes podem ser isolados e identificados e, nestes casos, a mistura é cha-

mada de semicont́ınua. Ou seja, as misturas semicont́ınuas são caracterizadas por

apresentarem algumas espécies conhecidas e um número muito grande de espécies

não identificáveis que são usualmente descritas ou caracterizadas por uma função

distribuição cont́ınua, isto é, um componente cont́ınuo [40–42].

O número de componentes em uma mistura cont́ınua ou semicont́ınua, particu-

larmente frações pesadas de petróleo, pode ultrapassar a ordem de 106, podendo

ser ainda maior na mistura de petróleo crus que chegam por várias correntes das

linhas de produção. Mesmo que pudessem ser completamente identificados, seria

proibitivo o custo computacional das simulações de processos envolvendo este tipo

de mistura [1, 43]. Além disso, a simulação da transferência de massa no escoamento

de uma mistura contendo um número muito elevado de componentes pode ficar su-

jeita a elevados erros numéricos devido à pequena concentração de componentes na

mistura [9].

Usualmente, o procedimento adotado no desenvolvimento de modelagem e meto-

dologias numéricas para cálculo de processos, passa pela caracterização experimental

da mistura cont́ınua em termos de suas propriedades f́ısico-qúımicas médias, como

a temperatura normal de ebulição, a densidade e a viscosidade. Para tanto, há dife-

rentes técnicas anaĺıticas quantitativas como (i) as cromatografias gasosa e ĺıquida,

(ii) a cromatografia por fluido supercŕıtico, (iii) a espectrometria de massa, (iv) a

ressonância magnética nuclear, (v) a curva do Ponto de Ebulição Verdadeiro (PEV)

e (vi) a Destilação Simulada (SimDis), as duas últimas descritas, respectivamente,
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pelas normas ASTM D 2892 e ASTM D 2887 [44, 45]. Essas análises qúımicas per-

mitem representar as misturas através de funções de distribuição que correlacionam

as propriedades da mistura em termos de uma ou mais variáveis distribúıdas, como

por exemplo a massa molar da mistura e o número de átomos de carbono.

2.3.1 Representação discreta da mistura

ECKERT e VANEK [43, 46] propuseram uma metodologia para a caracterização de

misturas de petróleo por um conjunto de componentes reais. A ideia fundamental

desses trabalhos foi selecionar componentes reais capazes de formar uma mistura

substituta que apresente propriedades f́ısico-qúımicas similares às da mistura real.

Para frações leves de petróleo, o método apresentou bons resultados em relação a

medidas experimentais, particularmente na correlação entre a temperatura normal

de ebulição e a fração molar do destilado. Contudo, para frações pesadas de petróleo,

devido à insuficiência de informações dispońıveis em base de dados, a aplicação do

método torna-se limitada.

Apesar do método baseado em misturas substitutas apresentar algumas vanta-

gens, como por exemplo a disponibilidade direta das propriedades f́ısico-qúımicas dos

componentes substitutos, o procedimento mais usado para caracterização de mistu-

ras em simuladores de processos1 consiste em agrupar os componentes das frações

destiladas nos chamados pseudo-componentes, compostos fict́ıcios representativos

de um grupo de substâncias pertencentes à fração da mistura apresentando alguma

propriedade termof́ısica dentro de uma faixa pré-estabelecida, como por exemplo, a

temperatura de ebulição, a massa molar, a densidade e a viscosidade.

Usualmente, a distribuição discreta dos pseudo-componentes é dada em termos

da sua concentração mássica ou molar ou da sua fração mássica ou molar na mistura.

Para o caso da representação em termos da fração molar considerando apenas uma

variável de caracterização, a distribuição discreta é representada por:

ŷ(I) =
n∑
i=1

yiδD(I − Ii) (2.30)

onde δD é a distribuição delta e Dirac e:

n∑
i

yi = 1 , (2.31)

sendo I uma variável de caracterização e cada abscissa discreta Ii representa o valor

dessa variável para o pseudo-componente i com fração molar yi. Dentre exemplos

1Dois exemplos de simuladores de processos baseados no uso de pseudo-componentes são o
HYSYS [47] e PETROX [48].
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de variável de caracterização estão, a temperatura normal de ebulição, o número de

átomos de carbono ou a massa molar.

2.3.2 Representações cont́ınuas e semicont́ınuas

Quando se assume o limite de um número infinito de componentes na mistura, as

suas propriedades como, por exemplo, a sua concentração ou fração molar, podem

ser representadas por distribuições cont́ınuas e, neste caso, a mistura passa a ser re-

presentada pelo chamado componente cont́ınuo. O conceito de componente cont́ınuo

é introduzido pela Termodinâmica Cont́ınua[38, 40–42], uma extensão das relações

clássicas da Termodinâmica aplicada a misturas com um número muito elevado de

componentes, onde a sua composição e propriedades são representadas por funções

de densidade de probabilidade (PDF - Probability Density Function) ao invés de

uma série de componentes ou pseudo-componentes discretos. Este conceito tem

sido muito utilizado no desenvolvimento de modelos de evaporação e vaporização de

gotas multicomponentes, especialmente óleos combust́ıveis, incluindo processos de

combustão e pirólise [49–59]

Em misturas de hidrocarbonetos de uma série homóloga, frequentemente uma

única variável é suficiente para caracterizar as propriedades da mistura, sendo a

massa molar usualmente utilizada [2]. Para o caso mais simples de uma mistura

complexa composta por apenas um componente cont́ınuo, a massa espećıfica da

mistura é igual a concentração mássica do componente cont́ınuo, que é dada por:

ρ(x, t) =

∫
ΩM

ρ̂(M ; x, t)dM, ∀x ∈ <3 e ∀t ∈ <, (2.32)

onde x é o vetor de coordenadas espaciais e ΩM = [Mmin,Mmax] ⊂ [0,∞) é o

domı́nio de integração da massa molar do componente cont́ınuo. A distribuição de

fração mássica é dada por:

ŵ(M ; x, t) =
ρ̂(M ; x, t)

ρ(x, t)
, (2.33)

que satisfaz: ∫
ΩM

ŵ(M ; x, t)dM = 1, ∀x ∈ <3 e ∀t ∈ < , (2.34)

A concentração molar do fluido é definida por:

ct(x, t) =

∫
ΩM

ĉ(M ; x, t)dM, ∀x ∈ <3 e ∀t ∈ <, (2.35)
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onde

ĉ(M ; x, t) =
ρ̂(M ; x, t)

M
, (2.36)

que por sua vez define a distribuição de fração molar da mistura:

ŷ(M ; x, t) =
ĉ(M ; x, t)

ct(x, t)
, (2.37)

que satisfaz a restrição: ∫
ΩM

ŷ(M ; x, t)dM = 1 . (2.38)

A massa molar média da mistura cont́ınua é definida pelo momento de ordem 1

(um) da função de distribuição de fração molar:

M(x, t) =

∫
ΩM

Mŷ(M ; x, t)dM =
ρ(x, t)

ct(x, t)
, (2.39)

ou, em termos da distribuição de fração mássica:

M(x, t) =

∫
ΩM

ŵ(M ; x, t)

M
dM

−1

. (2.40)

As Equações 2.33, 2.36 e 2.37, juntamente com a Equação 2.39 permitem escre-

ver:

ŷ(M ; x, t) =
M(x, t)

M
ŵ(M ; x, t) , (2.41)

de forma que a relação entre as funções de distribuição de fração molar e mássica

pode ser dada por:

ŵ(M ; x, t) =
Mŷ(M ; x, t)∫

ΩM
Mŷ(M ; x, t)dM

ou ŷ(M ; x, t) =
ŵ(M ; x, t)/M∫

ΩM
ŵ(M ; x, t)/M dM

.

(2.42)

No caso de misturas semicont́ınuas, a massa espećıfica é dada pela Equação 2.43,

a partir da qual a dependência com as coordenadas do espaço e com o tempo será

omitida para simplificar a notação.

ρ =
n∑
i=1

ρi +
nc∑
c=1

∫
ΩM

ρ̂c(M)dM , (2.43)

Na Equação 2.43 n e nc são, respectivamente, o número de espécies identificadas

e o número de componentes cont́ınuos na mistura. Em termos das frações mássicas

dos componentes (ou pseudo-componentes) discretos e dos componentes cont́ınuos,
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tem-se:
n∑
i=1

wi +
nc∑
c=1

∫
ΩM

ŵc(M)dM = 1 , (2.44)

onde, por definição

wi =
ρi
ρ

e ŵc(M) =
ρ̂c(M)

ρ
(2.45)

2.4 Conservação de massa em misturas semi-

cont́ınuas

Pela revisão da literatura realizada neste estudo, a primeira apresentação da equação

de conservação de massa para um componente cont́ınuo é atribúıda a GAL-OR et al.

[60]. Essa equação pode ser obtida impondo as seguintes definições na equação geral

de balanço, isto é Equação 2.6:

φ =

∫
ΩM

ρ̂c(M)dM , (2.46)

π =

∫
ΩM

ĵc(M)dM , (2.47)

S =

∫
ΩM

r̂c(M)dM , (2.48)

onde ΩM = [Mmin,Mmax] ⊂ [0,∞), , ĵc(M) e r̂c(M) são, respectivamente, o domı́nio

de integração da massa molar, o vetor de fluxo difusivo e é a taxa mássica de reação

qúımica homogênea do componente cont́ınuo c na mistura cont́ınua.

Uma vez que a variável distribúıdaM é independente das variáveis x e t, podemos

escrever:∫
ΩM

[
∂ρ̂c(M)

∂t
+∇ • [Uρ̂c(M)] +∇ • ĵc(M) + r̂c(M)

]
dM = 0 , (2.49)

a qual deve ser satisfeita para qualquer intervalo arbitrário de integração da massa

molar. Dessa forma, a equação diferencial de conservação de um componente

cont́ınuo é dada por:

∂ρ̂c(M)

∂t
+∇ • [Uρ̂c(M)] = −∇ • ĵc(M) + r̂c(M) . (2.50)

Em termos da função de distribuição de fração mássica do componente cont́ınuo,

temos:
∂ [ρŵc(M)]

∂t
+∇ • [ρUŵc(M)] = −∇ • ĵc(M) + r̂c(M) . (2.51)

Já a equação em base molar pode ser obtida pela divisão da Equação 2.51 pela
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massa molar do componente cont́ınuo, resultando em:

∂ [ctŷc(M)]

∂t
+∇ • [ctUŷc(M)] = −∇ • Ĵc(M) + R̂c(M) , (2.52)

sendo:

R̂c(M) =
r̂c(M)

M
, (2.53)

ĵc(M) = ρŵ(M)
[
Ûc(M)−U

]
, (2.54)

Ĵc(M) =
ĵc(M)

M
= ctŷ(M)

[
Ûc(M)−U

]
, (2.55)

onde Ûc(M) é a velocidade do componente c que foi assumida uma função expĺıcita

da variável de distribuição.

As equações de conservação de massa para as espécies qúımicas identificáveis na

mistura seguem o modelo de componente discretos (DCM ) apresentado na Seção 2.2.

Dessa maneira, para uma mistura semicont́ınua contendo n componentes discretos

e nc componentes cont́ınuos, a velocidade média mássica U é definida por:

U =
n∑
i=1

wiUi +
nc∑
c=1

∫
ΩM

ŵc(M)Ûc(M)dM

 . (2.56)

que para n = 0 e nc = 1, ou seja, uma mistura contendo apenas um componente

cont́ınuo, se reduz à definição apresentada no trabalho de GAL-OR et al. [60].

Uma vez que a velocidade média mássica foi utilizada como velocidade de re-

ferência do fluido, os fluxos difusivos mássicos e molares devem satisfazer a seguinte

restrição:
n∑
i=1

ji +
nc∑
c=1

[∫
ΩM

ĵc(M)dM

]
=

n∑
i=1

MiJi +
nc∑
c=1

[∫
ΩM

M Ĵc(M)dM

]
= 0 .

(2.57)

2.4.1 Modelo difusivo de Fick

A extensão do modelo clássico de Fick para misturas cont́ınuas envolve a definição

do coeficiente de difusão efetivo para o componente cont́ınuo, que é expresso como

uma função da variável de caracterização. Neste caso, o fluxo difusivo mássico do

componente cont́ınuo é dado pela Equação 2.58.

ĵc(M) = −ρDm(M)∇wc(M) . (2.58)

De acordo com JATOBA et al. [9] o modelo de Fick é a formulação mais adotada

16



nos estudos de transferência de massa envolvendo misturas semicont́ınuas, sendo que

boa parte desses estudos estão voltados a aplicação dos conceitos da Termodinâmica

Cont́ınua a problemas de vaporização de gotas como, por exemplo, os trabalhos de

TAMIM e HALLETT [49], HALLETT [50], ABDEL-QADER e HALLETT [53] e

ZHU e REITZ [61].

2.4.2 Modelo difusivo de Maxwell-Stefan

Uma extensão das equações de Maxwell-Stefan para uma mistura cont́ınua é apre-

sentada no trabalho de AMUNDSON et al. [62]. De acordo com este trabalho, as

equações para uma mistura contendo apenas 1(um) componente cont́ınuo podem

ser escritas como:

d̂(M) =

∫
ΩM

[
ŷ(M)Ĵ(M̃)− ŷ(M̃)Ĵ(M)

D(M, M̃)

]
dM̃ (2.59)

Uma extensão para misturas semicont́ınuas é apresentado no trabalho de JA-

TOBÁ [3], onde as equações de Maxwell-Stefan foram expressas como uma com-

binação linear do fluxo molar das espécies conhecidas e do componente cont́ınuo de

acordo com a Equação 2.60:

d̂(M) =

∫
ΩM

ŷ(M)Ĵ(M̃)− ŷ(M̃)Ĵ(M)

ctD(M, M̃)
dM̃

+
n∑
j=1

ŷ(M)Jj − yjĴ(M)

ctD(M,Mj)
,

(2.60)

sendo que a expressão para o vetor das forças motrizes de difusão d(M), desconsi-

derando a atuação de forças de campo atuando sobre o sistema, é dada por:

ctRTd(M) = ĉ(M)∇(p,T )µ(M) + [α̂(M)− ŵ(M)]∇p . (2.61)

Para os componentes discretos, as equações de Maxwell-Stefan são dadas por:

di =

∫
ΩM

yiĴ(M)− ŷ(M)Ji
ctD(Mi,M)

dM +
n∑
j=1

yiJj − yjJi
ctDij

, (2.62)

sendo a expressão para as forças motrizes de difusão dadas por:

ctRTdi = ci∇(p,T )µi + [αi − wi]∇p . (2.63)

Pela revisão da literatura realizada neste estudo, os trabalhos de AMUNDSON

et al. [62] e de JATOBÁ [3] foram os únicos trabalhos a desenvolver metodologias de
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solução para transferência de massa em misturas cont́ınuas e semi-cont́ınuas usando

o modelo de difusão de Maxwell-Stefan. Entretanto, existem muitos estudos na

literatura que mostram a relevância desse modelo em aplicações envolvendo misturas

não ideias com elevado número de componentes, motivando o desenvolvimento de

metodologias como a que é realizada no presente estudo.

Dentre eles, merecem destaque as publicações realizadas pelo grupo de pesquisas

RERI [63], que desenvolveram vários estudos fundamentados no modelo de difusão

de Maxwell-Stefan para o cálculo de transferência de massa em reservatórios de

petróleo. Para citar alguns, estão o trabalho de LEAHY-DIOS e FIROOZABADI

[64] que apresenta um modelo para cálculo de coeficientes de difusividade em mis-

turas multicomponentes, apresentando resultados para misturas não polares e não

ideias de gases e ĺıquidos, e os trabalhos de MOORTGAT et al. [65], HOTEIT

[66], MOORTGAT e FIROOZABADI [67], MOORTGAT et al. [68], BOLTON e

FIROOZABADI [69] e SHAHRAEENI et al. [70] que utilizando a metodologia de

LEAHY-DIOS e FIROOZABADI [64], desenvolveram modelos e métodos para es-

tudo de perfis composicionais em reservatórios de petróleo, incluindo reservatórios

fraturados.

2.5 Caracterização fixa e adaptativa de misturas

semicont́ınuas

Como descrito anteriormente, as análises experimentais permitem representar uma

mistura complexa em termos de uma função de distribuição cont́ınua ou discreta

de fração mássica ou molar. Já as metodologias numéricas de caracterização de

misturas têm como objetivo a sua representação por um número reduzido de pseudo-

componentes, capazes de representar com a maior acurácia posśıvel as propriedades

da mistura, com consequente redução do custo computacional de simulações de

processos e escoamentos.

As metodologias numéricas de solução das equações de balanço de massa multi-

componente e de equiĺıbrio termodinâmico são baseadas em componentes discretos,

sendo que o número de equações a serem resolvidas está diretamente relacionado ao

número de componentes na mistura. Para o caso da mistura cont́ınua, a dimensão do

sistema de equações dependerá da metodologia utilizada para discretizar a função de

distribuição que representa a mistura, que pode ser de natureza fixa ou adaptativa.

Métodos de caracterização fixa

As primeiras metodologias de caracterização de uma mistura cont́ınua considera-

ram a discretização da função de distribuição usando intervalos arbitrários de fração
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molar, os quais poderiam ser uniformes ou descritos por uma função arbitrária da

variável distribúıda [71]. Cada intervalo, caracterizado por uma determinada pro-

priedade média da mistura, corresponde, neste caso, a um pseudo-componente.

Atualmente, os métodos mais utilizados baseiam-se no uso de regras de qua-

dratura Gaussiana para a discretização da função de distribuição de fração molar

cont́ınua [2, 40–42, 72–75] que, de maneira geral, permitem obter um número menor

de pseudo-componentes para caracterizar a mistura [3]. O formalismo dessa meto-

dologia de caracterização foi demonstrado por LIU e WONG [75] pela expansão das

funções de distribuição em séries de polinômios ortogonais. Neste caso, as equações

de transporte de massa e de equiĺıbrio termodinâmico podem ser avaliadas direta-

mente nos pontos de quadratura, o que equivale a escolher os pseudo-componentes

como sendo representados diretamente por esses pontos [1–3].

Uma formulação para caracterização da mistura em termos de pseudo-componen-

tes pode ser obtida seguindo as seções 2.2 a 2.4 do trabalho de LAGE [2]. Neste

caso, seja a expansão por séries de funções ortogonais da função de distribuição de

fração molar normalizada é dada pela Equação 2.64:

ŷ(I) =
∞∑
i=0

fiΦi(I) , (2.64)

onde fi são os coeficientes generalizados de Fourier associados à base de polinômios

ortogonais {Φi}∞0 para o espaço Euclidiano, dentro do qual o suporte da função de

distribuição de fração molar está contido. Esta base é ortogonal no produto interno

de acordo com:

〈R, S〉 ≡
∞∫

0

W (I)R(I)S(I)dI , sendo , fi ≡ 〈R,Φ〉 (2.65)

onde W (I) é a função peso e R(I) e S(I) são quaisquer funções no espaço Euclidiano.

Para uma função de distribuição de fração molar normalizada, é posśıvel assumir

a existência de uma regra de quadratura Gaussiana de m pontos e função peso W (I)

expressa por:

1 =

∫
ΩI

ŷ(I)dI =

∫
ΩI

W (I)

[
ŷ(I)

W (I)

]
dI ≈

m∑
i=1

[
n∑
j=0

ωpi
fjΦj(Ipi)

W (Ipi)

]
, (2.66)

onde ωpj e Ipj são, respectivamente, os pesos e as abscissas da quadratura, m é o

número de pontos de quadratura e n é número de polinômios ortogonais usados no

truncamento da expansão polinomial da função de distribuição de fração molar, que

pertence ao subconjunto {Φi}n0 ⊂ {Φi}∞0 .

Portanto, os pseudo-componentes são dados em termos do número de pontos de
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quadratura e a suas composições podem ser definidas de acordo com a Equação 2.67:

ypi =
n∑
j=1

Ψijfj , com
m∑
i=1

ypi = 1 , (2.67)

sendo:

Ψij =
ωpiΦj(Ipi)

W (Ipi)
. (2.68)

Os coeficientes de Fourier dessa aproximação podem ser aproximados em termos

dessa regra de quadratura de acordo com:

fi ≡ 〈ŷ,Φi〉 ∼=
m′∑
j=1

wpj ŷ(Ipj)Φi(Ipj) , i = 0, . . . , n (2.69)

sendo m′ > n uma vez que as abscissas da quadratura correspondem aos zeros do

polinômio ortogonal de ordem m′, i.e., Φm′(Ipj) = 0 ,∀j [2, 76, 77].

A definição dos pseudo-componentes que caracterizam a mistura depende, por-

tanto, da definição do domı́nio de integração da variável distribúıda e da base polino-

mial usada para representar a função de distribuição. A escolha da base polinomial

depende do comportamento matemático da função de distribuição usada para repre-

sentar a mistura. De acordo com JATOBÁ [3], os polinômios de Laguerre podem

ser utilizados para formação desta base quando, por exemplo, distribuição o tipo

Gamma são usadas para representar a distribuição de fração molar, uma vez que

apresenta suporte no intervalo [0,∞).

Métodos de caracterização adaptativa

Duas importantes considerações acerca da metodologia de caracterização fixa des-

crita anteriormente merecem destaque: (i) a primeira é que, como observado por

LAGE [2], o procedimento apresentado por LIU e WONG [75] não define a melhor

base funcional para representar a distribuição e a respectiva regra de quadratura (ou

o conjunto de pseudo-componentes) associada à sua discretização e (ii) a segunda

é que a natureza estática da caracterização compromete a sua acurácia, uma vez

que a distribuição está em constante evolução devido aos processos termo-f́ısicos

ocorrendo no sistema.

No que diz respeito à escolha dos pseudo-componentes, LAGE [2] apresenta uma

regra de quadratura ótima para a discretização da distribuição, que é obtida ao

se fazer a função peso igual à própria distribuição de fração molar. A existência

dessa quadratura é sustentada pela metodologia de GORDON [16], que calcula

uma regra de quadratura de Gauss-Christoffel onde a função peso é uma função de

distribuição arbitrária com suporte pertencente ao intervalo [0,∞). Nesta situação,
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a caraterização da mistura por pseudo-componentes é independente da escolha de

uma base de funções ortogonais para representar a função de distribuição e os pesos

da quadratura fornecem diretamente a fração molar da mistura, uma vez que:

ypi ≡
n∑
j=1

Ψijfj = ωpi

n∑
j=1

fjΦj(Ipi)

W (Ipi)
= ωpi

ŷ(Ipi)

W (Ipi)
= ωpi . (2.70)

uma vez que a própria distribuição foi usada como função peso, isto é ŷ(Ipi) =

W (Ipi).

A regra de quadratura de Gauss-Christoffel de m pontos pode ser calculada para

qualquer distribuição cont́ınua ou discreta, conhecidos os seus 2m primeiros momen-

tos ou momentos generalizados. JOHN e THEIN [78] apresentam vários métodos

para calcular essa regra de quadratura, dentre os quais está o algoritmo produto-

diferença (PDA - Product Difference Algorithm). Outro exemplo é o algoritmo de

Chebyshev modificado que pode ser encontrado na biblioteca ORTHOG [15, 79–82].

Já no que diz respeito ao comprometimento da acurácia da caracterização fixa,

a falta de controle de erro é o principal problema que aparece. Com efeito, LUCKS

et al. [83] observou esse problema ao notar que, na destilação de múltiplos estágios, a

caracterização fixa não levava em consideração a mudança do domı́nio de integração

da variável distribúıda na medida em que a mistura passava pelos diferentes estágios

da coluna. Desse modo, ao escolher os pseudo-componentes fixos, admite-se que a

variável de caracterização apresenta o mesmo domı́nio tanto na fase ĺıquida quanto

na fase vapor, o que poderia levar a acúmulos de erros numéricos nas simulações de

processos de múltiplos estágios [39]. O mesmo problema acontece na análise de esco-

amento dessas misturas complexas, onde a composição local da mistura pode variar

continuamente de acordo com os fenômenos de transferência de massa e equiĺıbrio

termodinâmico locais do sistema.

De modo a superar o problema descrito no parágrafo anterior em relação à na-

tureza fixa da caracterização, métodos de caracterização adaptativos vem sendo

desenvolvidos ao longo das últimas duas décadas. A adaptabilidade desses métodos

é decorrência da evolução da distribuição de acordo com os fenômenos termo-

fluidodinâmicos presentes no sistema. Neste sentido, MARQUARDT e WATZDORF

[4], BRIESEN e MARQUARDT [5] propuseram modelar as equações de equiĺıbrio

termodinâmico através de um esquema de discretização wavelet-Galerkin. O método

desenvolvido pelos autores apresenta natureza adaptativa uma vez que o ńıvel de

representação da mistura pode variar de acordo com a seleção das bases funcionais

wavelets, o que é feito através do uso de estimadores de erros. A metodologia dos

autores foi ainda melhorada através do uso de estratégias multigrid e comparado

contra a abordagem de pseudo-componentes clássica na simulação de uma coluna
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de destilação de 9 (nove) estágios e em problemas de separação dinâmica [6–8].

Mais recentemente LAGE [2] propôs um método de caracterização adaptativa ba-

seado no método QMoM (Quadrature Method of Moments), formulando as equações

equiĺıbrio termodinâmico e de balanço de massa de um estágio de separação (flash

termodinâmico) em termos dos momentos da distribuição de fração molar. A adap-

tabilidade do método de LAGE [2] consiste na modificação do conjunto de pesos,

i.e. fração molar dos pseudo-componentes conforme descrito pela Equação 2.70, e

abscissas da quadratura de Gauss-Christoffel obtida pela metodologia de GORDON

[16] de acordo com evolução dos momentos pelas equações que descrevem o processo

de separação no estágio.

O método de LAGE [2] foi usado como base para o desenvolvimento de meto-

dologias adaptativas em diferentes aplicações como: (i) na simulação de múltiplos

estágios de uma coluna de destilação [1], (ii) na simulação CFD da transferência

de massa em escoamentos laminares compresśıveis usando o modelo de Fick para o

cálculo dos fluxos difusivos [9], (iii) no cálculo de equiĺıbrios multifásicos de misturas

semi-cont́ınuas de hidrocarbonetos reais [10] e mais recentemente (iv) na modelagem

da vaporização de gotas multicomponentes [11, 12, 84].

JATOBÁ [3] iniciou o desenvolvimento da metodologia para a transferência de

massa com difusão de Maxwell-Stefan, que é apresentada no Apêndice B . Contudo,

o modelo apresentado não forneceu boa acurácia na caracterização das propriedades

da mistura, principalmente na predição das pressões de bolha e de orvalho. Embora

a autora tenham atribúıdo a perda de acurácia ao acúmulo de erros numéricos

associados a baixa resolução da malha espacial usada no seu caso teste, o principal

motivo foi que apenas o momento de ordem 0 (zero) da função de distribuição

de fração mássica foi utilizado na discretização das equações de Maxwell-Stefan,

resultando, portanto, em uma baixa acurácia na determinação dos fluxos difusivos.
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Caṕıtulo 3

Metodologia desenvolvida

Na seção 3.1 deste caṕıtulo são desenvolvidas as equações discretizadas para trans-

ferência de massa do componente cont́ınuo baseadas no método DQMoM. A dedução

considerou as equações de balanço do componente cont́ınuo em base molar, sendo

os fluxos molares difusivos dos pseudo-componentes discretizados calculados a par-

tir dos momentos das equações cont́ınuas de Maxwell-Stefan. A dedução em base

mássica é análoga, seguindo exatamente os mesmos passos apresentados neste

caṕıtulo. Na Seção 3.2, a metodologia desenvolvida na Seção 3.1, é aplicada a dois

problemas de transferência de massa: a difusão unidimensional transiente em um

tubo de Loschmidt, na Seção 3.2.1, e a difusão unidimensional estacionária em um

filme fino (Modelo de Filme), na Seção 3.2.2. Segue na Seção 3.3, os procedimentos

numéricos desenvolvidos para resoluções dos casos teste e, por fim, na Seção 3.4 as

propriedades da mistura usada para teste da metodologia nos casos aplicados

3.1 DQMoM aplicado à transferência de massa

em misturas cont́ınuas

Previamente a discretização das equações de conservação de massa é apresentada,

na seção a seguir, a metodologia de caracterização do componente cont́ınuo baseada

no estudo de LAGE [2]. Na seção 3.1.2 são apresentadas as equações discretizadas

do balanço de massa do componente cont́ınuo, obtidas a partir da aplicação do

método DQMoM, seguindo a metodologia apresentada no estudo de JATOBA et al.

[9]. Na Secção 3.1.3 são apresentadas equações para o cálculo dos fluxos difusivos

dos pseudo-componentes discretizados obtidas a partir dos momentos das equações

de Maxwell-Stefan para o componente cont́ınuo.
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3.1.1 Caracterização do componente cont́ınuo

A metodologia de caracterização proposta por LAGE [2] foi utilizada neste trabalho,

onde as massas molares dos pseudo-componentes são as abscissas de uma quadratura

Gaussiana cuja função peso é a própria função de distribuição de fração molar, a

qual pode ser cont́ınua ou discreta. Essa quadratura de Gauss-Christoffel pode ser

calculada a partir dos momentos regulares da função de distribuição, sendo que

seus pesos correspondem à fração molar do novo conjunto de pseudo-componentes

discretizados, como discutido na Seção 2.5.

Considere os primeiros 2m momentos regulares da distribuição de fração molar,

λk = 0, ..., 2m− 1, definidos por:

λk(x, t) =

∫
ΩM

Mkŷ(M ; x, t)dM . (3.1)

Seja ypi(x, t) e Mpi(x, t), i = 1, . . . ,m, respectivamente, os pesos e as abscissas de

uma regra de quadratura de Gauss-Christoffel de m pontos calculadas a partir des-

ses momentos em uma posição do espaço x em um dado instante de tempo t. Essa

regra de quadratura define uma aproximação para qualquer propriedade do com-

ponente cont́ınuo que também pode ser obtida assumindo a seguinte discretização

para aproximação da distribuição ŷ:

ŷ(M ; x, t) ≈
m∑
i=1

ypi(x, t)δD [M −Mpi(x, t)] , (3.2)

onde δD é a função delta de Dirac, que possui a seguinte propriedade [85]:∫
ΩM

∂rδD(M −Mpi)

∂M r
f(M)dM = (−1)r

∂rf(Mpi)

∂M r
, ∀r ∈ ℵ . (3.3)

onde f(M) é qualquer função continuamente diferenciável em ΩM .

Para uma mistura formada por apenas um componente cont́ınuo, a distribuição

ŷ satisfaz a condição de normalização dada pela Equação 2.38. Portanto, os pesos

da quadratura devem satisfazer:

1−
m∑
i=1

ypi(x, t) = 0 . (3.4)

A partir de agora, a dependência com as coordenadas espaciais e com o tempo

(x, t) será omitida. A Equação 2.42 pode ser usada para escrever a Equação 3.1

como:

λk =

∫
ΩM

Mkŷ(M)dM = M

∫
ΩM

Mk−1ŵ(M)dM . (3.5)
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Considere a regra de quadratura para a função peso ŵ obtida usando os valores

de λk, k = 0, . . . , 2m − 1, com abscissas M
′
pj

e pesos wpj . Então, a aplicação dessa

regra de quadratura e daquela definida pela Equação 3.2, resulta em:

λk =
m∑
j=1

Mk
pj
ypj = M

m∑
j=1

[M
′

pj
]k−1wpj , k = 0, . . . , 2m− 1 (3.6)

Uma vez que essas equações devem ser satisfeitas para qualquer valor de k, a

solução é dada por:

M
′

pj
= Mpj , wpj =

Mpj

M
ypj , j = 1, . . . ,m . (3.7)

o que define a fração mássica dos pseudo-componentes discretizados.

3.1.2 Equações do DQMoM

A discretização da equação de conservação de massa do componente cont́ınuo utili-

zou a metodologia de discretização do trabalho de JATOBA et al. [9], que é baseada

no DQMoM [86]. As equações apresentadas nesta seção foram desenvolvidas, por

outro lado, de maneira similar à forma totalmente conservativa (DQMoM-FC) de-

senvolvida por BUFFO et al. [87].

A aplicação do operador de momento regular
∫

ΩM
Mk(.)dM na Equação 2.52,

observando que as variáveis x, t e M são independentes, resulta em:

∂

∂t

[
ct

∫
ΩM

Mkŷ(M)dM

]
︸ ︷︷ ︸

A

+∇ •
[
ct

∫
ΩM

MkUŷ(M)dM

]
︸ ︷︷ ︸

B

=

−∇ •
[∫

ΩM

MkĴ(M)dM

]
︸ ︷︷ ︸

C

.

(3.8)

As equações discretizadas de conservação de massa do componente cont́ınuo são

obtidas pela substituição da aproximação de ŷ dada pela Equação 3.2 na Equação

3.8 e pelo subsequente emprego da propriedade da função δD dada pela Equação

3.3.

Dessa forma, a discretização do termo A da Equação 3.8 é dada por:

ct

∫
ΩM

Mkŷ(M)dM = ct

m∑
i=1

∫
ΩM

MkypiδD(M −Mpi)dM =
m∑
i=1

Mk
pi
ypi , (3.9)
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A discretização do termo B é dado por:

ct

∫
ΩM

MkUŷ(M)dM =
m∑
i=1

Mk
pi

Upiypi , (3.10)

onde Upi = U(Mpi).

O termo C é calculado considerando a definição dos vetor do Ĵ(M) dado pela

Equação 2.55, que leva a:∫
ΩM

MkĴ(M)dM =
m∑
i=1

Mk
pi
ypiJpi , (3.11)

sendo os fluxos difusivos do pseudo-componente discretizado pi definidos por:

Jpi = ctypi [Upi −U] . (3.12)

Expandindo as derivadas temporais associadas ao termo A e agrupando os ter-

mos B e C, as seguintes equações do DQMoM para a conservação de massa do

componente cont́ınuo são obtidas:

m∑
i=1

(
Mk

pi
api + ctypikM

k−1
pi

bpi
)

= −∇ •φk , k = 0, 1, ..., 2m− 1 , (3.13)

onde

api =
∂ (ctypi)

∂t
, i = 1, ...,m , (3.14)

bpi =
∂Mpi

∂t
, i = 1, ...,m , (3.15)

φk =
m∑
i=1

[
Mk

pi
(ctypiU + Jpi)

]
=

m∑
i=1

[
Mk

pi
Npi

]
, (3.16)

sendo o fluxo molar do pseudo-componente discretizado pi, definido por:

Npi = ctypiUpi = ctypiU + Jpi , (3.17)

onde deve ser observado que a restrição dada pela Equação 3.4 é válida.

Considere ϕ(M) qualquer propriedade molar transportada pelos fluxos difusi-

vos. Usando as Equações 2.55, 3.2 and 3.12 pode-se obter a propriedade integrada
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correspondente, que é dada por:∫
ΩM

ϕ(M)J(M)dM =

∫
ΩM

ϕ(M)ctŷ(M)
[
Û(M)−U

]
dM

=
m∑
j=1

ϕ(Mpj)ctypj

[
Û(Mpj)−U

]
=

m∑
j=1

ϕ(Mpj)Jpj , (3.18)

Para o caso em que ϕ(M) = M , a Equação 2.57 fornece:∫
ΩM

MJ(M)dM =
m∑
j=1

MpjJpj = 0 . (3.19)

A Equação 3.13 representa um sistema linear determinado de 2m equações, que

pode ser resolvido para api e bpi . Juntamente com as Equações 3.14, 3.15 e 3.4, eles

formam um sistema impĺıcito de equações algébrico-diferenciais para a evolução tem-

poral dos pesos ypi(x, t) e das abscissas Mpi(x, t) para cada ponto do espaço, desde

que a velocidade média mássica e os fluxos difusivos dos pseudo-componentes discre-

tizados possam ser calculados. A velocidade média mássica pode ser obtida a partir

da solução das equações de conservação de massa e de quantidade de movimento

do fluido. Para cálculo dos fluxos difusivos, JATOBA et al. [9] desenvolveu um

método de solução baseado no DQMoM para o caso de fluxos Fickianos. JATOBÁ

[3] iniciou o desenvolvimento da formulação baseada no modelo de Maxwell-Stefan.

Como descrito no Apêndice B, seu desenvolvimento considerou apenas o momento

de ordem zero das equações de Maxwell-Stefan no cálculo dos fluxos difusivos dos

pseudo-componentes, comprometendo a acurácia da aproximação. No presente es-

tudo, como apresentado a seguir, é apresentada uma formulação baseada no uso de

m momentos da distribuição de fração molar.

3.1.3 Equações de Maxwell-Stefan

Para concentrar o foco no desenvolvimento da metodologia de caracterização, foi

assumida a hipótese de uma mistura ideal. Além disso, considerou-se o caso de uma

mistura formada por apenas um componente cont́ınuo, isto é n = 0 e nc = 1. Neste

caso, seguindo o trabalho de AMUNDSON et al. [62], as equações de Maxwell-Stefan

podem ser apropriadamente descritas por:

∇ŷ(M) =

∫
ΩM

ŷ(M)Ĵ(M̃)− ŷ(M̃)Ĵ(M)

ctD̂(M, M̃)
dM̃ . (3.20)
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Procedendo de maneira similar à discretização de balanço de massa do com-

ponente cont́ınuo, a aplicação do operador regular de momento, com subsequente

substituição da quadratura de Gauss-Christoffel dada pela Equação 3.2, conside-

rando ainda a definição do fluxo difusivo dada pela Equação 2.55 e a propriedade

da função δD dada pela Equação 3.3, resulta em:

∇

[
m∑
i=1

Mk
pi
ypi

]
= ∇λk =

m∑
i=1

Mk
pi

 m∑
j=1
j 6=i

(
ypiJpj − ypjJpi
ctD̂(Mpi ,Mpj)

) . (3.21)

a qual pode ser reescrita como:

∇λk =
m∑
i=1

Mk
pi

Γi, (3.22)

onde

ctΓi =
m∑
j=1
j 6=i

(
ypiJpj − ypjJpi

Dpij

)
. (3.23)

sendo Dpij = D̂(Mpi ,Mpj).

Usando os valores de λk, para k = 0, ...,m−1, o vetor Γi pode ser explicitamente

calculado pela solução do sistema de linear de equações dado pela Equação 3.22.

Uma vez que este vetor foi determinado, os fluxos molares difusivos dos pseudo-

componentes discretizados podem ser calculados pela solução do sistema linear de

equações dado pela Equação 3.23, que pode ser reescrito como:

m−1∑
j=1

BijJpj = −ctΓi, i = 1, ...,m− 1, (3.24)

A matriz Bij é obtida considerando a restrição sobre os fluxos difusivos dada

pela Equação 3.19, que permite expressar o fluxo do pseudo-componente pm como:

Jpm = − 1

Mpm

m−1∑
j=1

MpjJpj

= − 1

Mpm

MpiJpi +
m−1∑
j=1
j 6=i

MpjJpj

 .

(3.25)
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Usando a Equação 3.25, a Equação 3.23 pode ser reescrita como:

ctΓi = −Jpi

m∑
j=1
j 6=i

ypj
Dpij

+ ypi

m∑
j=1
j 6=i

Jpj
Dpij

= −Jpi

m∑
j=1
j 6=i

ypj
Dpij

+ ypi
Jpm
Dpim

+ ypi

m−1∑
j=1
j 6=i

Jpj
Dpij

= −Jpi

m∑
j=1
j 6=i

ypj
Dpij

− ypi
MpmDpim

MpiJpi +
m−1∑
j=1
j 6=i

MpjJpj

+ ypi

m−1∑
j=1
j 6=i

Jpj
Dpij

= −Jpi

Mpi

Mpm

ypi
Dpim

+
m∑
j=1
j 6=i

ypj
Dpij

+ ypi

m−1∑
j=1
j 6=i

(
1

Dpij

−
Mpj

Mpm

1

Dpim

)
Jpj

= −BiiJpi −
m−1∑
j=1
j 6=i

BijJpi ,

(3.26)

sendo, portanto, a matriz Bij definida por:

Bii =
Mpi

Mpm

ypi
Dpim

+
m∑
j=1
j 6=i

ypj
Dpij

,

Bij = −ypi
(

1

Dpij

−
Mpj

Mpm

1

Dpim

)
.

(3.27)

3.2 Aplicação a problemas de transferência de

massa

Para validar o método de solução DQMoM usando o modelo de difusão de Maxwell-

Stefan proposto, o mesmo foi aplicado a dois problemas conhecidos de transferência

de massa unidimensional: a difusão transiente em um tubo de Loschmidt e a difusão

estacionária em um filme fino [14].

3.2.1 Difusão transiente em tubo de Loschmidt

O tubo de Loschmidt é um dispositvo empregado para estudo e medição de coefici-

entes de difusão. Ele é formado por dois tubos iguais de comprimento l, conectados

por uma barreira remov́ıvel, cada qual preenchido com uma mistura diferente. No

instante t = 0, a barreira é removida e a transferência de massa começa a acontecer,

sendo as composições da mistura em cada metade do tubo medidas ao longo do
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tempo. Para gases ideais em condições isotérmicas e isobáricas, a composição molar

da mistura ct é constante e a transferência de massa ocorre apenas pelo mecanismo

de difusão. Maiores detalhes podem ser obtidos em TAYLOR e WEBB [88] [apud

14].

DCM aplicado ao tubo de Loschmidt

No caso transferência de massa unidimensional ocorrendo apenas pelo mecanismo

de difusão, as equações do modelo DCM para o balanço de massa das as espécies da

mistura multicomponente, na ausência de reações qúımicas homogêneas, simplificam

para:

ct
∂yi
∂t

= −∂Ji
∂z

, i = 1, ..., n , (3.28)

sendo yi sujeito a restrição dada pela Equação 2.20 e os fluxos difusivos, Ji, sa-

tisfazem à Equação 2.21. Além disso, as equações de Maxwell-Stefan simplificam

para:
∂yi
∂z

=
n∑
j=1
j 6=i

yjJi − yiJj
ctDij

, (3.29)

As condições iniciais e de contorno são dadas por:

t = 0, 0 < z < l, yi = y+
i0

;

t = 0, − l < z ≤ 0, yi = y−i0 ;

t ≥ 0, z = ±l, Ji = 0,

(3.30)

onde o ı́ndice subscrito 0 indica a condição inicial e os ı́ndices sobrescritos “−” e

“+” indicam as condições de contorno no topo e no fundo do tubo.

DQMoM aplicado ao tubo de Loschmidt

Para o caso da difusão transiente no tubo de Loschmidt, as equações de balançøde

massa do modelo DQMoM, istoé Equações 3.13 a 3.16, simplificam para a seguinte

forma unidimensional:

m∑
i=1

(
Mk

pi
api + ypikM

k−1
pi

bpi
)

= −∂φk
∂z

, k = 0, 1, ..., 2m− 1 , (3.31)

onde

api =
∂ (ctypi)

∂t
, i = 1, ...,m , (3.32)

bpi =
∂Mpi

∂t
, i = 1, ...,m , (3.33)
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φk =
m∑
j=1

Mk
pj
Jpj , (3.34)

sendo que os fluxos Jpi , satisfazem às Equações 3.19 e 3.24

No instante t = 0, as composições das misturas alimentadas nas duas metades

dos tubos são conhecidas. Portanto, as condições iniciais para os pesos e abscissas

da quadratura também são dadas por:

t = 0, 0 < z < l, ypj = y+
pj0
, Mpj = M+

pj0
,

t = 0, −l < z ≤ 0, ypj = y−pj0 , Mpj = M−
pj0
.

(3.35)

As condições de contorno nos dois extremos do tubo são:

t ≥ 0, z = ±l, J(M) = 0, ∀M, (3.36)

o que implica que qualquer integral de J(M) também é nula nesses contornos. Par-

ticularmente: ∫
ΩM

MkJ(M)dM =
m∑
j=1

Mk
pj
Jpj = φk (3.37)

onde a Equação 3.18 foi usada. Portanto, as condições de contorno para as equações

do DQMoM são:

t > 0, z = ±l, φk =
m∑
j=1

Mk
pj
Jpj = 0, k = 0, ..., 2m− 1 . (3.38)

3.2.2 Modelo de filme

O modelo de filme é uma idealização que considera que toda a resistência à trans-

ferência de massa ocorre dentro de um pequeno filme adjacente à fronteira entre duas

fases. Além disso, a transferência de massa ocorre em estado estacionário e apenas

por difusão molecular na direção normal à interface, ou seja o processo é também

assumido como unidimensional. Para maiores detalhes, o leitor pode recorrer ao

Caṕıtulo 8 de TAYLOR e KRISHNA [14].

Para este caso espećıfico, a Equação 3.13 simplifica para:

∂φk
∂z

= 0, ∀k = 0, ..., 2m− 1 . (3.39)

Substituindo a definição de φk dada pela Equação 3.16, podemos escrever:

m∑
i=1

[
Mk

pi

∂Npi

∂z
+ kMk−1

pi
Npi

∂Mpi

∂z

]
= 0, ∀k = 0, ..., 2m− 1 . (3.40)
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Para um conjunto arbitrário de valores de {Mpi , Npi}
m
i=1, o sistema linear ho-

mogêneo de equações possui apenas a solução trivial:

∂Npi

∂z
= 0, i = 1, ...,m, (3.41)

∂Mpi

∂z
= 0, i = 1, ...,m . (3.42)

Portanto, para este problema idealizado, as equações do DQMoM levam a uma

caracterização fixa da mistura, isto é, abscissas fixas. Além disso, a Equação 3.21

pode ser escrita da seguinte maneira:

∇λk =
∂λk
∂z

=
m∑
i=1

(
Mk

pi

∂ypi
∂z

+ kMk−1
pi

ypi
∂Mpi

∂z

)

=
m∑
i=1

Mk
pi

 m∑
j=1
j 6=i

(
ypiJpj − ypjJpi

ctDpij

) ,

(3.43)

que, pela Equação 3.42, simplifica para:

m∑
i=1

Mk
pi

∂ypi∂z
−

m∑
j=1
j 6=i

(
ypiJpj − ypjJpi

ctDpij

) = 0 . (3.44)

Consequentemente, para um conjunto de valores arbitrários das abscissas

{Mpi}
m
i=1, o sistema linear homogêneo representado pela Equação 3.44 tem como

solução:
∂ypi
∂z

=
m∑

j=1;j 6=i

(
ypiJpj − ypjJpi

ctDpij

)
, i = 1, . . . ,m . (3.45)

Deve ser observado que as Equações 3.41 e 3.45 têm o mesmo formato das

equações do modelo de filme para componentes discretos, o que possibilita usar

metodologias similares para o cálculo dos fluxos [14, 89–91]. Contudo, diferente do

modelo de componentes discretos, que possui o mesmo conjunto de componentes nos

dois lados do filme, as caracterizações da mistura, isto é, o conjunto de pesos e abs-

cissas são diferentes para o DQMoM. A solução apresentada neste trabalho para esse

problema foi assumir que todos os pseudo-componentes discretizados que existem

nos dois contornos do filme também estão presentes dentro do filme, no qual cada

pseudo-componente da caracterização da mistura em um contorno tem composição

ou peso nulo no outro contorno. Embora este procedimento efetivamente aumente

o número de pseudo-componentes dentro do filme em relação ao número usado na

caracterização da mistura nos contornos do filme, suas abscissas são constantes, e,
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portanto, a dimensão do problema permanece como a de um problema t́ıpico do

DQMoM. Efetivamente, o problema é resolvido impondo as seguintes condições de

contorno:

z = 0 ,

{
ypj = ypj0 , j = 1, ...,m′

ypj = 0 , j = (m′ + 1), ...,m ,

z = l ,

{
ypj = 0 , j = 1, ...,m′

ypj = ypjl , j = (m′ + 1), ...,m .

(3.46)

onde o contorno do filme com z = 0 foi caracterizado por m′ pseudo-componentes e

o contorno com z = l por m −m′ pseudo componentes, com m′ < m. Além disso,

observa-se que Mpj = Mpj0
, j = 1, ...,m′ e Mpj = Mpjl

, j = (m′ + 1), ...,m.

3.3 Procedimento numérico

Nesta seção apresentamos os procedimentos numéricos para a solução dos dois pro-

blemas de aplicação descritos na Seção 3.2 e os critérios usados para análise de

convergência dos resultados.

3.3.1 Difusão transiente no tubo de Loschmidt

Tanto para o DCM quanto para o DQMoM, os algoritmos de solução foram baseados

em uma discretização de segunda ordem das derivadas espaciais usando o método de

volumes finitos [92–95] em uma malha uniforme, sendo as variáveis de caracterização

da mistura, yi, i = 1, . . . , n para o DCM e ypi e Mpi , i = 1, . . . ,m para o DQMoM,

alocados nos centróides dos volumes de controle e os fluxos, Ji para o DCM e Jpi e

φk para o DQMoM, alocados nas faces dos volumes.

As equações discretizadas para cada modelo formam um sistema acoplado de

equações algébrico diferenciais (DAEs) que foram implicitamente integradas no

tempo usando o pacote DASSLC, uma extensão implementada em linguagem C

do código DASSL baseado no uso de fórmulas BDF (Backward Differentiation For-

mula) com ordem variável e controle adaptativo do passo de tempo baseado no erro

de trucamento das aproximações das derivadas temporais ao longo da integração

de DAEs de ı́ndices zero e um [96, 97]. Para integração temporal, foram usadas as

tolerâncias relativas e absolutas do pacote DASSLC iguais, respectivamente, a 10−8

e 10−10. Os passos do algoritmo de solução para a transferência de massa no tubo

de Loschmidt são dados do Algoritmo 1:

Na implementação do Algoritmo 1 de solução do método DQMoM dada pelos

passos acima deve-se destacar que (i) as faces internas da malha correspondem à

posição média entre dois pontos internos da malha uniforme utilizada, (ii) no cálculo

de Γi, e Jpi , i = 1, . . . ,m, realizados nos passos 7 e 8 do algoritmo, os pesos e abs-
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Algoritmo 1 Algoritmo de solução para transferência de massa no tubo de Losch-
midt usando o método DQMoM

1: Em t = 0, calcule o conjunto inicial de pesos e abcissas da Equação 3.35. No presente
estudo foi usado o algoritmo PDA [16].

2: while (t < tf ) do
3: Imponha as condições de contorno no topo e no fundo do tubo, de acordo com a

Equação 3.38:
z = ±l , φk = 0 , k = 0, ..., 2m− 1 .

4: for all ( internal faces ) do
5: Use a Eq. 3.6 para calcular λk , k = 0, . . . ,m− 1, nas células adjacentes à face.
6: Calcule as derivadas dos momentos λk , k = 0, . . . ,m− 1, na face.
7: Calcule Γi , i = 1, . . . ,m, usando a Eq. 3.22:

m∑
i=1

Mk
piΓi =

∂λk
∂z

, k = 0, . . . ,m− 1

8: Calcule a matriz Bij calculada usando a Eq. 3.27 e os fluxos Jpi , usando as Eqs.
3.24 e 3.25:

m−1∑
j=1

BijJpj = −Γi , i = 1, . . . ,m− 1 ,

Jpm = − 1

Mpm

m−1∑
j=1

MpjJpj .

9: Calcule φk , k = 0, . . . , 2m− 1 na face, usando a Eq. 3.34.
10: end for
11: for all ( cells ) do
12: Calcule as derivadas dos fluxos φk , k = 0, . . . , 2m− 1 na célula.
13: Calcule api e bpi pela solução do sistema linear:

ct

m∑
i=1

(
Mk
piapi + ypikM

k−1
pi bpi

)
= −∂φk

∂z

14: Calcule os reśıduos para integração temporal do sistema de EDAs:

εapi =
∂ypi
∂t
− api , i = 1, . . . ,m− 1 ,

εbpi =
∂Mpi

∂t
− bpi , i = 1, . . . ,m ,

εr = 1−
m∑
i=1

ypi .

15: end for
16: end while
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cissas nas faces do volume de controle foram obtidos por interpolação linear a partir

dos pontos adjacentes à face e (iii) o cálculo do fluxo φk, k = 0, . . . , 2m−1, realizado

no passo 9, foi realizado considerando uma aproximação de 1a ordem para as abscis-

sas nas faces dos volumes de controle, usando um esquema de interpolação do tipo

upwind [92–95, 98], para o qual a direção do fluxo difusivo do pseudo-componente

i foi considerada. Esse esquema foi utilizado por conferir robustez e estabilidade

durante a integração temporal, uma vez que não se obteve convergência usando um

esquema de interpolação linear. Por outro lado, o uso desse esquema afeta direta-

mente a ordem de acurácia do sistema de equações discretizados do método.

Outro ponto relevante em relação ao algoritmo de solução implementado diz

respeito ao número de condicionamento das matrizes dos sistemas lineares associados

aos passos 7 e 13 do algoritmo. Com o aumento no número de pontos quadratura,

o condicionamento dessas matrizes tende a ficar cada vez pior, levando a perda de

precisão na solução dos sistemas lineares correspondentes. Para reduzir essa perda

de acurácia, uma mudança de variáveis para as abscissas foi aplicada de acordo com

a Equação 3.47:

Ipi =
Mpi

Mref

(3.47)

sendo

Mref =
1

2

n∑
i=1

(
M+

i +M−
i

)
(3.48)

onde M+
i e M−

i são as massas molares dos componentes discretos em cada metade

do tubo no instante inicial.

Essa mudança de variável efetivamente melhora o condicionamento das matrizes,

reduzindo o reśıduo quadrático médio absoluto das soluções dos sistemas lineares

correspondentes. Para as soluções obtidas com até cinco pontos de quadratura, esses

reśıduos foram mantidos abaixo do tolerância absoluta usada no pacote DASSLC,

que foi de 10−10. Contudo, para simulações com mais de cinco pontos de quadratura,

não foi posśıvel garantir essa acurácia.

O algoritmo de solução do método DCM é similar, sendo dado pelo Algoritmo

2.

No caso do DCM, todas as dicretizações e interpolações espaciais consideraram

um esquema linear de 2a ordem e, portanto, o sistema discretizado de equações

possui efetivamente essa acurácia durante a integração temporal.

3.3.2 Modelo de Filme

O procedimento de solução do modelo de filme foi baseado no solução anaĺıtica

das equações de Maxwell-Stefan em estado estacionário e unidimensional, quando a

concentração molar e os coeficientes de difusividade (Dij) das espécies são constantes
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Algoritmo 2 Algoritmo de solução para transferência de massa no tubo de Losch-
midt usando o método DCM.

1: Especifique as condições iniciais e de contorno de acordo com a Eq. 3.30
2: while (t < tf ) do
3: for all ( internal faces ) do
4: Calcule as derivadas das frações molares na face.
5: Resolva as Equações de Maxwell-Stefan para calcular os fluxos difusivos:

n−1∑
j=1

BijJj = −ct
∂yi
∂z

, i = 1, . . . , n− 1 ,

Jn = − 1

Mn

n−1∑
j=1

MjJj .

sendo:

Bii =
Mi

Mn

yi
Din

+
n∑

j=1;j 6=i

yj
Dij

,

Bij = −yi
(

1

Dij

− Mj

Mn

1

Din

)
.

6: end for
7: for all ( cells ) do
8: Calcule as derivadas dos fluxos difusivos Ji , i = 1, . . . , n− 1 na célula.
9: Calcule os reśıduos para integração temporal do sistema de EDAs:

εyi = ct
∂yi
∂t

+
∂Ji
∂z

, i = 1, . . . , n− 1 ,

εr = 1−
n∑
i=1

yi .

10: end for
11: end while

36



[88]. Para maiores detalhes, ver o Apêndice A ou o a Seção 8.3 de TAYLOR e

KRISHNA [14].

Como as equações do DQMoM têm o mesmo formato das equações do DCM, a

mesma metodologia de solução é aplicada para os dois métodos. Entretanto, deve ser

enfatizado que, enquanto os pseudo-componentes no DCM estão presentes nos dois

contornos do filme, os pontos de quadratura que definem os pseudo-componentes

discretizados no DQMoM não estão. Dessa forma, na metodologia DQMoM imple-

mentada neste trabalho foi assumido que os pseudo-componentes em um contorno

do filme estão presentes dentro do filme com pesos nulos no outro contorno, o que

não altera a caracterização da mistura em cada um dos contornos.

3.3.3 Critérios para análise de convergência do método

Devido a suas importâncias na caracterização da mistura e a suas dependências

não lineares com a massa molar, as pressões de bolha e de orvalho são parâmetros

adequados para medir a acurácia do método DQMoM proposto em relação aos resul-

tados do DCM. A densidade da mistura é outra propriedade importante e também

foi usada na avaliação do DQMoM. Essas propriedades foram calculadas de acordo

com as seguintes equações:

Pbubble =

∫
ΩM

ŷ(M)Psat(M,T )dM ∼=
m∑
i=1

yiPsat(Mi, T ), (3.49)

Pdew =

[∫
ΩM

ŷ(M)

Psat(M,T )
dM

]−1

∼=

[
m∑
i=1

yi
Psat(Mi, T )

dM

]−1

, (3.50)

ρ =
pM

RT
, M =

m∑
i=1

yiMi. (3.51)

sendo Mi e yi a massa molar e a fração molar dos pseudo-componentes no DCM e

as abscissas e pesos dos pseudo-componentes discretizados no DQMoM. A pressão

de saturação foi calculada usando a correlação dada por HUANG e RADOSZ [71]

para hidrocarbonetos.

O desvio relativo percentual de uma propriedade genérica ψ no solução do DQ-

MoM em relação à solução do DCM foi definida por:

εk(ψk, ψ
DCM) =

∣∣∣∣ψk − ψDCMψDCM

∣∣∣∣× 100, (3.52)

onde o ı́ndice subscrito k indica a solução para um dado ńıvel de discretização, como

por exemplo, o número de pontos de quadratura usados no DQMoM ou o número

de pontos usados na malha de discretização espacial.
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Para o problema de Loschmidt, a média espacial de ψ na metade superior (top)

e inferior (bottom) do tubo foram calculadas por:

[
ψ(t)

]+
=

1

l

∫ l

0

ψ(z, t)dz,
[
ψ(t)

]−
=

1

l

∫ 0

−l
ψ(z, t)dz, (3.53)

sendo ψ a média de ψ e os ı́ndices sobrescritos + e − são usados para indicar as

metades do topo e do fundo do tubo.

Em relação ao modelo de filme, é importante verificar a acurácia da solução para

os fluxos mássicos através do filme. Para tal, a seguinte integral foi definida:

µk =

∫
ΩM

MkN(M)dM ∼=
q∑
i=1

Mk
i Ni, (3.54)

onde, para o DCM, q = n e Mi e Ni são, respectivamente, a massa molar e o fluxo

molar dos componentes ou pseudo-componentes discretos. Para o DQMoM q = m e

Mi = Mpi e Ni = Npi são a massa molar (abscissas) e fluxos mássicos associados aos

pseudo-componentes discretizados. Os µk são os chamados “momentos” dos fluxos

mássicos.

Além disso, os momentos da distribuição de fração molar, dados pela Equação

3.6 para o DQMoM, e por

λDCMk =
n∑
i=1

Mk
i yi , (3.55)

para o DCM, também são importantes na análise da acurácia do DQMoM. Portanto,

o erro percentual relativo de µk e λk entre os métodos foram usados para verificar a

acurácia do DQMoM aplicado ao modelo de filme.

3.4 Propriedades da mistura cont́ınua

Para as duas aplicações descritas na seção anterior, o método de solução DQMoM

desenvolvido foi validado contra resultados do modelo de componentes discretos

DCM utilizando a distribuição normalizada fornecida no Exemplo 7 de AMUNDSON

et al. [62]:

y0(p) =


(p− 2)(p− 16)2

8866
, 6 ≤ p < 16

0, p ≥ 16,
(3.56)

yl(p) =


(p− 12)(30− p)

1661
, 12 < p ≤ 20

0, 6 ≤ p ≤ 12,
(3.57)

onde p foi assumido como sendo uma variável cont́ınua.
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Essas distribuições foram usadas como condição de contorno para o modelo de

filme, y(p, 0) = y0(p), y(p, l) = yl(p), e como condições iniciais para as duas metades

do tubo de Loschmidt, y−0 (p) = y0(p), z ∈ [−l, 0), y+
0 (p) = yl(p), z ∈ (0, l].

O modelo DCM foi resolvido para uma caracterização dessa mistura usando um

modelo de lumping com 57 pseudo-componentes, com a variável cont́ınua discreti-

zada de acordo com AMUNDSON et al. [62]:

pi = 6 +
i− 1

4
, i = 1, 2, ..., 57 . (3.58)

A fórmula de Fuller-Schettler-Giddings [99, 100] foi usada para calcular os coe-

ficientes binários de difusão de Maxwell-Stefan :

Dij = c
T 1,75

P

√
1
Mi

+ 1
Mj(

V
1/3

i + V
1/3

j

)2 , (3.59)

onde Mi é a massa molar e V i é o volume parcial de difusão molecular do pseudo-

componente i que, de acordo com o trabalho de AMUNDSON et al. [62], foram

aproximados, respectivamente, por Mi = 13.8pi e V i = 20pi, o que parece ser uma

aproximação apropriada para misturas de hidrocarbonetos. Além disso, foi assumido

a temperatura de T = 500[K], a pressão de P = 5[Bar] e constante c = 1, 013×10−2

em todos os casos.

Finalmente, cada metade do tubo de Loschmidt foi de l = 0.4055[m] e a espessura

do filme no modelo de filme foi de l = 0.0859[m].
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Caṕıtulo 4

Resultados

Nesta Seção são comparados os resultados do método de solução baseado no DQMoM

contra os resultados da solução com o DCM para os dois problemas apresentados

na Seção 3.2. Para esses dois problemas, os resultados foram obtidos usando as

distribuições de fração molar definidas na Seção 3.4 como condições iniciais, no

caso do tubo de Loschmidt, ou como condições de contorno, no caso do modelo de

filme. Uma vez que o DCM é usado para verificar o DQMoM, primeiramente a sua

implementação é validada contra resultados experimentais ou numéricos dispońıveis

na literatura para os dois problemas abordados.

4.1 Difusão transiente em um tubo de Loschmidt

usando o DCM

O método DCM implementado foi validado contra dados experimentais dispońıveis

no Exemplo 5.5.1 do livro de TAYLOR e KRISHNA [14], onde as duas metades do

tubo são preenchidas com misturas de metano, argônio e hidrogênio. A Figura 4.1

ilustra a evolução temporal da média das composições de argônio (Ar) e metano

(CH4) em cada metade do tubo, onde nota-se a boa concordância com os dados

experimentais [14, 101]. As médias em cada metade foram calculadas de acordo

com Equação 3.53.

4.2 Difusão transiente em um tubo de Loschmidt

usando o DQMoM

Antes de comparar os resultados do DQMoM com aqueles obtidos pelo DCM, um

estudo de independência da malha espacial foi realizado para ambos os métodos. O

número de pontos da malha usados para discretizar o domı́nio na coordenada z foi
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Figura 4.1: Evolução temporal das médias espaciais das frações molares de (a)
argônio e (b) metano no fundo e no topo do tubo de Loschmidt. Dados experimentais
extráıdos de TAYLOR e KRISHNA [14].

aumentado e a diferença máxima ao longo do tempo da média espacial das pressões

de bolha e de orvalho nas duas metades do tubo foram calculadas para duas malhas

sucessivas. Os resultados são apresentados na Tabela 4.1. Como pode ser visto, se o

valor de 1% no erro relativo máximo dado pela Equação 3.52 for considerado como

parâmetro de convergência, a independência com a malha espacial foi obtida com

41 volumes para ambos os métodos.

Portanto, a malha com 41 volumes foi usada para avaliar a acurácia do método

DQMoM contra a solução DCM usando o desvio percentual relativo definido pela

Equação 3.52. A Tabela 4.2 mostra os valores máximo do conjunto de valores

temporais do desvio percentual relativo das pressões de bolha, de orvalho e da massa

espećıfica obtidos nos volumes adjacentes à parede do topo e do fundo do tubo.

Pode ser observado que todos os valores ficaram abaixo ou em torno de 1% para as

simulações com o DQMoM com 4 pontos de quadratura. Usando este valor como

critério para o máximo do desvio relativo, a convergência foi alcançada com 4 ou 5

pontos de quadratura.

A Figura 4.2 mostra a evolução temporal das pressões de bolha, de orvalho e

da massa espećıfica nos volumes adjacentes às paredes superior e inferior do tubo

e o correspondente desvio percentual relativo do DQMoM com 4 e 5 pontos de

quadratura em relação à solução do DCM. Os resultados apresentados nesta figura,

juntamente com os resultados da Tabela 4.2, mostram claramente que a solução do

DQMoM é bastante acurada com apenas 4 ou 5 pontos de quadratura.

Na Figura 4.3 são apresentados os perfis das pressões de bolha e de orvalho ao

longo do tubo e os respectivos desvios relativos percentuais da solução do DQMoM

para diferentes instantes de tempo usando m = 5, isto é, 5 pontos de quadratura.

Esta figura mostra que o valor máximo do desvio relativo para a pressão de bolha foi
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Tabela 4.1: Resultados para o estudo de independência de malha realizado com os
métodos DCM e DQMoM: Valores máximos do desvio percentual relativo entre duas
malhas sucessivas.

maxt
{
εk
(
P k, P k−1; t

)}
(%)[

P bub

]− [
P bub

]+ [
P dew

]− [
P dew

]+
k Volumes na malha DCM, n = 57

11 – – – –
21 3,61 2,76 0,98 4,63
41 1,87 1,52 0,47 2,40
61 0,35 0,53 0,09 0,81
81 0,11 0,27 0,03 0,41

DQMoM, m = 4
1 11 – – – –
2 21 0,96 2,85 0,76 4,29
3 41 1,07 1,77 0,26 2,17
4 61 0,53 0,71 0,13 0,72
5 81 0,31 0,41 0,12 0,36

Tabela 4.2: Valores máximo do desvio percentual relativo nas séries temporais das
pressões de bolha, de orvalho e massa espećıfica avaliados nos volumes de controle
adjacentes às paredes do topo e do fundo do tubo de Loschmidt.

maxt
{
εm
(
Pm, P

DCM ; t
)}

m P−bub P+
bub P−dew P+

dew ρ− ρ+

2 32,40 37,25 45,40 45,02 2,06 1,38
3 3,67 1,71 0,37 1,08 0,47 0,29
4 0,77 0,46 0,18 1,05 0,23 0,16
5 0,80 0,15 0,11 0,65 0,18 0,10
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Figura 4.2: Evolução temporal das pressões (a) de bolha, (c) de orvalho e (e) da
massa espećıfica nos volumes de controle adjacentes às paredes do fundo e do topo
do tubo de Loschmidt, assim como os desvios percentuais relativos das soluções do
DQMoM para essas pressões (b) de bolha, (d) de orvalho e (f) da massa espećıfica.
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Figura 4.3: Perfis espaciais da (a) pressão de bolha e (b) pressão de orvalho para os
instantes t = 0, 2e16[h] e desvio relativo percentual da solução do DQMoM para as
pressões de (c) bolha e (d) de orvalho nesses instantes.

menor do que 0, 9% para o instante de tempo t = 2[h] e 0, 8% para t = 16[h]. Para a

pressão de orvalho foi menor do que 0, 6% para ambos os instantes de tempo. Este

resultado reforça a conclusão sobre a alta acurácia obtida na solução do DQMoM

para este problema.

A Figura 4.4 ilustra a distribuição discreta de fração molar obtida com o DCM

e os respectivos pontos de quadratura obtidos com o DQMoM em duas posições

espaciais (z = −0, 25[m] e z = 0, 25[m]) nos instantes t = 0 e t = 20[h]. Nota-se

claramente a adaptabilidade das abscissas da quadratura resultantes das mudanças

de composição devido à transferência.

Finalmente, é importante comparar o custo computacional das soluções obtidas

com o DCM e com o DQMoM. As duas foram obtidas usando um computador com

um processador Intel Core(TM) i7-3537U com 2, 00GHz e 8GB de memória RAM

DDR3 com 1600MHz. O tempo de CPU para as simulações na malha de 41 volumes,

foram de 1085[s] para o DCM e 37 e 85[s] para o DQMoM com, respetivamente,

m = 4 em = 5. Ou seja, as soluções obtidas com o DQMoM foram aproximadamente

29 e 13 vezes mais rápidas do que aquelas obtidas com o DCM. Esse speedup era
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Figura 4.4: Distribuição discreta de fração molar para os instantes t = 0 e t = 20[h]
nas posições (a) z = −0.25[m] e (b) z = 0.25[m]. As frações molares do DCM são
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esperado, uma vez que o tempo computacional não está ligado apenas à redução no

número de equações de balanço de massa que são resolvidas, mas também à dimensão

do sistema linear resultante das equações de Maxwell-Stefan. Deve ser observado

também que este custo computacional foi obtido usando o algoritmo acoplado de

solução de DAEs da DASSLC, com os seus solvers padrões para matrizes Jacobinas

densas. É posśıvel que o uso de algoritmos de solução e solvers lineares mais eficazes

para esses tipos de problema, afetem os speedups obtidos.

4.3 Difusão estacionária em filme usando o DCM

O procedimento numérico de solução descrito na Seção 3.2.2 foi validado com os

Exemplos 2.1.1, 8.3.1 e 8.5.1 de TAYLOR e KRISHNA [14] e com os Exemplos 1,

2a, 2b, 2c, 3 e 7 de AMUNDSON et al. [62], para misturas com 3, 8 e 57 espécies

ou pseudo-componentes. Para a maioria desses exemplos, os resultados obtidos

foram muito próximos aos resultados apresentados no trabalho original, sendo que,

em particular, os resultados foram idênticos, dentro da precisão apresentada, aos

resultados fornecidos nos exemplos de TAYLOR e KRISHNA [14]. Para ilustrar, a

Figura 4.6 apresenta os perfis de composição de acetona, metanol no tubo de Stefan

apresentado no Exemplo 2.1.1 de TAYLOR e KRISHNA [14], comparando contra

resultados experimentais obtidos do trabalho de CARTY e SCHRODT [102]. Já

na Figura 4.5, são apresentados os fluxos normalizados dos 57 pseudo-componente

difundindo no tubo de Stefan apresentado no Exemplo 7 de AMUNDSON et al. [62],

sendo comparado com resultados numéricos apresentados por essa última referência.

4.4 Difusão estacionária em filme usando o DQ-

MoM

Os “momentos” dos fluxos, conforme definidos pelas integrais definidas na Equação

3.54 para vários valores de k, foram avaliados com as soluções do DCM e DQMoM. A

Tabela 4.3 mostra os resultados do DCM para k = 1, . . . , 8 e os desvios relativos entre

as duas soluções conforme definido pela Equação 3.52. Nota-se que, para o problema

especificamente tratado de difusão equimolar, o fluxo molar total da mistura é nulo,

isto é, Nt = 0 (cf. Equação A.10 no Apêndice A) e, consequentemente, o “momento”

de ordem 0 (zero) dos fluxos, é por definição, igualmente nulo. Pode ser observado

que usando apenas dois pontos de quadratura em cada contorno do filme, os desvios

percentuais relativos foram menor do que 0, 7% na predição de todas as integrais.

Além disso, os desvios foram muito baixos para m = 3 e m = 4, sendo efetivamente
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de Stefan. Resultados experimentais extráıdos do livro de CARTY e SCHRODT
[102].
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Nil/ctD12, calculado pela solução anaĺıtica implementada neste trabalho contra os
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DCM e com o DQMoM com quatro pontos de quadratura.

nulos para m = 7 dentro da precisão reportada, que foi de oito casas decimais.

Esse resultado mostra que o DQMoM foi extremamente acurado na predição dessas

integrais.

Tabela 4.3: Desvios percentuais relativos para o DQMoM para as integrais definidas
pela Equação 3.54 para a solução do modelo de filme.

εm[%]
k µDCMk m = 1 m = 2 m = 3 m = 4 m = 7
1 −1, 22964109× 10−1 5, 296 0, 249 0, 013 6, 734× 10−4 0
2 −4, 35508900× 101 3, 570 0, 249 0, 013 3, 738× 10−4 0
3 −1, 22380569× 104 4, 199 0, 135 0, 007 2, 942× 10−4 0
4 −3, 20714066× 106 6, 631 0, 110 0, 006 2, 597× 10−4 0
5 −8, 20294546× 108 10, 338 0, 119 0, 005 2, 435× 10−4 0
6 −2, 08278762× 1011 14, 884 0, 193 0, 004 2, 348× 10−4 0
7 −5, 28700913× 1013 19, 942 0, 366 0, 005 2, 304× 10−4 0
8 −1, 34577549× 1016 25, 272 0, 672 0, 006 2, 289× 10−4 0

A Figura 4.7 mostra os resultados para as pressões de bolha e de orvalho através

do filme calculados pelo DCM e pelo DQMoM, esse último com quatro pontos de

quadratura. Nota-se que os resultados apresentados para os dois métodos nesta

figura são indistingúıveis dentro da resolução dos gráficos reportados.

A Figura 4.8 apresenta o primeiro, o segundo e o terceiro momentos da distri-

buição de fração molar, λk, através do filme, para o DCM e DQMoM, o último com
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filme da distribuição de fração molar dada por AMUNDSON et al. [62]. Método
DQMoM usando quatro pontos de quadratura.

m = 4, como definido pelas Equações 3.1 e 3.55. Novamente, os resultados do DCM

e do DQMoM são muito próximos um do outro, ratificando a elevada acurácia da

quadratura na predição dos momentos da distribuição.
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Caṕıtulo 5

Conclusões

O método de caracterização adaptativa por pseudo-componentes para misturas

cont́ınuas de LAGE [2] e JATOBA et al. [9] foi estendido para problemas de trans-

ferência de massa com difusão de Maxwell-Stefan e aplicado para problemas clássicos

de difusão transiente em um tubo de Loschmidt e difusão estacionária em filmes fi-

nos (Film Model). Para este último problema, foi demonstrado que as equações

do DQMoM reduzem-se para um esquema de caracterização fixa da mistura. A

solução do problema de caracterização foi resolvido permitindo que todos os pseudo-

componentes discretizados pelo DQMoM nos dois contornos do filme existam dentro

do filme.

Para a difusão transiente no tubo de Loschmidt, os resultados obtidos com o

DQMoM para pressões de bolha e de orvalho da mistura apresentaram-se em ex-

celente acordo com os resultados obtidos pelo modelo DCM. Durante a evolução

temporal, o máximo desvio relativo das pressões de bolha e de orvalho nas pare-

des do topo e do fundo do tubo foram inferiores a 0, 8% usando cinco pontos de

quadratura. Considerando os algoritmos de solução implementados, as simulações

realizadas neste trabalho mostraram ainda que o método DQMoM obteve uma ele-

vada eficiência computacional, sendo cerca de 13 a 29 vezes mais rápido que o DCM,

respectivamente, para quatro e cinco pontos de quadratura.

Para o modelo de filme, os resultados para os “momentos”dos fluxos mássicos,

momentos da distribuição de fração molar e para as pressões de bolha e de orvalho

foram extremamente acurados. Os desvios relativos percentuais dos “momentos”

dos fluxos de ordem um até oito foram menores do que 0, 02% e 0, 001% usando

apenas três e quatro pontos de quadratura, respectivamente.

Portanto, pelos resultados apresentados na solução desses dois problemas de

transferência de massa, conclui-se que o método de caracterização adaptativa por

pseudo-componentes para transferência de massa pode ser estendido com elevada

acurácia para problemas com o modelo de difusão de Maxwell-Stefan.
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Caṕıtulo 6

Sugestões para trabalhos futuros

As sugestões para continuação do presente estudo são separadas em duas vertentes: a

primeira diz respeito ao melhoramento dos procedimentos numéricos para resolução

dos problemas aplicados de transferência de massa propostos e a segunda está rela-

cionada à extensão da metodologia para tratamento de escoamentos não-isotérmicos

e escoamentos multifásicos.

No que se refere à primeira vertente, cabe destacar que, embora os resultados

apresentados mostrem elevada acurácia e eficiência da solução obtida com o DQMoM

frente aos resultados do método clássico DCM, a implementação acoplada desenvol-

vida neste estudo para o método DQMoM foi extremamente senśıvel ao esquema de

interpolação usado para as abscissas no cálculo dos fluxos φk, k = 0, . . . , 2m−1, i.e.

passo 9 do Algoritmo 1. Não foi obtida a convergência na integração temporal com

a utilização de esquema de interpolação linear das abscissas nas faces dos volumes

de controle. Por outro lado, os resultados apresentados foram obtidos com o uso

do esquema de interpolação de 1a ordem do tipo upwind usando a direção dos flu-

xos difusivos dos pseudo-componentes. O uso desse esquema efetivamente degrada

a ordem de acurácia da interpolação e consequentemente do algoritmo de solução

adotado. Portanto, o estudo de novos esquemas de interpolação de 2a ordem numeri-

camente estáveis, que sejam ao mesmo tempo capazes de preservar a realizabilidade

da função de distribuição é sugerido.

Outro ponto relevante em relação ao algoritmo de solução implementado diz

respeito à sua perda de robustez com o aumento do número de pontos de quadra-

tura. Foi observada uma rápida queda na acurácia da solução dos sistemas lineares

realizados nos passos 7 e 14 do Algoritmo 1 com o aumento do número de pseudo-

componentes. Essa perda de acurácia está relacionada a um aumento no grau de

mau-condicionamento das matrizes desses sistemas lineares na medida em que se

aumenta a ordem do sistema. Como descrito na Seção 3.3.1 a mudança de variável

aplicada nas abscissas efetivamente melhorou o condicionamento das matrizes, mas

não foi posśıvel garantir a resolução desejada para mais de cinco pontos de quadra-
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tura. Como uma posśıvel solução para reduzir essa perda de resolução, sugere-se a

avaliação da utilização de pré-condicionadores para as matrizes densas desses siste-

mas lineares.

O desenvolvimento de algoritmos de solução mais robustos é outro ponto que

deve motivar novos estudos antes da extensão da metodologia para problemas

mais complexos. Com efeito, também foram observados erros associados ao mau-

condicionamento da matriz Jacobiana do sistema não linear de equações durante

a integração temporal na DASSLC, evidenciando um posśıvel problema de singu-

laridade na solução. Nesse sentido, o estudo de uma reformulação numérica das

equações do DQMoM associado ao balanço de massa das espécies e das equações de

Maxwell-Stefan é de fato um ponto que merece atenção.

No que se refere à segunda vertente, a sequência natural do desenvolvimento da li-

nha de pesquisa é a extensão da metodologia para escoamentos não-isotérmicos. Esse

desenvolvimento pode ser feito tanto para a formulação Fickiana para a transferência

massa desenvolvida no trabalho de JATOBA et al. [9], quanto para a formulação

de Maxwell-Stefan desenvolvida neste estudo. É relevante também a comparação

das duas formulações na aplicação a problemas de transferência de massa para evi-

denciar suas diferenças e relevância no caso da transferência de massa em misturas

cont́ınuas.

No que concerne a extensão da metodologia para tratamento de escoamentos

multifásicos, o primeiro ponto é definir a abordagem multifásica a ser adotada. Se-

guindo estudos para transferência de massa em sistemas bifásicos, é posśıvel adotar

uma formulação homogênea de equações médias de conservação das fases e técnicas

numéricas de reconstrução expĺıcita da interface [103–110] ou uma formulações multi-

fluido, que resolvem as equações médias de conservação para cada fase indepen-

dente, calculando os termos de transferência interfacial, em geral, através de termos

algébricos de fechamento [111–113].

Partindo de uma formulação homogênea é posśıvel avaliar a extensão para mistu-

ras cont́ınuas da formulação discreta proposta nos trabalhos de GANGULI e KENIG

[107], KENIG et al. [108] ou de MARSCHALL et al. [109], que apresentaram um mo-

delo cont́ınuo para transferência de massa através de interfaces. Com efeito, durante

a realização deste trabalho, foi conduzido um estudo paralelo estendendo a metodo-

logia proposta por MARSCHALL et al. [109] para escoamentos compresśıveis [114],

extensão essa que foi validada na simulação da ascensão de gotas de n-butanol e

ácido sucćınio em água, frente a dados experimentais de YANG e MAO [110]. Pelos

estudos realizados, considera-se que a formulação das equações de transferência de

massa pode ser aplicada diretamente a componentes cont́ınuos e, consequentemente,

o desenvolvimento da extensão da metodologia de solução desenvolvida neste estudo

é também sugerida.
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Para formulações do tipo multi-fluido, o primeiro passo sugerido é o desenvolvi-

mento de um modelo de duplo-filme, estendendo diretamente a metologia de solução

do modelo de filme para misturas cont́ınuas apresentado neste trabalho. Esse modelo

é base para os cálculos dos fluxos mássicos, permitindo implementar um mecanismo

de acoplamento entre as fases nos cálculos de transferência de massa interfacial

[113, 115, 116]. Além disso, o desenvolvimento de um modelo de duplo filme per-

mitirá o desenvolvimento de metodologias para resolução de problemas t́ıpicos de

transferência de massa aplicados à Engenharia Qúımica, e.g. processos de destilação,

evaporação e condensação [14], em sistemas misturas cont́ınuas.
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Apêndice A

Metodologia de solução do modelo

de filme

Usando notação indicial cartesiana, a forma matricial das equações de Maxwell-

Stefan e suas condições de contorno nos dois lados do filme são dadas por TAYLOR

e WEBB [88] apud TAYLOR e KRISHNA [14].

dyi
dη

= Φij yj + φi,

yi|η=0 = yi,0,

yi|η=1 = yi,l,

(A.1)

onde η = z/l, sendo l o comprimento ou espessura do filme.

Os coeficientes da matriz Φij e o vetor φi são definidos por:

Φii =
Ni

ctDin/l
+

n∑
k=1
k 6=i

Nk

ctDik/l
. (A.2)

Φij = −Ni

(
1

ctDij/l
− 1

ctDin/l

)
. (A.3)

φi = − Ni

ctDin/l
. (A.4)

Para os coeficientes de difusividade de Dij e concentração molar ct constantes, o

sistema de Equações A.1 apresenta solução anaĺıtica dada por[14]:

yi − yi,0 = [exp(Φijη)− δij] [exp(Φij)− δij]−1(yj,l − yj,0) . (A.5)

Os fluxos difusivos podem ser obtidos em η = 0 a partir de:

Ji,0 = −ct
l
B−1
ij,0Eij(yj,l − yj,0), (A.6)
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onde

Eij = Φij [exp(Φij)− δij]−1 . (A.7)

A matriz Eij é chamada matriz de correção, sendo função dos fluxos molares.

Ela é singular para problemas de difusão equimolar, isto é problemas onde a soma

dos fluxos molares é igual a zero. Nesses casos, TAYLOR e WEBB [88] sugerem a

seguinte expansão da sua inversa em série de potências:

E−1
ij =

∞∑
k=0

1

(k + 1)!
Φk
ij . (A.8)

que, segundo os autores, é uma série convergente mesmo quando Φ é singular.

Os fluxos molares Ni podem ser calculados através do seguinte sistema de

equações não lineares:

Ni = Ji,0 + yi,0

n∑
j=1

Nj, i = 1, ..., n− 1, (A.9)

n∑
i=1

νiNi = 0, (A.10)

onde νi são chamados de coeficientes de determinação, que definem o tipo de pro-

blema. Por exemplo, para νi = 1,∀i, o problema corresponde a difusão equimolar e

para νn = 1, o problema é chamada do difusão de Stefan.

O sistema não linear de equações dado pelas Equações A.9 d A.10 foi resolvido

usando o método de Newton-Raphson para obtenção dos fluxos Ni.
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Apêndice B

Discretização simplificada das

equações de Maxwell-Stefan para

misturas semi-cont́ınuas

As Equações 2.60 e 2.62, descritas na Secção 2.4.2, apresentam o modelo de Maxwell-

Stefan para misturas semi-cont́ınuas, composta por um único componente cont́ınuo

e n componente discretos, conforme proposto no estudo de JATOBÁ [3]. Para

obtenção de uma formulação discreta dos fluxos difusivos dos pseudo-componentes

baseada no DQMoM, a autora propõem a seguinte integração da equação para o

componente cont́ınuo:

ct

∫
ΩM

d̂(M)dM =

∫
ΩM

∫
ΩM

ŷ(M)Ĵ(M̃)− ŷ(M̃)Ĵ(M)

D(M, M̃)
dM̃dM

+

∫
ΩM

n∑
j=1

ŷ(M)Jj − yjĴ(M)

ctD(M,Mj)
dM ,

(B.1)

Aplicando a regra de quadratura de Gauss-Christoffel dada pela Equação 3.2

com o subsequente uso da propriedade da função δD definido pela Equação 3.3, a

seguinte Equação é apresentada nesta referência:

ct

m∑
i=1

dpi =
m∑
i=1

m∑
k=1
k 6=i

ypiJpk − ypkJpi
D(Mpi ,Mpk)

+
m∑
i=1

n∑
j=1

ypiJj − yjJpi
D(Mpi ,Mj)

. (B.2)

Os termos dentro dos somatórios no ı́ndice i podem ser agrupados resultando

em:
m∑
i=1

ctdpi − m∑
k=1
k 6=i

ypiJpk − ypkJpi
D(Mpi ,Mpk)

−
n∑
j=1

ypiJj − yjJpi
D(Mpi ,Mj)


︸ ︷︷ ︸

Api

= 0 . (B.3)
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A solução apresentada no estudo de JATOBÁ [3] consiste na solução trivial para

a Equação B.3, que é obtida ao se considerar que todos os termos do somatório são

identicamente nulos, i.e. Api = 0 , i = 1, . . . ,m. Neste caso:

ctdpi =
m∑
k=1
k 6=i

ypiJpk − ypkJpi
D(Mpi ,Mpk)

+
n∑
j=1

ypiJj − yjJpi
D(Mpi ,Mj)

, i = 1, . . . ,m . (B.4)

As equações para as espécies qúımicas conhecidas da mistura semi-cont́ınua são

obtidas ao se aplicar a regra de quadratura e as propriedades da função δD a Equação

2.62. O resultado apresentado pela autora é:

ctdi =
m∑
k=1

yiJpk − ypkJi
D(Mi,Mpk)

+
n∑
j=1
j 6=i

yiJj − yjJi
D(Mi,Mj)

, i = 1, . . . , n . (B.5)

Portanto, nota-se que a solução apresentada no trabalho de JATOBÁ [3] corres-

ponde a uma formulação simplificada para o cálculo dos fluxos difusivos das espécies

e pseudo-componentes de uma mistura semi-cont́ınua, que é obtida ao se considerar

a solução trivial das equações resultantes da discretização do momento de ordem 0

(zero) das equações de Maxwell-Stefan do componente cont́ınuo. Essa simplificação

justifica a baixa acurácia dos resultados apresentados neste trabalho com este mo-

delo.
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[92] FERZIGER, J. H., PERIĆ, M. Computational Methods for Fluid Dynamics.

2nd edition ed. Germany, Springer, 1997.

[93] PATANKAR, S. V. Numerical heat transfer and fluid flow. Hemisphere Pu-

blishing Corporation, 1981.

[94] HIRSCH, C. Numerical computation of internal and external flows. John Wiley

& Sons, 1991.

[95] VERSTEEG, H. K., MALALASEKERA, W. Computational Fluid Dynamics.

Longman Scientific & Technical, 2005.

[96] SECCHI, A. R. DASSLC. User Manual. GIMSCOP. Departamento de En-
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