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Resumo da Dissertacao apresentada a COPPE/UFRJ como parte dos requisitos

necessarios para a obtengao do grau de Mestre em Ciéncias (M.Sc.)

PRECONDICIONADOR MULTIESCALA APLICADO A GEOMECANICA

Mateus Oliveira de Figueiredo

Abril /2019

Orientadores: Nelson Maculan Filho

Luiz Mariano Paes de Carvalho Filho

Programa: Engenharia de Sistemas e Computagao

Apresenta-se, nesta dissertacdo, uma aplicacdo do método mutiescala para o
problema Geomecanico de Elasticidade linear. A aplicacao consiste em utilizar um
precondicionador multiescala junto com um precondicionador no espago fino para
reduzir o nimero de iteragoes de solvers lineares como o Gradiente Conjugado e
Bicgstab. Os resultados mostram comparagoes entre a utilizagao de precondiciona-
dores acoplados de maneira aditiva e de forma multiplicativa mostrando que, em
casos que o engrossamento é suficientemente alto, a reducao da complexidade do
aditivo pode trazer ganho nos tempos de solucao. Além disso, é mostrada uma
comparagao com o solver multigrid sendo ambos os solvers utilizados como precon-

dicionadores para o Gradiente Conjugado.
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Abstract of Dissertation presented to COPPE/UFRJ as a partial fulfillment of the

requirements for the degree of Master of Science (M.Sc.)

MULTISCALE PRECONDITIONER APPLIED TO GEOMECHANICS

Mateus Oliveira de Figueiredo

April /2019

Advisors: Nelson Maculan Filho

Luiz Mariano Paes de Carvalho Filho

Department: Systems Engineering and Computer Science

In this work, we present an application of the multiscale method for the Geome-
chanical problem of linear elasticity. The application consists of using a multiscale
preconditioner with a fine space preconditioner to reduce the number of iterations of
linear solvers such as Conjugate Gradient and Bicgstab. The results show compar-
isons between the use of additive and multiplicative coupled preconditioners showing
that, in cases where the coarsening is sufficiently high, the lower complexity of the
additive can speed up the solution process. In addition, a comparison with a multi-

grid solver is shown, both being used as preconditioners for the Conjugate Gradient.
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Capitulo 1

Introducao

Geomecanica é o estudo das deformagoes e tensoes em solos e rochas. Esse estudo se
torna de extrema importancia para a explotacao de campos de petréleo de maneira
segura e mais eficiente. De acordo com ZOBACK [2], os estudos de tensdes sao

importantes, pois:

e Falhas em pocos ocorrem por conta de tensoes concentradas ao redor da cir-

cunferéncia dos pogos.

e Falhas geoldgicas vao deslizar dependendo das tensoes e da sua resisténcia a

fricgao.

e Deplecoes do reservatério causam mudancas nas tensoes in-situ que podem ser

maléficas ou benéficas para a producao.

Além disso, deformacoes na rocha devido a producao causam subsidéncia do
leito marinho que podem tanto causar problemas ambientais como danificar equi-
pamentos de sub-superficie. Injecao demasiada de dgua pode reativar falhas ou
provocar fraturas na rocha capeadora fazendo com que acontecam exsudacoes de
6leo na superficie. Assim, fica claro que os estudos de geomecanica sao importantes
para uma melhor producao do campo, reducao de custos de explotacao e também
para uma operacao mais segura. E para a realizagao desses estudos ¢ importante a
utilizacao de simulacoes geomecanicas capazes de representar a realidade a fim de
evitar problemas no campo.

Os modelos geomecanicos, diferentemente dos modelos de fluxo de reservatorio,
estao interessados em fendomenos que ocorrem em regioes que sao nao reservatério
como os exemplos de subsidéncia e tensoes ao longo da trajetoria do pogo do
paragrafo anterior. Assim, os modelos necessitam de um dominio de simulagao
maior que o das simulagoes de fluxo, contendo regides de rochas adjacentes ao re-
servatorio. A Figura mostra uma secao de um modelo geomecanico em trés

dimensoes. Os elementos pintados de azul sao relacionados ao reservatério. Pode-se



ver que este corresponde a uma pequena parte do modelo, isso faz com que o niimero
de elementos dos modelos seja grande, tornando necessarias técnicas numéricas e de
computacao de alto desempenho com boa performance, para que as simulagoes pos-

sam ser realizadas em tempo viavel.

Figura 1.1: Corte vertical de modelo geomecanico 3D. Células em azul representam
o reservatorio.

Em geral, os simuladores gastam a maior parte do tempo resolvendo sistemas
lineares e, portanto, melhorias realizadas nos solvers sao bastante impactantes nos
tempos das simulacoes. Tendo isso em vista, essa dissertacao tem como intuito ava-
liar um precondicionador multiescala para reduzir o nimero de iteragoes de solver
lineares de Krylov, em particular, para o Gradiente Conjugado e o Bicgstab. Ela
é organizada da seguinte forma: no Capitulo [2| sao apresentadas as equagoes que
regem os fenomenos geomecanicos; no Capitulo |3 é apresentada a discretizacao re-
alizada nas equacoes do capitulo anterior através do método dos elementos finitos,
chegando a um sistema linear; no Capitulo [4] sdo apresentadas estruturas de dados
para matrizes esparsas e métodos para solucao de sistemas lineares, no Capitulo [5| é
apresentado o método multiescala e como ele pode ser utilizado como precondiciona-
dor para acelerar métodos iterativos de solugao dos sistemas lineares; no Capitulo [0]
sao apresentados detalhes da implementacao realizada nesse trabalho e; no Capitulo
[7 sdo apresentados os experimentos numéricos, onde se destacam a comparagao en-
tre precondicionador aditivo e multiplicativo e comparacao com o método multigrid;
no Capitulo [§ sdo apresentadas as conclusoes da dissertacao e; o Apéndice [A] apre-
sentam os grids dos reservatorios utilizados nas execucoes e; finalmente, o Apéndice

apresentam os parametros utilizados no PyAmg utilizados para a comparacao.



Capitulo 2
Modelagem Matematica

Nesse capitulo, serao apresentados as equacgOes que regem os fendomenos geo-
mecanicos. O primeiro trabalho famoso na modelagem de tensoes no solo é Terzaghi
que desenvolveu a teoria para uma dimensao. Mais tarde, Biot generalizou essa
teoria para trés dimensoes e essas sao as equagoes que serao apresentadas. Detalhes
das duas teorias podem ser encontradas em VERRUILJT [I]. Como o intuito do
trabalho ¢é avaliar o método multiescala aplicado para matrizes dessa natureza, o
caso aqui considerado serda o de elasticidade linear onde a rocha nao é tensionada

até que apresente falhas.

2.1 Tensor de Tensoes

Para representar a tensao total em um ponto da rocha, é utilizado um tensor de
tensoes de segunda ordem como mostra ([2.1]).

Oxx Oxy Oxz

o= (2.1)

Oyz Oyy Oyz
Ozz Ozy Oz

O primeiro subscrito do tensor representa a face que a tensao estd sendo apli-
cada, enquanto o segundo representa a direcao da tensao. A Figura mostra as
componentes com o com primeiro subscrito x.

Ao aplicar a condicao de equilibrio do momento, chega-se a conclusao que o, =
Oyz, Ogz = Oup € Oy; = 0,,. Dessa maneira, para a representagao desse tensor, sao
necessarios guardar apenas seis valores. Pode-se considerar entao a tensao como o
vetor apresentado essa notacao é chamada de notagao de Voigt e é a bastante
utilizada nas implementacoes de elementos finitos, por exemplo, nas formulacoes

apresentadas por HUGHES [4] e FISH e BELYTSCHKO [5].



Figura 2.1: Tensoes o, representadas graficamente.

T _
o = [Uxx Uyy Oz Oxy Ozz Uyz] (22)

2.2 Teoria da Consolidacao

Para um certo elemento de volume AxAyAz pode-se escrever as equagoes de
equilibrio para cada uma dessas dire¢oes. A Figura [2.2] apresenta todas as tensoes

relativas a direcao x.

y
O'yx + O'y

,,,,, Ozx,

Opy ————1+ «—— Oux + A0y
O, + DO,
X

——————————— >

Jyx

Figura 2.2: Tensoes na diregao x (o) representadas graficamente. Adaptado de [I].

As forgas atuantes no cubo sao calculadas a partir da tensao multiplicada pela
area de atuacao. Sobre o valor f;, ele, juntamente com os termos f, e f, sao termos
gravitacionais e representam a for¢a peso do volume AxAyAz. Como apresentado
em GAI [6], £ = [ps(1 — @) + &(poSo + puwSw + pgSy)]8 onde ¢ é a porosidade, S,, Sy,
e S, as saturagoes de 6leo, dgua e gas e p,, pw, Py, Ps as densidades do dleo, dgua,
gés e rocha e g o vetor gravidade. O termo gravitacional serd considerado constante
ao longo da simulagao, fazendo com que as modificagoes no equilibrio sejam apenas
relativas a mudanga de pressao.

O equilibrio de forgas na dire¢ao x pode ser escrito como apresentado em ((2.3).



(Opz — Opw — DO ) AYAZ 4 (0 — Oy — Aoy, ) AxAz+
+ (020 — 02 — A0 ) AzAy + fLAZAYyAZz =0 (2.3)

Ao AyAz + Aoy, AzAz + Ao, AxAy — fAxzAyAz =0 (2.4)

Dividindo todos os termos por AzAyAz.

Aoy Aoy, Ao,
+ +

Y - 2.
Ax Ay Az fo =0 (25)
Fazendo Az — 0, Ay - 0e Az =0
004, 00y 00,
—f,=0 2.6
ox + dy + 0z J (26)

Analogamente, para as diregoes y e z pode-se encontrar a equacao de equilibrio
também, montando o sistema ([2.7]).

003z 8091 002z _ —
Oz + Ay + Oz fz -
00y OTyy 00y o
oz + Oy + Oz fy =0 (27)

8012 8Uyz 8022 _ —
Ox + Oy + Oz fz -

As tensoes apresentadas em sao as tensoes totais que atuam no cubo in-
finitesimal. Acontece que, como mostra a Figura [2.3] os reservatérios de petréleo
possuem fluido no volume poroso da rocha (6leo, dgua e gés) e, portanto, parte da
tensao total sera suportada pelo fluido e parte sera suportada pelos graos da rocha.
Como o fluido nao oferece resisténcia ao cisalhamento, ele suporta apenas a parte

das tensoes 0., 0yy € 0.

Oyy + Aayy

Oyxx Oxx + Ao-xx
-

Tayy

Figura 2.3: Representacao de meio poroso. Graos amarelos representando a matriz
da rocha e fluido representado pela cor azul.

Conforme mostrado pela teoria da consolidacao de poroelasticidade, desenvolvida



por Biot para trés dimensoes, a tensao efetiva na rocha (6”) e a tensdo total sdo
relacionadas por (2.8]), conforme mostrado em ZOBACK [2].

ol = 0yp — b,

rr

Oy = Oyy — B, (2.8)

o), =0, —abP,

zz

Onde o7, 0,, e 0., sdo as tensoes efetivas, a é o coeficiente de Biot e P, a
pressao de poros. O coeficiente de Biot representa o quanto a pressao de poros do
fluido suporta a tensao total na rocha e estd no intervalo a € [0, 1].

As equagoes podem ser reescritas como substituindo as tensoes totais

(o) pela tensoes efetivas na rocha (a”).

80';’@ + ayx _'_ 8 8aPp fz’ -0
6 // oo a
zy + ayy + 8 8 PP fy =0 (29)

o dcl, 6aPp
8:5 + 8y =+ az fZ—O

Ou ainda, escrevendo (2.9)) utilizando os operadores divergente, gradiente e f7 =
[fx fy fz] pode-se chegar em (2.10).

V-6"-V-olP,—f=0 (2.10)

Por motivos de implementagao mais eficiente, menor uso de memoria e utilizagao
de operagoes mais simples (multiplicagao de matrizes por vetores), a Equagao ([2.10)

pode ser escrita na notacao de Voigt considerando as defini¢oes conforme ([2.12)).

Vie" —ViaemP, —f =0 (2.11)
Onde,
Ea 1] (20 0]
)
O-?IJ/ZJ f 1 0 a_y O
o v 1 0o 0 Z
0.// — j«'/z ; f — fy ; m = , VS — o o 0z (212>
ny 0 9 or O
Iz y
ar, 0 % 0 8%
a 9
_O-;//z_ _0_ L 0 52 @_

2.2.1 Relacoes Constitutivas

A Equagao (2.11)) apresenta o equilibrio em funcao das tensées. Porém, pelo grande
nimero de variaveis dessa equagao, ¢ necessario colocar em funcao das variaveis
de deslocamento para que seja possivel resolve-la. O campo de deslocamentos seréd

representado pela varidvel u = [u, wu, u,]’. A deformagao (€) se relaciona com o



deslocamento de acordo com ([2.13)).

e=Vsu (2.13)

J& a relacao entre a deformacao e as tensoes é definida como relacao constitutiva
de acordo com ZOBACK [2]. Diferentes tipos de relagoes constitutivas podem ser
utilizadas para representar essa relagao entre tensao e deformagao. A Figura[2.4mos-
tra dados de um teste tipico de tensao-deformacao em uma rocha bem cimentada.
Nesse caso, é importante notar que existe um comportamento linear dominante na
parte central do grafico antes da falha. Essa regiao onde as deformacoes e tensoes

se relacionam linearmente é chamada de eldstica, e serda a regiao de estudo desse
trabalho.

50 4 === Elastico
+ Falha

40 4

w
S
L

Tensdo(MPa)
W
Q
L

10 A

T T T T T T T T
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 125 1.50 175
Deformagao le—4

Figura 2.4: Teste de laboratoério tensao-deformacgao para uma rocha bem cimentada.

Adaptada de ZOBACK [2].

Para o caso de elasticidade linear, a relacao entre tensoes e deformagcao é dada
por uma forma simples que ¢é a Lei de Hooke Generalizada apresentada em ([2.14)).

Essa equacao é a mesma que apresentada a para estudos de mecanica dos sélidos
classicos.

0" = De (2.14)
(1-v 0 0|
v 1—w 0 0
E 1-— o 0 0
D= v v (2.15)
(I+v)(1=2v) | 0 0 0 =2 0 0
0 0 0 0 =2 0
|0 0 0 0 0



onde, £ é o médulo de Young e v o médulo de Poisson da rocha.
A EDP da equacao (2.11)) pode entao ser escrita em funcao dos deslocamentos,

inserindo (2.13) e (2.14) em ([2.11]).

ViDVgsu— ViamP, —f =0 (2.16)

Essa forma sera a utilizada junto dos métodos do elementos finitos para cons-
trugao de um simulador para regime permanente de geomecanica em duas dimensoes.
Ao se passar (2.16]) de trés dimensoes para duas existem duas abordagens possiveis:

tensao plana ou deformacao plana. As matrizes de elasticidade sao apresentadas

respectivamente em (2.17)) e (2.18]).

= (1 v 0
Dstress - 1— 02 v 1 0 (217)
0 0
g [1—o v 0
Dstrain = v 1—wv 0 (218)
14+v)(1—-2v
(1+v)( ) B 0

De acordo com FISH e BELYTSCHKO [5], a condi¢ao de deformagcao plana é
melhor aplicada quando o elemento é grosso em relagao ao plano xy , que é o caso
dos reservatérios de petréleo com os mesmos eixos definidos na Figura 2.2l Dessa
forma, artigos como [3], [7] e [§] utilizam a hip6tese de deformagao plana que é a
mesma utilizada nessa dissertacao. Os operadores e vetores podem ser redefinidos

para os mostrados em ([2.19)).

O I 1 % 0

o' = |0/ ; = [ m] ;s m= |1| ; Vg= 10 a% ;o ou= [%] (2.19)
0 9 9
oy Oz

Além de , sao necessarias as condigoes de contorno para que o problema
fique totalmente definido. Existem dois principais tipos de condi¢cao de contorno a
de Dirichlet, onde o deslocamento da fronteira é prescrito e condi¢ao de contorno de
Neumann, onde a tensao normal a fronteira é prescrita. Considerando 2 o dominio
em que esta sendo resolvido o problema e I' = 0f) a fronteira do dominio, pode-
se dividi-la em duas partes I'y e 'y, onde I', UT, =T, I', NI, = (), que possuem

condicao de Dirichlet e Neumann respectivamente. O problema fica entao totalmente

definido em ([2.20)).



u=1u,em [, (2.20)

7 2 Y 7 7 Y
[Um %y] n=t, [ny ayy] n=t, eml,

onde, n representa o vetor normal a I', u € R? e t = [t, {,]. O problema (2.20)
pode ser descrito mais genericamente com regioes da fronteira onde uma condicao
de contorno de Dirichlet é aplicada apenas ao campo u, ou u, enquanto o outro

campo tem condicao de Neumann. Esse exemplo mais geral pode ser encontrado
em HUGHES [4].



Capitulo 3

Discretizacao

3.1 Modelagem pelo Método dos Elementos Fini-

tos

Em posse de , é necessario um método numérico para encontrar sua solugao. O
método utilizado nesse trabalho é o dos Elementos Finitos que ird transformar
em um sistema linear. De acordo com [5], 0 método dos Elementos finitos é bastante
difundido, ele é utilizado, por exemplo, em andlise de tensoes, transferéncia de calor,
escoamento de fluido e eletromagnetismo. Em particular, a parte de andlise de

tensoes e escoamento de fluido sao importantes para a Engenharia de Reservatorios.

3.1.1 Formulacao Fraca

O primeiro passo para utilizar o método dos elementos finitos é chegar na formulagao
fraca de (2.20). As referéncias [4] e [5] mostram a dedugdo para chegar em e
provam também a equivaléncia dela para a forma original (chamada de forma forte)
com excecao do termo relacionado a pressao de poros, pois tratam do problema
classico de elasticidade linear. A forma fraca com esse termo pode ser encontrado
em LEWIS e SCHREFLER [9]. O termo relativo ao peso foi removido, pois as
analises dessa dissertagao serem relativas as mudancas no equilibrio por conta da
variacao da pressao de poros. A notagao utilizada aqui é baseada em [3], para manter

a coeréncia com o Capitulo [f

Encontrar u € §(12) tal que

/(VSW)TDVSu ds) —/ wltdl = /(VSW)TmPp Q) Yw e V(Q)
I's
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Com conjunto de teste V() = {w|w € H'(Q)* , w = 0 em I',} e conjunto de
avaliacao igual a S(Q) = {ulu € H(Q)?,u = em I',}. Onde H'(Q) representa o

espago de Sobolev de grau um.

3.1.2 Divisao do dominio

O dominio do problema sera dividido em uma quantidade finita de elementos, o
conjunto desses elementos serd chamado de 7". A particdo do dominio seré realizada
em elementos quadrildteros e seus vértices sao denominados noés. A Figura |3.1

mostra um exemplo dessa divisao para um determinado dominio.

1
)

Tf
T

AN IR

Figura 3.1: Exemplo de dominio/reservatério dividido em quadrildteros.

Dadas a forma fraca definida em e funcoes de forma N! para i =
1,2,3,...,n" + nl onde n” representa a quantidade de graus de liberdade e n!
estda relacionado com os graus de liberdade que cairam em condigoes de con-
torno de Dirichlet, pode-se encontrar uma solugao aproximada pelo método de
elementos finitos de Galerkin. O método consiste em procurar solucdo nao mais
para w € V(2) e u € S§(2), mas em encontrar uma solu¢do aproximada onde

wh € V" = span{N"|i = 1,2,...,n"} e u é da forma aproximada mostrada em (3.2).

nl nl
u(x) =Y NIl + ) NI, .d} (3.2)

i=1 =1
Onde cada d! representa um grau de liberdade associado a um né que, a principio,

tem dois graus de liberdade, um para a direcao x e outro para a direcao y, a menos dos

11



nos que estao em fronteiras com condicao de contorno de Dirichlet. Nesse caso, os nds
terdo associados valores d! iguais ao valor especificado pela condicdo para garantir
que elas sejam satisfeitas. E importante perceber que, com essas aproximacoes, a
busca da solucao esta sendo realizada em espacgos de dimensao finita, diferentemente
da forma fraca original onde os espacos V(2) e S(2) sao infinitos.

Com isso pode-se chegar na forma fraca aproximada . Caso a solugao do

problema original pertenca a V" a soluco exata ainda serd encontrada pelo método.

/ (Vsw")IDVgsu" dQ) = / w tdl + / (Vsw")TmP,dQ vYw" e V' (3.3)
Fa

A Equagao (3.2)) também pode ser reescrita utilizando vetores,

u?(x) = NPd" + Nhd" (3.4)
onde
NP = [N}, NS, .. N, ]
NP =[NPy NPy e Ny

d = [d,d5, ..., dn]"

d=[d},dy,...d"]"

As fungoes N? : Q0 — R? em uma abordagem classica de elementos finitos,
sao da forma [N 0]" para um grau de liberdade z e [0 N[; |7 para um grau de
liberdade y, portanto, um grau de liberdade x nao ¢é utilizado para interpolar o valor
do campo u,(z,y) e vice-versa. Além disso, para um né com graus de liberdade d
para X e d;-l para y, tem-se NZ-}; = NJZ que, de acordo com [5] é a forma mais usual.
As funcgoes Ni}; e N ]’Z sao tais que assumem valor um no seu né correspondente e
possuem valor zero em todos os outros nds, mais especificamente, o suporte dessas
fungoes sao apenas os elementos que possuem o né correspondente como vértice e
sao bilineares em cada um desses elementos (bilineares por partes). A Figura
mostra a numeracao dos nés em uma malha 3 x 3 enquanto a Figura apresenta
a numeracao das fungoes N” considerando condigoes de Dirichlet na borda inferior.
Exemplos das funcoes sao apresentadas na Figura (3.3l Um detalhe importante é
que as funcoes de forma que serao utilizadas no método multiescala, apresentadas

no Capitulo |5, nao possuem a propriedade de uma de suas componentes ser nula.
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13 — 14 — 15 — 16 17,18 — 19,20 — 21,22 - 23,24

9 — 10 — 11 — 12 910 - 11,12 - 13,14 - 15,16

5 6 7 8 12 — 34 — 56 — 7,8

1 2 3 4 25,26 — 27,28 — 29,30 — 31,32
(a) Numeragdo global dos nés em ma- (b) Numeracio das fungoes de forma N[
lha 3 x 3. Marcados de vermelho o né Azul as fungoes de forma relativa a condigao
6 e seus adjacentes. de contorno de Dirichlet

Figura 3.2: Numeracao dos nos e das fungoes de base. Para numeracao das fungoes
de base foi considerada a borda inferior com condicao de Dirichlet nas diregoes x e

y.

3.1.3 Construgao do sistema linear

E importante perceber que as varidveis a serem descobertas sao as do vetor d”, dado
que as entradas de d” j4 estdo definidas pelos valores da fronteira. Os valores de d”
sao encontrados a partir da solucao de um sistema linear.

Para obter um sistema linear, pode-se substituir w” por cada uma das funcoes
N” para i =1,2,3,...,n" em . Seguem abaixo os célculos substituindo w” por

N? e u” por (3.4).

/ (VsNYTDVg(NRd" + NPd") d) = / Ntdl’ + / (VsNIYTmP,dQ  (3.5)
s
Q Q

/ (VsNIYTDVgNPA" d) = | N'tdT+ / (VsNHY'mP, dQ— / (VsNHYTDVgNRA" dQ

s

/ (VsNH)TDVgN? d0d" = / NIdl+ / (VsN"YTmP, dQ— / (VsNH)TDVgN" dQd”
T's
Q

’ ’ (3.6)

Definindo,
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h h h
a) Ng, ou Nmy b) N5, ou N14y
1.0
0.8
0.6
04
0.2
u .
1o
N27q« ou stJ NSlac ou N32y

Figura 3.3: Graficos das fungoes de forma para um grid 3x3. Foi considerada a
mesma numeragao apresentada na Figura 3.2(b)|

K" = /(VSN?)TDVSN? ds (3.7)

Q

('], = / Ntdl" + / (VsNHYTmP, dQ — / (VsNMT DV NP a0d” (3.8)
FU

Q Q

A parcela da integral do lado esquerdo pode ser reescrita como:

/ (VsNITDVNPdQ = [K'y (KMo .. KMo = K" (3.9)
Q

e entao chegar em (13.10)).

[K",.d"=[f";, V i=1,.,n" (3.10)



Finalmente, substituindo i = 1,2, ..., n" pode-se encontrar o sistema linear ([3.11)).

K"d" = t" (3.11)

onde as entradas de K" sao definidas por (3.7). A solugdo do sistema tem como
resultado os valores de cada um dos graus de liberdade d e, portanto, é possivel
encontrar a aproximaciao dos deslocamentos com (3.2]). Sobre a matriz K", ela

satisfaz as seguintes propriedades:

e A matriz é simétrica, pois, como D é simétrica:

K", =

2]

(K"ij)" (3.12)
((VsN})T"DVgN!)T dQ (3.13)

—~

(VsN!TDT((VsNHT)T dQ2 (3.14)

(VsN")'D(VsNY) d (3.15)

I
D O O

K" (3.16)

e A matriz é esparsa. Pois cada uma das funcoes de forma é nao nula apenas nos
elementos em que aquele n6 é vértice e, portanto, a interseccao dos suportes
de N e N/ é ndo vazia somente se estiverem associadas a vértices que estao
em um mesmo elemento. No caso de uma malha de quadrilateros, cada funcao

de forma é nao nula em quatro elementos apenas.

e A matriz é positiva definida. A prova desse fato é encontrada em [4], que mos-
tra que esse propriedade depende da relacao constitutiva ser também positiva
definida.

Ainda sobre a esparsidade da matriz de rigidez em um grid com quadrilateros,
cada funcao de base de um né (a menos de nés de fronteira) tem conexao com nove
nos, contando com ele mesmo. Como mostra a Figura o n6 6 tem conexoes
com os nés [1,2,3,5,6,7,9,10,11]. Considerando a simplificacao que cada né possui
os dois graus de liberdade isso implica em duas linhas correspondentes na matriz
de rigidez, e cada linha possui 2 x 9 = 18 valores nao nulos, portanto, cada né
tem 2 x 18 = 36 nao zeros associados na matriz, o que leva a uma aproximagao
para o nimero de nao nulos da matriz de nnzgr = 36n,4. Como sera mostrado

no Capitulo 4] a matriz terd que utilizar alguma estrutura de matriz esparsa, pois
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caso fosse alocada densa a quantidade de valores alocados seria aproximadamente
(2 X npgs)? que tem ordem quadrética com o ntimero de nés e limitaria rapidamente
o tamanho dos modelos simulados.

Apesar de ter sido mostrado explicitamente quanto vale cada entrada em a
montagem da matriz nao é feita dessa forma. As integrais que aparecem no dominio

2 serdo divididas em cada um dos elementos passando da forma ([3.17)) para (3.18]).

(VsNITDVN!  (VsNYTDVGNE ... (VsNI)TDVgNY,
Kh—/ (VsNOTDVsNP  (VsNB)TDVgNE L. (VSNS)TDVSNZZ 0
(VsN.,)"DVsN}  (VsNL,)"DVsN ... (VsN},)"DVsN,
(3.17)
(VsNYTDVNE  (VsNYTDVGNE .. (VgNI)TDVgN®,
Kh—Z/ (VSNQ)TDVSN}{ (VSNQ)TDVSNS (VSNS)TDVSNZZ IO
eeth e E
(VsNE,)TDVsNY (VsN2)'DVsNG ... (VsNP,)"DVsN?,
(3.18)

Cada parcela da somatério dos elementos em ([3.18)) é uma integral no dominio
Q¢ de algum elemento e, portanto, apenas 8 func¢oes de forma sao nao zero em €2°.
Entao, apenas 8 x 8 = 64 valores sao diferentes de zero em cada uma das matrizes
do somatorio. Assim, esse valores podem ser condensados em uma matriz menor

8 X 8 com uma numeragao local do elemento conforme mostrado em (3.19)).

(VsN$)TDeVsNS (VNS TDeVsNS ... (VsN$)TDVgNg
K¢ _/ (VsNS)TDVsNS  (VsNS)TDVgNG ... (VgNS)TDeVgNg J0r
(VSNE)TDGVSNﬁ (VSNg)TDeVSNS co (VsNg)TDeVSNg
(3.19)
Onde N¢,...,Ng representam uma numeracao local do elemento para as funcoes

N’ que sdo nao nulas nesse determinado elemento e D¢ a matriz de elasticidade

calculadas com as propriedades do elemento. E pode ser transformada em ({3.20)).

K¢ — / (V5[NENS .. NEJ)TD(Vg[NONS . NEJ) d0* (3.20)
Qe
Definindo,
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B® = V4[N¢NS. .. N (3.21)

A matriz de rigidez do elemento pode ser escrita como:

K¢ = / (B)"D*B* dQ° (3.22)
Qe
A montagem da matriz de rigidez pode ser feita calculando a matriz do elemento
e acumulando esses valores em suas respectivas posicoes globais. Abaixo, é

apresentado o algoritmo para montagem da matriz de rigidez global.

Algoritmo 1: MontagemMatrizRigidez

inicio

K"« 0

para elemento e € 7" faca

Calcule a matriz de rigidez do elemento K*
para Grau de liberdade i em e faga

para Grau de liberdade j em e faga
Acumule em K" o valor K*[i, j] na posicao global

correspondente
fim

fim
fim

fim

Algo que ainda precisa ser feito é mostrar como o calculo da matriz K¢ é realizado.
O primeiro passo é modificar a integral para um dominio onde ela pode ser mais
facilmente calculada, para isso, cada dominio €2¢ sera associado a um elemento
padrao Q¢ = [-1,1] x [~1,1] que é um elemento padrao em coordenadas £ e 7.
A Figura mostra a associagao entre os dois elementos.

No elemento padrao Q¢ as funcoes de forma bilineares associadas aos nés sao

facilmente definidas como apresentado em ((3.23)).

$1(&,m) = (1 =81 —n)
¢2(£777) = %(1 + 6)(1 - 77) (323)
¢3(§,m) = 7(1+&)(1+n)
da(&,m) = (1 =61 +n)

Um ponto de Q¢ é associado a um ponto em Q° através de uma associacio
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A T.]
N¢ N¢ bs 1 b3

N7 Ng

1 -1 b,

y [ NS N NS N |

X

Figura 3.4: Bijecao entre elemento Q¢ e Q¢

isoparamétrica de acordo com ([3.24)).

2(&m) = Yy Gl m)aty
y(&m) =0y Gal&mys

Onde 2 e y4 para A =1,2,3,4 sao as coordenadas dos vértices do elemento.

(3.24)

Com isso, as fungoes ¢ em ([3.23)) estao definidas implicitamente em fungao de «
e y. As fungoes de base N assumem exatamente os valores dessas funcgoes em um

dado elemento. Portanto, pode-se reescrever a matriz B¢ da seguinte forma:

B¢ — Vs [¢1 0 ¢ 0 @3 0 ¢4 O (3.25)

0 ¢ 0 ¢ 0 ¢3 0 ¢y

Assim é possivel realizar uma substituicao de variaveis na integral apresentada
em (|3.20)).

Ke — /(Be)TDeBe dQe

Qe
1 1

= / / (B9)'DB¢|J|dédn (3.26)
—-1J-1

Onde J representa o jacobiano

or oy
J=1% & (3.27)
o oy

A integral no dominio [—1, 1] x [—1, 1] pode ser calculada através da Quadratura
de Gauss que pode ser encontrada em [5]. O método consiste em trocar a integral por
um somatério ponderado por pesos w; em alguns pontos determinados da funcao,

chamados de pontos de integracao. A quantidade de pontos de integracao determina
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quao boa ¢é a aproximacao para o caso. Com n, pontos de integracao ¢ possivel
integrar exatamente um polinomio de tamanho 2n, — 1.
Com isso a integral pode ser aproximada pelo somatorio ([3.28]).
Tp

> (Vs[NiN5 ... NgJ) " D(Vs[N{Ng ... Ng)) [ [o=p, w; (3.28)

i=1
O célculo do jacobiano em um determinado ponto pode ser calculado derivando
(13.24])

oz 3¢A or __ 4 3¢A
i ZA 1 on ZA 1 Ty
dy __ 8Q5A dy __ 4 8¢A
o€ ZA 1 an =2 a1 o Ya

Além disso, para o calculo de B¢ é necessario calcular as derivadas de ¢4 em

(3.29)

relacao as coordenadas x e y. Isso implica na inversao da matriz do Jacobiano,

conforme mostrado abaixo.

¢t 9¢? 06> 091 ¢l 9¢°  99° 09!
oz oz oz or | _ o€ o€ o€ &
oo o2 o0 00t| = |06 0 05 05| (3.30)
oy dy dy dy on on an on
¢t 992  0¢° 99t ¢l 992 007 091
oz ox ox or | _ 11| 8¢ & o€ o€ (3 31)
as1 00 00* oet| — Y |ast gt 90 ost :
Oy oy dy oy on on on an

Com ([3.31]) é possivel calcular as derivadas das fungoes de forma em funcao das
coordenadas x e y. Feito isso, todos os termos da matriz B¢ podem ser obtidos

finalizando assim o calculo da matriz de rigidez do elemento.

3.1.4 Calculo da Carga por Diferenca de pressao

A Equacao (3.8), mostra cada valor do vetor de carga f. Trés termos aparecem nesse
caso: o primeiro relativo as condi¢oes de contorno de Neumann, o segundo relativo
a pressao de poros e o terceiro relativo as condigoes de contorno de Dirichlet. Nesse
trabalho, o segundo termo serd o de maior importancia, pois serao calculados os
deslocamentos no reservatério e rochas adjacentes em funcao de uma diferenca de
pressao causada pela producao do petrdleo e/ou injecdo de dgua. Devido a essas
duas acgoes, a pressao de poros do reservatorio ird variar gerando deformacoes e
variagao nas tensoes da rocha.

Assim, o cédlculo do lado direito sera realizado através do somatoério da contri-
buicao de cada elemento de forma analoga ao célculo da matriz de rigidez. Abaixo,
no calculo da contribuicao do elemento, serd considerado que o campo de pressoes
sera constante por elemento. Essa consideracao foi realizada, pois esses valores serao

recebidos de simuladores de fluxo que, geralmente, utilizam o método dos volumes

19



finitos e, portanto, calculam as pressoes nos elementos e nao nos nos.

<
n
Z

Fo — / P | aor, (3.32)

Qe

e N N N N N N
n
o JO® OO0 CId A~ WO N ~0

onde a“ e Py sao os valores do coeficiente de Biot e de pressao do elemento e em

questao. Assim, pode-se continuar o calculo de fe.

fe

I
—

ma®P¢ d = / (Vs [Nﬁ Ng .. N¢|)TmdQeaPt (3.33)

Qe Qe

O primeiro termo da equagao pode ser substituida por (3.25)).

°— [(vs

Qe

)T 1] a“ P dQe (3.34)
0 ¢ 0 ¢ 0 @3 0 ¢y

1
¢10¢20¢3o¢4o]
0

o0 () o] 0017

ox oy ox

0 P 9o 961

Oy oz dy

[élor) O¢2 02

ox 0 Jy 1 ox

e _ O¢2  O¢2 — Od2
fo — / 0 e 2l ly| gocacpr = / %2 | 4Qcac e (3.35)

e | |0 de |

O¢s Ods Ods

2 0 By o

0 0os 0us 005

L oy Oz | [ Oy

A férmula com a carga final utilizada é apresentada (3.35)). Procedimento similar
ao feito para a matriz de rigidez tem que ser feito para o calculo dos valores: Mudanca

de varidveis para elemento padrao €f. substituicio da integral por um somatério
) 3

20



através da Quadratura de Gauss e calculo da derivada das fungoes de forma no

sistema de coordenadas x, y.

3.1.5 Condicoes de Contorno

As condicoes de contorno do problema ja foram incorporadas no problema através
do lado direito do sistema em (3.8)), porém existem alternativas que, dependendo
do caso, podem ser melhores para incorporar as condi¢oes de contorno ao problema.
Sao apresentados aqui outras duas maneiras. As duas consistem de, ao invés de
remover os graus de liberdade referentes as condicoes de Dirichlet, adicionéd-los na
matriz de rigidez e forcar junto do lado direito que tenham o valor imposto pela
condicao de contorno. Com isso, a matriz de rigidez tera sempre o mesmo tamanho
igual a 2 X nggs. A apresenta como a condi¢ao de contorno pode ser adicionada

a matriz, onde o valor B representa um valor muito maior que os outros valores da

linha.
d d
4 b
d" = B ... (VsNI, )TDVeNE ... Vd," By

dh — (VSNg")TDVSNi’i,,,+1 (VsNMHIDVgNE | dh fi

(3.36)
onde 1, representa o valor imposto pela condigao de Dirichlet e f! representa o termo
de sem o termo da condicao de Dirichlet presente.

Dessa forma, a primeira equacio quando resolvida mostra Bd} = B, — di =
1, j4 a equacao relativa ao grau de liberdade d” ters o lado direito f/ complementada
com o valor do lado esquerdo d’(VsN") 7DV gN” . (marcado em vermelho) ficando
equivalente a novamente.

Uma variante dessa versdo é zerar toda a linha relativa & d? com exce¢io da
diagonal principal que tera valor um, conforme mostrado em . Esse caso tem
a desvantagem de remover a simetria da matriz. Os dois métodos foram implemen-

tados nessa dissertacao.
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Capitulo 4
Solucao de Sistemas Lineares

Nesse capitulo, serao mostrados as técnicas utilizadas para a solucao dos sistemas
lineares gerados a partir da discretizagdo apresentada no Capitulo[3] Nas simulagoes
reais de geomecanica, a quantidade de células pode chegar a centenas de milhoes
de elementos de forma que métodos efetivos de estruturas de dados e algoritmos
sa0 necessarios para que a resolucao seja possivel. A Secao 4.1 apresenta uma breve
discussao sobre as estruturas de dados para armazenamento das matrizes, a Secao 4.2
apresenta alguns métodos de solugao de sistemas esparsos, enquanto que a Secao 4.3

apresenta a fatoracao LU.

4.1 Estruturas de Dados para Matrizes Esparsas

Conforme mostrado no Capitulo , a quantidade de nao zeros da matriz (nnz) é
O(nuss), enquanto a quantidade total de entradas da matriz é da ordem de O(n?,).
Dessa forma, é necessario utilizar uma estrutura de dados que seja capaz de arma-
zenar apenas os nao zeros para tornar a implementacao mais eficiente. Uma ideia
simples para guardar esse tipo de matriz consiste em guardar para cada elemento
nao zero seu valor, sua linha e sua coluna. Esse formato é chamado de Coordinate
Format (COO) mostrado em SAAD [I0]. Trés vetores sdo necessarios para guardar

os valores:

e JR: vetor que guarda a linha de cada entrada (Tamanho nnz)
e JC: vetor que guarda a coluna de cada entrada (Tamanho nnz)

e AA: vetor que guarda os valores das entrada (Tamanho nnz)

Por exemplo a matriz,
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(4.1)

oS O W o=
S O = O
o N O N
o O ot O

Tem como vetores associados na sua representacao COO os mostrados abaixo:

e JR=112223344
e JC=131242334

e AA=123456789

E importante perceber que nesse formato, as entradas da matriz podem ser
escritas em qualquer ordem. Porém, no exemplo acima, elas estao ordenadas por
linha e pode-se notar que o vetor JR apresenta uma série de valores repetidos. Para
tirar proveito dessa repeticao, existe outro formato chamado Compressed Sparse
Row Format (CSR) onde o vetor associado as linhas JR é substituido por um vetor
IA que é um ponteiro para o vetor de colunas com o inicio de cada uma das linhas.

Para a matriz acima, tem-se:

e A linha 1 é a primeira e, portanto, [A(1) = 1

e A linha 2 comega a partir do elemento 3 do vetor AA e, portanto, [A(2) = 3
e A linha 3 comeca a partir do elemento 5 do vetor AA e, portanto, IA(3) = 6

e A linha 4 comeca a partir do elemento 7 do vetor AA e, portanto, IA(4) = 8

E adicionado ainda um valor a mais ao vetor IA que guarda a quantidade de
nnz+1. No exemplo acima, esse valor é IA(5) = 10. Com isso é possivel saber as
entradas de determinada linha ¢ olhando para as posigoes [A(i) a IA(i+1)-1 do vetor
AA e as respectivas colunas em JC. Os valores dos vetores CSR da matriz entao

ficam:

e [A=136810
e JC=131242334

e AA=123456789

De acordo com SAAD [10], o formato CSR é provavelmente o mais comum para
guardar matrizes esparsas e costuma ser a porta de entrada de estrutura de dados
para matrizes esparsas. Nesse trabalho, a implementacao é feita utilizando esse tipo

de estrutura de dados conforme serd mostrado no Capitulo [6]
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Uma operagao particularmente importante com matrizes é a multiplicacao matriz
vetor y = Ax. No contexto dessa dissertacao, ela é importante para aplicar o
operadores de prolongamento e restricao apresentados no Capitulo |5 e também nos
métodos iterativos de solugao de sistemas lineares: Gradiente Conjugado (CG) e
Bicgstab. O Algoritmo [2] apresenta a multiplicagdo matriz vetor utilizando uma

matriz CSR representada pelos vetores IA, JC, AA pelo vetor x.

Algoritmo 2: y = MultMatrizVetor(IA(n+1), JC(nnz), AA(nnz), x(n))

inicio
y<+< 0
para row € {1, 2, 3, ..., n} faga

para j € {IA(row), ..., IA(row+1)-1} faga
col < JC(j)

y(row) < y(row) + AA(j) x x(col)
fim

fim

fim

Nesse algoritmo, é importante perceber que a variavel j ird assumir valores de 1 a
IA(n+1)-1 e, como IA(n+1)=nnz+ 1, a multiplicacao tem complexidade O(nnz). O
CSR entao, além de necessitar de menos memoria para armazenar a matriz, também
tem a vantagem de fazer operacoes de multiplicacao mais eficientemente visto que

a complexidade seria O(n?) caso a matriz fosse armazenada densa.

4.2 Solucao de Sistemas Esparsos

Nessa secao serao apresentados alguns métodos para solucao de sistemas lineares,
em especial o Gradiente Conjugado que sera utilizado para as comparagoes entre
o método multiescala e multigrid apresentados no Capitulo [7] Serd considerado o

sistema linear apresentado em (4.2]).
Ax=Db (4.2)

4.2.1 Precondicionadores

Define-se como ntimero de condicionamento da matriz a expressao apresentada em
(4.3), quanto maior esse valor mais dificil a convergéncia do sistema com métodos de

Krylov. As matrizes advindas de sistemas gerados por ([2.20]) costumam ter nimeros
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de condicionamentos elevados fazendo com que os métodos de solucao tenham difi-

culdade de convergir.

cond(A) = [|A[|- A (4.3)

Uma estratégia importante para a solugao desses sistemas lineares ¢ a utilizagao
de precondicionadores que consistem em tentar resolver um sistema equivalente a
(4.2) mas com um numero de condicionamento menor. H& dois principais métodos
de precondicionamento, pela esquerda ou pela direita. Chamando de M a matriz de
precondicionamento, e apresentam o precondicionamento pela esquerda
e pela direita respectivamente. Também é possivel fazer o precondicionamento uti-
lizando ambos os lados. A matriz de precondicionamento geralmente aproxima a
matriz original A, de forma que M~'A ¢ AM™! tenham ntimero de condiciona-
mento ordens de grandeza menores que o da matriz original. Um fato importante é
que, apesar de aparecerem os produtos M—'A e AM™!, eles nao sao efetivamente
realizados, pois, muitas vezes se é conhecido apenas a matriz M e, mesmo que M ™!

fosse conhecido, esses produtos podem ser densos.

M 'Ax=M"'b (4.4)
AM 'y =b (4.5)
x=M"y (4.6)

Precondicionadores populares sao os baseados em fatoragoes incompletas (ILU)
apresentados em MEIJERINK e VAN DER VORST [11]. Esses precondicionadores

calculam aproximacoes para a fatoracao LU de uma matriz e sao apresentadas na

segao [£.3

4.2.2 TIteracao de Richardson

Um método simples de solucao de sistemas lineares é a Iteracao de Richardson,
essa solucao é utilizada em solvers multiescala apresentados em MANEA et al. [12].
No caso, dada a matriz uma matriz A e um precondicionador M uma iteracao do

método é definida conforme apresentado em (4.7)).

I,=(I-M"'A) (4.7)
Xi+1 = Ile‘ + M_lb (48)
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Onde, I representa a matriz identidade. A partir de é possivel encontrar a
equacao do erro ao longo das iteracoes e; 11 = I,,€;, isso faz com que a convergéncia
seja garantida apenas se p(I,,) < 1, onde p representa o raio espectral da matriz.
Essa condicao é necessaria para que cada componente do erro relativa a cada um

dos autovetores reduza a cada iteracgao.

4.2.3 Método do Gradiente Conjugado

O método do Gradiente Conjugado pode ser utilizado na solucao de sistemas lineares
da forma (4.2) onde A é uma matriz simétrica positiva definida (SPD) conforme
mostrado em SHEWCHUK [I3]. Nesse caso, pode-se encontrar um problema de

minimizacao equivalente através da definicao da forma quadrética apresentada em

[E9).

1
f(x) = §XTAX ~bix+e, f:R*"—=R (4.9)
Para encontrar os pontos extremos da fungao (4.9)) é necessario calcular os pontos
em que o gradiente de f é o vetor nulo. Portanto, é necessario calcular a derivada
parcial de f para cada uma das coordenadas. Para facilitar esse cédlculo a equacgao
(4.9) é apresentada em notagao indicial em (4.10)).
1

Aplicando a derivada parcial com relacao a uma coordenada xy.

Eall e s L o
_ %%ﬁfi by (4.12)
— %(%Aij% + IiAz‘jg_Z) — by (4.13)
_ %( Ay + wiA) — by (4.14)
Retornando para a notacao matricial
Vf= %(Ax +A™x)—b (4.15)
Vf:%(A—l—AT)x—b (4.16)

Como A ¢ simétrica (AT = A)
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Vf=Ax—b (4.17)

Em um ponto extremo x. de f(x) tem-se (Vf)|x=x, =0

Ax.—b=0 (4.18)

Ax.=b (4.19)

Portanto, f(x) possui um tinico ponto extremo x, = A~'b que é justamente a
solugao do sistema linear (4.2]). Resta mostrar que x. é um ponto de minimo. A
demonstragao a seguir pode ser encontrada em SHEWCHUK [I3]. Considerando

X =X, +ecome#0

1
f(xe+e)= §(xe +e)lA(x. +e)— b’ (x.+e)+c
1
= §(XZA><€ +x'Ae+e’Ax, +e'Ae) - bl (x.+e) +c
1 1
= §XZAX8 —blx, +c+ §(xeTAe +efAx. +e’Ae) —b'e

—_

= f(x.) + =(x'Ae + e"Ax, + e’ Ae) — b'e

— DN

= f(x.)+ =((A"'b)TAe + e’ AA'b + e" Ae) — b’e

— DN

= f(x.) + =(b"A"'Ae + e'b + e’ Ae) — b’e

2
1
= f(xc) + é(bTe +e'b+e’Ae) —ble
1
= f(xe) + EeTAe +b’e —ble
1

= f(xe) + éeTAe

Como A ¢é positiva definida, por definicao e’ Ae > 0, quando e # 0, logo

f(xe+e)=f(xe)+ %eTAe > f(xe) = f(xe+€)> f(xe), Ve #0 (4.20)

Assim, x, é ponto de minimo global de f(x) e o problema de encontrar x tal que
Ax = b é equivalente a minimizar f(x). Para encontrar o minimo de f , é possivel
utilizar o método de otimizacao do Gradiente Conjugado. O método consiste em
partir de um ponto Xy e caminhar em direcoes conjugadas até que o minimo local
seja encontrado. Entende-se por diregoes conjugadas d; e d; tais que df Ad; = 0.

Em matematica exata, o método do Gradiente Conjugado encontra a solugao
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exata do sistema linear em no maximo n iteragoes, onde n é a ordem da matriz,
porém, este é utilizado como solver iterativo aproximado, onde outro critério de pa-
rada ¢ utilizado, como por exemplo, quando o residuo da solugao se torna menor que

um determinado valor. O Algoritmo [3|apresenta o método do Gradiente Conjugado.

Algoritmo 3: GradienteConjugado(A, x, b, iaz, €)

inicio

140
r<b—Ax
d+«r

Opew < rlT
(50 < 5new

enquanto i < iy € Onew > €20y faga
q<+ Ad

a 4 Opew/dTq
X ¢ x + ad
r<r—aq
dotd < Onew
Opew < Irlr

B < dnew/dold
d«r+pd
14— 1+1

fim

fim

Gradiente Conjugado Precondicionado

Uma dificuldade em se utilizar um precondicionador com o Gradiente Conjugado
é que a garantia de convergéncia tem como condicao suficiente que a matriz seja
simétrica positiva definida (SPD). Porém, se aplicarmos um precondicionador M ™!
pela esquerda ou pela direita perde-se a simetria da matriz. Para solucionar essa
questao, o precondicionador é dividido no produto EE? = M e ¢ aplicado simulta-
neamente pela esquerda e pela direita conforme mostrado em (4.21)), que também

preserva a simetria da matriz.
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EHAEHy=E"'b (4.21)
x=E"Ty (4.22)

E importante notar que para que tal decomposicao exista é necessario que a
matriz seja SPD, visto que, M? = (EET)T = (E")TET = EE? = M e que
x'Mx = x"EE"x = ||[E"x||?. Em SHEWCHUK [13] é mostrado que apesar dessa
decomposicao, o método nao precisa calcular explicitamente a matriz E conforme

apresentado no Algoritmo

Algoritmo 4: GradienteConjugadoPrecon(A, x, b, MY, 4,,4,, €)

inicio
1+ 0
r<—b—Ax
d—M'r

Opew < T'T
50 — 5new

enquanto i < iy, € Onew > €20y faca
q<+ Ad

a 4 Opew/dTq
X ¢ x + ad
r<r—aq
s+ M™Ir
dotd < Onew
Opew < T''s

B 4 Opew/Oold
d+r+pd
141+ 1

fim
fim

4.2.4 Meétodo Multigrid

O método multigrid tem como ideia principal a resolucao do solver linear utilizando
um conjunto de operadores que representam versoes mais grosseiras do operador
inicial, onde os niveis mais finos sao responsaveis a reduzir os erros de alta frequéncia

enquanto os niveis mais grosseiros reduzem as frequéncias baixas do erro, conforme
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mostrado em BRIGGS et al. [14]. O nivel mais grosso geralmente é resolvido com
solver direto, pois a quantidade de variaveis é pequena.

Apesar de inicialmente ter sido concebido com ideias geométricas onde o operador
é calculado com base no grid, poucas fontes mostram implementacoes dessa versao,
e o método ficou mais reconhecido por sua versao algébrica onde os operadores sao
montados apenas a partir das entradas da matriz. Em especial, nesse trabalho sera
realizada a comparacao com a biblioteca PyAMG (OLSON e SCHRODER [15]).

Entre os niveis, sao necessarios operadores que levam os vetores de uma escala
mais fina para uma escala mais grossa e vice-versa. O operador que leva um vetor
de um grid fino para o grid grosso é chamado de restricao, enquanto um que leva de
um nivel mais grosso para um nivel mais fino é chamado de prolongamento.

Iniciando com um exemplo de solver multigrid apenas com dois niveis, chamemos
de A como sendo o operador do nivel fino e A% o operador do grid grosso. Nesse
caso, s6 existe um operador de prolongamento (P}) e um operador de restricao (R?).
Uma iteragao de um solver multigrid com dois niveis é apresentada no Algoritmo [5
A cada ciclo multigrid, v; relaxagoes sao aplicadas no grid fino antes de descer para
o nivel mais grosso e v, sao aplicadas apds o retorno do grid grosso para o grid fino.
As relaxacoes tem como intuito fazer reduzir os erros de alta frequéncia nos niveis
mais finos e os de baixa frequéncia nos niveis mais grossos. Esse ciclo é semelhante
ao apresentado para o método multiescala no Capitulo |5 com a diferenca que apenas
uma relaxacao no grid fino é aplicada no método multiescala por iteracao.

Quando mais que dois niveis sao utilizados com o Multigrid, existem mais opcoes
de ciclos possiveis. O ciclo mais simples é o ciclo V apresentado na Figura ,
onde se desce até o nivel mais grosso e se retorna para o nivel mais fino formando
uma figura de V. Uma variagao é o ciclo W apresentado na Figura . Esses dois
ciclos podem ser descritos de acordo com o ciclo p descrito no Algoritmo [, onde
para o ciclo V tem-se ;4 = 1, enquanto para o ciclo W pu = 2. E importante perceber
que o ciclo W possui mais relaxacoes e mais aplicagoes de operadores de restricao e
prologamento e, portanto, possui um maior custo computacional.

Algoritmo 5: Ciclo-V(A;, Ay, xg, b)

inicio

xo < relaxagao(Ay, g, b), vy vezes
r<b— Az

r < Rir

5y < Ay'r

(51 < P2152

To < To + (51

xo < relaxagao(Ay, g, b), vy vezes
fim
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(b) Ciclo W

Figura 4.1: Aplicacao de um ciclo Ve W com quatro niveis. Os circulos Ay, Ay, A3
representam relaxagoes com esses operadores, enquanto o circulo relacionado a Ay
representa a solucao direta de um sistema linear.

Algoritmo 6: Ciclo-u(i, u, x, b, Ay, As, ...) (Adaptado de [14])

inicio

relaxagao(A;, ), vy vezes

bi+1 < Rerl(b — AZQI)

se i + 1 € o nivel mais grosso entao
‘ Tit1 A;Lllbiﬂ

fim

senao
ZTiy1 < 0

Tiy1 < ClClO—,U(Z + 1, M, Ti, bi, Al, AQ, ), M vezes
fim

T x+ Plrig

relaxacao(A;, x), vy vezes
fim

Relaxacoes

Em relacao as relaxagoes utilizadas pelo método multigrid, duas bastante utilizadas
sao a Jacobi e o Gauss-Seidel. Elas tem como intuito remover os erros de alta

frequéncia em cada um dos niveis multigrid. Em particular, a relaxacao de Gauss-
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Seidel simétrica foi utilizada na comparacao do Capitulo|7|e é mostrada no Algoritmo
que foi retirado do cédigo do PyAMG. E importante notar que, nesse caso, a
quantidade de operacoes feitas é proporcional a duas vezes o nimero de nao zeros
da matriz , pois, a relaxacao é realizada comecando de i=1 e depois voltando de
i=n. Uma outra maneira de implementar o Gauss-Seidel é a apresentada em [10]
onde as iteracoes sdo definidas pela recorréncia: #*+/2 = 2k 4 (L+ D)~'rk e 251 =
xk+1/2 + (D + U)_lrk+1/2.

Algoritmo 7: Gauss-Seidel-Simétrico(A, x, b)

inicio
n < Tamanho de A
para 1€ 1,2, 3,--- ., n faca
x(i) < b(i)
para j € 1,2, 3,--- n faca
se j # 1 entao
| x(i) = x(i) — A(E, ) x z(j)

fim
fim
x(i) < x(2)/A(i,1)
fim
para ten,n—1,n—2--- 1 faga
x(i) < b(7)

para j € 1,2,3,--- ,n faca
se j # i entao
| x(@) = x(i) — A(E, ) x 2(j)
fim

fim

fim
fim

Complexidade do Grid

O PyAMG possui um método para os seus solvers para calculo da Complexidade
do Grid, esse valor tenta representar o quao mais custoso é a utilizacao de um de-
terminado solver multigrid em relacao ao operador original. A definicao é mostrada
em . Como pode-se ver, ele conta quantos nao zeros o somatério de todos os

niveis possui a mais que o nivel fino. Assim, por exemplo, considerando v; = 1 e
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vy = 1 cada nivel ira realizar duas relaxacoes, com excecao do nivel mais grosso,

tornando o custo de um ciclo aproximadamente 2 x Complexidade Grid.

Complexidade Grid = 2z 1) (4.23)
nnz(A;)

Para saber o custo de um ciclo W se torna mais complicado devido a recursao
associada a esse tipo de ciclo. No caso do ciclo apresentado na Figura [4.1(b)| sao
feitas duas relaxagoes com A; e quatro com Ay (o vértice Ay do meio em que chega
e sal uma seta acontecem duas relaxagoes) e oito relaxagoes com Az. O PyAMG
também tem um método que calcula a complexidade do ciclo através de recursao e

foi utilizado para as comparagoes apresentadas no Capitulo [6]

4.3 Fatoracao LU

Outra parte importante para esse trabalho ¢ a solucao direta de sistemas, em parti-
cular por conta dos sistemas que serao resolvidos nos espagos grossos e também para
calculo das fungoes de base que serao apresentados no Capitulo 5] Esses sistemas
tem um numero reduzido de variaveis em comparagao com os sistemas associados
com o grid fino e, portanto, pode-se pensar na utilizacao de solvers diretos.

A fatoragao LU consiste em transformar a matriz A no produto de outras duas
A = LU: L triangular inferior e U triangular superior. Assim, o sistema fica
da forma LUx = b e a solucao ¢ realizada através da solucao de dois sistemas
triangulares Ly = b e Ux = y. O calculo dos fatores LU pode ser feita utilizando
uma eliminacdo gaussiana e pode ser encontrado em HEATH [16]. Uma vantagem
desse método é que se for necessario resolver sistemas para diferentes lados direito
b a fatoracao pode ser reutilizada e nao precisa ser calculada novamente. Para
matrizes simétricas positivas definidas, existe a fatoracao de Cholesky, similar a

fatoracao LU, onde A = CTC, com C triangular superior.

Precondicionador ILU

Os precondicionadores baseados em fatoracao incompletas (ILU) apresentados em
MEIJERINK e VAN DER VORST [11] calculam uma aproximagao para a fatoragao
LU da matriz. A aproximacao é realizada desconsiderando algumas entradas das
matrizes L e U. Um parametro do método é o nivel do ILU que controla a quantidade
de entradas que a fatoracao incompleta possui; quando o nivel é zero, a fatoragao
possui nao zeros nas mesmas posicoes em que a matriz A possui entradas nao-nulas.

H4 vérias outras alternativas baseadas em aproximagoes da fatoracao LU, ver [10].
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Capitulo 5
Operador Multiescala

Nesse capitulo, serao apresentadas a construcao do operador grosso Multiescala e
suas aplicagoes no contexto das equagoes apresentadas no Capitulo [2 Daqui para
frente, o grid original do problema sera denominado grid fino e o operador associado
a esse grid K" serd chamado de operador fino. A partir do grid fino serd construido
um grid grosso onde cada elemento ¢ uma aglomeracao de elementos do grid fino, o
operador associado a esse grid serd chamado de operador grosso K.

O método Multiscale Finite Element Method (MSFEM) foi introduzido por THO-
MAS Y. HOU [I7] e inicialmente foi aplicado para obter solugoes aproximadas do
grid fino através do grid grosso para casos de transferéncia de calor de materiais e
meios porosos com propriedades aleatorias. A principal conclusao desse trabalho foi
que o método MSFEM ¢é capaz de reproduzir a solugao do problema fino através da
construcao das funcgoes de base com solucao de problemas locais baseados no opera-
dor original que consegue reproduzir as heterogeneidades do mesmo. Mais tarde, o
método MSFEM se mostrou problematico para conservacao de massa em problemas
de transporte e, por isso, foram criado os métodos Mized Multiscale Finite Element
(MMSFEM) em CHEN e HOU [18] e Multiscale Finite Volume Method (MSEFV) em
JENNY e TCHELEPI [19] que garantem a conservagao.

Apesar do método MSFV garantir a conservacao da massa, as solugoes do grid
grosso prolongadas para o grid fino nao se mostravam adequadas para todas as
situacoes, assim, foi apresentado o método multiescala iterativo em HAJIBEYGI
et al. [20] que ao invés de realizar uma aproximagcao para a solugao fina, utiliza
a solucao do sistema grosso juntamente com uma relaxacao do operador fino para
resolver o sistema na malha fina através de iteragoes de Richardson. A convergéncia
da solucao depende da quantidade de vezes que uma relaxagao do grid fino é aplicada
e varia de problema para problema.

Os estudos citados acima precisam do grid do problema para que seja possivel
aplicar o método multiescala o que é uma desvantagem quando é necessario uti-

lizar o método como um solver “caixa-preta”. Essa desvantagem é parcialmente

35



resolvida através do multiescala algébrico, apresentado em ZHOU e TCHELEPI
[21], que constroem o operador grosso utilizando uma ordenagao Wire-Basket que
guarda a topologia da malha em questao. Métodos com varios niveis, semelhantes
ao multigrid também j& foram desenvolvidos como em MANEA e ALMANTI [22].

Os trabalhos citados nos paragrafos anteriores sao de aplicagoes do método mul-
tiescala para problemas de fluxo que, historicamente, na industria do petréleo tém
maior apelo por conta da previsao de producao dos campos. Porém, estudos relacio-
nados ao método multiescala para geomecanica também podem ser encontrados em
N. CASTELLETTO [3], SOKOLOVA K. [§] e CASTELLETTO et al. [23]. E impor-
tante salientar que [3] e [8] apresentam acoplamento entre a simulagao de fluxo com
a geomecanica. Além disso, visto que é similar ao problema de elasticidade
linear para sélidos, pode-se encontrar trabalhos tteis com aplicagoes do método de
multiescala neste dominio, por exemplo MARCO BUCK [24].

Implementagoes em paralelo do método multiescala também podem ser encontra-
das, por exemplo em MANEA et al. [12] que faz comparacao com o método multigrid
mostrando que o multiescala é uma opcao competitiva e tem escalabilidade similar

ao multigrid.

5.1 Construcao de Operador Grosso Multiescala

A ideia do método consiste na construcao de um operador grosso semelhante ao
realizado no multigrid de forma que a solucao desse operador pode ser utilizada
para ajudar na solucao da escala original do problema ou ainda ser utilizada como
uma aproximacao para a mesma. Para isso, é necessario construir o proprio operador
grosso e também operadores que fagcam a transferéncia de escala do grid fino para o
grosso (restrigdo) e do grid grosso para o grid fino (prolongamento).

O primeiro passo para a construcao do operador multiescala é gerar um novo grid
com menos elementos que o grid original do problema (grid fino), mas que ainda
represente o mesmo dominio 2. Esse novo grid serd chamado de grid grosso e as
variaveis relacionadas com ele serao denotadas com o sobrescrito H. Dessa forma,
o grid grosso possui um conjunto 7 de elementos onde cada elemento serd uma
aglomeracao de elementos do grid fino. Por exemplo, a Figura [5.1| apresenta um
grid grosso 3 x 3 construido a partir de um grid fino 7 x 7. As linhas finas represen-
tam as divisoes do grid fino e as grossas as divisoes do grid grosso, ja os quadrados
azuis destacam os nés que pertencem ao grid grosso e ao grid fino simultaneamente.
Apesar de serem apresentadas diferentes quantidade de elementos sendo aglomera-
dos para formar o grid grosso, as implementacoes deste trabalho consideram uma
quantidade fixa de elementos em cada direcao. Define-se o fator de engrossamento

de acordo com (j.1)). Analogamente podem ser definidos os fatores C,, e C,, que
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representam os engrossamento em cada diregao, onde, C, = C,, x C, .

T[]
EENEREN
[ | [ ¢ [ []

[ . EEesse——— E——

Figura 5.1: Exemplo de grid fino 7 x 7 e um grid grosso 3 x 3. O elemento inferior
esquerdo é composto por 9 elementos do grid fino enquanto o elemento superior
direito é composto com 4 elementos do grid fino.

C. = (5.1)

Do mesmo modo que apresentado para o grid fino no Capitulo [3| cada grau de

liberdade grosso d, parai = 1,2, ...,n serd associada a uma funcio de base N ¢
H

u

cada né associado a uma condicio de contorno de Dirichlet d¥, parai =1,2,...,n

uma funcao de base Nﬁn,{. E entao, é possivel encontrar uma solucao aproximada
u

no grid fino u* ~ u  através de (5.2).

u =u = ZNZdeI + ZNﬁanZf{ (5.2)

i=1 i=1
Diferentemente do caso fino, as fungdes N serdo uma combinagao linear das
fungoes N calculadas a partir de problemas homogeéneos locais para cada elemento

TE e 71 apresentados em ([5.3]), conforme proposto em [3].

VL(DVsNH) =0, em TF (5.3a)
Vis(DVsN/') = 0, em oT" (5.3b)
N (x;) = d;e (5.3¢)

onde Vg estd definido em (5.4) para as coordenadas Z e § que representam a
direcao paralela e perpendicular a OT% como mostrada na Figura , X; representa
as coordenadas do vértice relacionado ao grau de liberdade dff e e = [1  0]" se N}

é relacionada a um grau de liberdade z, caso contrario, e = [0 1]7.
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Figura 5.2: Diregoes para definir operador dos problemas locais na fronteira. Adap-
tado de [3].

Um fato importante é que mostra que a fungao de base N¥ satisfaz ao
mesmo operador que o problema fino, de acordo com THOMAS Y. HOU [17] essa é
uma das vantagens do método multiescala, pois as funcoes de base tentam reproduzir
o operador localmente. Essa vantagem vem com o custo da solugao dos problemas
locais que também de acordo com THOMAS Y. HOU [I7] sao caros. Estimativas
do custo desse calculos sdo encontradas em MANEA et al. [12] e MARCO BUCK
[24].

Dessa forma, dado um elemento quadrildtero T%, este possui oito fungoes N
que sdo nao nulas nesse dominio (duas para cada um dos vértices). Considerando
uma numeracao local do elemento e representando as func¢oes como NZ para ¢ =
1,2,...,8. A Figura [5.3| apresenta as funcoes associadas a cada um dos nds na
numeracao local.

Para cada uma das fungoes Ng ¢é necessario resolver . A solucgao é dividida
em duas etapas, primeiro é resolvido ([5.3b)) utilizando como condicao de contorno
, a resposta representa os valores de Ng em 0T . Essa etapa pode ser realizada
utilizando o método dos elementos finitos onde a matriz relativa a cada elemento,
que nesse caso sao segmentos de reta, pode ser encontrada no apéndice de [3].

Com os valores para fronteira 7% definidos, eles sao utilizados como condicao
de contorno de Dirichlet para . Esse problema também é resolvido com ele-
mentos finitos onde os resultados encontrados serao chamados de coeficientes p;; que

descrevem N como combinacao linear de N” conforme mostrado em ([5.5)).
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Figura 5.3: Funcoes de base associadas a cada um dos ndés de um elementos qua-
drilatero. As cores verdes se referem as fungoes associadas a x e vermelho a y. As
setas representam o valor da fungao no seu vértice correspondente (5.3¢)).

i
Ni' =) piNj (5.5)
j=1

E importante perceber que os coeficientes p;; fazem uma associagao entre o espaco
grosso e fino. A matriz P que serda o operador de prolongamento terd justamente

esses coeficientes como entradas. De forma que, [P];; = p;; e P tem dimensao
H

nt x nH.

A Figura mostra um exemplo de funcao de base relativa a um grau de li-
berdade x de um grid grosso construido a partir de um grid 16 x 16 transformado
em 2 X 2. Dois casos sao mostrados, um em que as propriedades sao constantes e
outro em que existe variagao no modulo de Young. No caso homogéneo a fungao
tem forma parecida com uma funcao bilinear padrao de elementos finitos, ja no ou-
tro caso pode-se perceber alteracao na fungao de base afim de tentar representar as
heterogeneidades das propriedades. Além disso, as Figuras mostram a
influéncia dos graus de liberdade x na interpolacao do deslocamento em y.

Com as funcgoes de base do grid grosso estao determinadas e entao é possivel
formular um novo problema com espacos YV e S do grid grosseiro de maneira

analoga a realizada em ((3.3)).

Encontrar u € S tal que

/(VSW)TDVSu ds) — wltdl = /(VsW)TmPp 10 Yw e PH (5.6)
I
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Figura 5.4: Exemplo de funcao de base gerada para modulo de Young homogéneo
(lado esquerdo) e para médulo de Young heterogéneo (lado direito). Coeficiente de
Poisson considerado constante e igual a 0.2.
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onde V¥ = span{N{ N¥ ... N} ¢ 8 = span{N{/ N ... NE 1. Por-

nh4nH

tanto, analogamente ao grid fino, a matriz de rigidez relativa ao grid grosso tem

entradas dadas por (5.7)).
(K™, = / (VsN) "DV N dQ (5.7)

Q

Substituindo (5.5 em ([5.7)).

(K" = / (VsNT)DV N d0

Q
nh nh
= /(Vs > N DVs(Y  pyN7) dO
Q k=1 =1
nlt ok
= ZZ/I’M(VSNZ)TDVSN?M]’ dQ
k=1 =1 Q
ntt nh
S e / (VsNI)TDVNE 2 | p,
k=1 =1 Q
nh ot
- /pki[Kh]k,lplj ds
k=1 (=1 Q
nh h
=33 [P Pl a0
k=1 =1 Q
nf  nh
- / P7], (K" [P, d9 (5.8)
k=1 I=1 Q

Portanto, a ([5.8]) mostra que o operador grosseiro pode ser construido utilizando
(5.9) diferentemente de realizar loop nos elementos grossos como o realizado pelo

método de elementos finitos cléssico.

K" = PTK"P (5.9)

De forma analoga, pode-se encontrar que a relacao entre os lados direito dos dois
operadores ¢ ff = PTf" Assim, o operador de restricao aqui serda R = P7. Com
isso, dado um sistema linear da forma apresentada em (3.11) é possivel encontrar

(5.10) como aproximagao para a solugao do grid fino.

d"~d" =PK" P (5.10)
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Essa aproximacao consiste de trés passos que sao descritas abaixo:

e A multiplicacao por PT representa a restricao do lado direito para o espaco

groSseiro.
e o termo (K)~! representa o calculo da solucao do espago grosseiro.

e a multiplicacao por P é o prolongamento da solucao do espago grosseiro para

espaco fino.

Inicialmente, a solugao aproximada ([5.2)) foi utilizada como solugao aproximada
para o grid fino em [17]. No caso, tomando como base ([5.10)), pode-se definir M_.! =
P(K7)~'PT como um precondicionador multiescala. Em ZHOU e TCHELEPT [25],

a solugao do sistema é encontrado através de iteragoes de Richardson junto com um

-1

precondicionador do espago fino M, ! pois o artigo mostra que M,

nao pode ser
utilizado sozinho devido a sua convergéncia nao ser garantida visto que é deficiente
de posto tendo autovalores 0 e, portanto, a matriz de iteragao (I — M, lA) tem
autovalores iguais a um. FEssa combinacao é feita de maneira multiplicativa de

forma que o precondicionador conjunto é dado por ((5.11)).

Mt =M +MYI-K"'M}) (5.11)

Outra forma de realizar a combinagao dos dois precondicionadores é de maneira
aditiva que é dado por (5.12)) que serd abordada nessa dissertacao. E importante per-
ceber que o precondicionador multiplicativo tem um produto matriz vetor intrinseco

devido ao termo K" que aparece, enquanto o aditivo nao possui.

M =M, "+ M,! (5.12)

Visando reproduzir os resultados de [25] para os operadores de elasticidade li-
near, a Figura [5.5 apresenta os autovalores relativos a um caso homogéneo de um
grid 40 x 40 para a matriz de iteracao de Richardson para quatro diferentes precon-
dicionadores: multiescala, ILU(0), multiplicativo (multiescala + ILU(0)) e aditivo
(multiescala + ILU(0)).

Pode-se verificar que o precondicionador multiescala nao tem convergéncia garan-
tida, em concordancia com a prova mostrada em [25]. O combinativo multiplicativo
apresenta bom resultado, pois os autovalores aparecem proximos de zero, entre-
tanto, o combinativo aditivo nao tem convergéncia garantida o que mostra que nao
¢ interessante utiliza-lo com iteragoes de Richardson. Ainda sobre isso, [3] mostra
que o operador multiplicativo tem melhor desempenho quando utilizado junto com
um método de Krylov, naquele contexto utilizando o Bicgstab, do que quando utili-

zado com o método de Richardson, inclusive, mostra que para varias configuragoes
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Figura 5.5: Autovalores para matriz de iteragao de Richardson para caso homogéneo
e isotropico. Grid de tamanho 40 x 40.

o solver nao consegue convergir. Dado esse resultado, o presente trabalho vai fazer
comparagoes entre os métodos utilizando métodos de Krylov.

A Figura apresenta os valores da matriz de rigidez pré-condicionada (M ~1K")
para o mesmo grid de 40 x 40, os gréaficos apresentam resultados para engrossamento
2x2, 4x4 e 8x8, todas as figuras sao apresentadas com 0s mesmos eixos para ser
possivel se observar as espalhamento dos autovalores.

E fato que nos dois casos o aumento do engrossamento causa um maior espa-
lhamento dos autovalores, desse modo é de se esperar que sejam necessarias mais
iteracoes para a convergéncia do solver. Além disso, o precondicionador aditivo
possui distribuicao pior dos autovalores em relacao ao multiplicativo e, portanto, é
esperado que utilize mais iteracoes. Esse aumento tem que ser compensado com uma

iteragao mais barata por conta da multiplicacao matriz vetor que nao ¢é realizada
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pelo precondicionador aditivo.

Multiplicativo 2x2 Aditivo 2x2
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= =
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E E
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025 050 075 100 125 150 175 200 025 050 075 100 125 150 175 200
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Figura 5.6: Autovalores da matriz pré-condicionada para caso homogéneo.

5.2 Construcao do Operador de Prolongamento

A solucao dos problemas locais descritos na se¢ao anterior tem como resultado as
entradas p;; do operador em cada um dos elemento de 77. Para encontrar esses
valores é necessario primeiro construir a matriz de rigidez relativa ao elemento em
questao que denominaremos de K. Essa matriz serd utilizada para a solucao
de todas as oito fungoes de base relacionadas com esse elemento, uma maneira de
adicionar mais facilmente as condigoes de contorno nesse caso é utilizar o método de
condicao de contorno apresentado em , dessa forma, o lado direito do sistema
conterd apenas os valores da condicao de contorno de Dirichlet que é justamente a
solugao de .

Com o Algoritmo |8 é possivel obter P e, com ele, obter K através de
e a construgao do precondicionador M ! = P(K#)~'PT fica completa. Uma re-
presentacao matricial do prolongamento é mostrada em , onde cada coluna
representa uma fungao de base (essa representagdo possui um abuso de notagao

visto que N# representa uma fungao e nio entradas da matriz P).
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Algoritmo 8: Célculo do Prolongamento

inicio
P«20O

para cada elemento TX € 7 faca
Calcular Matriz de Rigidez K”" do Problema Local de TX

parai=1,...,8 faca
Resolver (5.3b) em OT% com condicio de contorno ([5.3d)

Construa f7° com valores da solugao do problema de fronteira.
Plocal < (KTK)_lfTK

Atribua em P o valores Pj,a nas posicoes correspondentes

fim
fim
fim

P=|NI Nf .. Nf, (5.13)

5.3 Calculo do NNZ do operador de prolonga-

mento

Em um método multiescala, além da construgao de um operador grosso, precisa-se
realizar transformacoes dos vetores entre os espacos fino e grosso. Essas trans-
formacoes sao realizadas através de multiplicacao pelos operadores P e PT e, essa
secao, descreve uma estimativa para a quantidade de nao zeros desses operadores.
As dimensoes do operador de prolongamento dependem dos graus de liberdade
do operador fino e do grosso, valendo n" x nf . Isso e importante pois, conforme visto
no Capitulo {4 a multiplicagdo de uma matriz esparsa por um vetor é da ordem do
nimero de elementos nao nulos da matriz, assim, apesar de um maior engrossamento
do grid reduzir o nimero de colunas de P, nao necessariamente ocorre uma redugao
dos elementos nao nulos. Uma motivagao para esse fato é que apesar da quantidade
de colunas do operador de prolongamento diminuir quando ha um engrossamento
maior, cada coluna precisa ter uma quantidade maior de nao zeros, pois o alcance das
fungoes de base aumenta. A Figura apresenta o mesmo grid com engrossamento
3 x 3 e 4 x 4, olhando para a quantidade de nao zeros da linha do prolongamento
relativa ao n6 em verde nos dois casos é a mesma. Isso ocorre, pois, os dois tem

influéncia de fungoes de base de quatro nds vermelhos em ambos os casos.
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Figura 5.7: Nés interiores dos elementos grossos para um grid fino 8x8 transformado
em um grid grosso 2x2.
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Considerando agora um grid fino com ngz X ngy elementos, um grid grosso onde

cada elemento tem dimensoes C,, x C;, e, ainda, que mesmo os noés de fronteira
com condi¢cao de contorno de Dirichlet nao sao removidos da matriz de rigidez,
pode-se encontrar um limite inferior para a quantidade de nao zeros do operador
de prolongamento (nnz,) considerando apenas os nds que estdo no interior de um
elemento grosso. Por exemplo, a Figura [5.8, mostra os nds interiores das células

grossas para um grid 16 x 16 transformado em um grid de 2 x 2.

A

n ey

y

Gr

X

h
nex

Figura 5.8: Quantidade de nao zeros da linha do pronlogamento do né verde para
dois diferentes engrossamento 3 x 3 e 4 x 4.

No caso, cada célula grossa possui (C,, — 1)(C;, — 1) nés interiores. Cada um
dos dois graus de liberdade de um né interior recebe influéncia de cada uma das
oito fungoes de base relacionadas com os vértices do elemento grosso. Dessa forma
pode-se escrever ([5.14]).

nt  nl
nnz, > (== x =%) x8 x 2 x (C,, —1)(C;, — 1) (5.14)

=\c. "¢,
——

qtd. elem. grossos

Desenvolvendo,

nh nk
nnz, > 16 x Oe“” (Cr, — 1) x 5%(C,, — 1)

Tz

> 16(n" —
sl (nez CTx O’/‘y

>16(n; — 1)(nl —1) (5.15)

Assim, ([5.15) mostra que nnz, ¢ no minimo na ordem do nimero de elementos
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do grid fino ngl X ngy Um argumento andlogo pode ser feito para mostrar que a

quantidade de nao zeros nao é maior que a ordem da quantidade de elementos finos,
basta majorar nnz, considerando que todos os nés contribuem com o mesmo nimero
de nao zeros de um né interior, visto que sao eles que tem a maior quantidade de
funcoes de base com valor diferente zero, em comparagao com os nés pertencentes

as arestas e vértices dos elementos grossos. Dessa forma, pode-se escrever (5.16)).

nnz, <8 x 2 x (n! + 1)(nlgy +1) (5.16)

[\ J/

qtd. I:(Srs finos
Portanto, independente do nivel engrossamento, a quantidade de nao zeros do
prolongamento tera nao zeros da ordem da dimensao do grid fino. Esse fato é
importante, pois, a partir de um certo ponto, nao serd vantajoso engrossar mais o

grid por conta do prego da multiplicagao matriz vetor pelo prolongamento.
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Capitulo 6
Implementacao Computacional

Nesse capitulo serao apresentados detalhes da implementacao realizada nesse traba-
lho. O cddigo foi desenvolvido em Python com auxilio da biblioteca PETSc (BA-
LAY et al. [26]). O PETSc é uma biblioteca famosa com diversas rotinas para
computacao cientifica, possui paralelismo utilizando MPI, estruturas de dados para
matrizes esparsas, métodos de Krylov para solucao de sistemas lineares, conjunto
de precondicionadores (em particular os ILU), dentre outros. Estudos da perfor-
mance da biblioteca podem ser encontrados em BALAY et al. [27]. O PETSc foi
utilizado com a linguagem Python através dos bindings disponibilizados no petscdpy

(DALCIN et al. [28]). O cédigo aqui apresentado foi desenvolvido em serial.

6.1 Estrutura de Classes

Primeiramente, foi necessario desenvolver uma estrutura para resolver problemas
através do método dos elementos finitos, para depois realizar a implementacao com o
método multiescala. Esse desenvolvimento possui trés principais classes: Element,

Node, FemContext. As responsabilidades das classes sao descritas abaixo:

e Node: essa classe tem como intuito representar os nés do problema de elemen-
tos finitos. Guarda como propriedade as coordenadas x, y correspondentes,
uma numeracgao global associada ao grid fino e se o né pertence ou nao a uma

fronteira com condi¢ao de Dirichlet.

e Element: essa classe tem como intuito representar os elementos do problema
de elementos finitos. Tem referéncia para os nés que pertencem ao elemento,
guarda os valores do coeficiente de Young e Poisson, sabe calcular as funcoes
de forma em coordenadas locais conforme e também é responsavel por
calcular a matriz do elemento local conforme (3.22).
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e FemContext: essa classe tem como intuito representar um problema de ele-
mentos finitos. Ela possui o conjunto de elementos e nés do problema em
questao. D4 a numeracao de cada um dos graus de liberdade dos nés. Calcula

a matriz de rigidez através do Algoritmo (1| e o lado direito correspondente.

Essas trés classes conjuntamente sao capazes de montar e solucionar um pro-
blema de elementos finitos. Um fato importante é que a classe FemContext é
responsavel pela numeracao dos graus de liberdade, pois, para calcular as fungoes
de base, diferentes problemas locais tem que ser resolvidos e diferentes numeracgao
locais sao necessarias. Em uma implementagao mais cléssica de elementos finitos, o
mais natural seria a numeracao do grau de liberdade estar associada com a classe
Node.

6.2 Montagem dos Operador Multiescala

Para a implementacao do método multiescala, foi criada a classe Multiscale, essa
classe tem como responsabilidade receber um objeto FemContext que representa o
grid fino e calcular os operadores de prolongamento (P), restricao (P?) e operador
grosso (K).

O primeiro passo para utilizar o método multiescala é a escolha do nivel de en-
grossamento. A implementacao aceita diferentes fatores para a direcao x e y, apesar
dos testes serem apresentados com o mesmo fator. O método CoarseContext da
classe Multiscale ¢ responsavel por realizar a tarefa de construir P e K. Essa

tarefa é dividida nos seguintes passos:

e Criar objetos FemContext para cada um dos elementos grossos TX.

e Adicionar os nos e elementos correspondentes em cada um dos seus respectivos

FemContext
e Para cada FemContext calcular a matriz de rigidez K",

e Resolver os oito problemas associados as funcoes de base encontrando
H N\H H
N, Ng, ... N

ey’ e’

e Fazer o Assembly do operador de prolongamento.

Calcular K7 = PTK"P

A Figura apresenta um esboco da construgao desse operador. Pode-se perce-
ber que os problemas de cada FemContext sao independentes, exceto pela solugao

dos problemas das arestas em comum. A implementacao desse trabalho resolveu as
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arestas da fronteira duas vezes, uma implementacao mais otimizada pode resolver
apenas uma vez cada problema de fronteira. Em relacao a resolver os oito problemas
locais, foi realizada a fatoracao LU da matriz que foi reaproveitada para a solugao

desses problemas.

FemContext 3 FemContext 4
| | I | L

Construcao
= u G =

dos FemContext
dos problemas

locais
| i = |
FemContext 1 FemContext 2
Solugdo dos
Problemas
locais
FemContext 1 FemContext 2

Assembly iy NHY[NELNE, LN

— H H H
P= NN, Np

H H H H H H
Prolongamento [N61, NE, .. NE [Nel' N, ..., Ngg
Calculo

Operador
Grosso

K" = PTK"P

Figura 6.1: Esquema de construcao dos operadores grossos. Mostrando um grid 8x8
sendo descomposto em um grid grosseiro 2x2 onde cada elemento grosso é formado
por 4x4 elementos finos.

O calculo das matrizes dos operadores locais K" tem os mesmos coeficientes
presentes na matriz de rigidez K" visto que o operador de ¢ o0 mesmo de
(5.3a). Assim, para o cédigo executar mais rapido a matriz de rigidez de cada ele-
mento foi armazenada para nao precisar ser calculada novamente, isso torna o custo
da memoria maior, pois esses valores nao precisam ser necessariamente guardados.
Outra opcgao é perceber que a matriz de um operador local é uma submatriz do
operador original e, portanto, poderia ser utilizado o método GetSubMatrix das
matrizes do Petsc para construir K™ a partir de K" conforme mostra a Figura .
Essa ideia ¢é similar a utilizar uma reordenacao Wire-Basket como apresentada em
[3] e [8].

A classe Multiscale também possui um método solve, que sé pode ser chamado
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N6 7
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K" KT

Figura 6.2: Exemplo de construcao de uma matriz relacionada a um problema local
através do GetSubMatrix.

apos o método CoarseContext ter sido executado. Esse método recebe como
entrada um vetor f" relacionado a um lado direito do grid fino e resolve o problema
no grid grosso e retorna para o grid fino. Em outras palavras, esse método retorna o
seguinte valor P(K)~'PTf" Para a solucao do sistema (K*)~! a solucao utilizada
foi uma fatoracao LU. Essa fatoragao é guardada para ser utilizada entre as iteragoes
do método de Krylov quando o objeto o método Multiescala estd sendo utilizado

como precondicionador.
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Capitulo 7
Experimentos Numéricos

Nesse capitulo, serao apresentados os resultados obtidos utilizando o método mul-
tiescala para solucao dos sistemas lineares decorrentes do operador apresentado no
Capitulo 2] Os resultados sao apresentados na seguinte ordem: resultados em casos
que a solugao analitica é conhecida, visualizagao das solucoes do espaco grosseiro,
comparagcao entre precondicionador aditivo e multiplicativo, comparacgoes do precon-
dicionador multiescala, multigrid e ILU e estudo do niimero de iteragoes do solver
linear com variacao da tolerancia do solver grosso. As comparagoes serao realizadas
apenas para a solucao dos sistemas lineares e nao serao consideradas os tempos de
construcao dos precondicionadores. Apesar desse tempo ser relevante, ele pode ser
diluido se o precondicionador for reutilizado para a solucao de diferentes sistemas.
As execugoes foram realizadas no processador Intel(R) Core(TM) i5-6500 CPU @
3.20GHz.

7.1 Solucoes Analiticas

Inicialmente, é necesséario atestar que o codigo de elementos finitos esta resolvendo
corretamente o operador descrito em (2.16). Para tanto, foi montado um teste
semelhante ao proposto em [§], que consiste em resolver o problema que possui

como solucao analitica apresentada em ([7.1)) em um dominio [0, L] x [0, W].

Uy = 10_5sen(W—Lx)sen(%)
(L — x) Ty (7.1)
u, = 10""cos( )sen(W)

Dada a solucao, é possivel calcular o lado direito correspondente a essa solugao
aplicando o lado esquerdo de (2.16) e obtendo a fungao f : R* — R?. Dessa forma,
as equagoes que representam o problema resolvido sdo apresentadas em ((7.2)) onde

sao utilizadas condigoes de Dirichlet na fronteira com os valores da solugao ([7.1)).
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VgDVSu = f(.I, y>7 (7 2)
L=W = 10. '

O erro entre a solucao calculada pelo método dos elementos finitos pode entao

ser comparada com a solugao analitica através do erro relativo mostrado em ([7.3)).

- |ufem - uref|oo
€0 —

(7.3)

[Wrefloo

onde Uper = [tz (To,Y0), Uy(T1, Y1), vy Us (T, Yny )]T € a solugdo analitica e e,
é a solucao obtida com o método dos elementos finitos. A variacao do erro com
o tamanho da discretizacao do dominio é mostrado na Figura onde no eixo
x 0 logaritmo do tamanho de cada elemento (Az) de cada elemento e no eixo y
o logaritmo de €,,. Também como referéncia é mostrada uma reta de coeficiente

angular dois para comprovar o decaimento quadratico do erro.

—2.0 - —e— UxError L —&— UxError
—8— UyError -7
-@- Ordem2

-15.0 -

—4.0 - -15.2 -

-15.4 -
-1.0 -0.8 -0.6 —0.4 -0.2 0.0 -1.0 -0.8 -0.6 —0.4 -0.2 0.0
log10(dx) log10(dx)

(a) (b)

Figura 7.1: Graficos do logaritmo do erro ([7.3]) em funcao do logaritmo do tamanho
Az dos elementos do grid.

Um segundo caso com resultado analitico é o cisalhamento puro (Simple Shear).
Nesse caso, o problema é definido na forma apresentada em ([7.4]) e solugao é dada
por u(z,y) = [107%,0]7 em um dominio Q = [0,1] x [0,1]. Como a solugio é
um polinémio do primeiro grau, essa pode ser representada exatamente no espaco
gerado pelas fungoes de base bilineares e, entao, os erros de truncamento, nesse caso,
nao existem, restando apenas erros de arredondamento. Os erros de truncamento
estao relacionados com a aproximacao realizada pelo método dos elementos finitos
enquanto que os erros de arredondamento estao relacionados as aproximagoes feitas

pela aritmética de ponto flutuante.
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Tabela 7.1: Tabela com os casos que serao apresentados os resultados.

Nome | n ngy Caso Real
caso A | 100 | 100 Nao
caso B | 320 | 320 Nao

caso C | 103 | 56 Nao
casoD | 244 | 71 Sim
caso E | 582 | 336 Sim
ViDVsu = 0,

w= (107,07, em {z,y € Tly = 1},
u = [10"%,0]", em {z,y €Tz =0ouz =1},
u = [0,0]", em y = 0.

(7.4)

A variacao do erro com o tamanho da malha é apresentado na Figura e
pode-se observar que nesse caso o maior erro relativo é menor que 107! que é bem
menor que o do caso anterior, por conta do erro de truncamento ser zero, e também
nao decai com o tamanho da malha.

Atestado o bom funcionamento do método dos elementos finitos, os resultados
das préximas segoes irao tomar como referéncia as solugoes no grid fino e serao

comparadas com os resultados do método multiescala.

7.2 Modelos de simulacao utilizados

A Tabela apresenta os tamanhos dos modelos utilizados neste trabalho. Cinco
modelos foram selecionados onde dois deles sao de modelos de campos reais. Os
casos A e B sdo baseados nos casos sintéticos apresentados em [3] e [§], onde foram

utilizados uma compressibilidade vertical uniaxial ¢); desenvolvida em BAU et al.

iz
vy

representa a tensao vertical efetiva, e a tensao efetiva na rocha é calculada através
de ([7.6) que considera um gradiente de pressao de 0.1 bar/m e coeficiente de Biot

igual a um.

[29] apresentada em (7.5), onde ¢y e o), sdo expressas em [bar~!] e [bar]. o

ey = 0.01241]0), |14 (7.5)

Oy, = Oyy — Py = 0.12218]y[ — 0.1]y| (7.6)
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(1 —-2v)(1+wv)

b= (1 —v)ey

(7.7)

Assim, o médulo de Young pode ser calculado em fungao apenas da profundidade
substituindo os valores de e em . Ja o coeficiente de Poisson foi
considerado constante e igual a 0.2 em todo o modelo.

O grid utilizado é apresentado na Figura com as dimensoes baseadas no
exemplo mostrado em [3]. Esse grid teve cada uma das células divididas com 10
cortes verticais e 10 cortes horizontais igualmente espacados para gerar o caso A e,
de forma analoga, dividida em 32 cortes horizontais e 32 cortes verticais para gerar
o caso B. A localizacao do reservatorio aparece na Figura em vermelho. Foi

considerada também a deplecao de 100 bar de pressao no reservatorio.

—1000 -

—2000 4

—3000 4

—4000 4

—5000 4

0 2000 4000 6000 8000 10000

Figura 7.2: Grid base utilizado para construgao dos casos A e B.

O caso C é um caso de reservatorio sintético com grid de geometria mais proxima
aos reservatorios reais e, diferentemente dos casos A e B, os valores de Poisson nao
sao constantes ao longo do dominio. A Figura no Apéndice [A] apresenta o grid
e os valores do médulo de Young e médulo de Poisson. Sao apresentados também
no apéndice Figuras dos casos D e E.

As condigoes de contorno utilizadas para todos os modelos sao representadas na
Figura [7.3| a base do modelo ¢ considerada fixa (u = 0), as bordas laterais tem

movimento possivel apenas na dire¢ao y e topo do modelo ¢é livre de tragao.

7.3 Resultados Método Multiescala

7.3.1 Visualizacao da solugao grossa

Dado que o operador multiescala gera um operador grosso com solucao que tenta

reproduzir a solucao do espaco fino, é possivel comparar visualmente e também
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Figura 7.3: Esquema das condigoes de contorno das simulagoes. Borda inferior com
deslocamentos nulos, bordas laterais com deslocamentos em y permitidos e borda
superior livre.

Tabela 7.2: Erro relativo da solucao fina em relacao a grossa para diferentes niveis
de engrossamento.

Elemento Grosso (C,, x C, ) | Erro Relativo
8x8 0.124267
16x16 0.190326
32x32 0.273388
64x64 0.763958

através do erro entre a solucao fina e a solugao da malha grossa. A aproximagao
para a solucio da malha fina u" = Pu” ¢ utilizada nessa comparacgao de forma

que o erro que sera apresentado ¢ mostrado em (|7.8|).

€o = —F—7—— (7.8)

As Figuras|7.4lapresentam a comparacao entre a solucao do grid fino e grosso com
fator de engrossamento 32 x 32. Pode-se notar que a solugao ¢é distorcida mas mesmo
assim guarda similaridades com a solucao original. Para uma avaliagao quantitativa
é apresentada a Tabela [7.2] a primeira coluna apresenta o fator de engrossamento
e a segunda o erro relativo. Fica claro que quanto maior o nivel de engrossamento,
mais distante da solucao original da malha fina, com o engrossamento de 64 x 64 ja
mostrando uma solugao bem afastada da original. A Figura[7.5|mostra a subsidéncia
do topo do dominio para a solucao fina e grossa e, pode-se constatar, uma boa

aproximacao da subsidéncia pelo grid grosso.
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(a) Solugao do grid fino. A esquerda, o deslocamento em x e, a direita, o deslocamento em y

0 Desloc X Desloc Y
‘
—=2000 -
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—4000 -

—=5000 - ' U " ' ' U g g U d
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(b) Solugao do grid grosso. A esquerda, o deslocamento em x e, a direita, o deslocamento em y

Figura 7.4: Comparagao da solucao do grid fino com a solucao do grid grosso para
engrossamento 32 x 32.
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Figura 7.5: Subsidéncia do topo do caso B, em azul na solugao do grid fino e de
vermelho a solugao do grid grosso (multiescala).
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7.3.2 Comparagao entre precondicionadores aditivos e mul-

tiplicativos

O trabalho [3] apresenta a utilizacdo do precondicionador multiescala (M,,;) em
conjunto com o um precondicionador (Mj) no grid fino de forma multiplicativa.
Essa combinacgao visa reduzir os erros de alta frequéncia através do M, enquanto
os erros de baixa frequéncia sao eliminados pelo precondicionador multiescala. O
acoplamento multiplicativo tem a desvantagem de precisar de uma multiplicagao
matriz vetor além da aplicacao dos precondicionadores e, portanto, o nimero de
iteragoes tem que ser reduzido o suficiente para compensar todas essas operagoes.
Um alternativa é aplicacao dos precondicionadores de forma aditiva, pois, nesse caso,
nao é necessaria a multiplicacao matriz vetor adicional. Outra vantagem do operador
aditivo ¢ que caso os M, e M_! sejam simétricos o precondicionador conjunto

ms

também é simétrico e pode ser utilizado juntamente com o Gradiente Conjugado.
As Tabelas [7.3 e mostram a quantidade de iteracoes e o tempo
utilizando utilizando o precondicionador aditivo e o multiplicativo com o solver
Bicgstab. Nesses testes o precondicionador M, ' foi o ILU(0). E importante perceber
que para menores niveis de engrossamento a quantidade de iteracoes feitas pelo
aditivo é bem maior chegando a 120% para o caso E. Porém, ao aumentar o nivel de
engrossamento, em geral a quantidade de iteracoes fica entre 10% e 20% maior. Isso
deve ocorrer pelo fato da solucao grossa estar mais distante da fina e o acoplamento
aditivo ou multiplicativo comecam a ficar com numero de iteracoes semelhantes.
Além disso, nos casos B e D os tempos de solucao 6timos foram obtidos com o
precondicionador aditivo, tornando-o uma alternativa competitiva ao multiplicativo

com melhorias de em torno de 15%.

Tabela 7.3: Comparacao de precondicionador aditivo contra multiplicativo para
caso A utilizando como solver linear o método Bicgstab para diferentes niveis de
engrossamento.

Precondicionador
M_!+M,'(I-K"'M,_)) M, '+ M, Diferenga
Egmento Iteracoes Tempo [teracoes Tempo Iteracoes | Tempo

rosso (ms) (ms)

2x2 3 100.97 6 106.45 | 100.00% 5%

5xb 7 28.72 9 29.57 | 28.57% 3%
10x10 13 39.30 15 35.98 15.38% -8%
20x20 23 64.99 26 55.99 13.04% -14%
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Tabela 7.4: Comparacao de precondicionador aditivo contra multiplicativo para
caso B utilizando como solver linear o método Bicgstab para diferentes niveis de
engrossamento.

Precondicionador
M, !+ M, (I-K"'M.)) M, '+ M, Diferenca
Egmento [teracoes Tempo Iteracoes Tempo Iteracoes | Tempo

rosso (ms) (ms)

2x2 4 2862.19 6 2793.66 | 50.00% -2%

4x4 5 504.18 6 503.37 | 20.00% 0%

8x8 12 480.78 12 397.59 0.00% -17%
16x16 21 710.77 24 627.88 14.29% -12%
32x32 41 1476.73 47 1255.16 | 14.63% -15%

Tabela 7.5: Comparacao de precondicionador aditivo contra multiplicativo para
caso D utilizando como solver linear o método Bicgstab para diferentes niveis de
engrossamento.

Precondicionador
M_!+M,(I-K"'M,_)) M, '+ M.} Diferenga
Eg:mento Iteracoes Tempo Iteracoes Tempo Iteracoes | Tempo

rosso (ms) (ms)

2x2 4 742.54 6 787.70 | 50.00% 6%

4x4 6 179.77 8 187.48 | 33.33% 4%

8x8 9 134.78 11 130.19 | 22.22% -3%
16x16 10 136.04 11 113.89 | 10.00% -16%
32x32 16 204.28 16 154.87 | 0.00% -24%

Tabela 7.6: Comparacao de precondicionador aditivo contra multiplicativo para
caso E utilizando como solver linear o método Bicgstab para diferentes niveis de
engrossamento.

Precondicionador
M, ! +M,'(I-K"'M,_)) M, "' +M,] Diferenca
Eg}mento [teracoes Tempo Iteracoes Tempo Iteracoes | Tempo

TOSSO (ms) (ms)

4x4 10 1766.14 22 2477.61 | 120.00% 40%

8x8 31 2250.98 39 2237.97 | 25.81% -1%
16x16 41 2677.35 50 2511.19 | 21.95% -6%
32x32 57 3795.57 65 3246.58 | 14.04% -14%
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7.3.3 Comparacao Multiescala com Multigrid e ILU

Nessa secao, sao apresentadas comparagoes entre os precondicionadores multiescala
aditivo, multigrid e ILU. Para esse comparagao foi utilizado o PyAmg, que é um
solver multigrid descrito em OLSON e SCHRODER [15]. Dado a grande quan-
tidade de parametros necessarios para a configuracao dos solver multigrid, como:
a quantidade de niveis devem ser utilizados, quantidade de relaxagoes em cada
nivel, qual o tipo de relaxacao sera utilizada, dentre outras variaveis, foi utilizado o
script solver_diagnotics.py disponibilizado pela equipe do PyAmg no repositério
(https://github.com/pyamg/pyamg-examples). Esse script testa diferentes confi-
guragoes de solver multigrid para uma dada matriz e seleciona aquele mais eficiente
para o problema proposto. A configuragoes geradas pelo script estdao no Anexo [B]
Para o caso B e caso E, o script nao convergiu e, para o caso B foi utilizado a
mesma configuracao de solver que o caso A, por terem sido montados com as mes-
mas correlagoes. Para o caso E foi utilizada a mesma escolha que o caso D, por ser
o unico outro reservatorio real. Abaixo seguem algumas caracteristicas importantes

das configuracoes encontradas:

e maximo de quinze niveis multigrid
e rclaxacao “Gauss Seidel Symmetric”
e ciclos W

e multigrid como precondicionador para o Gradiente Conjugado

A Figura|7.6|apresenta o tempo de solugao do sistema utilizando o método multi-
escala e multigrid (PyAmg) como precondicionador para o gradiente conjugado para
o caso B. Sao apresentados o residuo ao longo das iteragoes, o tempo de execucgao

do solver, a quantidade de iteracoes do solver linear e o tempo da iteracao.
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Figura 7.6: Resultados para caso B. Histérico do residuo relativo ao longo das
iteragoes, tempo do solver em segundos, niimero de iteracoes e tempo do solver por
iteracao.

Um primeiro ponto a se observar ¢ o aumento do nimero de iteragoes a cada vez
que se aumenta o fator de engrossamento da malha. Isso ocorre, pois a solucao do
problema grosso se torna cada vez mais distante da solu¢gao da malha fina fazendo
com que o precondicionador funcione pior. Entretanto, quanto mais grossa a malha,
mais facil a solugao sistema linear grosso e entao existe uma solucao de compromisso
entre o engrossamento da malha e o tempo de execucao. B importante lembrar
também que sempre é necessario pagar o custo da multiplicagao pelo operador de
prolongamento e de restricao que é da ordem do grid fino. Uma constatagao desse
fato aparece na Figura[7.7]que mostra a proporgao do tempo gasto do precondiciona-
dor aditivo entre a aplicagdo de um ILU(1) e de um multiescala com diferentes niveis
de engrossamento, pode-se perceber que quanto maior o engrossamento a fracao de
tempo utilizada pelo precondicionador multiescala fica menor, pois quanto maior
o engrossamento mais desprezivel fica o tempo de solucao do grid grosso sendo o
tempo do precondicionador multiescala dominado pelo prolongamento e restrigao.

No caso B, a solucao de menor tempo é quando o nivel grosso ¢ construido
ao se montar elementos utilizando 8x8 elementos finos. Ainda sobre o nimero de
iteragoes, quando utilizado um elemento grosso de 2x2 o numero de iteragoes é
o menor encontrado, porém o custo de solucao do sistema grosso impossibilita a
utilizacao desse nivel de engrossamento. Uma maneira de aproveitar essa reducao
do numero de iteracoes seria utilizar um precondicionador multiescala multinivel
conforme apresentado em [22] para volumes finitos, desse modo, nao seria necesséario
resolver o sistema linear na malha 2x2 sendo necessario apenas aplicar uma relaxacao
nesse nivel similarmente ao multigrid.

Na Figura [7.8| é apresentado a comparacao da solucao do sistema utilizando o
melhor método multiescala com o gradiente conjugado utilizando como precondicio-

nador o ILU(0), ILU(1) e solver multigrid PyAmg. E importante notar que hd uma
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Figura 7.7: Proporcao do tempo gasto entre ILU(1) e multiescala em precondicio-
nador aditivo para o casos B, C, D e E.

reducao expressiva no numero de iteracoes do PyAmg, e multiescala em relacao aos
ILU (reducao em torno de 83%) nos dois casos. Essa redugdo vem com o prego de
um precondicionador com um custo computacional mais caro. J4 uma comparagao
de tempo mostra uma redugao de 72% com MS(8,8)+ILU(1) em relac¢ao a execugao
com o precondicionador ILU(1). A comparagao com o tempo do PyAmg pode nao
condizer com a realidade por se tratarem de implementacgoes diferentes, posterior-

mente serao mostradas outros tipos de comparacao com o PyAmg.

Residuo Tempo Sclver (s) Tempo Solver (s) / Iteracao
—-= Pyamg

— €G- ILU(0)
- — €G- ILU(1)
0 CG-ILU(L) + MS(B, 8 CG-ILU1) + MS(8,5) - CG-ILU() + MS(8, &) -
CG - ILW1) - €G- ILU{1) I

CG - ILU(0)

o _ o _
L - T

000 002 004 006 008 010 012 014 016

CG - ILU(D)

0 s 100 150 2200 20 00 ;O

Figura 7.8: Resultados para caso B. Histérico do residuo relativo ao longo das
iteragoes, tempo do solver em segundos e tempo do solver por iteragao.

A seguir, as Figuras(7.9(a)} [7.9(b)|e[7.9(c)|apresentam os resultados para os casos

C, D e E. Em todos os graficos é mostrado apenas o precondicionador multiescala
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que obteve o melhor desempenho entre os fatores de engrossamento de 2x2, 4x4,
8x8, 16x16, 32x32, junto com os resultados do ILU(0), ILU(1) e PyAmg.

Nos casos C e D novamente a quantidade de iteracoes do PyAmg e multiescala
foram semelhantes, mostrando um bom desempenho dos dois métodos, porém, no
caso E o precondicionador multigrid comeca decrescendo rapidamente mas passa
por um ponto de residuo 10~¢ que a inclinacao da queda muda rapidamente fazendo
com que o solver multigrid tenha um nimero de iteragoes préxima ao do ILU(1).

A Tabela[7.7 apresenta a quantidade de iteragoes do solver, tempo e speed-up de
cada caso do precondicionador multiescala em relagao ao ILU(1). Pode-se notar que
o0s maiores speed-ups ocorreram nos casos com maiores dimensoes (caso B e caso E)
pois foram esses que obtiveram, proporcionalmente, as maiores reducoes no niimero
de iteracoes.

Em relacao ao PyAmg, a Tabela[7.8apresenta a quantidade de nao zeros somando
todos os niveis dos operadores de prolongamento do multigrid, o niimero de nao zeros
de todas as operacoes de prolongamento de um ciclo W e o nimero de nao zeros
do operador de prolongamento do multiescala. Nesse caso, pode-se constatar que
a quantidade de nao zeros dos operador de prolongamento do multiescala tem em
torno de 2 a 2,2 vezes a quantidade de nao zeros das multiplicagoes matriz vetor de
um ciclo W do método multigrid sendo entao uma vantagem do método multigrid.

Por outro lado, a Tabela |7.9 apresenta a complexidade dos operadores multigrid
gerados para cada um dos casos. Além disso, possui a complexidade do ciclo W
que considera as relaxacoes feitas em cada nivel. Portanto, em relacao as relaxagoes
o multiescala necessita de bem menos capacidade computacional que fica em torno
de 4,8 e 5,7 vezes menor que no multigrid que o torna mais eficiente nesse quesito.
Assim, em relacao ao caso E fica clara a vantagem do multiescala dado que o niimero
de iteragoes realizadas foram 23 enquanto no multiescala foram 160 fazendo com o
problema do prolongamento seja superado por ter feito menos que duas vezes a
quantidade de iteracoes. Para os outros casos, o multiescala se saiu melhor dado
que, apesar do prolongamento serem mais caras (entre 1.99 e 2.18), as operagoes de
relaxacao sao bem mais custosas no multigrid (entre 4,8 e 5,18 vezes mais custosas).
Um outro ponto que pesa a favor do multiescala é que a multiplicacao matriz vetor é
mais facilmente paralelizavel que as relaxagoes. Por exemplo, para paralelizagao dos
Gauss-Seidel e ILU é necesséario reordenamento de equagcoes através de coloragoes

que podem afetar a convergéncia do método.
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Figura 7.9: Historico do residuo, niimero de iteracoes e tempo do solver por iteragao
para caso C, D, E. O tempo é a media entre 10 rodadas.
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Tabela 7.7: Tabela com comparacao entre gradiente conjugado com precondiciona-
dor ILU(1) e precondicionador aditivo multiescala

CG - ILU(1) CG - ILU(1) + MS(8, 8)

Caso | Iteracoes | Tempo(s) | Iteragoes Tempo SpeedUp
Caso B 221 2.224371 37 0.608054 3.66
Caso C 71 0.034168 27 0.018995 1.80
Caso D 7 0.334961 23 0.148704 2.25
Caso E 158 3.082180 23 0.803692 3.84

Tabela 7.8: Tabela com comparacao entre nimero de nao zeros das multiplicacoes
pelos prolongamentos de cada ciclo. Valores normalizados pela quantidade de nao
zeros da matriz.

Caso | NNZ Mg | NNZ W | NNZ Ms | NNZ Ms/NNZ W
Caso B 0.15 0.24 0.49 2.05
Caso C 0.14 0.21 0.45 2.18
Caso D 0.14 0.24 0.48 1.99
Caso E 0.15 0.24 0.49 2.02

Tabela 7.9: Tabela entre complexidade dos operadores multigrid e multiescala.

Caso | Complex. do Grid | Complex. do Ciclo W | Complex. Multiescala
Caso B 1.53 5.18 1.041
Caso C 1.57 4.83 1.033
Caso D 1.63 6.53 1.040
Caso E 1.55 5.65 1.041
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7.3.4 Acuracia da solucao grossa

Nos resultados mostrados na se¢ao anterior, era utilizado um solver direto para resol-
ver o sistema grosso. Em casos que a malha foi suficientemente reduzida esse tempo
de solugao é desprezivel, porém, para casos o fator de engrossamento é pequeno re-
solver exatamente o nivel grosso aumenta o tempo de execucao (por exemplo, o caso
ILU(1) + MS(2, 2) na Figura[7.6). Além disso, modelos muito refinados podem ter
espago grosseiro grande o suficiente para necessitarem de métodos iterativos, como,
por exemplo, para solugoes de casos com centenas de milhoes de elementos como os
modelos mostrados em [30].

A Figura[7.10| apresenta a quantidade de iteragoes realizadas pelo gradiente con-
jugado com tolerancia 107! no eixo y e a tolerancia do solver do grid grosso no eixo
x. Para solucao do grid grosso foi utilizado um gradiente conjugado precondiciona-
dor ILU(0). Pode-se constatar um aumento do nimero de iteragdes com o aumento
da tolerancia do solver grosso que era esperado. Mesmo com esse aumento o tempo

de convergéncia total melhora para o caso 2x2.

180 _o (2,2) — (2,2)

—o— (8,8) —o— (8,8)
(16, 16) (16, 16)

160 - 30 -
140 -
120 -

100 -

Numero de Iteracoes - CG
Tempo (s)

80 -

60 -

107° 1077 10 1073 107! 10-° 1077 107° 1073 107!
Tolerancia Solver Grosso Tolerancia Solver Grosso

Figura 7.10: Variacao do niimero de iteracoes do gradiente conjugado com tolerancia
do grid grosso para Caso E.
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Capitulo 8
Conclusao e Trabalhos Futuros

Essa dissertagao apresentou a teoria necessaria para a construcao de um simulador de
geomecanica elastico utilizando o método dos elementos finitos e método multiescala
como precondicionador para sistemas lineares. Como resultados foram apresentadas
comparacoes entre a abordagem de combinar precondicionadores de forma aditiva
e multiplicativa que mostram que, para fatores de engrossamento grandes o sufi-
cientes, pode-se obter solugoes em torno de 10% a 15% mais rapidas utilizando o
precondicionador aditivo. Além disso, foram apresentadas comparacgoes utilizando
o método do gradiente conjugado com precondicionador multiescala, ILU e mul-
tigrid para modelos sintéticos e também para casos reais. A comparacao entre o
multiescala e o ILU mostrou que o primeiro reduz o niimero de iteragoes e encontra
solucoes mais rapidamente que o ILU mostrando speed-ups de até 3,8 vezes. A com-
paracao entre o multigrid e multiescala mostrou que apenas no caso E o multigrid
realizou mais iteragoes enquanto que nos outros a quantidade de iteracoes foi simi-
lar. Porém, com relagao a métrica do niimero de operacgoes realizadas, as relaxacoes
dos varios niveis do multigrid tem um custo bem maior por iteracao, tornando o
multiescala uma opgao mais atrativa. Outro ponto importante é que os resultados
mostraram também a eficicia do método para a simulacgao de modelos com dados
reais de campos que possuem propriedades heterogéneas e grids mais complexos.
Visto o bom resultado do método para os sistemas lineares geomecanicos, uma
implementacgao paralela e algébrica tem grandes possibilidades de reduzir o tempo de
simulacao em modelos em trés dimensoes. Além disso, como o operador multiescala
também possui uma dimensao bem menor que a do operador do grid original, ele
pode ser pensando com um precondicionador grosseiro geral de todo o modelo em
uma tentativa de resolver o problema do aumento do niimero de iteracoes dos solvers
quanto mais o dominio é dividido. Com essas ideias pode-se melhorar ainda mais os
resultados obtidos em FIGUEIREDO et al. [30] tornando as execugoes do simulador
geomecanico da Petrobras ainda mais rapidas. Essas novas implementagoes tem

diversos desafios em relacao ao paralelismo como a coordenacao da solucao dos
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problemas locais em paralelo, implementacao de produtos matriz-matriz esparsas
para calculo do operador grosso, comunicacao dos resultados de problemas locais

nas fronteiras do processos, dentre outros.
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Apeéendice A
Figuras dos reservatorios

Aqui estao apresentadas os grids dos casos C, D e E que foram utilizados para a
exposicao dos resultados. As escalas dos casos D e E foram omitidas por se tratarem

de modelos reais e os dados, portanto, sao sensiveis para a Petrobras.
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Figura A.1: Propriedades médulo de Young (a) e coeficiente de poisson (b) para
caso C
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Apendice B

Configuracoes de solver utilizadas
pelo PYyAMG

Seguem abaixo as chamadas com os parametros para construcao dos solvers multi-
grid utilizados pelo PyAMG para os resultados apresentados no Capitulo [7] Esses
foram retornados pelo script solver_diagnostics.py. Em todos os casos a chamada
do solver multigrid foi sugerida com o ciclo W e como pré-condicionador para o

Gradiente Conjugado.

Caso A e Caso B

smoothed_aggregation_solver (A, B=B, BH=BH,

strength=("evolution’, {’k’: 2, ’proj_-type’: 127, ’epsilon’: 2.0}),
smooth=("energy ’, {’krylov’: ’cg’, ’'maxiter’: 2,
"degree ’: 1, ’weighting ’: ’local '}),

improve_candidates=[(’block_gauss_seidel 7,
{’sweep ’: ’symmetric’, ’iterations ': 4}),
None, None, None, None, None, None,
None, None, None, None, None,
None, None, None],
aggregate="standard”,
presmoother=("block_gauss_seidel ’,
{’sweep ’: ’symmetric’, ’iterations ’': 1}),
postsmoother=("block_gauss_seidel ",
{’sweep ’: ’symmetric’, ’iterations ’': 1}),
max_levels=15,
max_coarse=300,

coarse_solver="pinv”)

Caso C
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smoothed_aggregation_solver (A, B=B, BH=BH,

strength=("evolution’, {’k’: 2, ’proj_-type’: 127, ’epsilon’: 2.0}),
smooth=("energy’, {’krylov’: ’cg’, ’'maxiter’: 2,
"degree ’: 1, ’weighting ’: ’local '}),

improve_candidates=[(’block_gauss_seidel ",
{’sweep ’: ’symmetric’, ’iterations ': 4}),
None, None, None, None, None, None, None,

None, None, None, None, None, None, None],
aggregate="standard”,

presmoother=("block_gauss_seidel ’,

{’sweep ’: ’symmetric’, ’iterations ': 1}),
postsmoother=("block_gauss_seidel ",

{’sweep’: ’symmetric’, ’iterations ': 1}),
max_levels=15,
max_coarse=300,

coarse_solver="pinv”)

Caso D e Caso E

smoothed_aggregation_solver (A, B=B, BH=BH,
strength=("evolution’, {’k’: 2, ’'proj_type’: ’12’, ’epsilon’: 2.0}),
smooth=("energy ', {’krylov’: ’cg’, ’'maxiter’: 2,
"degree ': 1, ’'weighting ’: ’local ’}),

improve_candidates=None,
aggregate="standard” ,
presmoother=("block_gauss_seidel 7,

{’sweep ’: ’symmetric’, ’iterations ’': 1}),
postsmoother=("block_gauss_seidel 7,

{’sweep ’: ’symmetric’, ’iterations ’': 1}),
max_levels=15,

max_coarse=300,

coarse_solver="pinv”)
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