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Materiais de amortecimento avancados, devido a sua capacidade de dissipar energia,
tém sido cada vez mais empregados no controle de vibragdo mecénica. A concepcao,
projeto e operagao em tempo real desse tipo de estratégia dependem fortemente de mo-
delagem e simulagao computacional. Modelos computacionais, tipicamente, resultam da
combinacao de principios fisicos (e.g. equilibrio de momento) com equagoes fenomenolo-
gicas de fechamento (e.g. equagoes constitutivas). Neste trabalho a atencao foi dedicada
as limitagoes nas previsoes de modelos computacionais devido as discrepancias potenciais
relacionadas a essas equagoes de fechamento. Propomos aqui duas abordagens diferentes,
com o objetivo de avaliar a capacidade de modelos constitutivos que empregam varia-
veis internas para reproduzir a resposta viscoelastica e de amortecimento de sistemas
vibratérios submetidos a pequenas deformagoes. Ambas as abordagens sao construidas
dentro de configuragoes bayesianas e diferem na maneira como a discrepancia de modelo
¢ introduzida na formulagdo. No primeiro, empregamos uma hipétese de erro de modelo
estocastico incorporado nos parametros de amortecimento, denominado de discrepancia
de modelo. Enquanto no segundo usamos uma formulagdo mais convencional baseada
na hipotese de erro de modelo aditivo, aqui denominada abordagem aditiva, incluido na
equacao de observacao relacionando variaveis de estado a observaveis. Apresentamos os
resultados obtidos com exemplos numéricos que ilustram que as formulac¢oes propostas
estabelecem uma base formal e rigorosa para a realizagdo do estudo, embora também
apontem para a necessidade de uma andlise mais abrangente, especialmente no que diz
respeito a flexibilidade da abordagem de erro de modelo incorporado para acomodar mais

modelagem estocéstica sofisticada para modelagem de discrepancias.
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Advanced damping materials, due to their ability to dissipate energy, have been in-
creasingly employed on the vibration control of mechanical vibrations.The conception,
design and real-time operation of such sort of strategy heavily relies upon modeling
and computational simulation. Computer models, typically, result from the combina-
tion of physical principles (e.g momentum balance) with closure phenomenological equa-
tions (e.g.constitutive equations).In this work the attention has been devoted to limita-
tions in computer model predictions due to potential discrepancies related to such closure
equations.We propose here two different approaches aiming at evaluating the ability of
constitutive models employing internal variables to reproduce viscoelastic and damping
response of vibrating systems undergoing small deformations.Both approaches are built
within Bayesian settings, and they differ in the way model discrepancy is introduced and
modeled. In the first one employ a hypothesis of stochastic model error embedded in the
damping parameters, while in the second we use a more conventional formulation based
on additive model error hypothesis included in the observation equation relating state
variables to observables.

We present preliminary results obtained with numerical examples show that the pro-
posed formulations establish a formal and rigorous basis for performing the study, al-
though they also point to the need of a more comprehensive analysis, especially regarding
the flexibility of embedded model error approach to accommodate more sophisticated

stochastic modeling for the discrepancy modeling.
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Capitulo 1

Introducao

Em diversas aplicacoes, estruturas mecanicas atuam expostas a carregamentos que,
em certas condigoes, podem causar niveis criticos de vibragao, conduzindo a deslocamen-
tos excessivos e até mesmo falhas estruturais. Neste contexto, surge a necessidade de
reduzir estes niveis de vibracao. Uma das formas é adicionar a estas estruturas elementos
dissipativos tais como dispositivos que utilizam materiais viscoelasticos. De acordo com
Moschen [1], o controle de ruidos e vibragoes pela introdugdo de amortecimento é uma

pratica importante e cada vez mais comum.

Atualmente existe uma utilizacao progressiva de materiais viscoelasticos quando se
trata de controlar vibrac¢oes e ruidos em diversas areas. De acordo com Castello et al.
[2], esses materiais melhoram o nivel de amortecimento em estruturas sendo utilizados

frequentemente nas industrias automotivas, espaciais e de energia.

Santos [3] relata uma investigacao das propriedades e o desempenho de um amortece-
dor viscoelastico quando instalado em edificios altos que oscilam em decorréncia da acao
de ventos. Silva [4] caracterizou materiais viscoeldsticos para aplicar em estruturas tipo
viga de sanduiches com o objetivo de atenuar problema dinamico relacionado a vibragoes
induzidas por vortices em risers rigidos. Marra [5] implementou um sistema de controle
de vibragoes, em uma viga metdlica excitada por um sinal de banda larga de frequén-
cia, baseado em neutralizadores viscoelasticos e filtros adaptativos. Diacenco [6] modelou
uma estrutura composta laminada incorporando materiais viscoelasticos para o controle
passivo de vibragoes e ruidos. Ribeiro et al. [7] apresentaram uma metodologia para
um projeto ideal de suportes viscoelasticos para maquinas rotativas, visando minimizar a
resposta de frequéncia de desequilibrio do sistema. Um estudo tedrico em relagao as pro-
priedades dindmicas de materiais viscoelasticos de amortecimento e método para calcular

a caracteristica dindmica de estruturas contendo estes materiais foi descrito por Zhou et



al. [8].

Com relacao a definicdo das caracteristicas destes materiais, uma das mais impor-
tantes é o efeito de memoria, ou seja, o estado de tensdes num dado ponto, para um
certo instante de tempo, nao depende somente do estado de deformagodes naquele mesmo
instante, mas também de toda a historia de deformacao, sendo a reciproca, por usa vez,
também verdadeira. Outra caracteristica desses materiais é o comportamento dissipativo,
o que pode ser verificado analisando-se uma curva de tensao-deformacao num dado ponto,

quando sao sujeitos a um carregamento do tipo ciclico.

No que concerne as relagoes constitutivas de materiais complexos, sua caracterizacao e
a construgao de modelos matematicos precisos para serem usados como equagoes de fecha-
mento tém se revelado uma tarefa dificil e dispendiosa. Isso aponta para a conveniéncia
de se adotar modelos simplificados que possibilitem descrever o comportamento destes
materiais. Inevitavelmente, isso leva a limitagoes na estimagao do impacto em previsoes

fornecidas pelos modelos.

A caracterizacao experimental do comportamento dindmico do material requer a uti-
lizacao de ensaios experimentais em diversas condigoes de operacao. No contexto de
modelagem computacional, as informagoes oriundas da caracterizagdo experimental ser-
vem de base para a elaboracdo de propostas para as equagodes constitutivas do material
em analise. Adicionalmente, destaca-se, também, a necessidade de se calibrar o modelo
constitutivo adotado. Em linhas gerais, o processo de calibracao [9] consiste em ajustar
parametros do modelo computacional a fim de melhorar a concordancia entre os dados
experimentais e predi¢does computacionais. Denomina-se na literatura, como problemas

inversos , esta estimacao de parametros.

Uma das técnicas utilizada para estimagdo dos parametros é a inversao bayesiana [10]
que resulta em uma descricao probabilistica da solucao do problema. Neste caso, esta
técnica pode ser entendida como o estudo das causas de acordo com o fenémeno a partir
das observagoes, em que todas as variaveis e parametros envolvidos no processo de mode-
lagem sdo modeladas como varidveis aleatérias [10] e suas incertezas sdo quantificadas a
partir de distribui¢oes de probabilidade. Os desenvolvimentos de técnicas computacionais
de amostragem baseadas no Método de Monte Carlo com cadeia de Markov (MCMC)
tém impulsionado a popularizacdo da inferéncia Bayesiana em engenharia. A seguir sao
apresentados alguns trabalhos relativos a aplicacao da inferéncia Bayesiana em dinamica

de estruturas e viscoelasticidade.

Worden e Hensman [11] tinham como objetivo fornecerem uma visao geral das possiveis



vantagens de adotar uma abordagem Bayesiana para um sistema de identificagdo nao
linear em dindmica estrutural. Zhang et al. [12] focaram em identificar o médulo de
Young de uma camada de polimero viscoeldstico em uma estrutura laminada através de
uma abordagem Bayesiana, explorando a fun¢ao de densidade e probabilidade a posteriori

através do uso do Método de Monte Carlo com cadeia de Markov.

Figueiredo et al. [13] propuseram um algoritmo com uma abordagem bayesiana, fun-
damentado no Método de Monte Carlo com cadeia de Markov (MCMC), que fosse capaz
de detectar danos estruturais com base em dados de respostas didrias (dados de vibragoes)
e mesmo sob eventos anormais causados pela variabilidade da temperatura. O objetivo
principal era estudar os danos recorrentes nas estruturas de pontes devido a efeitos da
variabilidade operacional e ambiental afim de buscar garantir a integridade estrutural de

pontes.

Green et al. [14] utilizaram inferéncia bayesiana com dados experimentalmente obtidos
para identificacao de sistemas estruturais dindmicos. A partir de uma grande quantidade
de dados experimentais, selecionaram subconjuntos para identificar qual o efeito dos mes-
mos sobre a incerteza do parametro. O resultado é uma estrutura que pode ser usada
para selecionar subconjuntos altamente informativos a partir de grandes quantidades de

dados experimentais.

Green e Worden [15] destacam os principios gerais e a importancia de uma abordagem
Bayesiana para identificacao de sistema e demonstram os beneficios ao tentar identificar
os modelos de sistemas dindmicos nao lineares na presenca de incerteza. Os autores
também destacam a importancia dos metédos de Monte Carlos com cadeias de Markov

na determinacao da solucao dos problemas inversos estocasticos.

Neste contexto, dada a complexidade inerente ao processo de construgao de modelos
para a descricdo do comportamento de materiais avancados, envolvendo incertezas nos
dados experimentais e erros associados a descricao da capacidade dissipativa destes mate-
riais, destaca-se o interesse na investigacao de estratégias estocasticas capazes de avaliar

erros de modelagem em viscoelasticidade.

1.1 Motivacao e Objetivos

Este trabalho estd centrado na modelagem do comportamento viscoeldstico [2, 16]
através do uso de varidveis internas [17, 18]. Embora os modelos de varidveis internas nao

estejam sendo amplamente utilizados modelos de viscoelasticidade baseados em variaveis



internas ganharam muita atencdo devido a sua capacidade em reproduzir aspectos fun-
damentais de comportamento dissipativo e por serem convenientes para implementacao
computacional. Por outro lado, o fato dessas variaveis internas nao serem observaveis,
de fato sdo um expediente de modelagem que exige certo nivel de abstracao trazendo,
assim, dificuldades na compreensao do papel de cada uma delas e para calibracao. Este
trabalho dedica-se a construi¢do de um arcabougo baseado em uma perspectiva bayesiana

que auxilie estas tarefas.

Em particular, o foco central é analisar o papel desempenhado pela escolha do ntimero
de variaveis internas. Tipicamente, modelos dotados de um maior ntimero de variaveis in-
ternas estao melhor equipados para reproduzir o comportamento viscoelastico. Por outro
lado, um alto ntimero de variaveis internas implica um aumento nos custos computaci-

onais, o que pode ser complicado quando aplicagoes transitorias reais estao envolvidas
[19].

Para lidar com a necessidade de uma escolha 6tima do niimero de variaveis que vi-
sam um equilibrio entre custos computacionais e acuracia, o proposito deste trabalho é
apresentar uma estratégia de calibragao Bayesiana para entender como identificar erros
de modelo devido a ado¢ao de um nimero reduzido de variaveis internas e, também, pro-
por corre¢oes que podem ajudar na avaliacao do impacto no resultado do modelo para

fornecer previsoes confiaveis.

Propomos duas abordagens diferentes para a calibragao. O primeiro segue a formula-
¢ao tradicional baseada na introdugao de uma discrepancia de modelo aditivo na equacao
de observacao [20] e [21]. A segunda abordagem baseia-se na ideia de que o modelo
apods a calibracao deve levar em consideragao as restrigoes fisicas. Esse requisito pode ser

atendido incorporando a discrepancia do modelo nos parametros do modelo original [22].

1.2 Organizacao do trabalho

No capitulo 2 é apresentada uma arcaboucgo tedrico referente aos temas abordados,
focando principalmente nos modelos constitutivos com descricao detalhada das equacoes
governantes com énfase nos modelos de varidveis internas, introduzimos a formulagao

Bayesiana para os dois tipos de abordagens aplicadas na calibragao do modelo adotado.

No capitulo 3 aborda-se a descricao dos modelos complexos de varidveis internas assim

como as equagoes governates com o intuito de investigar o desempenho das variaveis in-



ternas e associar o amortecimento na resposta dinamica de um sistema de vibracao. Nesta
fase do trabalho os resultados numéricos encontrados levam a uma discussao preliminar
sobre o papel das variaveis internas na resposta amortecida do sistema e servirao como

base para direcionar as abordagens aplicadas para a formulagdo bayesiana

No capitulo 4 sao apresentados os resultados advindos das duas abordagens utiliza-
das, abordagem aditiva e discrepancia de modelos. Devido as diversas incertezas que
estao presentes na modelagem computacional, etapa da calibracao, é aplicada a técnica
de propagacao de incertezas via método de Monte Carlo para etapa de validacao e extra-

polagao.

No capitulo 5 sao apresentadas as conclusdes do presente trabalho com um resumo

das principais descobertas.



Capitulo 2

Modelagem de Materiais

Viscoelasticos

A construgdo de modelos computacionais baseados em fisica (physic based models)
conjuga principios fundamentais, como conservacao de massa e energia, com equacoes
de fechamento. Estas tultimas, tipicamente, sdo introduzidas e derivadas a partir da
observacao de fenomenologias, como é o caso das equagoes constitutivas. Assim, do ponto
de vista da robustez, sob uma perspectiva de modelagem, indica que tais equagodes de

fechamento constituem, potencialmente, fontes de incertezas.

Neste capitulo, apresentam-se os fundamentos formais que permitirdo explorar como
essas incertezas acabam por impactar a capacidade preditiva dos modelos computacionais.
Primeiro os aspectos centrais dos modelos constitutivos que servem de base para essas
equagoes de fechamento sao apresentados. Em seguida, o problema de calibragao a partir

da estatistica de Bayes é estabelecido no contexto do modelo com variaveis internas.

2.1 Modelos Constitutivos

Materiais avancados aplicados para amortecimento, devido a sua capacidade de dis-
sipar energia mecanica, tém sido cada vez mais empregados para mitigar os danos em
dispositivos que operam em ambientes agressivos. Este dano é produzido por vibragoes
induzidas que podem ser atenuadas pelo controle estrutural ativo ou passivo. A concep-
¢ao, o projeto e a operacao desse tipo de estratégia dependem muito da modelagem e de

simulagao computacional.

A caracterizacdo de materiais utilizados em aplicagoes motivou muitos pesquisado-



res a investigar modelos matematicos que expressam o comportamento real de sistemas
estruturais. No entanto, devido a complexidade da maioria dos materiais usados, carac-
terizar e construir modelos para esses materiais com precisao é uma tarefa dificil. Assim,
é conveniente adotar modelos simplificados que representem as principais caracteristicas

e fornecam solugoes proximas do comportamento real dos materiais.

Varios modelos classicos tém sido usados no estudo do comportamento de materiais
viscoelasticos. Embora os modelos sejam puramente fenomenologicos, eles sao importan-
tes para predizer a resposta do material sob condigoes de ensaio de fluéncia, relaxacao e

até sob situagoes de carregamentos complexos [23].

O comportamento dos materiais viscoelasticos tem como caracteristica essencial o
efeito de memoria [24]. Isto significa, por exemplo, que materiais viscoelasticos, quando
submetidos a tensao constante, produzem deformagdes que crescem com o tempo, ou
quando submetidos a deformagao constante, passam a resultar em tensoes decrescentes

com o tempo. Estes fendomenos sao chamados, respectivamente de fluéncia e relaxacao.

Usando varias combinacoes de elementos do tipo molas e amortecedores viscosos, em
série e/ou paralelo, pode-se construir uma grande variedade de modelos para a descrigdo
do comportamento de materiais viscoelasticos. Os modelos bésicos possuem relacoes
matematicas bastante simples. A partir destes modelos é feita uma combinacdo entre
eles para se obter representagoes mais complexas que retratam de forma mais real o
comportamento de um material. Modelos basicos unidimensionais, que permitem melhor

compreender a estrutura dos modelos constitutivos, sao apresentados a seguir.

O comportamento elastico é representado por uma mola ideal de massa desprezivel
e perfeitamente linear. Ou seja, a mola de comportamento linear é um andlogo mecanico

utilizado para representar uma resposta unidimensional de um soélido elastico.
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Figura 2.1: Mola eléastica linear

Para uma carga aplicada repentinamente, a mola reage deformando-se instantanea-
mente, e quando a carga é removida reage outra vez instantaneamente, recuperando as

dimensdes originais, ou seja, hd uma relacao linear entre a forga f(¢) e o deslocamento



A(t). E vélido ressaltar que a resposta nao depende da taxa de solicitacdo.

Na elasticidade linear a relagao constitutiva é expressa pela lei de Hooke da seguinte

forma:

o(t) = Ee(t) (2.1)

Em que o(t) é a tensdo na mola, € é a deformagao proporcional a tensao aplicada e
E é a constante de proporcionalidade também conhecida como moédulo de elasticidade ou

modulo de Young do material.

O comportamento viscoso também conhecido como modelo viscoso ¢é representado
por um amortecedor, veja Figura (2.2). Ou seja, o amortecedor é um andlogo mecénico

utilizado para representar uma resposta unidimensional de um fluido Newtoniano.
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Figura 2.2: Amortecedor viscoso

Este modelo é caracterizado pelo comportamento dependente do tempo, ou seja,
mesmo que as solicitagoes sejam constantes, as deformacoes se alteram no decorrer do

tempo.

Existe uma relacéo entre a forca f(t) e a taxa de deslocamento A(t). Aplicando-se

uma tensao o nesse elemento, a taxa de deformacao ¢é diretamente proporcional a tensao.
Se aplicarmos uma tensao constante o, a taxa de deformacao sera constante, de acordo

com Equagao 2.2. A constante de proporcionalidade g corresponde a uma propriedade

do material denominada viscosidade. Neste caso o material dissipa energia.

E(t) = (2.2)

Os modelos de Maxwell e Kelvin-Voigt, respectivamente, serao apresentados a seguir e

fornecem uma descri¢ao limitada do comportamento mecanico de materiais viscoelasticos,



dado que sao modelos mais simples.

No desenvolvimento das equagoes constitutivas para os modelos sao empregados os
mesmos conceitos de relagoes entre forca de excitacao e resposta para os elementos do
sistema mecanico. Para o desenvolvimento da equacgdo de resposta do sistema destes
analogos mecanicos considera-se que as forgas externas aplicadas sao proporcionais a ace-
leracao absoluta da massa, a forca que atua sobre um amortecedor viscoso é proporcional
a velocidade relativa entre as extremidades do amortecedor e a forca atuante na mola

elastica é proporcional ao deslocamento relativo das extremidades da mola.

Uma vez que essa relacao é estabelecida, uma equagao constitutiva é apresentada

substituindo-se a forca pela tensao e o deslocamento pela deformacao.

O modelo classico de Maxwell [25, 26|, consiste de uma mola cldssica e um amor-

tecedor em série, representando o comportamento de um fluido como ilustrado a seguir:
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Figura 2.3: Mola classica e amortecedor viscoso em série
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A relacao forca deslocamento deste modelo é dada pela equacgdo a seguir, em que

A = A(t) + Ay(t):

£(6)+ % 76 = kA (2.3
Por analogia,
5 (1) + fjo(t) — Be(t) (2.4)

No modelo classico de Kelvin-Voigt [25, 26], a mola é conectada ao amortecedor em

paralelo como mostra a Figura 2.4.

No modelo Kelvin-Voigt a equagao diferencial que relaciona for¢a com deslocamento

¢ igual a:
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Figura 2.4: Mola classica e amortecedor viscoso em paralelo.

F(£) = cA(t) + kA() (2.5)

Por analogia,

o(t) = pe(t) + E=(t) (2.6)

Estes dois modelos apresentados esquematicamente nas Figuras 2.3 e 2.4 nao sao
eficientes para descrever com precisao o comportamento de um material viscoelastico, ou
melhor, constituem representagoes simples do comportamento viscoelastico e ambos nao
simulam de forma satisfatoria a resposta viscoelastica observada. Contudo, os mesmos
podem ser usados para construir modelos de maior complexidade e acurécia, discutidos

em seguida.

O modelo sélido padrao [26] é representado pela combinacao do modelo de Maxwell

em paralelo a uma mola classica.

Figura 2.5: Mola classica em paralelo com modelo de Maxwell
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Para escrever a equacao constitutiva do modelo sélido padrao é necessario definir as
varidveis de deslocamento. A primeira, z(t), representa o deslocamento observavel do
modelo e a segunda, v(t), representa o deslocamento interno do sistema inferior. As

relacdes entre os componentes sao escritas na forma:

F = kooa(t) + ky(2(t) — v(t) (2.7)

e (t) = ka(x(t) — v(t)) (2.8)

Assim equacgao diferencial em termos de for¢a e deslocamento deste modelo é repre-

sentada a seguir:

ft) + Zf(t) = (oo + k)ar(8) + R0 ) (2.9)

Por analogia, a equagao (2.9) pode ser reescrita para descrever a equagao constitutiva

do modelo.

() + lzla(t) = (ke - R)2(t) +

e(t) (2.10)

O modelo Maxwell Generalizado ¢ representado por um arranjo em paralelo de
uma mola classica com mais de um modelo de Maxwell, tratando de um modelo sélido

padrao generalizado, ilustrado na Figura 2.6.

As relagbes constitutivas do modelo de Maxwell Generalizado sao representadas nas

equacoes seguir:

F(t) = kox(t) = > kivs(2) (2.11)

i=1
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Figura 2.6: Mola classica em paralelo com modelo de Maxwell

pi(t) + L = = (2.12)

E importante ressaltar que N é equivalente ao nimero de elementos tipo Maxwell no

modelo.

N
i=1
C:
= 2.14
net 2.1)

Em que 7; representa o tempo de relaxagao [26].

Destaca-se que nao existe uma tinica combinacao de molas e amortecedores que repre-
sentarao uma resposta viscoelastica especifica. Combinagoes diferentes podem representar
0 mesmo comportamento [24]. Portanto, a definicdo de um modelo com parametros ade-
quados se torna uma tarefa importante para prever adequadamente o comportamento

desses materiais.
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2.1.1 Modelo constitutivos com variaveis internas

O conceito de varidveis internas nao é novo, surgiu na década de 1950 [18], e apenas
algumas décadas depois as variaveis internas foram aplicadas com modelos de elementos
finitos. A origem da teoria das variaveis internas é baseada no principio da termodinamica
de processos irreversiveis. Essas variaveis foram adicionadas com a inten¢ao de represen-
tar o comportamento de sistemas irreversiveis, tal como em modelos de viscoelasticidade.
Os modelos de variaveis internas ganharam muita atencao devido a sua precisao na mo-
delagem do amortecimento do material e em sua capacidade de lidar com a dependéncia

de frequéncia e temperatura no dominio do tempo.

Destaca-se, abaixo, alguns trabalhos considerados relevantes na modelagem de mate-

riais viscoelasticos

Castello et al. [2] utilizaram o modelo constitutivo de varidveis internas na caracte-
rizacao experimental de uma fita viscoelastica, a qual estava inserida no interior de uma

estrutura do tipo viga sanduiche.

Borges et al. [16], em continuagdo ao trabalho de Castello et al. [2], utilizaram este
modelo constitutivo baseado no conceito de variaveis internas para descrever o compor-
tamento viscoelastico guiados pelo principio da filosofia de validacao e verificagdo, para

validacao do modelo viscoelastico de variaveis internas.

Reggio e Angelis [23] desenvolveram um modelo viscoeldstico com meméria, apresen-
tando as equacoes de movimento, prevendo além da velocidade e deslocamento, o niimero

de variaveis internas através do método de identificacao de sistemas.

A caracteristica basica que retine esses modelos é a inclusao de varidveis internas ca-
pazes de representar a memoria viscoeldstica de tais materiais [23]. O niimero de varidveis
internas esta relacionado a estrutura do material e também ao grau de acuracia desejado
[27]. A introduc@o de varidveis internas na modelagem implica a necessidade de obter
parametros constitutivos que nao sejam mensuraveis diretamente devido a sua natureza
intrinseca [2]. Essas varidveis ocultas procuram descrever modos internos de degradagao
ou dissipagao e, assim, sao usados viscoelasticidade, elastoplasticidade, mecanismos de

dano e adesao [16].

As equagoes governantes que regulam a dinamica de um corpo viscoelastico tridimen-

sional, com énfase no modelo constitutivo que emprega variaveis internas, sao exibidas em
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uma estrutura Lagrangeana, em que o balango de massa é naturalmente imposto enquanto

o equilibrio do momentum linear para cada ponto espacial é expresso como

dive + b = pé (2.15)

em que div representa o operador de divergéncia, o é o tensor de tensao, b sao forcas de
corpo e € é o campo de deslocamento. Além disso, f denota a derivada temporal de uma

funcao e as letras em negrito sao reservadas para as variaveis de vetores e tensores.

Completa-se o modelo prescrevendo condig¢oes de contorno e condig¢des iniciais e intro-

duzindo relagoes constitutivas representadas genericamente como:

o= M(e(u),e(n),y,) r=1,..,N (2.16)

em que M representa uma funcao potencialmente nao linear tendo como argumentos
variaveis de estado como o deslocamentou, o gradiente de deformagdo € e sua taxa de
variacdo tempora. €. Além das variaveis internas, «,. O inteiro N indica o nimero de
variaveis internas. A introducao de variaveis internas, que nao sao diretamente observa-
veis ou controlaveis, ampliando o espaco de estados, ¢ uma estratégia de modelagem para
permitir a descricio do comportamento complexo de alguns materiais. Rotas diferentes
podem ser perseguidas com o mesmo objetivo, mas geralmente envolvendo procedimen-
tos computacionalmente dispendiosos. Equagoes para a evolucao de variaveis internas
sao construidas combinando observagoes fenomenolégicas a partir de uma estrutura ter-
modindmica rigorosa [28]. Aqui, estamos interessados no uso de varidveis internas para

capturar o comportamento viscoelastico dissipativo, conforme detalhado na seqiiéncia.

Um aspecto central na resposta dindmica viscoelastica de um sélido é a sua capacidade
de dissipar energia mecanica ao longo do movimento. Estamos particularmente interes-
sados na dindmica e na vibracao de sistemas projetados. Modelos constitutivos baseados

em variaveis internas mostraram sua adequagao em tais cenarios [2, 17, 18, 18, 27, 29, 30].

Restringimos nossa modelagem a corpos submetidos a pequenas deformagoes, o que
torna plausivel a adocao de relagoes lineares. Abaixo, com o intuito de tornar a apre-
sentacao mais clara, apresentamos as equagoes constitutivas para corpos unidimensionais
em movimento uniaxial (letras em negrito ndo sdo mais necessarias, pois os tensores sao

reduzidos a escalares).
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0:E5+§:Er (e =) (2.17)

r=1
em que: € = % ¢ a deformacao e F e F, sao parametros constitutivos de elasticidade.
O modelo constitutivo na Eq. (2.17) é complementado com equagoes lineares para a

evolugao das varidveis internas {71, ...,7vn} como mostrado a seguir.

NV = ET(5 - VT) (2'18)

Em que 7, é um parametro constitutivo da viscosidade. Além disso, definimos o tempo
de relaxacdo 7, = . Portanto, a resposta constitutiva do material é definida em cada

ponto material por 1 4+ 2N parametros, a saber :E, Fy,... ., Exy e T,...,TN.

Como mencionado antes, a fenomenologia de tais equagoes constitutivas pode ser asso-
ciada a modelos mecéanicos simples compostos por molas e amortecedores [28], recuperando
modelos classicos de vibragao. Essa analogia permite que a intuicao fisica desempenhe
um papel na andlise do modelo, mesmo que as variaveis internas nao sejam fisicas nem
observaveis .Além disso, podemos aprofundar a compreensao da resposta viscoelastica le-
vando em consideracao um cenario restrito em que a deformacgao corporal é homogénea.
Nesse caso, o proprio sistema é reduzido a um sistema que contém um grau de liberdade
observavel, andlogo a situagao esquematicamente ilustrada na Figura 2.7 que apresenta
um arranjo com N elementos de Maxwell em paralelo com um elemento de mola classico.
Cada elemento de Maxwell esta associado a uma variavel interna e serd, para fins de in-
terpretagao, também chamado de modo de dissipacao interna. O conjunto de todos esses
modos é suposto para uma faixa de escalas de tempo, envolvidas na dissipagdo de energia

ao longo do movimento.

As variaveis internas estao associadas ao mecanismo de dissipacao viscoelastico [16].
Logo, vale destacar que a inclusao das varidveis internas sempre dissipa energia, fato
comprovado segundo a termodinamica de processos irreversiveis. Dessa forma, como a
tensao; Eq. (2.17) depende das varidveis internas, as quais representam o fendémeno
dissipativo no interior do material, estas naturalmente contribuem para a dindmica do

sistema [2].

Portanto, este capitulo mostra, de maneira objetiva e resumida, as leis constitutivas

que regem os modelos mecanicos, ou seja, como se relacionam as grandezas quantificadoras
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Figura 2.7: Representacao reologica de um modelo dinamico.
tensao e deformacgao dependendo do tipo do material ou classe de material.

Em sintese, inimeros materiais apresentam comportamento viscoelastico. No geral, o
modelo mais adequado para cada tipo de material pode ser obtido pela combinagao de
elementos simples, como amortecedores viscosos e molas eldsticas, na formacao de modelos

mais complexos.

Os modelos baseados em fisica empregados em simulagoes computacionais sao, ti-
picamente, derivados da composi¢ao de principios fisicos béasicos, como as equagoes de
conservagao, com relagoes fenomenolédgicas de fechamento, como equagoes constitutivas.
Os primeiros sao considerados confiaveis e, no contexto de Quantificacao de Incertezas
(UQ), discrepancias potenciais entre previsoes de modelos e observagdes da resposta dos
sistemas reais sao frequentemente atribuidas a limitages nas equagoes de fechamento [31].
Portanto, neste trabalho foram dedicados esforcos para melhorar a precisdo e entender o

impacto das incertezas relacionadas nas previsdes do modelo.

2.2 Problemas Inversos e Calibracao de Modelos
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Um problema inverso pode ser entendido como o estudo das causas de um fendmeno
ou as caracteristicas de um modelo a partir das observagoes dos efeitos. Na verdade,
problemas inversos combinam, de forma natural e rigorosa, simulacdo computacional e
experimentos a fim de que o maximo de informagcao sobre o problema fisico em questao
seja obtido [32].

Problemas diretos sao classificados, na maioria das vezes, como bem-postos o que
implica na existéncia, unicidade e estabilidade de sua solucdo com relacao aos dados de
entrada. Por outro lado, os problemas inversos sao classificados matematicamente, no
geral, como mal-postos [33]. A solugdo do problema inverso é normalmente instével, o
que significa que pequenas oscilagoes nos dados de entrada causam grandes oscila¢oes na

solugao final.

Para o problema inverso, a reposta do sistema ¢é conhecida, em geral parcialmente,
entretanto, alguns pardmetros, condigoes iniciais/contorno ou, até mesmo, a excitagao
de entrada pode ser desconhecidos. Neste caso, as medigoes serao utilizadas para se

determinar os parametros, modelos ou fungoes desconhecidas [30].

Neste trabalho ¢é utilizada uma modelagem bayesiana que fornece uma estrutura con-
veniente para solucao de problemas inversos e para fins de quantificacao de incertezas.
Uma clara vantagem desta técnica é que esta gera, de forma natural, meios e dados para
andlises de quantificacdo de incertezas. Assim, o resultado de qualquer estimativa bayesi-
ana de parametros é basicamente uma medida de incerteza sobre um conjunto de valores

admissiveis [34].
A proposta deste trabalho é analisar a discrepancia de modelos e para isso serao utili-
zadas duas estratégias de modelagem, baseadas na abordagem bayesiana para a calibracao

de modelos. A primeira, mais tradicional, denominada aqui de erro de modelo aditivo

[20, 21] e a segunda abordagem baseia-se no erro encapsulado em parametros [22].

2.2.1 Modelagem Bayesiana

Modelos computacionais e sua capacidade de fornecer previsoes confiaveis sdo tteis
para aprimorar o projeto de sistemas de engenharia, apoiar a tomada de decisdes ou

melhorar a compreensao do comportamento de sistemas complexos.

Portanto, esses modelos devem ser avaliados e aprimorados antes de serem utilizados,
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explorando informagdes disponiveis obtidas por meio de experimentos controlados ou co-
letados em campo. A calibragdo é considerada uma etapa essencial dentro deste processo
e constitui uma formulacao de inversao que concilia essa informacao com os parametros
e formas do modelo e avalia a confiabilidade do modelo resultante. Aqui, adotamos uma
perspectiva bayesiana que permite estimar as incertezas inevitaveis sobre as previsoes

apos os processos de calibracao.

A estatistica bayesiana tem sido explorada na forma de um arcabougo teérico e con-
ceitual que permite estabelecer uma estrutura sistematica para a construgao de modelos
computacionais. Na verdade, isso vai muito além da calibracao e validacao de um tinico
modelo. Em uma estrutura bayesiana, os parametros sao considerados, desde o inicio,
variaveis aleatorias e as incertezas sao, potanto, encapsuladas em sua estrutura probabi-
listica. Especificamente, pensamos em duas fontes primarias de incertezas associadas aos
modelos preditivos. A primeira esta relacionada com a estimativa de parametros dentro
da calibragao. Tal avaliagdo geralmente emprega técnicas experimentais padrao [35] que
implicam algum nivel de incerteza devido ao ruido em equipamentos, medigoes indiretas
e escassas, ou extrapolacoes provenientes de diferencas entre os cenarios experimentais
e aqueles das aplicagoes. A segunda, mais relevante aqui, é a discrepancia de modelos
[22, 36], que se destina a expressar a falta de informacao sobre a fisica subjacente devido

a simplificagoes ao longo da construgao do modelo.

Um modelo, no contexto da Mecanica do Continuo, combina dois componentes prin-
cipais: principios fisicos basicos e solidos, como a conservacdo do momentum linear, com
equagoes de fechamento, como relagoes constitutivas. O primeiro componente é conside-
rado confidvel para uso geral. Por outro lado, equagoes constitutivas sao frequentemente
consideradas menos confiaveis devido a forma como sdo derivadas. A fenomenologia es-
pecifica é observada e codificada em expressdoes matematicas dependendo dos parametros
a serem identificados através do uso dos dados disponiveis. De fato, diferentes caminhos
podem ser seguidos, como o uso de abordagens de multiescala que conectam o mundo ato-
mistico ao mundo macroscopico. Seus custos correspondentes os tornam, muitas vezes,

pouco atrativos.

Aqui, o foco reside em discrepancias de modelo que derivam do uso de modelos cons-
titutivos viscoelasticos simples. Em particular, estuda-se a relacao de tal discrepancia o
numero de variaveis internas N. Nesse ponto, vale ressaltar que, para modelos computa-
cionais complexos, essa escolha tem um impacto direto na eficiéncia computacional, como
em locais espaciais especificos (como pontos de Gauss em uma formulagdo de elementos
finitos), N equagoes diferenciais ordinarias lineares (ou mesmo nao lineares) sao resolvi-

dos. Além disso, ndo ha uma maneira racional de estimar uma escolha 6tima de N em
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cenarios complexos. A seguir sera detalhada o tipo de andlise deste trabalho. Destaca-se,
entretanto, que este trabalho tem uma perspectiva diferente quando comparada a [37],
onde incertezas se associam apenas a parametros e nenhuma investigacao profunda sobre
o papel de N foi desenvolvida. As andlises a seguir consideram os modelos construidos a

partir de analagos mecanicos apresentados nas segoes anteriores.

2.2.2 Calibragao: Erro com modelo aditivo

Nessa primeira abordagem, introduzida em [20] e [21], admite-se uma discrepancia
de modelo aditivo dotada de uma estrutura probabilistica, tendo em sua forma mais
genérica um processo Gaussiano. FEssa discrepancia é associada unicamente a estados
ou quantidades observaveis. Essa abordagem é denominada aqui como erro de modelo
aditivo. Segundo [38] esta abordagem trata as discrepancias entre as previsdes do modelo
e as medic¢oes disponiveis como resultantes de erros na modelagem e ruidos nas medicoes.

Sendo muito dificil distingui-los em «¢.

A calibragao do modelo é construida com base na seguinte equacao de observagao que

é o modelo estatistico abordado.

Vobs = f(S7X7 9) +e

A inferéncia bayesiana é baseada na suposicao de que as probabilidades podem ser
atualizadas logo que uma informagao adicional (dados de medigao, por exemplo) é obtida
[39]. Na inversao estatistica todas as quantidades envolvidas sdo modeladas como varia-
veis aleatorias e suas respectivas incertezas sdo quantificadas a partir de distribuicoes de
probabilidade.

O teorema de Bayes é uma regra de atualizagao utilizada para quantificar este au-
mento de informacao, combinando uma nova informag¢ao com uma informagao disponivel
previamente. E importante salientar que a regra de Bayes nao indica o que nosso conheci-
mento a respeito de uma variavel deveria ser, ela nos da um caminho de como este deveria

mudar apdés uma nova informacao ser obtida [40].

O teorema de Bayes é apresentado na equacgao a seguir:
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T (Vops|0)m0(0) _ T (Vobs|0) o (6)
7T(UolJS) fRP 71'(UobS|9)7TO(0)

(0] Vops) = (2.19)

Em que 7(0|vys) é a densidade de probabilidade a posteriori, ou seja, a probabilidade
de obter os pardmetros, dado a medidas observadas v,s. m(#) é a densidade a priori,
ou seja, descreve o estado atual de conhecimento a respeito de 6 antes dos dados serem
coletados. Esta densidade a priori é atualizada usando a likelihood (fungao de verossimi-
lThanga) 7(veps|@), que incorpora informagoes proveniente do modelo e dos dados. 7(veps)
¢ a densidade de probabilidade marginal das medigoes e desempenha o papel de uma

constante de normalizacao.

Estas duas fontes de informacao, densidade a priori e funcao de verossimilhanca, sao
combinadas levando a distribuigdo a posteriori 7(0|vgps). Assim, a forma operacional do

teorema de Bayes é dada pela seguinte equacao:

7T<0|vobs) X 71—('Uobs|9)7-r0(6)) (220)

Os conceitos de distribuicao priori e posteriori sao relativos a observacao que esta sendo
considerada no momento. Ou seja, antes de qualquer conjunto de dados disponivel, usa-se
somente a distribuigdo a priori my(f) para a inferéncia. Quando um conjunto de dados
v! & observado, pode-se usar a distribuicio a posteriori como 7(0|v!) oc 7(vt0)me(0).
Quando um segundo conjunto de dados é disponivel, usa-se a distribuicdo a posterior
7(f|v') como a distribuigao a priori e incorpora os novos dados na nova distribui¢io a

posterior atualizado, sendo dada como 7(6|v!, v?) oc w(v?|0)7(0]v'). Assim:

(0lv?) oc w(v'|0)7(0),

(v, v?) o< w(v?0)m(0]vt),

70wt v?) o< T(v30) 7 (v |0)mo(6). (2.21)

Essa Eq. (2.21) pode ser generalizada para os dados coletados em n momentos dife-
rentes usando a equagao

(0", ...,v") o< [] 7 (v"|0)7(6) (2.22)

=1
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Pode-se observar entao que a abordagem bayesiana fornece um mecanismo para apro-

fundar o conhecimento a respeito do parametro de interesse 6.

A distribuigao a priori my(6) é subjetiva, determinada pelo pesquisador por seu conhe-
cimento ou falta dele. As distribuigoes a priori nao informativas sao utilizadas quando
nao existe informacao a priori palpavel, sendo essa informacao de natureza objetiva ou
subjetiva, ou seja, o chamado estado de “ignorancia da priori”. Ou quando o conheci-
mento a priori é pouco significativo em relagao a informagao amostral, ou o conhecimento

é “vago” [41].

Segundo Miles et al. [42] empregar uma distribuigdo a priori nao informativa garante
que a distribuicao a priori ndo impacte negativamente a posteriori através de informagao
inicial incorreta.

E comum, no entanto, que nio se tendo informacio a priori, adote-se a escolha de
uma densidade a priori ndo informativa como uma densidade uniforme de suporte largo
que considera a restri¢ao de valores positivos para o pardmetro [39] tal como a descrigdo

seguir

7(6) = Xjo. (0): (2.23)

Para construir a fungao de verossimilhanga m(vgs|6) deve-se levar em conta a distri-
buicdo dos erros observados €. Supondo que os erros sao independentes e identicamente
distribuidos e € ~ N (0, 0?) entao a funcao de verossimilhanca é representada da seguinte

maneira

1
T (Vobs|0) = L(6, 0% |vops) = WG—SSGW, (2.24)

onde SSp = >0 | (v; — fi(g))z é a soma dos erros quadrados. A observacao da variancia do

erro, 02, é tipicamente desconhecida e entdo ¢ inferida ao longo da calibracao do parametro
0 [42].

Ao invés de usar quadratura uma solucao é o método de Monte Carlo com Cadeia de

Markov (MCMC) em que através da construcao de cadeias de Markov, cuja distribuigao

é estacionaria, encontra-se a densidade posteriori. Ao avaliar as realizacoes da cadeia, as
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amostras da posteriori, obtém-se uma densidade para os valores de parametros com base

nas medigoes observadas [39)].

Neste caso, o método de Monte Carlo com Cadeia de Markov (MCMC) é usado para
gerar amostras dos parametros, de modo que a explorar a distribuicao a posteriori, que,
tipicamente, é intratavel analiticamente.

Para resolver o problema inverso utilizamos o algoritmo Random Walk Metropolis -
RWM (1), livro de Smith [39], pdgina 164. Este é o mais comum método de MCMC

utilizado na pratica.

Considera-se o vetor 6y como vetor de parametros verdadeiros, porém desconhecidos
e v = [vg,..,v,]T como realizacdes ou observacoes vindas de experimentos em que os
erros realizados sdo € = [e1,...,&,]. Levando em conta que os erros nao sao enviesados e
sdo variaveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas (iid) com média zero
e varidncia constante. Assume-se que tem-se mais medidas que parametros, de modo
que n > p [39]. O modelo estatistico Eq. 2.25 com erros multiplicativos pode ser mais

apropriado desde que var(v;) dependa da magnitude de f;(0) [39].

Em que v;, 0 e f;(f) correspondem as medidas representando varidveis aleatérias,

parametros e resposta do modelo dependente do parametro respectivamente.

2.2.3 Calibracao: Erro de modelo encapsulado em parametros

Nesta abordagem, utiliza-se a inferéncia Bayesiana para encontrar uma representacao

do erro de modelo. .

E importante enfatizar que o objetivo final de um modelo computacional é fornecer
previsoes em cendarios em que as respostas nao estao disponiveis. Na modelagem baye-
siana, selecionamos Quantidades de Interesse (Qol) para expressar a intengao especifica
da predicao. No contexto da dinamica, essas quantidades sdo, tipicamente, processos
aleatérios que podem ser formalmente caracterizados por um sistema de distribui¢oes

posteriores que contendo incertezas de uma Qol ¢,
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Algoritmo 1 Random Walk Metropolis

Definir o nimero de elementos M da cadeia e os parametros de projeto ng, o

: Determinar um valor de pardmetro inicial 6y que satisfaca a inequacao m(6g|v) > 0

2 SSy0

: Calcular a estimativa inicial da variancia: s§ = 7=

1:
2
3
4:
5: Definir SSpo = SN [v; — f:(6°)]?
6.
7
8
9

: Construir a estimativa da covariancia V = s2[x7(0°)x(0°)] 7! e R = chol(V)

10:

11: Para k=1 : N facga

12: (a) Amostra z, ~ N(0,1)

13:

14: (b) Cria um candidato 6* = 0F~1 + Rz,

15:

16: (¢) Amostra us ~ U(0,1)

17:

18: (d) Calcule SSp- = SN [v; — (6]

19:

20: (e) Calcule

21:

22: a(6*)0F1) = min(1, el55 ~SSen-11/257 1)
23:

24: (f) Se uq < o entao

25:

26: Defina 6% = 0%, SSy. = SSp-

27:

28: Senao

29:

30: Defina 6% = 0*=1 SSpe = SSpx_,

31: Fim Se

32:

33: (g9) Atualiza sy ~ Inv — gamma(ayal, byar) €em que
34:

35: Aval = 0.5(ns +n), by = 0.5(nso2 + SSyr)
36: Fim Para

37:
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P, lf. M) = [ plar]6, f. M) d© (2:26)

em que p(.|.) denota distribui¢do de probabilidade condicional, f sdo as entradas do
modelo (forgas externas e condigoes iniciais) e # € RV é um vetor contendo parametros
gerais a serem, eventualmente, marginalizados como sugerido na Eq. (2.26). Aqui a
dependéncia do tempo nao é explicita para manter uma simples notagao. O simbolo ~ é

usado para se referir a previsdes de modelo envolvendo situacgoes nao vistas.

O modelo probabilistico preditivo planejado pela Eq. (2.26) resulta da combinagao de
principios fisicos bésicos, equagoes constitutivas, dados disponiveis e modelos estocésti-
cos para parametros ou discrepancias de modelo. Mantivemos a referéncia a M na Eq.
(2.26) para lembrar que nossa andlise aqui foca no papel desempenhado pelos diferentes
modelos constitutivos nas previsoes finais. De fato, nés denominamos os modelos asso-
ciados a familia M, a fim de revelar possiveis limitagoes quanto a escolha do niimero de
variaveis internas. Lidamos exclusivamente com as discrepancias de modelo produzidas
em tais casos, comparando diferentes previsdes para os mesmos cenarios correspondentes
a um modelo diferente da familia M. Tendo isso em mente, assumimos aqui a perspectiva
geral defendida em [31], [22], [36], [43], [44], [45], [46], [47] e [48], na qual a discrepan-
cia do modelo deve ser inferida e introduzida sem prejudicar os principios fisicos basicos
da modelagem. Respeitando as leis basicas que sustentam a modelagem, examinamos a
extrapolacao das previsdes de simulagoes computacionais em cenarios diferentes daque-
les da calibracao ou de qualquer outra em que os dados estejam disponiveis. Levando
em consideracao, como mencionado anteriormente, as relacoes de fechamento como os
componentes fracos da modelagem, codificamos a discrepancia do modelo nas equagoes

constitutivas.

Mais especificamente, esta abordagem é centrada na proposta dada por [22] e [38], e
mais explorada em diferentes dreas como cinética de combustao [49], plasticidade [50] e
fluxos complexos [51]. A idéia principal é impor a fisica ao longo de simulag¢oes usando
o modelo calibrado, encapsulando o erro do modelo nos pardmetros originais. Coeren-
temente com uma perspectiva bayesiana, atribuimos a esses parametros uma estrutura
estatistica a ser inferida ao longo da calibragdo. A partir de agora sera referido como
erro encapsulado em um parametro. A calibracdo do modelo é construida com base na

seguinte equacao de observagao, onde indica os parametros a serem identificados.

A calibragao do modelo é construida sobre uma equacao de observacao e considerando

a discrepancia do modelo embutida no vetor de pardmetros do modelo 6, o que é expresso
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em uma notacao compacta como segue:

Vobs = f(8,%,0) + (x,0) (2.27)

em que Vops € RNsT & um vetor de saidas observadas no histérico do tempo, com a di-
mensao Ny ditada pelo nimero de sensores e o passo de tempo que regula a frequéncia
de aquisicao ao longo do intervalo de tempo [0,7]. Para dados obtidos em experimen-
tos fisicos, Veps Nd0 pode abranger varidveis internas devido a sua natureza intrinseca
abstrata. Além disso, f representa a acao do modelo computacional e é uma func¢ao ve-
torial das variaveis de entrada que definem um cendrio S (por exemplo, composigao do
sistema, condigdes iniciais, propriedades do material, forcas externas), dos pardmetros ©
e do vetor de estado z. Além disso, ¢ resulta da combinacao de discrepancia de modelo e
ruido de observacao, portanto, tipicamente, é caracterizado como um campo estocastico.

d representa explicitamente o termo de erro de modelo ou modelo de discrepancia [38].

Neste momento limitamos nossa formulagao para estimar as discrepancias do modelo,
portanto, nenhum outro parametro é considerado para calibracao, exceto os escolhidos
para conter o erro de modelo encapsulado. Dessa, escolhemos 6 como um vetor contendo
parametros internos de mola e de amortecimento relacionados as equagoes constitutivas
das variaveis internas (3.2) e (3.4), definidas adiante, e adequadamente escolhidos para

encapsular o erro do modelo. Portanto ¢ é reduzido o ruido de observacao.

Assumimos discrepancias de modelo como varidveis aleatérias e adotamos uma abor-
dagem bayesiana hierarquica. Empregar modelos hierarquicos em situagoes semelhantes
parece datar de 2003 [52] e tornou-se muito popular na comunidade de dindmicas estru-

turais e vibragoes recentemente [53] e [54].

Tal abordagem consiste em usar modelos estocésticos para caracterizar os parametros,
introduzindo assim algum nivel de flexibilidade na modelagem. Para fazer isso, introdu-
zimos os hiperparametros «, associados a cada encapsulamento, que definem a estrutura
estocastica dos parametros. Portanto, a calibracao assume a forma de um problema de
estimativa de densidade condicionada aos dados disponiveis e na qual busca-se uma ca-
racterizacao de my(.; ), a fungao de distribuigdo de probabilidade de O(«; &) e & é vetor

aleatorio a ser especificado dentro da modelagem.
Para entender melhor o papel do modelo de discrepancia na presente aplicacao e

para ser consistente com o fato de que usa-se apenas dados fornecidos por um modelo

computacional de maior fidelidade, assumimos na Eq.(2.27) dados sem ruido (e = 0).
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Fornecidos os dados D, a serem especificados posteriormente, a calibracao, na confi-
guragao bayesiana, é formulada como a obtencao da seguinte expressao para a funcao de

densidade posterior dos parametros:

pla|D) x L(D|a) pla) (2.28)
—— ——
posteriors likelihood  priori

De acordo com a abordagem hierarquica, © é modelado através de uma probabilidade
condicional p(f | «), e sua escolha é impulsionada por uma combinacao de facilidade
computacional com conhecimento prévio sobre a discrepancia do modelo. Vale a pena
mencionar que, para uma amostra fixa de o, © permanece uma variavel aleatoria. Vale
ressaltar que propor uma forma estrutural para a discrepancia do modelo é uma questao
fundamental, juntamente com a escolha do encapsulamento, e entende-se que essa discre-
pancia depende fortemente do conhecimento acumulado da fisica envolvida. Mesmo se

técnicas poderosas de aprendizado de méquina [55] forem usadas para aprender com os
dados.

Do ponto de vista computacional, a solucao do problema de inferéncia definido por
(2.28), implicitamente envolvendo ©, é computacionalmente custoso. Um desafio parti-
cular nesse contexto é o célculo da fungao likelihood L, como apontado em [22] e [38].
A likelihood completa, consistente com a observagao, Eq. (2.27) , é calculada através da

integracao de O,

LD @)= [p(D]6) p(6] ) db (2.29)

A equagao (2.29) é computacionalmente cara, mesmo aqui com uma fungao de Dirac
p(D | ) , como o modelo original é deterministico para o caso sem ruido (e = 0). Para
cada valor de ©, um sistema diferencial ordinario acoplado, o problema futuro, deve ser
resolvido. Além disso, no caso sem ruido, a Eq. (2.29) tende a ser degenerada [22],
[38]. Uma discussao detalhada sobre o emprego de formas alternativas para a funcao
de likelihood, abrangendo Computacao Bayesiana Aproximada (ABC), é apresentada em
[22, 38]. Aqui, adotamos uma dentre essas alternativas, uma likelihood de Aproximacao

Gaussiana Marginalizada, para substituir a Eq. (2.29). Isso é expresso como:

LDla) =[] — )exp<—('ui(a>_yi)2>, (2.30)

(2m) 8 i oila 20i(c)?
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em que pu(a) = E¢[g(s; 0(&; )] e o(a)? = Ve[g(s; 0(&; a))] sdo a média (valor esperado)
e a variancia com relagdo a £ dos observaveis do modelo a partir de g(s;0(§; a)). O
calculo de tais estatisticas de baixa ordem envolve a solu¢cao do modelo no cenario S para
determinado « para obter saidas do modelo N,,; a serem comparadas com o vetor de

observaveis y.

A distribui¢ao a posteriori complexa (2.28) é analiticamente intratavel. Assim, preci-
samos recorrer a esquemas numeéricos para explora-la gerando amostras que caracterizem
a estrutura probabilistica de « e, indiretamente, do erro de modelo ©. Para isso, emprega-
mos um algoritmo Metropolis-Hastings da familia de Métodos de Monte Carlo da Cadeia
de Markov (MCMC) implementado usando a biblioteca DAKOTA [56]. De fato, devido
ao encapsulamento hierarquico, essa implementagao computacional requer um lago extra
para estimar, por uma integragao de Monte Carlo, a Eq. (2.29). O algoritmo 2 é utilizado
para implementacao e estd baseado no trabalho de Zio et al. [51] sendo apresentado a

seguir.

2.3 Validacao

A validacao [9] estd relacionada com as incertezas nos dados que caracterizam os
modelos, tais como, parametros determinados através de testes de laboratério, medi¢oes

de campo ou observagoes.

Para avaliar a capacidade preditiva do modelo calibrado, é necessario estabelecer um
procedimento de validacao que combine dados nao utilizados, se disponiveis, com as incer-
tezas estimadas das respostas das simulac¢oes. Além disso, podemos extrapolar e também
verificar previsoes em um cenario diferente daquele utilizado para calibracido. Junto com
esta avaliagao, podemos usar qualquer saida do modelo computacional, se puder ser rastre-
ada. Portanto, temos que calcular estatisticas, uma vez que todas as variaveis envolvidas
sao agora estocdsticas, de quantidades de interesse q.

A distribuicao completa da posteriori condicionada aos dados para a abordagem de

erro de modelo aditivo é expressa por

pla, | D) = [ p(a, 6.D) p(6 | D) dob. (2:31)
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Algoritmo 2 Inferéncia bayesiana dos hiperparametros «

1: Para i:=1: Nycnmc faga
2
3 Definindo a proposta o* from g(a*|a’™!)
4:
5: Fungao CALCULO DA LIKELIHOOD(D, o*)
6.
7 Para k:=1:Ny;¢ faga
8 Definindo uma amostra &* from m¢
9: Encontra 6% dado a* e ¢*
10: Célculo dos observaveis do modelo y* = (f(s,0(¢%, a")))
11: Atualiza p(a*) = E¢ly® ]
12: Atualiza o(a*)? = Ve[yk ]
13: Verificar a convergéncia
14: Fim Para
15:
16: Retorna L(D | ax)
17:
18: Fim Funcao
19:
20: Probabilidade de Aceitagéo:
21:

L(D|a*; pg, 0q) % p(a*) x g(al™t | a*) }

* 1—1 .
= 1 - - .
pla” a5 ”“”{’L(Dml—l;uq,aq)w(al—l)xg(a*ra1—1>

22: Define u ~ U(0,1)

23:

24: Se u < p entao

25: Aceita a proposta: al < a*
26: Senao

27: Rejeita a proposta: ol < al™!

28: Fim Se

30: Verificar a convergéncia
31:
32: Fim Para
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em que p(gy | D) é a probabilidade de obter a quantidade de interesse a partir dos
dados observados, p(gy | 0,D) é a distribuicdo a posteriori da calibracao e p(Q|0, D)

incorpora informagdes proveniente dos dados e dos parametros calibrados.

As incertezas sao propagadas através do Método de Monte Carlo. Nesta fase a va-
lidacao consiste tipicamente em utilizar as N amostras provenientes da distribuicao de
probabilidade do parametro obtido na etapa de calibragdo, e em seguida obter a quan-
tidade de interesse , além das solugoes estatisticas média Eq. 2.32 e desvio padrao na
Eq. 2.33) , a partir das saidas dos N problemas deterministicos gerados. Outro detalhe
importante para a etapa de validacao é que o modelo utilizado para as respostas de saidas

deve ser advindo de outro cenario.

1 N
po = By = ¥ > u; (2.32)
i=1
N 2
02 =Vu] = (8 = )
2N
o=,/02 (2.33)

Por outro lado, é importante salientar que as solugoes obtidas sao aproximagoes da
resposta desejada, devido ao fato de se utilizar um ntimero finito de simulagoes, e que o

nivel de precisao desta aproximacgao depende do nimero de amostras consideradas.

Para a abordagem utilizada erro de modelo encapsulado em um parametro, a distri-
buicao completa da posteriori, condicionada aos dados, dessas quantidades é formalmente
obtida integrando os hiperparametros apos a calibracao. Revisitando a distribuicao de

predigao (Eq. 2.26), obtemos:

pla,|D)= [ [play160) pOla) pla|D) dfda (2:34)

modelo erro encapsulado calibracdo

em que p(g, | 8) é a funcdo de distribuicdo de probabilidade multivariada (pdf) induzida
pelo modelo computacional g(§,0(&, «)). A notagao § refere-se a possibilidade de calcular
a Qol para diferentes cenarios. Explorando a Eq.(2.34) através de amostragem ou de
qualquer outra forma é muito caro. Tais custos computacionais podem ser atenuados, com
pouca perda de precisdo conforme documentado para diferentes situagoes na literatura,

adotando-se a estimativa do maximo a posteriori (MAP) do pardmetro 8, o Oprap.
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A expressao probabilistica (2.34) fornece uma perspectiva geral da formulagao pro-
posta, o que ajuda a entender as cargas de um simulador computacional para cenarios
gerais envolvendo a resposta viscoelastica de corpos 3D. Uma integral complexa sobre o
espaco de entrada que pode ser de alta dimensao, no caso de materiais nao homogéneos,
deve ser calculada. Para cada valor fixo de «, as iteragoes semelhantes a Monte Carlo
podem ser usadas para calcular estatisticas de gg. Para cada iteragao, um potencial solu-
cionador avancgado caro, como aquele resultante de uma modelagem de elementos finitos
nao lineares, deve ser empregado. Por outro lado, a formulacao é totalmente nao-intrusiva,

o que permite o uso de simuladores comerciais.
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Capitulo 3

Modelagem e evolucao das variaveis

internas

3.1 Analise dos modelos

Para aprofundar a compreensao do modelo com varidveis internas, neste trabalho é
apresentado um modelo referencial que expoe a fenomenologia através de uma analogia

de sélidos unidimensionais, com elementos discretos tais como molas e amortecedores.

Essa analogia é apresenta esquematicamente através da Figura 2.7. Os modelos uti-
lizam do modelo de Maxwell generalizado unidimensional com uma mola livre em uma
extremidade e um nimero arbitrario de elementos Maxwell dispostos em paralelo. Assim
foi restrito a um arranjo com N modelos tipo Maxwell (cada um elemento eldstico em
série com cada um elemento viscoso) em paralelo com modelo de Hooke (um elemento
elastico). Sao modelos simples adequados para representar o comportamento mecanico

de materiais viscoelasticos reais.

Prossegue-se abordando um aspecto fundamental em aplicagoes como o controle de
vibragao: a dependéncia da dissipacdo de energia na freqiiéncia de excitagdo. Estamos
particularmente interessados em investigar a reproducao de tal comportamento por um
modelo constitutivo que emprega variaveis internas. Para isso, introduzimos uma familia
de modelos M = {My, ... M, ..., Mpn} (r = 1,..N). Cada um deles dotado de r
variaveis internas e contendo os mesmos modos de dissipagao (parar r > 1), o que leva
a uma estrutura aninhada. Aqueles que correspondem a valores maiores de r levam a
previsoes de maior fidelidade, pois abrangem, pela inclusao de mais modos internos, num

intervalo maior na escala de tempo.
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E valido salientar neste momento que este trabalho é uma continuidade de um esforco
no laboratério [16] porém com o outro foco mas com aspecto complementar no sentido
de enriquecer o trabalho anterior.Para completar a analogia introduzida acima e avangar
com a analise, estabelecemos a correspondéncia entre os parametros originais do material
de uma fita viscoelastica produzida por 3M® sob o cédigo V H B — 4950 com os do modelo
de mola amortecedor :m = pAl, k, = E.A/l, e n, = E,A/bl. Neste trabalho, A repre-
senta a area do corpo unidimensional e [ 0 seu comprimento. Fixando p = 795[kg/m?],
A = 76.2[mm?], e | = 1140[mm], alcancamos os valores apresentados na Tabela 3.1. As
caracteristicas do material viscoelastico descrito na Tabela 1 sao baseadas no trabalho

por Borges et al. [16].

Tabela 3.1: Parametros do modelo de vibragao

Parametros Valores
k(] 0,0294 [N/m]
k1 0,267 [N/m
ko 0,042 [N/m
ks 0,048[N/m)]
ky 0,0072[N/m]
ks 0.0010[N /m]
¢ 6,99(10%) [N/(m/s)]
Co 5,77(10%) [N/(m/s)]
c3 3,87(10%) [N/(m/s)]
Cq 3,87(10%) [N/(m/s)]
cs 4,13(10%) [N/(m/s)]

Assim, as equacoes que governam a dindmica do sistema massa-mola-amortecedor sao

mi(t) = F(t) — kox(t) — Fin(t) (3.1)

em que &(t) e Fy,(t), sdo , respectivamente a aceleragdo e a forga interna do sistema.
Esta forca interna corresponde tensao viscosa e conforme detalhado na equagdo (3.2)

juntamente com a evolugao das varidveis internas descritas na equagao (3.4):

N
Ent(t) = Z kr(x - 71")7 (32)
r=1
r t
gop Ty Ny (3.3)
Tr Ty
Cr
o 3.4
=i 3.4

Uma representacao que pode ser usada para modelar relagoes de variaveis internas ao
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sistema é a representacao em espaco de estados, o qual descreve o sistema no dominio
do tempo [57]. Assim o problema direto passa a compreender um sistema acoplado de
equagoes diferenciais, o qual pode ser escrito na forma matricial (3.6) a partir da definigdo

das quantidades

z21(t) = 71(1), 22(t) = 12(t), 23(t) = 13(t), -y 201 (t) = 2(2), 20 (1) = (1), (3.5)
Zl(t) ——]{31/7]1 O O ]{?1/771 0— 1 (t) [ ]
Zo(t) 0 —ko /19 0 e ko/me 0 2o(t)

— +
- S TR SR ST B P 0
Zn () _m(_l)/ﬁ mVky mVky .. —mEVK 0] | 2(2) _m(_l)F(t)._

Obs.: K =ko+ XN,k

As equagoes diferenciais ordinarias acopladas acima sao resolvidas, ao longo das ana-
lises, por um método Runge-Kutta, utilizando o solver (ode45) da plataforma computa-

cional Matlab ©.

Para investigar a influéncia das varidveis internas, tomamos para o conjunto M cinco

modelos diferentes (N = 5), o que é esquematicamente representado na Figura 3.1.

3.2 Analise do comportamento dissipativo

O comportamento dissipativo foi investigado impondo cargas harmonicas F(t) =
fo sin(wt) aplicadas nos diferentes modelos, considerando uma amplitude de referén-
cia fo e um conjunto de frequéncias de excitagdo. Mais especificamente, realizamos as
andlises varrendo a banda de frequéncia de acordo com w = {107',1,2,10'} w,, , com

w, =y/ko/m, a frequéncia natural do sistema nao amortecido. Além disso, adotamos uma
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Figura 3.1: Representacao reoldgica de todos modelos dindmicos

janela temporal de 10000s e condicoes iniciais igual a zero. Elegemos a energia dissipada

dentro do movimento como uma figura de mérito para guiar as analises em andamento.

Quando as condigoes iniciais e as condigoes de entrada sao conhecidas, a resposta do
sistema cuja solugao fornece o campo de deslocamentos em todo o dominio do tempo é
definida nos graficos que serdo apresentados a seguir. E necessdrio ressaltar que a resposta
D(t) escolhida para as andlises deste trabalho é o deslocamento, mas este D(t) representa

qualquer saida de interesse do sistema (aceleracao, velocidade, por exemplo) .

Na Figura 3.2 pode-se obsevar que a riqueza dos modelos esta na fase transiente onde
pode-se verificar diferentes regimes de amortecimento. Considerando uma excitacao de
baixa frequéncia (0 < w/w, < 1) a amplitude de resposta ¢ dada, essencialmente, pela
razao entre a amplitude fy e a rigidez estatica kg, sendo, neste caso, aproximadamente
10mm. Quando a freqiiéncia de excitacao estd proxima da freqiiéncia natural (w/w, = 1)
a amplitude do deslocamento de resposta dos sistemas é muito grande, correspondendo
aos fendmenos de ressonancia que devem ser evitados para evitar falhas nos sistemas. A

medida que a freqiiéncia de excitagdo comega a aumentar (w/w, — co) a amplitude da
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Figura 3.2: Resposta a um forcamento periédico

resposta de deslocamento dos sistemas tende a diminuir. Como se espera em frequéncias

mais altas a dissipacao ¢ muito maior e isso corresponde a um intervalo de transiente

muito menor.

Para uma excitacao do tipo degrau, a forca aplicada é descrita por

N
o

mm)
—
(4]

-
o

)]

Deslocamento (

0,t<0
F(t) = ’ (3.7)
0,294N,t > 0

— M| e My e Mg e My Ms

L T—
"""‘l""""U"""Vl'!lvvvvvvvg,,

—
—— = _——

100 200 300 400 500
Tempo (s)

Figura 3.3: Resposta a um degrau
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Mostramos na Figura 3.3 a resposta desses modelos a excitacao a um degrau. Pode-se
observar que quanto maior o nimero de variaveis internas, menor o tempo de acomodacao

para essa excitagao.

A resposta dos modelos também é investigada para uma excitacdo aleatéria. Em
particular, é considerado um ruido branco gaussiano com média zero. A Figura 3.4
apresenta o espectro das respostas para todos os modelos. Pode-se observar que quanto

maior o nimero de variaveis internas, menor a amplitude das respostas.

x<10%
—Ml
8r — My
— M:%
£ M
g6 M
[1b]
o
24t
i
£
21 |
A
D Mo Mt i Y . et | |
0 100 200 300 400 500 600

Frequéncia (Hz)

Figura 3.4: Transformada Discreta de Fourier (DFT).

O amortecimento associado a diferentes modelos ¢ investigado através da Figura 3.5,
que apresenta a evolucao dessas variaveis para a excitagao a um degrau descrita na Eq.
(3.7). Na Figura 3.5, observamos que modelos com maior nimero de varidveis internas
estao melhor equipados para descrever a dissipagao. Além disso, observamos que niveis

mais altos de dissipacao foram capturados com as maiores variaveis internas

No presente contexto, o aspecto mais importante a ser entendido associado ao com-
portamento viscoelastico é a dissipagao geral ao longo do movimento [17]. As curvas de
histerese, relacionando forga interna com deslocamentos durante o movimento ciclico, sdo
figuras de mérito adequadas para expressar essa dissipagao. A andlise agora é realizada
quando o material é submetido a duas frequéncias de excitacdo, uma menor que a frequén-
cia natural do sistema nao amortecido e a segunda maior que essa frequéncia. A Figura
3.6 apresenta a histerese para a menor frequéncia de excitacdo e pode-se identificar uma
resposta quase elastica para os modelos M; e My. A Figura 3.7 apresenta a histerese

para a maior frequéncia de excitacao. Como o nivel de dissipacao associado a um ciclo de
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histerese é descrito pela area dentro do ciclo de histerese, das Figuras 3.6 e 3.7 conclui-se
que a dissipacao medida pela area do ciclo de histerese aumenta a medida que o niimero
de variaveis internas aumenta. Mais uma vez reforcando que a capacidade de modelos

com maior nimero de varidveis internas é propenso a capturar melhor a dissipacao.
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Figura 3.5: Resposta a um estimulo tipo degrau. Sendo ty = 75s.
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A dissipacao de um material viscoelastico pode ser caracterizada através da observagao

histerese apresentadas em carregamentos e respostas ciclicas [28].
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Figura 3.6: Curva de histerese para uma resposta ao estimulo peridédico com w <<< w,

A poténcia dissipada em cada instante de tempo é dada da seguinte maneira, onde a

positividade é garantida, pois as constantes de amortecimento ¢, sao todas positivas.
N
Dy(t) = Y e, (34 (8))? 2 0 (3.8)
i=1

Em relacdo a andlise da taxa de dissipacdo, é bastante comum calcular seu valor
maximo durante uma resposta em estado estacionario do sistema sob uma excitagao pe-
riodica. Considerando este tipo de andlise, consideramos aqui o conjunto de frequéncias
de excitagao {0.1,0.25,0.5,0.75,1,1.25,1.5,1.75, 2,4, 8, 1} w, para calcular a taxa maxima,
de dissipacao em curso estavel. A Figura 3.8 apresenta a taxa maxima de dissipacao por
ciclo em funcao da frequéncia de excitacao para todos os modelo, esta foi escolhida neste

trabalho para qualificar as diferencgas entre os modelos e orientar a andlise em seguida.
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Figura 3.8: Representacao da dissipagao para os modelos

Na Figura 3.8, identifica-se uma discrepancia significativa entre a resposta dos diferen-

tes modelos em duas bandas de frequéncia distintas. Ao identificar essas regioes de baixa e
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alta frequéncia, esse posicionamento relativo toma como referéncia o pico de resposta que
ocorre em 1.31(10°)[Nmm/s|, desempenha um papel crucial no projeto da estratégia de
calibracao a ser aplicada posteriormente. Assim, essas duas regioes vao orientar a andlise

subsequente que vai desdobrar em calibracao e validacao.
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Capitulo 4

Avaliacao dos modelos constitutivos

viscoelasticos

Neste capitulo, emprega-se a modelagem bayesiana discutida anteriormente para ex-
plorar a capacidade de usar variaveis internas para reproduzir o comportamento viscoe-
lastico / de amortecimento. Esta anélise enfoca o uso de diferentes equagoes constitutivas
M.,., com énfase especial em modelos reduzidos obtidos pelo uso de um pequeno nimero
de variaveis internas. Além disso, estruturamos essa analise com trés etapas sequenciais
principais: calibracao, validacao e extrapolacdo. No primeiro, identificamos, por infe-
réncia bayesiana, parametros, com suas incertezas, correspondentes a interpretacao fisica
(modelo de ruido aditivo) ou ao modelo estocastico de discrepancia de modelo. A valida-
¢ao é realizada em um cendario diferente, investiga a consisténcia das previsdes do modelo
calibrado com os dados observados, contabilizando incertezas inevitaveis em ambos. Fi-
nalmente, desafiamos o modo calibrado, explorando sua capacidade preditiva em relacao
a diferentes aspectos e Qols. Nesse ponto, vale ressaltar que poderiamos ter seguido rotas
diferentes para prosseguir com essa andlise: usando dados diferentes, figuras de mérito
diferentes ou versoes diferentes das ferramentas bayesianas, como a escolha da fun¢ao de
verossimilhancga[38] ou selegdo de modelos Bayesiano [58, 59]. Aqui, a nossa estratégia,
que achamos que melhor serve ao nosso objetivo, baseia-se em confrontar diretamente os
resultados de um modelo de maior fidelidade com os obtidos com um menor. Presume-se
que o grau de precisao seja determinado pelo nimero de variaveis internas na familia

hierarquica dos modelos M.

De acordo com o racional da analise descrita acima, produzimos dados sintéticos por
meio de simulagoes, empregando M3 como a verdade fundamental (modelo de referéncia)
e adotando parametros constitutivos relatados na Tabela 3.1. Por outro lado, calibramos
um modelo de baixa fidelidade, aqui escolhido como o My compreendendo apenas duas

varidveis internas. Essa escolha estd baseada no gréfico de referéncia (Figura 3.8) em
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que é possivel verificar uma discrepancia significativa entre eles. Para obter os primeiros
resultados com configuragoes simples, usamos um sistema de um grau de liberdade corres-
pondente a uma tnica massa acoplada a uma mola elastica e amortecida por mecanismos
internos associados aos diferentes modelos mencionados anteriormente. Os sistemas nao
amortecidos tém uma frequéncia natural w,, = 0.6526(rad/s). Os dados para a identifi-
cagdo dos parametros Dy. 4 = {xo, ...z} consistem em uma série temporal discreta de
deslocamentos ao longo do intervalo de tempo [0, 180]s, adquiridos com uma frequéncia
de 10H z.

As Figuras 4.1 e 4.2 retratam os dados de deslocamento ao longo do intervalo de tempo
[0,250]s obtido com os dois modelos, enfatizando que a resposta do modelo de baixa fi-
delidade apresentada ¢é anterior a calibragao. Estendemos o intervalo de tempo além do
empregado na calibragao para ilustrar que o amortecimento interno é significativo apenas
em um periodo transitorio. O sistema é excitado por uma carga externa peridédica com
contetdo frequencial nas faixas: [0.25 : 0.5] wy, (%) para a calibragdo e [2 : 8] w, (%)
para validagao, importa dizer que sao utilizadas apenas 10 das frequéncias que compre-
endem cada um desses intervalos. Essa escolha é inspirada na resposta de frequéncia
exibida, na qual identificamos uma discrepancia significativa entre os diferentes modelos

nessas duas bandas de frequéncia.
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Figura 4.1: Modelos utilizados na calibracao
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Figura 4.2: Modelos utilizados na validacao

O sistema ¢ excitado por forcas externas periddicas, ilustradas nas Figuras 4.3 e 4.4

que englobam conteidos de frequéncias correspondentes a [0.25 : 0.5] w, (%) e[2: 8w,

( %) , respectivamente.
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Figura 4.3: Forga externa periédica - contetdo frequéncial [0.25 : 0.5] wy, (@)

s
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Figura 4.4: contetdo frequéncial [2 : 8] w, (%)

A seguir, avancamos nessa estratégia de avaliacdo dos modelos constitutivos em trés
etapas sequenciais. A primeira consiste na Calibragao, que neste trabalho, ndo vislum-
bra apenas ter o modelo calibrado, mas também é uma maneira de analisar a diferenca
existente entre os modelos. A segunda consiste na Validagao, realizada em um cené-
rio diferente, utilizando um contetido frequencial diferente com o objetivo de investigar
a consisténcia das previsdes do modelo calibrado. Enquanto que a terceira etapa é a
Extrapolagao, neste momento o objetivo é desafiar o modelo calibrado explorando sua
capacidade preditiva em um cenario totalmente diferente com contetdo frequencial e Qol

diferente.

4.1 Calibracao de modelos

4.1.1 Resultados da calibragao: Erro de modelo aditivo

Nesta etapa do trabalho consideramos o vetor 6, como vetor de parametros verdadeiros
mas desconhecidos e v = [vy, ...,v,|T como realizacdes ou observagoes vindas dos dados
sintéticos do modelo M5 em que os erros realizados sdo € = |1, ..., £,]. Levando em conta
que os erros nao sao enviesados e sao variaveis aleatorias independentes e identicamente
distribuidas (iid) com média zero e varidncia constante. Assume-se que tem-se mais
medidas que pardmetros, de modo que n > p. O modelo estatistico (Eq. 2.25) com erros

multiplicativos pode ser mais apropriado desde que var(v;) dependa da magnitude de

fi(0) [39].
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Neste caso, v;, 0 e f;(#) correspondem as medidas representando variaveis aleatorias,

parametros e resposta do modelo dependente do parametro M respectivamente.

Assim assumimos nesta etapa do trabalho que temos dados sintéticos M5 , em que
a quantidade de interesse medida v; é corrompido por erros de medicao ;. O problema
inverso associado com a estimativa de pardametro pode ser entdao formulado da seguinte
maneira: dado estas medigoes de ruido, determinar o vetor de parametros 6 que faz com
que a resposta fornecida pelo modelo adotado para o sistema em estudo ( f;(#)) se aproxime
dos dados observados. O nivel de ruido, a priori utilizado, foi de 5% na amplitude da
resposta do modelo Mj resultando nos dados pseudo-experimentais (v;) ilustrados na

Figura 4.5 ao longo do intervalo de aquisi¢ao (0, 180).

Deslocamento (mm)

-20 ' ' '
0 50 100 150

Tempo (s)

Figura 4.5: Dados utilizados na abordagem aditiva

Aqui foi realizada duas calibragoes, uma foi associando o erro de modelo aditivo no
parametro c; que corresponde ao primeiro modo interno. E a outra calibracao foi a
tentativa de associar o erro de modelo aditivo no parametro c; que corresponde ao segundo
modo interno. Em cada uma, identificamos um dos parametros, mantendo o outro com
o valor original, aquele também utilizado para os dados sintéticos de M5 . Comegamos
expondo os resultados obtidos com a abordagem de erro de modelo aditivo. Como exposto
anteriormente, assumimos um vetor aleatorio gaussiano com média zero e componentes
i.i.d. Portanto, é caracterizada pela o2, que também ¢ identificada junto com os outros
parametros do modelo. Empregamos o algoritmo 1 adaptado de Markov Chain Monte
Carlo proposto em [39]. Utilizamos distribuigoes a priori ndo informativas correspondentes
ao intervalo de grande suporte. O algoritmo MCMC foi configurado para gerar 5.000

amostras dos parametros para cada uma das duas experiéncias. A Tabela 4.1 apresenta os
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resultados estatisticos encontrados, em que aquecimento é o nimero de amostras que nao
estdo no patamar de convergéncia, A(%) é a porcentagem de amostras aceitas, R(%) ¢é a
porcentagem de amostras rejeitadas, p e o sao, respectivamente, a média e o desvio padrao
das amostras da distribuicao a posteriori e tempo corresponde ao tempo de processamento

em segundos.

Tabela 4.1: Resultdos das duas calibracdes: uma o erro de modelo aditivo esté associado ao pardmetro
c1 e a outra o erro de modelo aditivo esta associado ao pardmetro cs.

Parametros identificados | burn —in | A(%) | R(%) n o Tempo(s)
c1 1900 58,83 | 41,17 | 0,0091 | 7,05 ¢~ 3620
¢ 1600 4448 | 55,52 | 0.0090 | 5,34 ¢=5 | 17057

As Figuras 4.6 e 4.7 mostram uma vista das cadeias MCMC para cada um dos
experimentos de identificacao, além dos graficos de convergéncia das amostras. A Figura
4.8, fornece uma estimativa da funcdo de densidade probabilistica para cada um dos

parametros identificados.

Pode-se observar que os graficos da evolugao da cadeia, ilustram uma cadeia estacio-
naria em torno do valor da média p da distribuigdo. A distribuicdo a posteriori para o
parametro co apresenta-se com uma dispersao menor em relacdo ao parametro c¢;, como
pode ser verificado e comprovado no desvio padrao das amostras ¢ na Tabela 4.1. O gra-
fico de convergéncia demonstra que aproximadamente em torno de 1000 e 500 amostras
ocorre uma convergéncia para a média dos parametros ¢; e ¢y respectivamente, a partir

destas amostras a evolugao da cadeia apresenta-se estacionaria.
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Figura 4.6: Evolucao da cadeia e a convergéncia para a média das amostras do parametro
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Figura 4.7: Evolucao da cadeia e a convergéncia para a média das amostras do parametro
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Figura 4.8: Fungao de distribuicao de probabilidade dos parametros identificados ¢; e cs.

Apresentamos uma primeira verificagdo do desempenho da calibracao nas Figuras 4.9
e 4.10, onde a resposta dindmica do modelo calibrado é representada pela previsao média,
calculada com o gerador probabilistico da Eq. 2.26. A comparagao com o Mj revela que o
modelo calibrado é capaz de capturar a verdade dentro de sua faixa de incerteza preditiva,
calculada com o solucionador direto usando 5.000 amostras da posteriori do pardmetro.
Nesses calculos, nao avancamos o modelo de erro aditivo identificado para obter a incerteza
da posteriori. Além disso, podemos comparar diretamente com os resultados fornecidos
com o modelo M5 nédo calibrado. O novo modelo calibrado M, tem uma saida estocastica,
assim é possivel capturar o modelo de referéncia M5 num envelope de realizagoes gerado
por essas saidas estocdsticas. E possivel observar também que entre os instantes 10s e

50s apresenta-se uma melhora significativa da evolugao da resposta do modelo calibrado.
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Figura 4.9: Calibragao: comparando a média preditiva e a resposta das amostras My com

o parametro c; identificado com a verdade M5 e o modelo original de baixa fidelidade

M.
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Figura 4.10: Calibracao: comparando a média preditiva e a resposta das amostras M,
com o parametro co identificado com a verdade M5 e o modelo original de baixa fidelidade

M.
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4.1.2 Resultados da calibracao: Erro de modelo encapsulado no

parametro

Agora, realizamos a calibracao para o erro do modelo encapsulado em um parametro,
considerando as mesmas condi¢oes de carregamento e aquisicao. Além do algoritmo de
amostragem numérica (Algoritmo 2) que envolve dois lagos semelhantes a Monte Carlo
mencionados anteriormente, essa abordagem, por ser mais passivel de modelar o que im-
plica uma ampla variedade de opgoes, requer etapas e escolhas extras quando comparada
a abordagem anterior. Temos que definir onde encapsular a discrepancia do modelo e
escolher um modelo estocastico para ele. Coerentemente com o que foi assumido acima,
a principio, incorporamos em cada um dos dois parametros de amortecimento c¢; e co,
gerando duas experiéncias de calibragdo. Para ambos, assumimos um modelo estocastico

baseado numa expansao de primeira ordem Legendre-Uniforme polindémio de caos:

G =00+ a; 1§, =12 (4.1)

em que ¢ é uma variavel aleatéria uniforme com suporte [—1, 1], e ;o representa o termo

médio e a;; define o nivel de variabilidade dos parametros a serem identificados.

O algoritmo de amostragem de dois niveis foi definido para produzir 10.000 amostras
dos hiperparametros e, para cada uma dessas amostras, uma integracao de Monte Carlo

é calculada com 200 realizagoes. A convergéncia estocastica foi devidamente verificada.

Primeiramente o erro de modelo é encapsulado no parametro ¢; do primeiro modo
interno de dissipacao e depois o erro ¢ encapsulado no parémetro c; do segundo modo in-
terno de dissipacao. Do ponto de vista estocastico, caracterizamos como variavel aleatéria
uniforme c¢; e ¢, com seus respectivos hiperpardmetros o e a4 representando, respectiva-
mente, o valor esperado e a variancia. Nesse ponto, a calibracao se reduz a um problema

de inferéncia bayesiana, o que requer a escolha das distribui¢des a priori.

Aqui é importante destacar a importancia das distribuic¢oes a priori. Foram analisadas
duas distribuigoes a priori porque diferente da abordagem anterior (erro de modelo adi-
tivo), nesta abordagem tem-se menos orientacao para a escolha dessa distribuigdo, além
de ser um problema com mais dados observaveis e principalmente que respeita a fisica do
modelo. Por isso paga-se um preco pela escolha da distribuicao a priori a ser utilizada.
Portanto dois casos foram adotados: no primeiro caso a distribuicao a priori esta contida
num intervalo maior, que compreende o valor nominal de todos os pardmetros (Tabela

4.2); e no segundo caso, a distribuigao a priori estd baseada num intervalo que compreende
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apenas o valor nominal dos pardmetros ¢; e ¢y (Tabela 4.3).

Tabela 4.2: Caso 1: Distribui¢ao da priori baseada no valor nominal de todos os parame-

tros

Tabela 4.3: Caso 2: Distribuicao da priori baseada no valor nominal dos parametros de

Parametros | Hiperpar@metros | Limite inferior | Limite Superior
Qg 0.15000 0.16005
“ o 0.0001 0,14995
o 0.15000 0.16005
2 o1 0.0001 0,14995

amortecimento ¢; e ¢y

Pardmetros | Hiperparametros | Limite inferior | Limite Superior
Qo 0.0009 0.02
“ Qg 9¢~8 le—8
Qg 0.0009 0.02
2 aq 9e~8 le~8

Para o primeiro caso temos as Figuras 4.11 e 4.12 apresentam a evolucao das cadeias
de hiperparametros para a identificagdo de ¢; e ¢y , para as duas experiéncias numéricas
diferentes. Na Figura 4.13, mostramos a PDF completa dos pardmetros identificados.
Essa figura demonstra claramente que ambas as abordagens levam a diferentes pardametros

identificados, tanto na variabilidade quanto nos valores médios.
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Figura 4.11: Caso 1: Evolucao da cadeia dos hiperparametros para o erro encapsulado no
parametro c;.
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Figura 4.12: Caso 1: Evolucao da cadeia dos hiperparametros para o erro encapsulado no

parametro co.
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Figura 4.13: Caso 1: Fungao de distribuicao de probabilidade ¢; e ¢s.

Para o segundo caso temos as Figuras 4.14 e 4.15 apresentam a evolugao das cadeias

de hiperparametros para a identificacao de ¢; e ¢y , para as duas experiéncias numéricas

diferentes. Na Figura 4.16, mostramos a PDF completa dos parametros identificados.
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Figura 4.14: Caso 2: Evolucao da cadeia dos hiperparametros para o erro encapsulado no
parametro c¢;.
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Figura 4.15: Caso 2: Evolucao da cadeia dos hiperparametros para o erro encapsulado no
parametro co.
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Figura 4.16: Caso 2: Funcao de distribuicao de probabilidade ¢; e ¢s.

23



No erro do modelo encapsulado em um parametro, as previsoes calculadas pela Eq.
2.34 sao muito mais caras. Para lidar com isso, em vez de calcular a integral dupla
envolvendo hiperparametros e o proprio parametro, usamos o valor maximo a posteriori de
p(a | D), amap, 0 valor mais provavel de a condicional aos dados disponiveis. Realizamos
testes numéricos preliminares, confirmando que as previsoes do posterior completo ou

usando o apngap levam a previsoes semelhantes com o modelo calibrado.

Novamente, a calibragao é avaliada inicialmente observando a resposta do tempo de
deslocamento para os dois casos. O primeiro caso é representado nas Figura 4.17 e 4.18
que corresponde aos resultados de cada calibracao realizada. Percebemos que o modelo
calibrado apresenta um comportamento um tanto diferente e fora de fase em relacao ao
modelo de referéncia M5. Além disso, a previsdo de incerteza parece ser estreita, o que

pode refletir uma escolha nao ideal para a discrepancia do modelo estocastico.

20 T T T
Incerteza preditiva —Previsao da média - - -Ms Mo
E -l'“\
1
E 10 [ 7
o A [
£ [ i
g 0 l1 ;’/ o "*"'-‘.':*‘—"\ ‘_;:.—--"—-—_-—-—-l‘-:-':
f - . e
g L N
o )
®-10F 4 |
0O v
_20 1 1 1
0 20 40 60 80
Tempo (s)

Figura 4.17: Calibracao para caso 1: comparando a média preditiva e a resposta das
amostras My com o parametro ¢; identificado com a verdade M5 e o modelo original de

baixa fidelidade M.
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Figura 4.18: Calibracao para caso 1: comparando a média preditiva e a resposta das

amostras My com o parametro ¢y identificado com a verdade M5 e o modelo original de
baixa fidelidade M.

Com a distribuigao a priori utilizada no segundo caso tem-se os resultados da calibracao
ilustrados nas Figuras 4.19 e 4.20 que correspondem aos resultados para o erro encapsulado
nos parametros cl e c2 separadamente. Nota-se que o resultado apresentado tem um
comportamento melhor que o encontrado para o primeiro caso. Neste caso o modelo
calibrado My é capaz de capturar o modelo de referéncia Mj dentro de uma faixa de

incerteza preditiva.
Diante dos resultados apresentados para as diferentes distribui¢oes a priori é possivel

observar como ¢é sutil o problema e verificar como é sensivel as distribuicoes a priori

influenciando nitidamente nos resultados da calibracao.
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Figura 4.19: Calibracao para caso 2: comparando a média preditiva e a resposta das

amostras My com o parametro c; identificado com a verdade M5 e o modelo original de
baixa fidelidade M.
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Figura 4.20: Calibracao para caso 2: comparando a média preditiva e a resposta das
amostras My com o parametro ¢y identificado com a verdade M5 e o modelo original de

baixa fidelidade M.

Apébs a andlise realizada com o erro de modelo encapsulado nos parametros c; e ¢y
separadamente, iniciamos um outro tipo de analise. O erro de modelo agora sera encapsu-
lado nos parametros para os seguintos casos ¢y e ¢o, k1 € ¢, ko € ¢ e finalmente kq, ko, ¢y e
co, simultaneamente. Adotamos outras distribuicoes a priori da Tabela 4.4 considerando

o intervalos diferentes para os parametros que correspondem a mola elastica e parametros
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de amortecimento.

Tabela 4.4: Distribuicao da prior baseada no valor nominal de todos os parametros

Parametros Hiperparametros | Limite inferior | Limite Superior
aq 0.600005 0.640005
k1 = 0.267[N/m)]
(D) 0.300005 0.599995
a1 0.600005 0.640005
ke = 0.042[N/m]
D) 0.300005 0.599995
oy 0.15000 0.16005
= k1/381.5]N
¢1 = /38L5[N/(m/s)] s 0.0001 0,14995
oy 0.15000 0.16005
= ko/T2.8| N,
¢z = ko [T28IN/(m/s)] as 0.0001 0,14995

Nas Figuras 4.21, 4.22, 4.23 e 4.24 temos as ilustragoes graficas da evolugao das cadeias

dos hiperparametros, para os parametros ki e ¢y, ko e c9, respectivamente.
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Figura 4.21: Evolucao da cadeia dos hiperparametros para o erro encapsulado em ky
quando ki e ¢; sao identificados simultaneamente.

0.162
0.16
0.158 fi i il I

£ 0.156 | ’
0.154 (TN 005
0.152 i

0.15
0 2000 4000 6000 8000 10000 2000 4000 6000 8000 10000
lteragdo das amostras lteragé@o das amostras

Figura 4.22: Evolugao da cadeia dos hiperparametro para o erro encapsulado em ¢; quando
ki e ¢ sdo identificados simultaneamente.
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Figura 4.23: Evolucao da cadeia dos hiperparametro para o erro encapsulado em ko
quando ks e ¢y sao identificados simultaneamente.
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Figura 4.24: Evolucao da cadeia dos hiperparametro para o erro encapsulado em ¢, quando
ko € ¢y sdo identificados simultaneamente.

Na Figura 4.25 e 4.26 mostramos a pdf completa dos parametros k; e ¢, ks e ¢y que

foram identificados simultaneamente.
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Figura 4.25: Funcao de distribuicao de probabilidade k; e ¢;.
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Figura 4.26: Funcao de distribuicao de probabilidade ks e cs.

E importante ressaltar também que para avaliar as previsoes novamente utilizamos

o valor maximo a posterior (apap). A Figura 4.27 demonstra que o modelo calibrado
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quando o erro é encapsulado nos parametros ¢; e ¢y simultaneamte apresenta um desem-

penho pouco satisfatério em relagao as previsoes.
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Figura 4.27: Calibracao: comparando a média preditiva e a resposta das amostras Mo
com os parametros ¢; e ¢y identificados simultaneamente com a verdade M35 e o modelo
original de baixa fidelidade M.

Os resultados apresentados para o erro de modelo encapsulado nos parametros k; e ¢
e nos parametros ky e ¢y simultaneamente estao demonstrados nas Figuras 4.28 e 4.29. Os
resultados das previsoes dos deslocamentos sao muito parecidos. Mais uma vez a previsao
da incerteza parece ser bem estreita e o modelo calibrado ilustra um comportamento

muito amortecido.
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Figura 4.28: Calibracao: comparando a média preditiva e a resposta das amostras Mo

com os parametros k; e ¢; identificados simultaneamente com a verdade M5 e o modelo

original de baixa fidelidade M.
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Figura 4.29: Calibracao: comparando a média preditiva e a resposta das amostras Mo

com os parametros ks e ¢y identificados simultaneamente com a verdade M5 e o modelo

original de baixa fidelidade M.

Outra analise importante também realizada foi o erro de modelo embutido em todos os
parametros do modelo, tais como, k1, ko, c1 € ¢o, simultaneamente. Neste caso, houve uma
maior demanda do algoritmo para obter as previsdes necessarias. A Figura 4.30 demonstra
este resultado, de acordo com as previsoes geradas, o modelo calibrado apresenta uma

brusca alteracdo da resposta nao capturando as previsdoes. Assim é preciso refletir na
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escolha para a discrepancia do modelo estocatico.

Os resultados apresentados com erro de modelo encapsulado em pardmetros simul-
taneamente nao apresentaram bom desempenho, mas como notamos anteriormente na
discussao sobre a distribuicdao a priori, o problema é muito sensivel sendo interessante

analisar outras distribui¢oes a priori para estes casos.
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Figura 4.30: Calibracao: comparando a média preditiva e a resposta das amostras Mo
com todos os parametros identificados simultaneamente com a verdade Ms e o modelo
original de baixa fidelidade M.

A seguir serao ilustradas as etapas de Validacao e Extrapolacao que estao aqui ilustra-
das somente para as previsoes realizadas com relagao aos parametros c¢; e ¢y para as duas
abordagens (erro de modelo aditivo e erro de modelo encapsulado em um parametro). E
valido salientar que os resultados de erro de modelo encapsulado em um parametro serao
ilustrados os obtidos no segundo caso descrito na andlise da distribuicao a priori. Nestas

etapas avalia-se o modelo calibrado em um cenario diferente da calibracao.

4.2 Resultados da Validacao

Para qualificar a capacidade preditiva das versoes calibradas do M, estabelecemos
uma estratégia de validacao. De fato, como a validagao nao pode ser alcancada no sen-

tido geral [31], decidimos verificar o desempenho dos modelos calibrados em diferentes
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cenarios, caracterizados pelo carregamento representando um contetdo de maior frequén-
cia no intervalo: ([2, 8w, (%)) Nessa faixa, o amortecimento aumenta naturalmente
o que implica um periodo transitério mais curto. Levando isso em consideracao, apenas

analisamos a resposta dinamica no periodo correspondente aos primeiros 30 segundos.

A etapa de validacao é ilustrada, nas Figuras 4.31 e 4.32, onde as previsdes com
o modelo calibrado sdo comparadas com a verdade fornecida por My e com a forma
inicial de My. A comparacgao é realizada usando a média preditiva e um ntmero de
amostras demonstrando as incertezas da previsao associadas as versoes calibradas do
M. E importante destacar o bom desempenho do modo de calibracdo em um cendrio

nao incluido na calibracao.

1or Incerteza preditiva Previsdo da média - - - M5 Mo |
€ 11 |
E
-.9 . ] r"-\‘_\ J“‘_\ F
=
m Dt
Q L N
o -U.
I ~u
GJ S o
O ¢ N s _
Y
‘1 .5 C 1 1 1 1 | ]
0 5 10 15 20 25 30
Tempo (s)

Figura 4.31: Validagdo - erro de modelo aditivo: comparando a média preditiva e as
amostras resposta (calibragdo ¢;) com a verdade (Msj) e o modelo original de baixa
fidelidade M.
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Incerteza preditiva —Previsao da média - - =Mz —— My

Deslocamento {mm)

Tempo (s)

Figura 4.32: Validagao - erro de modelo aditivo: comparando a média preditiva e as
amostras resposta (calibragdo cy) com a verdade (Ms) e o modelo original de baixa
fidelidade M.

[lustramos, resumidamente, nas Figuras 4.33 e 4.34 os testes de validacao aplicados
a abordagem de erro do modelo encapsulados nos parametros c¢; e ¢, separadamente
para o caso 2. Comparando-se as previsoes do modelo calibrado My com o modelo de
referéncia M3 pode-se notar nestes graficos, apés aproximadamente 13 segundos, um bom

desempenho do modelo de calibragao.

1 _5 T T T T T
Incerteza preditiva Previsdo da média - - =Mz — Mo
£ |
E
2
C
Q
E
W
Q
@]
‘0
[ab)
(]
_1 -5 1 1 1 1 |
0 5 10 15 20 25 30

Tempo (s)

Figura 4.33: Validacao - erro de modelo encapsulado: comparando a média preditiva e
as amostras resposta (calibragdo ¢1) com a verdade (Mj) e o modelo original de baixa
fidelidade M.
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Figura 4.34: Validacao - erro de modelo encapsulado: comparando a média preditiva e
as amostras resposta (calibragao cz) com a verdade (M) e o modelo original de baixa

fidelidade M.
4.3 Resultados da Extrapolacao

A extrapolagdo depende do projeto de procedimentos rigorosos que levam em consi-
deracao o conhecimento sobre a fisica subjacente e qualquer outra informagao disponivel.
Isso significa que tal avaliacdo depende fortemente da natureza do objetivo pretendido

com a simulagao e do novo cendrio a ser explorado [60].

O objetivo fundamental ao lidar com essas duas estratégias de calibragdo é avaliar
a capacidade preditiva dos modelos resultantes e quantificar incertezas. Nao deve ser
restrito ao cenario em que a calibracao foi realizada e nao considerando apenas os dados
observaveis usados para identificar os parametros. Portanto, extrapolamos e realizamos
testes adicionais e mais desafiadores em relacao a Qols em tais condicoes, a velocidade da
massa em diferentes aspectos da previsao, a quantidade de dissipacao ao longo do periodo
da janela de tempo expressa na resposta deslocamento. Agora, excitamos o sistema com
um contetudo frequencial : [0.25,0.5]w,, (%l) e [2, 8w, (%)

Mostramos as respostas de velocidade nas Figuras 4.35 e 4.36 com erro de modelo
aditivo e nas Figuras 4.37 e 4.38 com o erro de modelo encapsulado nos parametros para
os resultados com os modelos nos quais o contetdo frequencial : [0.25, 0.5]w,, (%) . Vale
ressaltar que as tendéncias dos comportamentos sao muito préximos aos resultados da

calibracao.
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1 0 T T T
Incerteza preditiva — Previsdo da média - - -Ms — Mo

Velocidade (mm/s)

Tempo (s)

Figura 4.35: Extrapolagao - erro do modelo aditivo: comparando a média preditiva da
velocidade e resposta de amostras (calibracao ¢;) com a verdade (Ms) e e o modelo
original de baixa fidelidade M

10 ' ' '

Incerteza preditiva——Previsao da média - - -Ms —— Ma

Velocidade (mm/s)

Tempo (s)

Figura 4.36: Extrapolagdo - erro do modelo aditivo: comparando a média preditiva da
velocidade e resposta de amostras (calibra¢ao c¢;) com a verdade (Ms) e e o modelo
original de baixa fidelidade My
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1 0 T T T
Incerteza preditiva——Previsao da média - - - Mz — M
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Tempo (s)

Figura 4.37: Extrapolagao - erro de modelo encapsulado: comparando a média preditiva
da velocidade e resposta de amostras (calibracdo ¢;) com a verdade (Ms) e e o modelo
original de baixa fidelidade M

1 0 T T T
Incerteza preditiva—Previsao da média - - =Mz —— M

Velocidade (mm/s)

Tempo (s)

Figura 4.38: Extrapolagdo - erro de modelo encapsulado: comparando a média preditiva
da velocidade e resposta de amostras (calibra¢ao ¢;) com a verdade (Ms) e e o modelo
original de baixa fidelidade My

[lustramos também as respostas de velocidade nas Figuras 4.39 e 4.40 com erro de
modelo aditivo e nas Figuras 4.41 e 4.42 com o erro de modelo incorporado para os

resultados com os modelos nos quais o contetido frequencial : |2, 8]w, (%) . E importante
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dizer que para esta estratégia de Extrapolacao a abordagem de erro de modelo encapsulado

em um parametro o bom desempenho ¢ ilustrado apds os 13 segundos aproximadamente.

2 T T T T T
Incerteza preditiva —Previsdo da média - - - M — M3

Velocidade (mm/s)

0 5 10 15 20 25 30

Tempo (s)

Figura 4.39: Extrapolagdo - erro do modelo aditivo: comparando a média preditiva da
velocidade e resposta de amostras (calibra¢ao ¢;) com a verdade (Ms) e e o modelo
original de baixa fidelidade M,

Incerteza prcditilva—PreV'iséo da méldia - M5 — Mo

Velocidade (mm/s)

0 5 10 15 20 25 30

Tempo (s)

Figura 4.40: Extrapolagao - erro do modelo aditivo: comparando a média preditiva da
velocidade e resposta de amostras (calibracao c¢;) com a verdade (Ms) e e o modelo
original de baixa fidelidade M
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Figura 4.41: Extrapolagao - erro de modelo encapsulado: comparando a média preditiva
da velocidade e resposta de amostras (calibracao ¢;) com a verdade (Ms) e e o modelo

original de baixa fidelidade My

Velocidade (mm/s)

0 5 10 15 20 25 30

Tempo (s)

Figura 4.42: Extrapolagao - erro de modelo encapsulado: comparando a média preditiva
da velocidade e resposta de amostras (calibracao ¢;) com a verdade (Ms) e e o modelo
original de baixa fidelidade M

4.4  Analise do comportamento dissipativo

Por fim, voltamos a atencao para a capacidade dos modelos de capturar a dissipacao

do amortecimento ao longo do tempo. Neste ponto, é importante destacar que o objetivo
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da calibracao nao é identificar parametros constitutivos, mas atualizar a capacidade de
fazer previsoes. Isso deve refletir na intencao da modelagem, que aqui esta reproduzindo
o comportamento de dissipagao. Plotamos as curvas de histerese para as trés experiéncias

calibracao, validacao e extrapolagao.

Calibragao

A Figura 4.43 mostra uma diferenga significativa nesse sentido entre Ms, antes da
calibracao, e M, considerada aqui a verdade de referéncia. A dissipacao associada aos
modelos calibrados com o erro de modelo aditivo e com o erro encapsulado em um parame-
tro é mostrada nas Figuras 4.44 e 4.45, respectivamente. Claramente é possivel observar
uma melhoria significativa quando comparada ao modelo My nao calibrado e em todos

ilustra uma melhora na quantidade de energia dissipada.
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Figura 4.43: Curva de histerese para My e M5 antes da calibragao.
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Figura 4.44: Calibragao: Curva de histerese (erro de modelo aditivo) para Mo, ¢; e cs.
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Figura 4.45: Calibragdo: Curva de histerese (erro de modelo encapsulado em um paréa-
metro) para Moy, ¢1 € cs.

Validacao

A Figura 4.46 ilustra uma diferenca do modelo M, na validagdo, e o modelo M,

considerado aqui a verdade de referéncia. A dissipacao associada aos modelos validados

com o erro de modelo aditivo ¢é ilustrada na Figura 4.47 e com a abordagem de erro

modelo encapsulado em um parametro na Figura 4.48. E possivel notar mais uma vez

que comparando com o modelo My nao calibrado o formato das curvas de histerese ilustra

um comportamento muito parecido com o modelo de referéncia (M5). E possivel observar

uma melhora na quantidade de energia dissipada e uma diferenca significativa do modelo

nao calibrado M.
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Figura 4.46: Curva de histerese para My e M5 na validagao.
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Figura 4.47: Validagdo: Curva de histerese (erro de modelo aditivo) para Ms, ¢; e cs.
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Figura 4.48: Validagao: Curva de histerese (erro de modelo encapsulado em um parame-
tro) para Mo, ¢; e co.

Extrapolacgao

Aqui é ilustrada a quantidade de dissipagao expressa nas curvas de histerese para a
estratégia de Extrapolacdo. Lembrando que a QQol investigada é a velocidade da massa
para dois tipos diferentes de contetdo frequencial. Nas Figuras 4.49, 4.50 e 4.51 sao

ilustradas as curvas para o conteido frequencial de [0.25,0.5]w, (T;‘d). Nas Figuras 4.52,

4.53 e 4.54 sao ilustradas as curvas para o contetdo frequencial de [2, 8w, (“;d>. Para as
duas estratégias pode-se observar que existe uma diferenca significativa entre o modelo
M nao calibrado e o modelo de referéncia Mj, além de, tanto na abordagem de erro de
modelo aditivo quanto na abordagem de erro encapsulado em um parametro as curvas de

histerese apresentam um comportamento mais parecido com o modelo de referéncia M.
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Figura 4.49: Curva de histerese para My e M5 na extrapolagao.
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Figura 4.50: Extrapolacdo: Curva de histerese (erro de modelo aditivo) para Ms, ¢; e co.
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Figura 4.51: Extrapolagdo: Curva de histerese (erro de modelo encapsulado em um pa-
rametro) para Moy, ¢ € co.
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Figura 4.52: Curva de histerese para My e M5 na extrapolacao.
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Figura 4.53: Extrapolagao: Curva de histerese (erro de modelo aditivo) para My, ¢; e cs.
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Figura 4.54: Extrapolagao: Curva de histerese (erro de modelo encapsulado em um pa-
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Capitulo 5

Conclusoes

No presente trabalho, deu-se continuidade a esforgos anteriores para avaliar modelos
constitutivos viscoelasticos usando varidveis internas [2] e [16]. Eles constituem opges
convenientes para formulagoes de Elementos Finitos em 3 dimensdes (3D) aplicadas a
problemas de Dinamica e Vibracoes, atribuidos independentemente a cada ponto de inte-
gracao da grade computacional.

As varidveis internas nao sao grandezas fisicas observaveis, assim o foco foi caracterizar
e compreender o papel desempenhado por elas nos modelos constitutivos viscoelasticos.
Para isso, como artificio de modelagem, foi construido um problema de calibragao Bayesi-
ana envolvendo modelos de diferente fidelidade. Essa diferenca de fidelidade foi regulada

pelo niimero de variaveis internas utilizadas em cada modelo.

Previamente a calibracao, foi levada a cabo uma andalise da resposta dinamica de
um sistema com um grau de liberdade para estabelecer, preliminarmente, a diferenca
entre modelos de variaveis internas tornando possivel compreender que a ideia de modelos
hierarquicos faz sentido. Sendo admissivel a partir desta analise intitular modelos de alta
fidelidade e modelos de baixa fidelidade. Neste trabalho o modelo que apresentou maior
numero de varidveis internas foi denominado de modelo de alta fidelidade, uma vez que,
sao mais representativos do ponto de vista de amortecimento. Outro ponto marcante foi a
investigacao da poténcia dissipada que balizou e coroou esta anélise permitindo observar

claramente as diferencas entre os modelos e orientar a analise da abordagem bayesiana.

Na inferéncia bayesiana foram utilizadas formulacoes inversas envolvendo modelos de
alta fidelidade e modelos de baixa fidelidade. Utilizaram-se duas formulagdes para a ca-
libracao como erro de modelo aditivo e erro de modelo encapsulado em um parametro.
Essas se diferenciam pela maneira como o erro de modelo é responsavel pela discrepan-
cia produzida por um pequeno ntmero de varidveis internas. Nesta etapa pretende-se

abordar um aspecto especifico: o papel desempenhado pelo niimero de varidveis internas.
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E importante enfatizar que o uso de um pequeno ntmero desses modos de dissipacio
interna garantiria economia computacional significativa, seja em memoria seja no pro-
cessamento. Diante dos resultados apresentados, pode-se dizer que as andlises adotadas
permitiram alcancar contribuicoes relevantes tanto no aspecto amortecimento quanto no
aspecto computacional. O primeiro possibilitou uma melhor compreensao do comporta-
mento e influéncia das varidveis internas nos diferentes modelos constitutivos viscoelasti-
cos. E finalmente, o segundo permitiu visualizar que modelos de baixa fidelidade tem a
capacidade preditiva de representar modelos de alta fidelidade caracterizando um papel
inovador de um modelo estocastico simplificado de ordem reduzida poder ser capaz de

representar modelos mais complexos.

O objetivo de proximos trabalhos é explorar a flexibilidade do erro de modelo en-
capsulado em um parametro de suportar modelos estocasticos mais sofisticados, como
polinémios de ordem superior ou mesmo fungoes das varidveis de estado, alm de investi-
gar a escolha da distribuicao a priori e utilizar outras func¢oes de verossimilhanca para a

modelagem.
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