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DISSERTAÇÃO SUBMETIDA AO CORPO DOCENTE DO INSTITUTO

ALBERTO LUIZ COIMBRA DE PÓS-GRADUAÇÃO E PESQUISA DE
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O método dos funcionais de reciprocidade, aliado à Técnica da Transformada

Integral Clássica (CITT), tem sido aplicado com sucesso na obtenção de soluções

anaĺıticas para o problema inverso de transferência de calor que procura estimar a

distribuição da condutância térmica de contato (CTC) ao longo da interface plana

de um corpo constitúıdo de dois materiais. O desenvolvimento teórico sobre o qual

esta abordagem se baseia, contudo, não está limitado à necessidade de que esta

interface tenha um formato regular.

Este trabalho propõe estender o método, obtendo assim um desenvolvimento

anaĺıtico para estimativa da distribuição da condutância térmica de contato em

interfaces não necessariamente regulares. Para tanto, algumas ferramentas serão

empregadas, a saber: a extensão do domı́nio f́ısico irregular num domı́nio f́ısico

regular sobre o qual os problemas auxiliares serão resolvidos analiticamente; e a

aplicação do processo de ortogonalização de Gram-Schmidt para gerar um conjunto

ortonormal de funções a partir das soluções obtidas pelos problemas auxiliares.

Vários problemas-teste foram resolvidos usando as técnicas descritas neste tra-

balho, levando a resultados muito bons, com baixo uso de tempo de CPU por parte

da implementação computacional.
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The reciprocity functional method, associated to the Classic Integral Transform

Technique (CITT), has been succesfully applied in obtaining analytical solutions for

the inverse heat transfer problem that seeks to estimate the thermal contact con-

ductance (TCC) distribution on the interface of a body composed of two materials.

Yet, the theoretical development upon which this approach is based is not limited

to the need of this interface to have a regular format.

This work proposes to extend the method, thus obtaining an analytical devel-

opment for the estimation of the thermal contact conductance distribution on in-

terfaces which are not necessarily regular. Therefore, some tools will be employed,

namely: the extension of the irregular physical domain to a regular physical domain

in which the auxiliary problems will be analytically solved; and the application of

the Gram-Schmidt orthogonalization process in order to generate an orthonormal

set of functions from the solutions obtained from the auxiliary problems.

Several test problems were solved using the techniques described in this work,

leading to very good results, with low CPU time usage by the computational imple-

mentation.
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timativas de salto de temperatura e fluxo de calor na interface

de contato . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96

8 Conclusões . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100

8.1 Sugestões para trabalhos futuros . . . . . . . . . . . . . . . . . 101

Referências Bibliográficas 104
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1 Introdução

1.1 Motivação

Quando há transferência de calor através da fronteira comum entre dois corpos

materiais em contato f́ısico, observa-se experimentalmente que nessa interface há

uma descontinuidade no perfil de temperatura, ou seja, o contato térmico nessa

região não é perfeito (ÖZIŞIK, 1993). Esse fenômeno ocorre devido à combinação

dos efeitos de três componentes (MADHUSUDANA, 2014):

• Condução de calor através dos pontos em que há contato efetivo sólido-sólido,

devido à presença de irregularidades microscópicas e macroscópicas;

• Condução de calor através do meio intersticial, preenchido por algum fluido

(por exemplo, ar);

• Radiação de calor, que é desprezada na maioria das aplicações.

A figura 1.1 ilustra o processo de transferência de calor através da interface de

contato entre dois sólidos. As linhas de fluxo de calor sofrem uma constrição nos

pontos de contato, e uma maior dispersão nos espaços entre os pontos.

Thermal contact conductance, h, is defined as the heat flux to the additional
temperature drop, DT, due to the presence of the (imperfect) joint (Fig. 1.2):

h ¼ Q=A

DT
ð1:1Þ

In Eq. (1.1), Q is the total heat flow and A is the nominal contact area.
Thermal contact resistance, R, is defined as the reciprocal of thermal contact

conductance:

R ¼ ADT
Q

ð1:2Þ

It may be noted that the resistance, as defined above, is usually called specific
resistance (or impedance) in heat transfer literature. But the above definition has
been adopted by many contact heat transfer researchers, as it is easy to compare
the results of different investigators without having to ascertain the area of contact
in each case. Another frequently used definition of resistance is based on the total
heat flow. This will be designated by the symbol R0 in this work:

R0 ¼ DT
Q

ð1:3Þ

If it is possible to separate the heat flow through the solid contact spots, Qs,
from the heat flow through the interstitial medium (gas), Qg, such that

Q ¼ Qs þ Qg ð1:4Þ

then the solid spot conductance be defined as:

hs ¼
Qs=A

DT
ð1:5Þ

ΔT

Distance

Temperature

Heat Flux
Q/A

Fig. 1.2 Temperature drop
at an interface

Solid 2

Solid 1

Fluid 

Fig. 1.1 Heat flow through a
joint

2 1 Introduction

Sólido 1

Sólido 2

Fluido

Figura 1.1: Transferência de calor através da interface entre dois corpos (adaptado de
ÖZIŞIK, 1993)

A condutância térmica de contato – abreviada como CTC – é definida como

sendo a razão entre o fluxo de calor e o salto de temperatura devido à presença do

contato imperfeito (MADHUSUDANA, 2014):

hc =
Qc/A

∆Tc
=

qc
∆Tc

(1.1)

onde QC é o fluxo total de calor através da interface, A é a área de contato nominal

ou aparente, qc é o fluxo de calor por unidade de área e e ∆Tc é o salto de temperatura

1



na interface. As unidades da CTC são as mesmas do coeficiente de transferência de

calor por convecção (W/(m2 K) no SI).

A inversa da CTC é denominada resistência térmica de contato (RTC):

Rc =
1

hc
=
A∆Tc
Qc

=
∆Tc
qc

(1.2)

Uma definição equivalente da CTC pode ser formulada a partir da análise do

problema de condução de calor no domı́nio constitúıdo pelos corpos em contato,

através das condições de contorno avaliadas na interface de contato (ÖZIŞIK, 1993).

Nessa região, pode-se afirmar que o fluxo de calor saindo ou entrando em cada um

dos sólidos deve se igualar ao fluxo de calor através da interface.

Sejam, portanto, T1 e T2 os campos de temperatura em cada um dos sólidos

cuja interface, designada pelo śımbolo Γ, é representada na figura 1.1. Sejam k1

e k2 as respectivas condutividades térmicas dos sólidos, e seja qc o fluxo de calor

por unidade de área através da interface de contato. Assim, o balanço de energia

permite escrever:

qc = −k1
∂T1

∂n1

∣∣∣∣
Γ

= hc(T1 − T2)Γ = k2
∂T2

∂n2

∣∣∣∣
Γ

(1.3)

De onde se obtém:

hc =

−k1
∂T1

∂n1

∣∣∣∣
Γ

(T1 − T2)Γ

=

k2
∂T2

∂n2

∣∣∣∣
Γ

(T1 − T2)Γ

(1.4)

Os gradientes de temperatura são calculados sobre as direções dos vetores normais

n1 e n2, que apontam para fora das fronteiras que delimitam os corpos materiais

correspondentes; em particular, na interface de contato teremos n2 = −n1.

Nota-se facilmente a partir da equação (1.4) que a CTC é uma propriedade não

necessariamente constante ao longo da interface de contato, uma vez que tanto o

fluxo de calor como o salto entre as temperaturas podem variar em cada ponto sobre

a interface. De fato, nos locais onde a diferença é nula (ou seja, o contato é perfeito),

a CTC assumiria valor infinito, ou alternativamente, a RTC seria nula. No outro

extremo, havendo uma região micrométrica perfeitamente isolante entre os corpos

materiais, o fluxo de calor seria nulo para uma diferença de temperatura finita; ali

2



a CTC seria nula, equivalente a um valor infinito de RTC. Assim, a CTC também

pode ser entendida como um parâmetro de avaliação da qualidade do contato entre

dois corpos materiais.

O levantamento da CTC também permite avaliar qualitativamente a presença de

descontinuidades ou falhas em materiais homogêneos, uma vez que, devido aos saltos

de temperatura provocados pela interface de contato no local da falha, o campo de

temperatura medido na superf́ıcie externa fornece resultados diferentes do esperado

se tais falhas não ocorressem.

A necessidade de cálculo ou estimativa da CTC se faz presente em diversas

aplicações, como por exemplo, na área aeroespacial (LAMBERT et al., 2006), mi-

croeletrônica (SNAITH et al., 1986), ou no projeto de trocadores de calor (HUANG

et al., 1999). Para tanto, podem ser aplicados métodos de medição que normalmente

exigem algum conhecimento de detalhes das superf́ıcies de contato, tais como rugo-

sidade ou aspereza, e necessitam de tomadas de temperatura no interior dos corpos

em contato, levando a arranjos experimentais complexos ou intrusivos. Conhecidas

(ou estimadas por regressão) as temperaturas na interface e o fluxo de calor por uni-

dade de área, a aplicação direta da definição permite levantar a CTC, normalmente

como um valor médio sobre a interface. Essa foi a abordagem adotada na maioria

dos problemas de estimativa de CTC registrados na literatura.

O problema da estimativa da CTC tem caracteŕısticas que permitem classificá-

lo como um problema inverso de transferência de calor (IHTP, do termo em inglês

Inverse Heat Transfer Problem). Num problema direto de transferência de calor,

conhecem-se as propriedades termof́ısicas dos materiais envolvidos, a geometria do

domı́nio, a taxa de geração de calor e as condições de contorno e inicial; através

desses parâmetros se obtém a distribuição de temperaturas no domı́nio de interesse.

Já o problema inverso procura estimar algum dos parâmetros (ou funções, caso haja

variação espacial e/ou temporal da propriedade que se deseja estimar) relacionados

previamente, utilizando medidas de temperatura em um ou mais pontos do domı́nio

(BECK et al., 1985). Nesse contexto, a CTC se enquadra como uma propriedade

termof́ısica pasśıvel de ser estimada através da resolução de um IHTP. Uma grande

vantagem dessa abordagem é a possibilidade de tratar a CTC como uma propriedade

distribúıda espacialmente ao longo da interface de contato, ou seja, uma função da
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posição sobre a interface; por outro lado, problemas inversos são bastante senśıveis

a erros de medição dos dados de entrada. Algumas estratégias podem ser aplicadas

a fim de contornar essas dificuldades, como por exemplo a técnica de regularização

de Tikhonov (TIKHONOV e ARSENIN, 1977).

O tratamento da estimativa da CTC como um problema inverso de transferência

de calor não eliminou a necessidade de se ter dispońıveis as medições de temperatura

na interface de contato. A determinação indireta da distribuição dessas temperatu-

ras sobre a interface, através de métodos não intrusivos, tem sido objeto de pesquisas

recentes, levando ao desenvolvimento de técnicas de estimativa de CTC mais efici-

entes computacionalmente (COLAÇO e ALVES, 2014, 2015, COLAÇO et al., 2013,

2014, PADILHA et al., 2016). Tais técnicas, porém, têm sido aplicadas em con-

figurações f́ısicas e geométricas regulares, tais como interfaces de contato planas

ou de seção transversal circular, o que simplifica consideravelmente o tratamento

anaĺıtico-numérico do problema inverso de transferência de calor, em detrimento de

uma maior abrangência em resolver problemas de estimativa de CTC envolvendo

geometrias menos comuns.

1.2 Objetivo

O objetivo principal desta dissertação é, através de uma abordagem anaĺıtico-

numérica, estudar o problema da estimativa da CTC entre superf́ıcies de dois corpos

materiais colocados em contato, considerando o fato de que tais superf́ıcies não são

necessariamente regulares.

O ponto de partida foi o trabalho desenvolvido por PADILHA (2016), que estu-

dou o problema da estimativa da CTC numa superf́ıcie plana entre dois corpos ma-

teriais colocados em contato. O problema-teste analisado foi configurado de forma

que a seção transversal do conjunto composto pelos dois corpos materiais tivesse

formato retangular e a CTC sobre a interface dependesse espacialmente de apenas

uma coordenada cartesiana. O referido trabalho forneceu uma expressão anaĺıtica

que estima de forma direta o perfil de CTC ao longo do comprimento da inter-

face. Para resolução do problema inverso que fornecia a CTC, foram empregadas

as técnicas dos Funcionais de Reciprocidade (ANDRIEUX e BEN ABDA, 1993), e

da Transformação Integral Clássica (CITT) (COTTA, 1993a). Este resultado repre-
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sentou uma contribuição inédita aos estudos de levantamento de perfil de CTC, ao

introduzir um método direto, não iterativo, de baixo custo computacional e que não

emprega medidas intrusivas de temperatura no interior dos corpos em contato.

Ao se acompanhar o desenvolvimento anaĺıtico envolvendo o uso da técnica dos

Funcionais de Reciprocidade, nota-se que as expressões obtidas, basicamente inte-

grais de contorno, não dependiam necessariamente de alguma geometria particular

de seção transversal dos corpos materiais, ou da interface de contato, ou mesmo

do sistema de coordenadas empregado. Contudo, as caracteŕısticas geométricas do

problema-teste original permitiram que o emprego da CITT simplificasse considera-

velmente estas integrais.

Para desenvolver esta dissertação, foi feita uma modificação na configuração

geométrica do problema-teste: a interface de contato entre os corpos passou a ter

uma forma curviĺınea, representada por uma equação da forma y = w(x), mantendo-

se o formato retangular na seção transversal do conjunto de teste. Assim, a interface

plana estudada por PADILHA (2016) passou a ser um caso particular do problema

abordado no presente trabalho, para o qual w(x) = constante. Essa alteração in-

troduziu complexidades ao problema que, num primeiro momento, eliminariam as

vantagens computacionais proporcionadas pelo emprego da CITT, e que foram con-

tornadas através do uso de conceitos e ferramentas clássicas da Álgebra Linear e de

uma redefinição conveniente do domı́nio geométrico do problema.

1.3 Organização do trabalho

O presente caṕıtulo introduziu a definição formal de condutância térmica de

contato e apresentou os conceitos e ferramentas básicas a serem aplicados ao longo

do trabalho (a saber, os Funcionais de Reciprocidade e a Técnica da Transformada

Integral Clássica). Os fatores motivacionais e os objetivos principais da dissertação

também foram apresentados.

No caṕıtulo 2 é apresentada uma revisão bibliográfica descrevendo separada-

mente a evolução das técnicas de solução de problemas difusivos e as abordagens do

tratamento da estimativa da condutância térmica de contato, desenvolvendo ambos

os aspectos pelo ponto de vista histórico.

O caṕıtulo 3 apresenta a descrição do problema f́ısico abordado neste estudo. A
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configuração f́ısica, que consiste basicamente em um corpo de prova de seção reta

retangular feito de dois materias distintos em contato, foi estabelecida levando-se em

conta que a interface de contato entre os materiais pode ser representada por uma

curva. As hipóteses assumidas e a formulação matemática do problema de condução

de calor, em que a CTC aparece como um dos dados de entrada, são indicados neste

caṕıtulo.

O caṕıtulo 4 descreve o problema inverso de condução de calor referente ao ar-

ranjo f́ısico estabelecido no caṕıtulo 3, no qual a CTC passa a ser uma função a ser

estimada. Neste arranjo, assume-se que as medidas de temperatura na superf́ıcie su-

perior do corpo de prova são conhecidas. O conceito de Funcional de Reciprocidade

é descrito neste caṕıtulo, bem como a sua formulação proposta para o problema es-

tudado. Conceitos matemáticos de Álgebra Linear necessários para o embasamento

teórico da técnica dos Funcionais de Reciprocidade, tais como espaços lineares, pro-

dutos internos e projeções ortogonais, também são discutidos.

No caṕıtulo 5 são formulados os problemas difusivos auxiliares que fornecem as

funções auxiliares necessárias para o cálculo dos Funcionais de Reciprocidade. Uma

vez que a interface de contato entre os materiais que compõem o corpo de prova não

é plana nem horizontal, faz-se necessário aplicar conceitos de Geometria Diferencial

para expressar em coordenadas cartesianas o gradiente de temperatura ao longo da

interface, que aparece nas condições de contorno dos problemas auxiliares. Desse

modo, é feita uma adequação da formulação dos problemas para permitir a aplicação

da Técnica da Transformada Integral Clássica para sua solução; todo o processo de

resolução através desta ferramenta é detalhado neste caṕıtulo. As funções obtidas

são então ortogonalizadas através do algoritmo de Gram-Schmidt.

Os resultados obtidos nos caṕıtulos anteriores são reunidos no caṕıtulo 6, onde fi-

nalmente é apresentada a formulação anaĺıtica da estimativa da condutância térmica

de contato. Mais uma vez são revisitadas ferramentas de Geometria Diferencial,

quais sejam, integrais de linha e derivadas direcionais, que auxiliam na formalização

das conceitos estabelecidos ao longo do trablho. A expressão final proposta é de

propósito geral, para interfaces de contato de formato arbitrário, sendo a interface

plana horizontal, que inspirou o presente trabalho, um caso particular.

Discussões sobre a implementação numérico-computacional da estimativa da
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condutância térmica de contato, bem como os resultados numéricos obtidos pela

aplicação da metodologia, têm lugar no caṕıtulo 7. Foram executadas simulações

computacionais de diferentes configurações de geometria de interface de contato e

de condutância térmica de contato, a fim de obter as medidas simuladas de tem-

peratura na superf́ıcie superior dos corpos de prova. Estas medidas por sua vez

alimentaram um programa escrito em Fortran, que implementa as equações dedu-

zidas até o caṕıtulo anterior, fornecendo as respectivas estimativas de condutância

térmica de contato. Os resultados teóricos e estimados foram comparados e as

análises correspondentes foram desenvolvidas ao longo deste caṕıtulo.

A dissertação se encerra no caṕıtulo 8, onde são apresentadas conclusões quanto

ao emprego da técnica dos Funcionais de Reciprocidade no problema inverso estu-

dado e indica sugestões de trabalhos futuros para a continuidade do desenvolvimento

desta técnica.
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2 Revisão bibliográfica

A revisão bibliográfica exposta neste caṕıtulo está dividida em duas partes. Na

primeira parte, é feito um levantamento sobre a evolução histórica das técnicas de

solução de problemas difusivos, uma vez que, conforme será visto nos próximos

caṕıtulos, o problema inverso de condução de calor a partir do qual será estimada a

CTC é um problema difusivo. Na segunda parte, é apresentado um apanhado dos

trabalhos clássicos que envolvem o tema da determinação da CTC, antes e depois

da introdução da abordagem deste tema como um problema inverso.

2.1 Técnicas de soluções de problemas difusivos

Segundo TANNEHILL et al. (1997), há basicamente três abordagens ou métodos

que podem ser usados para resolver um problema de mecânica dos fluidos e/ou

transferência de calor: experimental, teórico (ou anaĺıtico) e computacional (ou

numérico). O primeiro fornece resultados mais realistas a um custo de imple-

mentação maior. Já o segundo faz suposições simplificadoras a fim de facilitar o

tratamento do problema, e possivelmente encontrar uma solução fechada, ou seja,

que é expressa geralmente como uma fórmula matemática; uma vez que não envolve

iterações ou interpolações, a obtenção do valor da solução num determinado ponto

do domı́nio é praticamente imediata, com baixo custo computacional. No último

método – a abordagem numérica – as equações que governam o fenômeno em estudo

são substitúıdas por esquemas numéricos, cuja solução (obtida através de cálculos

manuais ou pelo emprego de computadores digitais) é usada para representar de

forma aproximada a solução do problema original.

A teoria matemática moderna sobre a condução de calor foi estabelecida por Jo-

seph Fourier, que reuniu suas investigações teóricas em sua obra Théorie analytique

de la chaleur (FOURIER, 1878, LANGER, 1947). Neste trabalho, Fourier deduz

analiticamente as equações de condução para vários tipos de sólidos, como esferas,

prismas retangulares ou cilindros de seção reta circular. Nesses problemas, o fluxo

de calor tinha sempre uma direção que favorecia o aspecto simétrico do sólido em

questão; por exemplo, no caso do cilindro ou da esfera, o fluxo de calor acontecia

na direção radial. Em seguida, Fourier apresenta a formulação tridimensional em
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coordenadas cartesianas da equação de condução de calor em regime transiente, e a

emprega para levantar as equações obtidas previamente, através de substituições de

variáveis. Finalmente, Fourier desenvolve o conceito de representação de uma função

como um somatório infinito de funções trigonométricas1 e, através da aplicação da

técnica de separação de variáveis, usa esse conceito na resolução anaĺıtica dos pro-

blemas que propôs no ińıcio do trabalho. Uma vez que os domı́nios envolvidos e

as condições de contorno impostas nos problemas possúıam algum tipo de simetria,

que simplificava a variação da temperatura para apenas uma variável dimensional

(distância radial, comprimento ao longo de um eixo, etc.), as soluções encontra-

das eram relativamente simples, o que não diminui sua importância por modelarem

matematicamente o fenômeno f́ısico da condução de calor pela primeira vez. O

tratamento dado por Fourier aos problemas de condução de calor foi, em suma,

predominantemente anaĺıtico, sem considerações de caráter numérico.

Historicamente, os livros acadêmicos que versam sobre transferência de calor

reproduzem a dedução da equação de condução em coordenadas cartesianas feita

por Fourier e em seguida apresentam a formulação equivalente nos sistemas de co-

ordenadas ciĺındricas e esféricas; ver por exemplo CARSLAW e JAEGER (1959),

HOLMAN (1983) e ÖZIŞIK (1993). Em tese, a formulação no sistema cartesiano é

aplicável a qualquer tipo de geometria; a solução geral sempre poderá ser expressa

em termos de somatórios de senos ou cossenos. Soluções anaĺıticas obtidas nos siste-

mas de coordenadas esféricas ou ciĺındricas envolvem somatórios de tipos diferentes

de funções base ortogonais, obtidas através da aplicação do método de separação de

variáveis (BOYCE e DI PRIMA, 1994). Voltando a citar os trabalhos de Fourier,

em que são feitas análises do problema de condução de calor em corpos ciĺındricos

ou esféricos, as equações correspondentes são expressas nos sistemas de coordena-

das ciĺındricas ou esféricas, para as quais são esboçadas soluções em forma de séries

(FOURIER, 1878).

EISENHART (1934, 1935) demonstrou que a equação de Helmholtz (da qual

a equação de difusão é um caso particular) pode ser resolvida por separação de

1A história registra que, quando Fourier apresentou seus artigos sobre a representação de funções
arbitrárias como expansões de senos e cossenos à Academia de Ciências de Paris em 1807 e 1811,
recebeu cŕıticas dos consultores (principalmente Lagrange, que negou veementemente essa possi-
bilidade), devido à falta de rigor, e por isso os artigos não foram publicados (AGARWAL e SEN,
2014).
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variáveis em onze diferentes sistemas de coordenadas ortogonais, dentre as quais

figuram os sistemas cartesiano, esférico e ciĺındrico, bem como outros menos usuais,

tais como eĺıptico-ciĺındrico ou parabólico. MOON e SPENCER (1961) fizeram um

extenso levantamento das equações diferenciais ordinárias oriundas da separação de

variáveis em cada um desses sistemas, e apresentam suas respectivas soluções gerais

(dentre as quais estão as funções seno e cosseno e as funções de Bessel e Legendre).

Tais equações, juntamente com as respectivas condições de contorno, constituem-se

em problemas de valor de contorno de Sturm-Liouville (LIOUVILLE, 1837, STURM

e LIOUVILLE, 1837). Problemas de Sturm-Liouville são na realidade parte de uma

teoria fundamental da Álgebra Linear conhecida como teoria dos operadores linea-

res; isto confere caracteŕısticas e propriedades especiais às soluções desses problemas

(denominadas autofunções), tais como a ortogonalidade e a possibilidade de, sob cer-

tas condições, expressar uma função arbitrária como uma combinação linear dessas

autofunções (AXLER, 2015, BOYCE e DI PRIMA, 1994).

Os métodos numéricos de solução de equações diferenciais ganharam grande im-

pulso a partir da década de 1960, quando houve uma maior disponibilidade de com-

putadores digitais de alto desempenho (TANNEHILL et al., 1997). Aliado a esse

fato, houve também um aumento natural da complexidade dos problemas de trans-

ferência de calor e mecânica dos fluidos: adoção de geometrias complexas ou não

convencionais, formulações de condições de contorno que introduziam dificuldades

na aplicação dos métodos anaĺıticos, menores restrições quanto a não linearidade dos

problemas. Já as abordagens numéricas, contudo, remontam a épocas anteriores.

Uma dessas abordagens, considerada pioneira na análise numérica de equações

diferenciais parciais em problemas difusivos, foi proposta por RICHARDSON (1910).

Em seu artigo, Richarsdon resolve numericamente a equação de Laplace e a equação

biarmônica, e aplica esta última no problema prático de estudo da distribuição de

tensão numa barragem de alvenaria, com uma geometria bidimensional. Para tanto,

ele representa o perfil da barragem usando segmentos de reta e emprega uma malha

estruturada regular em seu interior. A malha era resolvida usando um esquema

iterativo de diferenças finitas centradas (TANNEHILL et al., 1997). Richardson já

destacava as limitações dos métodos anaĺıticos na integração de equações diferenciais

parciais nos casos em que as fronteiras têm formato irregular.
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Os anos seguintes testemunharam uma grande quantidade de pesquisas em

métodos numéricos, especialmente no campo dos problemas de dinâmica dos flui-

dos. Avanços na área dos problemas difusivos envolvem técnicas de precondicio-

namento de sistemas lineares e o desenvolvimento de esquemas de sobrerrelaxação,

aumentando significativamente o desempenho da taxa de convergência da solução

(FEDORENKO, 1964, FRANKEL, 1950).

Em meados da década de 1970, sistemas de coordenadas generalizadas, coinciden-

tes com as fronteiras de domı́nios irregulares, começam a ser empregados em detri-

mento dos sistemas de coordenadas ortogonais convencionais na resolução numérica

de problemas advectivos-difusivos, com o objetivo de evitar interpolações entre pon-

tos da malha não coincidentes com as fronteiras (MALISKA, 2004). As fronteiras do

domı́nio f́ısico, definidas geralmente no sistema cartesiano, são mapeadas para uma

região retangular no domı́nio computacional, definido no sistema de coordenadas

generalizado, através de relações de transformação.

A distribuição dos pontos na malha estruturada do problema f́ısico original é

feita de modo que a malha correspondente no domı́nio computacional seja regular.

As equações diferenciais e as condições de contorno devem ser reescritas nesse novo

sistema; as equações resultantes são mais complicadas uma vez que contêm mais

termos e coeficientes variáveis. Tais equações podem ser discretizadas e resolvidas

usando, por exemplo, a técnica das diferenças finitas aplicada à malha retangular

definida no domı́nio computacional. Finalmente, a solução é transformada de volta

para o domı́nio f́ısico através das relações de transformação. Destaca-se o trabalho de

THOMPSON et al. (1977), em que foi desenvolvida uma técnica para determinação

da relação de transformação entre sistemas de coordenadas para o caso bidimensional

através da resolução numérica de equações diferenciais parciais.

Outra técnica de transformação de coordenadas envolve o emprego de trans-

formações conformes (THOMPSON et al., 1985). Uma grande vantagem dessa

técnica é o fato de que a equação de difusão preserva a forma original, sem in-

trodução de termos não-lineares ou derivadas cruzadas; por outro lado é aplicável

apenas a geometrias bidimensionais. Se as fronteiras da geometria do problema

não tiverem uma descrição algébrica conhecida, também deve se fazer uso de es-

quemas de geração numérica de malha, baseados por exemplo na transformação de
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Schwarz-Christoffel (BROWN e CHURCHILL, 2009).

Voltando ao trabalho de Fourier, é posśıvel identificar em seu trabalho uma

das bases sobre a qual se estabeleceu a técnica anaĺıtica de solução de equações

diferenciais parciais conhecida como transformação integral. No tratado previamente

citado Théorie analytique de la chaleur, procurando estender suas ideias para funções

definidas em intervalos infinitos, Fourier descobriu uma fórmula de transformação

integral e sua respectiva inversa, que hoje levam o seu nome (DEBNATH e BHATTA,

2015).

A técnica da transformação integral revelou-se uma ferramenta poderosa para re-

solver problemas de valor inicial e problemas de valor de contorno para equações dife-

renciais parciais lineares. O conceito de transformação integral originou-se dos traba-

lhos de Laplace, que publicou os primeiros resultados envolvendo a sua transformada

no tratado de 1812, Théorie analytique des probabilités (DEBNATH e BHATTA,

2015). Cauchy publicou em 1843 uma descrição dos métodos simbólicos ou ope-

racionais (que trabalham com operadores diferenciais como se fossem algébricos)

(GAUTHIER-VILLARS, 1893) e sua relação com a transformada de Laplace, além

de apresentar a forma exponencial da transformada de Fourier. Contudo, quem

popularizou o uso das transformadas de Laplace foi Oliver Heaviside, aplicando-as

na resolução de equações diferenciais lineares em problemas de circuitos elétricos,

especialmente a equação do telégrafo, consolidando as bases do cálculo operacional

moderno (CARSON, 1922, YAVETZ, 1995).

A grande vantagem oferecida pela transformação integral aplicada às equações

de difusão linear é a possibilidade de resolver analiticamente classes de problemas

para os quais a técnica de separação de variáveis não é adequada. No caso es-

pećıfico das equações de difusão linear, as transformações integrais procuram redu-

zir a quantidade de variáveis independentes na equação original, geralmente levando

a uma nova equação diferencial ordinária de fácil solução. Exemplos elementares

de aplicação de transformação integral em problemas difusivos nos sistemas carte-

siano e ciĺındrico foram apresentados por DOETSCH (1936), SNEDDON (1946) e

TRANTER (1951), e em coordenadas esféricas por ÖLÇER (1969). MIKHAILOV e

ÖZIŞIK (1984) classificaram e revisaram sete classes de problemas difusivos lineares,

apresentando suas soluções exatas obtidas pela técnica da transformação integral,
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que por razões históricas passou a ser denominada Técnica da Transformação Inte-

gral Clássica (CITT).

A CITT não se mostrou flex́ıvel o suficiente para fornecer soluções anaĺıticas para

tipos de problemas mais gerais. Nesse sentido, o trabalho desenvolvido por ÖZIŞIK

e MURRAY (1974), que tratava problemas difusivos transientes com coeficientes

variáveis nas condições de contorno, foi pioneiro no desenvolvimento da técnica que é

conhecida hoje como Transformada Integral Generalizada (GITT) (COTTA, 1993b).

Desde então, a GITT — uma técnica h́ıbrida anaĺıtico-numérica — vem sido con-

tinuamente desenvolvida e estendida, fornecendo soluções anaĺıticas aproximadas e

numéricas alternativas para os problemas não solucionáveis pela abordagem clássica,

como por exemplo, a análise de difusão de calor e massa em reações qúımicas (PI-

NHEIRO et al., 2019), ou a transferência de calor em microcanais (KNUPP et al.,

2018). Nos últimos anos, a GITT tem sido beneficiada e popularizada através do

desenvolvimento de aplicativos de software de computação simbólica, especialmente

o Mathematica R© (COTTA et al., 2013).

A técnica de transformação integral, seja clássica ou generalizada, é formulada

com base em integrais sobre um domı́nio cuja fronteira não é necessariamente re-

gular. Em muitos casos, a transformação integral foi empregada em problemas

difusivos ou advectivo-difusivos nos quais a geometria era irregular, porém descrita

de forma algébrica no sistema de coordenadas cartesiano, como por exemplo os

trabalhos de APARECIDO e COTTA (1990, 1992), APARECIDO et al. (1989),

BARBUTO e COTTA (1997) e GUERRERO et al. (2000). Já SPHAIER (2000)

generaliza as técnicas de levantamento de autofunções nestes trabalhos e apresenta

uma solução formal para domı́nios irregulares usando GITT; para fronteiras cuja

descrição algébrica é desconhecida, Sphaier sugere aproximar por linhas poligonais

(no caso bidimensional), em que cada trecho é representado por um segmento de

reta. As autofunções levantadas no processo de solução são obtidas a partir de

problemas auxiliares resolvidos no próprio domı́nio irregular do problema, e nesse

caso diz-se que o domı́nio é coincidente; no trabalho de Sphaier também é feita

uma rápida citação sobre soluções de problemas difusivos em domı́nios envolven-

tes (quando o domı́nio original é considerado como sendo contido por um domı́nio

maior, regular, sobre o qual a solução geral é encontrada e então particularizada
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para aquele subdomı́nio).

As soluções da equação de difusão em dutos de seção reta eĺıptica com condições

de contorno de primeiro e segundo tipo encontradas por MAIA et al. (2000, 2001)

combinaram as técnicas de transformação integral e mapeamento conforme. ALVES

(2006) usa a mesma metodologia em sua dissertação de mestrado sobre resolução de

problemas difusivo-convectivos em geometrias não-convencionais (setor circular, ge-

ometria anular concêntrica e geometria bicônica). Conforme citado anteriormente,

as equações de difusão no novo sistema de coordenadas preservaram sua forma;

isso facilitou em muito o emprego da GITT, uma vez que os problemas de auto-

valor associado geraram funções seno e cosseno. Por outro lado, a simplificação

nas soluções anaĺıticas ou h́ıbridas encontradas só foi posśıvel porque as geome-

trias envolvidas possúıam mapeamentos conformes de expressão anaĺıtica conhecida

(BROWN e CHURCHILL, 2009).

Recentemente, houve o aumento do interesse na aplicação de métodos numéricos

não baseados em malhas (meshless) na resolução de problemas difusivos em geo-

metrias irregulares; tais métodos procuram superar as dificuldades computacionais

envolvidas na geração de malhas de discretização, trabalhando com o conceito de

nós distribúıdos pelo domı́nio do problema, e com as interações entre nós vizinhos.

Tais técnicas incluem, por exemplo, o emprego de redes neurais (DENG e HWANG,

2006, HEIDARI e GARSHASBI, 2015), funções de base radial associadas ao método

de colocação (CHEN, 2009, DAI et al., 2011), o método SPH (smoothed particle hy-

drodynamics) (VISHWAKARMA et al., 2011), o método MLPG (Meshless Local

Petrov-Galerkin) (LI et al., 2018) e e o método das soluções fundamentais associado

à iteração de Picard (ALVES e SILVESTRE, 2018).

2.2 Estimativa da condutância térmica de contato

No tratado sobre funções de Bessel escrito por GRAY e MATHEWS (1895), são

deduzidas soluções para problemas de propagação de ondas e de fluxo de eletrici-

dade que envolvem essas funções. No ińıcio do caṕıtulo XII, os autores afirmam

que é posśıvel fazer uma analogia entre os problemas elétricos desenvolvidos no

texto com problemas de condução de calor, desde que se relacione, por exemplo, o

potencial elétrico com a temperatura. Algumas dessas análises teóricas levam em
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conta a resistência elétrica na região de contato entre dois materiais, considerando

a existência de um fino estrato nessa região. Os autores pressupõem a presença de

uma descontinuidade de potencial elétrico entre as superf́ıcies, que seria função da

resistividade do material do estrato, e resolvem analiticamente o problema difusivo

de potencial elétrico nessa região de pequena espessura. Com base nisso, MIKIĆ

(1966) afirma que, ainda de forma indireta, as primeiras análises teóricas sobre o

fluxo de calor através de superf́ıcies em contato remontam à época de publicação

desse trabalho. Mesmo assim, os primeiros estudos efetivos acerca da estimativa da

CTC eram basicamente experimentais, e foram impulsionados por necessidades nas

áreas de projeto de reatores nucleares e na indústria aeroespacial (MIKIĆ, 1966).

FENECH e ROHSENOW (1963) apresentam um modelo teórico de CTC, ba-

seado na hipótese de o contato entre as superf́ıcies metálicas acontecer em apenas

em alguns pontos, cuja distribuição superficial é uniforme, e desprezando o fluxo

de calor nas regiões de vazios. A expressão anaĺıtica da CTC encontrada depende

principalmente de três parâmetros: número de pontos de contato por unidade de

área, altura média dos vazios e razão entre área efetiva de contato e área total. Es-

ses parâmetros são obtidos a partir de medidas tomadas nas interfaces individuais,

com aux́ılio de um perfilômetro. Os autores comparam os resultados teóricos com

observações experimentais, e observam que, a baixas pressões, a CTC se aproxima

da condutividade térmica do fluido que preenche os vazios da interface. É impor-

tante observar que neste trabalho, bem como em vários outros que se seguiram e

são citados nesta revisão, CTC é calculada como um valor único e constante sobre

a superf́ıcie de contato.

Uma situação especialmente interessante para a área aeroespacial é o estudo

da CTC envolvendo materiais metálicos em contato na ausência de fluido inters-

ticial, em ambiente de vácuo. Este caso foi examinado por CLAUSING e CHAO

(1965). Em seu modelo, os autores distinguem os efeitos de constrição microscópica

e macroscópica, e afirmam que estes últimos têm influência preponderante na re-

sistência térmica de contato. Também comentam sobre o efeito da chamada “re-

sistência de filme”, causado, por exemplo, pela presença de filmes de óxidos em

superf́ıcies metálicas, e que podem apresentar influência significativa em ambientes

no vácuo. São definidos dois parâmetros adimensionais, baseados nas caracteŕısticas
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geométricas e f́ısicas dos materiais, a partir dos quais é definida a CTC.

MIKIĆ (1966) levantou expressões anaĺıticas para resistências térmicas nos pon-

tos de contato entre corpos metálicos, havendo presença de fluido ou em ambiente

de vácuo. Em seguida, fez uma descrição do perfil de rugosidade das superf́ıcies de

contato a partir da distribuição gaussiana de probabilidade, a fim de determinar o

número de contatos por unidade de área. Finalmente, relacionou a área efetiva de

contato com a pressão aplicada sobre os materiais. Efeitos de filme foram despre-

zados, de forma a considerar apenas os efeitos de constrição. Neste trabalho, a fase

experimental, para fins de comparação com o modelo teórico, envolveu o emprego de

um analisador de superf́ıcie para registrar os perfis de superf́ıcie, a partir dos quais

foram obtidos os desvios-padrão das amplitudes das rugosidades. A concordância

entre os valores de CTC calculados e medidos foi, em geral, satisfatória; ainda assim,

para o caso de fluidos de baixa condutividade térmica, os valores de CTC previstos

pelo modelo foram maiores do que os obtidos através dos experimentos.

Uma investigação do efeito da difusão de calor em regime transiente na CTC

foi conduzida por BECK (1969). Nesse artigo, a estimativa da CTC (considerada

constante em relação ao espaço e ao tempo) é a que miminiza o erro quadrático

médio entre as temperaturas medidas e calculadas em determinados pontos sobre os

domı́nios correspondentes aos dois corpos em contato (através da solução numérica

dos problemas de condução de calor em cada um dos corpos). O procedimento é

iterativo, partindo de uma estimativa inicial de CTC, e foi estendido para deter-

minação de uma CTC variável com o tempo, divindo o intervalo de tempo total em

subintervalos nos quais a CTC era considerada aproximadamente constante.

Vários experimentos envolvendo fluidos diferentes na interface entre os corpos em

contato, e sua influência na CTC, foram realizados por MADHUSUDANA (1975).

Considerações teóricas não foram feitas nesse trabalho. O autor mostra empirica-

mente que a presença de um meio condutor de calor na interface melhora a CTC,

especialmente a baixas pressões e se o meio for um bom condutor.

A influência na CTC da formação de filmes de óxido em contatos metal-metal

foi examinada por AL-ASTRABADI et al. (1980). Na modelagem, assumiu-se que

cada microcontato era circundado por uma região anular de óxido; desse modo

a CTC total era uma composição entre duas parcelas, uma devido aos contatos
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metal-metal circundados por óxido, e outra devido aos contatos óxido-óxido. Era

esperado um aumento da resistência térmica de contato devido à presença do filme,

o que foi corroborado pelos resultados experimentais. O modelo envolve uma des-

crição probabiĺıstica gaussiana da rugosidade e da aspereza (coeficiente angular das

microdeformações, aproximadas por cones).

SNAITH et al. (1986) citam a importância do razoável conhecimento do com-

portamento da transferência de calor no contato entre superf́ıcies, citando exemplos

nas áreas de energia nuclear, microeletrônica e criogenia. Os autores fazem uma

revisão dos trabalhos teóricos e emṕıricos sobre CTC até o momento, apontando

algumas limitações associadas às predições anaĺıticas, tais como a suposição de que

o contato é isotérmico, ou que as linhas de fluxo de calor são paralelas a grandes

distâncias da superficie de contato. São feitas comparações de predições de diferen-

tes correlações emṕıricas para a CTC em duas configurações hipotéticas (contatos

entre ligas de alumı́nio e contatos entre elementos de aço inoxidável), mostrando

consideráveis divergências entre essas correlações.

Alguns experimentos foram realizados por WILLIAMSON e MAJUMDAR

(1992), numa tentativa de responder algumas questões acerca da dependência da

CTC com deformações plásticas ou elásticas das superf́ıcies em contato. Nos ensaios,

foram aplicadas cargas ćıclicas sobre os materiais em contato, e observou-se uma in-

fluência significativa da deformação plástica apenas no primeiro carregamento. Um

comparativo envolvendo modelos teóricos de CTC que levam em conta o tipo de de-

formação foi feito por MCWAID e MARSCHALL (1993), e os autores observaram

que as predições baseadas no modelo de contato elástico concordavam melhor com

resultados experimentais do que os baseados no modelo de contato plástico.

Uma proposta de modelagem mecânica-geométrica foi apresentada por SALGON

et al. (1997). Nesse modelo, a resistência térmica de contato é considerada como

a associação em paralelo de duas resistências: uma devido aos pontos de contato e

outra devido ao meio intersticial. Os pontos de contato foram representados segundo

um modelo geométrico simplificado denominado tubo de Holm (HOLM, 1967). O

cálculo da CTC apresentado no trabalho depende de um conjunto de parâmetros

adimensionais, calculados a partir das carateŕısticas mecânicas e geométricas dos

materiais envolvidos. Para baixos carregamentos, os valores previstos pelo modelo
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diferiam de forma considerável dos resultados experimentais.

TOMIMURA et al. (1998) introduziram uma abordagem baseada na transmissão

de ondas sonoras através da interface de contato. Os autores definem a taxa de trans-

missão de energia sonora como sendo a razão entre a energia transmitida com e sem

atenuação na interface; a energia sonora, por sua vez, é proporcional ao quadrado

da variação de pressão detectada por transdutores localizados nas extremidades dos

corpos de prova. Essa taxa é relacionada com a condutância térmica de contato

média sobre a interface, através de uma correlação bastante simples obtida a partir

de dados experimentais. Mesmo assim, o erro garantido pelos autores na previsão

da CTC média é relativamente alto (aproximadamente ±50%).

Em face das dificuldades relacionadas ao levantamento de caracteŕısticas

mecânicas e geométricas dos problemas de estimação de CTC, tais como a dis-

tribuição dos pontos de contato e as dimensões dos espaços intersticiais, e que são

parâmetros necessários nos trabalhos citados até o momento, não tardou para que

começassem a ser aplicadas as técnicas de resolução de problemas inversos de trans-

ferência de calor (IHTP, do termo em inglês Inverse Heat Transfer Problems).

HUANG et al. (1999) formularam um problema inverso de condução de calor em

regime transiente a fim de estimar a condutância térmica no contato entre os tubos e

as aletas de um trocador de calor. Os autores resolveram numericamente o problema

direto de condução de calor, atribuindo uma expressão algébrica para a CTC em

função do tempo e do ângulo (uma vez que a superf́ıcie de contato era circular), a

fim de simular medidas de temperaturas em determinadas posições. Em seguida,

aplicaram o método do gradiente conjugado a fim de minimizar um funcional que

envolvia valores calculados de temperatura para uma estimativa de CTC e os valores

medidos correspondentes, ao longo do tempo. Foram também realizadas simulações

em que se consideravam erros randômicos de distribuição gaussiana nas medições

sintéticas. Os autores verificaram que, mesmo com a introdução de pequenos erros

de medição e com o aumento da distância dos pontos de medição em relação ao

centro da interface circular, era posśıvel obter estimativas confiáveis da CTC. O

mesmo problema foi formulado de forma não-linear e resolvido por HUANG et al.

(2001), gerando resultados ainda mais precisos.

MILOŠEVIĆ et al. (2002) combinaram a técnica de estimação de parâmetros
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de Gauss com o método de pulso de laser (originalmente empregado na medição

de difusividade térmica de materiais) a fim de estimar a CTC entre dois sólidos.

Assim como no trabalho citado previamente, foram calculadas medidas sintéticas

de temperatura obtidas do problema direto, além de simulações envolvendo rúıdos

gaussianos adicionados a essas medidas.

A variação temporal da CTC também foi considerada por YANG (2007) ao estu-

dar os efeitos presentes na interface entre um cabo de fibra óptica e seu revestimento.

De forma semelhante ao trabalho de HUANG et al. (1999), foi aplicado o método

do gradiente conjugado para estimação da resistência térmica de contato nessa in-

terface. Para a resolução do problema inverso, não foi necessário um conhecimento

prévio da forma funcional das grandezas desconhecidas.

FIEBERG e KNEER (2008) relizaram investigações voltadas à análise da CTC

de materiais aplicados em motores a combustão. Em seu trabalho, o salto de tem-

peratura na interface foi determinado através de medições obtidas com o uso de

câmeras de infravermelho, e o fluxo de calor na interface foi calculado através da re-

solução de um problema inverso de condução de calor; a razão entre essas grandezas

forneceu a estimativa da CTC, de acordo com a definição.

Um problema inverso de condução de calor para estimativa de CTC entre corpos

cujo contato varia ciclicamente foi analisado por SHOJAEEFARD et al. (2009). Os

autores levantaram duas classes de resultados, uma obtida por dados simulados com

erros gaussianos, e outra com dados experimentais, obtidos através de termopares

poisicionados ao longo dos corpos de prova. O problema inverso foi resolvido de

forma iterativa para ambas as classes. Os valores de salto de temperatura na in-

terface, necessários para o cálculo da CTC, foram determinados de forma direta na

primeira classe, e determinados através de regressão linear na segunda classe.

A variação espacial da CTC ao longo da interface de contato foi considerada por

GILL et al. (2009), que, na resolução do problema inverso, aplicaram o método dos

elementos de contorno (BREBBIA e WALKER, 1980) associado a um algoritmo

genético para regularização das medidas de temperatura. O procedimento empre-

gado envolvia a medição de temperaturas próximas à interface. Uma simulação

numérica do experimento foi implementada, sendo observada uma razoável sensibi-

lidade da solução em relação aos erros de medição.
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Duas caracteŕısticas comuns aos métodos até agora citados para determinação da

CTC são: a) a necessidade de ter medidas de temperatura dispońıveis na interface

de contato ou em suas proximidades, normalmente por meios intrusivos, ou seja,

medidas diretas de temperatura no interior dos corpos de prova; b) a necessidade de

se fazer alguma descrição f́ısica e geométrica, em escala microscópica, da interface de

contato, o que pode exigir a separação dos materiais. Em face dessas dificuldades,

COLAÇO e ALVES (2013) desenvolveram um método não-intrusivo e não-destrutivo

para estimativa da distribuição espacial da CTC em regime permanente. Para tanto,

a fim de resolver o problema inverso de condução de calor, os autores partiram do

conceito de funcional de reciprocidade, originalmente empregado na identificação de

falhas ou descontinuidades planas em materiais (ANDRIEUX e BEN ABDA, 1993).

A metodologia empregada por COLAÇO e ALVES (2013), e que basicamente

foi replicada nos trabalhos posteriores envolvendo funcionais de reciprocidade para

estimativa da CTC, consiste em duas etapas. Na primeira, são formulados dois pro-

blemas difusivos auxiliares, no mesmo domı́nio do problema original; um problema

é relacionado ao salto de temperatura na interface, e o outro é relacionado ao fluxo

de calor na interface. As soluções desses problemas são usadas para obter dois con-

juntos de funções ortogonais; dessa forma, o salto de temperatura e o fluxo de calor

são expressos como combinações lineares das funções ortogonais correspondentes. A

etapa seguinte é a determinação dos coeficientes dessas combinações lineares através

dos funcionais de reciprocidade, que consistem em integrais calculadas nas fronteiras

do domı́nio, envolvendo as soluções dos problemas auxiliares resolvidos previamente,

além de medidas externas de temperatura e fluxo de calor. As integrais são tais que

se anulam ao longo da interface de contato, sendo calculadas apenas nas fronteiras

externas dos corpos de prova, sobre as quais conhecem-se as temperaturas ou são

impostas condições de contorno. Finalmente, obtidos os coeficientes das expansões

lineares, são calculadas as estimativas de fluxo de calor e de salto de temperatura na

interface; a CTC é então avaliada através da razão entre essas quantidades. É im-

portante destacar que a determinação da CTC por esta técnica é feita de forma não

iterativa, através da aplicação direta da definição. Outra vantagem desta técnica é

que, para uma dada configuração geométrica dos corpos em contato, os problemas

auxiliares que fornecem as funções ortogonais só precisam ser resolvidos uma vez;
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desse modo, é posśıvel estimar diferentes distribuições de CTC conhecendo-se ape-

nas as medidas externas de temperatura e de fluxo de calor, as quais, juntamente

com as funções auxiliares, permitem calcular os funcionais de reciprocidade.

Os problemas auxiliares levantados por COLAÇO e ALVES (2013) são problemas

de Cauchy, isto é, se caracterizam por terem duas condições de contorno sobre uma

mesma região da fronteira, o que requer o uso de técnicas especiais de solução. Os

autores propuseram o método das soluções fundamentais (MARIN, 2005), aplicando-

o para seis diferentes perfis de CTC ao longo de uma interface de contato plana:

um perfil constante ao longo da interface, dois perfis com variações suaves e três

perfis apresentando descontinuidades. Para os perfis sem descontinuidades (os três

primeiros descritos acima), os resultados obtidos foram muito bons, mesmo após o

acréscimo de erros gaussianos às medições de temperatura. Para os casos de perfis

descont́ınuos, os resultados permitiram recuperar o comportamento variacional das

descontinuidades ao longo da interface.

COLAÇO et al. (2014) estenderam o trabalho citado anteriormente, introdu-

zindo um termo transiente no problema inverso de determinação da CTC, mantendo

a mesma formulação nos problemas auxiliares. A metodologia adotada foi a mesma,

incluindo o emprego da técnica das soluções fundamentais. Assim, chegaram a uma

relação envolvendo os funcionais de reciprocidade, que, no regime transiente, se re-

duzia ao resultado encontrado no trabalho anterior. Desse modo, a CTC encontrada

era função do tempo, e sua estimativa era calculada iterativamente, melhorando à

medida em que se aproximava do regime permanente.

Uma nova abordagem do tratamento transiente foi feita por COLAÇO e ALVES

(2015), ao introduzir termos transientes nos problemas auxiliares, ainda aplicando

a mesma metodologia baseada em funcionais de reciprocidade e soluções fundamen-

tais. O tratamento matemático envolvia a integração das funções de reciprocidade

no tempo, eliminando o aspecto iterativo observado no trabalho anterior. Os re-

sultados encontrados mostraram as mesmas caracteŕısticas dos trabalhos anteriores,

indicando assim a robustez do método apresentado.

O método dos funcionais de reciprocidade foi empregado por ABREU (2014) e

ABREU et al. (2016) na detecção indireta de falhas de contato planas em materiais

bicompostos, através da estimativa da distribuição espacial da CTC. Em situações
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práticas, tal falha é inacesśıvel, e o método proposto se adequa por não ser intrusivo.

Um aparato experimental, com descontinuidades na interface produzidas artificial-

mente, e a partir do qual foram obtidas medidas reais de temperatura, foi constrúıdo

para validar a modelagem. Para resolução dos problemas auxiliares, foi empregado

o método de Monte Carlo com Cadeias de Markov (MOTA et al., 2011). A partir da

estimativa do perfil da CTC, foi posśıvel identificar e caracterizar qualitativamente

as regiões de falha na interface, de forma satisfatória.

PADILHA et al. (2016) avançaram no desenvolvimento do método dos funcionais

de reciprocidade na estimativa da CTC ao aplicarem a reformulação das condições de

contorno dos problemas auxiliares proposta por ABREU (2014), convertendo-os em

problemas de valor de contorno e possibilitando o uso da Técnica da Transformada

Integral Generalizada (COTTA, 1993b). Uma definição conveniente das condições

de contorno permitiu que o sistema linear que forneceria os coeficientes das expansões

lineares se transformasse num sistema diagonal, simplificando consideravelmente o

cálculo desses coeficientes. Com isso, o problema inverso originalmente explorado

por COLAÇO e ALVES (2013) foi desenvolvido analiticamente, fornecendo uma

equação simples para o cálculo da CTC. O ganho computacional obtido através

desta abordagem foi considerável, uma vez que a distribuição da CTC pôde ser

obtida em frações de segundo, de forma direta, obtendo resultados consistentes com

os encontrados através dos funcionais de reciprocidade empregando outras técnicas

de solução.

É nesse contexto que se insere o presente trabalho, apresentando uma genera-

lização em relação aos trabalhos anteriores que empregaram o conceito do Funcio-

nal de Reciprocidade, sempre associado a alguma técnica de solução de problemas

eĺıpticos difusivos (no caso, problemas inversos de condução de calor relacionados à

estimativa da CTC) em geometrias espećıficas (no caso, seção reta retangular com

interface de contato plana horizontal). Procurou-se conservar as caracteŕısticas sin-

gulares do método proposto (a saber, não intrusivo e não iterativo), beneficiando-se

do uso da Técnica da Transformada Integral numa geometria que, à primeira vista,

não tornaria sua aplicação favorável ou vantajosa.
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3 Problema f́ısico

3.1 Descrição

O problema f́ısico em regime permanente considerado neste trabalho é baseado

no problema proposto por COLAÇO e ALVES (2013) e ABREU et al. (2016), e a

geometria do arranjo f́ısico correspondente está apresentada na figura 3.1.

Ω1

Ω2

Γ

Γ1

Γ2

Γ1

Γ2

Γ∞

Γ0

q

a

b

w(x)
x

y

Figura 3.1: Geometria do problema f́ısico

Considera-se então um corpo de prova (Ω) de seção transversal retangular com-

posto por dois materiais ou regiões isotrópicas (Ω1 e Ω2), com condutividades

térmicas correspondentes k1 e k2, colocados em contato, criando uma interface Γ

na qual se assume a existência de uma CTC variável com a posição hc(x, y). As

superf́ıcies laterais (Γ1 e Γ2) das duas camadas são mantidas isoladas termicamente;

a superf́ıcie inferior (Γ∞) é submetida a uma temperatura prescrita; a superf́ıcie su-

perior (Γ0) é submetida a um fluxo de calor por unidade de área q. A interseção de

qualquer plano paralelo ao plano coordenado xy com a interface Γ gera uma curva

descrita por uma equação da forma y = w(x).

Resumidamente, as seguintes hipóteses simplificadoras foram adotadas:

• O problema de condução de calor sobre o corpo de prova é em regime esta-

cionário:
∂T

∂t
= 0;

• As condutividades térmicas k1 e k2 dos materiais são constantes;
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• A variação espacial da CTC é unidimensional: hc(x, y) = hc(x,w(x)) ≡ hc(x);

• O fluxo de calor q sobre a superf́ıcie superior Γ0 é constante e uniformemente

distribúıdo;

• Não há dependência dos campos de temperatura com a componente z, ou seja,

T ≡ T (x, y); e

• Condição de contorno de terceiro tipo, ou de Robin, na interface Γ 2:

−k1
∂T1

∂n1

= hc(T1 − T2),

onde n1 é o vetor normal à superf́ıcie Γ e apontando para fora da região Ω1, e

T1 e T2 são as temperaturas correspondentes respectivamente às camadas Ω1 e Ω2,

verificadas na interface Γ.

3.2 Formulação matemática do problema direto

Com base nas observações anteriores, podemos formular o problema direto de

condução de calor em regime permanente através do corpo de prova Ω como segue:

∇2T1 = 0 em Ω1 (3.1a)

− k1
∂T1

∂n1

= q em Γ0 (3.1b)

∂T1

∂n1

= 0 em Γ1 (3.1c)

− k1
∂T1

∂n1

= hc(T1 − T2) em Γ (3.1d)

∇2T2 = 0 em Ω2 (3.1e)

2 Dado um campo escalar Φ, a notação ∂Φ
∂u representa a derivada de Φ na direção do vetor

unitário u, e equivale a:

∂Φ

∂u
≡ ∇Φ · u
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∂T2

∂n2

= 0 em Γ2 (3.1f)

T2 = 0 em Γ∞ (3.1g)

k2
∂T2

∂n2

= −k1
∂T1

∂n1

em Γ (3.1h)

A atribuição do valor zero à temperatura na superf́ıcie inferior Γ∞ do corpo Ω2,

ao invés do valor prescrito, é uma simplificação que permite a homogeneização da

condição de contorno (3.1g). De fato, representando o valor da temperatura prescrita

nessa superf́ıcie como T ?, o campo de temperaturas na região Ω2 seria dado por

T ?2 = T2 + T ? (3.2)
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4 Problema inverso

O problema inverso proposto neste trabalho é a estimativa da condutância

térmica de contato hc na interface Γ entre os corpos materiais postos em contato

Ω1 e Ω2, segundo o arranjo f́ısico ilustrado na figura 3.1, conforme estabelecido na

equação (1.1):

hc =
qc

∆Tc
(4.1)

O fluxo de calor por unidade de área qc e o salto de temperatura ∆Tc, ambos

tomados na interface de contato, serão estimados de forma indireta e não intru-

siva, através do emprego do conceito do funcional de reciprocidade (FR), que será

explicado na próxima seção.

A estimativa da CTC será feita através de medidas de temperaturas tomadas na

superf́ıcie superior Γ0 do corpo de prova, submetida a um fluxo de calor por unidade

de área q. As superf́ıcies laterais Γ1 e Γ2 são mantidas termicamente isoladas, e

a temperatura da superf́ıcie inferior Γ∞ é mantida constante. As caracteŕısticas

geométricas e termof́ısicas dos corpos materiais em contato são conhecidas, a saber,

as condutividades térmicas k1 e k2, bem como as dimensões a e b do corpo de prova

e a curva y = w(x), que descreve geometricamente a interface de contato entre os

corpos.

4.1 Definição do conceito de funcional de reciprocidade

A ideia do funcional de reciprocidade teve origem a partir do trabalho de AN-

DRIEUX e BEN ABDA (1993), que introduziram o conceito de funcional de des-

continuidade de reciprocidade (do inglês, reciprocity gap functional). Segundo os

autores, a intenção era levantar informações sobre a estrutura interna de um corpo

a partir de grandezas medidas na fronteira deste corpo, posto que tais grandezas esti-

vessem relacionadas a um fenômeno f́ısico descrito por equações diferenciais parciais

eĺıpticas. As informações obtidas, por sua vez, seriam caracterizações de descon-

tinuidades, espaços vazios internos ou inclusões de materiais, entendidas de forma

geral como “perturbações”. Os autores, no referido trabalho, concentraram-se no

problema espećıfico de identificação de falhas planas no interior de corpos materiais.
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Nesse sentido, a introdução de uma perturbação a um corpo material geraria uma

resposta à aplicação de um campo escalar diferente da obtida se essa perturbação

não estivesse presente. Seja então um fluxo de uma grandeza escalar Φm imposto à

fronteira externa ∂Ω de um corpo material Ω, e seja Um a medida de um campo esca-

lar u em equiĺıbrio, tomada na mesma fronteira (figura 4.1). Exemplos de grandezas

dessa natureza são temperatura e fluxo de calor, ou deformação e tensão.

Φm

Γ

n

Ω

∂ΩUm

Figura 4.1: Corpo material Ω (adaptado de ANDRIEUX e BEN ABDA, 1993)

A expressão que define o funcional de descontinuidade de reciprocidade, estabe-

lecida por Andrieux e Ben Abda, é dada por:

RG(v) =

∫
∂Ω

(Φmv − Um∇v · n) (4.2)

onde v é um outro campo potencial em equiĺıbrio em Ω.

Os autores afirmam que quando não há descontinuidades no interior de Ω, a in-

tegral (4.2) se anula. Desse modo, o funcional de descontinuidade de reciprocidade

forneceria uma medida do desvio provocado num campo escalar u no corpo Ω sub-

metido a um fluxo Φm em sua superf́ıcie, se esse corpo possuir uma descontinuidade

Γ em seu interior.

É importante destacar que a integral (4.2) é calculada sobre o contorno da fron-

teira do corpo material Ω, onde as grandezas envolvidas devem ser efetivamente

conhecidas. Assim, é posśıvel inferir caracteŕısticas no interior do corpo a partir de

medições tomadas em seu contorno.
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4.2 Aplicação do funcional de reciprocidade na dedução da

expressão da estimativa da condutância térmica de con-

tato

Baseados no conceito de funcional de descontinuidade de reciprocidade,

COLAÇO e ALVES (2012) apresentaram um trabalho pioneiro em que estabele-

ceram uma técnica não intrusiva e não iterativa para solução de problemas inversos

de transferência de calor, voltada para a estimativa da condutância térmica de con-

tato (CTC) entre dois corpos. A metodologia aplicada nesta dissertação, baseada

no referido trabalho e em trabalhos posteriores em que aquele conceito foi utilizado

(PADILHA et al., 2016), será descrita nos parágrafos a seguir.

COLAÇO e ALVES (2012) adaptaram o termo original definido em (4.2) para o

problema formulado na seção 3.2, introduzindo o conceito de funcional de recipro-

cidade (FR) através da seguinte expressão:

<(F ) =

∫
Γ0

[(
−q
k1

)
F − Y ∂F

∂n1

]
dΓ0 (4.3)

onde F é uma função associada a um campo potencial auxiliar em equiĺıbrio em Ω1,

k1 é a condutividade térmica do material Ω1, q é o fluxo de calor por unidade de

área aplicado na superf́ıcie externa Γ0 e Y são medidas de temperatura tomadas na

mesma superf́ıcie Γ0. O vetor n1 é o vetor normal à superf́ıcie Γ0 e apontando para

fora do contorno do material Ω1.

De forma análoga à equação (4.2), a equação (4.3) permite medir a alteração do

campo de temperatura gerado por um fluxo de calor por unidade de área q aplicado

na superf́ıcie externa Γ0 do material compósito Ω devido à existência de uma des-

continuidade Γ em seu interior; essa alteração está relacionada à existência de uma

resistência térmica de contato nessa interface. No caso de não haver descontinuidade

em Ω, a integral (4.3) se anula.

Em seu trabalho, COLAÇO e ALVES (2012) formulam dois problemas difusivos

para determinação de duas classes de funções auxiliares F1 e G1, no mesmo domı́nio

f́ısico da região compreendida por Ω1. Os problemas formulados são análogos ao

problema de difusão de temperatura formulado em (3.1a)–(3.1h), porém empregando
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condições de contorno apropriadas, que serão detalhadas na seção 5.

Através dessas condições de contorno, os autores demonstram as seguintes iden-

tidades:

k1

∫
Γ0

[(
−q
k1

)
F1 − Y

∂F1

∂n1

]
dΓ0 =

∫
Γ

k1
∂F1

∂n1

(T1 − T2) dΓ (4.4)

k1

∫
Γ0

[(
−q
k1

)
G1 − Y

∂G1

∂n1

]
dΓ0 =

∫
Γ

−k1G1
∂T1

∂n1

dΓ (4.5)

Os termos à esquerda das equações (4.4) e (4.5) são, a menos da constante

multiplicativa k1, a definição do funcional de reciprocidade para as funções auxiliares

F1 e G1.

As integrais à direita têm um significado importante. É posśıvel observar que elas

são calculadas ao longo da interface de contato Γ. O termo T1 − T2 é exatamente

o salto de temperatura através da interface Γ, enquanto que o termo −k1
∂T1

∂n1

é

exatamente o fluxo de calor por unidade de área através da interface Γ (cf. equação

(1.3)). Desse modo, as identidades (4.4) e (4.5) relacionam as medidas do salto de

temperatura e de fluxo de calor na interface Γ – grandezas cuja razão fornece a RTC

sobre a interface – com as medidas de temperatura Y tomadas na superf́ıcie Γ0.

Estas mesmas integrais também podem ser interpretadas à luz dos conceitos de

Álgebra Linear (AXLER, 2015). Sob esse ponto de vista, os termos k1
∂F

∂n1

, T1−T2,

G e −k1
∂T1

∂n1

podem ser identificados como funções pertencentes a um espaço linear

de funções, denotado por L2(Γ), em que se define a operação de produto interno

como segue:

〈f1, f2〉L2(Γ) =

∫
Γ

f1(Γ)f2(Γ)dΓ (4.6)

onde f1 e f2 são funções reais, cont́ınuas por partes, definidas ao longo do contorno

Γ sobre o qual é calculada a integral. A norma de uma função, que é uma métrica
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análoga ao “comprimento” ou “distância”, é definida nesse espaço linear como3:

‖f‖ =
√
〈f, f〉 (4.7)

A partir de parametrizações convenientes dos problemas difusivos auxiliares, é

posśıvel levantar duas famı́lias de funções auxiliares F1,j, j = 1, 2, . . . N1 e G1,j, j =

1, 2, . . . N2. Assim, através da definição de produto interno em (4.6) e da definição de

funcional de reciprocidade em (4.3), as identidades (4.4) e (4.5) podem ser reescritas

como:

k1<(F1,j) =
〈
[T1 − T2]Γ , βj

〉
(4.8)

k1<(G1,j) =

〈
−k1

∂T1

∂n1

∣∣∣∣
Γ

, γj

〉
(4.9)

onde

βj = k1
∂F1,j

∂n1

∣∣∣∣
Γ

(4.10)

γj = G1,j

∣∣
Γ

(4.11)

Com base no trabalho de PADILHA et al. (2016), será proposto um procedimento

de parametrização de condições de contorno dos problemas auxiliares de modo que as

funções βj, j = 1, 2, . . . N1 e γj, j = 1, 2, . . . N2 formem dois conjuntos ortonormais,

isto é:

〈βm, βn〉 =

0, m 6= n

1, m = n
(4.12)

3A partir desse ponto, o subscrito L2(Γ) será subentendido nas transcrições de produtos internos,
para fins de simplificação gráfica das equações.
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〈γm, γn〉 =

0, m 6= n

1, m = n
(4.13)

Nessas condições, cada um dos conjuntos define um subespaço linear contido no

espaço linear L2(Γ). Os subespaços lineares gerados pela bases ortonormais βj e γj

serão denotados respectivamente por L2(Γ, β) e L2(Γ, γ).

Por definição, a projeção ortogonal de uma função f pertencente ao espaço linear

L2(Γ) sobre o subespaço linear L2(Γ, ε) gerado por uma base ortonormal εj, j =

1, 2, . . . , N é dada por:

PL2(Γ,ε)[f ] =
N∑
j=1

〈
f, εj

〉
εj (4.14)

A projeção ortogonal provê uma forma aproximada de se representar uma função

f como combinação linear dos elementos de uma base ortonormal de funções. Com

efeito, seja g uma função em L2(Γ, ε), e que portanto pode ser expandida como

uma combinação linear dos elementos da base εj. Uma métrica de avaliação da

“distância” entre as funções f e g é dada pela norma da diferença entre essas funções.

O menor valor posśıvel para essa norma ocorre quando a função g for a projeção

ortogonal de f sobre L2(Γ, ε) (AXLER, 2015). Ou seja,

∥∥f − PL2(Γ,ε)[f ]
∥∥ ≤‖f − g‖ ,∀g ∈ L2(Γ, ε) (4.15)

Dessa forma, o salto de temperatura e o fluxo de calor por unidade de área

na interface Γ podem ser representados de forma aproximada através de projeções

ortogonais sobre os subespaços lineares L2(Γ, β) e L2(Γ, γ) respectivamente:

[T1 − T2]Γ ≈
N1∑
j=1

〈
[T1 − T2]Γ , βj

〉
βj (4.16)

−k1
∂T1

∂n1

∣∣∣∣
Γ

≈
N2∑
j=1

〈
−k1

∂T1

∂n1

∣∣∣∣
Γ

, γj

〉
γj (4.17)

Aplicando as identidades (4.8) e (4.9) às equações acima, e assumindo que as
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projeções ortogonais representam de forma razoável as funções correspondentes,

pode-se escrever:

[T1 − T2]Γ =

N1∑
j=1

k1<(F1,j)βj (4.18)

−k1
∂T1

∂n1

∣∣∣∣
Γ

=

N2∑
j=1

k1<(G1,j)γj (4.19)

Finalmente, substituindo os resultados obtidos em (4.18) e (4.19) na definição

de condutância térmica de contato, (1.4), obtemos a seguinte relação:

hc =

N2∑
j=1

<(G1,j)γj

N1∑
j=1

<(F1,j)βj

(4.20)

A expressão (4.20) permite calcular a estimativa da distribuição da CTC ao

longo da interface de contato Γ, conhecendo-se a distribuição de temperaturas Y

medidas na face externa superior do arranjo f́ısico da figura 3.1, eliminando assim a

necessidade prévia de se conhecer informações e caracteŕısticas internas do corpo de

prova, tais como rugosidade entre as superf́ıcies em contato, pressão de contato, ou

o fluido presente no interst́ıcio. As determinações do salto de temperatura e fluxo

de calor por unidade de área na interface de contato são feitas de forma indireta,

através das expansões em funções ortonormais expressas em (4.18) e (4.19), o que

indica o caráter não intrusivo da técnica.

Quanto ao aspecto numérico-computacional, é posśıvel notar que as integrais que

fornecem os funcionais de reciprocidade só precisam ser calculadas uma única vez,

para uma determinada caracterização geométrica e termof́ısica do problema. As

classes de funções F1,j e G1,j, obtidas através da resolução dos problemas difusivos

auxiliares, dependem unicamente das caracteŕısticas geométricas (comprimento e

largura do corpo de prova, e a curva y = w(x) que descreve o formato da interface)

e termof́ısicas (condutâncias térmicas k1 e k2 dos materiais em contato). Por essa

razão, o método é classificado como não iterativo, visto que a obtenção da estimativa
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da CTC em algum ponto sobre a interface se resume à substituição dos valores de

βj e γj avaliados naquele ponto nos somatórios da equação (4.20).

Por último, é importante destacar que a expressão (4.20) permite a estimativa

da CTC para qualquer formato de interface Γ, desde que se conheça a sua descrição

anaĺıtica representada pela curva y = w(x). O caso particular em que a inter-

face é plana e paralela às bases do corpo de prova foi resolvido analiticamente por

PADILHA (2016).
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5 Formulação dos problemas auxiliares e solução

via Transformação Integral Clássica

Será apresentada agora a formulação matemática dos problemas auxiliares cujas

soluções fornecem as classes de funções auxiliares F1 e G1, necessárias para ob-

tenção da estimativa do perfil de CTC através da equação (4.20). As soluções des-

ses problemas serão desenvolvidas analiticamente através do emprego da Técnica da

Transformada Integral Clássica (CITT).

Os problemas auxiliares são definidos com base nos problemas apresentados no

artigo de COLAÇO e ALVES (2012) e modificados por ABREU (2014).

5.1 Primeiro problema auxiliar

Sejam duas famı́lias de funções harmônicas F1,j e F2,j, definidas respectivamente

nos domı́nios Ω1 e Ω2.Define-se assim o primeiro problema auxiliar, relacionado ao

salto de temperatura na interface Γ através das seguintes equações:

∇2F1,j = 0 em Ω1 (5.1a)

F1,j = ψj em Γ0 (5.1b)

∂F1,j

∂n1

= 0 em Γ1 (5.1c)

F1,j = F2,j em Γ (5.1d)

∇2F2,j = 0 em Ω2 (5.1e)

∂F2,j

∂n2

= 0 em Γ2 (5.1f)

F2,j = 0 em Γ∞ (5.1g)
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k2
∂F2,j

∂n2

= −k1
∂F1,j

∂n1

= −βj em Γ (5.1h)

Nas equações acima, para compor a condição de contorno na interface superior

Γ0, foi introduzida uma famı́lia de funções ψj(x), j = 1, 2, . . . N1, a serem definidas

posteriormente. A solução do sistema de equações (5.1a) a (5.1h) será escrita em

termos daquelas funções.

5.2 Segundo problema auxiliar

Seja a famı́lia de funções harmônicas G1,j, definida no domı́nio Ω1. Define-se

assim o segundo problema auxiliar, relacionado ao fluxo de calor por unidade de

área através da interface, Γ através das seguintes equações:

∇2G1,j = 0 em Ω1 (5.2a)

G1,j = φj em Γ0 (5.2b)

∂G1,j

∂n1

= 0 em Γ1 (5.2c)

∂G1,j

∂n1

= 0 em Γ (5.2d)

Assim como no primeiro problema, a fim de compor a condição de contorno na

interface superior Γ0, foi introduzida uma famı́lia de funções φj(x), j = 1, 2, . . . N2,

que serão definidas posteriormente. A solução do sistema de equações (5.2a) a (5.2d)

será escrita em termos daquelas funções.

5.3 Preparação dos problemas auxiliares para aplicação da

Técnica da Transformada Integral Clássica

Os conjuntos de equações (5.1a) a (5.1h) e (5.2a) a (5.2d), numa primeira análise,

não estão restritas a algum sistema de coordenadas em particular. Por outro lado,

a seção transversal do corpo de prova tem formato retangular; por isso, a fim de
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favorecer o uso da Técnica da Transformada Integral Clássica, a ser descrita na

próxima seção, será feita a formulação do problemas auxiliares em termos de coor-

denadas cartesianas e a redefinição do domı́nio f́ısico sobre o qual esses problemas

serão resolvidos.

5.3.1 A Técnica da Transformada Integral Clássica

A Técnica da Transformada Integral Clássica (do inglês Classical Integral Trans-

form Technique - CITT), historicamente baseada no método de separação de

variáveis (BOYCE e DI PRIMA, 1994), fornece uma abordagem sistemática e efici-

ente para solução de problemas difusivos de valor de contorno em regime permanente

ou transiente, que envolvam termos não-homogêneos nas equações diferenciais ou nas

condições de contorno (ÖZIŞIK, 1993). Esta técnica foi recentemente empregada na

solução do problema inverso de transferência de calor para determinação da CTC

para uma interface de contato plana, num arranjo semelhante ao da figura 5.1, for-

necendo bons resultados (PADILHA, 2016). Considerando que o referido problema

é um caso particular de um arranjo mais geral, representado na figura 3.1, objeto

de estudo desta dissertação, foi natural a opção por esta técnica para determinação

da solução do problema inverso correspondente.

Ω1

Ω2

Γ

Γ1

Γ2

Γ1

Γ2

Γ∞

Γ0

q

a

b

b2

b1

x

y

Figura 5.1: Geometria do problema f́ısico resolvido por COLAÇO e ALVES (2012)

De acordo com COTTA (1993a), a solução dos problemas via CITT requer a

aplicação dos seguintes passos:
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(i) Desenvolver o problema de autovalor associado, através da aplicação do método

de separação de variáveis à versão homogênea do problema da equação dife-

rencial parcial;

(ii) Desenvolver o par transformada-inversa apropriado;

(iii) Aplicar a transformação integral à equação diferencial parcial do problema de

valor de contorno original, empregando as condições de contorno no desenvol-

vimento dos cálculos;

(iv) Resolver o sistema de equações diferenciais ordinárias desacopladas gerado a

partir da transformação integral; e

(v) Aplicar a fórmula de inversão previamente estabelecida no passo (ii) para cons-

truir a solução completa do problema.

Na seção anterior, foi apontada a importância de se definir os problemas auxi-

liares cuja solução fornece as funções auxiliares F1,j e G1,j. Nas próximas seções,

estes problemas serão formulados no sistema de coordenadas cartesianas e resolvi-

dos através da Técnica da Transformada Integral Clássica (CITT). Mas antes, é

necessário expressar em coordenadas cartesianas as derivadas direcionais presentes

nas condições de contorno dos problemas auxiliares, o que será feito a seguir.

5.3.2 Expressão das derivadas direcionais em coordenadas cartesianas

Seja um campo escalar Φ. A derivada direcional em relação ao vetor unitário u

é dada por (STEWART, 2014b):

∂Φ

∂u
= ∇Φ · u (5.3)

Em coordenadas cartesianas, havendo dependência apenas de x e y, pode-se

escrever:

∂Φ

∂u
=
∂Φ

∂x
ux +

∂Φ

∂y
uy (5.4)

onde ux e uy são as componentes do vetor unitário u nas direções x e y respectiva-

mente.
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As derivadas direcionais presentes em (5.1c), (5.1f) e (5.2c) são em relação a

vetores normais unitários paralelos ao eixo x e apontando para fora da superf́ıcie

que delimita o contorno de Ω. Para esses vetores, uy = 0 e ux = ±1, dependendo

do sentido para onde o vetor aponta. Essas derivadas, pelas condições de contorno,

são todas nulas, por isso o sinal de ux é indiferente nestes casos. Por exemplo, a

condição de contorno (5.1c) pode ser escrita como:

∂F1,j(0, y)

∂x
= 0, w(0) < y < b (5.5)

As equações (4.10), (5.1h) e (5.2d) possuem derivadas direcionais calculadas

sobre a superf́ıcie Γ. Sejam então os vetores normais n2 e n1 em uma dada posição

sobre essa superf́ıcie, apontando para fora das regiões Ω2 e Ω1 respectivamente, e

seja também o vetor tangente T na mesma posição, em relação à superf́ıcie Γ. Estes

vetores estão ilustrados na figura 5.2.

Γ

a

x

y

n1

n2

T

w(x)

Figura 5.2: Vetores normais e tangente à interface Γ

A curva que representa Γ pode ser escrita de forma paramétrica como segue:

Γ(t) = x(t)ax + y(t)ay, 0 ≤ t ≤ a (5.6)

onde ax e ay são os vetores unitários da base canônica do sistema cartesiano.

A parametrização a ser adotada será:

x(t) = t (5.7)

y(t) = w(t) (5.8)
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Substituindo em (5.6), obtém-se:

Γ(t) = tax + w(t)ay (5.9)

O vetor tangente unitário T será dado por (STEWART, 2014b):

T(t) =
Γ′(t)∥∥Γ′(t)

∥∥
⇒ T(t) =

ax + w′(t)ay√
1 + w′(t)2

(5.10)

O vetor normal unitário principal N será dado por (STEWART, 2014b):

N(t) =
T′(t)∥∥T′(t)∥∥

⇒ N(t) =

d

dt

[
1√

1 + w′(t)2

]
ax +

d

dt

[
w′(t)√

1 + w′(t)2

]
ay√√√√√

 d

dt

[
1√

1 + w′(t)2

]
2

+

 d

dt

[
w′(t)√

1 + w′(t)2

]
2

⇒ N(t) =

− w′(t)w′′(t)

[1 + w′(t)2]3/2
ax +

w′′(t)

[1 + w′(t)2]3/2
ay√

w′(t)2w′′(t)2

[1 + w′(t)2]3
+

w′′(t)2

[1 + w′(t)2]3

⇒ N(t) =

w′′(t)

[1 + w′(t)2]3/2
[−w′(t)ax + ay]√

w′′(t)2

[1 + w′(t)2]3
[w′(t)2 + 1]

⇒ N(t) =
w′′(t)∣∣w′′(t)∣∣−w′(t)ax + ay√

1 + w′(t)2

⇒ N(t) =



−w′(t)ax + ay√
1 + w′(t)2

, w′′(t) > 0

w′(t)ax − ay√
1 + w′(t)2

, w′′(t) < 0

(5.11)

Uma caracteŕıstica do vetor normal principal é que ele sempre aponta para a

parte côncava da superf́ıcie. Retornando à figura 5.2, pode-se observar que no ponto

de exemplo onde os vetores unitários foram representados, o vetor unitário n1 é o
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que corresponde ao vetor normal principal. Como a concavidade neste ponto está

voltada para baixo, a segunda derivada da equação que representa a superf́ıcie terá

sinal negativo (STEWART, 2014a), ou seja, w′′(t) ≡ w′′(x) < 0, logo, pela equação

(5.11):

n1 =
w′(x)ax − ay√

1 + w′(x)2
(5.12)

onde a variável paramétrica t foi substitúıda por x, uma vez que são equivalentes.

A expressão para n2 é imediata, já que aponta para o sentido oposto ao de n1:

n2 =
−w′(x)ax + ay√

1 + w′(x)2
(5.13)

Nos trechos em que a concavidade está voltada para cima, a normal principal

corresponderá a n2; como w′′(x) > 0 nesses trechos, a expressão para n2 continuará

sendo (5.13). Assim, as equações (5.12) e (5.13) representam respectivamente os

vetores normais n1 e n2 em qualquer ponto da superf́ıcie Γ.

Desse modo, aplicando a equação (5.4) para o vetor unitário n1, obtém-se a

derivada do campo escalar Φ em relação a esse vetor, em coordenadas cartesianas:

∂Φ

∂n1

=
1√

1 + w′(x)2

[
w′(x)

∂Φ

∂x
− ∂Φ

∂y

]
(5.14)

e, em relação ao vetor n2:

∂Φ

∂n2

= − 1√
1 + w′(x)2

[
w′(x)

∂Φ

∂x
− ∂Φ

∂y

]
(5.15)

Tomando como exemplo a condição de contorno (5.1h), e aplicando as expressões

(5.14) e (5.15), a fim de escrever esta condição em coordenadas cartesianas, tem-se:

k2
∂F2,j

∂n2

= −k1
∂F1,j

∂n1

⇒ − k2√
1 + w′(x)2

[
w′(x)

∂F2,j(x,w(x))

∂x
− ∂F2,j(x,w(x))

∂y

]
=

− k1√
1 + w′(x)2

[
w′(x)

∂F1,j(x,w(x))

∂x
− ∂F1,j(x,w(x))

∂y

]
⇒ k2

[
w′(x)

∂F2,j(x,w(x))

∂x
− ∂F2,j(x,w(x))

∂y

]
=
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k1

[
w′(x)

∂F1,j(x,w(x))

∂x
− ∂F1,j(x,w(x))

∂y

]
(5.16)

5.3.3 Formulação dos problemas auxiliares no sistema cartesiano:

domı́nio f́ısico original

Reescrevendo-se o primeiro problema auxiliar em coordenadas cartesianas, em-

pregando os resultados encontrados na seção 5.3.2, obtém-se o sistema de equações

a seguir:

∂2F1,j(x, y)

∂x2
+
∂2F1,j(x, y)

∂y2
= 0 0 < x < a,w(x) < y < b (5.17a)

F1,j(x, b) = ψj(x) 0 < x < a (5.17b)

∂F1,j(0, y)

∂x
= 0 w(0) < y < b (5.17c)

∂F1,j(a, y)

∂x
= 0 w(a) < y < b (5.17d)

F1,j(x,w(x)) = F2,j(x,w(x)) 0 < x < a (5.17e)

∂2F2,j(x, y)

∂x2
+
∂2F2,j(x, y)

∂y2
= 0 0 < x < a, 0 < y < w(x) (5.17f)

∂F2,j(0, y)

∂x
= 0 0 < y < w(0) (5.17g)

∂F2,j(a, y)

∂x
= 0 0 < y < w(a) (5.17h)

F2,j(x, 0) = 0 0 < x < a (5.17i)

k2

[
w′(x)

∂F2,j(x,w(x))

∂x
− ∂F2,j(x,w(x))

∂y

]
=

41



k1

[
w′(x)

∂F1,j(x,w(x))

∂x
− ∂F1,j(x,w(x))

∂y

]
0 < x < a (5.17j)

Já o segundo problema auxiliar assume a forma:

∂2G1,j(x, y)

∂x2
+
∂2G1,j(x, y)

∂y2
= 0 0 < x < a,w(x) < y < b

(5.18a)

G1,j(x, b) = φj(x) 0 < x < a (5.18b)

∂G1,j(0, y)

∂x
= 0 w(0) < y < b (5.18c)

∂G1,j(a, y)

∂x
= 0 w(a) < y < b (5.18d)

w′(x)
∂G1,j(x,w(x))

∂x
− ∂G1,j(x,w(x))

∂y
= 0 0 < x < a (5.18e)

5.4 Solução anaĺıtica dos problemas auxiliares através da

Técnica da Transformada Integral Clássica

5.4.1 Problema homogêneo de autovalor associado ao primeiro problema

auxiliar

As condições de contorno (5.17c) e (5.17d), na direção x, referentes ao problema

de valor de contorno das funções F1,j, são homogêneas e de segundo tipo. O mesmo

pode ser observado nas condições de contorno (5.17g) e (5.17h), na direção x, re-

ferentes ao problema de valor de contorno das funções F2,j. Assim, o problema de

autovalor associado, ou de Sturm-Liouville, será o mesmo para os dois problemas

auxiliares:

d2X(µm, x)

dx2
+ µ2

mX(µm, x) = 0 0 < x < a (5.19a)

dX(µm, x)

dx
= 0 x = 0 (5.19b)
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dX(µm, x)

dx
= 0 x = a (5.19c)

onde µm são os autovalores e X(µm, x) são as autofunções correspondentes.

Resolvendo-se o problema de autovalor definido em (5.19a)–(5.19c), obtém-se

(ÖZIŞIK, 1993):

X(µm, x) =


1, m = 0

cosµmx, m = 1, 2, 3, . . .

(5.20)

N(µm) =


a, m = 0

a

2
, m = 1, 2, 3, . . .

(5.21)

onde N(µm) é denominada integral de normalização, definida por

N(µm) =

∫ a

0

X(µm, x)2dx (5.22)

Os autovalores µm são dados por:

µm =


0, m = 0

mπ

a
, m = 1, 2, 3, . . .

(5.23)

As autofunções X(µm, x),m = 0, 1, 2, 3, . . ., do problema de autovalor (5.19a)–

(5.19c), atendem à condição de ortogonalidade:

∫ a

0

X(µm, x)X(µn, x)dx =


0 para m 6= n

N(µm) para m = n

(5.24)
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5.4.2 Definição do par transformada-inversa associado ao primeiro pro-

blema auxiliar

Considera-se agora que tanto F1,j quanto F2,j possam ser representados em ter-

mos das autofunções X(µm, x) como segue:

F1,j(x, y) =
∞∑
m=0

Cj,m(y)X(µm, x) (5.25)

F2,j(x, y) =
∞∑
m=0

Dj,m(y)X(µm, x) (5.26)

Os coeficientes Cj,m(y) e Dj,m(y) podem ser determinados através da aplicação da

propriedade de ortogonalidade expressa em (5.24). Assim, multiplicando as equações

(5.25) e (5.26) por X(µn, x) e integrando em relação a x no intervalo 0 < x < a,

obtém-se:

∫ a

0

F1,j(x, y)X(µn, x)dx =
∞∑
m=0

Cj,m(y)

∫ a

0

X(µm, x)X(µn, x)dx (5.27)

∫ a

0

F2,j(x, y)X(µn, x)dx =
∞∑
m=0

Dj,m(y)

∫ a

0

X(µm, x)X(µn, x)dx (5.28)

As integrais acima, de acordo com a propriedade de ortogonalidade, anulam-se

quando m 6= n, e são iguais a N(µm) quando m = n. Assim, cada somatório se

reduz apenas ao termo de ı́ndice m, de modo que os coeficientes serão dados por:

Cj,m(y) =
1

N(µm)

∫ a

0

F1,j(x, y)X(µm, x)dx (5.29)

Dj,m(y) =
1

N(µm)

∫ a

0

F2,j(x, y)X(µm, x)dx (5.30)

Substituindo as relações (5.29) e (5.30) nos somatórios (5.25) e (5.26), respecti-

vamente, obtém-se:

F1,j(x, y) =
∞∑
m=0

X(µm, x)

N(µm)

∫ a

0

F1,j(x
′, y)X(µm, x

′)dx′ (5.31)
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F2,j(x, y) =
∞∑
m=0

X(µm, x)

N(µm)

∫ a

0

F2,j(x
′, y)X(µm, x

′)dx′ (5.32)

Denota-se a transformada integral de F1,j e F2,j na direção x respectivamente por

F̄1,j,m(y) e F̄2,j,m(y). Desse modo, cada uma das expressões acima pode ser dividida

em duas partes, definindo o par transformada-inversa para as funções F1,j e F2,j:

• Funções F1,j:

Inversa: F1,j(x, y) =
∞∑
m=0

X(µm, x)

N(µm)
F̄1,j,m(y) (5.33)

Transformada: F̄1,j,m(y) =

∫ a

0

F1,j(x, y)X(µm, x)dx (5.34)

• Funções F2,j:

Inversa: F2,j(x, y) =
∞∑
m=0

X(µm, x)

N(µm)
F̄2,j,m(y) (5.35)

Transformada: F̄2,j,m(y) =

∫ a

0

F2,j(x, y)X(µm, x)dx (5.36)

5.4.3 Aplicação da transformação integral às equações do primeiro pro-

blema auxiliar

Uma vez definidos os pares transformada-inversa para as funções F1,j e F2,j,

procede-se à transformação integral na direção x das equações diferenciais parci-

ais (5.17a) e (5.17f), obtendo-se equações diferenciais ordinárias em y envolvendo

as funções transformadas F̄1,j,m(y) e F̄2,j,m(y). Este procedimento será realizado

inicialmente para a equação (5.17a); os resultados serão análogos para a equação

(5.17f).

Multiplicando-se então a equação (5.17a) por X(µm, x) e integrando em relação

a x no intervalo 0 < x < a, obtemos:

∫ a

0

∂2F1,j(x, y)

∂x2
X(µm, x)dx+

∫ a

0

∂2F1,j(x, y)

∂y2
X(µm, x)dx = 0 (5.37)
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Na expressão acima, a primeira integral pode ser desenvolvida através de inte-

gração por partes, enquanto que na segunda integral, os operadores de derivada em

relação a y e integração em relação a x podem ser permutados:

[
∂F1,j(x, y)

∂x
X(µm, x)

]a
0

−
∫ a

0

∂F1,j(x, y)

∂x

dX(µm, x)

dx
dx+

d2

dy2

∫ a

0

F1,j(x, y)X(µm, x)dx = 0

⇒∂F1,j(a, y)

∂x
X(µm, a)− ∂F1,j(0, y)

∂x
X(µm, 0)−

∫ a

0

∂F1,j(x, y)

∂x

dX(µm, x)

dx
dx+

d2

dy2

∫ a

0

F1,j(x, y)X(µm, x)dx = 0 (5.38)

As condições de contorno (5.17c) e (5.17d) anulam os dois primeiros termos da

expressão acima. A primeira integral também pode ser desenvolvida por partes. A

segunda integral é exatamente a transformada integral da função F1,j, conforme a

equação (5.34). Assim:

−
[
F1,j(x, y)

dX(µm, x)

dx

]a
0

+

∫ a

0

F1,j(x, y)
d2X(µm, x)

dx2
dx+

d2F̄1,j,m(y)

dy2
= 0

⇒− F1,j(a, y)
dX(µm, a)

dx
+ F1,j(0, y)

dX(µm, 0)

dx
+

∫ a

0

F1,j(x, y)
d2X(µm, x)

dx2
dx+

d2F̄1,j,m(y)

dy2
= 0 (5.39)

Aplicando as condições de contorno (5.19b) e (5.19c), a expressão resulta em:

∫ a

0

F1,j(x, y)
d2X(µm, x)

dx2
dx+

d2F̄1,j,m(y)

dy2
= 0 (5.40)

Da equação do problema homogêneo de autovalor associado (5.19a), obtém-se:

d2X(µm, x)

dx2
= −µ2

mX(µm, x) (5.41)

A substituição de (5.41) em (5.40) resulta em:

∫ a

0

F1,j(x, y)[−µ2
mX(µm, x)]dx+

∂2F̄1,j,m(y)

∂y2
= 0

⇒d2F̄1,j,m(y)

dy2
− µ2

m

∫ a

0

F1,j(x, y)X(µm, x)dx = 0 (5.42)
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Finalmente, aplicando a definição da transformada integral de F1,j, obtém-se

uma equação diferencial ordinária para F̄1,j,m(y):

d2F̄1,j,m(y)

dy2
− µ2

mF̄1,j,m(y) = 0, w(x) ≤ y ≤ b (5.43)

Seguindo o mesmo procedimento para a equação (5.17f), obtém-se uma equação

diferencial ordinária para F̄2,j,m(y):

d2F̄2,j,m(y)

dy2
− µ2

mF̄2,j,m(y) = 0, 0 ≤ y ≤ w(x) (5.44)

As equações diferenciais (5.43) e (5.44), uma vez que são homogêneas, admi-

tem, como soluções gerais, combinações lineares das seguintes soluções fundamentais

(BOYCE e DI PRIMA, 1994):

f1,j,m(y) = sinhµmy (5.45)

g1,j,m(y) = coshµmy (5.46)

As soluções particulares das equações diferenciais (5.43) e (5.44) devem ser ob-

tidas, respectivamente, para os domı́nios w(x) ≤ y ≤ b (referente à região Ω1) e

0 ≤ y ≤ w(x) (referente à região Ω2). O intervalo de validade da solução em y

depende, portanto, da variável em x; consequentemente, cada solução encontrada

para F̄1,j,m(y) e F̄2,j,m(y) dependeria da posição em x onde ela foi determinada. De

fato, para um dado x? tal que 0 ≤ x? ≤ a, os intervalos em y correspondentes seriam

w? ≤ y ≤ b e 0 ≤ y ≤ w?, sendo w? = w(x?), e as equações diferenciais ordinárias a

serem resolvidas seriam:

d2F̄ ?
1,j,m(y)

dy2
− µ2

mF̄
?
1,j,m(y) = 0, w? ≤ y ≤ b (5.47)

d2F̄ ?
2,j,m(y)

dy2
− µ2

mF̄
?
2,j,m(y) = 0, 0 ≤ y ≤ w? (5.48)

No caso mais simples, em que w(x) é constante, aqueles mesmos intervalos seriam

da forma b2 ≤ y ≤ b e 0 ≤ y ≤ b2, onde b2 = w? = w(x?) é o comprimento vertical da
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região Ω2, e as soluções obtidas teriam formas totalmente anaĺıticas e abrangentes

para todo o intervalo 0 ≤ x ≤ a (PADILHA, 2016).

A fim de eliminar a dependência da solução das equações (5.43) e (5.44) com o

domı́nio variável em y, será feita uma extensão dos subdomı́nios Ω1 e Ω2, fazendo-os

coincidirem com o domı́nio maior Ω, delimitado pela região 0 ≤ x ≤ a, 0 ≤ y ≤ b.

Os problemas auxiliares originais serão válidos em todo o domı́nio Ω, de forma a

ainda satisfazerem as condições de contorno dos subdomı́nios originais, inclusive os

definidos sobre a fronteira comum Γ, onde os problemas auxiliares são acoplados.

Desse modo, as soluções anaĺıticas das funções F1,j e F2,j serão obtidas a partir do

domı́nio estendido representado na figura 5.3.

Ω1

Ω2

Γ

Γ1

Γ2

Γ1

Γ2

Γ∞

Γ0

q

a

b

w(x)
x

y

Figura 5.3: Extensão do subdomı́nios Ω1 e Ω2 para as funções F1,j e F2,j

As soluções gerais das equações (5.43) e (5.44) serão então dadas pela combinação

linear destas funções, que podem ser escritas na forma:

F̄1,j,m(y) = Aj,m
sinhµm(b− y)

sinhµmb
+ Bj,m

sinhµmy

sinhµmb
(5.49)

F̄2,j,m(y) = Cj,m
sinhµm(b− y)

sinhµmb
+ Dj,m

sinhµmy

sinhµmb
(5.50)

Estas soluções são válidas para todo o domı́nio 0 ≤ y ≤ b; as constantes

Aj,m,Bj,m,Cj,m e Dj,m, que particularizam estas soluções, serão determinadas através

das condições de contorno sobre as fronteiras Γ0 e Γ∞, e sobre a superf́ıcie de contato
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Γ4.

Aplicando-se a transformação integral às condições de contorno (5.17b) e (5.17i),

e substituindo as expressões (5.49) e (5.50):∫ a

0

F1,j(x, b)X(µm, x)dx =

∫ a

0

ψj(x)X(µm, x)dx

⇒ F̄1,j,m(b) = ψ̄j,m

⇒ Aj,m
sinh 0

sinhµmb
+ Bj,m

sinhµmb

sinhµmb
= ψ̄j,m

⇒ Bj,m = ψ̄j,m (5.51)

∫ a

0

F2,j(x, 0)X(µm, x)dx = 0

⇒ F̄2,j,m(0) = 0

⇒ Cj,m
sinhµmb

sinhµmb
+ Dj,m

sinh 0

sinhµmb
= 0

⇒ Cj,m = 0 (5.52)

Para o caso espećıfico µ0 = 0, as equações diferenciais (5.43) e (5.44) admitem

as seguintes soluções gerais:

F̄1,j,0(y) = Aj,0
b− y
b

+ Bj,0
y

b
(5.53)

F̄2,j,0(y) = Cj,0
b− y
b

+ Dj,0
y

b
(5.54)

Aplicando-se a transformação integral às condições de contorno (5.17b) e (5.17i)

4A expressão (5.49), através da expansão dos argumentos das funções hiberbólicas, pode ser
reescrita como:

F̄1,j,m(y) =

(
Bj,m − Aj,m coshµmb

sinhµmb

)
sinhµmy +

Aj,m sinhµmb

sinhµmb
coshµmy

que é uma combinação linear das soluções (5.45) e (5.46); observações semelhantes podem ser feitas
para as expressões (5.50), (5.53) e (5.54). Ao estender os domı́nios de solução de ambas equações
para 0 ≤ y ≤ b, foi posśıvel expressar as soluções de forma conveniente; as substituições y = 0 e
y = b, quando aplicadas naquelas soluções, facilitaram a determinação dos coeficientes Aj,m, Bj,m,
Cj,m e Dj,m, conforme será visto a seguir.
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para m = 0, e substituindo as expressões (5.53) e (5.54):

∫ a

0

F1,j(x, b)X(µ0, x)dx =

∫ a

0

ψj(x)X(µ0, x)dx

⇒ F̄1,j,0(b) = ψ̄j,0

⇒ Aj,0
0

b
+ Bj,0

b

b
= ψ̄j,0

⇒ Bj,0 = ψ̄j,0 (5.55)

∫ a

0

F2,j(x, 0)X(µ0, x)dx = 0

⇒ F̄2,j,0(0) = 0

⇒ Cj,0
b

b
+ Dj,0

0

b
= 0

∴ Cj,0 = 0 (5.56)

Fazendo a substituição dos resultados encontrados para as constantes (5.51) e

(5.52) em (5.49) e (5.50), obtém-se as expressões para as transformadas das funções

F1,j e F2,j:

F̄1,j,m(y) = Aj,m
sinhµm(b− y)

sinhµmb
+ ψ̄j,m

sinhµmy

sinhµmb
(5.57)

F̄2,j,m(y) = Dj,m
sinhµmy

sinhµmb
(5.58)

Para o caso espećıfico do autovalor nulo, associado às expressões (5.53) e (5.54),

a substituição dos resultados encontrados em (5.55) e (5.56) fornece:

F̄1,j,0(y) = Aj,0
b− y
b

+ ψ̄j,0
y

b
(5.59)

F̄2,j,0(y) = Dj,0
y

b
(5.60)

Substituindo esses resultados nas expressões das inversas (5.33) e (5.35), chega-se

a:

F1,j(x, y) =
Aj,0(b− y) + ψ̄j,0y

ab
+
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2

a

∞∑
m=1

[
Aj,m

sinhµm(b− y)

sinhµmb
+ ψ̄j,m

sinhµmy

sinhµmb

]
cosµmx (5.61)

F2,j(x, y) = Dj,0
y

ab
+

2

a

∞∑
m=1

Dj,m
sinhµmy

sinhµmb
cosµmx (5.62)

As constantes Aj,m e Dj,m serão levantadas através da substituição das soluções

anaĺıticas de F1,j e F2,j, expressas nas equações (5.33) e (5.35), nas condições de

contorno (5.17e) e (5.17j), com posterior aplicação da transformação integral às

equações resultantes, levando a um sistema de equações lineares.

Assim, fazendo esta substituição para a equação (5.17e), obtém-se:

F1,j(x,w(x)) = F2,j(x,w(x))

⇒
M∑
m=0

Xm(x)

N(µm)
F̄1,j,m(w(x)) =

∞∑
m=0

Xm(x)

N(µm)
F̄2,j,m(w(x)) (5.63)

onde Xm(x) ≡ X(µm, x).

Uma vez que os termos de ı́ndice m = 0 precisam de um tratamento especial,

eles serão separados do somatório principal:

X0(x)

N(µ0)
F̄1,j,0(w(x)) +

∞∑
m=1

Xm(x)

N(µm)
F̄1,j,m(w(x)) =

X0(x)

N(µ0)
F̄2,j,0(w(x)) +

∞∑
m=1

Xm(x)

N(µm)
F̄2,j,m(w(x)) (5.64)

Substituindo pelos resultados em (5.57), (5.58), (5.59) e (5.60):

1

a

[
Aj,0

b− w(x)

b
+ ψ̄j,0

w(x)

b

]
+

∞∑
m=1

2

a
Xm(x)

{
Aj,m

sinhµm[b− w(x)]

sinhµmb
+ ψ̄j,m

sinhµmw(x)

sinhµmb

}
=

1

a
Dj,0

w(x)

b
+
∞∑
m=1

2

a
Xm(x)Dj,m

sinhµmw(x)

sinhµmb

⇒ Aj,0
b− w(x)

b
+ ψ̄j,0

w(x)

b
+

2
∞∑
m=1

{
Aj,m

sinhµm[b− w(x)]

sinhµmb
+ ψ̄j,m

sinhµmw(x)

sinhµmb

}
Xm(x) =
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Dj,0
w(x)

b
+ 2

∞∑
m=1

Dj,m
sinhµmw(x)

sinhµmb
Xm(x)

⇒ Aj,0
b− w(x)

b
+ 2

∞∑
m=1

Aj,m
sinhµm[b− w(x)]

sinhµmb
Xm(x)−

Dj,0
w(x)

b
− 2

∞∑
m=1

Dj,m
sinhµmw(x)

sinhµmb
Xm(x) =

− ψ̄j,0
w(x)

b
− 2

∞∑
m=1

ψ̄j,m
sinhµmw(x)

sinhµmb
Xm(x) (5.65)

ou, de forma compacta:

∞∑
m=0

am(x)Aj,m +
∞∑
m=0

bm(x)Dj,m = cj(x) (5.66)

onde

am(x) =



b− w(x)

b
, m = 0

2
sinhµm[b− w(x)]

sinhµmb
Xm(x), m 6= 0

(5.67)

bm(x) =


−w(x)

b
, m = 0

−2
sinhµmw(x)

sinhµmb
Xm(x), m 6= 0

(5.68)

cj(x) = −ψ̄j,0
w(x)

b
− 2

∞∑
m=1

ψ̄j,m
sinhµmw(x)

sinhµmb
Xm(x) (5.69)

Fazendo agora a substituição de (5.33) e (5.35) na equação (5.17j), obtém-se:

k2

[
w′(x)

∂F2,j(x,w(x))

∂x
− ∂F2,j(x,w(x))

∂y

]
=

k1

[
w′(x)

∂F1,j(x,w(x))

∂x
− ∂F1,j(x,w(x))

∂y

]
⇒ k2

[
w′(x)

∞∑
m=0

X ′m(x)

N(µm)
F̄2,j,m(w(x))−

∞∑
m=0

Xm(x)

N(µm)
F̄ ′2,j,m(w(x))

]
=

k1

[
w′(x)

∞∑
m=0

X ′m(x)

N(µm)
F̄1,j,m(w(x))−

∞∑
m=0

Xm(x)

N(µm)
F̄ ′1,j,m(w(x))

]
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⇒
∞∑
m=0

k2

N(µm)

[
w′(x)X ′m(x)F̄2,j,m(w(x))−Xm(x)F̄ ′2,j,m(w(x))

]
=

∞∑
m=0

k1

N(µm)

[
w′(x)X ′m(x)F̄1,j,m(w(x))−Xm(x)F̄ ′1,j,m(w(x))

]
(5.70)

Separando os termos m = 0 do restante do somatório:

k2

N(µ0)

[
w′(x)��

��*
0

X ′0(x)F̄2,j,0(w(x))−X0(x)F̄ ′2,j,0(w(x))

]
+

∞∑
m=1

k2

N(µm)

[
w′(x)X ′m(x)F̄2,j,m(w(x))−Xm(x)F̄ ′2,j,m(w(x))

]
=

k1

N(µ0)

[
w′(x)��

��*
0

X ′0(x)F̄1,j,0(w(x))−X0(x)F̄ ′1,j,0(w(x))

]
+

∞∑
m=1

k1

N(µm)

[
w′(x)X ′m(x)F̄1,j,m(w(x))−Xm(x)F̄ ′1,j,m(w(x))

]
(5.71)

Substituindo pelos resultados em (5.57), (5.58), (5.59) e (5.60):

k2

a

(
−Dj,0

b

)
+

∞∑
m=1

2k2

a

[
Dj,mw

′(x)
sinhµmw(x)

sinhµmb
X ′m(x)− µmDj,m

coshµmw(x)

sinhµmb
Xm(x)

]
=

k1

a

(
− ψ̄j,0 − Aj,0

b

)
+

∞∑
m=1

2k1

a

{
Aj,mw

′(x)
sinhµm[b− w(x)]

sinhµmb
X ′m(x) + ψ̄j,mw

′(x)
sinhµmw(x)

sinhµmb
X ′m(x)+

µmAj,m
coshµm[b− w(x)]

sinhµmb
Xm(x)− µmψ̄j,m

coshµmw(x)

sinhµmb
Xm(x)

}
⇒ −k1

b
Aj,0−

2k1

∞∑
m=1

Aj,m

{
w′(x)

sinhµm[b− w(x)]

sinhµmb
X ′m(x) + µm

coshµm[b− w(x)]

sinhµmb
Xm(x)

}
−

k2

b
Dj,0+

2k2

∞∑
m=1

Dj,m

[
w′(x)

sinhµmw(x)

sinhµmb
X ′m(x)− µm

coshµmw(x)

sinhµmb
Xm(x)

]
=

− k1

b
ψ̄j,0+
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2k1

∞∑
m=1

ψ̄j,m

[
w′(x)

sinhµmw(x)

sinhµmb
X ′m(x)− µm

coshµmw(x)

sinhµmb
Xm(x)

]
(5.72)

ou, de forma compacta:

∞∑
m=0

pm(x)Aj,m +
∞∑
m=0

qm(x)Dj,m = rj(x) (5.73)

onde

pm(x) =


−k1

b
, m = 0

−2k1

{
w′(x)

sinhµm[b− w(x)]

sinhµmb
X ′m(x) + µm

coshµm[b− w(x)]

sinhµmb
Xm(x)

}
, m 6= 0

(5.74)

qm(x) =


−k2

b
, m = 0

2k2

[
w′(x)

sinhµmw(x)

sinhµmb
X ′m(x)− µm

coshµmw(x)

sinhµmb
Xm(x)

]
, m 6= 0

(5.75)

rj(x) = −k1

b
ψ̄j,0+

2k1

∞∑
m=1

ψ̄j,m

[
w′(x)

sinhµmw(x)

sinhµmb
X ′m(x)− µm

coshµmw(x)

sinhµmb
Xm(x)

]
(5.76)

As expressões (5.66) e (5.73) definem um sistema infinito de equações lineares

cujos coeficientes são termos dependentes da variável x. A fim de determinar os

valores de Aj,m e Dj,m que satisfazem este sistema, o mesmo deve ser truncado até

uma quantidade finita de termos representada por M , de modo que cada igualdade

será susbtitúıda por uma aproximação:

M∑
m=0

am(x)Aj,m +
M∑
m=0

bm(x)Dj,m ≈ cj(x) (5.77)

M∑
m=0

pm(x)Aj,m +
M∑
m=0

qm(x)Dj,m ≈ rj(x) (5.78)

As relações (5.77) e (5.78) são válidas para todo o domı́nio cont́ınuo 0 ≤ x ≤ a,
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e são funções apenas de x. Para eliminar a dependência com a variável x, pode-se

aplicar a transformação integral nessas equações:

M∑
m=0

Aj,m

∫ a

0

am(x)X(µn, x)dx+
M∑
m=0

Dj,m

∫ a

0

bm(x)X(µn, x)dx ≈∫ a

0

cj(x)X(µn, x)dx (5.79)

M∑
m=0

Aj,m

∫ a

0

pm(x)X(µn, x)dx+
M∑
m=0

Dj,m

∫ a

0

qm(x)X(µn, x)dx ≈∫ a

0

rj(x)X(µn, x)dx (5.80)

ou

M∑
m=0

ān,mAj,m +
M∑
m=0

b̄n,mDj,m ≈ c̄n,j (5.81)

M∑
m=0

p̄n,mAj,m +
M∑
m=0

q̄n,mDj,m ≈ r̄n,,j (5.82)

onde adotou-se a susbtituição σ̄n,m =

∫ a

0

σm(x)X(µn, x)dx.

As equações (5.81) e (5.82) podem ser reescritas na forma matricial:

Mξ ≈ b (5.83)
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onde

M =



ā0,0 b̄0,0 ā0,1 b̄0,1 . . . ā0,M b̄0,M

p̄0,0 q̄0,0 p̄0,1 q̄0,1 . . . p̄0,M q̄0,M

ā1,0 b̄1,0 ā1,1 b̄1,1 . . . ā1,M b̄1,M

p̄1,0 q̄1,0 p̄1,1 q̄1,1 . . . p̄1,M q̄1,M

ā2,0 b̄2,0 ā2,1 b̄2,1 . . . ā2,M b̄2,M

p̄2,0 q̄2,0 p̄2,1 q̄2,1 . . . p̄2,M q̄2,M

. . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . .

āM,0 b̄M,0 āM,1 b̄M,1 . . . āM,M b̄M,M

p̄M,0 q̄M,0 p̄M,1 q̄M,1 . . . p̄M,M q̄M,M



(5.84)

ξ =



A0,0 A1,0 A2,0 . . . AN,0

D0,0 D1,0 D2,0 . . . DN,0

A0,1 A1,1 D2,1 . . . AN,1

D0,1 D1,1 D2,1 . . . DN,1

. . . . . . . . .
. . . . . .

A0,M A1,M D2,M . . . AN,M

D0,M D1,M D2,M . . . DN,M


(5.85)

b =



c̄0,0 c̄0,1 c̄0,2 . . . c̄0,N

r̄0,0 r̄0,1 r̄0,2 . . . r̄0,N

c̄1,0 c̄1,1 c̄1,2 . . . c̄1,N

r̄1,0 r̄1,1 r̄1,2 . . . r̄1,N

c̄2,0 c̄2,1 c̄2,2 . . . c̄2,N

r̄2,0 r̄2,1 r̄2,2 . . . r̄2,N

. . . . . . . . .
. . . . . .

c̄M,0 c̄M,1 c̄M,2 . . . c̄M,N

r̄M,0 r̄M,1 r̄M,2 . . . r̄M,N



(5.86)

Uma vez conhecida a famı́lia de funções ψj(x) (e consequentemente suas transfor-

madas integrais ψ̄j,m), pode-se calcular os termos das matrizes M e b que compõem

o sistema definido por (5.83). Este sistema deve ser resolvido para cada coluna da
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matriz b, e os coeficientes obtidos, ou seja, as colunas da matriz ξ, são os que melhor

representam as aproximações (5.77) e (5.78). Assumindo então que esta aproximação

é suficientemente satisfatória, o sinal de aproximação em (5.77) e (5.78), e expressões

análogas, será substitúıdo pelo sinal de igual. Em tese, se o sistema infinito pudesse

ser resolvido numericamente, as representações seriam dadas por (5.66) e (5.73) e

seriam exatas.

Para obter a expressão anaĺıtica para a função βj, aplica-se a definição da deri-

vada direcional (5.14) na definção de βj dada por (4.10), obtendo:

βj(x) =
k1√

1 + w′(x)2

[
w′(x)

∂F1,j(x,w(x))

∂x
− ∂F1,j(x,w(x))

∂y

]
(5.87)

Calculando separadamente as derivadas parciais de F1,j, a partir de (5.61), e

truncando o somatório até o ı́ndice M :

∂F1,j(x, y)

∂x
=− 2

a

M∑
m=1

µm

[
Aj,m

sinhµm(b− y)

sinhµmb
+ ψ̄j,m

sinhµmy

sinhµmb

]
sinµmx

(5.88)

∂F1,j(x, y)

∂y
=
ψ̄j,0 − Aj,0

ab
−

2

a

M∑
m=1

µm

[
Aj,m

coshµm(b− y)

sinhµmb
− ψ̄j,m

coshµmy

sinhµmb

]
cosµmx (5.89)

Substituindo em (5.87) as expressões (5.88) e (5.89) avaliadas em y = w(x),

obtém-se:

βj(x) =
k1√

1 + w′(x)2

{
Aj,0 − ψ̄j,0

ab
+

2

a

M∑
m=1

µm

[
Aj,m

cosµmx coshµmv(x)− w′(x) sinµmx sinhµmv(x)

sinhµmb
−

ψ̄j,m
w′(x) sinµmx sinhµmw(x) + cosµmx coshµmw(x)

sinhµmb

]}
(5.90)

onde, por conveniência, fez-se v(x) = b− w(x).
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5.4.4 Solução do segundo problema auxiliar

O segundo problema auxiliar, definido pelas equações (5.18a) a (5.18d), tem

forma idêntica ao do problema formulado pelas equações (5.17a) e (5.17d), com a

diferença de que a função F1,j é substitúıda por G1,j, e a função auxiliar ψj(x) é

substitúıda por φj(x). Desse modo, todo o desenvolvimento feito para determinação

da solução F1,j é válido para a solução G1,j, e portanto não necessita ser repetido.

Assim, para obter a expressão para G1,j, basta fazer as devidas substituições na

expressão (5.61):

G1,j(x, y) =
Ej,0(b− y) + φ̄j,0y

ab
+

2

a

∞∑
m=1

[
Ej,m

sinhµm(b− y)

sinhµmb
+ φ̄j,m

sinhµmy

sinhµmb

]
cosµmx (5.91)

O par transformada-inversa para este problema, do qual se determina a solução

acima, é obtido de forma imediata a partir da adequada substituição no par

transformada-inversa relacionado pelas equações (5.33) e (5.34):

Inversa: G1,j(x, y) =
∞∑
m=0

Xm(x)

N(µm)
Ḡ1,j,m(y) (5.92)

Transformada: Ḡ1,j,m(y) =

∫ a

0

G1,j(x, y)Xm(x)dx (5.93)

É posśıvel fazer uma analogia entre as condições de contorno (5.17j) e (5.18e),

bastando trocar F por G e ψ por φ, além de fazer k1 = 1 e k2 = 0. Dessa forma,

a transformada integral da condição de contorno (5.18e) é obtida fazendo as substi-

tuições adequadas em (5.82), obtendo-se um sistema da forma:

M∑
m=0

um(xk)Ej,m = vj(xk) (5.94)
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onde:

um(x) =


−1

b
, m = 0

−2

{
w′(x)

sinhµm[b− w(x)]

sinhµmb
X ′m(x) + µm

coshµm[b− w(x)]

sinhµmb
Xm(x)

}
, m 6= 0

(5.95)

vj(x) = −1

b
φ̄j,0+

2
M∑
m=1

φ̄j,m

[
w′(x)

sinhµmw(x)

sinhµmb
X ′m(x)− µm

coshµmw(x)

sinhµmb
Xm(x)

]
(5.96)

Assumindo que φj(x) já é conhecida (e consequentemente sua transformada φ̄j,m),

pode-se estabelecer, através da analogia com o primeiro problema auxiliar, que os

valores de Ej,m são aqueles que resolvem o sistema linear:

Mξ = b (5.97)

onde

M =



ū0,0 ū0,1 ū0,2 . . . ū0,M

ū1,0 ū1,1 ū1,2 . . . ū1,M

ū2,0 ū2,1 ū2,2 . . . ū2,M

. . . . . .
. . . . . .

ūM,0 ūM,1 ūM,2 . . . ūM,M


(5.98)

ξ =


E0,0 E1,0 E2,0 . . . EN,0
E0,1 E1,1 E2,1 . . . EN,1
. . . . . . . . .

. . . . . .

E0,M E1,M E2,M . . . EN,M


(5.99)
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b =



v̄0,0 v̄0,1 v̄0,2 . . . v̄0,N

v̄1,0 v̄1,1 v̄1,2 . . . v̄1,N

v̄2,0 v̄2,1 v̄2,2 . . . v̄2,N

. . . . . . . . .
. . . . . .

v̄M,0 v̄M,1 v̄M,2 . . . v̄M,N


(5.100)

A expressão anaĺıtica para a função γj é facilmente obtida avaliando a expressão

de G1,j em (5.91), devidamente truncada até o ı́ndice M , para y = w(x), conforme

a definição em (4.11). Assim:

γj(x) =
Ej,0[b− w(x)] + φ̄j,0w(x)

ab
+

2

a

M∑
m=1

{
Ej,m

sinhµm[b− w(x)]

sinhµmb
+ φ̄j,m

sinhµmw(x)

sinhµmb

}
cosµmx (5.101)

5.4.5 Ortonormalização das funções βj(x) e γj(x)

Numa primeira análise, não se pode afirmar que as funções βj(x) e γj(x), obtidas

nas seções 5.4.3 e 5.4.4, atendem às condições de ortonormalidade estabelecidas

na seção 4.2; aquelas condições são necessárias para a formulação das expressões

para o cálculo do fluxo de calor e do salto de temperatura na interface de contato,

empregando os funcionais de reciprocidade. Porém, assumindo que as funções βj(x)

e γj(x) sejam linearmente independentes5, é posśıvel gerar um novo conjunto de

funções β̂j(x) e γ̂j(x) que atendam àquelas condições, através da aplicação do método

de ortogonalização de Gram-Schmidt (AXLER, 2015).

Seja então, por exemplo, o conjunto de funções βj linearmente independentes mas

não necessariamente ortonormais, obtidas a partir da resolução do primeiro problema

auxiliar para F1,j. O método de ortogonalização de Gram-Schmidt permite obter

um conjunto de funções ortogonais β̂j cujos membros são combinações lineares das

funções βj, através das seguintes relações:

β̂0 = β0 (5.102)

5Por definição, o conjunto de funções β̂j , j = 1, 2, ..., N é linearmente independente se a relação

a1β̂1 + a2β̂2 + ... + aN β̂N = 0 for satisfeita se e somente se a1 = a2 = ... = aN = 0, onde
aj , j = 1, 2, ..., N são constantes (AXLER, 2015).
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β̂1 = β1 − 〈β1, β̂0〉β̂0 (5.103)

β̂2 = β2 − 〈β2, β̂0〉β̂0 − 〈β2, β̂1〉β̂1 (5.104)

. . .

β̂j = βj − 〈βj, β̂0〉β̂0 − 〈βj, β̂1〉β̂1 − . . .− 〈βj, β̂j−1〉β̂j−1 (5.105)

O algoritmo de Gram-Schmidt gera, a partir de uma conjunto linearmente in-

dependente de funções, uma nova base ortogonal de funções. É um procedimento

sequencial, em que o j-ésimo elemento é calculado usando os elementos calculados

nos passos de j − 1 até 0.

O algoritmo de Gram-Schmidt pode ser adaptado para gerar uma base ortonor-

mal, bastando dividir cada função encontrada pela sua norma correspondente:

β̂0 =
β0

‖β0‖
(5.106)

β̂1 =
β1 − 〈β1, β̂0〉β̂0∥∥∥β1 − 〈β1, β̂0〉β̂0

∥∥∥ (5.107)

β̂2 =
β2 − 〈β2, β̂0〉β̂0 − 〈β2, β̂1〉β̂1∥∥∥β2 − 〈β2, β̂0〉β̂0 − 〈β2, β̂1〉β̂1

∥∥∥ (5.108)

. . .

β̂j =
βj − 〈βj, β̂0〉β̂0 − 〈βj, β̂1〉β̂1 − . . .− 〈βj, β̂j−1〉β̂j−1∥∥∥βj − 〈βj, β̂0〉β̂0 − 〈βj, β̂1〉β̂1 − . . .− 〈βj, β̂j−1〉β̂j−1

∥∥∥ (5.109)

As equações acima podem ser escritas de forma resumida como:

β̂j =
1∥∥νj∥∥βj −

j−1∑
k=0

〈βj, β̂k〉∥∥νj∥∥ β̂k (5.110)

onde

νj = βj −
j−1∑
k=0

〈βj, β̂k〉β̂k (5.111)

De forma análoga, seja o conjunto de funções γj linearmente independentes mas

não necessariamente ortonormais, obtidas a partir da resolução do segundo problema

auxiliar para G1,j. A aplicação do algoritmo de Gram-Schmidt permite gerar um
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conjunto correspondente de funções ortonormais γ̂j como segue:

γ̂0 =
γ0

‖γ0‖
(5.112)

γ̂1 =
γ1 − 〈γ1, γ̂0〉γ̂0∥∥γ1 − 〈γ1, γ̂0〉γ̂0

∥∥ (5.113)

γ̂2 =
γ2 − 〈γ2, γ̂0〉γ̂0 − 〈γ2, γ̂1〉γ̂1∥∥γ2 − 〈γ2, γ̂0〉γ̂0 − 〈γ2, γ̂1〉γ̂1

∥∥ (5.114)

. . .

γ̂j =
γj − 〈γj, γ̂0〉γ̂0 − 〈γj, γ̂1〉γ̂1 − . . .− 〈γj, γ̂j−1〉γ̂j−1∥∥γj − 〈γj, γ̂0〉γ̂0 − 〈γj, γ̂1〉γ̂1 − . . .− 〈γj, γ̂j−1〉γ̂j−1

∥∥ (5.115)

ou, de forma resumida,

γ̂j =
1∥∥υj∥∥γj −

j−1∑
k=0

〈γj, γ̂k〉∥∥υj∥∥ γ̂k (5.116)

onde

υj = γj −
j−1∑
k=0

〈γj, γ̂k〉γ̂k (5.117)

Uma caracteŕıstica notável dos problemas auxiliares que fornecem as funções F1,j

e G1,j é a sua linearidade. Em outras palavras, uma combinação linear de diferentes

soluções de um problema linear ainda é uma solução para o problema. Com base

nessa propriedade, pode-se, a partir das expressões (5.110) e (5.116), escrever as

soluções F̂1,j e Ĝ1,j, referentes respectivamente às funções ortogonais β̂j e γ̂j, em

termos das funções originais F1,j e G1,j como segue:

F̂1,j =
1∥∥νj∥∥F1,j −

j−1∑
k=0

〈βj, β̂k〉∥∥νj∥∥ F̂1,k (5.118)

Ĝ1,j =
1∥∥υj∥∥G1,j −

j−1∑
k=0

〈γj, γ̂k〉∥∥υj∥∥ Ĝ1,k (5.119)

Partindo das expressões (5.118) e (5.119), pode-se novamente empregar a pro-

priedade da linearidade, obtendo-se as seguintes relações para os coeficientes Âj,m

e Êj,m, correspondentes às representações em somatório das funções F̂1,j e Ĝ1,j ex-
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pressas pelas equações (5.61) e (5.91):

Âj,m =
1∥∥νj∥∥Aj,m −

j−1∑
k=0

〈βj, β̂k〉∥∥νj∥∥ Âk,m, m = 0, 1, 2, . . . (5.120)

Êj,m =
1∥∥υj∥∥Ej,m −

j−1∑
k=0

〈γj, γ̂k〉∥∥υj∥∥ Êk,m, m = 0, 1, 2, . . . (5.121)

As relações (5.120) e (5.121) são basicamente relações de recorrência que per-

mitem determinar os coeficientes Âj,m e Êj,m, a partir dos coeficientes Aj,m e Ej,m,

obtidos através da resolução dos sistemas definidos por (5.81), (5.82) e (5.94). Estes

novos coeficientes, substitúıdos em (5.90) e (5.101), fornecem as funções β̂j e γ̂j que

atendem aos critérios de ortonormalidade estabelecidos na seção 4.2.

Os resultados encontrados permitem esboçar um algoritmo básico para deter-

minação das funções F̂1,j e β̂j, necessárias para determinação da estimativa do salto

de temperatura na interface de contato, expressa pela equação (4.18):

1. Gerar a matriz M do sistema linear referente às equações (5.81) e (5.82);

2. Escolher um conjunto de funções linearmente independentes ψj(x), j =

0, 1, . . . , N1;

3. Para cada j:

(a) Calcular as transformadas integrais ψ̄j,m,m = 0, 1, 2, . . . ,M ;

(b) Resolver o sistema Mξ = b definido pelas equações (5.81) e (5.82), onde

M é a matriz calculada no passo 1 e b é o vetor calculado através dos

valores de ψ̄j,m, obtendo assim os valores Aj,m,m = 0, 1, 2, . . . ,M ;

(c) Calcular βj a partir de (5.90) usando os valores Aj,m;

(d) Calcular νj:

• Se j = 0, então νj = βj;

• Se j 6= 0, então νj = βj −
j−1∑
k=0

〈βj, β̂k〉β̂k;

(e) Calcular Âj,m,m = 0, 1, 2, . . . ,M a partir de (5.120);

(f) Calcular F̂1,j a partir de (5.61) usando os valores Âj,m;
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(g) Calcular β̂j a partir de (5.90) usando os valores Âj,m.

É importante destacar que a matriz M da etapa 1 só precisa ser calculada uma

vez, já que seus coeficientes não mudam a cada resolução do sistema, variando apenas

o vetor do segundo membro. Também é interessante notar que a etapa 3 é recursiva,

isto é, os resultados para o j-ésimo passo dependem dos resultados encontrados nos

passos anteriores j − 1, j − 2, . . . até 0.

Um algoritmo semelhante permite obter as funções Ĝ1,j e γ̂j, necessárias para

determinação da estimativa do fluxo de calor na interface de contato, expressa pela

equação (4.19):

1. Gerar a matriz M do sistema linear referente à equação (5.94);

2. Escolher um conjunto de funções linearmente independentes φj(x), j =

0, 1, . . . , N2;

3. Para cada j:

(a) Calcular as transformadas integrais φ̄j,m,m = 0, 1, 2, . . . ,M ;

(b) Resolver o sistema Mξ = b definido pela equação (5.94), onde M é a

matriz calculada no passo 1 e b é o vetor calculado através dos valores

de φ̄j,m, obtendo assim os valores Ej,m,m = 0, 1, 2, . . . ,M ;

(c) Calcular γj a partir de (5.101) usando os valores Ej,m;

(d) Calcular υj:

• Se j = 0, então υj = γj;

• Se j 6= 0, então υj = γj −
j−1∑
k=0

〈γj, γ̂k〉γ̂k;

(e) Calcular Êj,m,m = 0, 1, 2, . . . ,M a partir de (5.121);

(f) Calcular Ĝ1,j a partir de (5.91) usando os valores Êj,m;

(g) Calcular γ̂j a partir de (5.101) usando os valores Êj,m.

Uma vez determinadas as funções F̂1,j e Ĝ1,j, bem como as famı́lias de funções

ortonormais β̂j e γ̂j, o próximo passo é aplicar estes resultados na determinação

da expressão anaĺıtica que fornece a estimativa da condutância térmica de contato

(CTC), que é o objetivo principal deste trabalho.
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6 Formulação anaĺıtica para a condutância

térmica de contato

No caṕıtulo anterior, foram finalmente deduzidas as expressões para as funções

auxiliares F1,j e G1,j, bem como as funções βj e γj que compõem as bases ortonormais

em L2(Γ)6. Neste caṕıtulo, estes resultados serão reunidos, a fim de levantar uma

expressão anaĺıtica de uso geral, para estimativa da condutância térmica de contato

ao longo da superf́ıcie irregular Γ. Como ponto de partida, será estabelecida a

expressão em coordenadas cartesianas do produto interno entre as funções no espaço

linear L2(Γ).

6.1 Formulação do produto interno no espaço linear de

funções L2(Γ) em coordenadas cartesianas

Na seção 4.2, foi definido na equação (4.6) o produto interno entre duas funções

f1 e f2 no espaço linear de funções L2(Γ):

〈f1, f2〉 =

∫
Γ

f1(Γ)f2(Γ)dΓ (6.1)

Se a superf́ıcie Γ, sobre a qual é realizada a integração, possuir uma representação

paramétrica da forma

Γ(t) = x(t)ax + y(t)ay, t0 < t < t1 (6.2)

onde ax e ay são os vetores unitários da base canônica do sistema cartesiano, então

a integral (6.1) pode ser escrita como (STEWART, 2014b):

〈f1, f2〉 =

∫ t=t1

t=t0

f1(x(t), y(t))f2(x(t), y(t))
√
x′(t)2 + y′(t)2dt (6.3)

6A fim de simplificar a notação, e manter consistência com as equações estabelecidas na seção
4.2, será eliminado o śımbolo ,̂ usado para indicar as funções ortonormalizadas, assumindo a partir
deste ponto que βj e γj referem-se às funções obtidas após o processo de ortogonalização de Gram-
Schmidt.
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Adotando as parametrizações (5.7) e (5.8), pode-se escrever:

〈f1, f2〉 =

∫ t=a

t=0

f1(t, w(t))f2(t, w(t))
√

1 + w′(t)2dt (6.4)

ou, uma vez que t é uma variável muda,

〈f1, f2〉 =

∫ x=a

x=0

f1(x,w(x))f2(x,w(x))
√

1 + w′(x)2dx (6.5)

6.2 Formulação da estimativa da condutância térmica de

contato em coordenadas cartesianas

Os funcionais de reciprocidade, conforme dito na seção 4.2, são ferramentas

através das quais será estimada a condutância térmica de contato (CTC) na in-

terface de contato Γ. A expressão (4.3) fornece o funcional de reciprocidade para

uma função F (x, y):

<(F ) =

∫
Γ0

[(
−q
k1

)
F − Y ∂F

∂n1

]
dΓ0 (6.6)

A superf́ıcie Γ0, representada no arranjo da figura 3.1, e sobre a qual é calculada

a integral de contorno (6.6), pode ser parametrizada como:

Γ0(t) = tax + bay, 0 < t < a (6.7)

onde b é a altura do corpo de prova representado na figura 3.1.

O vetor n1, normal à superf́ıcie Γ0, é o próprio vetor unitário ay da base canônica.

Logo, a derivada direcional de F sobre esse vetor será dada por (STEWART, 2014b):

∂F

∂n1

∣∣∣∣
Γ0

= ∇F · ay

=

[
∂F (x, b)

∂x
ax +

∂F (x, b)

∂y
ay

]
· ay

=
∂F (x, b)

∂y
(6.8)
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Substituindo na integral (6.6), obtém-se (STEWART, 2014b):

<(F ) =

∫ t=a

t=0

[(
−q
k1

)
F (t, b)− Y (t)

∂F (t, b)

∂y

]
dt (6.9)

ou

<(F ) =

∫ x=a

x=0

[(
−q
k1

)
F (x, b)− Y (x)

∂F (x, b)

∂y

]
dx (6.10)

Dessa forma, aplicando a equação (6.10) para expressar os funcionais de recipro-

cidade das funções F1,j e G1,j:

<(F1,j) =

∫ x=a

x=0

[(
−q
k1

)
F1,j(x, b)− Y (x)

∂F1,j(x, b)

∂y

]
dx (6.11)

<(G1,j) =

∫ x=a

x=0

[(
−q
k1

)
G1,j(x, b)− Y (x)

∂G1,j(x, b)

∂y

]
dx (6.12)

ou, substituindo as condições de contorno (5.17b) e (5.18b):

<(F1,j) =

∫ a

0

[(
−q
k1

)
ψj(x)− Y (x)

∂F1,j(x, b)

∂y

]
dx

= − q

k1

∫ a

0

ψj(x)dx−
∫ a

0

Y (x)
∂F1,j(x, b)

∂y
dx

= − q

k1

ψ̄j,0 −
∫ a

0

Y (x)
∂F1,j(x, b)

∂y
dx (6.13)

<(G1,j) =

∫ a

0

[(
−q
k1

)
φj(x)− Y (x)

∂G1,j(x, b)

∂y

]
dx

= − q

k1

∫ a

0

φj(x)dx−
∫ a

0

Y (x)
∂G1,j(x, b)

∂y
dx

= − q

k1

φ̄j,0 −
∫ a

0

Y (x)
∂G1,j(x, b)

∂y
dx (6.14)

As derivadas em relação a y de F1,j e G1,j, avaliadas em y = b, podem ser

determinadas por derivação parcial das expressões (5.61) e (5.91), truncadas até o
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ı́ndice M , fornecendo:

∂F1,j(x, b)

∂y
=
ψ̄j,0 − Aj,0

ab
− 2

a

M∑
m=1

µm

(
Aj,m

1

sinhµmb
− ψ̄j,m

coshµmb

sinhµmb

)
cosµmx

=
ψ̄j,0 − Aj,0

ab
− 2

a

M∑
m=1

µm

(
Aj,m

sinhµmb
− ψ̄j,m

tanhµmb

)
cosµmx (6.15)

∂G1,j(x, b)

∂y
=
φ̄j,0 − Ej,0

ab
− 2

a

M∑
m=1

µm

(
Ej,m

1

sinhµmb
− φ̄j,m

coshµmb

sinhµmb

)
cosµmx

=
φ̄j,0 − Ej,0

ab
− 2

a

M∑
m=1

µm

(
Ej,m

sinhµmb
− φ̄j,m

tanhµmb

)
cosµmx (6.16)

Substituindo os resultados (6.15) e (6.16) em (6.13) e (6.14), obtém-se:

<(F1,j) = − q

k1

ψ̄j,0 +
Aj,0 − ψ̄j,0

ab

∫ a

0

Y (x)dx+

2

a

M∑
m=1

µm

(
Aj,m

sinhµmb
− ψ̄j,m

tanhµmb

)∫ a

0

Y (x) cosµmxdx (6.17)

<(G1,j) = − q

k1

φ̄j,0 +
Ej,0 − φ̄j,0

ab

∫ a

0

Y (x)dx+

2

a

M∑
m=1

µm

(
Ej,m

sinhµmb
− φ̄j,m

tanhµmb

)∫ a

0

Y (x) cosµmxdx (6.18)

As equações (6.17) e (6.18) fornecem os funcionais de reciprocidade <(F1,j) e

<(G1,j) referentes a uma escolha particular de funções auxiliares ψj(x) e φj(x),

respectivamente. Os termos ψ̄j,m e φ̄j,m, por sua vez, correspondem respectivamente

às transformadas integrais das referidas funções ψj(x) e φj(x).

Finalmente, conhecidos os funcionais de reciprocidade, bem como as funções de

base ortogonal βj(x) e γj(x), aplica-se a equação (4.20), deduzida na seção 4.2:

hc(x) =

N2∑
j=1

<(G1,j)γj(x)

N1∑
j=1

<(F1,j)βj(x)

(6.19)

68



A expressão (6.19) e as relações (6.17) e (6.18) representam uma generalização

da expressão anaĺıtica para o cálculo da condutância térmica de contato obtida por

PADILHA (2016) para o caso em que a interface de contato Γ é plana e paralela às

bases do corpo de prova. Assim como o resultado encontrado para o referido caso,

elas permitem estimar de forma direta a distribuição espacial da CTC ao longo da

interface Γ, através das medidas de temperatura Y (x) tomadas sobre a superf́ıcie

Γ0, conforme havia sido comentado na seção 4.2. Essas expressões envolvem inte-

grais da forma

∫ a

0

Y (x)dx e

∫ a

0

Y (x) cosµmxdx, também presentes no trabalho de

PADILHA (2016), que podem ser calculadas previamente e aplicadas nos somatórios

(6.17) e (6.18). A determinação dos coeficientes Aj,m e Ej,m foi discutida nas seções

anteriores.
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7 Implementação numérico-computacional e re-

sultados

Neste caṕıtulo, será feita uma verificação numérico-computacional dos resulta-

dos anaĺıticos obtidos nas seções anteriores empregando as técnicas do Funcional

de Reciprocidade (FR) e da Transformada Integral Clássica (CITT) na estimativa

da distribuição de condutância térmica de contato (CTC) ao longo de uma inter-

face irregular segundo o arranjo proposto na figura 3.1. Este arranjo foi proposto

como uma generalização da configuração estudada por PADILHA (2016), na qual a

interface de contato era uma superf́ıcie plana paralela às bases do corpo de prova.

Para tanto, diversos formatos de interface de contato foram propostos, bem como

diferentes perfis de temperaturas medidas na superf́ıcie externa Γ0 do corpo de prova.

Para cada combinação composta por um formato de interface de contato e um perfil

de temperaturas medidas na superf́ıcie externa, foi estimada, a partir das equações

(6.17), (6.18) e (6.19), a distribuição da CTC na interface de contato referente a essa

combinação, comparando-a com a distribuição de CTC teórica esperada para o caso.

As medidas de temperatura na superf́ıcie externa correspondentes a uma determi-

nada distribuição de CTC foram simuladas através da resolução do problema direto

de condução de calor definido na seção 3.2 para a referida distribuição, e por isso

são denominadas medidas sintéticas de temperatura, ou simplesmente temperaturas

sintéticas.

Ainda seguindo a metodologia de trabalho conduzida por PADILHA (2016),

foram feitas simulações envolvendo erros experimentais nas medidas sintéticas de

temperatura, e seus efeitos sobre a estimativa da distribuição da CTC.

7.1 Configuração f́ısica e geométrica dos problemas-teste

Em todas as simulações, considerou-se que o corpo de prova representado na

figura 3.1 era composto de dois compósitos de materiais diferentes. Para o material

superior Ω1 adotou-se o valor de condutividade térmica do aço AISI 1050, de 54

W/(m ◦C); para o material inferior Ω2, foi usado o valor de condutividade térmica do

Incomel, de 14 W/(m ◦C). As dimensões do corpo de prova, ou seja, o comprimento e

a altura da sua seção reta, foram respectivamente de 0,04 m e de 0,01 m. A superf́ıcie
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superior Γ0 do corpo de prova foi submetida a um fluxo de calor por unidade de área

de 7.500 W/m2.

A Tabela 7.1 sumariza os parâmetros f́ısicos e geométricos usados no trabalho:

Tabela 7.1: Parâmetros considerados nos problemas-teste

Parâmetro Valor

a 0,04 m

b 0,01 m

k1 54 W/(m ◦C)

k2 14 W/(m ◦C)

q -7.500 W/m2

Foram testadas três possibilidades de geometrias de interfaces de contato. Para

cada uma delas foi associada uma equação da forma y = w(x), descrevendo algebri-

camente a curva que representa cada interface. A Tabela 7.2 apresenta a definição

das expressões de cada interface de contato.
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Tabela 7.2: Geometrias de interface de contato

Geometria w(x)

1
b

2

2

19bx2

8a2
− 7bx

24a
+
b

2
, 0 ≤ x <

a

3

−25bx2

8a2
+

27bx

8a
− b

9
,
a

3
≤ x <

2a

3

bx2

8a2
− 23bx

24a
+

4b

3
,

2a

3
≤ x ≤ a

3
b

2
+

1

20
cos

4πx

a

De forma a melhor ilustrar e visualizar as diferentes geometrias de interface de

contato definidas acima, as suas representações gráficas são apresentadas na Figura

7.1.
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(d) Geometria 1

(d) Geometria 2

(f) Geometria 3

Figura 7.1: Diferentes geometrias para a interface Γ

7.2 Perfis teóricos de condutância térmica de contato

Foram adotados três diferentes perfis de distribuição de CTC, extráıdos do traba-

lho de PADILHA (2016) e trabalhos anteriores. Estes perfis estão listados na Tabela

7.3, onde hmax corresponde ao valor máximo que a CTC pode assumir, fixado em

400 W/(m2 ◦C), e a é o comprimento do corpo de prova.
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Tabela 7.3: Perfis teóricos de condutância térmica de contato

Perfil hc(x)[W/(m2 ◦C)]

1
hmax para x < a/4 e x > 3a/4

0 para a/4 < x < 3a/4

2 hmax sin
πx

a

3

hmax/2 para x < a/4 e a/2 < x < 3a/4

hmax para a/4 < x < a/2

0 para x > 3a/4

De forma a melhor ilustrar e visualizar os diferentes perfis definidos acima, as

suas representações gráficas são apresentadas na Figura 7.2.
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Figura 7.2: Diferentes perfis de hc(x) na interface Γ

7.3 Determinação das temperaturas sintéticas

As medidas de temperatura na superf́ıcie superior Γ0 do corpo de prova, repre-

sentadas por Y nas expressões (6.17) e (6.18), foram obtidas resolvendo o problema

direto definido na seção 3.2, com os parâmetros, perfis de CTC e geometrias de inter-

face indicados nas seções 7.1 e 7.2. A fim de evitar a ocorrência do “crime inverso”,

isto é, uma redução artificial do mal condicionamento do problema inverso quando

o método empregado para resolvê-lo é o mesmo aplicado ao problema direto que
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fornece as medidas sintéticas(KAIPIO e SOMERSALO, 2005), foram executadas

simulações das diferentes configurações do problema direto no COMSOL Multiphy-

sics R©. O COMSOL é um software comercial de elementos finitos, que possui um

módulo espećıfico para simulações de transferência de calor.

As várias configurações posśıveis do problema direto definido na seção 3.2 foram

modeladas e simuladas neste programa, seguindo os dados apresentados nas tabe-

las 7.1, 7.2 e 7.3, usando uma malha triangular extrafina. Para cada configuração,

os valores de temperatura ao longo da interface superior Γ0 foram exportados em

arquivos-texto e usados como entrada para o programa implementado para a esti-

mativa da CTC, e que será comentado na seção 7.6. Convencionou-se extrair um

total de 121 pontos equidistantes de medição de temperatura sobre a superf́ıcie Γ0

para cada configuração.

Para fins de verificação, as mesmas combinações foram resolvidas numericamente

através do método da Transformada Integral Clássica, e os resultados obtidos para

a distribuição de temperaturas sobre a superf́ıcie Γ0 apresentaram boa aderência

com os obtidos a partir do COMSOL. A t́ıtulo de exemplo, as figuras 7.3 e 7.4

apresentam, respectivamente, um comparativo entre as temperaturas levantadas na

superf́ıcie superior do corpo de prova, para a configuração espećıfica referente à

interface 3 e condutância de contato 2, e a distribuição do desvio relativo percentual

entre essas medidas, calculada por:

εi = 100

∣∣∣∣∣TCOMSOL
i − TCITT

i

TCOMSOL
i

∣∣∣∣∣ , i ∈ Γ0 (7.1)
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Figura 7.3: Temperatura na superf́ıcie superior Γ0 para a configuração referente à inter-
face 3 e condutância de contato 3: #→ CITT; �→ Elementos finitos (COMSOL)
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Figura 7.4: Desvio percentual entre as temperaturas obtidas via CITT e método dos
elementos finitos (COMSOL), na superf́ıcie superior Γ0 para a configuração referente à
interface 3 e condutância de contato 3

As temperaturas sintéticas obtidas a partir do COMSOL correspondem a me-

didas consideradas exatas, sem rúıdos ou erros experimentais. De forma a simular

medidas com erros experimentais, foi implementado o mesmo procedimento adotado

por PADILHA (2016): foram adicionados erros randômicos com distribuição nor-

mal às temperaturas calculadas sobre a superf́ıcie superior do corpo de prova. Sendo

então Y as medidas de temperatura simuladas sem erros, as medidas simuladas com

erros, denotadas por Ỹ, foram calculadas através da expressão:

Ỹ = Y + εσ (7.2)

onde σ é o desvio padrão das medidas de temperatura, e ε é uma sequência aleatória
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gerada a partir da transformação Box-Muller(BOX e MULLER, 1958):

ε = cos(2πv)
√
−2 lnu (7.3)

onde u e v correspondem a variáveis aleatórias cont́ınuas com distribuição uniforme

entre 0 e 1.

Três ńıveis de desvio-padrão foram testados: σ = 0,0◦C (correspondente aos

casos onde as temperaturas sintéticas não contém erros), σ = 0,1◦C e σ = 0,5◦C.

Desse modo, havendo três possibilidades de geometrias de interface de contato e

três possibilidades de condutância térmica de contato teórica, foram realizadas nove

simulações distintas de problemas-teste diretos, para obtenção das respectivas dis-

tribuições de temperaturas sintéticas exatas. A cada um desses resultados foram

aplicados os erros correpondentes às três possibilidades de desvio-padrão, num total

de 27 conjuntos de dados de entrada; estes dados por sua vez alimentaram cada

um dos 27 problemas inversos equivalentes resolvidos neste trabalho. Nas figuras

7.5, 7.6 e 7.7, é posśıvel visualizar as distribuições de temperaturas sintéticas na

superf́ıcie superior do corpo de prova para cada uma das configurações. A maior

ou menor dispersão dos dados com erros aleatórios em torno das medidas exatas é

devida apenas às diferentes escalas adotadas no eixo y de cada gráfico.
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Figura 7.5: Temperaturas sintéticas (Y ) ao longo da superf́ıcie superior Γ0, para os
perfis de CTC de 1 a 3, referentes à interface de contato 1: # → σ = 0, 0; � → σ = 0, 1;
4→ σ = 0, 5
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Figura 7.6: Temperaturas sintéticas (Y ) ao longo da superf́ıcie superior Γ0, para os
perfis de CTC de 1 a 3, referentes à interface de contato 2: # → σ = 0, 0; � → σ = 0, 1;
4→ σ = 0, 5
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Figura 7.7: Temperaturas sintéticas (Y ) ao longo da superf́ıcie superior Γ0, para os
perfis de CTC de 1 a 3, referentes à interface de contato 3: # → σ = 0, 0; � → σ = 0, 1;
4→ σ = 0, 5

7.4 Interpolação das temperaturas sintéticas

Sejam as expressões dos funcionais de reciprocidade associados às funções auxi-

liares F1,j e G1,j, deduzidas no caṕıtulo anterior:

<(F1,j) = − q

k1

ψ̄j,0 +
Aj,0 − ψ̄j,0

ab

∫ a

0

Y (x)dx+

2

a

M∑
m=1

µm

(
Aj,m

sinhµmb
− ψ̄j,m

tanhµmb

)∫ a

0

Y (x) cosµmxdx (7.4)

<(G1,j) = − q

k1

φ̄j,0 +
Ej,0 − φ̄j,0

ab

∫ a

0

Y (x)dx+
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2

a

M∑
m=1

µm

(
Ej,m

sinhµmb
− φ̄j,m

tanhµmb

)∫ a

0

Y (x) cosµmxdx (7.5)

Foi comentado anteriormente que a função Y (x) representa as medidas experi-

mentais de temperatura na superf́ıcie superior do corpo de prova, obtidas artificial-

mente neste trabalho, através de simulação do problema direto. As integrais acima

poderiam então ser imediatamente identificadas com a transformação integral da

função Y (x).

Na prática, porém, a função Y (x) é desconhecida, e dispõe-se apenas de da-

dos discretos, correspondentes às temperaturas medidas em pontos distintos da su-

perf́ıcie superior. No trabalho de PADILHA (2016), foi feita uma aproximação dessa

função Y (x) através de uma spline que interpolava essas medidas. Uma outra forma

de interpolar as medidas sintéticas, por meio de uma expansão em série de funções

ortogonais às autofunções do problema de autovalor, foi proposta por MOCERINO

et al. (2018) em seu trabalho de determinação de coeficiente de troca térmica de

calor na parte interna de tubulações de trocadores de calor, que também empre-

gou a técnica dos funcionais de reciprocidade. Desse modo, aplicando a segunda

abordagem no caso em estudo, a função Y (x) poderia ser escrita na forma

Y (x) ≈ ȳ0 +
M∑
m=1

ȳm cosµmx (7.6)

Não é dif́ıcil observar que a expressão acima é, basicamente, o truncamento da ex-

pansão de Y (x) em somatório infinito de autofunções. Assim, podem-se estabelecer

as seguintes relações entre os coeficientes ȳm,m = 0, 1, 2, ...,M e as transformadas

integrais de Y (x):

ȳ0 =
1

a

∫ a

0

Y (x)dx (7.7)

ȳm =
2

a

∫ a

0

Y (x) cosµmxdx, m = 1, 2, ...,M (7.8)
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Substituindo em (7.4) e (7.5), obtém-se:

<(F1,j) = − q

k1

ψ̄j,0 +
Aj,0 − ψ̄j,0

b
ȳ0 +

M∑
m=1

µm

(
Aj,m

sinhµmb
− ψ̄j,m

tanhµmb

)
ȳm

(7.9)

<(G1,j) = − q

k1

φ̄j,0 +
Ej,0 − φ̄j,0

b
ȳ0 +

M∑
m=1

µm

(
Ej,m

sinhµmb
− φ̄j,m

tanhµmb

)
ȳm

(7.10)

Desse modo, as expressões (7.9) e (7.10) permitem determinar os funcionais de

reciprocidade <(F1,j) e <(G1,j), apenas conhecendo os coeficientes ȳ0, ȳ1, ȳ2, ..., ȳM

da aproximação (7.6). Estes coeficientes, por sua vez, podem ser calculados através

da solução de aproximação por mı́nimos quadrados do problema, formulada a partir

da aproximação sugerida em (7.6):



Y0

Y1

Y2

...

Yimax


=



1 cosµ1x0 cosµ2x0 ... cosµMx0

1 cosµ1x1 cosµ2x1 ... cosµMx1

1 cosµ1x2 cosµ2x2 ... cosµMx2

... ... ...
. . . ...

1 cosµ1ximax cosµ2ximax ... cosµMximax


×



ȳ0

ȳ1

ȳ2

...

ȳM


(7.11)

onde cada par (xi, Yi) corresponde respectivamente a um abscissa sobre a superf́ıcie

superior do corpo de prova e o valor medido de temperatura naquele ponto.

7.5 Definição das funções ψj(x) e φj(x)

Uma questão que ficou em aberto até o momento é a que envolve a definição das

funções ψj(x) e φj(x), necessárias para a determinação das funções βj(x) e γj(x).

Neste trabalho foram empregadas as seguintes alternativas para estas funções:

ψj(x), φj(x) =



√
1

a
, j = 0

√
2

a
cosµjx, j = 1, 2, 3, . . .
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Estas funções foram as mesmas usadas por PADILHA (2016) na sua tese de dou-

torado e se mostraram bastante vantajosas do ponto de vista computacional, tanto

neste como naquele trabalho. De fato, no estudo do problema de determinação da

CTC numa interface plana horizontal no referido trabalho, foi demonstrado que o

emprego destas funções diretamente nas condições de contorno dos problemas auxi-

liares para F1,j, F2,j e G1,j garantia automaticamente a ortogonalidade das funções

βj(x) e γj(x). Já no presente trabalho, o grande benef́ıcio no uso destas funções

reside na simplificação do cálculo das respectivas transformadas integrais:

ψ̄j,m, φ̄j,m =



√
a

2
, j = m 6= 0

√
a, j = m = 0

0, j 6= m

7.6 Código computacional

Neste trabalho, o código computacional foi desenvolvido usando a linguagem

de programação Fortran 2003. O compilador usado foi o gfortran, que faz parte

do projeto de software livre GCC. O ambiente de desenvolvimento, onde o código

era editado, compilado e depurado, foi o Eclipse, que também é um software não-

comercial. Todo o trabalho foi desenvolvido num computador executando o sistema

operacional Linux para plataforma de 64 bits; no caso, a distribuição do sistema

operacional usada foi Ubuntu versão 16.04.

As rotinas numéricas empregadas foram obtidas do projeto Netlib7, que é um re-

positório online mantido por algumas instituições e universidades, contendo software

de computação cient́ıfica e documentação dispońıveis gratuitamente. A maioria das

rotinas encontradas no repositório Netlib está escrita em FORTRAN 778, especi-

almente as usadas no programa desenvolvido para este trabalho, o que não trouxe

dificuldades, pois o compilador gfortran é capaz de efetuar a compilação h́ıbrida de

7Mais informações sobre o repositório Netlib podem ser encontradas no endereço de Internet
https://www.netlib.org/.

8O uso de caixa alta para designar a versão 77 da linguagem Fortran tem ráızes históricas,
sendo encontrado em muitas publicações, e por isso esta convenção foi mantida aqui.
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arquivos-fonte escritos tanto em FORTRAN 77 quanto em Fortran 2003, inclusive

padronizando para que todas as variáveis de ponto flutuante de precisão simples

sejam tratadas como sendo de precisão dupla, o que de fato foi feito no programa.

A livre disponibilidade do código-fonte das rotinas facilitou significativamente a de-

puração do programa e a consequente identificação e correção de erros, sendo um

fator determinante no desenvolvimento do mesmo.

Foram empregadas rotinas numéricas do repositório Netlib para realizar as se-

guintes tarefas:

• Cálculo dos coeficientes ȳ0, ȳ1, ȳ2, ..., ȳM presentes nas equações (7.9) e (7.10),

calculados a partir da solução de mı́nimos quadrados do sistema (7.11). O

repositório Netlib possui o subprojeto LAPACK (Linear Algebra PACKage),

contendo diversos solvers de sistemas lineares para várias possibilidades de

matrizes de coeficientes: matrizes-banda, simétricas, positivas definidas, etc,

além de outros utilitários de Álgebra Linear. Foi utilizada a rotina DGELS,

que recebe a matriz e o vetor correspondentes ao sistema, e retorna a solução

de mı́nimos quadrados, além de outras informações, tais como a norma dos

reśıduos.

• Cálculo das transformadas integrais que fornecem os coeficientes dos sistemas

lineares (5.83) e (5.97). O repositório Netlib oferece a rotina DQAWO, que

faz parte do subprojeto QUADPACK, e que resolve integrais da forma

∫ x1

x0

f(x) cosωxdx (7.12)

∫ x1

x0

f(x) sinωxdx (7.13)

A rotina foi parametrizada para resolver integrais conforme a expressão (7.12),

fazendo ω = µm.

• Solução numérica dos sistemas de equações lineares (5.83) e (5.97). Foi utili-

zada no trabalho a rotina DGESVX, do subprojeto LAPACK, que recebe como

entrada a matriz de coeficientes e uma matriz cujas colunas são diferentes veto-

res de termos independentes do sistema; a rotina aplica um pré-condicionador
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ao sistema, realiza uma decomposição LU da matriz de coeficientes e usa este

resultado para obter os vetores-solução referentes a cada vetor de termos inde-

pendentes. Esta rotina atendeu à necessidade de se resolver de forma eficiente

um dado sistema de equações, variando apenas o segundo membro correspon-

dente aos termos independentes, o que foi comentado na seção 5.4.5.

• Cálculo das integrais necessárias para a ortogonalização de Gram-Schmidt.

Estas integrais, definidas de forma geral pela equação (6.5), foram calculadas

através da rotina de integração de propósito geral DAQG, que realiza uma

integração adaptativa através das fórmulas de quadratura de Gauss-Konrod.

Diversas otimizações foram implementadas a fim de minimizar o tempo de proces-

samento, como por exemplo operações diretas com segmentos de matrizes e vetores

ao invés de laços iterativos. Tais otimizações levaram a uma melhoria considerável no

desempenho do programa como um todo, em especial na fase de ortonormalização de

Gram-Schmidt, onde se observava o maior gargalo de processamento. Desse modo, o

tempo de execução do código computacional no cálculo de um determinado perfil de

condutância térmica de contato não excedia o intervalo de tempo de 2,5 segundos9.

7.7 Resultados e análises

Serão apresentados agora os resultados numéricos obtidos a partir da aplicação

das equações (6.17), (6.18) e (6.19) ao problema inverso de condução de calor descrito

no caṕıtulo 4. Estas equações fornecem, respectivamente, as estimativas de salto de

temperatura, fluxo de calor e condutância térmica de contato na interface entre os

materiais que compõem o arranjo f́ısico ilustrado na figura 3.1.

Para cada combinação posśıvel de geometria de interface (Tabela 7.2), perfil de

condutância térmica de contato (Tabela 7.3) e desvio-padrão de erros de medição

(σ = 0,0◦C, σ = 0,1◦C e σ = 0,5◦C), foram calculadas estimativas de salto de tem-

peratura e fluxo de calor na interface de contato, e os resultados foram comparados

com os respectivos valores teóricos esperados para cada combinação. A estimativa do

perfil de condutância térmica de contato, calculada através da razão entre o fluxo

9Nas execuções realizadas num computador Lenovo Ideapad 330, com processador Intel Core
TM

i5-8250U, CPU 1,60 GHz e memória RAM de 8 GB, o tempo total para o levantamento de uma
estimativa de perfil de condutância térmica de contato variava entre 2,0 segundos a 2,4 segundos.
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de calor e o salto de temperatura estimados na interface, também foi comparada

com o perfil teórico correspondente, e que foi usado para determinação prévia das

temperaturas sintéticas através de simulações de cada configuração do problema no

módulo de transferência de calor no simulador COMSOL Multiphysics R©.

Não foi realizada uma análise de convergência rigorosa dos somatórios nas ex-

pressões (5.90), (5.101), (7.9) e (7.10), que fornecem as funções βj e γj e os funcionais

de reciprocidade <(F1,j) e <(G1,j). Adotou-se M = 20 para o número de autofunções

empregados nos somatórios que fornecem βj, γj e para o número de termos a serem

somados para determinação dos funcionais de reciprocidade.

Os limites superiores N1 e N2, dos somatórios que fornecem o cálculo do salto

de temperatura – eq. (4.18) – e do fluxo de calor – eq. (4.19) – na interface de

contato, não foram os mesmos para todos os casos analisados, sendo estabelecidos

os seguintes limites máximos:

• N1 ≤ 20 (número máximo de funcionais de reciprocidade calculados para as

expansões de salto de temperatura)

• N2 ≤ 20 (número máximo de funcionais de reciprocidade calculados para as

expansões de fluxo de calor)

Posteriormente serão tecidos comentários quanto ao caráter instável dos so-

matórios referentes aos cálculos do salto de temperatura e do fluxo de calor, bem

quanto às dificuldades de estabelecimento de critérios de parada destes somatórios.

Os gráficos utilizados na análise estão agrupados por geometria de interface; em

cada grupo, estão plotadas as estimativas de salto de temperatura e fluxo de calor na

interface de contato. A estimativa da condutância térmica de contato é representada

no último subgrupo de gráficos para cada interface. A fim de auxiliar na verificação

da qualidade das estimativas, também é apresentada uma tabela correspondente

para cada subgrupo de gráficos, contendo os valores de desvio quadrático médio10

10O desvio quadrático médio é definido por:

δi =

√√√√∑Nx

n=1

(
fFR+CITT
i,n − f exato

i,n

)2

Nx
(7.14)

onde n corresponde a cada posição ao longo da interface Γ na qual foram obtidas as estimativas,
Nx é o número total de posições, fFR+CITT

i,n são os valores obtidos com o emprego do método

dos Funcionais de Reciprocidade com Transformação Integral Clássica, f exato
i,n são os valores exatos
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das estimativas em relação ao resultado teórico esperado para a variável associada.

7.7.1 Estimativas para a geometria de interface de contato 1

A primeira geometria de interface de contato para a qual foram realizadas esti-

mativas de condutância térmica de contato é a referente ao ı́ndice 1 na tabela 7.2.

Esse formato de interface, basicamente uma superf́ıcie plana e horizontal paralela

às bases do corpo de prova de seção reta retangular (cf. Figura 7.1), corresponde

exatamente à configuração inicialmente estudada por COLAÇO e ALVES (2013),

e que culminou no trabalho desenvolvido por PADILHA (2016). Esta configuração

foi o ponto de partida das primeiras pesquisas envolvendo a aplicação do método

dos Funcionais de Reciprocidade na estimativa da condutância térmica de contato.

Desse modo, este problema-teste serviu como base de referência para verificação da

metodologia proposta neste trabalho.

As estimativas para o salto de temperatura ao longo da interface de contato, cor-

respondentes aos três perfis teóricos de CTC, estão plotadas nos gráficos da Figura

7.8.
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Figura 7.8: Comparação entre as estimativas de [T1 − T2]Γ e os valores exatos para os
perfis de CTC de 1 a 3, referentes à interface de contato 1: – → Exato; # → σ = 0, 0;
�→ σ = 0, 1; 4→ σ = 0, 5

A Tabela 7.4 mostra os valores de desvio quadrático médio entre as medidas esti-

madas e as teóricas de salto de temperatura para cada perfil teórico de condutância

obtidos através da solução do problema direto e o ı́ndice i representa a função estimada na interface:
o salto de temperatura (i = [T1 − T2]), fluxo de calor (i = −k1

∂T1

∂n ) ou a condutância térmica de
contato (i = hc).
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térmica de contato. É posśıvel notar, por inspeção dos valores na tabela, como as

estimativas calculadas para σ = 0,0◦C são consideravelmente melhores.

Tabela 7.4: Desvio quadrático médio das estimativas de salto de temperatura para a
interface de contato 1

δ[T1−T2](
◦C)

Perfil σ = 0,0◦C σ = 0,1◦C σ = 0,5◦C

1 0,0490 0,3222 0,5441

2 0,0024 0,1320 0,3437

3 0,0350 0,2980 0,6154

Verificou-se uma excelente concordância entre as estimativas e os valores exatos;

para o caso espećıfico em que o desvio padrão é zero, as estimativas praticamente

coincidiram com as medidas sintéticas. Notou-se também que as regiões em que o

salto de temperatura atinge valores maiores correspondem às regiões onde a con-

dutância térmica é menor. Assim, o comportamento da distribuição estimada do

salto de temperatura mostrou-se consistente com o comportamento teórico esperado.

As estimativas para o fluxo de calor ao longo da interface de contato, corres-

pondentes aos três perfis teóricos de CTC, estão plotadas nos gráficos da Figura

7.9.
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Figura 7.9: Comparação entre as estimativas de [−k1∂T1/∂n1]Γ e os valores exatos para
os perfis de CTC de 1 a 3, referentes à interface de contato 1: –→ Exato; #→ σ = 0, 0;
�→ σ = 0, 1; 4→ σ = 0, 5

A Tabela 7.5 mostra os valores de desvio quadrático médio entre as medidas

estimadas e as teóricas de fluxo de calor para cada perfil teórico de condutância
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térmica de contato. Comparando com os valores plotados nos gráficos da Figura

7.9, pode-se notar que, em termos relativos, os desvios quadráticos médios para

σ = 0,0◦C são os que fornecem melhores resultados.

Tabela 7.5: Desvio quadrático médio das estimativas de fluxo de calor para a interface
de contato 1

δ[−k1 ∂T1
∂n

](W/m2)

Perfil σ = 0,0◦C σ = 0,1◦C σ = 0,5◦C

1 1268,71 2533,25 3308,72

2 64,68 564,06 1088,11

3 888,39 1970,43 2691,75

Novamente pôde ser observada uma boa coerência entre as estimativas e os valo-

res exatos. No caso σ = 0,0◦C em especial, nota-se a manifestação de um fenômeno

semelhante ao efeito Gibbs(BOYCE e DI PRIMA, 1994) para os perfis de con-

dutância teóricos 1 e 3, que apresentam descontinuidades. O comportamento quali-

tativo do fluxo de calor também foi consistente com o esperado; de fato, fluxos de

calor mais altos correspondiam a regiões em que a condutância térmica era maior.

Uma vez conhecidas as estimativas de fluxo de calor e salto de temperatura na

interface de contato, a razão entre essas grandezas em cada ponto x do domı́nio da

interface (0 ≤ x ≤ a, onde a é o comprimento do corpo de prova) fornece a estimativa

do perfil de condutância térmica de contato, conforme a definição apresentada na

equação (1.4). Desse modo, chega-se aos resultados representados graficamente na

Figura 7.1011.

11Os valores negativos de condutância térmica de contato, correspondentes aos perfis 1 e 3, não
possuem significado f́ısico, sendo consequência do comportamento oscilatório das funções ψj(x) e
φj(x) e das descontinuidades nestes perfis.
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Figura 7.10: Comparação entre as estimativas de hc e os valores exatos para os perfis de
CTC de 1 a 3, referentes à interface de contato 1: –→ Exato; #→ σ = 0, 0; �→ σ = 0, 1;
4→ σ = 0, 5

A Tabela 7.6 mostra os valores de desvio quadrático médio entre as medidas

estimadas e as teóricas de condutância térmica de contato, para os três perfis anali-

sados. A razão entre cada desvio quadrático médio e o valor máximo da condutância

térmica de contato teórica (hmax = 400 W/m2 ◦C) varia de 0,00495 a 0,22955.

Tabela 7.6: Desvio quadrático médio das estimativas de condutância térmica de contato
para a interface de contato 1

δhc(W/m2◦C)

Perfil σ = 0,0◦C σ = 0,1◦C σ = 0,5◦C

1 40,94 71,23 89,42

2 1,98 19,66 35,42

3 35,52 65,51 91,82

Os gráficos da Figura 7.10 apresentam excelente ńıvel de similaridade com as

soluções encontradas por PADILHA (2016) no seu trabalho, que contemplava o

mesmo tipo de interface de contato plana horizontal analisada nesta subseção. É in-

teressante destacar este fato, pois a semelhança de comportamento das soluções com

resultados obtidos em trabalhos anteriores é uma forma de verificação da corretude

do desenvolvimento anaĺıtico conduzido neste trabalho.

Pode-se inferir, por observação dos gráficos 7.8, 7.9 e 7.10 e das tabelas 7.4, 7.5 e

7.6, que há uma relação direta e qualitativa entre a qualidade das previsões e o ńıvel

de rúıdo das medições de temperaturas na superf́ıcie superior do corpo de prova. De
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fato, esse é um resultado intuitivamente esperado: quanto menor for o desvio-padrão

das medidas de temperatura, mais próxima será a estimativa em relação ao perfil

teórico.

7.7.2 Estimativas para a geometria de interface de contato 2

A próxima geometria de interface de contato a ser analisada corresponde à de

ı́ndice 2 na tabela 7.2. Trata-se de uma curva polinomial definida por partes, ao longo

do domı́nio 0 ≤ x ≤ a, constrúıda algebricamente de forma a garantir continuidade

tanto na curva quanto na sua primeira derivada (cf. Figura 7.1). Os perfis estimados

de salto de temperatura na interface de contato, correspondentes aos três perfis

teóricos de CTC, podem ser visualizados na Figura 7.11.
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Figura 7.11: Comparação entre as estimativas de [T1 − T2]Γ e os valores exatos para os
perfis de CTC de 1 a 3, referentes à interface de contato 2: – → Exato; # → σ = 0, 0;
�→ σ = 0, 1; 4→ σ = 0, 5

A Tabela 7.7 mostra os valores de desvio quadrático médio entre as medidas esti-

madas e as teóricas de salto de temperatura para cada perfil teórico de condutância

térmica de contato.

Tabela 7.7: Desvio quadrático médio das estimativas de salto de temperatura para a
interface de contato 2

δ[T1−T2](
◦C)

Perfil σ = 0,0◦C σ = 0,1◦C σ = 0,5◦C

1 0,4128 0,8800 1,4149

2 0,3127 0,7087 1,0423

3 0,3672 0,7919 1,3930
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Novamente é posśıvel observar uma boa aderência aos perfis teóricos calculados

via simulação do problema direto correspondente. Os perfis estimados para σ =

0, 0◦C são os que melhor se aproximam dos perfis esperados, ainda que apresentem

alguma dificuldade de convergência nas extremidades do domı́nio.

Os gráficos da Figura 7.12 mostram as estimativas para o fluxo de calor ao longo

da interface de contato, correspondentes aos três perfis teóricos de CTC.
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Figura 7.12: Comparação entre as estimativas de
[
−k1

∂T1
∂n1

]
Γ

e os valores exatos para os

perfis de CTC de 1 a 3, referentes à interface de contato 2: – → Exato; # → σ = 0, 0;
�→ σ = 0, 1; 4→ σ = 0, 5

A Tabela 7.8 mostra os valores de desvio quadrático médio entre as medidas

estimadas e as teóricas de fluxo de calor para cada perfil teórico de condutância

térmica de contato.

Tabela 7.8: Desvio quadrático médio das estimativas de fluxo de calor para a interface
de contato 2

δ[−k1 ∂T1
∂n

](W/m2)

Perfil σ = 0,0◦C σ = 0,1◦C σ = 0,5◦C

1 1290,26 2552,23 3324,56

2 84,44 668,69 1141,60

3 1008,87 1947,80 2349,65

Novamente a solução para σ = 0, 0◦C é a que apresenta melhor concordância

com o comportamento teórico esperado, enquanto as soluções encontradas para os

outros valores de desvio-padrão possuam caracteŕısticas qualitativas compat́ıveis
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com o esperado. O efeito Gibbs também pode ser observado nas estimativas de

fluxo de calor referentes aos perfis teóricos descont́ınuos de CTC.

Calculando-se a razão entre o fluxo de calor e o salto de temperatura em cada

ponto do domı́nio da interface, exatamente como foi feito na interface analisada

na subseção anterior, obtém-se as estimativas dos perfis de condutância térmica de

contato, representadas graficamente na Figura 7.13.

0 0,01 0,02 0,03 0,04

0

200

400

x(m)

hc (W/m2◦C)

(a) Perfil 1

0 0,01 0,02 0,03 0,04
0

100

200

300

400

x(m)

hc (W/m2◦C)

(b) Perfil 2

0 0,01 0,02 0,03 0,04

0

200

400

x(m)

hc (W/m2◦C)

(c) Perfil 3

Figura 7.13: Comparação entre as estimativas de hc e os valores exatos para os perfis de
CTC de 1 a 3, referentes à interface de contato 2: –→ Exato; #→ σ = 0, 0; �→ σ = 0, 1;
4→ σ = 0, 5

A Tabela 7.9 mostra os valores de desvio quadrático médio entre as medidas

estimadas e as teóricas de condutância térmica de contato, para os três perfis anali-

sados. A razão entre cada desvio quadrático médio e o valor máximo da condutância

térmica de contato teórica (hmax = 400 W/m2 ◦C) varia de 0,008075 a 0,219025.

Tabela 7.9: Desvio quadrático médio das estimativas de condutância térmica de contato
para a interface de contato 2

RMShc(W/m2◦C)

Perfil σ = 0,0◦C σ = 0,1◦C σ = 0,5◦C

1 40,79 71,12 87,61

2 3,23 22,33 40,37

3 37,35 64,35 82,18

De forma semelhante ao caso anterior, a estimativa de CTC calculada para σ =

0, 0◦C foi a que melhor se aproximou do perfil teórico de CTC, apresentando inclusive

resultados muito parecidos com os daquele caso. Os perfis de CTC estimados para os
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outros ńıveis de rúıdo mantiveram o padrão qualitativo de comportamento observado

nos perfis estimados na subseção anterior.

7.7.3 Estimativas para a geometria de interface de contato 3

A última geometria de interface de contato a ser analisada corresponde à de

ı́ndice 3 na tabela 7.2, e consiste numa curva cossenoidal (cf. Figura 7.1). Os perfis

estimados de salto de temperatura na interface de contato, correspondentes aos três

perfis teóricos de CTC, podem ser visualizados na Figura 7.14.
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Figura 7.14: Comparação entre as estimativas de [T1 − T2]Γ e os valores exatos para os
perfis de CTC de 1 a 3, referentes à interface de contato 3: – → Exato; # → σ = 0, 0;
�→ σ = 0, 1; 4→ σ = 0, 5

A Tabela 7.10 mostra os valores de desvio quadrático médio entre as medidas es-

timadas e as teóricas de salto de temperatura para cada perfil teórico de condutância

térmica de contato.

Tabela 7.10: Desvio quadrático médio das estimativas de salto de temperatura para a
interface de contato 3

δ[T1−T2](
◦C)

Perfil σ = 0,0◦C σ = 0,1◦C σ = 0,5◦C

1 0,1630 0,7514 1,2657

2 0,1296 0,5496 0,9313

3 0,1091 0,7010 1,2480

Os perfis estimados para σ = 0, 0◦C novamente exibiram notável concordância

com os valores teóricos, inclusive sem as dificuldades de convergência nas extremida-
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des, diferentemente do que foi observado no caso anterior. Uma posśıvel explicação

é o fato de que esta interface, bem como a primeira (plana horizontal), é normal às

superf́ıcies laterais isoladas do corpo de prova, onde as condições de contorno são do

segundo tipo. Porém, as estimativas de salto de temperatura correspondentes aos

outros valores de desvio-padrão exibiram um comportamento oscilatório, provavel-

mente influenciado pelo formato geométrico da interface e acentuado pela presença

dos erros de medição.

A Figura 7.15 mostra as estimativas para o fluxo de calor ao longo da interface

de contato, correspondentes aos três perfis teóricos de CTC.
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Figura 7.15: Comparação entre as estimativas de
[
−k1

∂T1
∂n1

]
Γ

e os valores exatos para os

perfis de CTC de 1 a 3, referentes à interface de contato 3: – → Exato; # → σ = 0, 0;
�→ σ = 0, 1; 4→ σ = 0, 5

A Tabela 7.11 mostra os valores de desvio quadrático médio entre as medidas

estimadas e as teóricas de fluxo de calor para cada perfil teórico de condutância

térmica de contato.

Tabela 7.11: Desvio quadrático médio das estimativas de fluxo de calor para a interface
de contato 3

δ[−k1 ∂T1
∂n

](W/m2)

Perfil σ = 0,0◦C σ = 0,1◦C σ = 0,5◦C

1 1353,98 2791,90 3506,35

2 219,44 422,65 1092,80

3 961,75 2014,34 2770,32

Como esperado, a solução para σ = 0, 0◦C apresentou maior coerência com o
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comportamento teórico esperado. O efeito Gibbs referentes aos perfis teóricos 1 e 3

novamente pôde ser verificado.

Os perfis estimados de CTC, obtidos pela razão entre os fluxos de calor e os

saltos de temperatura na interface de contato, podem ser visualizados na Figura

7.16.
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Figura 7.16: Comparação entre as estimativas de hc e os valores exatos para os perfis de
CTC de 1 a 3, referentes à interface de contato 3: –→ Exato; #→ σ = 0, 0; �→ σ = 0, 1;
4→ σ = 0, 5

A Tabela 7.12 mostra os valores de desvio quadrático médio entre as medidas

estimadas e as teóricas de condutância térmica de contato, para os três perfis anali-

sados. A razão entre cada desvio quadrático médio e o valor máximo da condutância

térmica de contato teórica (hmax = 400 W/m2 ◦C) varia de 0,018525 a 0,241575.

Tabela 7.12: Desvio quadrático médio das estimativas de condutância térmica de contato
para a interface de contato 3

RMShc(W/m2◦C)

Perfil σ = 0,0◦C σ = 0,1◦C σ = 0,5◦C

1 44,40 78,50 93,82

2 7,41 15,00 34,28

3 39,18 69,77 96,63

Mesmo com uma geometria de interface de contato oscilatória, o perfil estimado

para o caso ideal σ = 0, 0◦C apresentou muito boa qualidade. Os casos σ = 0, 1◦C

e σ = 0, 5◦C mantiveram o padrão de comportamento semelhante ao observado nas

análises anteriores.
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7.8 Critério de parada para os somatórios correspondentes

às estimativas de salto de temperatura e fluxo de calor

na interface de contato

Todas as estimativas de salto de temperatura e fluxo de calor na interface de con-

tato levantadas na seção anterior foram calculadas através da aplicação das equações

(4.18) e (4.19), repetidas abaixo:

[T1 − T2]Γ =

N1∑
j=1

k1<(F1,j)βj(x) (7.15)

− k1
∂T1

∂n1

∣∣∣∣
Γ

=

N2∑
j=1

k1<(G1,j)γj(x) (7.16)

Foi verificado neste trabalho que estas expansões das estimativas de salto de

temperatura e fluxo de calor na interface em termos dos funcionais de reciprocidade,

necessárias para o cálculo da estimativa de CTC, não tinham um comportamento

convergente à medida em que se aumentava a quantidade de termos a serem somados,

respectivamente N1 e N2 nas equações acima. De fato, para cada combinação de

condutividade de contato teórica e desvio-padrão de rúıdo, havia um número ótimo

de termos a serem somados tanto para a estimativa do salto de temperatura quanto

para o fluxo de calor; somando-se mais termos além dessa quantidade ótima, as

estimativas divergiam rapidamente, levando a resultados numericamente instáveis.

Também foi observado que, quanto maior o ńıvel de rúıdo nas medidas experimentais

de temperatura, menor era a quantidade ótima de termos a serem somados nas

expansões. Na determinação dessas quantidades, foi empregado como parâmetro

de avaliação o desvio quadrático médio entre os perfis teóricos e os estimados de

salto de temperatura e fluxo de calor. Desse modo, o número ideal de termos nos

somatórios que determinam as estimativas em (7.15) e (7.16) são os que minimizam

os respectivos desvios quadráticos médios, fornecendo assim os valores mostrados

nas tabelas da seção anterior.

Esse comportamento instável das estimativas em função do ńıvel de rúıdo e

do número de parcelas a serem somadas foi originalmente observado por PADILHA

(2016) no caso espećıfico da interface de contato plana horizontal. Como foi dito an-
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teriormente, naquele trabalho foi empregada uma aproximação via splines da função

Y (x) que representa as medidas experimentais de temperatura na interface superior

do corpo, e que entra na formulação dos funcionais de reciprocidade (cf. equações

(7.4) e (7.5)). No presente trabalho, adotou-se a aproximação em somatório de au-

tofunções para Y (x), numa tentativa de reduzir o efeito dos erros de medição, como

se fosse um filtro, permitindo em tese somar mais termos às expansões das estima-

tivas (cf. Seção 7.4). Entretanto, o mesmo comportamento associado à limitação

do número de termos nas expansões foi observado para as estimativas com ńıveis de

rúıdo não-nulos, de modo que a abordagem sugerida não foi eficaz na filtragem dos

erros de medição. As Figuras 7.17 e 7.18 ilustram esse fenômeno, respectivamente

para o salto de temperatura e o fluxo na interface de contato Γ, para o problema-

teste referente à interface de contato de ı́ndice 2 e condutância térmica de contato

teórica de ı́ndice 2.

0 5 10 15 20

100

101

N1

δ[T1−T2]

Figura 7.17: Desvio quadrático médio das estimativas de [T1− T2]Γ versus o número de
parcelas na expansão em série correspondente, para o problema-teste referente à interface
de ı́ndice 2 e condutância térmica de contato teórica de ı́ndice 2: #→ σ = 0, 0; �→ σ =
0, 1; 4→ σ = 0, 5
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Figura 7.18: Desvio quadrático médio das estimativas de
[
−k1

∂T1
∂n

]
Γ

versus o número de

parcelas na expansão em série correspondente, para o problema-teste referente à interface
de ı́ndice 2 e condutância térmica de contato teórica de ı́ndice 2: #→ σ = 0, 0; �→ σ =
0, 1; 4→ σ = 0, 5

Em situações práticas, nas quais os perfis teóricos não são conhecidos, o critério

de determinação do número ótimo de termos nos somatórios (7.15) e (7.16) baseado

no desvio quadrático médio não poderia ser aplicado. PADILHA (2016), a fim de

contornar essa dificuldade, sugeriu duas métricas baseadas em normas calculadas

a partir de sucessivas estimativas de perfis; porém, o autor teve dificuldade em

estabelecer critérios objetivos e determińısticos baseados nestas normas.

Ainda assim, a abordagem sugerida para representação de Y (x) via somatório de

autofunções trouxe um resultado inesperado e surpreendente: para o caso σ = 0, 0◦C,

verificou-se que as expansões das estimativas de salto de temperatura e fluxo de

calor na interface de contato permitiram empregar um maior número de funções

ortogonais do que no caso de PADILHA (2016). Naquele trabalho, em que a interface

de contato era horizontal, a quantidade de termos nas expansões das estivativas

adotando-se σ = 0, 0◦C era no máximo N1 = N2 = 14, tanto para o fluxo de

calor quanto para o salto de temperatura. Já para este trabalho, em todas as

combinações de geometrias de interface de contato e de condutâncias térmicas de

contato analisadas, foi posśıvel utilizar todos os termos calculados nos somatórios, no

caso N1 = N2 = 20 (cf. Figuras 7.17 e 7.18), sem prejúızo da estabilidade numérica

dos resultados. Uma vez que foi posśıvel o acréscimo de mais parcelas, os resultados

encontrados no trabalho presente para este tipo de interface mostraram-se melhores

do que os obtidos naquele trabalho.

Pode-se então conjecturar que, numa situação ideal em que não houvesse erros
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de medição, tanto o salto de temperatura quanto o fluxo de calor na interface –

e portanto a condutância térmica de contato – seriam mais precisamente estima-

dos desde que fosse feita uma representação anaĺıtica das temperaturas sintéticas

na interface superior através de uma aproximação em somatório das mesmas au-

tofunções do problema inverso. Entretanto, no desenvolvimento numérico deste

trabalho, observou-se que esse comportamento era diretamente influenciado pelas

ordens das matrizes M e b, referentes aos sistemas lineares (5.83) e (5.97), e prova-

velmente relacionado à tendência de mal condicionamento daqueles problemas. De

fato, adotando-se limites de somatórios maiores do que os utilizados neste trabalho

na realização dos cálculos, os mesmos problemas de instabilidade no cálculo dos

funcionais de reciprocidade foram observados.
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8 Conclusões

Este trabalho apresentou o desenvolvimento de uma solução anaĺıtico-numérica

para o problema inverso de transferência de calor correspondente à estimativa da

distribuição da condutância térmica de contato ao longo da interface de contato

irregular de um corpo de seção reta retangular constitúıdo de dois materiais, empre-

gando o método dos Funcionais de Reciprocidade aliado à Técnica da Transformada

Integral Clássica. Estas ferramentas foram originalmente aplicadas no trabalho de-

senvolvido por PADILHA (2016), em que a interface de contato consistia em uma

superf́ıcie plana horizontal. Assim como naquele trabalho, a técnica desenvolvida

caracterizou-se por ser não iterativa e não intrusiva.

O problema inverso analisado foi formulado em regime permanente, conforme

proposto por COLAÇO e ALVES (2012), e estendido em relação à configuração

original, substituindo a interface de contato plana horizontal por uma interface cuja

curva é representada por uma equação w(x). A condutância térmica de contato

foi levantada de forma indireta, através do cálculo da razão entre as estimativas de

fluxo de calor e de salto de temperatura na interface de contato.

As estimativas de cada uma dessas funções foram obtidas através da técnica do

funcional de reciprocidade, aplicada a duas famı́lias de funções auxiliares, obtidas

através da solução anaĺıtica dos respectivos problemas auxiliares, via transformação

integral clássica. Cada problema foi resolvido para o domı́nio completo composto

pelos dois materiais e a respectiva solução foi particularizada para o subdomı́nio

correspondente. Através desta abordagem, contornou-se a dificuldade associada à

solução de um problema difusivo via transformação integral quando o domı́nio de

trabalho não é regular.

A partir das funções auxiliares obtidas no passo anterior, foi gerado um novo

conjunto de funções auxiliares ortonormais, através do algoritmo de Gram-Schmidt,

uma técnica normalmente aplicada a vetores “clássicos”, mas que pode ser aplicada

a espaços lineares para os quais se defina uma operação consistente de produto

interno.

Finalmente, as estimativas de salto de temperatura e de fluxo de calor na interface

foram representadas como combinações lineares destas funções ortonormais, em que

os coeficientes são exatamente os funcionais de reciprocidade. Os funcionais, por
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sua vez, puderam ser calculados através de expressões anaĺıticas simples envolvendo

medidas de temperatura obtidas no exterior do corpo de prova.

Para verificar a eficácia do método, foram resolvidos vários problemas-teste, com-

binando diferentes geometrias de interface e diferentes perfis teóricos de condutância

térmica de contato. As medidas experimentais de temperatura na superf́ıcie supe-

rior do corpo de prova foram simuladas a partir da solução do problema direto

correspondente. Diferentes ńıveis de ruido foram somados às medidas sintéticas de

temperatura, a fim de avaliar seus efeitos na estimativa da condutância térmica de

contato.

As estimativas encontradas para os problemas-teste mostraram-se muito boas,

especialmente para os casos em que não se adicionavam erros às medições experimen-

tais de temperatura. Nos outros casos, as estimativas exibiram um comportamento

qualitativo consistente com o comportamento teórico esperado.

Os resultados obtidos e as análises efetuadas demonstraram o enorme potencial

do método do Funcional de Reciprocidade em recuperar, de forma rápida e eficaz,

as distribuições de salto de temperatura e fluxo de calor na interface de contato,

e consequentemente o perfil de condutância térmica de contato. Para aplicações

práticas na indústria, tais como identificação de falhas em processos de fabricação

ou verificação da qualidade de isolamentos térmicos, estes resultados podem ser

extremamente vantajosos.

8.1 Sugestões para trabalhos futuros

De todos as questões levantadas ao longo do desenvolvimento do trabalho, talvez

a mais desafiadora seja a grande influência dos erros de medição na qualidade da

estimativa da condutância térmica de contato. As simulações realizadas fornece-

ram excelentes resultados para os casos em que não havia rúıdos nas temperaturas

experimentais; infelizmente tais condições não ocorrem na prática. Técnicas de

filtragem de rúıdos, suavizando as medidas experimentais de temperatura, pode-

riam contribuir na melhoria das estimativas dos perfis de salto de temperatura e de

fluxo de calor na interface de contato, fornecendo perfis de condutância de contato

mais confiáveis e menos senśıveis à quantidade de parcelas usadas nos somatórios

de cálculo das estimativas.
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A geometria da interface de contato é, de certa forma, um fator limitante à

aplicação do método. Interfaces cuja curva representativa cruze o plano yz em mais

de um ponto (ou seja, que “passem sobre si mesmas”), ou que possuam desconti-

nuidades ou “degraus”(pontos em que a derivada w′(x) seja infinita) introduzem

dificuldades, devido à natureza matemática do desenvolvimento. O caso da inter-

face com descontinuidade poderia ser contornado representando a vizinhança da

descontinuidade através de uma função sigmoide, definida como:

σ(x) =
1

1 + e−γx
(8.1)

onde o parâmetro γ é uma constante real positiva arbitrariamente grande.

Uma análise de sensibilidade do problema inverso, em relação ao parâmetro

hmax ou às dimensões a e b, por exemplo, poderia ser desenvolvida a fim de avaliar

se o método continuaria fornecendo resultados semelhantes aos encontrados neste

trabalho, ou se os resultados seriam f́ısica ou experimentalmente fact́ıveis. Outra

possibilidade de análise seria o estudo da influência de desvios entre a superf́ıcie de

contato usada nos cálculos e a efetivamente implementada no arranjo experimental

(por exemplo, adicionando um pequeno valor de fase ao argumento do cosseno na

expressão da interface de contato 3 para o cálculo das estimativas, tendo previa-

mente usado a expressão original com fase zero no levantamento da distribuição de

temperaturas sintéticas).

Os problemas analisados nesta dissertação foram bidimensionais em regime per-

manente. A extensão do método para geometrias tridimensionais com superf́ıcies

arbitrárias parametrizáveis em duas coordenadas é imediata; em especial, o caso tri-

dimensional, com interface de contato plana horizontal bidimensional, foi analisado

por LACERDA (2018) em sua tese de doutorado. Da mesma forma, uma modi-

ficação do problema original formulado neste trabalho para uma versão em regime

transiente, mais adequada às aplicações práticas de engenharia, também é posśıvel.

Assim como aconteceu na condução deste estudo, tais propostas, pelo menos em

tese, também levariam a resultados pelo menos tão bons quanto os encontrados

aqui.

Por fim, uma validação prática, através da construção de um aparato experi-

mental implementando alguma das interfaces de contato analisadas, semelhante ao
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realizado por ABREU (2014), seria um elemento agregador ao método e contribuiria

para atestar sua robustez e eficácia.
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