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RES UNMO

0 método direto de Liapunov é utilizado para es-
tudar o dominio de atracao de uma das posigoes de equili-
brio estavel de uma estrutura simples que apresenta um com
portamento de "snap", {0 mod&lo mecinico estudado é uma es-
trutura plana simples que jd foi utilizado por muitos ou-
tros autores pare a discussac de certos aspectos tipicos em
problemas de "snap®. Duas leis de amortecimento diferentes
sao consideradas e para cada casc sao construidas fﬂngaes
de Liapunov através o uso de vérios métodos, dentre os quais
squéles de Szegg, Willems ¢ Infante recebem especial aten~
¢a0. Para comparar as estimativas do dominio de atracao ob
tidas por €ste procedimento com o dominio atual, as egua -
qus de movimento foram resolvidas em um computador anald-
gico. Finalmente, ¢ mostrado como o método direto pode ger
utilizado para a resoluqao do problema de "snap" dinﬁmico;

Cargas do tipo "degrau" e “impulsivas" sac consideradas.
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ABSTRACT

Liapunov's direct method is used to study the
domain of attradtion of one of the stable equilibrium
positions of a simple structure which presents a "snap-
through" behavior. The mechanical model studied is a plane
simple strut which has already been used by many other
authors for the discussion of some aspects which are ty-~
picel for "snap-through" problems. Two different damping
laws are considered snd for each case Liapunov functions
are constructed using several different methods, among
which the methods of Szegg, Willems and Infante receive
special attention. In order to compare the estimates of
the domain of attraction obtained by this procedure with
the actual domain, the equations of motion were also solved
on an analogue computer. Finally it is shown how the direct
method can also be used to solve the problem of dynamic
"snap-through® under loading. Step and impulsive-losding

are considered.
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1. INTRODUCAQ

Carregando~ge uma estrutura, de uma maneira quase
-estdtica, com uma carga "P" ideal e chamando-se de " f "
o0 deslocamento de um certo ponto da estrutura segundo uma
diregao fixa, a curva P(f) representa bem as principais ca
racteristicas de deformagao da estrutura. Esta curva pode
ser de vdrios tipos, o que constitui um possivel critério
de classificagao dos problemas de estabilidade na'elastosté
tica. O ceso mals simples gue se estuda na teoria elementar

dae estruturas € aqudle que Pflilger [32] chema de

1.1 Caso normal

Néste caso a curva P(f) ¢ monotdnica crescente,
isto é, para cada valor de P hé apenas um valor de f a
8le associado., Este fato estd ligado ac teorema da unicida-
de na elastostdtica devido a Kirchhoff, cuja validade se res
tringe & teoria da elasticidade cldssica., No caso de defor-
magoes finitas, em geral, o teorema apenas ¢ vdlido quando
o comportemento da estrutura é do tipo "normal* (ver [37],
pg. 5). Na fig. 1.1 representamos uma curva FP(f) tipica pa

ra 8scte caso.



Fig. 1.1

1.2 Curvas P(f) com bifurcacao

E o caso que corresponde & flambagem cléssica. Nes
te caso existem valdres de P ao0s guais corresponde mais de
um valor de T . Qomo exemplos, podemos citar a ¢oluna carre-
gada axialmente, ¢ anel circular sob pressao radial uniforme
e outras estruturas possuindo simetria de forma e carregamen

to. Uma curva P(f) tipica estd representads na fig, 1.2 .

Py

PR
e -
P posigoes de equi-
// c librio estavel,
posigaes de equi-
-——1ibrio instdvel.
Ponto de bi
furecagao.
A s

Pig. 1.2



Bste tipo de flambagem é caracterizado pelo fato
de hever duas posicoes de equilfbrio - uma estdvel e outrs
instdvel - infinitamente prdéximas, quando @& carga P ultra
passa a carga “eritica" Pcrit de um infinitésimo 4P . 4
curva ABD corresponde & estrutura nzo-flambada enquanto que
o ramo BC corresponde & estrutura flambada. Em geral, a con
figuragao nos dois casos difere bastante. Assim, por exem -
plo, no caso da barra reta sujeita & compressao axial P '

tem-se que a barra nao-flambeda permanece rets, isto &, f=0,

e & barra flambads apresents ums flecha méxime f ¢ 0 (Ver

fig, 1.3).
P
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Fig. 1.3 Coluna carregada axialmente

Convém observar que o ramo BD da curva P(f) , devi

do & instabilidade, nao pode ser realizado fisicamente.



0 conceito de estabilidade emvolve a idéia de movi
mento, e uma definicac matemdticamente precisa de estabilida
de sémente pode ser dada usando-se as equacoes diferenciais
que regem o movimento da estrutura. A rigor, entEo, o estudo
da estabilidade ultrapassa o Smbito da elastostdtica. No en-
tanto, usando-se certos artificios, como o teorema de Lagran
ge & Dirichtlet sdbre a estabilidade do equilfbrio gueando =&
energia potencial assume um minimo, consegue-se discutir a
estabilidade da estrutura, guando sujeita a cargas conserva-
tivas l. Isto explica, em parte, porque ainda hoje, em geral,
a estabilidade de estruturas € estudads na elastostética é,
porque a tecria da estabilidade de equagaes diferenciais €,
as vézes, pouco conhecida pelas que trabalham em estruturas.
Uma das poucas tentativas feitas, em concilier a teoria da
estabilidade com a das estrufuras, se deve a Leipholz [23].
S6bre a estabilidade de estruturas sujeites a cargas depenw
dentes do tempo, veja-se o livro de Bolotin [1], que também
estudou estruturas sujeitas a cargas nao-conservativas inde-
pendentes do tempo [2]. S8bre o conceito moderno de estabili

dade de estruturas eldsticas, veja-se Koiter [20,2{].

1 Usualmente é considerado trivial, pelos engenheiros, ©
fato de o equilfbrio ser estdvel se a funcso energia poten-
ciel assumir um minimo nesta posigao. No entanto, em sistes
mas continuos nao-lineares, a demonstragac déste teorema &

bastante diffcil e sdmente foi obtida em 1960 por Movchan (26).



1.3 Curvas P(f) com "reversao

Neste caso a curva P(f) ¢é inicialmente crescen-
te até atingir o mdximo relativo em B , decrescendo, a se-
guir, até C , & partir de onde ela & novamente crescente

(fig. 1.4).

F
ﬂ
____posigoes de equi-
1ibrio estéhvel.
Py
___Dposigoes de equi-
Po 1ibrio instdvel.
A :—f

fig. 1.4 Curvas P(f) com reversaoc

A parte BC da curva P(f) corresponde a posi -
coes de equilibrio instéveis. Para veldres de P situados
entre P, e Py a estruture admite trés posigoes de equili
brio bastante distintas, das queis apenas duas sao fisica -
mente realizdveis. Aumentando-se a carga P , de maneira qua
se—estdtica, a deformagac f , inicialmente, sumenta continu
smente. Quandoe P = PB+-dP , hé apenas uma posigao de equi —
1{brio prdxima de B’ , na curva CD. Logo, quando P atinge
P

B
movimento vibratdrio.

y & estrutura deixa de estar em equilibrio para entrar em



Se houver amortecimento, a estrutura tende pars s nova posi-
¢ao de equilibrio em B’. Na prdtica, o equilibrio em B’ ¢
atingido apds um tempo finito; o movimento de B para B'esg
capa ao campo da elastostdtica.

Por outro lado, sea darga P € diminufda de maneira quase-
-estatica a partir de P,7 Py , um fendmeno semelhante ocor-
re quando P atinge PC » Em embos os casos diz-se que ocor
re "flambagem com eversao" ou "enap'. Dagqui en diante prefe-

riremos o termo inglés ao portugués por ser 2ste dltimo pou-

¢o conhecido,

A caracteristice essencial do “snap" € a passagem
da estrutura de uma posigao de equilfbrio 3 outra, z uma dig
téncia finita da primeira, no momento em que a carga ultra -

passa 0 valor critico de um infinitésimo.

Observe-se gue o conceito de estabilidade, em ge -
ral, usado na elastostatica, se refere a perturbagses infini
tésimais. Se permitirmos perturbagaes finitaa, sempre serd
possivel achar ums perturbaqao suficientemente grande tal que

a estrutura passe do ponto E aoc ponto E' (fig. 1.4).

Como modelos de estruturas sujeitas ao "snap", po-
demos citar; arcos de pequena curvatura; certos tipos de cas
cas, esféricas ou cilirdricas, bem como, certos tipos de tre

ligas.



0 problema de "snap" em arcos foi estudado, para
carregamentos do tipo quase-estdtico, por Fung e Kaplan [9],
Gjelsvik e Bodner [B], Schreyer ¢ Masur [33], € outros. Nach
bar apresentou um tipo diverso de estrutura, uma coluna res-

tringida por um fio, também sujeito ac "snap" (ver [1] ).

As curvas P(f) até aqui descritas correspondenm a
penas s posigoes de equilibrio com P constante. Quando a
carga P € uma funqgo do tempo, as curvas perdem o seu sig-
nificado f{sico imediato, € o comportamento da estrutura de-
ve ser analisade utilizando-se as equagses do movimento. De
uma maneira geral, fala-se entac em "flambagem dinfmica", se

& estratura é do tipo 1.2 ou 1.3 .secgoes 1.2, 1.3)

Para o caso em que P € uma funggo harmdnica do
tempo, miitos resultados forem obtidos por Bolotin [1] e Met

tler Eﬁ], no que se refere a estruturas do tipo 1.2 .

No que se refere a estruturas do tipo 1.3 , sujg%—
tas a cergas dinfimicas, muitos s20 os trabalhos publicadoes.
Sem sermos exaustivos, mencionaremos Mettler e Weidenhammer
27,28, Hsu [0,11,12] ye Hsu, Kuo e Plaut [3], que estuda-
ram o.problema dos arcos sujeites a cargas do tipo "degrau®,
"impulsivas®" e "retangular®,

Por sus vez, Lock [24] , Hueng e Nachbar [24] , Hegemier e
Tzung [@]e outros, estudaram o problema Ge arcos viscoelds-

ticos, ou sujeitos a amortecimento.



Sistemas simples, de um grau de liberdacde, foram
estudados por Huang e seus colaboradoreé 15,184 e por Nach-
bar e Huang [30] . O problema do "snap" para &stes sistemas,
entretanto, 86 foi analisado para certos valdres de condi -
gSes inicisis, 0 que deixa ainda uma grande lacuna neste es-
tudo. 0 objetivo ~"deste trabalho €, na medida do possivel ,

conbtribuir para ¢ preenchimentc desta lacuna.

Assim sendo, para uma estrutura cuja caracteristi-
ca estatica corresponde ao tipo 1.3, procuraremos determi -
nar quais as perturbagoes permitidas, das posigoes de equili
brio correspondentes ao ramo AB (fig. 1.3), tais que a estru
tura tenda novamente a 8ste estado de equilfbrio, e neo ao
ramo CD. Como &ste problema sdmente pede ser resolvido usen-
do-se as equagoes do movimento, permitiremos nao sdmente a -
fastamentos iniciais do equilibric, mas também velocidades i
niciais nao nulas. De certa maneira, ﬁoder-se-ia entao falar
em um problema de "snap dina@mico". Para abordar o problems,

usaremos um mod&lo de estrutura com um sé grau de 1iberdadel.

1 Resolvendo-se ¢ problema, estd também resolvido o pro-

blema de [30] , como mostraremos em (6.2).



2. _OS MODELOS MECANICOS E SUAS CARACTERYSTICAS DINAMICAS

No nosso estudo nos referiremos a dois mod@los me-

¢canicos simples, de um grau de liberdade, descritos a seguir.

2.1 Mod&lo A P

e

fig, 2.1 DMod&lo A

Ne fig. 2.1, duas barras, consideradas sem massa,
de comprimento natural (indeformado) a.sec§ ¢ drea de sec-
gg.o transversal A& , sao representaedas, ligadas simétricameg
te, por mei¢ de pinos sem atrito, e ume massa M e aos su-
portes. Nesta massa age a.carga P , constante e vertical ’
que serd sempre suposta positiva ou nula neste trabalho. Des
preza-se os efeitos da gravidade. pssume-se que (h/a)a<<1, de

modo que ©¥ h/a , §% h /a .

1 As equaqaes diferenciais gue regem o movimento de nos -

80s modelos descrevem uma classe relativemente grande de gis

temas meciZnicos.
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Assume-se, ainda, que o material constituinte das barras seja

¢ de Voigt.m
2.2 Modélo B

A messa M estd ligada a um smortecedor linear ,
com coeficiente de amortecimento C (ver fig. 2.2). Valem as
mesmas consideragoes tomedas em relagao ao moddlo A , supon
do-se agora, porém, que o material constituinte das barras

seja ¢ de Hook,

P

Pig. 2.2 Mod&lo B.

2.3 Equacoes do movimento

Nesta secgao apreseniaremos as equagoes do movimen
to para ambos o8 modelos, e as transformaremos de modo a ob-

termos equacoes adimensionais.

1 Este moddlo € o mesmo utilizado por Nachbar e Huang [30]

em sua andlise.
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2,3.1 Para o modélo A

Obtém-se diretamente a equagac do movimento
3
2FsenG +P = Ma??z(ho—h)/ (2.1)
onde F é a fbr¢a axial em cada barra, sendo portanto uma fun
cao de © . A deformagao € pode ser relacionada através & ex-
pressao
S s5eC8 - QSOC 8,
€ = & sec o, (2.2)
e, lembrando que ©= hf/a , §Z h /a , resulte
€= zo2 (h2-ho%) . (2.3)
‘Introduzimos, sgora, a relacac constitutive do ma-

terial de Voigt
T £
Ee + 1 %? 7 (2.4)
¢ assumimos que F seja sempre menor que a carga de flamba-
gem das barras, de modo gque
a= ‘E 7 (2.5)

donde
= - A0 = Ay g€

Substituinde (2.6) em (2.1), utilizando (2.3) e lembrando
que sen® ¥ h/a , resulta

A 2 52 A L% g o%h _

b (K43« 224 W b +PrM2% 0.
Esta equac;.;o pode ser escrite na forma

w1 - SRS R ) S * 58 aE)=0, (2.s)

e introduzindo grandezas adimensioneais

(2;7)
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Yy = h ’

I
T = t(AhIE[Ma3)2,
P= Pas/‘?abE‘A J e

k, = 2M (AhS/a®mE ) ’/2}

(2.9)

teremos ume Unica equagao para y(Z ) :
Y+EFTey - y+p =0, (2.10)
onde ()} =48/4z( ).

2.3.2 Para o modélo B

A equagac do movimento &, agora
2
- 2F sens +P=M§&-,_(h--h)+ca%(h‘;")- (2.11)
A equagao das deformagees (2.2, 2.3) é a mesma, e a relacgao

constitutiva_do material hookeano &

0= EE . (2.12)
Introduzindo nova grendeza adimensional
3 2yi1lz
ky = C(a*/SMEA )T (2.13)
e procedendo como no caso anterior, obteremos

3

F+ky +y -y +p=0. (2.14)
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2.4 Pontos de eguilibrio

Oe pontos de equilibrio (singulares) sao definidos

por ¥y = constante , donde se tem

y=0 , y=0. (2.15)
o gque nos da :

v -3 +p=0, (2.16)
para ambos os modé&los,

As tres rafzes da Eq. (2.16) podem ser obtidas ex-
pliciteamente, para intervalos de variagao da carga p , da
seguinte maneira:

Para 04p<2/(3¢y3), seja 3 = gen™t [3J—3p/2], on
de 0<4{(4&7/6. Entao as raizes sao y = yioi=1,2,3,

Y17 Fp7 0775 (ver fig. 2.3), sendo dadas por

¥ ,_rzs_.scmc_ , (2.17)

b = - cose - = SEN -
Para p = 2/(3y3 ) , as rafzes ¥y © ¥, se confundem:
Y9 = Yo = i1/3 e, ,
para p>2/(3{y3 ), hd sdmente uma raiz real. Seja
P=3 ﬁ p/2 e considere-se '1'3:31 ; resulta entao

Yz s - *%l (7~ (3™ 1)'”‘] ", [ﬁ - (5‘14)"’J e } (2.18)
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2.5 A estebilidade dos pontos de equilibrio

Estudaremos, nesta secggo, a estabilidade de cada
um dos pontos de equilibrio. O conceito de estabilidade a-
qui adotado corresponde & definigao clédssicae de Liapunov (

veja-se [3,8,22,29]).
2.5.1 NMod&lo A
por meio das substituiqaes

xl = ¥ 5 X2 = i’ ’ (2.19)

a Eq.(2.10) pode ser posta sob a forma de um sistema de du-

as equaqaes de primeira ordem, nao linear, real e autdnomo:

H]

W 2 3
xz_-kax1x2+xl—xl -p .

(2.20)

Para estudar a estabilidede do ponto de equilibrio
=¥y o efetua-se uma transformaqgo de coordenadas tal que és

te ponto de equilibrio seja deslocado para a origem:

2z = X - Y y
1771 (2.21)

Zy = X5 3

nessas novas coordenadss as equagoes (2.20) tomem a formas

2y =2y
X 2 3 (2.22)
52 = —kA(zl + Yi) 22 + (Zl + yi) - (Zl + Yi) - P,

e lembrando da equagao (2.16),
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Zl=22 s

(2+23)

[
o
H

Estudamos, inicialmente, a estebilidade do ponto
de equilibrio 2y =0, 2,=0, ousejay=y, , do sistema

linearizado correspondente ao (2.23) :

é = 2 s
1™ "2 (2.24)

»

2 2
Z, = - K, ¥ %, - (33& -1)21 .

Procuraremos solug:Ses do sigtema {2.24) na forma

AZ Ag

Zy= Ag e , G =€ (2.25)

obtendo, entao a equagao caracteristica

-4 1 C}
(-39 -kye L /

cujas rafzes A, e A: sao dadas por

Az e - § e (4RE%S+ 1-3v%) " - (2.26)

Vé-se, pela fig. 2.3 , que para 0< P <1 , resulta
(1 - 33'12)(0. Examinando a expressao (2.25), verifica-se que,
pare ¥ = ¥y, embas as raizes, com kA7 C, tém sempre parte
rezl negativa, podendo haver um par de raizes complexas con-
jugadas ou duas raizes reais negativas, dependendo do valor
de kA’ supondo dado o vzlor de p. Em ambos os cagos, a posi-
¢ao de equilibrio da equagao linearizada é assintdticamente

estdvel. Dos teoremas de Liapunov sdbre a linearizagao (ver

[3,8,22,25] ), sabemos que &ste resultado também é vdlido pa-

ra 0 sistems nso-linear.
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A posiqﬁo de equilibrio y = 71 é, portanto, com kg>0 y 28—

sintdticamente estdvel. Para 02 k,< -ﬁ.%-z (3y12- 1)1/2, tem-ce
um par de raizes complexas, o que corresponde a um foco, e pa
Tra kA7-§fa (3yf!— 1)1/2, temos duas raizes reais negativas e,
portanto, um pontoc nodal. Com kA = ¢, pode-se mostrar, de ou-
tra maneira, que o equilibrio é ainda estdvel, embora nao as-

sintdticamente, e teremos um ponto central (ver fig. 2.4).

@

ponto central foco estdvel ponto nodal
2 ,
k.o ek 2, (395" wnz iyt
£ /3

Fig. 2.4 Os pontos de equilibrio ¥y € ¥y

Para o ponto de equilibric y = 73 também vale
(1-3 332)40 + € Seguem-5e as& mesmas consideragaes feitas no
caso anterior. A solugae ¥ = ¥y + com k,>0 , é, portanto,

senpre assintdticamente estdvel.

No estudo de y = y, verifica-se que (1-3 y22)>0 .
para 0<£Pp<l, e da Eq. (2.25) conclue-se que as duas raizes,
Ay e 4, ,580 ambas reais, sendo uma positiva e a outra negativa,
o gue corresponde 4 instabilidade. Dos teoremas sdbre a line
arizacao ssbemos gue &ste resultado é também vdlido para o

sistema nao-lineaxr.
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Assim sendo, & sclugao y = y, € instdvel, tratando-se de um

ponto sela. (ver fig. 2.5). 22

NS
;}>//~:\\\ k>0

ponto sela

Fig. 2.5 O ponto de equilibrio Yo

Resta ainda discutir a estabilidade dos pontos de
equilfbrio para ¢ caso de D = 1 . Neste caso os pontos de e
quilibric y, e ¥, se confundem, ou seja ¥y = ¥, = /3 . -
As rafzes da equagac caracteristica serao

Az = _Efb,,yf:%ta,f
sendo que pelo meénos uma ¢ nula, Com ¥ﬁ= 0 , o ponto de e-
quilibric do sistema linearizado ainda & estdvel, emboras nao
assintdticamente. Nesbe caso, no entanto, & partir déste re-
sultado, nao podemos tirar conclusoes respectivas 3 estabili
dade da equacao completa. B precisamente o caso dito "criti-
co*! na teoria da estabilidade [3,25] , sende que a estabili-
dade ou nao sd pode ser decidida pelos 13rmos nao-lineares.

fiste estudo, bem msis complexo, nao serd feito agui.

Se observarmos & fig. 2.3 novamente, verificamos,
agora, que & curva que relaciona P com a coordenada Yy da

posigﬁo de equilibrio € do tipo 1.3 , visto anteriormente.

1 Nao confundir com & mesma denominacao que certos auto-

res dao para o ponto singular.



Desta maneira, se considerarmos a carga P , nso constante ,
mas guaseestdticamente crescente, teremos ocorréncia de

"enap" para p, = 2/A3 3) .
2.5.2 Mod&lo B

Parz o modélo B,'procedendo da meams maneira, tere

mog 0 aistema linearizado

é = 2 »
o2 (2.26)
2y = kprp = (¥3° - g
com as reizes da equagao caracteristica agora, sedo
2 2y 1z
e+ ~ka s (§40+1-375%) (2.27)

Para efeito de estudo da estabilidade dos pontos
de equilibrio, esta equagac (2.27), é id®ntica & Eq. (2.25),
sendo que, desta maneira, valem as mesmas conclusoces tiredss
anteriormente. A unica diferenga reside nos valﬁrea de kB
que tormam os pontos de equilibrio estével, ¥y, e ¥y, em pon

tos nodais ou focos estdveis. Para 0Llky 4 2( 3y12 - 1)1/2 te

remos focos estdveis e para kB > 2(3y12 - 1)1/2, pontos nodais.



3. ESTUDC DO DOMINIQ DE ATRACAO DO PONTO DE EQUILIBRIO
Y = ¥; , ATRAVES DO METODO DIRETO DE LIAPUNOV

3.1 Generalidades

Queremos estuder quais sac os deslocamentos inici-
ais relativos & posigac de equilibrio e quais as velocidades
iniciais permitidas, tais que o movimento correspondente ten
da 2 posiceo de equilfbrio y = y, com t-«. Inicialmente
formularemos o problema de msneira precisaza e exporemos o mé-

todo a ser utilizado. .

Estudando o dom{nio de atragao do ponto de equili-
brio y = Y1 9 trabalharemcs sempre com coordensdas 2y € Z,,
correspondentes 3 transformagaoc (2.21). Adotando & notacgao
patricial, &s equagoes diferenciais sac entao escritas nafor

ma
= £(z) {3.1)

L

com £{(Q)

Q . Sabemos que, para k>0 , a solugao trivial

de (3.1) € assintdticamente estavel. Chamemos de z(gq, ) 2
solugao de (3.1) com %(2y0) = %o . Define-se, entao, o do-
minio de atragao L dé'éalugao trivial de (3.1) como sendo o
conjunto dos pontos 2z, # ¢ , com & propriedade G}Eg z(20,2)=0,
isto é,

2 fzote/f 55T =g (3.2)

Fur
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0 daminic de atragao é, &8 vézes, também chamade
de "dominio de estabilidade assintdtica® ou de "regiso de
estabilidade". Evitaremos &ste ultimo termo, para que nao
ge confunda o dominio de matraceo com a regiso de estabilidade

no espaga dos parfmetros do sistema [ver 8, pdg. 108] .

Devida A& estabilidade assintotica de z =0, sa-
bemos gue certamente existe um dominio de atragao que
ndo se reduz ao ponto z = O . Bm geral, é muito dificil
ou mesmo impossivel obter o dominic de atragaoc referente &
solugao trivial de ums equagao (3.1) nac-linear qualquer. Os

processos analiticos existentes fornecem uma estimativa des-

ta regizo.

0 processo analitico que melhor se adapta 2o estu-
do do dominio de atraqu do ponto de equilibrio baseia-~se no
segundo método de Liapunov, também chamado de “método dire-
to" [8,22] . Este método, em sua forma generalizada por Ie
Salle e outros, permite determinar analliticamente, dominios
Qys de maneira que H¢Cqp, isto &, determinam-se subdominios
do dominio de atragao. Os teoremas de Liapunov modificados

[8,22] , sac dados a seguir.
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2.2 Teorema I

"Dado um sistema de equagoes diferenciais (3.1),
com um ponto singular na origem, seja ¥(z) uma fungao com
derivadas parciais de primeira ordem continuas e definida
comr réspeito ao sinal em uma viginhanga 4 da origem, de
tal maneira que sua derivada euleriana ﬁ(g) y tomadzs en
relacao ao sistema de equagoes (3.1), seja semi-definida
de sinal contrario ao de V(z) em £ e seja M o maior
sub-conjunto invariante do conjunto ﬁ(g):O , entao t8da

trajetdria que inicia em (1, tende para N .°
3.3 Teorema 11

"bado um sistema de equagoes diferenciais (3.1)
com um ponto singular na origem, se € possivel determinar
uma fungao escalar apropriada V(z) , com derivadas parci
ais de primeira ordem continuas e definida com respeito ao
sinal em uma vizinhanga Jle¢ da origem, de tal maneira que
sua deriveda eulerisna V{(gz) , tomada em relacao ao siste
me (3.1) seja semi-definida de sinal contrério so de V(z)
em fle , e tal que V(z) = 0 nao seja solugao de (3.1) ex
ceto para & origem , entao 0 ponto singular z=Q € assintd
ticamente estdvel e tdda solugao que inicis em _A, tende

pars a origem."
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T.4 0 método de estimativa do dominio de atracac

As fungao escalares V(g) mencionadas nos teoremas
acima sao denominadas de "fungoes de Liapunov" (8,22] . Geo-
meétricamente, V(z)=cte, é uma femflia de curvas fechadas
que circundam o ponto singular. A derivada euleriana da fun

cao V{g) é
V(z) = gradv.z = gradv.f(z) . {3.3)

Se 0 sinal de %(z) é contrério zo de V(g), entao
as trajetdrias do sistema de equagaes (3.1) penetram, de fozx
ta: para dentro, as curvas fechadas V(z)=cte., e, desta for
ma, aproximam-se do ponto singular. A regiao do espago de es
tado limiteda pela curva fechada V(z) = €y , se totalmente
contida em Jl{ &, entao, um sub-dominio do dominio de atra-
950. Assim sendo, desenvolveu—se uma técnica gue permite, de

uma maneira geral, encontrar estas regioes.

Procuramos, inicialmente, construir uma fungao de
Liapunov V(z). Procuramos, a seguir, a maior curva fechada
¥(z)=C que estd inteiramente contida na regiac do espaéo de
estado onde ﬁ(g) ¢ semi-definida de sinal contririo ao de
V(g). Verificamos, a seguir, se ¥(z)=0 nzo & soluégo de (3.1)
a& menos do ponto 2z=g , e assim sendo, & regiEo do espaéo de

estado limitada por este curva V{(z)=C , é o maiorl sub-domi

1 Como veremos mais adiante, Cap. 5. , é possivel, por ..

meio de certos artificios, determinarmos sub-dominios maio-

reg.
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nio do domfnio de atragao que é possivel encontrar com a fun

gao de Liapunov construida.

Na aus®ncia de amortecimento, isto é, com k=0,
a posigao de equilibrio y = ¥1 é estdvel, porém nao essin-
tdticamente. Diz-se, também, que o equilibrio possue "estabi
lidade fraca". Note-se que, neste ceso, neo existe um domf-
nio de atragao, ou melhor, o dominio de atragao é vazio pois

c Unico ponto com a propriedade (3.2) é o prdprio ponto gO=Q.

Obgerve-se ainda, para o caso de amoriecimentc ni-
lo, que, se ﬁ(g):O en todo o espago de estado, as trajetdri
as do sistema nao penetram nem saem das curvas fechadas
'V(g)=cte. permanecendo, desta forma, sdbre as mesmas. Assim
sendo, as curves fechadas V(g)=cte. sao solugoes do sistema
(3.1) para © caso de amortecimento nulo. A maior curva fecha
da V{gz)=C, contids inteirsmente ne regimo do espago de esta-

do onde V(z) é definida com respeito eo ginal, e nac ultra

passa & posicac equivalente & ¥ To » é a maior trajetdria

que circule em tOrno de ponte y = ¥y sdmente.,
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4. ESTGDO DO PLANO DE FASE ATRAVES COMPUTACAO ANATGGICA

Neste capitulo estudaremos o comportamento das so-
lugoes, no plano de fase, resolvendo as equacoes com 0 auxi-

lico de um computador analdgico.

4.1 Esquemas de montagem dos elementos do computador

4,1,1 Para o modélo A

A equagao (2.10) pode ser escrita na forma

F=-k3V -7 45 -0, (4.1)
ou

R NN N T

b P E P A (4.2)
Seja

w = Y

e introduzinde em (4.2), teremos
s 2 F- 2 - e -] - P
w = -IB bﬂw (), ﬁ Wt o S ,;;. - (4.4)

A equagao (4.4) € equivalente X equagao (4.1). O
esquema do c¢ircuito utilizaedo para a resolugao desta equaéﬁo
estd mostrado na fig. 4.1, com =a chave R na posiczo A . Os
valdres de b a serem utilizados sao determinados pela limi-

tagao dos elementos do computador.

Os resultados sao obtidos diretamente, em um "plot
ter", Se utilizernos a escala de plotagen B :l, obteremos ,

no plano de fase, as curvas (¥,¥).
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4,1.2 Para ¢ modélo B

0 procedimento € andlogo. Néste caso a equagﬁo a

ger resolvida serd:
\ z
.;j,,--haw-&ﬁW!-W*-P//B (4.5)

0 esquems do cirem{to estd representado na fig.

4.2, com a chave R na posigao 4 .

4.2 Estudo das trajetdrias

Como, nesta secgao, faremos sdmente um estudo qua-
litativo das trajetdrias, naoc nos preocuparemos em tratar os

moddlos A e B separadamente.

Fig. 4.3 Curvas de fase com amortecimento: p=0
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Observou-se, durente os trabalhos no ansldgico, gque as curvas
sa0 gualitativamente equivalentes em ambos os casos, ou seja,
que a lei do amortecimento naoc tem infludncia aprecidvel sd-

bre o aspecto geral das curvas de fase,

Na fig. 4.3 mostramos algumas solugoes para o c¢aso
p=0, e na fig. 4.4, para p#O, com amortecimento. Estao repre-
sentadas as trajetdrias e; y que gao "atrafdas® para o ponto

de equilibrio E , y=y,, e as trajetérias d; que vao para o

ponto D,ﬁﬂr

LY

Fig. 4.4 Curvas de fase com amortecimento; pf0
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No limite, e, € a ™iltime" curva que € atraida pa-
ra o ponto E, isto €, qualquer trajetdria 3 esquerds, dentro
de certos limites, val para o ponto D.l Por outro 1lado, do re
presenta a primeira trajetéria que € atraida para o ponto sin
gular D, ou seja, qualguer trajetéria & direita, dentro de

certos limites, vai para o ponto E.

Para o caso de amortecimento nulo, nas figuras 4.5
e 4.6, estao representadas as trajetdrias, no plano de fase,

para p=0 e p#0, respectivamente.

Pig. 4.5 CQurvas de fase para amortecimentc nulo; p=0

1 Veremos mais adiante, na secgao 4.3, que hd curvas 3 es-
querda de e, que sac atraidas por B e & direite de do que vao

para B .
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‘/’ N\__:;
Iy

‘\\

e

L .15

Fig. 4.6 Curves de fase pars amortecimento mulo; p#0

Estao representadas as trajetdrias e; e e;', que

circulam em t8rno dos pontos de eguilibrio yEyi (B) e y§y3

{p), respectivamente. Estac também representadas as solugaes

a ,

xiste uma trajetdria e,s que circula sdmente em tOrno do pon-

que circulam em tdrho de ambos os pontos. Assim sendo, e

to E, para a qual qualquer trajetdria & esquerda circulard em
t0rno de ambos os pontos.
E de inter8sse determinar as trajetérias e  , que

representan § se tomadas convenientemente, as fronteiras do

dominio de atragao, definido no capitulo anterior.
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4.3 Determinacao do domfnio de atragaoc do ponto ¥EYy

E muito dificil a determinaceo de valdres de con-
digoes iniciais tais que obtenhamos as curvas limites e,

Para tanto, adotamos cutra tecnica.

A andlise das figuras anteriores (4.3 a 4.6) nos
sugere um procedimento adequado. AS curvas € atingem o
ponto sela & (ysyz). Assim sendo, se efetuarmos a integra-
gao no outro sentido, £ <O , é fdcil obter trajetdrias que
partam do ponto sela, sendo portanto curvas limites €o* Pa
ra que tenhamos as curvas limites em +8rnc do ponto y=¥yq
(ou curvas que circulem sdmente em tdrno d8ste ponto ou tra
jetdrias que seo atraidas pelo mesmo), perturbamos o siste-

ma no gentido déste ponto de equilibric estdvel, ou seja, i

niciamos a integracgaoc num ponto P(y,- Ay,0).

Observando zs equagoes (4.4,4.5), o vnico termo a
fetado pels mudangs de variavel z:-2Z é aguéle que represen
ta o amortecimento, que troca de sinal. Os esguemas dos eir
cuitos de integragao szo os mesmos,(figs. 4.1 e 4.2) com a

chave R ligada na posigao B.

A Tigura 4.7 nos mostra um par de curvas, e, € €],

t{pico. A regisc hachurada representa o domfnio de atragao

do ponto de equilibrio E (ysyi), e aquela sem hachuras, o do

minio de atracac de D .
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Observe-se que, no sentido mais amplo, &s afirma-
goes feitas em 4.2, a respeito de curvag i esquerda e & di-
Teita de e, , nao sao vdlidas. Sob um ﬁonto de vista global,
nao tem sentido a classificagao "direita" ou "esquerda”. Ob-
serve-se, ainda, que ¢ dominio de etragac do ponto de equil{

brio é aberto.

Para que se posea estudar melhor © problema, nos
preocuparemos sdémente 6om a regieo de tddas as trajetdérias
que sao atraides pare o ponto E (yEyl) e que iniciem no semi
-plane y>¥, , sem nunca deixd-1c. A regido onde isto € ver

dadeiro, € agquela limitada pela curva e_ e pelo segmento

0
CC', da reta ¥=Yg - Esta'regiﬁo seré,'por ndés, chamada de
"regiﬁo de atragao“. -

Nas figuras 4.8 a 4.11 estao representadss as re-
gioes de atracao do ponto y=y,, DerTa ambos os moddlos, para

p=0 e D# , com diferentes veldres de amortecimento.
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Flgc » r =
4 8 REgioea de a‘traqao para ¢ mo delo A, com p=0
. ) P
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o
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'Pig. 4.9 Regioes de atragao para o moddlo A, com p=.30
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Fig. 4.20 Regivces de strabBo.peda o modélo B, com p=0
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Pig. 4.11 Regioes de atragao para o modélo B, com p=.30
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5. CONSTRUGAO DAS FUNGOES DE LIAFUNOV PARA O PONTO DE

EQUILIBRIO Y = X,

5.1 Preliminares

-

A construcgao de fungoes de Lispunov € um capitulo
3 parte mo que se refere & aplicagao do método direto de Lia
punov. Muitos métodos forsm desenvolvidos e outros o serao
ainda, porque o campo estd ainds amplamente aderio para a
pesquisa. Nds, na tentativa de obter uma boa estimstiva do
dominio de atragﬁo, utilizaremos, dentre os métodos existen-
tes na literatura [ver 7] , dois métodos gerais, e aquéles

de Szegl, Willems e Infante.

Para facilitar s aplicagao dos métodos, Treescreve-

Temog as equagoes de interésse sob ume forma conveniente,

O0s sistemas de equagoes (2.24) e (2.27), transfor-
mados em relagao ac ponto de equilibrio =97, podem ser es-—

critos

LT fa (5.1)
- g (z) 2, - £z)

onde

£(z,) = (3y12-1)z1 « 3yp2,° 427 . (5.2)
Para ¢ modélo A,

g,(zy) = K(zg + 702, (5.3)



e para o modglo B,
gylzy) = ky . - (5.4)

5.2 Energia como funggo de Liapunov

Seja o sisteme de equagoes diferemcieis (5.1). 4

energia potenciasl, em relagao 2 origem, ¢é dada por

x
Ulz,) -/ [(2)dz=(5¥fz_'i)%z+)&z,5+2:"’ (5.5)

e tomendo a fungho energial, |

V(z1,3,) = 32,2 + Ulz) , (5.6)
'acﬁa—se,'fécilmente,
| V(2y,2,) = - gI(zl)_'zzZ . | (5.7)

O sinal de V(z) depende de U(z,). Ne origen, a fun
¢ao potencial atinge um ponto de minimo, e elém disto U(Q)=0.
No ponto de equilfbrio instével z=y,-y, , e fun¢ao potenci-

al atinge um ponto de méximo, de modo que velem as relagoes®:

1 Note-se gue aé constem op termos relativos & energia ei
nética ¢ potencial. 4 energis dissipada no amortecimento nao

€ considerada.

2  lembrar que pare p=p, ¢ ponto (yz-yl s 0) é & prépria o
rigem. Néste caso a fungmo potencial terd um ponto de infle-
xac sdbre a reta F=¥o=¥q» nao velendo, desta maneiras, ae re

lagoes (5.8) e (5.9).
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v(z)» O para 2922 Tp=F1 © 2 # 0 #52’ ¢

(5.8)
V(z) =0 para z=0Q .

v(ﬁ)fo "Ilﬁ '31(2'1)-7'-0 ’

¥(z) = 0 pars 2z,=0 . (5.9)

E necessério que tomemos V(g) no semi-plano
2y 2 ¥o=Fq pois, caso contrério, nao estariam preéncsidas as
eondiqzes do teorema II, j4 que o ponto sela P(yz-yi,o] é,

elém da orizem, também solugao do sistema.

A meior curva V(g)scte. , contida no eemi-pleno
2 7 Y-V excetuando-se o ponto P(ye-yl;o), nos derd a me
lhor estimetiva, do domfnio de atracao da origem, posaivel

mediante o uso desta fum;;o de Liapunov.

Se g(zl)=0, entao i’(g):l} ¥ z, € z,, de meneira
que ainda estao satisfeitas asp'condiqaes do teorema I. De fg
to, neste ceso, este funcao de Liapunov nos dard as solugoes
do sistema (5.1). 4 meior curva que-ci:rjeula em tdérnc da ori-
gen sdmente(sen circuler também em tdrno deoutros pontos de
equilibrio), é aquels gue passa infiﬁi‘ba.mente préxima =0 pon

to sela, P(y,-¥,,0) no semi-plano 2,z ¥o-¥y -

Assim senda,
v(z) = U(F) , (5.10)

1 Rote-se que, para p< P, existem valdres 'de zl<y2-yl,
tais que V(g)>0. ‘
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Zz

\ MODELO B — Dominio de o‘fra’cé-c

"/%

Mooéio A - Dom'.vi:ub da :Df!‘acéb
Y,

Fig. 5.1 Estimativa obtida pelo método da energia, para

ambos os modélos com p=0, k1=.30



43

de modo que

-— e -2
:'.':4-2,‘.'[5){{.! +E% 2+ %ZJ"Z#CS"I{'“Z)’J“'% 1:0 (5.11)

»

onde .Ei = 32-11 .
Na fig.'5.l representames este curva.

Note-se gue a fungao de Lispunocv assim conéfruida
" nao leva em. consideragao o t@rmo de amortecimento. Para amoy
tecimento nule, teremes o resultado exato. Para gqualquer va-
lor ou tipe de amortecimento, a regiao encontrada permanece
inalterads, o que nos leva a uma estimativae pobre do dominio
de stracgeo. Assim sendo, devemos pesquisar func;ses_ de Liapu-;

nov gue levem em conta o amortecimento.

5.3 liétodo geral

Este método eonegiste em se tomar uma fungeo ‘\'.i'l(gbo
em todo o espago de estado (excefo na origem onde i(g)mo ) e
achar ta- fungao V(z) correspondente, para o sistenma linea-
rizado, para entao calcular uma nova fmqap \'"( z), tomando-
B¢, agora, o sistema de iequagaea original. Demonstra-se que
a fungeo V(g) & uma fungao de Liapunov.para © sistema com-
pleto, em uma certa vizinhanga da origem, & qual é determi-
nada pela andlise do sinal de V(z), bem como de ‘5‘(5),

Bste método &b serd, aqui, aplicado para o modd-

1o A.
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Reescrevendo as equacoes (2.23) e (2.24) do siste-

na completo, e do sistema linearizado correspondente,

b= 2y

i’z = =k, (y; + 51)252 - [(33‘12-1) * 3¥29 *+ 2.12]2.1 ’
a

x =%,

. 2

= -k, %%, -(33y %)%
seja a funcso
71(5) = ""(112'#'_322) >0 ,'Vx].’xg ;X #Q . (5.12)

Seje a fungeo da forma
v(z)s 1 [Ax? . Bxixe c =]

2! ™~ Zg_y‘rz_ﬁ[

com A,B e C, conetantes a determinar. Calculando a derivads

/ (5-13)

euleriena em relagao ao sistema linearizado, teremos:

Vz(r) __[ o 15(33;, . 4)x e [Be, ¥ 20 (- ?ﬂxzz’#("zc'k:’.-rg)gj (5. 14)
Da identidade
1,00 = 1.05) (5-14)
vem que
A=1,
C=3/2k, e (5.15)
A= + k i 223 ,

de modo que

v( 2)

[33 24 - Z3Z2 & @,..é,,_)_){, =3 %° ]} (5.16)

33'. { 24,
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com a derivada euleriane em relagao so sistema de equagoes

compieto
wz)= - m,gg (3%%1)+ S22+ C %2 ]2f 4 [(B +4n)2?
+ (ib’uaﬂ)zf}za F L3 1)e 31214 z,_a_?.z,‘af (5.17)
¥ fdcil a verificagac de que v(z) € reelmente fun

¢30 de Liapunovl pars o sistema de equagoes (2.23) em ums

certa vizinhanga da origem.

Celculamos mmdricemente a curva V(z)=0, assim 8o
mo & maior V(§)=cte. que estd inteiramente contida na regi-
ao de i(g)u> o .

Na fig. 5.2 esté reyresentada a regiao encontra-

da através 8ste procedimento.

Observe-se, fig. 5.2, que & estimative de regiao
de atracao 8o ponto de equilfbric & muito ruim. De fato, re—
ramente encontram-se fungoes de Liapunov gue déem boas esti-
mativas, Isto 86 € possivel quando a equaggo original epre-
senta um ponto singuler com estabilidade total. Quando se sa
be que o ponto de equilfbrio possue eastabilidade local; deve
-se fazer maiores restrigoes para i[g). Para valdres parti-
culeres de D e kA, é possivel, por meio ﬁe tentetivas, obter
resultedos melhores. Ro entanto, estemos interessados em um
método gue nos d& bons resultedos em todo o campo dos paré-

metros p € ki . Daf a pesquisa de métodos especiais,

1 Note-se que para k,=0, a fungeo V(z) deixa de existir.
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Frig. 5.2 Estimativa-obtida’pelo meétodo qferal, para ¢ modé-
lo A, com p=0, :kk._-.so
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5.4 Hétodo de Szegd

Construiremos, neste seegao, as funggea de Liapunov

dedas pelo método apresentado por Szegd [34,36,37].

Reescrevende o sistema de equagoes (5.1)

-

T = 2

‘1 z (5.1)

z, = =gr(2))2, - £(2y) , ,
seja

g[(zlj = éb'ﬂ zl'ﬂ ,

f(Z-i) = ni‘:ﬁ Onfz,”) (5.18)
donde vem que

é" = o2 7 ° -

z..t. = - -zz,z anq”* Z onzr” . (5019)

Nxo " xp
Seja V(z) da forma
V(2) = Oul%, )z} + 20i2(z1)2:2¢ 4-22'2) (5.20)

teremos que
l;/?-:) =2@{1(&)&{"430;;{:,)12_a(zngqz,’bfauz."‘}{ @2fe, )z, - z:.J— . (5.21)

Considere-se a funcao auxiliar

w(s):em.' {sz,z,, w2 (z,){f - e{«aei br2,” s Zanz,’j {a.-'z/:r) +Za-.f , (5.22)

7re L EX

que ¢ da mesma forme de (5.21). &ﬁ;’é agora poeta sob forms

quﬁdrética en z,,
W(z) = Alz) 22 s B(2)za 4 C(24) (5.23)

onde
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7 o
= i f = ba d',,
Alz)-2loafz)- Zbaz” ]
/ o a0
B(z.)mefouﬁ-):;-'%pbaz,” Q.:h/z,)z, - Eoﬂa z, ) (5.24)
clz)- - zohtz)z, 2 anz”

nra

Pera obter uma fungao ¢(z)semi-definida, as raizes
%, de ¥fz),osac impostas a coincidir, tomando-se 4(z, )=B(z2, )=0.

Teremog entao

¥ . b
oele) s L bz, (5.25)
o.r'f/:,) =(§:»Z,"}3+é£¢”2ﬁ

nra

A fungao V,(2) associada & ¢z )€, enteo.

f bo&*vﬂ.yf (5.26)

b i ]
ij.(ﬁ) ﬁ.Z:+[z J%obq z:" J ta +gcaa2;q*’ > /.n-o

Eecolhemos, sgora, & fun¢so V(z) com & mesma for
ma de (5.26), mas com os coeficientes deixados arbitrdrios,

com o objetiwc de obter uma funcao V(z) negativa semi-defi-

nida,

Viz) - f;’:':jnlvn#;m'}"*,,z::j” oqz,”*izz,éf»éaz,””.,_ z:f} (5.27)
e teremas

V(g) = 2es £l Pninls Etrbo ™ 2aZlreor 08 e (o

+-hf‘§ (”’965’)2‘-,}-—-?izfaqn-goaﬂén%””][ké@a 7" Z'u‘?»zijj .

nrs

Se tomarmos
Anflf(n+1) » By=2/(n4l) e C,=1/(n+1), (5.29)

teremos

&0 q »ed 2 Ap On né o
Z)s + — b =2z, .
V("') [zz -né—: n+d h —? re »Zu s Yy, (5.30)
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viz)= —2[Z ~ bz [ 2 onz | (5.31)
Utilizendo (5.18) e lembrando que

hz‘:a_gqu z2" J"g bnz"dz | (5.32)
ocbteremos

Viz)- (z2 J,zé_.c(z)dz)2+ e/oz}/z)o/; ) (5.33)

V(z) - - 2Z31fz)dz . ) o | (5.34)

£ £dcil demostrart que V(z) € funceo de Liapunov

no semi-plano 2,» ¥,-¥; » sendo, desta maneira, aplicavel o

teorema II.

1 a) 2£(z,) é a for¢a restauradora, de modo que

f(zlj £ ¢ para Yoy < 29K 0 |

f(zl)> O para 2, >0, 2,/ V¥

b) _/ez'gI(z)&z >0 para 2, > 0 ‘

_f’gl(z)dzz. 0 para 2z, £ 0
.send_o, essim {'(é) Z 0 para Zy > Yp=¥y » © 5‘(5):0 sdmente
na origem e sgbbre a reta 2,=Y~¥; s € V(2) é positivo—defi-
. nido para z >¥o~¥y »
Note-ze gque para gI(zl)=0, ﬁ( 3)=0 quelquer que se

ia % e valem as considersgoes feitas em 5.2 .
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A maior curve V(g) contida no semi-planoc %12 Yo Vq

é aquela que tem apenas um ﬁonto s0bre & retia 21=¥5-¥; -«

Chamando de
Ei-= Fo=¥y ¢ ‘ (5.35)
a carva V(z) que tem sdmente um.pontc sbbre a reta mencio-

nada € aquela que tem uma raiz sdbre a mesma Teta, ou seja
Det(v(?i!zz) -C) =0, {5.36)

onde Det( ) represente o determinante ds equacao entre parén

tesgen., Teremos,
Z

Cc = ) f(z)dz , {{5.37)

]

de mameira que & curva procurzda € dada por

2 z, 2 z, Z;
(5% + grtz)088 )2 + [2(z)as - [2(2)aa = 0. (5.37)
(-] * (-]
Nes figs. 5.3 e 5.4 estéo representada as regidces
limitadas por estas curvas, para ¢ caso de kI=.3 s p=0, pa-
T2 05 moddlos A € B respectivamente, e sac comparadas com 08

domfnios de atracgao.

Como podemos verificar, em relagao & regiamo encon
trada em 5.2 ,(ver fig. 5.1), temos uma melhors,ns estimati-
va, no 22 e 42 quadrantes. Note-se que pars k;=0, obteremos

0 mesmo resultado de 5.2 .

Poderfames, jé agui, considerarmos a uniame das re-
gioces encontradas meste secgao € na 5.2 , como melhor estima
tiva. Deixaremos, entretanto, pars mais tarde (ver 5.7) uma

discussac mais completa a2 respeito.
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Tominio oe ofrag s

La

Ealimativo

Fig. 5.3 Estimativa obtide pelo método de Szegd, para o

modélo A, com p=C, k=, 30
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\ Dom l!ﬂJ'O de a,lrgga“‘o lZz_

—Z ]

Eg-f;moi"fi'a

Fig. 5.4 Estimative obtida pelo método de Szegy, para o mo-

délo B, com p=0, k‘.B=.30
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5.5 Método de Willems

Gomo haviamos mencionsde na secgao anterior, poder
~-8e-ig unir s regices encontradas em 2.2 € 2.4 , obtendo as
sim uma estimativa melhor do dom{nio de atragao. O método de
Willems [38,39] foi estudado, prevendo esta poesibilidade. A
funcao de Liapuﬁbv conseguida € dada em funcgao de um parfme-
tro <, e atrevés a variagao d8ste parfmetro dentro de um in
tervalo permitido, acham-se infinitas regises , sendo que-a
estimative do domfnic de atragao & dads pels uniac destas gg

gioces. Aplicaremos o método sdmente para o modélo B.

Reescrevendo o sistema de equagoes para 0 moddlo B

= (5.1)
%2 = -53(21)22 - f(zl] s

com
gy(2y) = Xy 5 (5.4)

verificamos ser idéntico so sistema estudado por Willems em
[39] , & menos da fungso £(2z,). Desta maneira, nac apresente
remos o método Ever 38,39] e escreveremos diretamente o resal

tado, como em [39].
Teremos
) F 7 3
R(z) = 205+ AZ  2204F(z), (5.38)

onde
Z,

B(z) = |2(z)dz , (5.39)
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con
X>1/ky - (5.40)
Para o= u-,te}-emos
2 L]
Wiz) = - +./f(z)az, (5.41)

que é a equagao (5.6), sob outra forma.

Para o = l/kB, teremos
. 2

2
Vylz) = %’ (2y + kpzy)” + ) £(z)dz , (5.42)
que € a8 eq. (5.33) aplicada ao modéle B, a menos de-nm fator.
Assim sendo, éste método. engloba aquéles de 5.2 e

5.4 , permitindo, ainda, construir outras.fungaes, pera vald

res differentes de X .
Como em 5.4 ,a fungao V,(z) 86 é vdlide pares 222,
e procedendo como na secgﬁo anterior, achamos 2 malery curve

Vv (2) = ¢ , que estd contida néste semi-plano,

T (z) = kg - W B(E) - 3. %%, (5.43)

ou

(z"".i-")z + (Mkb-d_)(ﬁz-f;z)/dt + 2:’-'(2’1)-2-"/5):9, (5.44)

Na fig. 5.5, sao dadas &s regioves encontradas para
valdres de ! e a regieo uniac , que é comparada com ¢ dominio

de atracao, parsa kp=.30 , p=0.
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=3 _}_a
Pig. 5.6 Estimative obtida pelo método de Willems para

¢ modélo B, com p=0, EB=.3O
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5.6 Método de Infante

0 métcdo de Infante [19], foi derivedo a partir de
conaideranes geométricas. Apresentaremos, a seguir, unm resu

mo do mesmo, de maneira a facilitar e compreensaoc da aplica-

cao.
Considere-se ¢ sistema diferencial
» — _’
1= e (5.45)
Zg - fz(f) »
e tomemos
. af,(2) ]
3(5) = azz * 0 hd (5.4 )
Mostra-se, que para o aistema modificado
Z;
2 = By = | £a(u,2,)0u & £,(z)
7y = %27 i3\ PAY- 2 (5.47)

52 = f2(f) ¥ fs(f) ]
¢ possivel encontrar uma integral de energia (independente

do tempo), desde gque as funcoes f4(f) e fbtf) satisfacam

:;21. * azg

=0 . (5.48)

Se, por outro lado, as funcoes £,(z) e £5(z) forem
convenientes, esta integral de energis ¢é uma possivel candi-

data a fungao de Liapunov.

Define~se como "produte cruzado®
2| ) _
Z = f3(u,52),.ﬁuuf2(g) + 52f5(§) - f2(2) .f4(3)‘ (5.49)
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Mostra-se [19]que na regiao % nao negativo, a in-

tegral de energia € funqao de Iiapunov.
No nosso caso,
£(2) = - g(2))z, = £z) , (5.50)

de modo que

f3(§) = --gI(zl) - (5.51)
Seja _

. :,
G'I(Z-]_) '=)£GI(Z)@2 ';—’-af3(u-952)du s (5.52)

de maneira que & eq. (5.47) ficard

2 = 2, + G(2y) & £,(2) ,

22 = - 81(21:'22 - f(zl) + f5(§) ’

e o "produto cruzado"

= [er(m)e, + 2 ] [or(a) + £,0)] ¢ 225(2) o (5.54)

Se escolhermos

(5.53)

que satisfezem as condigoes {5.48) , obteremos o sistema mo-

dificado

é1=22,

iy = 2(z)) | (5.56)

e ur produteo cruzado

g = ap(z)z, . (5.57)
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A integral de energia é dada por

V(E) = 222 +2F(21) ? (5.58)
onde F(z,) ¢ dado por (5.39) . Observe-se que (5.49) & idén-
tica & (5.7), 2 menos do simal. Desta maneira, @& regiao de
Z nao negativa € a regiso de V(z) calculado em 5.2, nao posi
tiva., Obeerve-se, também, que a eq.(5.58) € a prépria eq.(5.6)
de modo que para as fungoes f4(z) e fs(E} escolhidas, o méto
do de Infante nos 4d a mesma fungEo de Liapunov encontrada

en 5.2 .
Se,'agora,'escolhenmoa
£,(z) =0,
4= (5.59)
f5(EJ = - 51(21]'G1(31).!

& f4eil mostrar, por procedimento andloge, que os resulta-

dos obtidos seraoc squéles dados pelo métddo de SzegB em 5.4 .
Seja hI(zl) uma fungao qualquer, e seja

By (3,) =j°1':.1(z)dz . (5.60)

Escolkhamos, agora,
£,(2) = Brlz) = 61(z) o
f5(z) ==Hy(2y).81(2))~ By(2) )3z, = g (2) ,

que satisfazenm g condigao (5.48) . Teremos o produto cruza-

(5.61)

do

Z = % [e(z)) - By(a) ]+ £(z) Hy(zy) . (5.62)
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Uma meneira de fazermos 2 nao negativo, € tomar-

oS |
N |
br(%) = 1;;;{'8Is51): (5.63)

de modo que, para Az l/k; , 2 & nao negativo T

no semi-pla-
no zlngi .
4 integral de énergia sera dada por
2 2 1 2 |

" Para o caso do modelo B, esta equagao serd id@nti-
ca & equageo (5.38) obtide pelo método de Willems em 5.5, a

menos de um fator.

Para 0 ¢a20 do moddlo A , teremos uma equacao com
um persmetro vaeridvel, e podemos proceder como em 5.5 , to-
mando como estimetivardo domfnio de atrageo & uniao das re-

gioes encomtradas com oe diversos veldres deol.

A fig., 5.6 eatao representadas as regices, bem co

mo ¢ dominio de atracac, para o moddlo A, com kA"BO e p=0.

1 0 produto eruzado serd
Z = gI(Zl)ZZQ(l-E%I ) + E%f f(zl).GI(zl) .
e para s/21/k; , o primeiro fator serd nao-negativo. Jé foi

visto em 5.4 , que o segundo fator & nﬁa1n£gatitoxparapﬁggaii.
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Fig. 5.6 ZEegtimativa obtida pelo método

¢ modele A, com p=0, k,=.30

le Infante para
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5.7 Estimativa aperfeigoada do dominio de atragemo

Vimos, em 5.5 e 5.6 como melhorar a estimativa do
domfnio de atracao, em reiggao ds estimetivaes feitas em 5.2
e en 5.4, pbr nmeio da uniao das regioces calculadaslpara di-
versos valfres de um parémetro introduzido. Se, so invés do
parfmetro utilizado, uaésaembs LT p:dprios coefivientes adi
mensionais de amortecimento como par@metro, ou seja, =e pa.-
ra celculer s estimativa do dominio de atragao pare k; = E&
unissemos as regioes dadas para valdres de E&kaé E&, obte-
r{amos tanbém uma estimativa nelhorada Demonstrs-se & vali
dade deste afirmacao por verificagao, ou seja, a8 nosses fimn
coes de Liapunov.?(g) continmuam sendo fungaga de Liapuﬁﬁvﬂgi
Te 0 C&50 em que V(%) oom © ﬁarﬁnetro'kl<ifi é aﬁlicado ao

sistems de equagoes sujeito a'EI.

Isto poderia parecer evidente, & primeirs vista,
ao engenheiro, pois poder-se-is esperar gue um aumento de &
mortecimento melhoraase a eatabilidade e que figesse com que
o domfnio de atragao ficasse maior. Entretanto, isto nao €
verdadeiro, como podemos observar pela anﬁlise da fig. 4.7.
Como haviemos visto, a drea hachurada repreaenia o domfnic
de atragao do ponto ¥=y;, € 8 neo-hachurade, asqufle do pon-
to y=y3, para'un.deterhinado valor de kI e p. Se-fiiarnoa :
e modificarmos 0 valor de kI' pode-ge mostrar que modifica—

remoe tambéh as curvas eu e e,'. Por exemplo, se fixarmos a
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nossa atencgo nas curvaes e, e e ' nas proximidades do ponto

o
sela, T2¥o, © estudarmos as equagaes linearizadas em rela-
ceo & &ste ponto, observa-se gque a inclinsgas das trajetd-
riaa.nﬁste ponto dependem de kI..Asaim gendo, os dominios de
atraggo de Yy, © ¥ I3 se modificam, e deste maneira, um pon
to que entes pertencia ac domfnio de atrageo de y=y,,perten-
ce, agora, ao domfnio de atracao de ¥=¥4, ou vice-versa.-neg
ta maneira, a propriedade de que m regiap encoﬁtraﬁa parﬁ‘
‘kiziii ¢ também uma estimative do domfmio de atragao do pon
to de equiliﬁrio pare amortecimento Ei, 86 € verdadeira por
ser qualiﬁadé.do éroeesso de construgao de fungoes de Liagn
nov, ¢ nao qualidade dos domfnios de atraq;o em =i,

Para aperfeigoarmoe a nossa estimativa do dominio
de atrageo, lancaremos m&o de um artificio. Observe-se que
até &ste momento, utilizamds sémente curvas v(5)=c fechedas,
como fronteiras da regigo de eétimativa. Conaidere-se, BEOTR,
a regiso Jlilimitada pele curva C*, dada por V(f)=01! C; to
mado de maneira a fazer com que esta curva cuntenka o ponto
aela'P(Ei,o), 8 0 segmento CB s8dbre a reta 21=Ei (ver £ig.5.7);
Diremos que (,é una estimativa do domfnio de etragao. De fa-
10, se uma trajetdria em um ponto de . },, ela nao intercepta
Ct, desde que V(z) £ V(%;,0), para qualquer z em.Q;, e v(2)
neo eumente a0 1ongo das trajetdrias. A mesma trajetdria
tenbém nao interoepta CB, jé que, em tbdos os pontos de CB,
dz,/d%=2z, > 0, de modo que as trajetéria&vﬁo da esquerds pa-

'ra a direitey entrando em ([,.
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Doming oe aﬁz;;é'o

Pig. 5.7 Bstimativa melhorada para o mod&lo A, com p=0,kﬁ=.30
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Fig. 5.8 Estimativa melhorada para o modelo B, com p=0,kn=.30
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Como V(z) nao € idénticemente mule ao longe de nenhuma BO-
lugao do sistema de equagoes, podemoe concluir que £,  uma

estimstiva para o dominio de atraceo.

Observe-se que C' sendo aberta, envolve; no semi-
-plano 2z, 2 Ei, tddas és dufvaﬁ fechadas, obtidas pars os
nesmoe valdres de k; e p. Assin aendo, a estimativa dada por
&ste método € melhorads em relacac a8 estimstives anteriores.

Anallticamente teremos

Vx(2) = ¢ (5.65)
onde

Cy = Y, (%,0) , (5.66)
e V(z) € dado por (5.64) para o modelo A e por (5.38), para

o zo0d&lo B.

Para ki='3 e p=0, representamos, ngs figs, 5.7 &
5.8, as curvas dadss para alguns valdres de «( , assim como a
curva limnitente da regiao unimo das regices obtidas para to-
dos o8 valdres de < permissivels, pera os moddlos A ¢ B Tes-

pectivamente,

Voltando a fig. 5.7, observamos que 01/ intercep
ta C no ponmto 4. Lembramos que C;/k[ é dada para ol = k; »

e Ce  para Che® . Existem infinitas curvas c% dadas por

i tzh = Gy (5.67)
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com C,>0;, que interceptam ¢' no trecho Ca . Seja D &ste
ponto de intersecqﬁo, e seja a regiﬁo {1, limitsda pela curvs
C'I,}t-x(tz;echo ED), pela parte DC de c;, e pelo megmento CE s~
bre & reta zl=i'l. Diremos que {l, é uma estimativa aperfeigoa-
de, em relagdo Aquela obtida no infcio desta secgao, do domf
nio de atragaoc. De fato, gualquer trajetdéria que inicia em
Q; pao saird desta regiao através a curva EDG por ser a mes
na construida de maneim'que V(E) eéteda na regiac de ‘5’(5) 0,
ou seja, por partes, ela é construfda através de fungoes de
‘Liaspunov. Da nesma maneira gue anteriormente, as trajeféries
_que atravessam CE, por terem derivada em r.élagEo ao tempo po
gdtiva, 0 :Eazen' da esquerde para a direita (fig. 5.7) de mo-
do que entram em {1 . Como i(g) nao & idénticamente nula em
nenhuma solugao do sistema difereﬁciai, concluimos as traje
térias que inicism em 2,, munca saem de (7,, e sao atrafdas
para- o ponto de equilfbrio, de modo que {2, é uma estimativae
para o domfnio de a'trﬁg'éo. Por ser C,>C; , esta estimativa

¢ melhor que aguela feita anteriomehte.

E interessante tomar a major curva c‘ﬂh , de modo
que pespenea obter a melhor estimativa. Fara tanto, formmla

remos o probleme de uma maneira geral.
Seja m(g) dado pels eq. (5.64)}, com oggl/kl,
Z - .

v42) = (3, - 6(2y))? - 28(4)) . (5.68)
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A curva G' € dada utilizando-se, por exemplo, &
eq. (5.58) . Teremos

2,° + 28(z)) = 28(ZF) ,  (5.69)

donde tiremos o valor de z, sdbre CD (fig. 5.7),
2 = - [22(F)) - 2p(a)] Y2 . (5.70)
Subsbituindo em (5.68), teremos

v (z) ={G1(zl) - r(z,) - 2r(z1)]1/2-{§ 2F(zy) » (5.72)

0 valor mdximo de V (g) edbre CD de ¢' ¢é dado para

a ordenads zl‘ dada pele equaqid 1
| ) r y ,
Yl = 20(e)gle)- 29(e) 21E)-261e, )] "% 2678, (e ) PAe)-27 )] £ (5u12)

Para p=0 e kIe.30, nas figuras 5.9 e 5.10, represen
tarog as melhores estimativas obtidass psra os med®loa A e B

respectivanente,

1 A reiz a ser considerada &, dbviamente, aguelz que se en
contire entre as ordenadas relativas aos pontoa C e D da fig.
5.7 » NO8, em nosso trabalhe, achamos o valor mdximo de V(z)

miméricamente, utilizando um computador digital,
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Fige 5.9 Nelhor estimativa para o modélo A, com p=0, k,&:‘BO
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Fig. 5.10 Melhor estimativa para o modélo B, com p=0,

=o30
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6, ¢ FROBLEMA DE "SNAP" DINAMICO
6.1 Generallidades

Condideremos as curvas de.fase no pleno (¥,y) para
carga ¢ amortecimento genéricos. Verifica-se que pﬁra certas
eondigoes iniciais P(y,,¥ ), situadas no semi-flano Y77,y @8
curvas de fase que ali se originam permanecem ndste semi-pla
no para gualquer t<;$°. Os movimentos correspondentes, ou
tenden assintdticemente para o ponto (31,0] ou circulenm em
tdrno déste ponto edmente. Quando isto ocbrre, ﬁirenpa que as
condigoes iniciais P(yo,ﬁb) n&o levam & ocorréncie de "gsnap",
Por outro lado, guando uma curva de fase'bosaﬁi pelo menos
um ponto em conum com 8 reta Y=¥p diremoe que ¢ ponto de con
digoes iniciais leva & ocorréncia de “snap". E claro qué a
ocorréncia ou nac do "gnap" nao depende sdmente do'ﬁonto de

condigoes. iniciais f(mo,io), nas taembém dos parfmetros p e kI}

Dado um ponto de condigoes iniciais P(yb;io) e unr
certo valor de pZp , mostra-se que gempre & posaivel deter
minar um certo Egyo,ib,p) tel que para todo kigﬁi nio ocor-

re o "snap", sendo gque para ky (-E& ge verifica o cnntrério.z

1 O problema de Yenap® dinfmico ageim definido &, ds vezea,
também chamado de "problema de flambagem sob perturbagaa fini

ta.

2 fara certos valdores de p, P(Yb’ib) n&o ocorre "anap® tam-

bénm para k =0. Quande k =0'3,é{bI para 0 qual ocorra "snap".,
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0 método direto de Liapunov pode ser utilizado para
a obtengao de uma estimetiva k' de K, , com k> E . Para

tanto, procedemos da maneira seguinte:

Seja (. @ maior curva frontei:a encontrada pela uti-

lizaQEQ da fquﬁofde tiapunov Y(z) dada por

V(z) = C(p,ky) .t - (6.1)
Se obrigarmos esta curva a passar pelo ponto de condigaes }q;

ciais P(2o) 2, teremos

V(zo) = C(p,k;) (6.2)
uma equagac que relaciona 08 valdres (2Zoy,ZoyiPiky).

Se fixarmos dois désees valdres, teremos kf fungao
do terceiro. E fdeil mostrar que o valor de g; agsim determi
nedo é o menor possivel, através a qtiliza@ﬁp da fungao de Lia

punov V(E).

- Aneliticamente teremos

EI* = h(ZOIQZOE!P) . | (6.3)

Consideraremos dois casos particulares: o caso de car

regamento dinémico tipo “degrau® e carregamento impulsiyo.

1  Fote-se esta curve € formada pela uniao das regices deter

ninadas pels variagao do parfmetro o e pelo segmento OF (FIQ.S.?).

2 Como veremos adiante, nao € sempre possivel fazer esta

curva passar pelo ponto P(z.).
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6.2 Carregamento tipo "degrau"

~Sejam dedas as condigoes iniciais

Jo=1 4 Yo=0. (6.4)

Deseja~-se determinar ki*= h(p) , para p dado

‘0=
PO= 0O .
o {6.5)
P = Py
Teremos
" _Zol = l-yl, (6‘6)
Z°2 = 0 .
Seja
V(z) = ¢¥(psky) . (6.7)

& maior curva, ct, obtide com V(E), para dedos valdres de
P, k7 . 2 condicao que (6.7) pesse pelo ponto P(zol,o) é dada
BOT
PO o

GI (Zol) T 25'(”01) = C (Pc:kIJ . (6.8)

Assim sendo, dedo um valor de p,, oritico, obtém-se
um valor de ki*. Pode-se mostrar que a partir de um certo va-
" lor de pc; o primeiro membro de (6.8) & menor do que o segundo, .
pare qualquer valor de kf, 0 que algnlfloa nao ser possivel fa

zer passar a curva C; pelo ponto de condlgoes iniciais.

Resclvemos a eq. (6.8) numdricamente, apresentando os
resultados nas figs. 6.1 e 6.2, para os mod8los A ¢ B Tespecti

vamente.
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Estzo também representadas as solugaes exetas, obti-

das através integraggo numérica pelo processo de Runge-Kutta.

6.3 Carregamento impulsivo
Seja 0 carregamento &a forma
Qe
Z = 0 ) )
o (6.9)
302 = Vc . | ) .
e sejam
p=20, ) - '
_ (6.10)

Teremos, da mesme meneira como na secgeo anterior
2
Vv, =0 {vc,kI) ’ (6.11)

que permite & determinagao dos valBres ki* em funcac de Voo

Nas figs. 6.3 e 6.4 estao plotados os resultados ob-

tidos, para os mod&los A e B respectivamente, 08 quais sao com

parados com as solugaes exatas,
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7. DISCUSSAC E CONCLUSOES

Como podemos observar nas figs. 6.1 & 6.4, o8 resul
tados ohtidos representam uma estimativa pobre dos carregamen
tos limites, tipo "degrau" e imbulaivo, para.oa quais ainda
pac ocorre o "snap". A estimativa & muito ruim no caso de car
regamento tipo "degrau”, com amortecimento viscoso (modélo 4),

sendo que pode-ser considerada razodvel nos demsis casos.

Comparando os resultzdos obtidos em 6.2, para o mo-
ddle A, com agfieles obtidoe por Nachbar e Huang [30], para o
meamo’problema; verificemos serem o8 primeiros muito pobres em
relagao Aqueles obtidos em {30] . Iste eras de se espersr, uma
vez gque ¢ método de andlise desenvolvide no presente trabalho
¢ geral, isto é, permite obter'résultados para qualquer canjun
to de valdres (yol,ybz,p). 0 método de [30) & baseado na con-
servagﬁo da energia do sisteme mecénico, levando em considera
geo & energia dissipads pelo amortecimento. Para tanto foi ne
cessdria, inicialmente, wma estimativa da trajetdria, de modo
a permitir o cdlculo de energia dissipada. A estimativa da $ra
jetéria foi obtida por meic detentativas, levando-se em conta
algumas restrigaes que deveriam ser setisfeitas, por imposicaoc
do sistema, Algumas destas restrigoes dependem das condigoes i
niciais, de modo que o néfodo degenvolviio em [SQ]é mito par
ticular, uma vez que, fixados dois valdres diferentes de (yol,
Jop,p) daqueles utilizados , a obtengao de um resultado envol

ve uma nove estimetiva da trajetdria.
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Para o caso de carregamento impulsivo, as estimati-
vas obtides sao boas, levando-se em conta a generalidade do

nétodo.

A quelidade dms estimativas, no presente método, de

pendem exclusivamente des fungaes de Liapunov utilizsadas,

Os métodos de obtengao de fungoes de ILiapunov pare
equagaes fimples, com'pontos de equilibrio locelmente estdveis
(por ex. equagaes de Lidnard, que representam grande mimero de
eistemms flsicosj sao, ainda hoje, maito precdrios. Os métodos
gque permitem uma estimativa melhor do dominio de atragao ga0
de naturezs numérica, sendo portanto sdmente aplicéveis a equa
goes dlferenclals com parémetros definidos, nao permitindo, de
ume maneirs mais global, obter estimativas em todo o campo dos

parémetros.

Quento eos métodos de construcao de fungdes de Liapy -
nov apresentados, parece-nos que aqiéle de Infante nos permite
uma aplicagao mais racionalizada. O método de Szegd, se comve-
nientemente utilizado, pode levar-noe 80s mesmos resultados,se

benm que de uma maneira bem mais subjetiva e dlficll.

Para sistemas com mais de um grau de liberdade, se
se define convenientemente a ocorrénciz ou nEo_da "snap", ¢ pre
sente método, adaptado, pode ser utilizado com sucesso, desde
que seje possivel obter fungoes de Liapunov que levenr & uma es

timetiva razodvel do dominio de atragao.



Recapitulando, o método de andlise astrevés a teoria
- de Liapunov, ¢ perfeitamente apliéével ao estudo do comporta-
mento de sistemas estrutugais quélapresentam a caracteristica
de "snap®. De um modo geral, a andlise através as fungoes de
Liapunov apresentadas no presente trabalho, é cénvenien?e,dqi
de~gé gse deseje ter uma idéia dos valdres limites para os

guais ainde nao ocorra o “snap". Para a ohtanéao de resulta -
dos mais precigpé, enquantomnao se dispuser de um método mais
eficiente para a construgao de fungoes de Liapunov, sugere-se

e utilizagao da técnica de {30].

De guaelguer meneira, acreditamos ser, &ste trabalho,

uma contribuigio ao estudo de problemas de "snap” dinfimico.
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