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RESUMO 

O método direto de Liapunov é utilizado para es­

tudar o domínio de atração de uma das posições de equilí­

brio estável de um.a estrutura simples que apresenta um com 

portam.ente de 11 snap 11 • O modêlo mecânico estudado é uma es­

tru.tura plana simples que já foi utilizado por muitos ou­

tros autores para a discussão de certos aspectos típicos em 

problemas de 11 snap". Duas leis de amortecimento diferentes 
.., .., ,I -

sao consideradas e para cada caso sao construidas fünçoes 

11 

de Liapu.nov através o uso de vários métodos, dentre os quais 

aquêles de SzegS, Willems e Infante recebem especial aten­

ção. Para comparar as estimativas do domínio de atração ob 

tidas por êste procedimento com o domínio atual, as equa -

çÕes de movimento fgram resolvidas em um computador analó­

gico. Finalmente, é mostrado como o método direto pode ser 

utilizado para a resolução do problema de "snap" dinâmico. 

Cargas do tipo "degrau" e 11 impul:sivas 11 são consideradas. 



ABSTRACT 

Liapunov's direct method is used to study the 

domain of attraétãon of one of the stable equilibrium 

posi tions of a simple structure which presents a "snap­

through11 behavior. The mechanical model studied is a plane 

simple strut which has already been used by many other 

authors for the discussion of some aspects which are ty­

pical for 11 snap-through" problema. Two different damping 

laws are considered and for each case Liapunov fu.nctions 

are constructed using several different methods, among 

" which the methods of Szego, Willems and Infante receive 

special attention. In arder to compare the estim.ates of 

iii 

the domain of attraction obtained by this procedure with 

the actual domain, the equations of motion were also solved 

on an analogue computer. Finally it is shown how the direct 

method can also be used to solve the problem of dynamic 

"snap-through" under loading. Step and impulsive-loading 

are considered. 
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1. INTRODUÇAO 

carregando-se uma estrutura, de uma maneira- quase 

-estática, com uma carga "P" ideal e chamando-se de II f " 

o deslocamento de um certo ponto da estrutura segundo uma 

direção fixa, a curva P(f) representa bem as principais ca 

racterísticas de deformaçao da estrutura. Esta curva pode 

ser de vários tipos, o que constitui um possível critério 

de classificação dos problemas de estabilidade na· elastostá 

tica. O caso mais simples que se estuda na teoria elementar 

das estruturas é aquêle que l.'flllger [32] chruna de 

Caso normal 

Nêste caso a curva P(f) é monotônica crescente, 

isto é, para cada valor de P hé apenas um valor de f a 

êle associado, tste fato está ligado ao teorema da unicida­

de na elastostática devido a Kirchhoff, cuja validade reres 

tringe à teoria da elasticidade clâssica. No caso de defor­

maçoes finitas, em geral, o teorema apenas é válido quando 

o comportamento da E!strutura é do tipo "normaltt (ver [32], 

pg. 5). Na fig. 1.1 representamos UJll8. curva P(f) típica pa 

ra êste caso. 

1 
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p 

Fig. 1.1 f 

-1.2 Curvas P(f) com bifurcaçao 

to caso que corresponde à flam.bagem clássica. Ne_:! 

te caso existem valôres de P aos quais corresponde mais de 

um valor de f • O.omo exem:plos, podemos citar a coluna carre­

gada axial.mente, o anel circular sob pressão radial uniforme 

e outras estruturas possuindo simetria de forma e carregamen 

to. Uma curva P(f) típica está representada na fig. 1.2 • 

p 

A 

e 

Ponto de bi 
furcação. 

Fig. 1.2 

__ p~siçÕes d~ equi­
librio estavel. 

posições de equi­
-~-1íbrio instável. 

f 



tste tipo de flambagem é caracterizado pelo fato 

de haver duas posiçoes de equilíbrio - uma estável e outra 

instável - infinitamente próximas, quando a carga P ultra 

passa a carga "crítica" Feri t de um infinitésimo dP • A 

curva ABD corresponde à estrutura não-flambada enquanto que 

o ramo BC corresponde à estrutura flambada. Em geral, a con 

figuração nos dois casos difere bastante. Assim, por exem -

plo, no caso da barra reta sujeita à compressão axia1 P 
' 

tem-se que a barra nao-flambada permanece reta, isto é, f=O, 

e a barra flambada apresenta uma flecha máxima f t O (Ver 

fig. 1.3). 

p 

Fig. 1.3 Coluna carregada axialmente 

1 
1 

I 

' 1 
1 
1· f , 

I 
1 

Convém observar que o ramo BD da curva P(f) , devi 

do à instabilidade, não pode ser realizado fisicamente. 

3 
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O conceito de estabilidade envolve a idéia de movi 

mento, e uma definição matemàticamente precisa de estabilida 

de sômente pode ser dada usando-se as equaçoes diferenciais 

que regem o movimento da estrutura. A rigor, então, o estudo 

da estabilidade ultrapassa o âmbito da elastostática. No en­

tanto, usando-se certos artifícios, como o teorema de Lagran 

ge & Dirichtlet sôbre a estabilidade do equilíbrio quando a 

energia potencial assume um mínimo, consegue-se discutir a 

estabilidade da estrutura, quando sujeita a cargas conserva­

tivas 1 • Isto explica, em parte, porque ainda hoje, em gera~ 

a estabilidade de estruturas é estudada na elastostática é, 

porque a teoria da estabilidade de equações diferenciais é, 

às vêzes, pouco conhecida pel~s que trabalham em estruturas. 

Uma das poucas tentativas feitas, em conciliar a teoria da 

estabilidade com a das estruturas, se deve a Leipholz [2~. 

SÔbre a estabilidade de estruturas sujeitas a cargas depen­

dentes do tempo, veja-se o livro de Bolotin [1] 1 que também 

estudou estruturas sujeitas a cargas não-conservativas inde­

pendentes do tempo [2]. Sôbre o conceito moderno de estabili 

dade de estruturas elásticas, veja-se Koiter [20,2JJ. 

1 Usualmente é considerado trivial, pelos engenheiros, o 

fato de o equilíbrio ser estável se a função energia poten­

cial assumir um m{nimo nesta posição. No entanto, em siste~ 

mas contínuos não-lineares, a demonstração dêste teorema é 

bastante difícil e sômente foi obtida em 1960 por Movchan ~6]. 



1.3 curvas P(f} com 11 reversão 11 

Neste caso a curva P(f) é inicialmente crescen­

te até atingir o máximo relativo em B, decrescendo, a se­

gu.ir, até C , a partir de onde ela é novamente crescente 

(fig. 1,4), 

p 

,--- ----
E _____ ',----.- E' 

' ' --c-1- - - --- - - -

__ posições de equi­
líbrio estável. 

___ posições de equi­
líbrio instável. 

A f 
fig. 1.4 Curvas P(f) com reversao 

A parte EC da curva P(f} corresponde a posi -

çÕes de equilíbrio instáveiS. Para valôres de P situados 

entre PB e Pc a estrutura admite três posições de equili 
- . brio bastante distintas, das quais apenas duas eao fisica -

mente realizáveis. Aumentando-se a carga P, de maneira qu.!:. 

se-estática, a deformação f, inicialmente, aumenta contin~ 

emente. Quando P = PB + dP , há apenas uma posiçao de equi -

lÍbrio próxima de B' , na curva CD. Logo, quando P atinge 

PB, a estru.~ra deixa de estar em equilíbrio para entrar em 

movimento vibratório. 

5 



6 

Se houver amortecimento, a estrutura tende para a nova posi-

ção de equilíbrio em B'. Na prática, o equilíbrio em B' , 
e 

atingido após um tempo finito; o movimento de B para B' es 

capa ao campo da elastostática. 

Por outro lado, seà~'ç,a.rga P é diminuída de maneira quase­

-estática a partir de Pn7 PB , um fenômeno semelhante ocor­

re quando P atinge PC • Em ambos os casos diz-se que oco! 

re 11 flam.bagem com eversão 11 ou "snap'1 • Daqui em diante prefe­

riremos o termo inglês ao português por ser êste Último pou­

co conhecido. 

A característica essencial do II snap11 é a passagem 

da estrutura de uma posição de equilíbrio à outra, a uma dis 

tância finita da primeira, no momento em que a carga ultra -

passa o valor crítico de um infinitésimo. 

Observe-se que o conceito de estabilidade, em ge -

ral, usado na elastostática, se refere a perturbações infini 

têsimais. se per.mitirmos perturbações finitas, sempre serâ 

possível achar uma perturbação suficientemente grande tal que 

a estrutura passe do ponto E ao ponto E' (fig. 1.4). 

Como modelos de estruturas sujeitas ao 11 snap 11 , po­

demos citar; arcos de pequena curvatura; certos tipos de cas 

cas, esféricas ou cilíndricas, bem como, certos tipos de tre 

liças. 
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O problema de 11 snap 11 em arcos foi estudado, para 

carregamentos do tipo quase-estático, por Fung e Kaplan [?], 

Gjelsvik e Bodner [6] , Schreyer e !Ylasur 1:)3] , e outros. Nach 

bar apresentou um tipo diverso de estrutura, uma colunares­

tringida por um fio, também sujei to ao "snap 11 (ver [)lJ ) • 

As curvas P(f) até aqui descritas correspondem a 

penas às posições de equilíbrio com P constante. Quando a 

carga P é uma função do tempo, as curvas perdem o seu sig­

nificado físico imediato, e o comportamento da estrutura de­

ve ser analisado utilizando-se as equações do movimento. De 

uma maneira geral, fala-se então em 11 flambagem dinâmica", se 

a estrutura é do tipo 1.2 ou 1.3 .('secções 1.2, 1.3) 

Para o caso em que P é uma função harmônica do 

tempo, muitos resultados foram obtidos por Bolotin [).J e Met 

tler ~~, no que se refere a estruturas do tipo 1.2 • 

No que se refere a estruturas do tipo 1.3 , sujei-
. , 

tas a cargas dinâmicas, m:uitos são os trabalhos publicados. 

Sem sermos exaustivos, mencionaremos Mettler e Weidenhamm.er 

(?7,2~, Hsu Q.0,11,12] ,e Hsu, Kuo e Plaut g.3], (lue estuda­

ram o problema dos arcos sujeitos a cargas do tipo "degrau", 

11 impulsivas11 e "retangular". 

Por sua vez, Lock 1?4} , Huang e Nachbar IJ.4} , Hegemier e 

Tzung [9] e outros, estudaram o problema de arcos viscoelás­

ticos, ou sujeitos a amortecimento. 
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Sistemas simples, de um grau de liberdade, foram 

estudados por Huang e seus colaboradores ~5 ,161 e por Nach­

bar e Huang [3Q] • O problema do "snap" para êstes sistemas, 

entretanto, só foi analisado para certos valôres de condi -

çÕes iniciais, o que deixa ainda uma grande lacuna neste es­

tudo. O objetivo :dêste trabalho é, na medida do possível , 

contribuir para o preenchimento desta lacuna. 

Assim sendo, para uma estrutura cuja característi­

ca estática corresponde ao tipo 1.3, procuraremos determi -

nar quais as perturbações permitidas, das posições de equilí 

brio correspondentes ao ramo AB (fig. 1.3), tais que a estru. 

tura tenda novamente a êste estado de equilíbrio, e não ao 

ramo CD. Como êste problema sàmente pode ser resolvido usan­

do-se as equaçoes do movimento, permitiremos não sômente a -

fastam.entos iniciais do equilíbrio, mas tambmD. velocidades i 

niciais nao nulas. De certa maneira, poder-se-ia então falar 

em um problema de ., snap dinâmico". Para abordar o problema, 

usaremos um modêlo de estrutura com um só grau de liberdade1• 

1 Resolvendo-se o problema, está também resolvido o pro-

blema de [30] , como mostraremos em (6.2). 
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2. OS MODtLOS MECÂNICOS E SUAS CARACTERÍSTICAS DIN1MICIAS 

No nosso estudo nos referiremos a dois modtlos me­

cânicos simples, de um grau de liberdade, descritos a seguir. 1 

2.1 Modêlo A p 

M 

-----r~ 
/ l' ----\ / . h '-

,., 0, 1 ----
v' / ~ _L . li ...._ ...._ 

- _\, 1 
·!-<-----------· 2a 

fig. 2,1 Modêlo A 

Na fig. 2.1, duas barras, consideradas sem massa, 

de comprimento natural (indeformado) a.secfb e área de sec­

ção transversal A , são representadas, ligadas sim0tricame!l 

te, por meio de pinos sem atrito; a uma massa M e aos su­

portes. Nesta massa age a carga P, constante e vertical, 
, 

que sera sempre suposta positiva ou nula neste trabalho. Des 

• preza-se os efeitos da gravidade. Assume-se que (h/a)<<l, de 

modo que 6~ h/a , e,
0

~ h
0
/a • 

-1 As equaçoes diferenciais que regem o movimento de nos -

ses modelos descrevem um.a classe relativamente grande de sis 

temas mecânicos. 
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Assu.me-se,ainda, que o material constituinte das barras seja 
l o de Voigt. 

2.2 l/lodêlo B 

A massa M está ligada a um amortecedor linear, 

com coeficiente de amortecimento C (ver fig. 2.2). Valem as 

mesmas considerações tomadas em relação ao modêlo A, supo!!: 

do-se agora, porém, que o material constituinte das barras 

seja o de Hook. 

2.3 

p 
li! 

e 

i-
2a 

Fig. 2.2 Modêlo B. 

Eguaçoes do movimento 

-Nesta secçao apresentaremos as equaçoes do movimen 

to para ambos os modelos, e as transformaremos de modo a ob­

termos equações adimensionais. 

1 ::tste modêlo é o mesmo utilizado por Nachbar e Huang !Jõj 
em sua análise. 



Para o modêlo A 

Obtém-se diretamente a equagao do movimento 

2Fse11e-,.P= M d'fho-h)1 dt' 

11 

(2,1) 

onde Fé a fôrça axial em cada barra, sendo portanto uma fu.n 

çao de 9 • A deformação e pode ser relacionada através a ex-

-pressao 
€. osece - a.scce0 

ôsec ~º 

e, lembrando que e~ h/a , Eh~ hc/a , resulta 

E. , 4
0

,. (h 2 -ho'), 

(2,2) 

(2,3) 

·1ntroduzimos, agora, a relação constitutiva do ma­

terial de Voigt 

(2,4) 

e assumimos que F seja sempre menor que a carga de flamba-

gem das barras, de modo que 

<T• * I 
donde 

(2,5) 

F,,1r,. ,tE€ +A>t. :;,~ • (2,6) 

Substituindo (2,6) em (2,1), utilizando (2,3) e lembrando 

que sene ili h/ a , resulta 

AE !L. (l/'-h,Zj .,_ ~ 
(;13 Qª 

Esta equação pode ser escrita na forma 

~ [<-t/;J'-1].,. zEn(,7;;)' /e(~}+:&;., + :;:/'iZz 1{,{fõ)7'o, 
e introduzindo grandezas adimensionais 

(2. 7) 

(2.8) 



y = .b. 
ho 

e; e t(Ah:r:;,/r1a•)'lz, 

p ~ Pa3 / 1,, ~ r; A , e 

..... = 2 '11. ( A. 1,; / a•r1F.:.) ,;'j 

teremos uma Única equação para y( e ) : 

"i+V:,.-:,3 - r+p =o, 
onde ( ) = a/ d z; ( ) • 

Para o modêlo B 

A equação do movimento é, agora 

z.Fse,,,. +P=Mif,(h,-h} + C ./e(h-h,). 

12 

(2.10) 

(2.11) 

A equação das deformaçâes (2.2, 2.3) é a mesma, e a relação 

constitutiva do material hookeano é 

Introduzindo nova grandeza adimensional 

ia
6 

= e( a•/ SMF.:. h,Z) rh
1 

e procedendo como no caso anterior, obteremos 

(2.12) 

(2.13) 

(2.14) 
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2,4 Pontos de equilíbrio 

-Os ppntos de equilíbrio (singulares) sao definidos 

por y = constante , donde se tem 

y = o • 
•• y = o • (2.15) 

o que nos dá 

(2.16) 

para ambos os modêlos. 

As três raízes da Eq. (2.16) podem ser obtidas ex­

plicitamente, para intervalos de variação da carga p , da 

seguinte maneira: 

Para O" p, 2/(3 {3) , seja 30\ = sen-l [3 [3 p/2), on 

de - , -Oio(l..'ff/6. Entao as ra1zes sao 

y1 ;,.y2;;,,07y
3 

(ver fig, 2,3), sendo dadas por 

y1 !:. coso( - ~ sc-n« .1 

Yz ., ..2- SC'1o( 
l'S 

Y!> := - coso( -1; seno( • 

(2.17) 

Para 2/<3 n J 
, 

Y1 e y2 se confundem: p = as raizes -Y1 = Y2 =Jl/3 e , 

para p'.>2/(3 {3 ), há sõmente uma raiz real. Seja 

p = 3 Õ p/2 e considere-se ji;;,l ; resulta então 

(2.18) 
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A estabilidade dos pontos de equilíbrio 

-Estudaremos, nesta secçao, a estabilidade de cada 

um dos pontos de equilíbrio. O conceito de estabilidade a­

qui adotado corresponde à definição clássica de Liapunov ( 

veja-se 1),8,22,25] ). 

Modêlo A 

por meio das substituições 

(2.19) 

a Eq.(2.10) pode ser posta sob a forma de um sistema de du­

as equações de primeira ordem, não linear, real e autônomo: 

(2.20) 

Para estudar a estabilidade do ponto de equilíbrio 

y:y-1 , e~etua-se uma transformação de coordenadas tal que ês 

te ponto de equilíbrio seja deslocado para a origem: 

zl = xl - yi ' 

z2 = X2 ; 

-
(2.21) 

nessas novas coordenadas as equaçoes (2.20) tomam a forma: 

• 
zl = z2 ' 

z2 = -kA (zl 
(2.22) 

-e lembrando da equaçao (2.16), 
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Estudamos, inicialmente 1 a estabilidade do ponto 

de equilíbrio z1 = O , z2 = O , ou seja y = y1 , do sistema 

linearizado correspondente ao (2.23) : 

zl = z2 , 
, 2 
z2 = - k A Y-1 z2 

(2.24) 

Procuraremos soluções do sistema (2.24) na forma 

,e ,< if 
z, ~ A,i e / Z.:. = A.: e ., (2.25) 

- - , obtendo, entao a equaçao caracteristica 

cujas raízes ÂJ e ~z são dadas por 

/ { L Z,_(~i.Z_,4 f-3•'••'')'/•• 'h,Z a - 'i ~.>'i - 7j """9 .n. + ,,. (2.26) 

Vê-se, pela fig. 2.3 , que para Os.. p ~l , resulta 

(1 - 3:r/) <o. Examinando a expressão (2.25}, verifica-se que, 

para y = y1 , ambas as raízes, com kA? O, têm sempre parte 

real negativa, podendo haver um par de raízes complexas con­

jugadas ou duas raízes reais negativas, dependendo do valor 

de kA' supondo dado o valor de p. Em ambos os casos, a posi­

ção de equilíbrio da equação linearizada é assintàticamente 

estável. Dos teoremas de Liapunov sôbre a linearização (ver 

[3,8,22,25] ), sabemos que êste resultado também é válido pa­

ra o sistema nao-linear. 
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A posição de equilíbrio y = y1 é, portanto, com kA"O , as-
, 2 ( 2 1/2 sintlõticamente estavel. Para O<: kA <'. Yi z 3y1 - 1) , tem-se 

um par de raízes complexas, o que corresponde a um foco, e P!, 

ra kA';> y~2 (3Y{ - 1)
1

/
2

, temos duas raízes reais negativas e, 

portanto, um ponto nodal. Com kA = O, pode-se mt:rntrar, de ou­

tra maneira, que o equilíbrio é ainda estável, embora não as­

sintõticamente, e teremos um ponto central (ver fig. 2.4). 

(@) ·~ 
~l_ 
(\ 

ponto central foco estável ponto nodal 

~:Ô 
k Z(,1')'/2 OL. T...::" - 3 <,-1 

::f;_Z 
b., ... ~{5,;?.j) ,!,_ 

X: 

Fig. 2.4 Os pontos de equilíbrio y1 e y3 

Para o ponto de equilíbrio y s y
3 

, também vale 

(l-3 y
3 

2 ) L. O , e seguem-se as mesmas considerações feitas no 

caso anterior. A solução y = y 3 , com kA:;:,, O , é, portanto, 

sempre assintõticamente estável. 

para 

No estudo de 

O,; p .cl, e da Eq. 

verifica-se que 

conclua-se que as duas raízes, 

Á1 e ,.(t ,são ambas reais, sendo uma positiva e a outra negativa, 

o que corresponde A instabilidade. Dos teoremas sõbre a lin~ 

arização sabemos que êste resultado é também válido para o 

sistema não-linear. 
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Assim sendo, a solução y ~ y2 é instável, tratando-se de um 

ponto sela, (ver f1g, 2,5), 

ponto sela 

Fig. 2,5 o ponto de equilíbrio y2 

Resta ainda discutir a estabilidade dos pontos de 

equilíbrio para o caso de p = 1 • Neste caso os pontos de~ 

quilÍbrio y1 e :,2 se confundem, ou seja .Y1 = :,2 = l//3 • 

As raízes da equação característica serão 

1\,2 = _ J l::~ Y,/ ~ i b" 'Yz2 
' 2 ., 

sendo que pelo menos uma é nula. Com kA = O , o ponto de e-

quilíbrio do sistema linearizado ainda é estável, embora não 

assintõticamente. Neste caso, no entanto, a partir dêste re­

sultado, não podemos tirar conclusões respectivas~ estabili 

dada da equação completa. t precisamente o caso dito "críti-

00111 na teoria da estabilidade [3, 25] , sendo que a estabili­

dade ou não só pode ser decidida pelos t~rmos não-lineares. 

tste estudo, bem mais complexo, não será feito aqui. 

Se observarmos a fig. 2.3 novamente, verificamos, 

agora, que a curva que relaciona P com a coordenada y da 

posição de equilíbrio é do tipo 1.3, visto anteriormente. 

1 Não confundir com a mesma denominação que certos auto-

res dão para o ponto singular. 



~ Desta maneira, ee considerarmos a carga P, nao constante , 

mas quaseestàticamente crescente, teremos ocorrência de 

"snap" para p
8 

= 2/( 3 Ó) . 

Modêlo B 

Para o modêlo B, procedendo da mesma maneira, ter!_ 

mos o sistema linearizado 

• 

19 

zl = z2 ' 
(2.26) 

;2 = -kBz2 - (lY12 
- l)zl 

com as raízes da equação característica agora, sedo 

(2.2'7) 

Para efeito de estudo da estabilidade dbs pontos 

de equilíbrio, esta equação (2.27), é idêntica à Eq. (2.25), 

sendo que, desta maneira, valem as mesmas conclusões tiradas 

anteriormente. A Única diferen9a reside nos va1ôres de kB 

que tornam os pontos de equilíbrio estável, y 1 e y
3

, em pen 

tos nodais ou focos estáveis. Para O{. kB L. 2( lY i 2 - 1)1 / 2 t.! 

remos focos estáveis e para kB > 2(3,y1
2 - 1) 112, pontos nodais. 
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ESTUDO DO DOMíNIO DE ATRAÇÃO DO PONTO DE EQUILiBRIO 

Y ~ Y, 1 ATRAVJ!S D0 moro DIRETO DE LIAPUNOV 

3.1 Generalidades 

-Queremos estudar quais sao os deslocamentos inici-

ais relativos à posição de equilíbrio e quais as velocidades 

iniciais permitidas, tais que o movimento correspondente te!!_ 

da à posição de equilíbrio y E y1 com t-«l. Inicialmente 

formularem.os o problema de maneira precisa e exporemos o mé­

todo a ser utilizado. 

Estudando o domínio de atraçao do ponto de equilí­

brio y = y1 , trabalharemos sempre-com coordenadas z1 e z2 , 

correspondentes à transformação (2.21). Adotando a nptação 

matricial, as equações diferenciais são então escritas na for 

ma 

(3.1) 

com f(Q) = Q • Sabemos que, para k{"'O , a solução trivial 

de (3.1) é assintoticamente estável. Chamemos de i{io, z) a 

solução de (3.1) com ~(10 ,o) = ~o • Define-se, então, o do­

mínio de atraçao ...Q ~ e·~luçâo trivial de (3.1) como sendo o 

conjunto dos pontos 

isto é, 

~o + Q , o.om a propriedade 

(3. 2) 



O dômínio de atração é, às vêzes, também chamada 

de 11domínio de estabilidade assintàtica" ou de "região dle 

estabilidade". Evitaremos êste Último termo, para que não 

se confunda o domínio de atração com a região de estabilidade 

no espaço dos parâmetros do sistema [ver 8, pág. 109] • 

Devida à estabilidade assintõtica de z = O, sa­

bemos que certamente existe um domínio de atração que 

não se reduz ao ponto z = O • Em geral, é muito difícil 

ou mesmo impossível obter o domínio de atração referente à 

solução trivial de uma equação (3.1) não-linear qualquer. Os 

processos analíticos existerutes fornecem uma estimativa des­

ta região. 

O processo analítico que melhor se adapta ao estu­

do do domínio de atração do ponto de equilíbrio baseia-se no 

segundo método de Liapu.nov, também chama.do de 11método dire­

to" [8,221 . E:ste método, em sua forma generalizada por liia 

Salle e outros, permite determinar analiticamente, domínios 

4~, de maneira que J?eCn, isto é, determinam-se eubdomínios 

do domínio de atração. Os teoremas de Liapu.nov modificados 

-, sao dados a seguir. 

2l 



3. 2 Teorema I 

-ºDado um sistema de equaçoes diferenciais (3.1), 

com um ponto singular na origem, seja V(~) uma função com 

derivadas parciais 4e primeira ordem contínuas e definida 

com réspeito ao sinal em uma vizinhança .Jlt da origem, de 
• tal maneira que sua derivada euleriana V(~) , tomada em 

relação ao sistema de equações (3,1), seja semi.-definida 

de sinal contrário ao de V(;) em .. Jl..t e seja M o maior 

sub-conjunto invariante do conjunto . - . V(~)=O , entao toda 

trajetória que inicia em -'lt tende para M. • " 

3.3 Teorema II 

-"Dado um sistema de equaçoes diferenciais (3.1) 

com um ponto singular na origem, se é possível determinar 

uma função escalar apropriada V(!) , com derivadas parei 

ais de primeira ordem contínuas e definida com respeito ao 

sinal em uma vizinhança JLt. da origem, de tal maneira que 

sua derivada euleriana V(~) , tomada em relação ao sist,! 

ma (3,1) seja semi-definida de sinal contrário ao de V(i) 

em .li.e , e tal que V(~) = O não seja solução de (3,1) e" 

ceto para a origem, então o ponto singular ~g é assint~ 

ticamente estável e tSda solução que inicia em _llt tende 

para a origem." 

22 
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J.4 O método de estimativa do domínio de atração 

As função escalares V(i) mencionadas nos teoremas 

acima são denominadas de "funções de Liapunov11 [8, 22] • Geo­

m~tricamente, V(z)=cte, é uma fB.IIIÍlia de curvas fechadas 

que circundam o ponto singular. A derivada eu.leria.na da fu.n 

ção V(;11} é 

V(;i,) = gradV,i = gradV,f(i) • (3,3) 

Se a sinal de V(;i,) é contrária ao de V(il, entao 

as trajetórias do sistema de equações (3.1) penetram, de f.o~ 

ra•, para dentro, as curvas fechadas V(~)=cte., e, desta for 

ma, aproximam-se do ponto singular. A região do espaço de e!_ 

tado limitada pela curva fechada V(&)= c1 , se totalmente 

contida em Jl{ é, então, um sub-domínio do domínio de atra­

ção. Assim sendo, desenvolveu:se uma técnica que permite, de 

uma maneira geral, encontrar-estas regiões. 

Procuramos, inicialmente, construir uma função de 

Liapunov V(~). Procuramos, a seguir, a maior curva fechada 

-V(~)=C que está inteiramente contida na regiao do espaço de 

estado onde V(z) é semi-definida de sinal contrário ao de 

V(z). Verificamos, a seguir, se V(i)=O não é solução de (3.1) 

a menos do pOnto ~~, e assim sendo, a região do espaço de 

estado limitada por esta curva V(~)=C , é o maior1 sub-domí 

l Como veremos mais adiante, Cap. 5. , é possível, por.·, 

meio de certos artifícios, determinarmos su.b-domíµios maio­

res. 
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nio do domínio de atração que é possível encontrar com a fun 
- , çao de Liapunov construida. 

Na ausência de amortecimento, isto é, com 1tr = O , 

a posição de equilíbrio y ~ y1 é estável, porém não assin­

tbticamente. Diz-se, também, que o equilíbrio possue "estabi 

lidade f'raca 11 • Note-se q_ue, neste caso, não existe um domí­

nio de atração, ou melhor, o domínio de atração é vazio pois 

o único ponto com a propriedade (3.2) é o pr6prio ponto ~
0
=Q• 

Observe-se ainda, para o caso de amortecimento nu­
lo, que, se V(z)=O em todo o espaço de estado, as trajetóri 

as do sistema não penetram nem saem das curvas fechadas 

V(z)=cte. permanecendo, desta forma, sôbre as mesmas. Assi~ 

sendo, as curvas fechadas V{~)=cte. são soluções do sistema 

(J.l) para o caso de amortecimento nulo. A maior curva fecha 

da V{~)=C, contida inteiramente na região do espaço de esta­

do onde V(i) é definida com respeito ao sina1, e não ultra 

passa a posiçao equivalente a y = y 2 , , a maior trajet6ria 

que circula em târno de ponto y = y1 sàmente. 
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ESTUDO DO PLANO DE FASE ATRAVlÍS COMPUTAÇÃO ANALÓGICA 

Neste capítulo estudaremos o comportamento das so­

luções, no plano de fase, resolvendo as equações com o auxí­

lio de um computador analógico. 

4.1 

4.1.1 

ou 

Seja 

Esquemas de montagem dos elementos do computador 

Para o modêlo A 

A equação (2.10) pode ser escrita na forma 

"' z. - ~1 :f -
(' 

w = " ,. 

- .E • 
/! 

(4.1) 

(4.3) 

e introduzindo em (4.2), teremos 
.. - p • (4.4) 

- -A equaçao (4.4) é equivalente à equaçao (4.1). O 

esquema do circuito utilizado para a resolução desta equação 
, -esta mostrado na fig. 4.1, com a chave R na posiçao A. Os 

valôres de /b a serem utilizados são determinados pela limi­

tação dos elementos do computador. 

Os resultados são obtidos diretamente, em um "plo! 

tern. Se utilizarmos a escala de plotagem /3 :1, obteremos , 

no plano de fase, as curvas (y,Y). 
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4,1.2 Para o mo dêlo B 

O procedimento é análogo. Nêste caso a equação a 

ser resolvida será: 

;j " - le,. w • f,'w• - w + P/ /3 (4,5) 

O esquema do circuíto está representado na fig. 

4.2, com a chave R na posiçao A. 

4,2 Estudo das trajetórias 

-

28 

Como, nesta secçao, faremos sbmente um estudo qua-

litativo das trajetórias, não nos preocuparemos em tratar os 

modêlos A e B separadamente. 

-,. \ ~") . "í / ~.~ . . \e;; . 

·-~~ ------- ·~ 
- __ ,.. -- d~ 

.., _______ ~ 
.. 1.0 

Fig. 4.3 Curvas de fase com amortecimento: P=O 

y 
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Observou-se, durante os trabalhos no analógico, que as curvas 

-sao qualitativamente equivalentes em ambos os casos, ou seja, 

que a lei do amortecimento não tem influ&ncia apreciável sô­

bre o aspecto geral das curvas de fase. 

Na fig. 4.3 mostramos algumas soluções para o caso 

P=O, e na fig. 4.4, para pJo, com amortecimento. Estão repre-

sentadas as trajetórias - , ei , que sao uatraidas 11 para o ponto 

de equilíbrio E, r=y1 , e as trajetórias -di que vao para o 

i.o 

Fig. 4.4 Curvas de fase com amortecimento; pfO 
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No limitet e
0 

é a 11Última11 curva que é atraída pa­

ra o ponto E, isto é, qualquer trajetória à esquerda, dentro 

de certos limites, vai para o ponto n. 1 Por outro lado, d0 re 

presenta a primeira trajetória que é atraída para o ponto sin 

gular D, ou seja, qualquer trajetória à direita, dentro de 

certos limites, vai para o ponto E. 

Para o caso de amortecimento nulo, nas figuras ~-5 , 

e .-~.6, estão representadas as trajetórias, no plano de fase, 

para P=O e p;.o, respectivamente • 
• 
j 

\ 

~·$ ~J --5 , ~ , 
./ 

, 

Fig. 4.5 Curvas de fase para amortecimento nulo; P=O 

1 Veremos mais adiante, na secçao 4,3, que há curvas à es­

querda de e0 que são atraídas por E e à direita de d0 que vao 

para li • 

y 
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i 
'º 

I, \ 
0 -/.O ' 

Fig. 4.6 Curvas de fase para amortecimento nulo; plO 

Estão representadas as trajetórias e1 e ei' , que 

circulam em tôrno dos pontos de equilíbrio y;:y1 (E) e Y=YJ 

{D), respectivamente. Estão também representadas as soluções 

di , que cir01:1lam em tôrho de ambos os pontos. Assim sendo,!. 

xiste uma trajetória e
0

, que circula sbmente em tôrno do pon­

to E 1 para a qual qualquer trajetória A esquerda circulará em 

tôrno de ambos os pontos. 

t de interêsse determinar as trajetórias e
0 

, que 

representam i se tomadas convenientementet as fronteiras do 

domínio de atração, definido no capítulo anterior. 
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4.3 Determinaçao do domínio de atraçao do ponto y=y
1 

g muito difícil a determinação de valôres de con­

dições iniciais tais que obtenhamos as curvas limites e
0 

• 

Para tanto, adotamos outra técnica. 

A análise das figuras anteriores (4.3 a 4.6) nos 

sugere um procedimento adequado. As curvas e0 atingem o 

ponto sela ..G: (y~y2). Assim sendo, se efetuarmos a integra­

ção no outro sentido, ~<o , é fácil obter trajetórias que 

partam do ponto sela, sendo portanto curvas limites e
0

• Pa 

ra que tenhamos as curvas limites em tôrno do ponto Y=Yi 

(ou curvas que circulam sõmente em tôrno d&ste ponto outra 

jetórias que são atraídas pelo mesmo), perturbamos o siste­

ma no sentido dtste ponto de equilíbrio estável, ou seja, i 
niciamos a integração num ponto P(y2-Ay,O). 

Observando as equações (4.4,4.5), o Único termo a 

fetado pela mudança de variável Z'~-Z: é aquêle que re·p:reaen 

ta o amortecimento, que troca de sinal. Os esquemas dos cir 

ouitos de integração são os mesmos,(figs. 4.1 e 4.2) com a 

chave R ligada na posição B. 

A figura 4.7 nos mostra um par de curvas, e
0 

e e~, 

típico. A região haohurada representa o domínio de atração 

do ponto de equilíbrio E (y:y1 ), e aquela sem hachuras, o do 

mínio de atração de D. 
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Obse~e-se que, no sentido maia aD.plo, as afima­

çÕes feitas em 4.2, _a respeito de cu.rva.s à esquerda e à di­

reita de e0 , não são válidas. Sob um ponto de vista global, 

não tem sentido a classificação "direi ta" ou -11esquerda11 • Ob­

serve-se, ainda, que o domínio de atração do ponto de equili 

brio é aberto. 

Para que se possa estudar melhor o problema, nos 

preocuparemos ebmente com a região de tõdaa as trajetórias 

que são atraídas para o ponto E (r=y1 ) e que iniciem no semi 

-plano 7;:;,,72 , sem nunca deixá-ló. A regiio onde isto é ver 

dadeiro, é aquela limitada pela curva e
0 

e pelo segmento 

CC', da reta Y=Y2 • Esta ·região será, por nós, ch&Ila:da de 

"região de atração". 

Nas figuras 4.8 a 4.11 estão representadas as re­

giões de atração do ponto Y=Y1 , para ambos os.modilos, para 

P=O ·e 'p:/:0 , c.om diferentes val.'õres de amortecimento. 
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y 

>I 

Fig. 4.8 Regiões de atração para o modêlo A, com p=O 
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· Fig. 4.9 Regiões de atração para o modêlo A, com p:.30 
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~ -------
, .• 

•• 

Fig. 4.iOO Regiões de atraÇio:.para o modêlo B, com p=<> 
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-J 

l.!i 

,.o 

••• 

l!'ig. 4.11 RegiÕea de atração para o modêlo B, eom p:.30 
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CONSTRUÇÃO DAS FUNÇÕES DE LIAPUNOV PARA O PONTO DE 

EQUILfBRIO Y = Y1 

5.1 Preliminares 

A construção de funções de Liapunov é um capítulo 

à parte no ~ue se refere à aplicaçio do método direto de Li_ê; 

-punov. Muitos métodos foram desenvolvidos e outros o serao 

ainda, porque o campo está ainda amplamente aberto para a 

pesquisa. Nós, na tentativa de obter uma boa estimativa do 

domínio de atração, utilizaremos, dentre os métodos existen­

tes na literatura [ver 7}, dois métodos gerais, e aquêles 

de szeg&, Willems e Infante. 

Para facilitar a aplicação dos métodos, reescreve­

remos as equações de interêsse sob uma forma conveniente. 

Os sistemas de equações (2.24) e (2.27), transfor-
- , mados em relaçao ao ponto de equilibrio Y=Y1 , podem seres-

critos 

onde 

Para o modêlo A, 

Z 
3 

1 • 

(5.1) 

(5,2) 

(5,3) 
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e para o modêlo B, 

(5.4) 

5.2 -Energia cem.o :funçao de Liapunov 

Seja o sistema de. equações diferenciais (5.1). A 

energia potenci·a1, em relação A origem, é dada por 

U(zi) ~ l~'f(z}dz,, (-'i(./:.1)?.,_z..Y,z," + z, 4 
:A, '!o TI 

(5,5) 

e tomando a função energia1 , 

(5,6) 

·acha-se, fàcilmente, 

(5,7) 

O sinal de V(J) depende de U("l_), Na origem, a ÍJl!! 

ção potencial atinge um ponto de mínimo, e além disto O(Q)=O. 

No ponto de equilíbrio instável "]_~Y2-y1 , a função potenci­

al atinge um ponto de máximo, de modo que valem as relaçÕee2 : 

1 Note-se que só constam os têm.os relativos à energia 01 
nétioa e potencial. A energia dissipada no amortecimento não 

é e onsi dera da. 

2 Lembrar que para P=P, o ponto (y2-y1 , O) é a pr6pria .2. 

rigem. Nêste caso a função potencial terá um ponto de infle­

xão sôbre a reta Y=Y2-y1 , não valendo, desta maneira, ae r!. 

lações (5,8) e (5,9), 



V(&)~ O para z1,.y2-y1 e z1 F O 

V(&) = O para ll = Q • 

' 
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t(&)a{o -'1--z , g1 (Zil ,J: o 

t(z) = o para z2=0. 
(5.9) 

li necessário que tomemos V(i) no semi-plano 

z1 ,, y2-y1 , pois, _caso contrário, nãO estariam pre~ncidae as 

condições do teorema II, já que o ponto sela P(y2-y1 ,o) é, 

além da origem, também solução do sistema. 

A maior curva V(z)=cte. , contida no .semi-plano 

Zi ;r y2-y1 , excetuando~se o ponto P(y2-:r1 ;o), nos dará a m,!_ 

lhor estimativa, do domínio de atração da origem, possível 

mediante o uso desta função de Liapunov. 

Se g(Zi)=O, então V(,!)=O ,' Zi e z2 , de maneira 
'. 

que ainda estão satisfeitas as condições do teorema I. De f'a 

to, neste caso, esta função de Liapunov noe dara as soluções 

do sistema (5.1). A maior· curva que circula em tôrno da ori­

gem simente(aem ciroula:r também em tôrno deoutros pontos de 

equilíbrio), é aquela que passa infinitamente pr6xima ao Pº!!. 

to sela, P(y2-y1 ,O) no selli-plano Zi,;;, y 2-y1 • 

Assim sendo, 

(5.10) 

1 Note-se que, para p~ p, existem val~res de z1 ~y2-y
1

, 

tais que V(&)> O, 
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Fig. 5.l Estimativa obtida pelo método da energia, para 

SDbos os modêlos com p=O, lci.=•30 
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de modo que 

z; .. z,'[3>'."-.t ..-Z>', Zt (5.11) 

Na fig. 5.1 representamos esta curva. 

Note-se que a função de Liapunov assim construída 

não leva em corisideraçãó o têrmo de amortecimento. Para amor 

tecimento nu.lo, teremos o resultado ex~to. Para q'Ualquer va­

lor ou tipo de amorteàimento, a região encontrada permanece 

inalterada, o que nos leva a uma estimativa pobre do domínio 

de atração. Assim sendo, devemos pesquisar funções de Liapu­

nov que levem em conta o amortecimento. 

:Sete método consiste em se toma.r uma função V1(!),.o 
• em todo o espaço de estado (exoeto na origem onde 'l_(.fi)..O ) e 

achar ·r..a·~. :função V(;) correspondente, para o sistema linea-

rizado, para então calcular uma nova função 
• 
V(.fi), tomando-

se, agora, o sistema de equações original. Demonstra-se que 

a função V(~), uma função de Liapunov para o sistema com­

pleto, em uma certa vizinhança da origem, a qual é de-te:r:mi­

nada pela análise do sinal de V(~), bem como de V(!l• 

iate método s6 serl, aqui, apiicado para o mod&­

lo A. 



-Reescrevendo as equaçoes (2.23) e (2.24) do siste-

ma completo, e do sistema linearizado correspondente, 

• 
z1.= z2 , 

"2 = -kA{yl + "J.)2z2 - [<3Y12-l) + 3ylzl + z12]"J. • 

e 

• 
"J. = X2 • 
• 2 2 
x2 = -kAyl X2 -(3;yl -l )xl • 

seja a função 

• 2 2 · 
v1 (~) = -(x1 +½)>O ,Vx1 ,x2 ; x 'F ~. (5.12) 

Seja a função da forma 

v(a:) - / [A.:c,Z • B:c,K,. cx,'l) ' ~ - {3.>',2 -1} j (5.13) 

com A,B e e, conetantes a determinar. Ca1cu1ando a derivada 

euleriana em relàção ao eistema linearizado, teremos: 

v. (:e) 0 - _I _ \s(,;,!. J)'<"/, [B•,ci.', lC("Yf-,l_?f].-1,i, .(ec; :I,~ ~L• / { 5. 14) 
:' (&~,z-!) - ,, 'Y . . ~ ~<~) 

vem que 

Da identidade 

B = l, 

e = 3/2kA e 

A= (9 + k~2)l]2 - 3 
2 A 

de modo que 

(5.14) 

(5.15) 

• 

(5.16) 
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com a derivada euleriana em relação ao sistema de equações 

completo 

V(z),,. - + /e ( 3.V,,?-1) + $z/'·+ 'Y,z,] J!f + [(~ .,. .A lz5 + 
:;,J l~:i, -1) ,ip.,; '/ ' 

+ ( !,. Y, .,_ .e>1,)~f] .e.a r [/ .t.>',':.1]+ 3 :l,z1 ,,. :,;/'·J 2! ,-e. j ( 5 .17) 

t fácil a verificação de que V(z) é realmente fun - -
ção de Liapunov1 para o sistema de equações (2.23) em uma 

certa vizinhança da origem. 

Calculamos mm.àricamente a curva • V(~)=<l, assim oo 

mo a maior V(z):cte. que está inteiramente contida na regi--- . ao de V(z)·;- O • -
Na fig. 5.2 está representada a região encontra­

da através êste procedimento. 

Observe-se, fig. 5.2, que a estimativa da região 

de ~tração do ponto de equilíbrio é 11111ito ruill. De fato, ra­

ramente encontram-se funções de Liapunov que dêem boas esti­

mativas. Isto aó é possível quando a equação original apre­

senta Wll ponto singular com estabilidade total. quando ses!!_ 

beque o ponto de equilíbrio 

-se fazer maiores restrições 

possue estabilidade local, dev!_ 

para V(z). Para val&res parti--
culares de p e kA' é possível, por meio de tentativas, obter 

resultados melhóres. No entanto, estamos interessados em um 

método que nos d& bons resultados em todo ocupo doa parâ­

metros p e k:r • Da! a pesquisa de métodos especiais. 

1 Note-se que para kA=O, a função V(z) deixa de existir. -
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Fig. 5.2 Estimativa-obtida 1pelo método eral, para o 11.odi­

lo A, com P=O,_ kA-•30 
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Construiremos, nesta secção, as funções de Liapunov 

dedas pelo método apresentado por Szego [34,36,31) • 

Reescrevendo o sistema de equações (5.l) 

se;ja 

f (z,) (5.18) 

donde vem que 

(5.19) 

Seja V(z) da forma -
(5.20) 

terem.os que 

(5.21) 

Considere-se~ função auxiliar 

q,(z:.}:: &J.i
1 

(J:)~r~.i .-la,~ (z,},iJ _ ~ Jz~L b"z, ,i • i_ o.-i.z,"I( f o,~l~,J +-Z;r. J 
.., 1 ""'• .,... j I (5.22) 

que é da mesma forma de (5.21). l/l(z) é agora posta sob forma 
~ 

quadrática em z.2 , 

1/1('!;). A(z,)z:_ + B(z,)z,. + C(z,) J (5.23) 

onde 
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A(z,),c.[a/.{zJ- t,b . .,,,•J,, 
B{zJ .,,,_ <, [ 0 ,~~.)z, ~Z. bnz/1 q,~(z,)z, _ 

"'º 
(5.24) 

c(z):,: - Zo,~t~,)i?,Z e;"1z,7) • 
••• 

Para obter uma função 1/'(t) semi-definida, as raízes 

z2 de q,lf/.osão impostas a coincidir, tomando-se A(z1 )=B(z1 )=0. 

Te remos então 

(5.25) 

(5.26) 

Escolhamos, agora, a função V{!) com a mesma for 

ma de (5.26), mas com os coeficientes deixados arbitrários, 

com o objeti'IO'o de obter uma função 

nii..da. 

Se tomarmos 

teremos 

• V(z) negativa eemi-defi--
(5.27) 

(5.29) 

(5.30) 



V(f)= -2[~.~~1 b..ztd][lo.,z,•]. 
Utilizando (5.18) e lembrando que 

obteremos 

V(i) ~ ( Z2 + J."g,/z)dz)
2 

<- 2.f,zf(z)d~ , 

V(s) ~ - 2. Lê,rz)d:,:;. f f:,-J . 
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(5.31) 

(5,.32) 

(5.33) 

(5.34) 

t fácil demoetrar1 que V(~) é função de Liapunov -
no semi-plano z1~ y2-y1 , sendo, desta maneira, api1cável o 

teorema II, 

l a) f(z1 ) 6 a fôrça restauradora, de modo que 

f(z1 ) LO para 12-11 < zl,::, o 
f(z1 );,0 para Zi ::,, o ' zl .:'. 72-11 

Z, 

b) ). g1 (z)dz > O para Zi ;,, o 

J" 6i(z)dz,L O para Zi <: o 

sendo, assim V(!!) ,é, O para Zi > :r2-:r1 , e V(!)=<J s~mente 

na origem e s&bre a reta Zi=:r2-:r1 , e V(~) é positivo-defi­

nido para Zi>:r2-71 • 

• 
Note-se que para g1 (Zi)=<l, V(!)..O qualquer que se 

jaz e valem ae considerações feitas em 5.2. -
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A maior curva V(!!,) contida no semi-plano z1 ~ y 2-y1 
& aquela que tem apenas um ponto sõbre a reta z1=Y2-y1 • 

Chamando de 

(5.35) 

a curva V(z) que tem saimente um.._._ponto sôbre a reta meneio--
nada é aquela que tem uraa raiz eôbre a mesma reta, ou seja 

-onde Det( ) representa o determinante da equaçao entre par&Jêc 

teses. Teremos, 

J
z, 

e=· f(z)dz, 
• 

((5.37) 

de maneira que a curva procurada é dada por 

11, Jz; 
+ • f(z)dz - • f(z)dz = O. (5.37) 

Nas figs. 5.3 e 5.~ estão representada as regiões 

11mitadas -po~ estas curvas, para o caso de 1tr=•3 , p=O, pa-

-ra os :ra.odilos A e B respectivamente, e sao comparadas com oe 

domínios de atração. 

Como podemos verificar, em relação à região enoon 

trada em 5.2 ,(ver fig. 5.1), temos uma melhora,na estimati­

va, nti 22 e 42 quadrantes .. No-te-se que para '1ti=0, obteremos 

o mesmo resultado de 5 .• 2 • 

Poderíames, já aqui, aonsiderarmos a união. das re­

giões encontradas nesta secção e na 5.2 , como melhor est1Da 

tiva. Deixaremos, entretanto, para mais tarde (ver 5.7) uma 

discussão mais completa a respeito. 
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1.0 

Es+imo/.iva 

Fig. 5.3 Estimativa obtida pelo método de Szeg8, para o 
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Dom,..,,,fo de ofracáo 2..i. , 

'·º 
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1 
z, 

-.s 

Fig. 5.4 Estimativa obtida pelo método de Szeg;, para o mo-
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5.5 Método de Willems 

Com.o havíamos mencionado. na secção anterior·, pode!, 

-se-ia unir as regiões encontradas em 2.2 e 2.4, obtendo as 

sim waa estimativa melhor do domínio de atração. O método de 

Willems [38,39] foi estudado, prevendo esta possibilidade. A 

função de Liapunov conseguida é dada em função de um parâme­

tro ..d..., , e através a variação diste parâmetro dentro de um 1~ 

tervalo permitido, acham-se infinitas regiões, sendo que a 

estimativa do domínio de atração é dada pela união destas re 

giÕes. Aplicaremos o método sbmente para o modêlo B. 

Reescrevendo o sistema de equações para o modêlo B 

(5.1) 

oom 

(5.',) 

verificamos ser idêntico ao sistema estudado por W111ems em 

[39} , a menos da função f(z1 ). Desta maneira, não apreaent!:. 

remos o método [ver 38,39] e escreverem.os diretamente o resul 

tado, como em [391. 

Teremos 

(5.38) 

onde 

(5.39) 
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com 

(5.40) 

Para o(- -.,teremos 
2 ., 
~ +.}t(z)dz, 

• 
(5.41) 

-que lí a equaçao (5.6)', sob outra forma. 

que lí a eq. (5.33) aplicada ao modêlo B, a menos de,,.,,,.,. fator. 

Assim senda, êste método engloba aquêles de 5.2 e 

5.4, permitindo, ainda, construir outras funções, para val~ 

res di:l!'erentes de o< • 

Como em 5.4 ,a função V.,_(!) s6 lí válida para z1~Zi• 
e procedendó como na secção anterior, ao:hemos a maior curva 

V (Z) = C, que está contida nêste semi-plano, -

ou 

Na fig. 5. 5, são dadas as regiões enc.ontradae para 

valôres de o{ e a região união , que é comparada com o domínio 

de atração, para ~=-30 , p:O. 
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z, 

t -1.(J 
Fig. 5.6 Estimativa obtida pelo método de Willems para 

o mod&lo B, com P=O, !ca=-30 
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5.6 Método de Infante 

O método de Infante [19}, foi derivado e partir de 

coneideraçÕes geom,trioas. Apresentaremos, a seguir, um re~ 

mo do mesmo, de maneira a facilitar a compreensão da aplica-

-çao. 

Considere-se o sistema diferencial 

• "i = z2 , 

z~ = :r2 (~l , 

e tomemos 

• (5.46) 

Mostra-se, que para o sistema modificado 

. J'' "i = z2 - , :t3(u,z2)du + :t4 (?) , 
• z2 = :t2<;l t- r5(~) , 

(5.47) 

é possível encontrar uma integraJ. de energia (independente 

a:t4(!) Jf5,(~) 
c"J.. + az2 

= o • (5.48) 

se, por outro lado, ae funções f 4(;l e :t5(!l forem 

convenientes, esta integral de energia é uma possível candi­

date a função de Liepunov. 

Define-se como "produto cru.zado 11 

: = J.~3 (u,z2Jau.:t2(!l + zf 5(~) - fi~l .:t4(!l. ( 5. 4-9;) 
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Mostra-se Q.9lque na região Z não negativo, a in--
tegral de energia é função de Liapunov. 

No nosso caso• 

(5.50) 

de modo que 

(5.51) 

Seja 

(5.52) 

"l = z2 + G1 {"1_l .. f 4 {?l , 

; 2 = - ~{'"J.lz2 - f('"J.l + f 5{?l , 
(5.53) 

e o ªproàu.to cruzado" 

Se escolhermos 

(5.55) 

que satisfazem as c.ond:1çÔes (5.48) • obteremos o sistema mo­

dificado 

(5.56) 

e um produ'to cruzado 

• (5.57) 
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A integral. de energia é dada por 

2 V(~) = z2 +2l!'(z1 ) , (5.58) 

onde l!'("i) é dado por (5.39) • Observe-se que (5.49) é idên­

tica à (5.7i), a menos do sinal. Desta maneira, a região de 

~ não negativa é a região de V(!:) calcru.lado em 5.2, não pos! 

tiva. Observe-se, também,que a eq.(5.58) é a própria eq.(5.6) 

de modo que para as funções f 4(?) e f 5(?) escolllidas, o mlt~ 

do de Infante nos dá a mesma função de Liapunov encontrada 

em 5.2. 

se, agora, escolhermos 

f4(!:) = o , 

f5(!:.l .. - Bi:<"il•G1(•1>.' 
(5.59) 

, fácil mostrar, por procedimento análogo, que os resulta­

dos obtidos serão aquêles dados pelo método de Szeg8 em 5 .4 • 

Seja h:[("i) uma função qualquer, e seja 
. z, 

Ri;("i) = J. h:[(z)dz • 
• 

(5.60) 

Escolhamos, agora, 

f 4 (!:l = Ri;("]_) - G1("il , 

f'5(!:l =-Hi;("il•Bi:<Zil- JiiC"il•2 - Bi:l"il , 
(5.6J.) 

que satisfazem a condição (5.48) • Teremos o produto cruza-

do 

(5.62) 
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-Uma maneira de fazermos Z nao negativo, é tollar--
mos 

(5.63) 

de modo que, para e\~ 1/1,: , ?: , não negativo l no semi-pla- · 

no Zl'?:,il • 

A integral de energia será dada por 

- , Para o oaso do modf:lo B, esta equaçao sera id&nti-

oa à equação (5.38) obtida pelo método de.Willems em 5.5, a 

menos de um :fator. 

-Para o caso do mod&lo A, teremos uma equaçao com 

um parâmetro variável, e podemos proceder como em 5.5 , to­

mando como estimativar:do domínio de atração a união das re­

giÕes encontradas com os diversos va15res ded_. 

A fig. 5.6 estão representadas as regiões, bem c·o 

mo o domínio de atração, para o modêlo A, _com kA=.30 e p:O. 

1 O produto cruzado será 

~ = 1>r<•1l•22(l*) + * f("i),GI(zl) ' 

e par~ ti{ V 1/~ , o primeiro fator será não-negativo. Já foi 

visto em 5,4 , que o segundo fator ' ,;,â'.o,,_négatiyo,.pllrap.zi.Í""":J.. 
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Fig, 5,6 Estimativa obtida pelo método e Infante para 
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5.7 Estimativa aperfeiçoada do domínio de atração 

Vimos, em 5.5 e 5.6 aoao me1horar a estimativa do 

domínio de atração, em rel~ção ~s estimativas feitas em 5.2 

e em 5.4, por meio da união das regiões calculadas para di­

versos valôree de um parâmetro introduzido. Se, ao invés do 

parãmetro utilizado, usássemos os pr6prios coefivientes adi 

mensionais de amortecimento como parâmetro, ou seja, se pa­

ra calcuJ.ar a estimativa do domínio de atração para ~ = i':r, 
uníssemos as regiões dadas para valôres de Ja_é 1ti , 1ti , obte­

ríamos também uma estima.tiva melhorada. Demonstra-se a vali 

dade desta afirme.9ão por verificação, ou seja, as nossas ili!! 
çÕes de Liapunov V(z) continuam sendo funções de Liapunov II' 

~ 

• ra o caso em que V(;!:) com o parbetro· 1<i ( 1ti I aplicado ao 

sistema de equações eu.jeito a ki• 
Isto poderia parecer evidente, à primeira vista, 

ao engenheiro, pois poder-se-ia esperar que um· aumento de!, 

mortecimento melhorasse a estabilidade e que fizesse oom que 

o dom!nio de atração ficasse maior. Entretam;o, isto não 4 

verdadeiro, como podemos observar pela análise da fig. 4.7. 

Como havíamos visto, a área hachurada representa o domínio 

de atração do ponto r=y1 , e a nã.o-lLachurada, aquêle do pon­

to 1=73 , para um deteml.nado valor de 1<i e p, Se fixarmos p, 

e modificaraos o va1or de 1tr• pode-se mostrar que modifica.­

remoe tamb&a as curvas eQ e e0 '. Por exemplo, se fixarmos a 
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nossa atenção nas curvas e
0 

e e
0 

• nas proxiDidades do ponto 

sela, r-,y2 , e estudarmos as equações linearizadas ea rela­

ção a êste ponto, observa-se que a inclinação das trajetó­

rias nêste ponto dePendem de k1 • Assim sendo, os domínios de 

atração de yc71 e Y-7! se modificam, e desta maneira, um poa_ 

to que antes pertenéia ao domínio de atraçao de r-71 ,perten­

ce, agora, ao domínio de atração de y=y3, ou vice-versa. Des 

ta maneira, a propriedade de que a regiâ.o encontrada para 

1<i .<:. ii: é também waa estimativa do domínio de atração do po~ 

to de eqUilÍbrio para amortecimento 'k1 , só é verdadeira por· 

ser qualidadà do processo de construção de funções de Lia:e 

nov, e .não qualidade dos domínios de atraç~o em si. 

Para aperfeiçoarmos a nossa estimativa do domínio 

de atração, lançaremos mãó. de um artifício. Observe-se que 

até êete momento, utilizamos sõmente curvas V(z)=C fechadas, -
como fronteiras da região de estimativa. Considere-se, agora, 

a região .íl.Jlimitada pela curva e•, dada por V(!)=C1 , c1 t,2. 

mado de maneira a fazer com que esta curva conteilha o ponto 

sela P(Zi_,O), e o segmento CB s&bre a reta z1:z1 (ver fig.5.7)1 

Diremos que,.QJé wm eetiaativa do domínio de atração. De fa­

to, se uma trajetória ea um ponto de..Q1, ela não intercepta 

e•, desde que V(!){. V(i1 ,o), para qualquer! em..Q., e V(?) 

-não aumenta· ao iongo das tra~etórias. A mesma traJetória 

também não intercepta CB, já que, em tôdos os pontos de CB_, 

dz1/ dt=z2 ;, O, de modo que as trajetória, vão da esquerda pa­

·ra a direita, entrando ea .íl.i-
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Fig. 5.7 Bstimativa melhorada para o modêlo A, com p=O,kAm.30 
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Fig. 5.8 Estimativa melhorada para o modêlo B, com P=0,ka=•30 
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Como V(z) não é idênticamente nula ao long• de nenhuma so­

lução do sistema de equações, podemos oonoluir que .J!
1

é wta 

estimstiva para o domínio de atração. 

Observe-se que o• sendo aberta, envolve, no se:mi­

-~àno z1,l 'zí, tôdas as curvas fechadas, obtidas para os 

mesmos valôree de~ e p. Aesim. sendo, a estimativa dada por 

iate método é melhorada em relação àe estimativas anteriores. 

Analiticamente teramos 

(5.65) 

onde 

(5. 66.) 

e V(z)' é dado por (5.64} para o modêlo A e por (5.38}, para -
o mod&lo B. 

Para ki:=•3 e P=O, representamos, nas figs. 5.7 e 

5.8, as. curve.e dadas para alguns valares de o( , assim com.o a 

curva lilli tente da região união das regiões obtidas para to~ 

doe os vaiares de o( permissíveis, para os 11.odêlos A e B res­

pectiveaente. 

Voltando à fig. 5.7, observamos que Ci_;k:r intercel!. 

ta e,:, no ponto A. Lembramos que C ~ é dada para oi. = 1<i , 
e e!.· para ol+a, • Existem infinitas curvas c:,~

1
dadas por 

(5.67} 
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' com c2 > <½_, que interceptam e -, ' ' ,,. 
no trecho CA. Seja D este 

ponto de intersecção, e aeja a região.n, limitada pela curva 
,. • . 1 

e ,1.,_ (trecho EJI), pela parte DC de e.,. e pelo segmento CE sa-

bre a reta "J.=i1 • Diremos quen~t! uma estimativa aperfeiçoa­

da, em relação àquela obtida no inicio desta secção, do dolllÍ 

nio de atração. De fato, qualquer trajetória que inicia e11. 

.ílz. não sairá desta regi~o através a curva EDO por ser a mee 

ma construída de maneira que V(~) eêlefa na região de V(!) O, 

ou seja, por partes, ela é construída através de funções de 

·Liapunov. Da mesI1&. ll8ll.eira que anteriormente, as trajei6rias 

que atravess8ll CE, por terem derivada em relação ao tempo P@ 

§àtiva, o fazem da esquerda para a direita (fig. 5.7) de 11.0-

do que entra11. em~. Coll.O V(?:) não ~ idêntica11.ente nula e11. 

nenh.Wlla solução do sistema diferencial, conc1u-!u.oe as traj!. 

tcSrias que iniciam em .ílz , nunca saem de fl.z, e são atraídas 

para o ponto de equilíbrio, de modo que~ é uma estimativa 

para o domínio de atração. Por ser C2>c1 , esta estimativa 

é melhor que aquela feita anteriormente. 

g interessante tomar a maior curva de modo 

que ~~~peeea obter a melhor estimativa. Para tanto, formula 

remos o problema de uma maneira gerai. 

Se~a V.1.,<!l dado pela eq. (5.64), com o/. =1/k:r, 

V,1~!:) = (s2 - G..f •1 ) )
2 

- 2F(âi) • (5.68) 
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A curva e' é dada utilizando-se, por exemplo, a 

eq. (5.58). Teremos 

z2 2 + 2l1(Zi_) = • (5.69) 

donde tiraaos o vaJ.or de z2. sôbre CD (fig. 5.7), 

r e- i,11/2 z2 = - l 21' z1 ) - 2F(z1 '.J • 

Substituindo em (5.68), teremos 

V(~) ={Gr(Zi_) -l2F<z1l - 2F(Zi_)]l/
2J! 2F(zl) • (5.7rl) 

O vaJ.or WÚ:illlo de V ( z) sôbre CD de O' é dado para -• - . l 
a ordenada z1 dada pela equaçao 

'11! ~ 2 ô(r,)s(z,). 2.~(z,)rF(z-;).zF(z:,)]'1'. Z~f,,){(,,)/JF(zí,}-~;:f,,,:,J[
11
'. (5. 72) 

Para P=O e k:r=-30, nas :figuras 5.9 e 5.10, represe.!! 

tmaos as melhores estillativaS obtidas para os modêloe A e B 

respectiv8ll.ente. 

· l A raiz a ser considerada é, ltbviaaente, aquela que se en 

contre entre as ordenadas relativas aos pontos O e D da fig. 

5.7 • Nós, em nosso trabaJ.ho, achamos o vaJ.or máximo de V(z) -
D.Wl.~ricam.ente, utilizando UD computador digita1. 
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Fig. 5.9 Melhor estimativa para o aodê1o A, com P=O, kA=.30 
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Fig. 5.10 Melhor estillativa para o modêlo E, com p=O, lcii=-30 
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6. O l'ROllLEIU DE "SNAP" DINÂMICO 

6.1 Generalidades 

Conêi.dereu.os as curvas de fase no plano (y ,Y') para 

carga e amortecimento genéricos. Verifica-se: que para certas 

condições iniciais P(y0 ,y0 ), situadas no seni-plano y;,72 , as 

curvas de ·fase que ali se origi:ri.am. permanecem nêste selli-pl,!; 

no para qual.quer t vt
0

• Os movimentos o_orrespondentes, ou. 

tendem assintbticamente para o ponto (y1 ,o) ou circul..,. em 

tôrno dêete pon~o ebmente. Quando isto ocOrre, diremos que as 

condiçÕes inio:l.ais P(y
0
,y

0
) não levam à ocorrincia de •snap". 

Por outro lado, quando uma curva de fase ·possui pelo menos 

um ponto em com.um com a reta Y=Y2, dire11.0e que o pon-t.o de CO!! 

diçÕes iniciais leva l ocorrênc1.a de ºene.p"-• t claro que a 

ocorrência ou não do 11 SDS.p" não depende sõmente do ponto de 

condições.iniciais P(~0 .y0 ), uas tamblm dos parbetros p e Iti~ 
Dado um ponto de condições • iniciais P(y0 ,y0 ) e um 

certo valor de p < P , mostra-se que sempre , possível deter 

minar um certo ~70 ,j-0 ,p) tal que para todo "i:9Ki: não ocor­

re o "Bnap", sendo que para 1<i: ,C. ~ se verifica o contrário. 2 

l O problema de isnap" dinâmico assim definido ,, i\e vêzes, 

também olumado de •problema de flaabagem sob perturbação fini 

ta. 

2 Para certos valôres de p, P(Y
0

tYo) não ocorre 11 snap" tam­

bém para k =0. Quando k =0,,l' ~t..bI para o qual ocorra 11 enap 11
!_ 
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o método direto de Liapu.nov pode ser utilizado para 

a obtenção de uma estimativa ki de K:r , com k{:, K:r , Para 

tanto, procedeu.os da maneira seguinte: 

Seja C! a maior curva fronteira encontrada pela uti-

lização da função/de Liapunov V(z) dada por . . . -
{ 6,1) 

Se obr~garmo~ esta curva a passar pelo ponto de condições in!, 

ciais P{~0 ) 
2 , teremos 

V(~0 ) = C{p,k:r) , (6,2) 

uma equação que relaciona os valôres (zo1 ,z02,p.~). 

se fixarmos dois dêsees valares, teremos kj função 

do·terceiro. t fá~il mostrar que o valor de k.r~ assim determi 

nado é o menor possível, através ~ ll:tili,zaQã,o da função de Lia 

punov V(z), 

Ana1Ític8lllente teremos 

(6,3) 

Consideraremos dois casos particulares: o caso de car 

regamente dinâmico tipo "degrau" e carregamento impulsiyo. 

1 Note-se esta curva é formada pela união das regiões deter 

minadas pela variação do parll.metro o.( e pelo segmento ~E (f~.'5.7). 

2 Como veremos adiante, não é sempre possíve1 fazer esta 

curva passar pelo ponto P(!0). 
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6.2 Carregamento tipo "degrau" 

_Sejam dadas as condições iniciais 

Yo = l • Yo = o • (6.4) 

Deseja-se determinar ~ ""= h(p) , para p de.do 

(6.5) 

Teremos 

Zol = l-Y1• (6.6) 
Zo2 = o • 

Seja 

V(~) = C'°(p,~) • (6,7) 
,, ) a maior curva, e,, obtida com V(!, para dados valôres de 

p, 1ti • A condição que (6.7) passe pelo ponto P(z01 ,o) é dada 

por 

(6.8) 

Assim sendo,. dado um valor de p
0

, cr:!ticot obtém-se 

um valor de 1tr...,. Pode-_se mostrar que a partir de um certo va­

lor de p0 , o primeiro membro de. (6,8) é menor do que o eegundo, 

para qualquer val o:r de k[, 
. r# 

zer pa_ssar a ·curva r.....- pelo 

o que significa não ser possível fa 

ponto de condições iniciais. 

~esolvemos a eq. {6.8) num~rioamente, apresentando os 

resultados nas figa. 6.1 e 6.2, para os modêlos A e B respecti 

vamente. 



73 

Estão também representadas as soluções exatas, obti­

das através integração numéric~ p_elo processo de Runge-Xutta. 

6.3 Carregamento impulsivo 

Seja o carregamento da forma 

o- o Z02 = ' 
zº+ = VC • º2 

(6,9) 

e sejam 

p = o 
' 

zo1 = o 
( 6.10) 

• 

Teremos, da mesma maneira como -na eeoçao anterior 

que permite a determinação dos valõres k:r* em função de v
0

• 

Nas figs. 6,3 e 6.4 estão plotados os reBllltados ob­

tidos, para os modêlos A e B respectivamente, os quais são com 

parados com as soluçQes exatas. 
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DISCUSSÃO E CONCLUSÕES 

Como podemos observar nas figa. 6.1 a 6.4, os resaj,_ 

tadoa obtidos representam uma estimativa pobre dos carregam"!!. 
' tos limites, tipo "degrau" e implllsivo, para os quais ainda 

não ocorre o 11 snap". A estimativa é Illli to ruim no caso de e~ 

regamento tipo "degrau 11 , com amortecimento viscoso (mo dilo A), 

sendo que pode ser considerada razoável nos demais casos. 

Comparando os resultados obtidos em 6.2, para o mo­

d&lo A, com aqüeles obtidos por Nacllbar e Hullllg {301 , para o 

mesmo· problema, verificamos serem os primeiros D112ito pobres ea 

relação àquiles obtidos em [30]. Isto era de se esperar, uma 

vez que o método de análise desenvolvido no presente trabalho 

é geral, isto é, permite obter resultados para qualquer oun~ 

to de valôree (yo1 ,Yo2,p). O método de (30J é baseado na con­

servação d.a energia do sistema meoãnico, levando em consider.!. 

ção a energia dissipda pe1o amortecimento. Para tanto foi ne 

ceseári~, inicialmente, uma estimativa da trajetória, de modo 

a permitir o oáJ.CUlo de energia dissipada. A estimativa da ~ 

jet6ria foi obtida por meio detentativas, levando-se em conta 

algumas restrições que deveriam ser satisfeitas, por imposição 

do sistema. Algumas destas restrições dependem das condições i 

niciais, de modo que o método deeenvolvid.o em (30] ~ mo.ito Pª!. 

tioular, uma vez que, fixados dois valôres diferentes de {y01 , 

Yo2,P) daqueles utilizados, a obtenção de um resultado envol 

ve uma nova estiaativa da trajetória. 
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Para o caso de carregamento impulsivo, as estimati­

vas obtidas são boas, levando-se em conta a general.idade do 

método. 

A qualidade das estimativas, no presente método, de 

pendem exclusivamente das funções de Liapunov utilizadas. 

Os métodos de obtenção de funções de L1apunov para 

equações Simples, com pontos de equilíbrio localmente estáveis 
' (por ex. equaçoes de Lilnard, que representam grande número de 

sistemas físicos) são, ainda hoje, mu.ito precários. Os métodos 

, - -que permitem uma estima.tiva melhor do dominio de atraçao eao 
. 

de natureza numérica, sendo portanto sõmente ap1icáveis à equ.! 

çÕes diferenciais com parâmetros definidos, •ãp permitindo, de 

uma maneira mais global, obter estimativas em. todo o campo dos 

parâmetros. 

Quanto aos métodos de constru.çã.o de funçÕ.es de Liap!' _, 

nov apresentadost pareoe-nos que aqü&le de Int'ante nos permite 

- , " uma aplicaçao mais racionalizada. O metodo de Szegot se conve-

nientemente utilizado, pode levar-nos aos mesmos reau.ltadost se 

bem que de uma .man.eira bem :mais subjetiva e difícil. 

Para sistemas com mais de um. grau de liberdade, se 

-se define convenientemente a ocorrência ou nao do "snap" 
. ' 

sente método, adaptado, pode ser utilizado com sucesso, desde 

que seja possível obter funções de Liapu.nov que levem a uma ea 

t:Lmat1va razoável do domínio de atração. 
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Recapitul~do, o método de análise através a teoria 

de Li~punov, é perfeitamente aplicável ao estudo do .comporta­

mento de sistemas estru.tu~ais que _ap~esentam a característica 

de "ª~~ap 11
• _De um m:odo geral, a aná1;se através as funções· de 

Liapunov ap~esentadas no present~ trabalho, é convenien~e, df!. 

de só se deseje_ te:r uma idéi_a dos val'Bres limites para os 

quais ainda não ocorra o 11 snap11 • Para a obte~ção de re~lta 

dos mais preois.o~, enquanto __ não se dispuser de um método mais 

eficiente para a constru_ção de funções de Liapu.nov, sugere-se 

a utilização da __ técnica de l3o} • 

De qualquer maneira, acretitamos ser,&ste trabalho, 
, - > 

uma contribu_~ção ao estudo de probl:mas_ de 11 snap11 dinâmico. 
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