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Resumo da Dissertacao apresentada a COPPE/UFRJ como parte dos requisitos

necessarios para a obtengao do grau de Mestre em Ciéncias (M.Sc.)

UM MODULO ANALITICO-NUMERICO PARA CALCULO DE PERFIS
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Equagoes analitico-numéricas capazes de simular escoamentos hidrodinamicos
tridimensionais (z,y, z,t) a partir de informagoes bidimensionais horizontais (x, y, t)
sao de grande valia. Este trabalho apresenta um conjunto de equagoes capaz de fa-
zer isto de maneira a calcular variagoes verticais tanto na magnitude quanto na
direcao do escoamento, apresentando um forte potencial para ser utilizado como
uma ferramenta operacional para monitorar fenomenos como intrusao de agua sa-
lina, erosao costeira e alagamento. Tais equacoes sao validas para corpos d’agua
naturais com superficie livre e de dguas rasas, sejam elas interiores, estuarinas ou
marinhas, desde que tais corpos sejam verticalmente homogéneos (mesmo que late-
ralmente estratificados) e cuja pressao seja hidrostética. Um perfil aprimorado de
viscosidade turbulenta, de formato parabdlico, é apresentado. Ele analiticamente
satisfaz condigoes de contorno dinamicas do fundo e da superficie. A partir dele,
deduz-se um perfil preliminar de velocidade, de formato logaritmico, valido para
escoamentos permanentes e uniformes. Entao, a partir deste perfil preliminar de
velocidade, deduz-se um perfil ajustado de velocidade, que representa os termos da
equacao de Navier-Stokes mais relevantes para escoamentos geofisicos, inclusive as
aceleracoes advectivas nao-lineares. Tal perfil ajustado de velocidade é plenamente
calculado a partir de varidveis independentes da dimensao vertical (independentes
de z). Tal perfil é entdo posto & prova em dois cenarios de modelagem numérica:
(1) um canal retilineo com um talude (modelo 2D) e (2) um canal curvilineo de
fundo horizontal (modelo 3D). O conjunto de equagoes proposto se mostra potenci-
almente capaz de simular ambos os cendrios com éxito, tendo, inclusive, simulado

um escoamento secundario helicoidal no segundo cenério.
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Analytical-numerical equations capable of simulating three-dimensional hydro-
dynamic flows (z,y, z,t) from horizontal two-dimensional information (z,y, t) are of
great value. This work presents a set of equations capable of doing so in such a way
that it calculates vertical variations on both magnitude and direction of the flow,
presenting a strong potential for being used as an operational tool to monitor phe-
nomena such as salt water intrusion, coastal erosion, and flooding. These equations
are valid for natural water bodies of free surface and shallow waters, fresh or salt,
as long as these bodies are vertically homogeneous (even if laterally stratified) and
whose pressure is hydrostatic. A refined turbulent viscosity profile of parabolic shape
is presented. It analytically satisfies both bottom and surface dynamic boundary
conditions. From it, a preliminary velocity profile of logarithmic shape is deduced,
valid for steady and uniform flows. Then, from this preliminary velocity profile, an
adjusted velocity profile is deduced, which represents the most relevant terms of the
Navier-Stokes equation for geophysical flows, including the nonlinear advective ac-
celerations. Such adjusted velocity profile can be fully deduced from variables that
do not depend on the vertical dimension (independents of z). Such profile is then
put to test under two numerical modelling scenarios: (1) a straight channel with a
slope (2D model) and (2) a curvilinear channel with horizontal bottom (3D model).
The proposed set of equations proves to be potentially capable of successfully simu-
lating both scenarios, having even simulated a secondary helical flow in the second

scenario.
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Capitulo 1

Introducao

Modelos de hidrodinamica ambiental sao ferramentas indispensaveis a uma boa
gestao de corpos d’agua naturais. Munidos de equagoes que descrevem a mecanica
dos fluidos geofisicos, eles permitem o estudo de processos referentes a diversos
fenomenos de interesse, como circulagao hidrodinamica, qualidade das dguas e pro-
cessos sedimentoldgicos. Sem eles, é dificil se ter uma visao completa (multidisci-
plinar) e integrada (interdisciplinar) de corpos d’dgua complexos como rios, lagos,
estudrios, baias, mares, oceanos e zonas costeiras.

Existe uma vasta gama de tipos de modelos de hidrodinamica ambiental. Mo-
delos conceituais, matematicos, analiticos, analdgicos, fisicos, numéricos ou compu-
tacionais sao alguns exemplos (ROSMAN| [2019). Modelos conceituais e modelos
matematicos descrevem, cada um a sua maneira, um escoamento hidrodinamico.
Todos os outros tipos listados, cada um a sua maneira, tem como objetivo resol-
ver os modelos conceituais e matematicos, de modo a fornecer ferramentas para
estudos diagndsticos, prognosticos e de dinamica de processos. Este trabalho fo-
carda em modelos analiticos, em modelos numéricos e em modelos que surgem a
partir da interagao entre esses dois tipos: modelos analitico-numéricos. Mais espe-
cificamente, focara na capacidade desses tipos de modelos de descrever escoamentos
hidrodinamicos tridimensionais e complexos.

Modelos analiticos sao compostos pelas solucoes gerais das equacoes diferenci-
ais que descrevem um escoamento hidrodinamico. Eles sao poderosissimos quando
aplicaveis em situacoes praticas, pois, através de uma tinica equacao explicita, permi-
tem a solucao de um modelo matematico em qualquer posicao e instante do dominio
espaco-tempo modelado. Assim, quando resolvidos por computadores, o esforco
computacional despendido é minimo. Em contrapartida, por nao terem solucao ge-
ral conhecida para escoamentos pouco simplificados, eles requerem uma idealizacao
excessiva e irrealista, incompativel com a grande maioria dos casos praticos. As-
sim, quando aplicados, muitas vezes adotam simplificagoes que desprezam parte

dos principios fisicos do fendmeno representado. Por esses motivos, pouquissimos



modelos analiticos sao efetivamente aplicaveis.

Modelos numéricos sao compostos pela traducao numérica e discreta do conjunto
de equagoes diferenciais que descrevem um escoamento hidrodinamico. Eles sao
muito robustos, desde que sejam respeitadas as condicoes de validade dos métodos
numéricos utilizados, e podem resolver praticamente qualquer modelo matematico.
Por isso, sao aplicaveis a praticamente qualquer situagao pratica. Em contrapar-
tida, eles s6 fazem contas passo a passo, isto é, a passos discretos e unidirecionais ao
longo do dominio temporal, o que requer um grande esfor¢co computacional. Entre-
tanto, devido a capacidade dos computadores de fazerem contas muito rapidamente,
esta atualmente ¢ a maneira mais comum de se resolver modelos matematicos de
hidrodinamica ambiental.

Modelos analitico-numéricos, por sua vez, agrupam vantagens tanto de modelos
analiticos quanto de modelos numéricos. Quando utilizados, parte do modelo ma-
tematico em questao é resolvida através de um modelo analitico e parte através de
um modelo numérico. Em outras palavras, as partes nao resolviveis analiticamente
sao calculadas numericamente.

Os modelos matemadticos que descrevem escoamentos hidrodinamicos tridi-
mensionais, sejam eles resolvidos por modelos analiticos, numéricos ou analitico-
numéricos, podem ser escritos em diferentes niimeros de dimensoes. Os mais com-
pletos e complexos sao os tridimensionais (3D), seguidos pelos bidimensionais (2D)
e entao pelos unidimensionais (1D). Os modelos 3D descrevem as variagoes do es-
coamento em trés dimensoes espaciais (z, y e z) e em uma dimensao temporal ().
Os modelos 2D, com menor complexidade e consequente menor capacidade de des-
crigao, descrevem variagoes do escoamento em duas dimensoes espaciais (z e y ou z
e zouy e z) e em uma dimensao temporal (t). Os modelos 1D, ainda menos com-
plexos, descrevem variagoes do escoamento em uma dimensao espacial (z ou y ou
z) e em uma dimensao temporal (¢). Uma descrigao detalhada sobre esses modelos
matemadticos pode ser encontrada em (ROSMAN| |1997).

Um modelo 3D descreve um escoamento tridimensional em toda a sua com-
pletude. Eles podem ser utilizados para descrever o escoamento de praticamente
qualquer corpo d’agua natural. Em termos de hidrodinamica ambiental aplicada,
eles tipicamente sao apenas utilizados em situacoes em que os modelos 2D e 1D
deixam de representar processos fisicos relevantes. Em outras palavras, modelos
mais simplificados sao preferiveis a modelos mais sofisticados em situagoes em que
os modelos simplificados representam satisfatoriamente todos os processos fisicos
relevantes. Isso porque modelos 3D, por serem mais completos e complexos, reque-
rem tanto mais esforco computacional quanto mais tempo de processamento do que
modelos 2D e 1D.

Um modelo 2D é obtido através da promediacao de um modelo 3D ao longo de



uma dimensao especifica (Figura . Este procedimento é feito pela aplicacao de
uma integral de linha ao longo dessa dimensao e posterior aplicacao das condigoes
de contorno correspondentes. A informacao sobre a variacao do escoamento ao
longo da dimensao promediada é, entao, perdida, sendo somente preservada a in-
formagao referente a suas condigoes de contorno. Existem dois principais tipos de
modelos 2D: os oriundos da promediacao da dimensao vertical (z) e os oriundos
da promediacdo de uma das dimensoes horizontais (z ou y). Os primeiros sdo os
2D-horizontais (2DH), pois sao bidimensionais e contém descri¢oes do escoamento
apenas nas diregoes horizontais. Os segundos sao os 2D-verticais (2DV), pois sao
bidimensionais e contém descri¢oes do escoamento na dimensao vertical em uma das
dimensoes horizontais. Modelos 2DH sao tipicamente utilizados para simular esco-
amentos cujas variagoes verticais sao irrelevantes, como por exemplo escoamentos
em baias verticalmente homogéneas. Modelos 2DV sao tipicamente utilizados para
simular escoamentos cujas variagoes em alguma direcao horizontal sao irrelevantes,
como por exemplo alguns estudrios, a fim de se estudar o comportamento de cunhas

salinas (DE MIRANDA et al., 2002).

Figura 1.1: Esquema de coordenadas para os modelos 3D e 2DH, onde NR ¢é o Nivel
de Referéncia. Para o caso do modelo 2DH, 4; exemplifica uma varidavel promediada

na vertical. Adaptado de ROSMAN]| (1997).

Os modelos 1D, por conseguinte, sao obtidos através da promediacao de um mo-
delo 2D ao longo de uma dimensao especifica. O procedimento é analogo, feito pela
aplicagao de uma integral de linha ao longo da dimensao em questao e posterior
aplicacao das condigoes de contorno correspondentesﬂ Os mesmos principios sobre

a perda da informacao ao longo da dimensao promediada se aplicam, sendo somente

IEles também podem, de maneira mais genérica, ser obtidos pela aplicacio de uma integral de
superficie em um modelo 3D ao longo das dimensoes a serem promediadas.



preservadas as informacoes referentes as condigoes de contorno das dimensoes pro-
mediadas.

Este trabalho focard no desenvolvimento tedrico de um modelo tridimensional
analitico-numérico (3D-AN) que, quando em uso, operard em parceria com um mo-
delo numérico 2DH. Se trata de um conjunto de equacgoes capaz de estimar perfis
verticais de um escoamento hidrodinamico que é simulado por um modelo numérico
2DH. A ideia é que o modelo numérico 2DH faca suas contas e que, a cada passo de
tempo, uma férmula analitica independente seja utilizada para estimar perfis verti-
cais do escoamento. Esta férmula tera termos que sao resolvidos analiticamente e
termos que s6 podem ser calculados numericamente via médulo 2DH. Ressalta-se,
contudo, que a proposta deste trabalho nao é, de fato, implementar tais equagoes em
algum modelo computacional, e sim desenvolver um estudo tedrico a seu respeito.

Formulas analitico-numéricas que estimam perfis verticais dessa forma nao sao
inéditas. A titulo de exemplo, temos o atual médulo 3D-AN do Sistema Base de
Hidrodinamica Ambiental (SisBaHiA®), que sera explorado em detalhes neste tra-
balho. Porém, a questao é que atualmente essas férmulas assumem idealizacoes
nos escoamentos que comumente sao incompativeis com a realidade. Exemplos
dessas idealizacoes sao: escoamento estacionario; auséncia de aceleragoes advecti-
vas; auséncia de influéncia da rotagao da Terra; massa especifica uniforme; cota
da superficie livre e cota batimétrica constantes; e rugosidade equivalente de fundo
constante. Em alguns casos, tais idealizacoes se aplicam a corpos d’agua naturais de
forma aproximada, com variagoes temporais e espaciais que se dao de maneira suave
(isto é, matematicamente continuas e sem grandes derivadas). Nestes casos, estas
formulas fornecem resultados tteis, porém comumente com exatidao questionavel.
Em outros casos, bastante comuns, uma ou mais dessas idealizagoes nao se aplicam
ao escoamento nem de forma aproximada. Nestes casos, estas formulas nao fornecem
bons resultados e sua aplicacao nao é recomendada. Na pratica, isso significa que,
apesar de suas vantagens, elas nao podem ser utilizadas em todos os corpos d’agua
naturais.

Quando tais idealizacoes nao se aplicam, a tnica alternativa para se obter repre-
sentagoes verticais confidveis do escoamento é através da utilizagao de um modelo
3D. Isso requer um maior esforco computacional e mais tempo de processamento,
devido nao somente ao maior nimero de camadas verticais com que o modelo tera
que lidar, mas também devido as interacoes entre elas. Entretanto, é comum que
apenas pequenas porcoes do dominio modelado necessitem dos atributos dinamicos
dos modelos 3D, sendo o restante de seu dominio compativel com uma dinamica
2DH (PRANDLE] [2009)). Mesmo nesses casos, dependendo do fenémeno de inte-
resse e do modelo computacional utilizado, é comum que todo o dominio necessite

ser modelado através de modelos 3D. Exemplos de estudos de caso em que isso



acontece sao:

1. Lagoa dos Patos, RS: o encontro de agua doce com agua salgada em sua co-

nexao com o mar gera forcas de gradiente de pressao baroclinicas que sao sig-

nificativas apenas em uma pequena porcao do dominio modelado, entretanto,

essenciais para a boa representacao do escoamento como um todo.

2. Rios meandrantes: as fortes aceleragoes advectivas nos meandros desses rios

propiciam uma circulacao tridimensional — escoamento secundario helicoidal
— que resulta nos padroes de sedimentacao observados (Figura, fenomeno

impossivel de ser observado através de simulagoes 2DH.

Figura 1.2: Rio Ibicui (RS), ilustrando os padrdes de sedimentagao observados em
rios meandrantes, induzidos pela circula¢ao secundaria helicoidal. Extraido de BRA-
SIL DAS AGUAS (em 20 de novembro de 2018).

E neste contexto que este trabalho busca desenvolver um método analitico-
numérico mais versatil do que os atuais. Através da melhora da representacao
fisica destes modelos, pretende-se expandir a gama de tipos de escoamentos que eles

podem simular.

1.1 Motivacao e hipdétese cientifica

A motivagao deste trabalho é propiciar a representacao tridimensional de um esco-

amento através da sua simulagao numérica 2DH de modo a representar todos os ter-



mos da equacao de Navier-Stokes mais relevantes para escoamentos em corpos d’agua

naturais. Tais corpos devem ter superficie livre, ser verticalmente homogéneos e suas

pressoes devem ser aproximadamente hidrostaticas.

Tal realizacao propiciaria a modelagem tridimensional de corpos d’agua naturais
de modo a se obter uma representacao fisica robusta aliada as vantagens da utilizacdao
um modelo 2DH. Em outras palavras, seria possivel modelar escoamentos com for-
tes aceleragoes advectivas nao-lineares em trés dimensoes espaciais através de uma

simulagao computacional que, em relacao a simulagoes 3D usuais, é supostamente

e mais estavel,
e mais rapida e

e computacionalmente mais economica.

Desta forma, este trabalho considera a seguinte hipétese cientifica: quando es-
coamentos hidrodinamicos tridimensionais sao simulados por modelos numéricos ver-
ticalmente promediados, é possivel estimar seus perfis verticais através de métodos
analitico-numéricos que representem todos os termos da equacao de Navier-Stokes

mais relevantes para escoamentos em corpos d’agua naturais.

1.2 Objetivos

O objetivo deste trabalho é desenvolver um conjunto de equacoes analitico-
numeéricas que possibilite a estimativa de perfis verticais de escoamentos hidro-
dinamicos de corpos d’agua naturais através da simulagao numérica verticalmente
promediada destes escoamentos. Em outras palavras, trata-se de uma ferramenta
capaz de estimar perfis verticais realistas a partir de simulacoes do tipo 2DH. O foco

deste trabalho se encontra nos termos nao-lineares da equacao de Navier-Stokes, isto

ou; ,U('?ui ou;
oxr’ 7 Oy oz °

Os termos mais relevantes da equacao de Navier-Stokes para escoamentos em

é, os termos u ew
corpos d’agua naturais devem ser representados, de modo que o conjunto de equagoes
sera valido para escoamentos com fortes aceleracoes advectivas nao-lineares e que
tenham superficie livre, sejam verticalmente homogéneos e cujas pressoes sejam

aproximadamente hidrostaticas.



Capitulo 2

Referencial Teodrico

2.1 Modelos de turbuléncia

Existem diversos modelos de turbuléncia descritos na literatura (DE SOUZA et al.|
2011)). Entre eles, o utilizado pelo modelo hidrodinamico do SisBaHiA® é um modelo
multi-escala, baseado em Simulacao de Grandes Vortices (Large Eddy Simulation,
LES) (ROSMAN| [2019)). Descrito por ROSMAN] (1987), se trata de uma genera-
lizagao das tradicionais promediagoes temporais de Reynolds e é calculada através de
uma integral de convolucao que age nas quatro dimensoes do dominio espaco-tempo
(x,y, z e t). Escalas caracteristicas para a filtragem de cada uma dessas dimensoes
devem ser fornecidas ao modelo. Elas definem uma minima escala de interesse para
cada dimensao. Quanto maiores forem tais escalas, menos detalhado serd um sinal
filtrado.

O ponto de partida para o estabelecimento de diferentes modelos de turbuléncia
¢ a definicao da viscosidade turbulenta. Cada modelo apresenta uma proposta para
sua definicao, com diferentes graus de complexidade e niveis de abrangéncia. De
maneira geral, eles podem ser classificados de acordo com a quantidade de equagoes
diferenciais que o definem (RODI, |1984)), assim:

1. Modelos algébricos, de zero equagoes diferenciais (zero-equation models)
2. Modelos de uma equagao diferencial (one-equation models)
3. Modelos de duas equagoes diferenciais (two-equation models)

4. Modelos de N equacoes diferenciais

Estes e outros modelos de turbuléncia serao explorados em detalhe ao longo do

desenvolvimento deste trabalho.



2.2 O Sistema Base de Hidrodinamica Ambiental

(SisBaHiA®)

O SisBaHiA® (Figura, ja mencionado neste trabalho, é um sistema profissional
de modelos computacionais para estudos e projetos de corpos d’agua naturais
2019). Ele estd em constante desenvolvimento pelo COPPE/UFRJ — Insti-
tuto Alberto Luiz Coimbra de Pés-Graduagao e Pesquisa de Engenharia (COPPE)
da Universidade Federal do Rio de Janeiro (UFRJ) — e é registrado pela Fundagao
COPPETEC - érgao gestor de convénios e contratos de pesquisa do COPPE/UFRJ.

£ Sistema Base de Hidrodinamica Ambiental - O (3

Modelagem Maré Consultas Ferramentas Ajuda
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COPPE - Engenharia Costeira & Oceanogrdfica

. g
AL M A G A s G -

Finaliza sistema

Inicio: 13:15 . ; Projeto: Rio Amazonas . ; 31/05/2018 13:15

Figura 2.1: Interface grafica da tela de inicializagao do Sistema Base de Hidro-
dinamica Ambiental, SisBaHiA®.

O SisBaHiA® possui uma série de modelos dinamicamente acoplaveis entre si,
possibilitando o estudo integrado de diferentes processos fisicos. Os mais relevantes

para este trabalho sao:

1. Modelo Hidrodinamico: Um modelo de circulagao hidrodinamica 3D ou 2DH

otimizado para corpos d’agua naturais. Sua discretizacao temporal se da



via diferencas finitas e sua discretizagao espacial se da via elementos finitos
quadraticos; seus parametros de entrada podem variar no tempo e no espago;
e sua modelagem de turbuléncia é multi-escala e baseada em Simulagao de
Grandes Vértices (Large Eddy Simulation, LES).

2. Modelos de Transporte de Sedimentos e Evolu¢ao Morfolégica de Fundo: Um
conjunto de modelos que computam transporte de sedimentos, taxas de erosao

e sedimentacao do fundo. Pode ser acoplado ao Modelo Hidrodinamico 3D ou

2DH.

3. Modelos de Qualidade de Agua: Um conjunto de modelos eulerianos para
simulagao acoplada de até 11 parametros de qualidade de dgua. Pode ser
acoplado ao Modelo Hidrodinamico 3D ou 2DH.

2.2.1 O médulo analitico-numérico do SisBaHiA®

Descrito por (ROSMAN] 2019)), o atual médulo 3D-AN do SisBaHiA®, assim como
seu médulo 3D (puramente numérico), opera em conjunto com seu médulo 2DH
(também puramente numérico). Ele permite a obtengao do escoamento tridimensi-
onal através de uma estimativa analitica do perfil vertical de velocidade em todos
os passos de tempo da simulagdo. A posicao da superficie livre (¢) e as velocida-
des horizontais médias na coluna d’agua (U e V') sdo obtidas numericamente pelo
modulo 2DH e posteriormente utilizadas na férmula analitica do perfil vertical de
velocidades.

Seu modelo turbuléncia é algébrico, ou seja, define o perfil de viscosidade turbu-
lenta sem a utilizacao de equacoes diferenciais. O perfil de viscosidade turbulenta
¢ definido como uma pardbola, nula nos contornos (superficie e fundo) e maxima
em meia-coluna. E exatamente este formato parabélico que garante um perfil lo-
garitmico para as componentes horizontais de velocidade, comumente observado em
escoamentos turbulentos em tubulacoes de contornos rugosos.

Tais abordagens, contudo, se tratam de aproximacoes, pois supoem um escoa-
mento lentamente variavel e suavemente variado, de modo que aceleracoes locais e
advectivas sao supostas despreziveis. De fato, o escoamento tipico em muitos corpos
d’dgua naturais se comporta dessa maneira. Nestes casos, o moédulo 3D-AN provera
bons resultados desde que o terreno tenha declives suaves. Entretanto, escoamentos
com zonas de forte recirculagao, mesmo que estacionarios, podem ter termos ad-
vectivos significativos. Nestes casos, o médulo 3D-AN nao provera bons resultados,
sendo aconselhével o uso do médulo 3D. (Adverténcia importante para premissas!)

A deducao dos perfis verticais das componentes horizontais do vetor velocidade

(u(2) e v(z)) se dao da seguinte forma:



1. Idealiza-se a equacao de conservacao de momentum linear (equagao de Navier-

Stokes), de modo que sejam considerados nulos os termos referentes

a aceleracao local,

as aceleracoes advectivas,

e & aceleracao de Coriolis,

a variacao da pressao hidrostatica devido as diferencas de massa especifica

€

e as tensoes turbulentas dinamicas nao relacionadas a direcao vertical.
Somente sao considerados nao-nulos os termos referentes

e a variacao da pressao hidrostatica devido a declividade da superficie livre

(S

e a tensao turbulenta dinamica relacionada a direcao vertical.

2. Define-se um perfil parabdlico para a viscosidade cinematica turbulenta, nulo

nos contornos (z = —h e z = {) e maximo em meia-coluna (z = <5%).

3. Define-se uma velocidade de atrito caracteristica (u,), tipica para condigoes

turbulentas estacionarias, como fungao das tensdes nos contornos (77 e 7°).

4. Integra-se a equacao de conservacao de momentum linear verticalmente e,
utilizando-se as defini¢oes descritas e apés manipulacoes de equagoes integro-
diferenciais, chega-se a uma expressao analitica para os perfis verticais das

componentes horizontais de velocidade (u(z,y, z,t) e v(x,y, z,t)).

5. Como a integral vertical deste perfil nao prové o fluxo calculado numerica-
mente pelo modulo 2DH, isto é, UH para a direcao x e V H para a direcao
Y, propoe-se um ajuste a tensao de fundo de modo que o fluxo obtido seja o

= M7¥Y, onde £ ¢ o parametro utilizado no

esperado. Assim, 71 ajustado

justado
perfil analitico-numérico final e M é um parametro adimensional que satisfaz
a condicao de fluxos coincidentes. Desta forma, o fluxo segundo o mddulo

3D-AN coincide com o fluxo segundo o médulo 2DH.

Assim, finalmente obtém-se o perfil analitico-numérico desejado. FEle é uma
fungao da constante de Von Karman (), da velocidade de atrito caracteristica (u.),
da massa especifica caracteristica (p, considerada constante), das tensoes do fundo
e da superficie (respectivamente 7" e 7°), da cota da superficie livre (¢), da cota
batimétrica (h), e da rugosidade equivalente do fundo ().

Além, das consequéncias diretas da nulidade suposta para alguns termos da

equacao de Navier-Stokes, dois aspectos mais sutis sao relevantes para a abrangéncia
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deste moédulo. Em primeiro lugar, apesar de tal perfil poder variar temporalmente
(de acordo com t) e horizontalmente (de acordo com x e com y) dentro do modelo
numérico, sua dedugao considerou um fluxo estacionério (independente de t) e hori-
zontalmente uniforme (independente de = e de y). E por este motivo que, para que
o médulo 3D-AN atual fornega bons resultados, as variagoes temporais e espaciais
devem ser suaves, isto ¢, matematicamente continuas e sem grandes derivadas. Em
segundo lugar, a nulidade do termo baroclinico, apesar de nao requerer um fluido
homogéneo com relagao a seus constituintes passivos, o requer com relacao a seus
constituintes ativos, forgando-o a ter massa especifica uniforme.

O 3D-AN atual nao trabalha com perfis de varidveis escalares.

A Equagao[2.T|representa o perfil vertical do coeficiente cinemaético de viscosidade

turbulenta presente nos médulos 3D e 3D-AN da mais recente versao do SisBaHiA®
(ROSMAN; [2019)).

h
valoat) = wliil2) (1=

(2.1)
K Ju;|

= S (h+2)(C-2)

2.3 Velocidade de atrito

A velocidade de atrito é uma velocidade ficticia em mecanica dos fluidos. Ela é tida
como a raiz quadrada da razao entre a tensao atuante em um contorno sélido (7) e a
densidade do fluido que o toca (p). Como a dimensao de tensao é for¢a por unidade
de drea (no S.I., N m?) e a dimensao de densidade é massa por unidade de volume
(no S.I., kg m™®), a raiz quadrada de sua razao possui dimensao de velocidade (no
S.I, m s!). Este é o motivo pelo qual esta grandeza é chamada de “velocidade” de
atrito.

Matematicamente, em um caso unidimensional idealizado com escoamento hori-

zontal, temos que

w= s (2.2)

P
Assim, para uma determinada densidade, maiores velocidades de atrito significarao
maiores tensoes. Como a tensao em um contorno é proporcional ao cisalhamento
do escoamento paralelo a este contorno, temos que a velocidade de atrito também é
proporcional a este cisalhamentd] Matematicamente, para o caso idealizado men-

cionado,

I Mais precisamente, proporcional ¢ raiz quadrada deste cisalhamento.
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B ou _ . pv%_ ou 93
=P Sut = p _‘/Uaz (2.3)

E assim se d& a relevancia da velocidade de atrito no estudo de escoamentos
proximos a contornos sélidos: apesar da condi¢cao de nao-deslizamento impor uma
velocidade nula em um contorno, é possivel, através da velocidade de atrito, de se

estimar a velocidade do escoamento nas proximidades deste contorno.

2.4 Escoamento secundario helicoidal

O escoamento sedundario helicoidal é um tipo de escoamento tipico de canais curvos,
como meandros de rios. A geometria tridimensional de um canal curvo — o formato
das calhas e a batimetria — induz, através das nao-linearidades do escoamento, uma
circulagdo em forma de helicdide (AZPIROZ-ZABALA et al/, [2017). A Figura 2.2
extraida de | GRAF e BLANCKAERT! (2002), apresenta um esquema tridimensional
de um escoamento secundario helicoidal.

Neste tipo de escoamento,
e a velocidade no sentido longitudinal ao canal escoa rumo a jusante;

e a velocidade no sentido transversal varia de direcao conforme a cota vertical: a
corrente em superficie escoa rumo aos quadrantes da calha convexa e a corrente

proxima ao fundo escoa rumo aos quadrantes da calha concava;

e a velocidade vertical é sobretudo forcada pelos gradientes batimétricos, sendo
positiva (para cima) ao longo da calha concava e negativa (para baixo) ao

longo da calha convexa;

e a elevacao da superficie é maior ao longo da calha convexa e menos ao longo

da calha concava;

e a velocidade verticalmente promediada é maior ao longo da calha concava e

menos ao longo da calha convexa.

E esta configuracao de escoamento que, em rios meandrantes, induz a movi-
mentacao de meandros e os padroes de sedimentacao como os observados na Figura
(AZPIROZ-ZABALA et all,[2017). Tal escoamento, contudo, é indetectdvel por

modelos 2DH, pois eles nao admitem variagoes verticais de velocidade.
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Figura 2.2: Esquema tridimensional de um escoamento secundario helicoidal. Adap-
tado de GRAF e BLANCKAERT] (2002).
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Capitulo 3
O modelo matematico

O modelo proposto neste trabalho se propoe a ampliar a abrangéncia matematica
do atual médulo 3D-AN do SisBaHiA® através da consideracdo de mais principios
fisicos. Assim, espera-se que a configuracio atual deste médulo do SisBaHiA® seja
um caso particular do modelo proposto neste trabalho. Equacoes de perfis verticais
de velocidade sao obtidas de maneira analoga, porém com a consideracao de mais
termos da equacao da conservacao de momentum, antes desconsiderados.

Este procedimento se baseia na manipulacao do termo de difusao vertical de

momentum linear da equacao de conservacao de momentum (% (UZ‘3 %“z)) A partir

de uma equacao de conservacao de momentum simplificada, serd obtido, analitica-
mente, um perfil de velocidades preliminar, a que este trabalho se referird como
“perfil preliminar”. Este perfil serd, entao, a “peca fundamental” a partir da qual
os termos da equacao da conservacao de momentum serao inferidos.

Como este perfil foi obtido analiticamente em funcao das variaveis bidimensio-
nais (2DH) que definem o escoamento, suas derivadas também podem ser calculadas
em fungao destas mesmas grandezas (através da regra de derivagdo popularmente
conhecida como “regra da cadeia”). Posteriormente, os termos da equacao de con-
servagao de momentum serao inferidos a partir desta “pega fundamental” (o perfil
preliminar). Por fim, a dimensao vertical serd discretizada a fim de que ela possa
ser verticalmente integrada por métodos numéricos.

Assim, os médulos tridimensional analitico-numérico (3D-AN) e bidimensio-

nal horizontal (2DH) trocardo informacoes a cada passo de tempo, de modo que

o modulo 2DH, numérico, se beneficie do 3D-AN ao passo que o médulo 3D-AN es-
tima os perfis através das informacoes fornecidas pelo médulo 2DH. Ressalta-se que
tal processe nao se trata de um “pés-processamento” — trata-se de uma metodologia
de modelagem tridimensional em que as diferentes dimensoes espaciais se interagem

a cada passo de tempo.

Tal método, devido as aproximagoes que considera (isto é, corpo d’dgua vertical-
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mente homogéneo e pressao hidrostatica), é vélido em corpos d’agua rasosﬂ, como
estuarios, rios, reservatérios e lagunas. Contudo, ele nao se aplica a casos como 0s

seguintes:

e regides com quebra de ondas de gravidade de superficie (pois a pressao nao é

hidrostatica);

e dinamica em oceano aberto (pois o perfil de viscosidade nao necessariamente

é aproximadamente parabdlico); e

e regioes de campo-préximo, isto é, proximos a jatos forgados no escoamento,
como nas proximidades de emissdrios submarinos (pois nem a pressao é hi-

drostatica nem o perfil de viscosidade necessariamente é parabdlico).

A Secao introduz as definigoes das classes de escoamentos/perfis referidas
neste trabalho — real, preliminar e ajustado — e define as variaveis ¥,, U, e UV que
respectivamente representam o somatorio dos termos da equacao de Navier-Stokes
para cada uma destas classes. A Segao introduz os diferentes perfis verticais de
viscosidade turbulenta e de velocidade que sao considerados neste trabalho. O foco
desde trabalho sao os perfis ajustados de velocidade, que sao calculados a partir dos
perfis preliminares de velocidade, sendo ambos deduzidos a partir de perfis aprimo-
rados de viscosidade turbulenta. A Secao introduz a estratégia de integracao
vertical para a obtencao dos perfis de velocidade e apresenta as funcoes de forma p’
e p¥, que sdo polinomios lagrangeanos de primeiro grau utilizados no célculo destes
perfis. A Secao introduz a origem matemaética do perfil preliminar, denotado
por u?, proposto por este trabalho. A Segao introduz a origem matematica do
perfil ajustado, denotado por u;, proposto por este trabalho. A Secao define a
fungao f; (¥?), que compila todos os termos do perfil ajustado que nao sio resolviveis
analiticamente. A Secao apresenta a deducao matematica do perfil aprimorado
de viscosidade turbulenta, denotado por v;3. A Secao apresenta as expressoes
matemdticas para o perfil preliminar (u?) e para o perfil ajustado (u;) de velocida-
des, ambos deduzidos a partir do perfil aprimorado de viscosidade turbulenta (v;3).
A Secao define as variaveis auxiliares AY, BY, A; e B;, que permitem uma
escrita compacta das expressoes apresentadas na se¢ao anterior. A Sec¢do [3.10]
apresenta as expressoes matematicas das integrais ( ffh[]dz> dos perfis prelimi-

0

nar (u;

?) e ajustado (u;) de velocidades, que serao posteriormente utilizadas para a

garantia da manutencao da velocidade média do escoamento, U;. A Segao |3.11

%‘J‘J) dos perfis preliminar (u?)

e ajustado (u;) de velocidades, que serao posteriormente utilizadas para a dedugao

apresenta as expressoes matematicas das derivadas (

! Isto é, corpos d’agua cujas dimensdes horizontais sio ordens de grandeza maiores que as
dimensoes verticais.
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dos termos de ¥?. A Segao apresenta a dedugao matemdtica da velocidade
vertical, denotada por w°, obtida através da aplicacao da equacao da continuidade

para escoamentos incompressiveis em um campo de escoamento preliminar (u?). A

Secao [3.13| apresenta a definicao matematica da velocidade de atrito direcional,

denotada por u}, um vetor em (x,y) que é fungao das velocidades de atrito do fundo

xS

; ) e representativo para toda a coluna d’agua. A Segao

(w;F) e da superficie (u

apresenta as parametrizacoes das tensoes do leito no fundo (Ti*F ) e do vento na

superficie (T-*S

. ) utilizadas no processamento dos resultados apresentados neste tra-

balho. A Secao apresenta as condigoes de contorno dinamicas e cinematicas
referentes ao perfil preliminar (u?) através da definigao da formulagao das seguintes
varidveis: tensdo no fundo (707), tensdo na superficie (77), velocidade no fundo
(u?¥, sempre nula ) e velocidade na superficie (uf®). A Secao apresenta
as condigoes de contorno dinamicas e cinematicas referentes ao perfil ajustado (u;)
através da definicao da formulacao das seguintes variaveis: tensao no fundo (TiF ),

S F

tensao na superficie (T- ), velocidade no fundo (u

2 ', sempre nula ) e velocidade na

superficie (uf ) A Secao apresenta as formulacoes que descrevem o esquema
de discretizacao da dimensao vertical assim como os métodos numéricos utilizados

para as integragoes verticais. A Secao lista todas as grandezas necessarias a
0

resolucao dos perfis preliminar (u;) e ajustado (u;) em suas versdes com a dimensao
vertical discretizada. Finalmente, a Secao [3.19| apresenta as formulacoes para
cada um dos termos que compoe a varidvel ¥) em suas versdes com a dimensao
vertical discretizada.

A Figura [3.1] apresenta os principais simbolos que sao utilizados neste trabalho.

Simbolo Funcdo de... Significado
¢ (xyt) Altura da superficie livre
h (xy,t) Cota batimétrica

H=h+ ¢ (xy,0) Altura do tirante hidraulico

eb ’, SS (xy.t) Rugosidade equivalente do fundo e da superficie
g constante Aceleracao gravitacional
R constante Constante de von Karmén
U; (xyt) Velocidade verticalmente promediada na direcao i
u;" (xy.t) Velocidade de atrito
[AJ (xyt) Massa especifica promediada verticalmente
47 latitude Aceleracdo de Coriolis
) latitude Latitude
Q constante Velocidade angular de rotagao da Terra

Figura 3.1: Lista de simbolos utilizados neste trabalho.
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3.1 Classificacao de escoamentos e perfis

Este trabalho faz constante referéncia a escoamentos e perfis verticais de veloci-
dade de trés diferentes classes — “reais”, “preliminares” e “ajustados” —, conforme
definicoes a seguir.

Escoamentos/perfis reais sao os observiveis na natureza em corpos d’dgua
naturais. Eles variam no tempo (% #* O) € 1o espaco (% +# 0) e podem ser sig-
nificativamente nao-lineares. Eles sao irresolviveis através de métodos analiticos
ou analitico-numéricos, sendo resolviveis apenas numericamente, isto é, através de
modelagem numérica tridimensional (3D).

Escoamentos/perfis preliminares sao bastante idealizados, porém ainda
aproximados a diversos observaveis na natureza em corpos d’agua naturais. Sua

deducao matematica considera um escoamento estacionério (% = O), uniforme

( B = O) e puramente linear, podendo, assim, estar insatisfatoriamente distantes
da realidade de alguns escoamentos comuns em corpos d’agua naturais. Eles sao
resolviveis analiticamente, sem necessidade de modelagem numérica.

Escoamentos/perfis ajustados, por sua vez, se encontram entre os reais e
os preliminares em termos de sua fidelidade aos escoamentos observaveis na natu-
reza e sao o objetivo deste trabalho. Sua dedugao matematica considera um
escoamento que varia tempo (% #* O) e No espago (% + 0) e que pode ser signi-
ficamente nao-linear. Eles sao resolviveis através de métodos analitico-numéricos,
com a necessidade de modelagem numérica apenas bidimensional (2DH).

A equacao de conservacao de momentum linear, também conhecida como equacao
de Navier-Stokes (Equagao , ¢ uma das equagoes que descreve a hidrodinamica
de um escoamento. Para cada um dos trés tipos de escoamentos mencionados,
ela assumird uma forma diferente: nada simplificada para escoamentos/perfis reais,
muito simplificada para escoamentos/perfis preliminares e moderadamente simplifi-
cada para escoamentos/perfis ajustados. Neste trabalho, a tensao 7;; foi simplificada,

de modo que du;/0x; foi considerado desprezivel frente a Ju,;/0z;.

aui—l—uaui-l—vaui—i—waui = ———/ dz' + a;
ot Ox oy 0z 8% Oz, ’
1 (97'1-1 87’2-2 87'1'3 (3].)
<8x N dy * 82)
o ou; O Ou,
AR A RS

A Equagéorepresenta a conservagao de momentum linear (equagao de Navier-

Stokes) para escoamentos reais (KUNDU et all 2012). O termo referente a di-
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fusao vertical de momentum linear foi isolado por uma questao de clareza de leitura
e interpretacao, uma vez que ele é o termo utilizado para a deducao dos perfis
verticais. Neste sistema, a variavel v;3 representa o coeficiente cinemaético de vis-
cosidade turbulenta e a variavel u; representa a velocidade de um escoamento real,

resolvivel apenas numericamente. Todos os outros termos da equagao (além do de

difusao vertical de momentum linear), a serem matematicamente tratados da mesma
forma, foram concentrados na variavel ¥;, que é a varidavel a sofrer simplificacoes
dependendo do perfil ao qual ela se refere (real, preliminar ou ajustado), conforme
detalhado a seguir. O indice ¢ nas varidveis se referem a direcao do escoamento,

sendo x para 1 =1 e y para 1 = 2.

(0 ou; B
(92 ( Vi3 82) - q’i('rvyuz:t)

U, (z,y,2,t) = aui+uaui+vaui+w%—w
ALY = T Ty Ty T T

9p
0@ / 8@ dz

Lo () 0 o
L ox \ " ox 8y 1281/

A Equa(;éorepresenta a conservagao de momentum linear (equagao de Navier-

(3.2)

Stokes) para escoamentos preliminares. Neste sistema, a varidvel v;3 possul um
) 3

perfil vertical parabdlico oriundo de um modelo de turbuléncia algébrico, a ser ex-

plicado nas préximas segoes, e a varidvel u) representa o campo de velocidade em

um escoamento preliminar, resolvivel analiticamente. Todos os outros termos da

equagao (além do de difusdo vertical de momentum linear), a serem matematica-
mente tratados da mesma forma, foram concentrados na variavel W;. A varidvel W,
representa a promediagao Verticalﬂ de todos os termos que compoem a variavel ¥,
da Equacao 3.2l O indice i nas varidveis se referem a diregao do escoamento, sendo

x parat=1ey parai = 2.

Y) idénticos

2 Na verdade, as deducdes mateméticas se dao de forma que perfis preliminares (u;

podem ser obtidos tanto para U, = 7 f_ch ¥, dz quanto para U; = 0. Em verdade, qualquer 0,

verticalmente homogeéneo (isto é, que ndo dependa de z) resultara no exato mesmo u,

mesmo que
U, varie lateral (isto é, dependa de z e de y) e/ou temporalmente (isto é, dependa de t). Desta
forma, a expressao % ff ,, Vi dz nao necessita ser de fato calculada na metodologia proposta, uma
vez que ela nao depende de z. Contudo, estabelecer U, = i fc W, dz ao invés de ¥; = 0 realca
a integridade de uY. Em outras palavras, por mais simplificado que u{ possa parecer, ele
é aquele obtido ao se utilizar resultados de saida de modelos 2DH para o calculo da

promediacgao vertical de todos os termos de V;.
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0 ouy -
@(%35) = ‘I’i(%y’t)

A

(3.3)

1 ¢

\I]i(xayvt) = E/ \Iji(xaya th) dz

—h
A Equagéorepresenta a conservagao de momentum linear (equagao de Navier-
Stokes) para escoamentos ajustados. Neste sistema, a variavel v;3 possui um per-
fil vertical parabdlico oriundo de um modelo de turbuléncia algébrico, a ser explicado
nas proximas secoes, e a variavel u; representa o campo de velocidade em um es-

coamento ajustado, resolvivel analitico-numericamente. Todos os outros termos da

equagao (além do de difusao vertical de momentum linear), a serem matematica-
mente tratados da mesma forma, foram concentrados na varidvel W9, A varidvel ¥!

representa a variavel ¥; da Equagao quando

e u; (escoamento real) foi substituido por u{ (escoamento preliminar) para i =

{1,2};

e a velocidade vertical real w foi substituida pela velocidade vertical preliminar

w'; obtida através da equagao da continuidade aplicada a uf e u$;

e 0 fluido foi considerado como tendo densidade verticalmente homogénea, po-

dendo ela variar lateral (em = e em y) e temporalmente (em t); e

e as difusoes laterais (em z e em y) de momentum linear foram consideradas
despreziveis, o que é razoavel, pois, em corpos d’adgua naturais, elas comu-
mente sao pelo menos uma ordem de grandeza menor do que outros termos

da equacao.

O indice ¢ nas variaveis se referem a direcao do escoamento, sendo xz parai=1ey

para ¢ = 2.
% (vig%) = WW(r,y,2,1)
s U(z,y,2,t) = 85;? + uO%I;? + voa(;;? + wO%—qf —a) (3.4)
L amane,

Assim, podemos vincular os trés tipos de escoamentos/perfis mencionados da se-

guinte forma: perfis ajustados sao calculados a partir de perfis preliminares

e se aproximam de perfis reais. A Tabela |3.1] os resume.
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Tabela 3.1: Classes de perfis verticais de velocidade a que este trabalho faz referéncia.

Classificagao Funcgao V¥ Resolucao
Real U(z,y, z,t) = f(u;, p,¢) | apenas numericamente
. 1 /¢
Preliminar | V;(z,y,t) = i / U, dz analiticamente
—h
Ajustado | UY(x,y,z,t) = f(u), p,() | analitico-numericamente

Este trabalho nao possui a pretencao de abordar estimativas de perfis reais de
maneira numérica. Perfis reais, calculados numericamente, serao, de fato, oportuna-
mente utilizados neste trabalho, porém calculados externamente e apenas para fins
de comparacao a perfis preliminares e a perfis ajustados. Pretende-se que a metodo-
logia aqui proposta aborde a estimativa de perfis preliminares de maneira analitica
e a estimativa de perfis ajustados de maneira analitico-numérica. Assim, a partir

desta segao, este trabalho se referira a perfis preliminares como v (repre-

sentados pela Equacgao ’ e a perfis ajustados como u; (representados
pela Equacao |3.4)).

3.2 Perfis verticais considerados neste trabalho

Este trabalho considera um total de cinco perfis verticais: dois perfis verticais de
viscosidade turbulenta e trés perfis verticais de velocidade. Um dos perfis de viscosi-
dade turbulenta e um dos perfis de velocidade sao oriundos do atual médulo 3D-AN
do SisBaHiA®. Os demais, isto é, um perfil de viscosidade turbulenta e dois perfis
de velocidade, sao propostos por este trabalho.

A Tabela [3.2] compara os dois perfis verticais de viscosidade turbulenta
considerados por este trabalho. A Tabela compara os trés perfis verticais de
velocidade considerados por este trabalho.

Em suma, este trabalho propoe dois passos de melhora em relagao as equagoes
presentes no atual médulo 3D-AN do SisBaHiA®:

1. a substituicao do perfil simplificado de viscosidade turbulenta pelo perfil apri-
morado de viscosidade turbulenta, a fim de se obter um perfil preliminar de
velocidade mais fiel as condigoes de contorno dinamicas do fundo e da su-

perficie; e
2. o célculo de um perfil ajustado de velocidade a partir deste perfil preliminar
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Tabela 3.2: Comparacao entre os perfis verticais de viscosidade turbulenta
considerados neste trabalho: o perfil do atual médulo 3D-AN do SisBaHiA® e o
perfil aprimorado, proposto por este trabalho. Atributos de destaque se encontram
em negrito.

Nome Perfil Perfil
atribuido simplificado aprimorado
Origem Atual moédulo 3D-AN Proposto por
do SisBaHiA® este trabalho
e Formato parabdlico. e Formato parabdlico.
e Nulo no fundo e na e Positivo no fundo e na
Descricéo superficie. superficie.
e Nao satisfaz condigoes de | e Satisfaz condigoes de
contorno dinamicas contorno dinamicas
analiticamente. analiticamente.
Variavel Aper.las no, .
o, Referencial Teorico U3
atribuida )
(Capitulo |§[)

obtido, de modo que o perfil ajustado considere todos os termos da equacao de
Navier-Stokes (inclusive os nao-lineares) que sdo relevantes para escoamentos

tipicos em corpos d’agua naturais verticalmente homogéneos.

3.3 Estratégias de integracao e funcoes de forma
F S
(p*, p°)

Para a resolucao das Equacoes e [3.4] equacgoes diferenciais, faz-se necessério

integra-las verticalmente (em z). De maneira geral, uma integragao vertical pode

ser
e indefinida: /[] dz;

¢
e definida entre o fundo e a superficie: / [...] dz;
—h

z

e definida entre o fundo e uma profundidade genérica: / [...]dz; ou
—h

¢
e definida entre uma profundidade genérica e a superficie: / [...] dz.

Uma integral indefinida ( J1--] dz) inicialmente resultaria em uma anti-derivada

genérica a ser posteriormente aplicada a uma condicao de contorno conhecida. Uma
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Tabela 3.3: Comparacao entre os perfis verticais de velocidade considerados
neste trabalho: o perfil do atual médulo 3D-AN do SisBaHiA®; o perfil 3D-AN
preliminar, proposto por este trabalho; e o perfil 3D-AN ajustado, proposto por
este trabalho. Atributos de destaque se encontram em negrito.

Nome 3D-AN 3D-AN 3D-AN
atribuido SisBaHiA® preliminar ajustado
Oricem Atual modulo 3D-AN | Proposto por | Proposto por
& do SisBaHiA® este trabalho | este trabalho
(V(ij(izls;gf;;iglzilb Preliminar Preliminar Ajustado
Viscosidade Perfil de Perfil de Perfil de
de deducio viscosidade viscosidade viscosidade
E simplificado aprimorado aprimorado
Varidvel Apenas no
atribuida Referencial Tedrico ud u;
(Capitulo [2)
aalif X X v
u(?)uz X X v
x
8Ui
v X X v
9y
3
§ waui X X v
& 0z
L
=
2 a; X X v
Z
Q o¢
-: -9 O v v v
g 1
3 g 9p
& ~oon (¢ —2) X X v
Q U il X X X
ox \ " oz
J il X X X
oy \ " oy
0 ou;
vy v v v
0z (U W )
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integral definida entre o fundo e a superficie ( ffh[] dz) resultaria na perda da
dimensao vertical. Uma integral definida entre o fundo e uma profundidade genérica

| c Bl dz) resultaria em um perfil vertical descrito a partir da condicao de contorno
de fundo (em z = —h). Uma integral definida entre uma profundidade genérica e a
superficie ( ff[] dz) resultaria em um perfil vertical descrito a partir da condicao
de contorno de superficie (em z = ().

De modo a se obter perfis verticais (isto é, funcoes de z), opta-se pelas duas
ltimas formas de integragao: [, [..]dz e ff[] dz. Dentre elas, a primeira faz uso
somente da condicao de contorno do fundo e a segunda faz uso somente da condigao
de contorno da superficie.

Em geral, a solugao particular de uma equacao diferencial de primeira ordem re-
quer somente uma unica condi¢ao de contorno. Assim, a solucao particular baseada
na condicao de contorno do fundo é capaz de prover o valor da funcao na superficie.
Da mesma forma, a solugao particular baseada na condi¢ao de contorno da superficie
é capaz de prover o valor da funcao no fundo. Contudo, um requisito para que isto
aconteca é que as solugoes da equacao diferencial em questao tenham sido obtidas
analiticamente. Contudo, isso se aplica somente para os perfis preliminares, nao
para os perfis ajustados, ja que estes sao obtidos através de uma aproximagao da
equacao da conservagao de momentum.

Desta maneira, faz-se necessario introduzir as fungoes de forma

P _ (2
t) = 3.5
p (x’ y? Z? ) H ( )
‘ h
S - +z
t) = : 3.6
p ('CL" y7 Z? ) H ( )
A funcao p” é a funcdo de forma do fundo. Ela adquire seu valor maximo, 1,
no fundo (z = —h) e seu valor minimo, 0, na superficie (z = ¢). A funcio p° é a
fungao de forma da superficie. Ela adquire seu valor minimo, 0 no fundo (z = —h)

e seu valor maximo, 1, na superficie (z = ). Em qualquer profundidade, temos que
pf+p%=1.

Assim, pode-se interpretar seu uso conjunto como pesos de ponderacao para o
calculo de uma média ponderada ao longo da coluna d’agua: quanto mais perto do
fundo, maior sera o peso de pf sobre p® e vice-versa. Este trabalho adota esta forma
de integracao para os perfis preliminares e ajustados, de modo que ambos satisfacam

suas condic¢oes de contorno tanto no fundo quanto na superficie.
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3.4 Introducao ao perfil preliminar (u

/)

A equagao do perfil preliminar é dada por

7_OF os p
u?(m, y,z,t) = u?F + 2 — - d
P J_p Vi3 p —h Vi3
b
7' p P
_ U?S . dz r z L dZ
P 2 Vi3 p 2 Ui3
que deve ser expressa

e ou em fungao da CCDF, da CCDS e da CCCF

e ou em funcao da CCDF, da CCDS e da CCCS

3.5 Introducao ao perfil ajustado (u;)

A equagao do perfil ajustado é dada por

z S
(z,y, 2, t) pF( p—dz)
—h U3 —h Ui3
r ¢ HF ¢ S
+p° (uf el B P S dz’)
P 2 Ui3 P 2 Ui3

, (3.8)
¢ pS ¢
+p° / <— / 2 dz’> dz’
z Vi3 J»

¢ pF z
—ps/ (—/ Y dz) dz’
z Vi3 J_hn

que necessariamente deve ser expressa em funcao da CCDF, da CCDS, da CCCF
e da CCCS.
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3.6 A funcao nao-linear f; (1?)

De modo a abreviar a maneira com que escrevemos o perfil ajustado (u;), definimos

a fungao f; (¥?), definida por

fi (‘I’?) =

Temos que sua derivada vertical

é dada por

0z

offi(¥h) _ 1 Z<£/Z\If?dz’>dz/+@/z

Temos que sua integral do fundo a superficie é dada por
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(3.11)

3.7 O perfil de viscosidade turbulenta (v;3)

O coeficiente cinematico de viscosidade turbulenta, v;3, neste trabalho chamado
apenas de “viscosidade”, é uma grandeza-chave para modelagem matemaética de
escoamentos hidrodinamicos (CHEN e DE SWART) 2016; ZITMAN e SCHUTTE-
LAARS, [2012). Conforme explicado na Segao ela é a grandeza que define a
complexidade de um modelo de turbuléncia.

Em modelos de turbuléncia algébricos — os mais simples — é comum expressa-la

através de um perfil vertical de formato parabdlico, com valores positivos na coluna

d’agua e nulos no fundo e na superficie. Quando aplicados na equacgao de conservagao
de momentum linear (equagoes de Navier-Stokes) simplificada para escoamentos
estaciondrios e uniformes (Equagao [A.4)), tais perfis de viscosidade originam perfis

verticais de velocidade de formato logaritmico.

Uma solida definicao de um perfil de viscosidade é, portanto, essencial para o
objetivo deste trabalho.

3.7.1 Conceituacao

Conforme apresentado na Secao [2.2.1}, a Equacao representa o perfil vertical de
viscosidade turbulenta presente nos médulos 3D e 3D-AN da mais recente versao
do SisBaHiA® (versdo 10, em 18 de novembro de 2019). A respeito deste perfil,

pode-se tecer as seguintes consideragoes:

1. A relacdo entre o perfil de viscosidade (v;3) e seu perfil de velocidade corres-
pondente nao satisfaz analiticamente a equacao de conservacao de momentum
linear (equagao de Navier-Stokes) simplificada para escoamentos estaciondrios
(% = 0) e uniformes (8%1- = O) (Equacao |A.4));
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2. A CCDF nao é analiticamente satisfeita devido ao fato de que v;3 = 0 em

3. A CCDS nao é analiticamente satisfeita devido ao fato de que v;3 = 0 em

z=(;

4. v;3 possui perfil vertical de formato parabdlico (assim, o perfil de velocidade

correspondente possui perfil vertical de formato logaritmico);

He|us]
4

5. Seu valor maximo é e

6. Sua profundidade de valor maximo sempre corresponde ao meio da coluna

d’dgua (isto é, & cota z = ).

Em suma, as limitacoes apresentadas nos itens 1, 2 e 3, acima, se devem ao fato
de que tal perfil de viscosidade apresenta valores nulos nos contornos (no fundo e na
superficie). Tal perfil, ao ser aplicado na equagao de Navier-Stokes simplificada para
escoamentos estaciondrios e uniformes (Equagao , gera um perfil de velocidade
logaritmico cujas velocidades tendem ao infinito nos contornos devido a uma divisao
por zero: a divisao pelo valor da viscosidade nos contornos.

A fim de contrapor tal obstdaculo, uma pratica usual é manualmente inserir a
rugosidade equivalente do fundo, €', nos termos logaritimos do perfil de velocidade
obtido. Apesar desta manobra de fato gerar um perfil de velocidade que é realista
em muitos casos, esta pratica leva as limitacoes apresentadas nos itens 1, 2 e 3,
acima, além de nao tratar de maneira analoga e simétrica a rugosidade equivalente
da superficie, €.

Desta forma, no intuito de generalizar o perfil apresentado (Equagao , este
trabalho propoe a modelagem matematica de uma nova expressao para o perfil de

viscosidade para escoamentos tipicos de corpos d’agua naturais, de modo que

e a rugosidade equivalente do fundo, ', nao tenha que ser artificialmente inse-

rida nas equagoes;

e arugosidade equivalente da superficie, £°, seja considerada de maneira anéloga

e simétrica a rugosidade equivalente do fundo; e

e as condigoes de contorno dinamicas de fundo (CCDF) e de superficie (CCDS)

sejam analiticamente atendidas.

Para tanto, o perfil de viscosidade proposto ¢é inspirado no perfil apresentado na
Equacao 2.1 O perfil proposto serd, entdao, inicialmente utilizado para a dedugao
do perfil preliminar de velocidade (u?) e posteriormente utilizado no tratamento
matematico dos perfis ajustados de velocidade (u;).

O perfil proposto de viscosidade (v;3) deve obedecer as seguintes imposigoes:
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. A relagao entre o perfil de viscosidade (v;3) e o perfil preliminar de velocidade

(u?) deve analiticamente satisfazer a equagao de conservacao de momentum
linear (equagao de Navier-Stokes) simplificada para escoamentos estaciondrios

(% = 0) e uniformes (6%1_ = O) (Equacao |A .4));

TOF .. . .
=5 deve ser analiticamente satisfeita — consequen-

0z

. A CCDF (vg ou}

z=—h
temente, v;3 deve ser positivo no fundo (UZF3 > O);

0S
= T’ﬁ > deve ser analiticamente satisfeita — consequen-

i3 9z ¢

temente, v;3 deve ser positivo na superficie (Uf3 > O);

. A CCDS (US Oup

. v;3 deve ser positivo em toda a coluna d’agua, inclusive, conforme mencionado,

nos contornos inferior e superior (isto é, v > 0 e v > 0);

. v deve ter perfil parabdlico (pois assim u) é logaritmico);

;. H,{|u*l‘ . . . . ~ .

. Seu valor mdximo deve ser =, igual ao do perfil que serviu como inspiragao;
e

. Sua profundidade de valor méximo deve ser funcio de 71, 7%, f" e €%, nao ne-

cessariamente coincidindo com o meio da coluna d’agua (%), diferentemente

do perfil que serviu como inspiragao. Isto é uma consequéncia natural do fato

de que as viscosidades no fundo e na superficie poderao ser diferentes.

Por fim, ressalta-se que tal perfil de viscosidade, similarmente a presente no
SisBaHiA® (Equacaol2.1)), se tratard de uma viscosidade direcional. O par de indices

(i,7) em v;; indicard a difusao turbulenta de momentum linear da dire¢ao i ao longo

da direcao j. Assim,

v13 representara a difusao de momentum linear da direcao x ao longo da direcao

zZ e

vgg Tepresentard a difusao de momentum linear da direcao y ao longo da direcao

z

3.7.2 Deducao matematica

Matematicamente, uma parabola pode ser definida através da multiplicacao entre

duas retas. Sabendo-se que as raizes destas retas também serao raizes da parabola

resultante, é possivel verificar que a tnica pardabola que obedece as imposi¢oes acima

listadas é

vis(z,y, 2,t) = M;(h+ 2z +e") (¢ — 2+ €%) : (3.12)
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onde

47,

Mz(xayat) = ?
0

(3.13)

é uma grandeza que determina a curvatura da parabola (abreviado pela letra “M”
por uma questao de conveniéncia, devido a frequéncia com que ocorre nas equagoes

apresentadas neste trabalho), que por sua vez é parametrizado por

HE |uy;

que representa a viscosidade maxima que ocorre em uma coluna dagua, e por

Hy(x,y,t) = H +ef' + &° (3.15)

(também abreviado devido a frequéncia com que ocorre nas equagoes apresentadas

neste trabalho).

3.8 Expressoes completas dos perfis preliminar

(u)) e ajustado (u;)

1

Apés a resolucao da equacio referente ao perfil preliminar (u?, Equagao [A.§)),
utilizando-se as definicoes de p e p® respectivamente das Equacoes e e a
definicao de v;3 da Equagao [3.12, temos que

[ (79F (H 4 &F) — 70S-F h F
Wzt = a4 |TEIFE) 2R |y (hate
MZpHOH eF
N _(TlQF€S—TZQS(H+€S)) . C(—z+¢e’
M;pHoH H +&°
OF ([ 4 oF) _ 08 .F F
WS 4 (" ( +f ) —1%eh) o (rete
! MlpHoH H+€F
e s )] s
n
M; p HoH s

(3.16)
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Apoés a resolugao da equagao referente ao perfil ajustado (u;, Equagao |A.16]),
utilizando-se as defini¢des de p e p® respectivamente das Equagoes e e a
definicao de v;3 da Equacao |3.12] temos que

[ (_F F S_F F
B sl (Ti(H—l-E)—i&T) h+z+¢
ui('x?y?Z?t) - p (uz + MZ[)HOH ln €F
N _(TZng—TZ-S(H~I—€S)) I C—z+¢
M; p HyH H+ &5
S us+-(TiF(H+EF>—TZS€F) " h+z+ef
! MZ/A)H()H H+€F
n _(TiFES - TiS(H+SS>) In (—z+¢€°
MzﬁHoH 55

z pF z ¢ pS ¢
+p* / (— / q0 dz’) dz’ + p° / (— / oY dz'>
—h \Vi3 J_pn z Uiz Jz
z S ¢ ¢ F z
—pF/ (p_/ Y dz’) dz' — ps/ <p_/ Y dz’) dz’
—h \Vi3 J, z \UVi3 J_p

A respeito do perfil preliminar (u?) (Equacao [3.16]), pode-se dizer que:

1. Os tnicos termos que variam na vertical sao os logaritmos. Em ou-
tras palavras, toda a variacao vertical estd matematicamente concentrada nos
logaritmos, sendo os outros termos meros escalares 2DH que variam somente

em (x,y,t) e escalam tais logaritmos.

2. H4 duas expressoes para o perfil preliminar (u)).
A respeito do perfil ajustado (u;) (Equagao 3.17)), pode-se dizer que:

1. Os dnicos termos que variam na vertical sao os logaritmos e os ter-

mos VY, pf" e p°. Em outras palavras, toda a variacdo vertical estd mate-

0

9 pf e p®, sendo os

maticamente concentrada nos logaritmos e nos termos W

outros termos meros escalares 2DH que variam somente em (z,y,t) e escalam

tais logaritmos e tais termos W9, pf e po.

2. H4 uma expressao para o perfil ajustado (u;).
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3.9 Expressoes compactas dos perfis preliminar

(u)) e ajustado (u;)

1

Devido aos seus tamanhos, as Equacoes e nao sao manejo pratico. No
intuito de facilitar seu manuseio, a Sec¢ao apresenta variaveis auxiliares que
serao, a partir deste momento, utilizadas para escrever expressoes compactas para
estas grandezas.

A forma compacta do perfil preliminar (idéntico as Equagoes e é
dada por:

u(z,y,2,t) = W + AVZFE 4 BYZ5F
(3.18)
_ S A 4 s

A forma compacta do perfil ajustado (idéntico as Equagoes e é
dada por:

wi(z,y,2z,t) = pF<uf+AiZFF+BiZSF>

+p° (uf +AZES ¢ BZ-ZSS) . (3.19)

+i ()

3.10 Fluxos dos perfis preliminar (uo

(wi)

De modo a integrar o perfis preliminar (Equagao [3.18) e ajustado (Equacao [3.19))

ao longo da coluna d’agua < ffh[] dz) e apresenta-los de forma ja compacta, faz-se

) e ajustado

necessario definir também a integral das seguintes variaveis auxiliares:
° ZFF7 ZSF, ZFS, ZSS; e
FyFF F7SF ,S7FS S8
« P2, pt 2T p LT, pP L.

Tal lista de integrais se encontra na a Segao
Desta forma, o fluxo do perfil preliminar ( f_Ch [Equagéo m}dz) ¢ dado

por:
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¢
/ u)dz = u)"H — AYH"" — B 5"
—h : (3.20)

= u®H — AYH"® — B)H"®

Analogamente, o fluxo do perfil ajustado < ffh [Equa(;éo }dz) é dado

por:

+A4; (PTF + PF5) + B, (P5" + P5%) . (3.21)

of C £(0?) dz

3.11 Derivadas dos perfis preliminar (u!

’) e ajus-
tado (u;)

Esta secao destina-se a apresentar férmulas para as derivadas (%) dos perfis
J

preliminar e ajustado tal que j € {1,2,3,4} = {x,y, z,t}. Desta forma, uma mesma

formula do tipo 3 9l pode ser utilizada para calcular quaisquer uma das seguintes
Tj

o[..] 3[ ] o] . 9L.]
derivadas: Bz By’ oz TRt

De modo a apresentar as expressoes de tais derivadas ja de forma compacta, faz-
se necessario definir algumas varidveis intermedidrias, apresentadas na Secao [A.0]
Desta forma, como a derivada do perfil preliminar é dada por
ou? 8A0 oBY ozrr 0z5F

] 7 ZFF 7 ZSF AO BO
or; Oz, * Ox; * 0z oxj ’

(3.22)

temos que a derivada do perfil preliminar (% [Equagéo D ¢é dada por:
J

0
i AJP; + B R;
al'j
9,40 950 , (3.23)
+ 1zFF i ZSF+AOQJZF+BOS ZS
8Ij 6%
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onde toda a variacao vertical estd matematicamente concentrada nos termos ZF,
Z5F  ZF e Z5. Todos os outros termos ndo variam na vertical, isto é, ndo dependem
de z.

A Equacgao [3.24] apresenta um exemplo do uso das variaveis auxiliares.

0z 0xs

0 0
= AP + BYRS

0 0
8% 8% 1 -1
+ xz ZFF+ xz ZSF_I_AgZFQ{ +BSZS,9{
3 3

= AYZF — BYZS

(3.24)

Este esquema funciona para todas as possiveis derivadas em que

ie{l,2} ={x,y} e j€{1,2,3,4} ={z,y,2,t} ,
ou seja:

oxr Oy = 0z ' ot
ox ' Oy = 0z = Ot

3.12 Componente vertical da velocidade (wo)

0

A componente vertical do vetor velocidade, denotada por w", é obtida através da

equacao da continuidade para escoamentos incompressiveis imposta as variaveis

0—,0 0 —
Uy =U €Uy =

v°. Desta forma, pode-se dizer que w® se trata da velocidade vertical
“preliminar”, uma vez que foi obtida através do escoamento horizontal preliminar
(u?). Contudo, este trabalho nao se propoe a estimar uma velocidade vertical “ajus-
tada” (andloga a u;). Tal procedimento se encontra fora do escopo deste trabalho por
ser computacionalmente ineficiente em relacao a proposta original. Tal ineficiéncia
se deve ao fato de que os perfis ajustados (u;) ndo podem ser expressos de maneira
puramente analitica, diferentemente dos perfis preliminares (u?). Assim, o cdlculo
— Ou Ous — Ov

de 21 = 2 ¢ de 22 = U gomente seria possivel através da computacio de deriva-
ox1 ox Oxo dy

das horizontais de maneira puramente numérica em um sistema de coordenadas do
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tipo “sigma (a)’ﬂ o que significativamente reduziria a eficiencia computacional do
método. Por este motivo, este trabalho se refere & varidvel w" simplesmente como
“velocidade vertical”, sem a expressao “preliminar” a acompanhando.

Temos que a equacao da continuidade para escoamentos incompressiveis imposta

as variaveis uf = u®, u = v° e w® ¢ dada porft}

ou’ N o N ouw’ - ouw’ ou® N o’ (3.25)
ox Oy 0z 0z oxr Oy '
Pela Equacao temos que:
OO
T~ AP, 4 BOR,
ox
940 950 (3.26)
+ 1zFF 1ZsF + A(l)QIZF + B?SlZS
8371 39[:1
Da mesma forma, ainda pela Equacao [3.23 temos que:
O
dy
.40 5B (3.27)
42700 2 75 L A9Q, 7" + BYS, 78
81’2 8.172
Assim, pelas Equacoes [3.25] [3.26] e [3.27], temos que:
awo 0
% = (5ta)
= — (AYPi+ B)R, + AYP> + BYR)
(3.28)

8/10 8A0 830 GBO
ZFF ZSF
(axl ) (axl IR )

— (AQ:1 + AYQ.) Z" — (BYS: + B3S,) Z°

De modo a escrever a Equacao de forma compacta, definimos que:

3 Sistema de coordenadas cuja componente vertical acompanha a variacao horizontal tanto da
cota batimétrica quanto da elevacao da superficie do fluido.

4 Note que a velocidade vertical, w”, ndo pode ser denotada como “u3”, uma vez que, em todo
este trabalho, i € {1,2} # {1,2,3}. Se, por exemplo, alguém aplicar a erronea condi¢do ¢ = 3 na
Equagao seu céalculo estara errado e sequer fard sentido matemaético ou fisico.
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( WO(z,y,t) = — (AP + B)R; + AYP> + BYR,)
T
S WSy ) = (gljf 5;523) . (3.29)
Wh(z,y,t) = —(A)Q: + A3Q»)
\ Wo(z,y,t) = —(B)S;+ B)S,)

E, assim, temos que a Equacao pode ser escrita da seguinte forma compacta:

ou’

o = WO W ZI e Wz Wl Wz (3.30)
z

onde somente os termos Z 75 7F ¢ 75 variam verticalmente (isto é, dependem
de z). Todos os outros termos, para um dado ponto (z,y,t), se comportam como
meros escalares para as fungoes que variam verticalmente.

De modo a obter uma expressao para a velocidade vertical w®, é necessério inte-
grar a equacao (3.30| verticalmente, isto é, integra-la em z. Novamente, a discussao
sobre integracoes verticais constante na Segao se aplica: se faz necessario utilizar
tanto a CCCF quanto a CCCS para, posteriormente, aplicar as funcoes de forma p’
e pS nas equagoes resultantes.

Integrando a Equacao [3.30| entre —h e z, temos que

0 F * 3w0 r %
[w (x,y,z,t)} —/_h 5 dz T . (3.31)

Integrando a Equacao |3.30] entre z e (, temos que

¢ Ouwd - %
0z ot

[wo(x, Y, 2, t)}s = —

z

(3.32)

De modo a solucionar as equagoes e 13.32], é necessario deduzir expressoes
que representem as integrais que as compoem.

Temos, pela Equacao [3.30 que a integral que compoe a Equacao [3.31] é
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z 0 z z z
/ O g = W / 1dz + WFF / ZFF 4 + WSF / 757 47/
_p 0z —h —h —h

+wt / ZF a2 + w*o / 7% d

h h
(3.33)

Temos, pela Equacao |3.30], que a integral que compoe a Equagao [3.32]é

¢ Hu? ¢ ¢ ¢
7 &= WO/ 1dz' + WFF/ Z" 4z + WSF/ Z5 a2
z z z z z
¢ ¢
+W¥F / ZF 4 +Ww*o / 75 d

’ ’ (3.34)

Assim, de modo a se obter uma expressao compacta para w’, faz-se necessario
expressar as integrais das Equagoes e de forma compacta. Como todos os
integrandos presentes nestas equagoes sao funcoes analiticas, é possivel deduzi-los

analiticamente. Apds os cédlculos e defini¢oes de novas variaveis, tem-se que

( z gFF
ZFFF(x7y’ 2t) = / 7FF 1) — —F (h+ 2)
—h
ZSFF(I' t — : ZSFdI _ _Z_SF_ h
'Y %y ) - N Z = 75 ( +Z>
3.35
< o (3.35)
ZFES (g y, 2,t) = / ZFFdy = —T—HFF—’—(]'L"—Z)
ZSFS(SC ) = ¢ ZSFd r_ ZSF _ HSF h
Y Ys %, ) - z - ZS +( +Z)
\ z

e que
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z

zras = ZfF

>

/ z75d7 = —ZzZ5F

(3.36)
C zFdy = —zFS
¢
/ z8dy = 759
\ z
Utilizando tais definigoes, temos que a Equacao ¢é dada por
[wo(x, Y, 2, t)}F = (Wo(h + 2) + WEE ZEEE Wy SE 7SFE
o (3.37)
WFZFF WS _ZSF 7
+ + W ( ) 5
Similarmente, temos que a Equagdo [3.32] é dada por
[U)O(I,y,z,t)]s _ _(WO(C_Z)+WFF2FFS+WSF25FS
” (3.38)
WF _ZFS WSZSS il
+W( )+ + 5
Aplicando as funcoes de forma nas Equacoes e [3.38], temos que
w(@,y, 2, t) = pt [w(z,y, 2, 0] + 0% [,y 2 0)]" (3.39)

Assim, finalmente temos a equagao da velocidade vertical:
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oh . oC
0 t - _ Vi S

+pF <WFF2FFF 4 WSFZSFF

+WEZEE + Wh (= Z5F) ) . (3.40)

_pS <WFF2FFS + WSFZSFS

+WF (_ZFS) + WSZSS)

Note que esta equacao obedece tanto a CCCF quanto a CCCS no que se refere as

velocidades verticais: no fundo (em z = —h), todos os termos se ajustam de modo
que w° = —%; na superficie (em z = (), todos os termos se ajustam de modo que
w® = %

ot”

3.13 Velocidade de atrito direcional (uj‘ )

O conceito de velocidade de atrito (u*), descrito na Secao [2.3] ¢ essencial para a
parametrizacao da viscosidade turbulenta (v;3), descrita na Segao . Contudo, a
formulagao da Equa(;éo (Segao nao possui dois atributos essenciais ao modelo
matemadtico proposto neste trabalho: ela (1) nao é tratada de forma direcional e (2)
faz referéncia a apenas um contorno. O tratamento direcional é essencial porque
o fato do escoamento ser direcional (isto é, variar em z e em y) d4 origem a uma
viscosidade turbulenta anisotrépica. A referéncia a mais de um contorno é essencial
porque corpos d’agua naturais tipicamente possuem dimensoes horizontais muito
maiores que dimensoes verticais, de modo que tensoes tanto no fundo quanto na
superficie forcam o escoamento.

Dessa forma, faz-se necessario a dedugao de uma expressao para a velocidade de

atrito que seja

1. vetorial em x e em y, tendo uma direcao definida e uma magnitude que seja

insensivel a orientacao do sistema de coordenadas; e

2. fungao tanto da tensao no fundo quanto da tensao na superficie, sendo repre-

sentativa para toda a coluna d’agua.

Contudo, para a definicao de uma velocidade de atrito direcional que atenda a

tais requisicoes, € necessaria também a definicao
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e de uma velocidade de atrito direcional referente ao fundo (u;*F ); e

e de uma velocidade de atrito direcional referente & superficie (u}®).

Nesse sentido, esta segao se destina a apresentar a modelagem matematica destas
grandezas.

A velocidade de atrito direcional combinada, denotada neste trabalho como u},
é a velocidade de atrito que atende aos dois requisitos listados acima. A expressao
“direcional” significa ser vetorial em z e em y (requisito 1) e a expressao “combinada”
significa abranger tanto as tensoes do fundo quanto as da superficie (requisito 2).

Ela é parametrizada em funcao
e da velocidade de atrito direcional referente ao fundo e
e da velocidade de atrito direcional referente a superficie.

A velocidade de atrito direcional referente ao fundo, denotada neste trabalho

F

como u;", é parametrizada em funcao

e da tensao direcional do leito no fundo (TZ-*F ) e

e da densidade do fluido promediada na coluna d’agua (p).

A velocidade de atrito direcional referente a superficie, denotada neste trabalho

como u}¥, é parametrizada em fungao

e da tensao direcional do vento na superficie (Ti*s ) e

e da densidade do fluido promediada na coluna d’agua (p).
As parametrizagoes das tensoes do leito no fundo (7'-* F ) e do vento na superficie

7
(Ti*S ) serao apresentadas na Secao

3.13.1 Velocidade de atrito direcional referente ao fundo

(i)

Temos que a equagao da velocidade de atrito direcional referente ao fundo

¢ dada por:

uif (o, t) = 2= . (3.41)

Pode-se verificar que a condigao imposta na Equagao ¢ obedecida da se-

guinte forma:
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\/(U1)+(U2) = (W)+<W) =

\/(ffF)2+(f5F>“’ _ \/<TfF>f+<T;F>2 _ B
pT*F

3.13.2 Velocidade de atrito direcional referente a superficie

(1

A deducao da velocidade de atrito direcional referente a superficie se da de maneira
totalmente andloga a dedugao da velocidade de atrito direcional referente ao fundo
(Secdo [3.13.1).

Temos que a equagao da velocidade de atrito direcional referente a su-

perficie é dada por:

e

ufs(a:, y,t) = —= — ) (3.43)
pT

Pode-se verificar que a condicao imposta na Equacao é obedecida da se-

guinte forma:

\/(ff5)2+(753)2 B \/(71*5>2+(75‘5)2 e
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3.13.3 Velocidade de atrito direcional combinada (u})

A velocidade de atrito direcional combinada, u}, deve ser uma fungio de wu}F

(Equacao e de u® (Equacao .

Um estudo conduzido por ROSMAN] (2019) testou diversas formulagbes para
a magnitude de uma velocidade de atrito combinada nao-direcional, isto é, u* =
f (u*F , u*s). Neste estudo, duas formulagoes para esta magnitude geraram resulta-

dos condizentes com medi¢oes em laboratério:

e quando ela é calculada como a média simples entre as magnitudes de u*f e

U*F Jr’U,*S

*S 3 4 *
u™, 1sto €, u" = 5 )

e quando ela é considerada simplesmente como o maior valor entre u*f e u*9,

isto 6, u* = max (u*', u*¥).

Como resultados pouco melhores foram observados no segundo caso, a formulacao

adotada neste trabalho é a segunda, isto é,

u*(z,y,t) = max (u*", u*®) . (3.45)

Em relacao ao sentido da velocidade de atrito direcional combinada, este trabalho

F

o considerou como sendo o sentido médio entre os vetores u;’ e u}®, isto é, o vetor

unitario

w4+ urd

e = i (3.46)
U:F + u;(S B oy %52 *F %S\ 2 . '
s (™ +ui®)” + (us" + us”)

Este sentido corresponde

F

e tanto ao sentido médio dos vetores u}f" e u}® quando ambos sdo considerados

unitarios e sobre um mesmo plano;

e quanto ao sentido em meia-coluna (z = %) resultante de uma interpolagao
linear entre os vetores u}f" e u} que considera tanto suas diferentes magnitudes

quanto suas distintas posi¢oes na coluna d’agua.

Dessa forma, conforme as consideracoes apresentadas, finalmente temos a

equacgao da velocidade de atrito direcional combinada:
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*F *S
ui (2, y.1) = &t ’ (3.47)
* %52 * AT
\/(U1F +ui®)” + (us" +u3®)
Vetor ;;itério.

Tal formulagao também satisfaz a condicao da magnitude de u; ser insensivel a
orientacao do sistema de coordenadas. Isto é, a Equacao satisfaz a Equacao

para quaisquer possiveis orientagoes do sistema de coordenadas.

u(a,y, 1) = 4/ (ul)” + (up)” (3.48)

O conjunto das Equacoes [3.47], [3.41] e [3.43] satisfaz as duas requisicoes mencio-

nadas no inicio desta segao: a velocidade de atrito direcional combinada, u}, é

1. vetorial em x e em y, possuindo uma direcao definida e uma magnitude in-

sensivel a orientacao do sistema de coordenadas; e

2. uma funcao tanto da tensao no fundo quanto da tensao na superficie, sendo

representativa para toda a coluna d’agua.

3.14 Parametrizacoes das tensoes nos contornos

A escolha das parametrizacoes das tensoes do leito no fundo (7'»*F

K3
superficie (Ti*s

) e do vento na
) nao influenciam diretamente a metodologia proposta neste trabalho.
Pelo fato delas apenas servirem como condicoes de contorno externas, elas podem ser
calculadas de diferentes maneiras. De modo geral, parametrizagoes mais sofisticadas
provirao resultados mais exatos.

Contudo, ressalta-se que, na metodologia proposta, como os perfis de velocidade
dependem dessas tensoes, suas parametrizagoes nao podem depender da velocidade
do escoamento em cotas verticais especificas (como a velocidade préxima ao fundo
para definir 7F" e a velocidade na superficie para definir 7;°). Se assim fosse, essas
tensoes dependeriam do escoamento e o escoamento dependeria dessas tensoes e,
portanto, a metodologia de dedugao dos perfis teria que ser outra.

A informagao sobre a velocidade do escoamento de maior grau de complexidade
que pode ser utilizada nestas parametrizagoes, sem prejuizo da metodologia pro-
posta, é a velocidade do escoamento promediada em toda a coluna d’agua, isto é, a
variavel U;. Isto porque U; é uma variavel provida por modelos 2DH, que, conforme
mencionado, sao os tipos de modelos que fornecerao os dados de entrada para a

confecgao dos perfis preliminares e ajustados.
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Desta forma, esta secao destina-se a apresentar as parametrizagoes das tensoes

do leito no fundo (7'-* F ) e do vento na superficie (7'-* o

l . ) que foram utilizadas para a

confecgao dos resultados apresentados na Capitulo
3.14.1 Tensao do leito no fundo (TZ-*F )

A tensao do leito no fundo utilizada no processamento dos resultados apresentados
neste trabalho é a mesma utilizada no médulo 2DH do SisBaHiA® (ROSMAN],

2019). Ela é parametrizada em fungao da

e velocidade média do escoamento ao longo da coluna d’agua (U;);

da densidade do fluido promediada na coluna d’agua (p);

altura da coluna d’dgua (H);

rugosidade equivalente do fundo (EF ); e

aceleracao gravitacional (g).

A tensao do leito no fundo relativa a velocidade de atrito é, entao, dada por

onde o parametro 3 é dado por

g

h

onde C},, a constante de Chézy, é dada por
6H
Ch(z,y,t) = 18logy, <—F> : (3.51)
£
A magnitude da tensao do leito no fundo é dada pela Equagao [A.30]

3.14.2 Tensao do vento na superficie (TZ-*S)

A tensao do vento na superficie utilizada no processamento dos resultados apresen-

tados neste trabalho é a proposta por WU, (1982)), posteriormente aprimorada por
HERSBACH]| (2011). Ela é parametrizada em fungao da

e velocidade do vento a 10 m acima da cota da superfie (W;); e

43



e densidade do ar atmosférico (pa).

A tensao do vento na superficie é, entao, dada por

752y, t) = (pA Cp /WP + Wf) Wi (3.52)

onde o coeficiente de arrasto C'p é dado por

Cp(z,y,t) = min [<0.80 +0.065, /W2 + Wg) 1073, 0.00275} . (3.53)

onde p4 = 1.225 kg m™ ¢ a densidade atribuida ao ar atmosférico.

A magnitude da tensao do vento na superficie é dada pela Equacao |A.33]

3.15 Condicoes de contorno do perfil preliminar

(TiOFv 708 4 0F uos>

{2 7 2

O perfil preliminar, apresentado na Se¢ao [3.4] pode ser representado a partir de

quaisquer uma das Equacoes|A.8] [3.16]e[3.18] sendo todas elas completamente equi-

valentes e idénticas. Ele possui quatro condigoes de contorno a partir das quais o

perfil pode ser completamente definido:

e Condigao de contorno dinamica de fundo (CCDF, determinada pela defini¢ao

de 70);

e Condicao de contorno dinamica de superficie (CCDS, determinada pela de-

finicio de 7°°);

e Condigao de contorno cinemética de fundo (CCCF, determinada pela defini¢ao

de udf); e

e Condicao de contorno cinemética de superficie (CCCS, determinada pela de-

finicio de u??).

Esta secao destina-se a apresentar a formulagao matematica de cada uma delas.

3.15.1 Condicao de contorno dinamica de fundo
(CCDF, T )

A CCDF do perfil preliminar se refere a relagao entre a viscosidade turbulenta no

fundo (Ug), o cisalhamento vertical do escoamento preliminar horizontal no fundo
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) e a densidade do fluido no fundo (p).

8u?
0z ]

Matematicamente, ela é expressa por

) , a tensdo do leito no fundo (7
h

z=—

A 0F
v =5 (3.54)
0z |,__, p

onde

e v5 é definido pela Equacao

e p ¢ a densidade do fluido promediada na coluna d’agua, definida externamente
pelo médulo 2DH;

ou? , . . ;
° 8“; ¢é o cisalhamento vertical resultante, a ser modelado pelo moédulo
z=—h

analitico-numeérico; e

.7

F ¢ a tensao do leito no fundo, a ser definida.

A definigio de 7%, contudo, nao guarda relagao com a defini¢ao de 7}, definido
pela Equagao [3.49, Neste trabalho, 777 # 7F porque 721 é a varidvel do perfil
preliminar que garantira que seu fluxo, definido pela Equagao[3.20] seja igual ao fluxo

F

determinado pelo moédulo 2DH, isto é, U;H. Assim, 7" é uma grandeza utilizada

apenas para determinar a velocidade de atrito (vide Segao , nao guardando
relagao direta com 79

A obtencdo de 72" se d4 da seguinte forma:

1. Impoe-se que a Equacao|3.20| é igual ao fluxo esperado pelo médulo 2DH, isto
€,
UH=u"H - AYH"" — BYHs" . (3.55)

2. Expande-se os termo referentes AY e BY, definidos na Equagao [A.21]

3. Isola-se o termo referente a 7.

Desta forma, o 70" obtido é aquele que garante que o perfil preliminar tenha fluxo
e velocidade média iguais as modeladas pelo médulo 2DH em uso.

Assim, finalmente temos a equagao da tensao do leito no fundo relativa a
CCDF do perfil preliminar:

05 (HFFF o+ B (H 4 =%)) — (U, — ") Mop Ho
(HFF(H + €F) + HSFES)

e (Ui(x, Y, t)) =

(3.56)
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3.15.2 Condicao de contorno dinamica de superficie

(CCDS, %)

O fato da tensao do vento servir como uma condi¢ao de contorno externa que faz
com que, independentemente do tipo de perfil — preliminar ou ajustado —, a tensao

do vento deve ser a mesma. Desta forma, em todo este trabalho, temos que

0S _ S _ *S
T (x7y7t> - T (l‘,y,t) = T (x,y,t) . (357>
—— —— ———
Tensao do vento para Tensao do vento para Tensao do vento
o perfil preliminar (u?) o perfil ajustado (u;) parametrizada por
¢ WU| (1982)

Ainda assim, neste trabalho, 0% e 77 sdo tratados como distintos. A motivacao

para isto, conforme mencionado anteriormente, é manter explicita a ideia de que as
0

condigoes de contorno do perfil preliminar (uj) sdo matematicamente independentes
das condigdes de contorno do perfil ajustado (u;). Temos que, no caso da tensao do
vento em superficie, ela é a mesma para ambos os perfis (TZ»OS =77 ) Contudo, o
mesmo nao se aplica, por exemplo, para a velocidade do escoamento em superficie
(u® # u?).

Assim, temos que a magnitude da tensao do vento atuante na superficie é dada

por

50,y 8) = 75y, 1) = /(799 + (952 = () + ()P . (3.59)

3.15.3 Condicao de contorno cinematica de fundo
(CCCF, udt )

A CCCF ¢ a condigao de nao-deslizamento, isto é, de velocidade nula junto ao fundo.
0F

Matematicamente, U?F = 0. A expressao u,;", contudo, foi continuamente apresen-
tada nas equagoes deste trabalho por uma questao de simetria entre os contornos do
fundo e da superficie e para deixar explicita a ideia de que um determinado perfil
de velocidade pode ser funcao de duas condigoes de contorno dinamicas e de duas

condicoes de contorno cinematicas.
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3.15.4 Condicao de contorno cinematica de superficie
(CCCS, ud® )
O perfil preliminar u? pode ser expresso tanto em fungao da CCCF quanto em fungao

da CCCS (Equagao [3.18). Em ambos os casos, pode-se provar que a velocidade

superficial é dada por

H+er s

0S

. t) = Al + Biln| —— . 3.59
u; (maya ) n( gF ) H<H 8S> ( )

3.16 Condicoes de contorno do perfil ajustado

(TiFv Tz'SJ uf? uf)

O perfil ajustado, apresentado na Se¢ao [3.5], pode ser representado a partir de quais-

quer uma das Equagoes [A.16] [3.17 e |3.19] sendo todas elas completamente equiva-

lentes e idénticas. Ele possui quatro condigoes de contorno a partir das quais o perfil

pode ser completamente definido:

e Condicao de contorno dinamica de fundo (CCDF, determinada pela defini¢ao

de 7);

e Condigao de contorno dinamica de superficie (CCDS, determinada pela de-

finicdo de 77°);

e Condigao de contorno cinemética de fundo (CCCF, determinada pela defini¢ao

de ul); e

e Condigao de contorno cinematica de superficie (CCCS, determinada pela de-

finicao de u?).

Esta secao destina-se a apresentar a formulacao matematica de cada uma delas.

3.16.1 Condicao de contorno dinamica de fundo
(CCDF, 1)

A CCDF do perfil ajustado é totalmente analoga a CCDF do perfil preliminar. Ou

seja, 7

€ o parametro do perfil ajustado que garante que seu fluxo seja condizente

com a velocidade média do escoamento modelado por um modelo 2DH. Matemati-

camente, temos
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SRS -
ro T [B ]—FMmHOH[a]
P ; 3.60
onde o, B e B° sdo varidveis auxiliares dadas por
( ‘ o? (o[fi (9?)]
— (U, — uF — (Y Y il UL Sl 92
a= U=y H- [ )T ( =
/BF — (H+5F) (PFF+PFS) +5S (PSF+PSS) —g(HFF—HSF)
\6S:€F (PFF+PFS) + (H+€S) (PSF+PSS) o g (HFS'_HSS)
(3.61)

3.16.2 Condicao de contorno dinamica de superficie
(CCDS, TZ-S)

Conforme mencionado para a CCDS referente ao perfil preliminar, o fato da tensao
do vento servir como uma condi¢ao de contorno externa que faz com que, indepen-
dentemente do tipo de perfil — preliminar ou ajustado —, a tensao do vento deve ser

a mesma. Desta forma, em todo este trabalho, temos que

0S _ S _ *S
7.7 (x,y,t) =  17(x,y,t) = 177(x,y,1) . (3.62)
——— N—— ———
Tensao do vento para Tensao do vento para Tensao do vento
o perfil preliminar (u?) o perfil ajustado (u;) parametrizada por
¢ WU (1982)

3.16.3 Condicao de contorno cinematica de fundo
(CCCF, uf )

A CCCF é a condicao de nao-deslizamento, isto é, de velocidade nula junto ao fundo.
F

Matematicamente, u!” = 0. A expressao u!, contudo, foi continuamente apresentada
nas equacoes deste trabalho por uma questao de simetria entre os contornos do
fundo e da superficie e para deixar explicita a ideia de que um determinado perfil
de velocidade pode ser funcao de duas condigoes de contorno dinamicas e de duas

condicoes de contorno cinematicas.
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3.16.4 Condicao de contorno cinematica de superficie
(CCCS, uf)

Diferentemente da CCCS do perfil preliminar, a CCCS do perfil ajustado é definida
de modo tal que o perfil ajustado satisfaga a CCDS. Como o perfil ajustado é uma
fungao de f; (¥?) e como w # 0 em superficie, temos que a velocidade do
perfil ajustado deve equilibrar o cisalhamento em superficie de modo a garantir que
o cisalhamento observado e o vento correspondam um ao outro.

Matematicamente, temos

T-F (HFF o HSF) - 7'~S (HFS - HSS)
i Mz ,5 HO H B 0z

3.17 Discretizacao da dimensao vertical

De modo se resolver o perfil proposto (Equacao , é necessario integrar verti-
calmente a fungao f; (UY). Para isso, se faz necessdrio discretizarmos a dimensao
vertical, uma vez que os termos de WY (Equagéo, apesar de terem sido deduzidos
de maneira analitica, nao podem ser integrados analiticamente.

Assim, temos que a coluna d’agua sera descrita por N pontos e, consequente-
mente, discretizada em N — 1 subcamadas. A variavel vertical independente, entao,
deixara de ser z e passara a ser k.

A espessura de cada subcamada sera dada por

H
Az(z,y,t) = N1 : (3.64)

Assim, a varidvel continua z tera uma variavel discreta analoga zy:

zk(z,y,t) = —h+kAz ) (3.65)

onde k € {1,2,...,N —2, N — 1}.
A Tabela sumariza a discretizacao espacial imposta.
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Tabela 3.4: Discretizagao da dimensao vertical.

k Zx
0 —h
1 —h+ Az
2 —h +2Az
l —h+ Az

N-3| (—2Az
N-2| (—Az
N -1 ¢

3.17.1 Integracao vertical discreta

De modo a se resolver o perfil proposto, é necessario, conforme mencionado, in-
tegra-lo verticalmente. Assim, integrais continuas serao substituidas por integrais
discretas.

Integrais definidas do fundo a uma profundidade genérica, isto é, de —h

a z no dominio continuo,

Fla,y, 2, 1) = / fay, 0 de (3.66)
—h

serao substituidas por integrais definidas de 0 a £ no dominio discreto:
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I (fu(z,y,1)) =

Az ($fo+3h— k)

Az (3fo+51fi+ 35S — 51 f3)

Az (Bfo+thi+ fot5f3— 51f1)

Az (Bfo+th+2f+2f+5f1— 5[5

k—
Az (3o + 3+ B+ XI5 fit Bfooa+ L~ Fifen)

N—4
\AZ <§f0 + %fl + %fz +2ms it %]”N,3 + %fog + %qu)

se k=0
sek=1
se k=2
se k=3
se k=4

se b <Ek<N-2

sek=N—-1
(3.67)

Integrais definidas de uma profundidade genérica a superficie, isto é,

de z a ¢ no dominio continuo,

¢
F(m,y,z,t):/ f(z,y, 2 t)d’ ,

(3.68)

serao substituidas por integrais definidas de kK a N — 1 no dominio discreto:
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9 (fe(z,y,t)) =

0 sek=N-—-1
Az (Sfva+ 35 va— 35 n-3) se k=N —2
Az (3fvo1+ 3 v+ 31 n-3 — 57 n-1) sek=N-3
Az (2fnor+ Efvo+ fvos+ 5 n—a— 57/n-5) sek=N—4
Az (3fna1i+ §fno+ 2 fnas+ S fna+ 5fn-5 — 57/n-6) sek=N -5
Az <§fN71 +Iifno+ B fnos+ Z;\Sfm it 2 e +5fe— ifkq) sel <E<SN-6
(A2 (3na+ Tiva+ Bhvos + D fit B+ Th+ 20) se k=0
(3.69)

Integrais definidas do fundo a superficie, isto é, de —h a { no dominio

continuo,

¢
F(z,y,z,t) = /hf(x,y,z,t)dz
- . (3.70)

s ¢
= / flz,y, 2/ t)d" + / flz,y, 2 t)ds
—h z

serao substituidas por integrais definidas de 0 a N — 1 no dominio discreto:

I(fk(x7 Y, t))

N—4
3 7 23 23 7 3
Az (gfo + éfl + —24f2 + 1223 fi + _24fN—3 + 6fN—2 + ng—l)

— I(fula,y, 1) + T5(fulz,y, 1))
(3.71)
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3.18 Relacao de grandezas com dimensao vertical

discretizada

A Secao apresenta uma lista de grandezas ja apresentadas neste trabalho, porém

com dimensao vertical discretizada.

3.19 Termos da equacao de conservacao de mo-
mentum (1Y)

Os termos referentes & varidvel U9 (Equagao [3.4), apesar de terem sido deduzidos
analiticamente através do perfil preliminar (u?), devem ser escritos com dimensao

vertical discreta de modo que possam ser verticalmente integrados de acordo com a

equagao que define o perfil ajustado (Equagoes |A.16] [3.17| e [3.19] todas idénticas).

Assim, versao discreta da variavel ¥? (definida continuamente na Equagao

¢é dada por:

ou ou ou? ou?
U (,y,t) = ik N v Pt — ag,
A ot 0 0 0z ’
o¢ g dp
+g o, Ea i(C k) )
0 0 0 '
_ guzk ol guzk ol aauzk + ! aauzk —
T T3
o¢ g dp

Esta secao destina-se a expor a versao discreta das variaveis que compoem a

varidvel WY,

3.19.1 Aceleracao local

Conforme a Equagao e o esquema de discretizaca da dimensao vertical descrito

na Se¢ao|3.17, a equagao da aceleragao local com dimensao vertical discreta

¢ dada por:
ol
Sk — AP+ BiR,
Oy oA 9B, (3.73)
e 28 L AQuZE + BiS,Z7
85(74 81’4
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3.19.2 Aceleracao advectiva em x

Conforme as Equagoes e e o esquema de discretizaca da dimensao vertical
descrito na Se¢ao(3.17, a equagao da aceleragao advectiva em x com dimensao

vertical discreta ¢ dada por:

0
0 Oug,
1k axl

_ (AlZ,f F L BlZ,fF) (AiPl 1 B,R,

0A; 0B;
8ZE 1 8x 1

(3.74)

ZEE + — 208 + AQi Zf + Bislz;f)

3.19.3 Aceleragao advectiva em y

Conforme as Equacoes e e o esquema de discretizaca da dimensao vertical
descrito na Se¢ao3.17, a equagao da aceleragao advectiva em y com dimensao

vertical discreta é dada por:

0
w0 Oy,
2k 83’]2

(AQZ;” Py B2Z,§F) <A1»P2 + BiR,

0A; 0B;
8952 8.772

(3.75)

+—=Z["+

737+ AQuZF + BZ-SQZS)

3.19.4 Aceleracao advectiva em =z

Conforme as Equacoes [A.41], [A.27] e [A.45] e 0 esquema de discretizaca da dimensao

vertical descrito na Secao |3.17, a equagao da aceleragao advectiva em z com

dimensao vertical discreta é dada por:

0
o Oujy
W =
81'3

= wy (AZ) — BZ}) (3.76)

3.19.5 Aceleracao de Coriolis

Conforme a Equagao e o esquema de discretizaca da dimensao vertical descrito
na Secao [3.17, a equacao da aceleragao de Coriolis com dimensao vertical

discreta ¢ dada por:
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2Qsin(f)ul, sei=1
a?k(xvyut) = 0
1

(©)

—2Q0sin(0)uy, sei=2
(O)u (3.77)

20sin(0) (A Z{F + BoZJF) sei=1

—2Qsin(0) (A ZFF + B ZJ"F) sei=2

3.19.6 Aceleracao pelo gradiente de pressao barotrépica

A equacao da aceleragao pelo gradiente de pressao barotrépica é trivial,

sem variacao vertical, e dada pela expressao:

¢

(3.78)

3.19.7 Aceleracao pelo gradiente de pressao baroclinica

Conforme o esquema de discretizaca da dimensao vertical descrito na Secao [3.17] a
equacao da aceleracgao pelo gradiente de pressao baroclinica com dimensao

vertical discreta é dada por:

0
(9@-

>

g 0p _

(H — kAz) (3.79)

>
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Capitulo 4
Simulacoes computacionais

Em termos de resultados comparados a experimentos, este trabalho comparou os
resultados do perfil preliminar com os resultados obtidos por YU (1987).
Em termos de modelagem numérica, este trabalho propoe um total de trés

cendrios de simulacao numérica através dos médulos 2DH e 3D do SisBaHiA®:
1. Médulo 2DH: Canal retilineo com talude — escoamento descendo o talude;
2. Médulo 2DH: Canal retilineo com talude — escoamento subindo o talude; e

3. Médulo 3D: Canal curvilineo de fundo horizontal.

4.1 Resultados experimentais

As figuras[4.1le[d.2]ilustram a comparacao entre o perfil preliminar, proposto por este
trabalho, e resultados encontrados no experimento de YU (1987). Os parametros

utilizados para a definicao dos perfis se encontram no cabecalho de cada figura.

4.2 Canal retilineo com talude

Este cenario consiste em uma simulagao numérica através do mddulo 2DH do
SisBaHiA®. Trata-se de um canal hipotético, retilineo e simétrico em x e em y.
Seu comprimento total é de 9600 m e sua largura, de 300 m. Ele possui um ta-
lude de inclinag¢ao 1:100 ao meio (6 m verticais + 600 m horizontais). De um lado
desse talude, hd uma extensao de 4000 m com cota batimétrica igual a 2 m (isto é,
h = 2 m); do outro, hd uma extensao de 4000 m com cota batimétrica igual a 8 m
(isto é, h =8 m).

Dois cenarios de simulagao foram considerados: um para o escoamento descendo
o talude (indo para o sentido de crescimento dos eixos x e y) e outro para o escoa-

mento subindo o talude (indo para o sentido de decrescimento dos eixos z e y). Em
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Figura 4.1: Comparacao entre o perfil preliminar e os resultados do experimento de
YU (1987). Caso para vento a favor do escoamento.
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Figura 4.2: Comparacao entre o perfil preliminar e os resultados do experimento de
YU (1987). Caso para vento contra o escoamento.

ambos, as seguintes variaveis foram consideradas constantes: densidade do fluido
(p=1025 kg m™3), rugosidade equivalente do fundo (5F =0,08 rn) e rugosidade
equivalente da superficie (55 =0,03 m) A rotacao da Terra foi considerada nula.
Todos os perfis foram estimados no mesmo instante de tempo e apds o escoamento
ter atingido condigoes estacionarias.

Este cendrio avalia a sensibilidade do perfil ajustado (u;), proposto por este
trabalho, a variacoes horizontais e verticais no escoamento, as quais o perfil preli-
0

minar (u;

7) é insensivel. Tais variagoes horizontais se dao na forma de fortes nao-

linearidades nas dire¢oes longitudinal ao canal e vertical. Dessa forma, o que esta
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sendo avaliado é a capacidade do perfil ajustado (u;) de bem representar aceleragoes
advectivas nao-lineares nas diregoes longitudinal ao canal e vertical (z, y e z, sendo
x e y simétricos entre si). A Equagao apresenta tais termos na equacao de

Navier-Stokes.

Termo em Termo em Termo em

avaliacao avaliagao avaliagao
0 P A~ —~N—
t Ox oy 0z B
9 o5 ' o ( o .
U
- g 90 +%0+_<Ui3_>
J; pPYIT; 0z 0z
—— —_——
Termo sempre Termo sempre
relevante relevante

A Figuras [4.3] [4.4] e [4.5] mostram, respectivamente, a cota batrimétrica, a malha
de calculo e uma tabela de atributos da modelagem, todos referentes a este canal
retilineo e extraidas do SisBaHiA®.

4.3 Canal curvilineo de fundo horizontal

Este cenario consiste em uma simulacao numérica através do modulo 3D do
SisBaHiA®. Trata-se de um canal hipotético e curvilineo. Seu comprimento to-
tal é de aproximadamente 1860 m e sua largura varia de aproximadamente 50 m
(por¢ao mais larga) a aproximadamente 40 m (por¢ao mais estreita). Seu fundo é
plano e com cota batimétrica constante igual a 2 m (isto é, h = 2 m) ao longo de
toda a sua extensao.

Esta simulacao admite um escoamento que flui predominantemente para o sen-
tido de decrescimento do eixo x (isto é, para oeste, caso o eixo y apontasse para
norte), passando por duas regides de curvaturas opostas. As seguintes varidveis
foram consideradas constantes: densidade do fluido (p = 1025 kg m—3), rugosi-
dade equivalente do fundo (»EF =0,02 m) e rugosidade equivalente da superficie
(55 =0,03 m) A rotacao da Terra foi considerada nula. Todos os perfis foram
estimados no mesmo instante de tempo e apds o escoamento ter atingido condi¢oes
permanentes.

Este cendrio avalia a sensibilidade do perfil ajustado (u;), proposto por este
trabalho, a variagoes horizontais no escoamento, as quais o perfil preliminar (u))
¢ insensivel. Tais variacoes horizontais se dao na forma de fortes nao-linearidades
nas direcoes = e y. Dessa forma, o que esta sendo avaliado é a capacidade do perfil
ajustado (u;) de bem representar acelerac¢oes advectivas nao-lineares nas diregoes z e
y (sendo z e y assimétricos). Tais aceleragoes, em canais curvados como o simulado,

geram um escoamento secunddrio helicoidal, observado, por exemplo, em curvas de
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Canal retilineo com talude
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Figura 4.3: Cota batimétrica do canal retilineo com talude. Trata-se de um
canal hipotético, retilineo e simétrico em x e em y. Seu comprimento total é de 9600
m e sua largura, de 300 m. Ele possui um talude de inclinagao 1:100 ao meio (6 m
verticais <+ 600 m horizontais). De um lado desse talude, hd uma extensao de 4000
m com cota batimétrica igual a 2 m (isto é, h = 2 m); do outro, hd uma extensao
de 4000 m com cota batimétrica igual a 8 m (isto é, h = 8 m). O zoom na imagem
se refere a porcao da malha referente ao talude.

rios. A Equagcao [£.2] apresenta tais termos na equagio de Navier-Stokes.

Termo em Termo em

avaliacao avaliagao
—~— P ~0
ou; n ou; N o,
u v w =
ox dy 0z
(4.2)
0x; < 9z \ " 0z
S~~~ S——
Termo sempre Termo sempre
relevante relevante
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Canal retilineo com talude
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Figura 4.4: Malha de calculo do canal retilineo com talude. As linhas grossas
delimitam os elementos de calculo, todos quadrangulares. As intersegOes entre as
linhas grossas e as linhas finas representam os nés de calculo do modelo. As regioes
mais detalhadas, relativas ao talude, apresentam uma distancia de 12,50 m entre os
nos de calculo longitudinais ao canal e de 50 m entre os nds de célculo transversais ao
canal. As regioes menos detalhadas, de fundo horizontal, apresentam uma distancia
de 200 m entre os nos de calculo longitudinais ao canal e de 50 m entre os nos
de célculo transversais ao canal. O zoom na imagem se refere a por¢ao da malha
referente ao talude.

A Figuras [4.6] [4.7] e [£.8) mostram, respectivamente, a cota batrimétrica, a malha
de cédlculo e uma tabela de atributos da modelagem, todos referentes a este canal

curvilineo e extraidas do SisBaHiA®.

60



Elementos Totais: 180

Cuadrangulares 72

Triangulares a
Mads Totais: a47

Internos 295

Contorno Terra 247
Contorno Aberta 7
Terra/aberto 2
Banda Maxima: 15
Dominio Discretizado:
_ Areada Malha = 2878732.646 m2
Area no NA Medio = 2878732.646 m?2
Volume de Agua 14393312.512 m*
Prof. Média 5,000 m

Figura 4.5: Tabela de atributos da modelagem do canal retilineo com
talude, extraidas do SisBaHiA®.

7483300 capal curvilineo de fundo horizontal
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Figura 4.6: Cota batimétrica do canal curvilineo de fundo horizontal.
Trata-se de um canal hipotético e curvilineo. Seu comprimento total é de aproxima-
damente 1860 m e sua largura varia de aproximadamente 50 m (porgao mais larga)
a aproximadamente 40 m (porgao mais estreita). Seu fundo é plano e com cota
batimétrica constante igual a 2 m (isto é, h = 2 m) ao longo de toda a sua extensao.
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7489900 capal curvilineo de fundo horizontal
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Figura 4.7 Malha de calculo do canal curvilineo de fundo horizontal. As
linhas grossas delimitam os elementos de calculo, quadrangulares e triangulares. As
intersecoes entre as linhas grossas e as linhas finas representam os nés de calculo do
modelo. A distancia média aproximada entre os nés de calculo da malha varia entre
3me7m.

Elementos Totais: 517

Quadrangulares 507

Triangulares 10
Mos Totais: 2347

Internos 1751

Contorno Terra 589
Contorno Aberto 9
Terra/Aberto z
Banda Maxima: 35
Dominio Discretizado:
. AreadaMalha = 75152.604m?
Area no MA Médio = 75152.604m?
Volume de Agua = 152305.207 m?
Prof, Média 2.000m

Figura 4.8: Tabela de atributos da modelagem do canal curvilineo de
fundo horizontal, extraidas do SisBaHiA®.
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Capitulo 5

Resultados e discussao

Este capitulo se destina a apresentar os resultados das simulacoes computacionais
descritas no Capitulo

A transferéncia de resultados entre o médulo 2DH do SisBaHiA® e o médulo
3D-AN proposto por este trabalho foi conduzida, para cada ponto de interesse da

malha de calculo, de acordo com os seguintes passos:

1. Aquisicao dos resultados 2DH dos nds de calculo de interesse através da in-
terface grafica do SisBaHiA®, sendo tais nés compostos por um conjunto de

cinco estagoes de gravacao de resultados:

e uma central no ponto (xy , yo);
e uma adjacente no ponto (zo + Az, yp);
e uma adjacente no ponto (rg — Az , yo);
e uma adjacente no ponto (zg , yo + Ay); e
e uma adjacente no ponto (xo , Yo — )
2. Calculo das derivadas horizontais dos parametros 2DH através do método de

diferencas finitas aplicadas em elementos quadrangulares retangulares.

3. Introducao de tais resultados em um algoritmo de solu¢cao do modelo analitico-
numérico proposto por este trabalho, escrito na linguagem de programacao
Python.

4. Execucao deste algoritmo e consequente obtencao dos perfis desejados.

5.1 Canal retilineo com talude

A simulagao numérica referente ao canal retilineo é um mero ensaio tedrico analitico

a respeito da contribuicao das for¢cantes nao-lineares a um escoamento estacionario
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que trafega por regioes com gradientes batimétricos. As Secoes e apresen-
tam os resultados das simulagoes numéricas (2DH) e analitico-numéricas (3D-AN)
respectivamente para os cenarios do escoamento descendo o talude e do escoamento
subindo o talude do canal retilineo. Tratam-se de duas simulagdes numéricas distin-
tas em situacoes de escoamento permanente, uma para cada sentido de escoamento.
Os principios fisicos de cada cenario sao opostos e andlogos. Dessa forma, seus textos
foram escritos de forma conjunta, um a semelhanca do outro, de modo que ambos
possam ser completos e independentes um do outro. Neste sentido, suas expressoes-

e palavras-chave se encontram em negrito, de modo a facilitar uma leitura dinamica.

5.1.1 Escoamento descendo o talude

A Figura apresenta a vista em planta da elevacao da superficie em estado es-
tacionario. Observa-se uma elevagao de superficie mais alta a montante e mais baixa
a jusante, o que induz a forca de gradiente de pressao barotropica que é a forca-
motriz do escoamento. Observa-se também uma abrupta reducgao da elevacao na
regiao do talude. Na regiao de fundo horizontal & montante (onde é mais raso), a
elevagao apresentou baixos gradientes longitudinais; na regiao de fundo hori-
zontal & jusante (onde é mais profundo), a elevacdo apresentou baixos gradientes
longitudinais.

A Figura [5.2] apresenta a vista em planta da velocidade promediada na co-
luna d’agua (2DH) em estado estaciondrio. Observa-se, por uma questao de
manutengao de vazao, uma velocidade promediada mais alta a montante (onde é
mais raso) e mais baixa a jusante (onde é mais profundo). Observa-se também
uma abrupta reducao da velocidade na regiao do talude. Na regiao de fundo hori-
zontal & montante (onde é mais raso), a velocidade apresentou baixos gradientes
longitudinais; na regiao de fundo horizontal & jusante (onde é mais profundo), a
velocidade apresentou baixos gradientes longitudinais.

A Figura [5.3| apresenta os perfis de velocidade horizontal em estado esta-
ciondrio para a regiao central do talude. A figura apresenta dois graficos, um para o
escoamento na dire¢ao = (acima) e outro para o escoamento na diregao y (abaixo).
Ambos sao positivos e eles sao iguais. O fato de ambos serem positivos se deve a
orientacao da rampa, conforme descrito na Segao [4.2] O fato deles serem iguais se
deve ao fato de que o canal retilineo é simétrico ao longo da linha z = y. Assim, o
escoamento observado em uma direcao acaba por ser o mesmo observado na outra
direcao.

A legenda da figura apresenta quatro perfis distintos: a velocidade média do
escoamento, o perfil 3D-AN do SisBaHiA®, o perfil preliminar e o perfil ajustado —

estes dois ultimos, propostos por este trabalho. Contudo, aparentemente, o grafico
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Figura 5.1: Vista em planta da elevagao da superficie em estado estacionario
referente ao canal retilineo com talude para o cenario do escoamento descendo
o talude (isto ¢, para nordeste caso o eixo y apontasse para norte). O zoom na
imagem se refere a por¢ao da malha referente ao talude.

aparenta conter apenas trés perfis. Isto ocorre porque, para este caso, a diferenca
entre o perfil 3D-AN do SisBaHiA® e o perfil preliminar é desprezivel. Assim, hé
praticamente trés perfis restantes a serem analisados.

O perfil referente & velocidade média, extraido da simulacao 2DH do SisBaHiA®,
é, obviamente, invariante na vertical. Ea magnitude desta velocidade que regula a
velocidade média do outros perfis. Os outros perfis — o preliminar e o ajustado —,
sao nitidamente diferentes. Pelas dedugdes mateméticas do Capitulo [3 temos que
o perfil preliminar é incapaz de representar o efeito de qualquer nao-linearidade, ao
passo que o perfil ajustado, por sua vez, as representa, supostamente estando mais
proximo da realidade.

Nesta figura (Figura , o perfil ajustado, em relagao ao perfil preliminar, se
apresenta menos veloz perto do fundo e mais veloz em superficie e sub-

superficie. O perfil ajustado, entao, nesta situagao, acaba por sofrer uma tensao
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Figura 5.2: Vista em planta da velocidade promediada na coluna d’agua
(2DH) em estado estaciondrio referente ao canal retilineo com talude para
o cendrio do escoamento descendo o talude (isto ¢, para nordeste caso o eixo
y apontasse para norte). O zoom na imagem se refere a por¢ao da malha referente
ao talude, que apresenta somente as magnitudes dos vetores.

junto ao fundo menos intensa devido a presenga do leito no fundo.

A Figura por sua vez, apresenta a componente vertical de velocidade
referente & mesma simulacao — simulacao numeérica referente ao canal retilineo
com talude para o cenério do escoamento descendo o talude.

Observa-se que a velocidade vertical é negativa ao longo de toda a coluna d’agua.

Isto é coerente com o fato do escoamento estar descendo o talude. Como

1. o gradiente longitudinal da cota batimétrica é muito maior que o da elevagao

da superficie,
2. 0 escoamento estd descendo o talude e

3. o fluido é incompressivel,

66



i=1|H=52m|U, =1042 | W, =002 | ¢ =0.08m

L e e e T TR
!
1
— ]
= i
~— 1} : N
= i
[ 1
o i
+ i
$ -2+ i 4
A
© R %
= i
S —3L : J
5} i
o i :
) ! 2DH SisBaHiA
8 —4r ot 3D-AN SisBaHiA |
i 3D-AN preliminar
; 3D-AN ajustado
-5 ;
0.0 0.5 10 15 2.0
i =2|H =52m|U, =1.052 | W, =002 | =0.08m
0__.!. _____________________________________ [ I T e ——
i
1
o~ 1
= i
e 1L N
=
S i
.r— 1
+ i
3 —2F i §
A N S S I JE S
o i
= i
S 3L : d
B i
™ i i
5 ! 2DH SisBaHiA
8 -4+ ot 3D-AN SisBaHiA |
i 3D-AN preliminar
; 3D-AN ajustado
-5 7 5 I I T
0.0 0.5 L0 15 2.0

Velocidade horizontal ()

Figura 5.3: Componentes = (¢ = 1, acima) e y (i = 2, abaixo) da velocidade
média e dos perfis de velocidade do SisBaHiA® (linear), preliminar (linear)
e ajustado (nao-linear). Perfis resultantes da simula¢ao numérica do canal re-
tilineo com talude através do médulo 2DH do SisBaHiA® seguido da aplicacio
completa do modelo matematico descrito no Capitulo |3| desta dissertacao com 41
niveis verticais. Situacao para o escoamento descendo o talude. A curva azul
pouco aparece porque a diferenca entre ela e a curva verde é, para este caso, des-

prezivel.
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Figura 5.4: Componente vertical de velocidade, w°, obtida através da equacao

da continuidade para escoamentos incompressiveis imposta as varidveis u) = u° e

uy = v°. Perfil resultante da simulagao numérica do canal retilineo com talude

através do médulo 2DH do SisBaHiA® seguido da aplicacdo do modelo matemético
descrito no Capitulo [3| (Segao desta dissertacao com 41 niveis verticais.
Situagao para o escoamento descendo o talude. Em analogia as outras figuras
apresentadas, ao perfil de w® também foi atribuida a cor verde porque ele foi calcu-
lado a partir dos perfis preliminares (lineares) em x e em y. A reta pontilhada
verde constante se refere a velocidade vertical média ao longo da coluna d’agua.

a velocidade vertical obrigatoriamente deve ser negativa (para baixo), a fim de
preencher a coluna d’agua, que, no referencial de uma particula em movimento, esta
aumentando.

Observa-se também que sua magnitude maxima ocorre mais proxima ao fundo do
que a superficie. Isto é coerente com o fato de que o gradiente batimétrico é o prin-
cipal perturbado do escoamento: conforme o fundo varia e o escoamento por sobre
ele escoa, velocidades verticais sao induzidas por causa dessas variacoes. Assim, as
parcelas de fluido mais préximas ao fundo acabam por ser as mais diretamente afe-
tadas. Em outras palavras, uma parcela situada na superficie sofre menos influéncia
dos gradientes batimétricos.

O estiramento vertical de uma parcela de fluido proxima ao fundo devido
a gradientes batimétricos induz, por uma questao de manutengao de fluxo, uma
diminuicao local da magnitude da velocidade horizontal dessa particula. Portanto,

0 ou?

) ) oul :
para esta particula, tem-se que u® = v° > 0 em toda a coluna d’dgua e Z- = 5y <0
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na maior partd] da coluna d’agua. Similarmente e pela analise das Figuras|[5.3|e [5.4]

‘ Ouf .
temos que w® < 0 em toda a coluna d’dgua e au; > ( também em toda a coluna

d’agua.
0ou? g oul

Portanto, temos que u” 3+ = v o < 0 na maior parte da coluna d’agua e
ou?
wo + < 0 em toda a coluna d’agua, o que configura uma desaceleracao advectiva

(porque u?

).

Por fim, temos que o perfil ajustado referente ao cenario do escoamento

e a soma dos trés termos nao-lineares possuem o sinais opostos: + e

descendo o talude, calculado a partir da metodologia proposta neste trabalho,

apresentou:

e desaceleracao advectiva em  relagao ao  perfil  preliminar
(uo = >0 e Oau >

e velocidade média igual a modelada pelo modelo 2DH ( ffh w; dz = U,»);

Oau 08u

F

e velocidade nula junto ao fundo (ul = O);

e menor tensao junto ao fundo em relacao ao perfil preliminar (’7’ <7F )

e um escoamento menos veloz préximo ao fundo em relagao ao perfil preli-

minar;

e um escoamento mais veloz préximo a superficie em relagao ao perfil pre-

liminar;

e uma velocidade superficial auto-ajustavel de modo a sempre analiticamente
satisfazer a CCDS, isto é, preservar a relagao tedrica entre o cisalhamento em

> e a tensao do vento em superficie (7--5 )

()

;. 8u?
superficie | |5
z —

z=(

5.1.2 Escoamento subindo o talude

A Figura apresenta a vista em planta da elevacao da superficie em estado
estacionario. Observa-se uma elevacao de superficie mais alta a montante e mais
baixa a jusante, o que induz a forca de gradiente de pressao barotrépica que é a

forca-motriz do escoamento. Observa-se também uma suave redugao da elevagao

1A excecdo, neste caso, 6 uma camada préxima ao fundo de cerca de 1 m de espessura.
Nesta camada, parcelas de fluido pouco velozes devido a friccao com o fundo aceleram ao
escoar. Isto ocorre porque, nesta camada, a aceleragao devido ao distanciamento do fundo
(menos atrito) sobrepde o efeito de desaceleragao devido ao espessamento vertical da coluna

d’agua. O mesmo nao ocorre no restante da coluna ddgua. Ressalta-se, contudo, que esta dinamica
é)u 8u

apenas se aplica aos termos '

Ao considerarmos todas as contribui¢bes néo-lineares

OBu
(’LL oz +wv

d’agua.

oau QOu

)7 temos que uma desaceleracao se d4 em todas as cotas da coluna
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na regiao do talude. Na regido de fundo horizontal & montante (onde é mais pro-
fundo), a elevacao apresentou baixos gradientes longitudinais; na regiao de
fundo horizontal a jusante (onde é mais raso), a elevagdo apresentou suaves gra-

dientes longitudinais.
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Figura 5.5: Vista em planta da elevagao da superficie em estado estacionario
referente ao canal retilineo com talude para o cenario do escoamento subindo
o talude (isto é, para sudoeste caso o eixo y apontasse para norte). O zoom na
imagem se refere a por¢cao da malha referente ao talude.

A Figura [5.6] apresenta a vista em planta da velocidade promediada na co-
luna d’agua (2DH) em estado estaciondrio. Observa-se, por uma questao de
manutengao de vazao, uma velocidade promediada mais baixa a montante (onde
¢ mais profundo) e mais alta a jusante (onde é mais raso). Observa-se também
um abrupto aumento da velocidade na regiao do talude. Na regiao de fundo
horizontal & montante (onde é mais profundo), a velocidade apresentou baixos
gradientes longitudinais; na regidao de fundo horizontal a jusante (onde é mais
raso), a velocidade apresentou suaves gradientes longitudinais.

A Figura apresenta os perfis de velocidade horizontal em estado esta-
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Figura 5.6: Vista em planta da velocidade promediada na coluna d’agua
(2DH) em estado estaciondrio referente ao canal retilineo com talude para
o cendrio do escoamento subindo o talude (isto é, para sudoeste caso o eixo y
apontasse para norte). O zoom na imagem se refere a por¢ao da malha referente ao
talude, que apresenta somente as magnitudes dos vetores.

ciondrio para a regiao central do talude. A figura apresenta dois graficos, um para o
escoamento na diregdo = (acima) e outro para o escoamento na direcao y (abaixo).
Ambos sao negativos e eles sao iguais. O fato de ambos serem negativos se deve
a orientagao da rampa, conforme descrito na Se¢ao[4.2] O fato deles serem iguais se
deve ao fato de que o canal retilineo é simétrico ao longo da linha = = y. Assim, o
escoamento observado em uma direcao acaba por ser o mesmo observado na outra
direcao.

A legenda da figura apresenta quatro perfis distintos: a velocidade média do
escoamento, o perfil 3D-AN do SisBaHiA®, o perfil preliminar e o perfil ajustado —
estes dois ultimos, propostos por este trabalho. Contudo, aparentemente, o grafico
aparenta conter apenas trés perfis. Isto ocorre porque, para este caso, a diferenca

entre o perfil 3D-AN do SisBaHiA® e o perfil preliminar é desprezivel. Assim, hé
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Figura 5.7:  Componentes = (¢ = 1, acima) e y (i = 2, abaixo) da velocidade
média e dos perfis de velocidade do SisBaHiA® (linear), preliminar (linear)
e ajustado (nao-linear). Perfis resultantes da simula¢ao numérica do canal re-
tilineo com talude através do médulo 2DH do SisBaHiA® seguido da aplicacio
completa do modelo matematico descrito no Capitulo |3| desta dissertacao com 41
niveis verticais. Situacao para o escoamento subindo o talude. A curva azul
pouco aparece porque a diferenca entre ela e a curva verde é, para este caso, des-
prezivel.
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praticamente trés perfis restantes a serem analisados.

O perfil referente a velocidade média, extraido da simulacdo 2DH do SisBaHiA®,
é, obviamente, invariante na vertical. Ea magnitude desta velocidade que regula a
velocidade média do outros perfis. Os outros perfis — o preliminar e o ajustado —,
sdo nitidamente diferentes. Pelas dedugoes matemadticas do Capitulo [3] temos que
o perfil preliminar é incapaz de representar o efeito de qualquer nao-linearidade, ao
passo que o perfil ajustado, por sua vez, as representa, supostamente estando mais
proximo da realidade.

Nesta figura (Figura , o perfil ajustado, em relagao ao perfil preliminar, se
apresenta mais veloz perto do fundo e menos veloz em superficie e sub-
superficie. O perfil ajustado, entao, nesta situagao, acaba por sofrer uma tensao
junto ao fundo mais intensa devido a presenca do leito no fundo.

A Figura [5.8] por sua vez, apresenta a componente vertical de velocidade
referente & mesma simulacao — simulacao numérica referente ao canal retilineo

com talude para o cenédrio do escoamento subindo o talude.

-

H=66m]| ( 0 ) VH = —0.007 | % = 0.00 =2 | £ — 00 =

5

oordenada vertical (m)

~
A

C

00000 00005 00010 00015 0.0020 00025 0.0030 0.0035 0.0040

Velocidade vertical (%)

Figura 5.8: Componente vertical de velocidade, w°, obtida através da equacao

da continuidade para escoamentos incompressiveis imposta as varidveis u = u° e

uy = v°. Perfil resultante da simulagao numérica do canal retilineo com talude
através do médulo 2DH do SisBaHiA® seguido da aplicacao do modelo matematico
descrito no Capitulo [3| (Segao desta dissertacao com 41 niveis verticais.
Situacao para o escoamento subindo o talude. Em analogia as outras figuras
apresentadas, ao perfil de w® também foi atribuida a cor verde porque ele foi calcu-
lado a partir dos perfis preliminares (lineares) em x e em y. A reta pontilhada

verde constante se refere a velocidade vertical média ao longo da coluna d’agua.

73



Observa-se que a velocidade vertical é positiva ao longo de toda a coluna d’agua.

Isto é coerente com o fato do escoamento estar subindo o talude. Como

1. o gradiente longitudinal da cota batimétrica é muito maior que o da elevagao

da superficie,
2. o escoamento estd subindo o talude e
3. o fluido é incompressivel,

a velocidade vertical obrigatoriamente deve ser positiva (para cima), a fim de
preencher a coluna d’agua, que, no referencial de uma particula em movimento, esta
diminuindo.

Observa-se também que sua magnitude maxima ocorre mais préxima ao fundo do
que a superficie. Isto é coerente com o fato de que o gradiente batimétrico é o prin-
cipal perturbado do escoamento: conforme o fundo varia e o escoamento por sobre
ele escoa, velocidades verticais sao induzidas por causa dessas variacoes. Assim, as
parcelas de fluido mais préximas ao fundo acabam por ser as mais diretamente afe-
tadas. Em outras palavras, uma parcela situada na superficie sofre menos influéncia
dos gradientes batimétricos.

O achatamento vertical de uma parcela de fluido préxima ao fundo devido a
gradientes batimétricos induz, por uma questao de manutencao de fluxo, um au-
mento local da magnitude da velocidade horizontal dessa particula. Portanto, para
0 0 8u

) oul
=" < 0 em toda a coluna d’dgua e 5+ =

maior partd] da coluna d’agua. Similarmente e pela andlise das Figuras E efp.8

esta particula, tem-se que u

‘ Auf .
temos que w® > 0 em toda a coluna d’dgua e au; < 0 também em toda a coluna

d’agua.
ou? ouf . p
Portanto, temos que uoa—z = an_yz < 0 na maior parte da coluna d’agua e
08u
(porque u? e a soma dos trés termos nao—hneares possuem o sinais iguais: — e —).

Por fim, temos que o perfil ajustado referente ao cendrio do escoamento
subindo o talude, calculado a partir da metodologia proposta neste trabalho,

apresentou:

e aceleracao advectiva em relacao ao perfil preliminar
(uozvo<0 e Oau + v >

2 A excecdo, neste caso, é uma camada préxima ao fundo de cerca de 1 m de espessura. Nesta ca-
mada, parcelas de fluido pouco velozes devido a friccao com o fundo desaceleram ao escoar. Isto
ocorre porque, nesta camada, a desaceleragao devido & aproximagao do fundo (mais atrito)
sobrepoe o efeito de aceleragao devido ao achatamento vertical da coluna d’dgua. O mesmo nao
ocorre no restante da coluna dagua. Ressalta-se, contudo, que esta dinamica _apenas se aplica aos

15} 13} . s~ T 14} 6 0
81;‘ e EZJ Ao considerarmos todas as contribuicoes nao-lineares (uo 61; 00u 028 )

Oau 0(9u

termos

temos que uma aceleragao se dé em todas as cotas da coluna d’agua.
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e velocidade média igual a modelada pelo modelo 2DH ( ffh u; dz = UZ»);

e velocidade nula junto ao fundo (ulF = O);

e maior tensao junto ao fundo em relagao ao perfil preliminar (7" > 7F);

e um escoamento mais veloz proximo ao fundo em relacao ao perfil prelimi-

nar;

e um escoamento menos veloz préoximo a superficie em relagao ao perfil

preliminar;

e uma velocidade superficial auto-ajustavel de modo a sempre analiticamente

satisfazer a CCDS, isto é, preservar a relagao tedrica entre o cisalhamento em

1

;. ou? ~ ;.
superficie () aul ) e a tensao do vento em superficie (7-5).
z

z=¢

5.2 Canal curvilineo de fundo horizontal

A simulacao numérica referente ao canal curvilineo é um mero ensaio tedrico des-
critivo a respeito da contribuicao das forcantes nao-lineares horizontaisﬂ a um esco-
amento estacionario analogo ao de um trecho de rio meandrante. As Segoes e
apresentam os resultados das simulagoes numéricas (3D) e analitico-numéricas
(3D-AN) respectivamente para a estagdo mais a montante e para a esta¢do mais a
jusante do canal curvilineo. Trata-se de uma simula¢ao numérica em situacao de
escoamento permanente que contém duas estacoes de estudo. Os principios fisicos
de cada estacao sao opostos e analogos. Dessa forma, seus textos foram escritos de
forma conjunta, um a semelhanca do outro, de modo que ambos possam ser comple-
tos e independentes um do outro. Neste sentido, suas expressoes- e palavras-chave
se encontram em negrito, de modo a facilitar uma leitura dinamica.

Em escoamentos curvilineos, como os observados em meandros de rios, os termos
nao-lineares da equagao de Navier-Stokes tém um importante papel na circulagao
local. Em tais regioes, observa-se, na coluna d’agua, um escoamento secundario
helicoidal, oriundo desta nao-linearidades. Neste tipo de escoamento, cada camada
de fluido escoa para uma direcao diferente. Assim, a correta modelagem deste

fenomeno, indetectavel por modelos 2DH, é essencial para a correta modelagem de

- ~ 1 . ou? - , .
3 Neste cenirio, a forgante nao-linear vertical (wo 8“; ) néo serd testada, pois, conforme men-

cionado na Secao [4.3] o canal curvilineo modelado possui profundidade constante, o que inibe a
formacao de correntes verticais (wo R 0). Dessa forma, este cendrio pode ser encarado como uma
aproximagao a escoamentos tipicos em rios meandrantes. Caso este canal curvilineo apresentasse
variagoes batimétricas, elas seriam detectadas pelo modelo matematico, haja vista os resultados
obtidos nas simulagoes referentes ao canal retilineo (Secao .
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transporte de sedimentos, pois é a velocidade préxima ao fundo que determina a
direcao da tensao junto ao fundo.

A Figura 5.9 apresenta a vista em planta da elevagao da superficie em estado
permanente. Observa-se uma elevacao de superficie mais alta a montante e mais
baixa a jusante, o que induz a forca de gradiente de pressao barotrépica que é a
forca-motriz do escoamento. Observa-se também uma forte assimetria no padrao de
elevacoes nos trechos de maior curvatura do canal. Em ambas as curvas, a montante
e a jusante, o gradiente de elevacao da superficie aponta para os quadrantes convexos

das curvas. Assim, de maneira geral, temos que

e a elevacao é maior nos quadrantes convexos e menor nos quadrantes concavos

das curvas; e

e o gradiente de pressao barotrépica aponta para os quadrantes concavos das

curvas.

7489900 canal curvilineo de fundo horizontal
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Figura 5.9: Vista em planta da elevagao da superficie em estado estacionario
referente ao canal curvilineo com de fundo horizontal.

A Figura [5.10] apresenta a vista em planta da velocidade promediada na
coluna d’agua (2DH) em estado estaciondrio. Observa-se uma assimetria no
padrao de velocidades nos trechos de maior curvatura do canal. Em ambas as curvas,
a montante e a jusante, a velocidade promediada é maior nas proximidades das calhas

dos lados concavos e menos nas proximidades das calhas dos lados convexos.
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7489900 capal curvilineo de fundo horizontal
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Figura 5.10: Vista em planta da velocidade promediada na coluna d’agua
(2DH) em estado estaciondrio referente ao canal curvilineo com de fundo
horizontal. Por questoes estéticas, apenas um quarto dos vetores referentes a cada
no de calculo esta sendo exibido.

5.2.1 Estacao mais a montante

A Figura [5.11| apresenta os perfis de velocidade horizontal em estado esta-
ciondrio para a estacdo mais a montante. A figura apresenta dois graficos, um
para o escoamento na dire¢do x (acima) e outro para o escoamento na diregao y
(abaixo). Observa-se que, para o escoamento na dire¢ao z, os perfis preliminar e
ajustado sao praticamente iguais, ao passo que, para o escoamento na dire¢ao
y, eles sdo muito diferentes. Ainda, o grafico referente a diregdo = apresenta
um perfil ajustado negativo em toda a coluna d’dgua, enquanto que o referente a
diregao y apresenta um perfil ajustado negativo do fundo a meia-coluna e positivo
da meia-coluna a superficie.

A Figura apresenta estes mesmos perfis (os mesmos da Figura, porém,
com vista em planta. Observa-se que todos os perfis sao unidirecionais, com excegao
do perfil ajustado, que é o Uinico que apresenta variacao de direcao do escoamento
em fungao da cota vertical. Este perfil uma estrutura tridimensional coerente com
os escoamentos secundarios helicoidais observados em canais curvos: a velocidade
superficial aponta para os quadrantes convexos da curva ao passo que a velocidade

nas proximidades do fundo aponta para os quadrantes concavos da curva. Con-
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Figura 5.11: Componentes x (i = 1, acima) e y (i = 2, abaixo) da velocidade
média e dos perfis de velocidade do SisBaHiA® (linear), preliminar (linear)
e ajustado (nao-linear). Perfis resultantes da simula¢ao numérica do canal cur-
vilineo de fundo horizontal através do médulo 2DH do SisBaHiA® seguido da
aplicacao completa do modelo matematico descrito no Capitulo (3| desta dissertacao
com 41 niveis verticais. Perfis representativos da estagdo mais a montante (pri-
meira curva, a norte) do dominio de modelagem. A curva azul pouco aparece
porque a diferenca entre ela e a curva verde é, para este caso, desprezivel.
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tudo, verifica-se que tal estrutura tridimensional, quando comparada ao modulo
3D do SisBaHiA®, apresenta magnitudes similares porém uma variacdo de direcoes
exagerada. Tais perfis de velocidade em x e em y sao similares em magnitude e
em quadrantes de direcoes em relacao aos obtidos por |AZPIROZ-ZABALA et al.
(2017).

A Figuralb.13| apresenta a vista em planta da velocidade do escoamento, sendo a
porcao dentro do zoom o resultado de uma simulacdo do médulo 3D do SisBaHiA®
referente a estagdo mais a montante. As velocidades fora da caixa de zoom repre-
sentam velocidades 2DH. Nota-se que a variagao vertical da direcao do escoamento é
menos pronunciada nesta modelagem 3D em relacao aos resultados da Figura [5.12]
Contudo, os quadrantes das direcoes das velocidades do fundo e da superficie sao

coincidentes nas duas simulagoes.

5.2.2 Estacao mais a jusante

A Figura [5.14] apresenta os perfis de velocidade horizontal em estado esta-
ciondrio para a estacao mais a jusante. A figura apresenta dois gréaficos, um para o
escoamento na diregao = (acima) e outro para o escoamento na dire¢ao y (abaixo).
Observa-se que, para o escoamento na direcao x, os perfis preliminar e ajustado sao
praticamente iguais, ao passo que, para o escoamento na direcao y, eles sao muito
diferentes. Ainda, o grafico referente a direcao x apresenta um perfil ajustado ne-
gativo em toda a coluna d’agua, enquanto que o referente a direcao y apresenta
um perfil ajustado positivo do fundo a meia-coluna e negativo da meia-coluna a
superficie.

A Figura apresenta estes mesmos perfis (os mesmos da Figura [5.14)), porém,
com vista em planta. Observa-se que todos os perfis sao unidirecionais, com exce¢ao
do perfil ajustado, que é o tinico que apresenta variacao de direcao do escoamento
em funcao da cota vertical. Este perfil uma estrutura tridimensional coerente com
os escoamentos secundarios helicoidais observados em canais curvos: a velocidade
superficial aponta para os quadrantes convexos da curva ao passo que a velocidade
nas proximidades do fundo aponta para os quadrantes concavos da curva. Con-
tudo, verifica-se que tal estrutura tridimensional, quando comparada ao modulo
3D do SisBaHiA®, apresenta magnitudes similares porém uma variacdo de direcoes
exagerada. Tais perfis de velocidade em x e em y sao similares em magnitude e
em quadrantes de direcoes em relacao aos obtidos por |AZPIROZ-ZABALA et al.
(2017).

A Figural5.16| apresenta a vista em planta da velocidade do escoamento, sendo a
porcao dentro do zoom o resultado de uma simulacdo do médulo 3D do SisBaHiA®

referente a estacao mais a jusante. As velocidades fora da caixa de zoom represen-
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Figura 5.12: Vista em planta da velocidade média e da variagao vertical dos perfis
de velocidade do SisBaHiA® (linear), preliminar (linear) e ajustado (nao-
linear). Perfis resultantes da simulagdo numérica do canal curvilineo de fundo
horizontal através do médulo 2DH do SisBaHiA® seguido da aplicacdo completa
do modelo matematico descrito no Capitulo [3| desta dissertagao com 41 niveis
verticais. Perfis representativos da estagdo mais a montante (primeira curva,
a norte) do dominio de modelagem. Apenas 11 dos 41 vetores sdo apresentados na
imagem por uma questao estética. Sao apresentados os seguintes vetores: o de fundo
(nulo), mais 9 niveis verticais, mais o de superficie, todos equiespagados. Assim, o
vetor ao lado da palavra “fundo”, no gréfico referente ao perfil ajustado (nao-
linear), se refere a um vetor prdzimo ao fundo, e nao no fundo, pois a velocidade
no fundo é nula. Uma escala linear de transparéncia foi atribuida aos vetores: quanto
mais transparente um vetor, mais préximo ao fundo ele se localiza.
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Figura 5.13: Vista em planta da velocidade do escoamento para o canal cur-
vilineo de fundo horizontal. A porcao dentro do zoom apresenta, para a estacao
mais a montante, quatro niveis de velocidade 3D simulados pelo médulo 3D do
SisBaHiA®. As velocidades fora da caixa de zoom representam velocidades 2DH.
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Figura 5.14: Componentes (i = 1, acima) e y (i = 2, abaixo) da velocidade
média e dos perfis de velocidade do SisBaHiA® (linear), preliminar (linear)
e ajustado (nao-linear). Perfis resultantes da simula¢ao numérica do canal cur-
vilineo de fundo horizontal através do médulo 2DH do SisBaHiA® seguido da
aplicacao completa do modelo matematico descrito no Capitulo (3| desta dissertacao
com 41 niveis verticais. Perfis representativos da estacdo mais a jusante (se-
gunda curva, a sul) do dominio de modelagem. A curva azul pouco aparece
porque a diferenca entre ela e a curva verde é, para este caso, desprezivel.
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Figura 5.15: Vista em planta da velocidade média e da variagao vertical dos perfis
de velocidade do SisBaHiA® (linear), preliminar (linear) e ajustado (nao-
linear). Perfis resultantes da simulagdo numérica do canal curvilineo de fundo
horizontal através do médulo 2DH do SisBaHiA® seguido da aplicacdo completa
do modelo matematico descrito no Capitulo [3| desta dissertagao com 41 niveis
verticais. Perfis representativos da estagdo mais a jusante (segunda curva,
a sul) do dominio de modelagem. Apenas 11 dos 41 vetores sdo apresentados na
imagem por uma questao estética. Sao apresentados os seguintes vetores: o de fundo
(nulo), mais 9 niveis verticais, mais o de superficie, todos equiespagados. Assim, o
vetor ao lado da palavra “fundo”, no gréfico referente ao perfil ajustado (nao-
linear), se refere a um vetor prdzimo ao fundo, e nao no fundo, pois a velocidade
no fundo é nula. Uma escala linear de transparéncia foi atribuida aos vetores: quanto
mais transparente um vetor, mais préximo ao fundo ele se localiza.
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tam velocidades 2DH. Nota-se que a variagao vertical da direcao do escoamento é
menos pronunciada nesta modelagem 3D em relacao aos resultados da Figura [5.15]
Contudo, os quadrantes das direcoes das velocidades do fundo e da superficie sao

coincidentes nas duas simulagoes.

5.3 Consideracoes adicionais

Durante o desenvolvimento deste trabalho, os perfis preliminares e ajustados foram
testados em uma vasta gama de tipos de escoamentos que fogem do escopo deste
trabalho. Como o objetivo deste trabalho é centrado nos termos nao-lineares da
equacao de Navier-Stokes, tais resultados nao foram apresentados. Porém, como
a inclusao dos outros termos da equacao de Navier-Stokes no modelo matematico
proposto é analoga a inclusao dos termos nao-lineares, o autor optou por fazeé-la.

A motivagao para isso foi garantir a robustez do modelo matemaético de modo que
ele pudesse ser utilizado por diferentes modeladores como uma ferramenta passivel
de aplicacao a diferentes escoamentos geofisicos de dguas rasas, sejam elas interiores,
estuarinas ou marinhas.

Ressalta-se, contudo, que tais simulacoes foram feitas de maneira conceitual e
informal, sem a utilizacio de modelos numéricos como o SisBaHiA® ou outros. Ape-
nas o modelo tridimensional analitico-numérico descrito no Capitulo |3| foi utilizado.
As derivadas cujos calculos s@ao necessarios, nestes casos, tiveram seus velores es-
timados conceitualmente a partir das ordens de grandeza tipicas das forgantes dos
fenomenos investigados.

Dito isto, exemplos destes tipos de escoamentos que apresentaram resultados

coerentes sao:

e cscoamentos com gradientes horizontais de densidade, tipicos de estuarios ver-

ticalmente homogéneos;

e escoamentos estacionarios e uniformes em altas latitudes, com influéncia da

rotacao da Terra; e

e escoamentos na presenca de ventos fortes a favor, contra e transversais ao

escoamento superficial.
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Figura 5.16: Vista em planta da velocidade do escoamento para o canal cur-
vilineo de fundo horizontal. A porcao dentro do zoom apresenta, para a estacao
mais a jusante, quatro niveis de velocidade 3D simulados pelo médulo 3D do
SisBaHiA®. As velocidades fora da caixa de zoom representam velocidades 2DH.
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Capitulo 6
Conclusao

De maneira geral, o modelo matematico descrito no Capitulo [3|, o principal resul-
tado deste trabalho, é um conjunto de equacoes analitico-numéricas que descrevem
escoamentos hidrodinamicos tridimensionais e nao-lineares. Ele atingiu, com éxito,

os seguintes feitos, validos para escoamentos geofisicos de aguas rasas:

e a formulacao matematica de um perfil aprimorado de viscosidade tur-
bulenta (v;3) de formato parabdlico que analiticamente satisfaz a CCDF e a
CCDS;

e a formulacio matematica de um perfil preliminar de velocidade (u!) de
formato logaritmico que analiticamente safisfaz a CCDF e a CCDS e cujo fluxo

(U;) pode ser pré-determinado por modelos 2DH; e

e a formulagdo matemadtica de um perfil ajustado de velocidade (u;) que
possui os mesmos atributos do perfil preliminar, contudo, também é capaz de
representar os seguintes termos da equacao de Navier-Stokes: aceleracao local;
aceleragoes advectivas em x, em y e em z; aceleracao de Coriolis; aceleracao
devido ao gradiente de pressao barotropica; aceleracao devido ao gradiente
de pressao baroclinica; e aceleracao devido a difusao vertical turbulenta de

momentum linear horizontal.

Tais perfis podem ser completamente calculados através das seguintes variaveis
2DH — e de suas derivadas horizontais e temporais de primeira ordem, caso nao-
despreziveis —, que podem variar no tempo (podem variar em t), que podem ser
horizontalmente nao-uniformes (podem variar em x e em y) e que sao independentes

da dimensao vertical (ndo dependem de z):
e vetor velocidade média da coluna d’agua (U;);

e vetor intensidade do vento a 10 m de altura da superficie (W;);
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e cota batimétrica (h);

e clevagao da superficie ({);

e rugosidade equivalente do fundo (&?F );

e rugosidade equivalente da superficie (55 );

e densidade média da coluna d’agua (p); e

e latitude central do corpo d’dgua estudado (0).

Tal método, contudo, devido as aproximagoes que considera (isto é, corpo d’dgua
verticalmente homogéneo e pressao hidrostética), é valido em corpos d’dgua rasosﬂ,
como estudrios, rios, reservatorios e lagunas. Contudo, ele nao se aplica a casos

como os seguintes:

e regides com quebra de ondas de gravidade de superficie (pois a pressao nao é

hidrostatica);

e dinamica em oceano aberto (pois o perfil de viscosidade nao necessariamente

é aproximadamente parabdlico); e

e regioes de campo-préoximo, isto é, proximos a jatos forgados no escoamento,
como nas proximidades de emissdrios submarinos (pois nem a pressao é hi-

drostatica nem o perfil de viscosidade necessariamente é parabdlico).

Dado que um determinado perfil é matematicamente independente de seus perfis
adjacentes, nada impede que as variaveis acima listadas sejam obtidas tanto através
de resultados de modelagem computacional quanto através de medi¢oes em campo.
Ademais, o modelador pode escolher o niimero de niveis verticais a ser considerado,
sendo 7 o minimo por causa do esquema de integracao numérico utilizado para a
dimensao vertical. Essa quantidade de niveis verticais pode ser consideravelmente
maior do que a usualmente atribuida a modelos 3D numéricos. Isto é possivel
porque, no modelo proposto, todos os calculos referentes as dimensoes horizontais
sao analiticos e, apds feitos estes calculos, a dimensao vertical se torna um problema
unidimensional. Em outras palavras, nao sao necessarios calculos numéricos além
daquelas ja efetuados por modelos 2DH.

Por este motivo, através da utilizacao do modelo matematico proposto por este
trabalho, é potencialmente possivel efetuar simulagoes hidrodinamicas tridimensio-
nais de maneira mais estavel, rapida e computacionalmente menos custosa do que

através da utilizacao de um modelo numérico tridimensional tradicional.

I Isto é, corpos d’agua cujas dimensdes horizontais sdo ordens de grandeza maiores que as
dimensoes verticais.
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Conclui-se, desta forma, que foi desenvolvida uma ferramenta de modelagem
tridimensional passivel de aplicacao em diferentes tipos de corpos d’agua natuais

descritos em duas dimensoes.

6.1 Sugestoes para trabalhos futuros

1. Desenvolvimento de metodologia analoga para grandezas escalares,
de maneira a se calcular perfis verticais de salinidade, densidade, oxigénio dis-
solvido, entre outros parametros. Tal abordagem possibilitaria a modelagem
de corpos d’agua verticalmente estratificados, como estuarios do tipo cunha

salina.

2. Desenvolvimento de metodologia analoga para modelos unidimensi-
onais: da mesma forma que a metodologia proposta baseou-se na formulagao
da viscosidade ao longo da dimensao promediada z e descreveu perfis verti-
cais, uma abordagem alternativa é basear-se na formulacao da viscosidade ao
longo de dimensoes promediadas como y e z de modo a calcular variagoes de

velocidade no plano yz.
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Apeéendice A

Deducao das equacoes do modelo

matematico

Este apéndice contém as equacoes intermediarias que conduzem as equagoes finais

apresentadas no Capitulo |3 deste trabalho.

A.1 Introducao ao perfil preliminar (u?)

Conforme a Equacao|3.3|e a Tabela|3.1], a conservagao de momentum linear referente

ao perfil preliminar pode ser expressa por

0 ou? -
a ( az) A (A1)

Integrando a Equacao entre —h e z, temos que

01F 0F \ro
[%ﬂ U LY (A.2)

Vi3 P Vi3

Integrando a Equacao entre z e (, temos que

ouo1® 1 70,
i) I S T . A
[az] oS- (A.3)

Aplicando as fungoes de forma nas Equagoes e[A.3] temos que
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ol o {augr . [augr

0z 0z 0z
F . OF S ..0S T T
T; T; i Q’Z
S A D L Y GRS [ g
Vi3 P Vi3 P i3 i3
B pF 7_ioF ps 7_ios
Viz P Uiz P

onde os termos com a varidvel ¥; se anulam porque p¥ (h—+z) —p(¢ —z) = 0 (vide

comentarios na nota de rodapé da pagina .

Integrando a Equagao entre —h e z, temos que

FOF  rz F 708 rz 8
[ (2, y,2,8)]" = udF + %/ Poar+ +/ Pqy
P J—n Vi3 P J—n Ui

Integrando a Equagdo[A.4] entre z e (, temos que

0F p¢ F 0S  r¢ S
S T T
[u) (2, y,2,t)] = ud¥ — L P dz/ — +— P gy
P Jr Vi3 P J. U3

Aplicando as funcoes de forma nas Equacoes e [A.6] temos que

(@, y,2t) = pf [y, 20" +p° [ul(z,y,2,1)]°
= [W(z,y.21)]"

= [u?(x,y,z,t)}s

Assim, finalmente temos a equagao do perfil preliminar:

0F z F 0S z S
ud(x,y,z,t) = u?FvLTZ—A/ p—dz’—I—TZ—A/ LA

P J—p Vi3 P h Vi3
0OF p¢ F 0S ¢ S
T P T P
= ¥ - L —d == | —d
P Jz Vi3 P Jr U3

que deve ser expressa
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e ou em funcao da CCDF, da CCDS e da CCCF

e ou em funcao da CCDF, da CCDS e da CCCS.

A.2 Introdugao ao perfil ajustado (u;)

Conforme a Equacao|3.4]e a Tabela|3.1], a conservacao de momentum linear referente
ao perfil ajustado pode ser expressa por

0 8u2 1,0
5 () =w )

Integrando a Equacao entre —h e z, temos que

[(9ui]F_ 171

= — U0 dz . A.10
0z Uiz P +Uz’3 —h P ( )

Integrando a Equacao entre z e (, temos que

{auir_ 17 1

¢
=—+ _— [ 90q . A1l
0z Vi3 ,5 Vi3 J2 P ( )

Aplicando as fungoes de forma nas Equagoes e[AT1] temos que

8%@ . F (9uz F+ S 8u2 o
0z p 0z p 0z

. (A12)
F _F S S F pz s ¢

S T I qf;?dz’—p—/ 00 4y
Vi3 P Vi3 P Vi3 J_n Vi3 J

onde os termos com a varidvel U9 nao se anulam, diferentemente do perfil preliminar.
Integrando a Equagao entre —h e z, temos que

F z F S P S
[Ui(%?/,Z,t)]F = ul + T’A / Py + T+ P4y
—h Vi3 P J_p Vi3

z pF z
- — [ ¥Wdy)d . (A13)
~hn \Vi3 J_p ‘
z S ¢
—/ <p_/ Y dz’) dz’
—h \Vi3 J,



Integrando a Equacao entre z e (, temos que

F F
s T Cp
z

p
At
z Vi3 J_n
¢ pS ¢
+/ (—/ Y dz') dz’
z Vi3 J .

Aplicando as fungoes de forma nas Equagoes e [A14], temos que

S ¢S
dof — T [P
Vi3 ,5 2 Vi3

ds

Y dz’> dz (A.14)

S
Ui(l', Y, z, t) pF [uz(xa Y, z, t)]F + pS [Uz(ﬂf, Y, z, t)]

# [ui(x,y, z,1)]" (A.15)
# [wi(z,y,2,1))°

Assim, finalmente temos a equacao do perfil ajustado:

F 2z F S 2z S
T T
pt (uf + = / v d + + / 7 dz’)
P —h Vi3 P —h Vi3

F ¢ F S ¢ .S
T: T

+p° <uf — L L P r dz')
p J. Uis P J, Uiz

/ Y dz') dz’
i3 J—n

(A.16)

que necessariamente deve ser expressa em funcao da CCDF, da CCDS, da CCCF

e da CCCS.
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A.3 O perfil de viscosidade turbulenta (v;3)

Através do calculo da derivada vertical da Equacao m (ag—;?’), é possivel determinar

a cota de ocorréncia da méaxima viscosidade:

~ F o8
2= <—€ > h) —% LG ; . (A.17)
(V=05 + /T =)

Através da aplicagao da Equacao [3.12] nos contornos, é possivel determinar as

viscosidades no fundo e na superficie. Temos que a viscosidade no fundo é dada

por
Ug(iﬁ,y7t) = Ui3|z:fh
— MZ F H S
e H+e) (A.18)
_ vl H—ef +e5\?
I H+ el 4 &8
Analogamente, temos que a viscosidade na superficie é dada por
U%(;U,y,t) = Ui3|z:(
= M;e° (H+¢&"
( ) (A.19)

-,

. H+eF —e5\?
H+ el +¢5
Através da andlise das Equacoes e e de acordo com este simplificado
modelo matematico, verifica-se que a viscosidade em um contorno depende:
e da viscosidade maxima que ocorre na coluna d’agua (7;);

e da altura da coluna d’agua (H); e

e das rugosidades equivalentes de ambos os contornos (do fundo, €', e da su-

perficie, £%).

Assim, a partir da andlise conjunta das Equacoes e e das condicoes
de contorno dinamicas (CCDF e CCDS),
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oF ou _ T
3 az o [)
, (A.20)
ou 708
vh = X
\ 82 z=(C p

pode-se inferir, novamente de acordo com este simplificado modelo matematico, que
as condicoes de contorno no fundo e na superficie obedecem a uma dinamica guiada

pelas seguintes proposicoes:

1. A viscosidade turbulenta em um contorno é determinada primaria-

mente pela sua rugosidade equivalente.

2. O cisalhamento vertical em um contorno é determinado primaria-

mente pela tensao aplicada a sua superficie.

A.4 Expressoes compactas dos perfis preliminar

(u)) e ajustado (u;)

O Sistema de Equacoes define as varidveis AY e BY?| referentes ao perfil pre-
liminar. Elas representam os termos 2DH que escalam os logaritmos da Equagao
Seus indices subscritos (i) representam a diregao do escoamento a qual eles se
referem. Assim, as varidveis A? e BY se referem ao escoamento que flui na diregao

T e as variaveis AJ e BY se referem ao escoamento que flui na diregao y.

(7O (H + eF) — 7958
AO t = T i
’L(x7y? ) MlpAHOH :|
(A.21)
[-0F_.S _ 08 H S
Biay.t) = | THe)
L MZpH(]H

O Sistema de Equagoes define as varidveis A; e B;, referentes ao perfil
ajustado e totalmente andlogas as varidveis da Equagao[A.21] Elas representam os

termos 2DH que escalam os logaritmos da Equacao |3.17]

) (A.22)

_ [rfeS — 17 (H +£9)
Bl(x7y7t) MﬁHoH

O Sistema de Equacoes define as variaveis ZFF, Z9F ZFS e 795 que

representam os logaritmos das expressoes do perfil preliminar (Equacao [3.16) e do
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perfil ajustado (Equagao . Seus indices sobrescritos (letras F e S) significam
respectivamente “fundo” e “superficie”. O primeiro deles se refere aos termos do
logaritmando: os cujo primeiro indice é F tém logaritmandos relacionados ao fundo
(h e €); os cujo primeiro indice ¢ S tém logaritmandos relacionados & superficie
(C e %). O segundo deles se refere a presenca (ou auséncia) da varidvel H no
denominador do logaritmando: caso seja diferente do primeiro, o denominador possui
a variavel H; caso seja igual ao primeiro, nao.

;

ZFE (z,y,2,t) = In

(A.23)
ZF5(z,y, 2, t)

Il
=3

(
Z5F(z,y,2,t) = In (—
(

\

(—z+¢°
Z5%(x,y,2,t) = In (5—3

Desta forma, os perfis preliminar e ajustado podem ser representados de maneira

bastante mais compacta e pratica.

A.5 Fluxos dos perfis preliminar (uQ

(wi)

) e ajustado

Temos:
FF ¢ FF F ef
H" (x,y,t) = —/hZ dz = H+ (H+e¢ >1n<H+5F)
SF ¢ SF s e®
H ty = — Z°"dz = H |
(:L‘aya ) /h z te n<H+€S>
FS ¢ FS F ef
H"(r,y,t) = —/hZ dz = H+¢ 1H<H+5F)
ss ¢ ss s e®
\ H>”(z,y,t) = —/hZ dz = H+(H+8)IH<H+€S>
(A.24)
Temos:
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( ¢ 2(H F HFF H2
P (z,y,t) = / pF' 2t dy = — (H+e’) i
h AH
¢ 2€SHSF . HQ
P (z,y,t) = / 70 dz = —————
(z,9,1) P z 10
¢ 2€FHFS - H2
P (z,y,t) = / 7"y = —————
(z,y,t) P 2 Wi
¢ 2H SYHSS + H2
P5S(z,y,t) = / 5754y = _( +¢€7) +
\ —h 4H

(A.25)

A.6 Derivadas dos perfis preliminar (u?) e ajus-

tado (u;)
Temos que:
(0z""  [10e" N O(h+z+¢&") 1
or; | ef Ox; z; h+z+ef
0z [ 1 9(H+¢e) N (¢ — 2z +¢%) 1
ij N _(H + ES) al'j ij C —z+e°
(A.26)

Assim, se definirmos
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( 1 9ef
P; ) = —|——
J(x7y7 ) |:€F 8%]
Q;(z,y,t) = [M] _ 8(—%ZF) para j € {1,2,4}
J y I 813]' 1 paraj — 3
(A.27)
1 OH +5)
R; t) = —
J(xay7 ) |:(H+5S) 8[Ej
Si(z,y,t) = |:a(C——Z—|—55):| — 8(—%:js) para j € {1,2,4}
\ J y I al’j —1 paraj — 3
e
1
7zt ) = ——
(z,y,2,1) s
) (A.28)
1
7z ) = ———
(z,y,2,1) e
podemos escrever a Equacao da seguinte forma compacta:
( azFF .
(A.29)
825F <
\ 3xj - Rj + SJZ

A.7 Velocidade de atrito direcional referente ao

fundo (u*F )

1

A magnitude da tensao direcional no fundo é dada por

Tz, y,t) = \/(Tl*F)2 + (gt (A.30)

Por sua vez, a magnitude da velocidade de atrito direcional referente ao fundo

deve obedecer as seguintes condigoes:
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ey t) = i) + )’
(A.31)

ut(z,y,t) =

A primeira condicao se refere a insensibilidade da magnitude a orientacao do sistema
de coordenadas. A segunda condicao se refere a proporcionalidade entre a velocidade

de atrito e a tensao.
Logo, pela Equagao [A.31] temos que

ﬁ

Ve = o (432

>

F

que ¢ uma condicio que u¥ e 7 devem obedecer.

A.8 Velocidade de atrito direcional referente a su-
perficie (u*s )

]

A magnitude da tensao direcional na superficie é dada por

Sy 0) =0+ (5 (233

Por sua vez, a magnitude da velocidade de atrito direcional referente a superficie

deve obedecer as seguintes condigoes:

u(z,y,t) = \/(UTS)Q + (U§S)2

(A.34)

T*S

5

uS(z,y,t) =

A primeira condicao se refere a insensibilidade da magnitude a orientacao do sistema
de coordenadas. A segunda condicao se refere a proporcionalidade entre a velocidade

de atrito e a tensao.
Logo, pela Equagao[A.34] temos que

Jas i = ) (A.35)
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S

que ¢ uma condicio que u® e 7 devem obedecer.

A.9 Relacao de grandezas com dimensao vertical

discretizada

Fungoes principais de z (respectivamente Equagoes [A.23] [A.28| e [3.35)):

)
Z,fF(x,y,t) =1In

Zi"(@,y,t) = In
(A.36)

Il
5

(

() ==
ZFS(x,y.t) = In (M) o <€F+—kAz)

(

Z55 (2, y,t)
\

zr t) = =
e (@9:0) (h+ 2 +eF)  (eF+kAz)

(A.37)

1 1
S — =
Zk(x7y7t) - (C_Zk+55) (H+55—/€AZ)

( ZFF
ZIT (g t) = e —kAz
Z
73 (g t) = —ZE kA2
) (A.38)

ZFES gy t) = -2 —HM'Y kA2

2" (g t) = A —H 4 kA2
\ Z

Perfil preliminar (Equagao (3.18)):

ugp(z,y,t) = W + AV ZLT + BYZF (A.39)
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Perfil ajustado (Equacgao [3.19)):

uile,yt) = pf(AZET+ BZEE) +pf (uf + AZES + BZES)

23 S
oz [z )] + iz [z )

s pr
—prz" {—’f 75 (\Izg?k)] — ppT? [—k zr (\pgk)}
Vi3k Vi3k

Derivada do perfil preliminar (Equacao [3.23)):

0
Oz, A4l
0A; pp OB sp B . (A.41)
+8x-Z’“ + 8x-Z’° +A,Q; 7, + BiS;Z;,
j j
O perfil de viscosidade (Equacgao (3.12):
Vise (7,4, 1) = M (h+ 2 + ) — 2 + €°)
(A.42)
= M;(E" +kA2)(H +&% —kAz)
Fungoes de forma (Equagoes e [3.6):
=z H — kAz
pe(@yt) = 20 = ——
(A.43)
h + 2k kAz
5 _
t — -
pk (‘x?y? ) H H

Velocidade superficial do perfil ajustado:

w (Ui(z,y,t)) = 20U — %(Ai (P"F + P"5) 4 B; (P°F + P°%) )

_ 2 przF Pk 7 (W) ) | - 218 ﬁzs(qf‘?)
H k Visk ik H F Uik "

2r(pf Tt izs(\lﬂ?) L2z iIF(\PQ)
H F Visk i H " Visk "

(A.44)

Velocidade vertical (Equacgao (3.40):
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oh .o
wi(z,y,t) = —pfgﬂof@

—pf <WFFZ£FS + WSFZIEFS +wF (_Zlfs) + WSZI?*S)
(A.45)
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