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Uma parti¢iao-(r,¢) de um grafo G é uma partigdo do seu conjunto de vértices
em r conjuntos independentes e ¢ cliques. Um grafo é chamado de grafo-(r,¢) se
admite uma partigao-(r,¢). Um grafo é bem coberto se todo conjunto independente
maximal é méximo. Um grafo é um grafo bem coberto-(r,{) se é, ao mesmo tempo,
(r,£) e bem coberto. Neste trabalho consideramos dois tipos de problemas de decisao
distintos. No problema GRAFOS BEM COBERTOS-(r, () (abreviadamente GBC(r,()),
o grafo G é dado, e quer-se decidir se o grafo G é um grafo-(r,¢) bem coberto.
No problema GRAFOS-(r,¢) BEM COBERTOS (abreviadamente G(r,¢)BC) é dado um
grafo-(r,¢) como entrada juntamente com uma parti¢do de V(G) em r conjuntos
independentes e ¢ cliques, e a pergunta é se G € bem coberto.

No contexto dos PROBLEMAS SANDUICHE, consideramos a classe dos gra-
fos bem cobertos-(r,f) que sdo reconhecidos em tempo polinomial, a saber:
(0,1),(1,0),(0,2),(2,0),(1,1) e (1,2). Resolvemos este problema para cinco das
seis classes, e o problema permanece em aberto apenas quando (r,¢) = (2,0). Tam-
bém apresentamos, neste trabalho, a solucao do problema PROBE PARTICIONADO
PARA GRAFOS BEM COBERTOS-(r, /) para todas as classes de grafos bem cobertos-
(r,£) que sao reconheciveis em tempo polinomial, com excegao das classes (2,0) e
(1,2). Além disso, consideramos a complexidade parametrizada do problema GRAFO
BEM COBERTO, com énfase especial no caso em que o grafo dado é um grafo-(r, ¢),
para algumas escolhas de parametros, tais como o tamanho a de um conjunto inde-
pendente maximal do grafo de entrada, diversidade de vizinhanga, e o niimero ¢ de

cliques em uma partigao-(r, ¢).
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A (r,0)-partition of a graph G is a partition of its vertex set into r independent
sets and ¢ cliques. A graph is a (r,/¢)-graph if it admits a (r,¢)-partition. A graph
is a (r,0)-graph if it admits a (r,¢)-partition. A graph is well-covered when each
maximal independent set is maximum. A graph is a (r,{)-well-covered graph if it
is (r,¢) and well-covered, simultaneously. In this work we consider two different
decision problems. In the (r,¢)-WELL-COVERED GRAPH problem (GBC(r,/) for
short), a graph G is provided as input, and the question is whether G is an (r,{)-
well-covered graph. In the WELL-COVERED (r,¢)-GRAPH problem (G(r,¢)BC for
short), a (r,¢)-graph G together with an (r, ¢)-partition of V(G) into r independent
sets and ¢ cliques are provided as input, and the question is whether G is well-
covered.

In the context of SANDWICH PROBLEMS, we consider the classes
(r,0)-well-covered which are recognized in polynomial time, namely:
(0,1),(1,0),(0,2),(2,0),(1,1), and (1,2). We solved this problem for five of
those six classes, and the problem remains open only when (r,¢) = (2,0). We
also present, in this work, the solution of PARTITIONED PROBE FOR (r,{)-WELL-
COVERED GRAPHS problem for all graph classes well covered-(r,¢) which are
recognizable in polynomial time, except for the classes (2,0) and (1,2). In addition,
we consider the parameterized complexity of WELL-COVERED GRAPH problem with
special emphasis on the case where the given graph is a (r,¢)-graph for several
choices of parameters, such as the size o of a maximal independent set of the input

graph, neighborhood diversity, and the number ¢ of cliques in an (r, ¢)-partition.
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Capitulo 1

Introducao

Grafos sao uma poderosa ferramenta de modelagem muito utilizada para traduzir
diversas situacoes cotidianas para a linguagem mateméatica. Formalmente, um grafo
G = (V, E) consiste em um conjunto finito nao vazio de vértices V' e um conjunto de
pares nao ordenados de vértices, denominados arestas e denotado por E.

Dizemos que um grafo é bem coberto (well-covered, em inglés), também conheci-
dos na literatura como nao-mistos (ou unmixed, em inglés), quando todo conjunto
independente maximal é maximo. Tal classe de grafos foi introduzida em 1970 por
Plummer [84]. Um dos aspectos da importancia dos grafos bem cobertos deve-se
ao fato de que para um grafo qualquer, obter a cardinalidade do conjunto indepen-
dente méaximo é um problema dificil [72]; j& para grafos bem cobertos tal problema
pode ser facilmente resolvido em tempo polinomial usando-se um algoritmo guloso
bastante simples. De modo geral, o algoritmo seleciona um vértice v de G para
um conjunto independente méaximo S e remove N[v] (a vizinhanca fechada de v)
de G até que todos os vértices do grafo tenham sido removidos. Dessa forma, um
grafo é bem coberto se, e somente se, esse algoritmo sempre obtém um conjunto
independente maximal de mesma cardinalidade.

O reconhecimento de grafos bem cobertos em geral é coNP-completo segundo
Chvatal e Slater em [23], e Sankaranarayana e Stewart em [92]. Entretanto, o pro-
blema é polinomial para certas classes de grafos como, por exemplo, as classes dos
grafos bipartidos [90], grafos planares [15], 3-conexos [15], com grau limitado [16],
grafos simpliciais [86], cordais [86], arcos circulares [86], cografos [91], Ps-esparsos
[91]. Em [92], foi provado que os problemas ciclo Hamiltoniano, nimero cromé-
tico, ciclo dominante, dentre outros, permanecem NP-completos para grafos bem
cobertos. Em 1993, Plummer [85] produziu um importante resumo sobre todos os
resultados envolvendo grafos bem cobertos publicados naquela época.

PROBLEMAS DE PARTIGAO sao muito estudados no contexto dos problemas com-
binatoérios. Em geral, nestes problemas, busca-se uma particao do conjunto de vér-

tices do grafo em subconjuntos, Vi, Vs, ... Vi, de modo que tal particao satisfaca



algumas restrigoes. Tais restricoes podem ser internas como, por exemplo, particio-
nar o conjunto de vértices em cliques ou em conjuntos independentes, ou externas,
como exigir que tais conjuntos sejam completamente adjacentes ou completamente
nao adjacentes entre si.

Em [I3], Brandstadt, definiu grafos-(r,¢) como uma generalizacao dos grafos
split, isto é, aqueles que podem ser particionados em um conjunto independente e
uma clique. Um grafo é (7, ¢) se pode ser particionado em 7 conjuntos independentes,
S8, el cliques, K',..., K* Dessa forma, grafos-(2,0) sao a classe dos grafos
bipartidos. Ainda segundo [I3], o reconhecimento de um grafo (r,¢) é polinomial se
r, <2, e NP-completo caso contririo. Sendo assim, torna-se interessante responder
se tal afirmacao permanece valida quando se adiciona a propriedade de ser bem
coberto.

Um grafo é bem coberto-(r,¢) quando é, ao mesmo tempo, (r,¢) e bem coberto.
E com esta classe que trabalharemos em trés problemas: reconhecimento, sanduiche
e probe.

O PROBLEMA DE RECONHECIMENTO para uma classe ¥ de grafos tem como
entrada um grafo GG, e a questao é decidir se GG pertence a €. Introduzimos dois
problemas de decisao associados a0 PROBLEMA DE RECONHECIMENTO DE GRAFOS
BEM COBERTOS-(7,/), denominados GRAFOS BEM COBERTO-(7,/{) (ABREVIADA-
MENTE GBC(r,{)) e GRAFO-(r,/) BEM COBERTOS (abreviadamente G(r,¢)BC). No
problema GBC(r, /) é dado um grafo GG, e a questao é decidir se existe um grafo
bem coberto-(r,¢). No problema G(r,¢)BC é dado um grafo G e a parti¢ao (r,/),
e a questao é decidir se G é bem coberto-(r,¢). Classificamos a complexidade de
reconhecimento de todos os problemas GBC(r, /), e para os problemas G(r,¢)BC
deixamos em aberto apenas os casos onde >3 e £ =0.

Em 1993, motivado por aplicagoes na biologia molecular, foi definido o PRO-
BLEMA SANDUICHE PARA GRAFOS DE INTERVALO [59], cujo objetivo era verificar
se existe um grafo de intervalo G = (V, E) entre outros dois grafos G = (V, E') e
G? = (V, E?) dados como entrada, tal que E' ¢ E ¢ E2. Dois anos mais tarde, Go-
lumbic, Kaplan e Shamir [57] generalizaram tal conceito, definindo formalmente o
PROBLEMA SANDUICHE PARA GRAFOS COM A PROPRIEDADE II da seguinte forma:
dados dois grafos G! = (V, E') e G% = (V, E?), E' ¢ E?, existe um grafo G = (V, E)
tal que Bl ¢ E ¢ E? e que satisfaz a propriedade II?

Os PROBLEMAS SANDUICHE em grafos surgiram como uma generalizacao dos
PROBLEMAS DE RECONHECIMENTO. O PROBLEMA DE RECONHECIMENTO para
uma classe de grafos € é equivalente a0 PROBLEMA SANDUICHE no qual G' = G?
e a propriedade Il é “pertence a classe 7. Dessa forma, se ja sabemos que a
propriedade II é de reconhecimento dificil, o problema sanduiche para propriedade

IT também é dificil. Sendo assim, no problema sanduiche sempre queremos classes



com reconhecimento em P.

Ressaltamos que nao nos interessa considerar casos em que os grafos da entrada
do problema, G' e G2, pertencem a classe de grafos que satisfazem II pois, neste
caso, seria o bastante para resolver o problema tomar G = G' ou G = G2. O problema
também é trivial quando a propriedade II ¢ ancestral (isto ¢, todo supergrafo de G
satisfaz II), ou se II ¢ hereditaria (isto é, todo subgrafo de G satisfaz II) restando,
nesses casos, verificar se G? e G, respectivamente, satisfazem a propriedade.

Na pratica, sao exemplos de aplicagoes para os PROBLEMAS SANDUICHE: ma-
peamento fisico do DNA, raciocinio temporal, sincronizagao de processos paralelos,
drvores filogenéticas, resolugao de sistemas de equagoes lineares esparsos, dentre
outros. Tais problemas estao descritos em [57].

Nesta tese estudamos o PROBLEMA SANDUICHE para todas as classes de
grafos bem cobertos-(r,¢) com reconhecimento polinomial. Resolvemos o
PROBLEMA SANDUICHE PARA GRAFOS BEM COBERTOS-(7,f) quando (r,{) =
(0,1),(1,0),(0,2),(1,1), bem como apresentamos resultado de NP-completude para
PROBLEMA SANDUICHE PARA GRAFOS BEM COBERTOS-(1,2). Apenas o PRO-
BLEMA SANDUICHE PARA GRAFOS BEM COBERTOS-(2,0) permanece em aberto.

Em 1994, Zhang [104] introduziu grafos probes para aplicagoes em biologia e,
posteriormente em [I03] e [105], para modelar problemas de mapeamento fisico do
DNA. Dada uma classe ¢ de grafos, um grafo G = (V, F) é dito ¥-PROBE se existe
um conjunto independente de vértices N € V' (G) e um conjunto de pares de vértices
E'"c N x N, tal que o grafo H = (V, EUE") pertence a classe ¥. Quando o conjunto
N é fornecido como parte da entrada, o problema é dito probe particionado. Por sua
vez, o problema é dito probe nao particionado quando apenas o grafo GG é fornecido
como entrada, e devemos assim determinar se existe algum N <€ V(G) tal que a
adicao de arestas com extremos em N produz um grafo pertencente a classe €.

Neste trabalho, resolvemos O PROBLEMA PROBE PARTICIONADO PARA GRAFOS
BEM COBERTOS-(r, /) quando (r,¢) =(0,1),(1,0),(0,2),(1,1), restando em aberto
apenas os casos onde (r,¢) =(2,0),(1,2).

Por fim, consideramos a complexidade parametrizada para GRAFOS BEM
COBERTOS-(r, /) considerando alguns parametros escolhidos, tais como o tamanho «
do conjunto independente maximo do grafo de entrada, a diversidade de vizinhanca,

a largura em clique, e o namero ¢ de cliques em uma parti¢ao-(r,¢).

1.1 Organizacao do texto

O presente trabalho encontra-se estruturado da seguinte forma:

— No Capitulo [I} além da introdugdo apresentada, fornecemos as defini¢oes e



notagoes bésicas, bem como conceitos sobre a complexidade classica. Descre-
vemos também alguns resultados sobre grafos bem cobertos e sobre grafos-(r, £)

encontrados na literatura.

— No Capitulo [2] estudamos a complexidade do reconhecimento da classe dos

grafo bem cobertos-(r, £).

— No Capitulo [3|apresentamos resultados para o Problema Sanduiche para grafos

bem cobertos-(r, ().

— No Capitulo 4 nos dedicamos ao estudo do Problema Probe para grafos bem
cobertos-(r,¢).

— No Capitulo [5| descrevemos alguns resultados usando o conceito da Complexi-

dade Parametrizada para grafos bem cobertos-(r, £).

— Por fim, apresentamos uma conclusao sobre os resultados contidos nesta Tese,
bem como indicamos algumas sugestoes possiveis para trabalhos futuros no
Capitulo [6]

1.2 Definicoes e Notacoes Basicas

As defini¢bes e notagoes iniciais contidas nesta se¢ao foram extraidas de [12] e
[63].

Um grafo GG consiste em um conjunto nao vazio e finito V' de vértices e um
conjunto F de pares nao ordenados e distintos de vértices chamadas arestas. Um
grafo é representado simbolicamente por G = (V, FE) e denotamos os conjuntos de
vértices e arestas de G por V(G) e E(G), respectivamente. A ordem n =|V| de um
grafo é o seu nimero de vértices. Se u e v sao dois vértices de um grafo, e se o par
nao ordenado {u,v} é uma aresta e, escrevemos e = uv e dizemos que os vértices u
e v sao incidentes a aresta e e vice-versa, e que e une os vértices u e v. Os vértices
u e v sao também chamados extremos da aresta e.

Um vértice u é dito ser adjacente a v se uv € E. O conjunto dos vértices adjacentes
ao vértice u em G é denotado por N(u). Dessa forma, N(u) = {v:uv e E}. Também
chamamos N (u) de wizinhan¢a aberta de v e N[u] = N(u) u {u} é denominada
vizinhanga fechada de u. Dizemos que dois vértices u e v sd@o gémeos falsos se
N(u)=N(v) euwv ¢ E(G).

Um vértice v ¢é dito universal se N(v) = V(G) —v. Um vértice v é dito isolado
quando N(v) = @.

Ja para um conjunto de vértices S € V', denotamos por N(S) a wvizinhanga
aberta de S e a definimos como N(.S) = (Uyes N(v))\S e a vizinhanga fechada de S
por N[S]=N(S)uS.



Um grafo é um grafo nulo quando todos os seus vértices sao isolados. Um grafo
com um tdnico vértice e sem arestas ¢ denominado um grafo trivial.

Um grafo H é um subgrafo de um grafo G se V(H) c V(G) e E(H) ¢ E(G).
Para um subconjunto nao-vazio S de V(G), o subgrafo G[S] de G induzido por S
tem o conjunto S como seu conjunto de vértices e dois vértices u e v sao adjacentes
em G[S] se, e somente se, u e v sdo adjacentes em G. Um grafo H é um supergrafo
de um grafo G se V(G) cV(H) e E(G) € E(H).

Um grafo G é um grafo completo se existe uma aresta entre cada par de seus
vértices, isto é, todos os seus vértices sao universais. Denotamos por K, o grafo
completo com n vértices. Em um grafo, um conjunto de vértices K é uma clique se
G[K] é um grafo completo. Uma clique ¢ dita mazimal se ela nao esta contida em
nenhuma outra clique do grafo.

O complemento G de um grafo G é um grafo com conjunto de vértices V tal que
dois vértices em G sdo adjacentes se, e somente se, eles nao sdo adjacentes em G.

Um subconjunto S € V' é um conjunto independente de G se, para todo par de
vértices distintos u e v de .S, temos que uv ¢ E. Um conjunto independente mazximal
de G ¢ um conjunto independente de G que nao é subconjunto proprio de nenhum
outro conjunto independente de G. Chamamos de conjunto independente mdximo
de G ao conjunto independente que possui a maior cardinalidade dentre todos os
conjuntos independentes de G. Denominamos numero de independéncia de G, e
denotamos por a(G), ao tamanho de um conjunto independente méximo de G.

Um grafo bipartido G é um grafo cujo conjunto de vértices V(G) admite uma
particao em dois subconjuntos independentes Vi e V5, tal que toda aresta de G une
um vértice em V; a outro vértice em V5.

Um caminho em um grafo G é uma sequéncia P = vjvy... v, em que os vértices
v; (1 <1< k-1) sao distintos dois a dois, e v;v;41 € E(G). Os vértices vy e vy sao
denominados eztremos do caminho P. Uma corda em P é uma aresta que liga dois
vértices nao consecutivos em P. Um caminho induzido em um grafo ¢ um caminho
sem cordas. Denotamos por P, um caminho induzido por k vértices.

Um grafo é conexo se todo par de vértices, estes sao extremos de um caminho.

Um ciclo em um grafo é uma sequéncia C' = v1vy.. .01, onde v1vy... 0, € um
caminho, vg1 = v1 e k> 3. O namero k é dito comprimento do ciclo. Um grafo é
denominado aciclico quando nao possui ciclos.

Uma drvore T é um grafo aciclico e conexo.

Sejam u,v € V(G). A distancia entre dois vértices u e v em G, denotada por
d(u,v), é o comprimento do menor caminho entre u e v em G. Se u e v nao possui
caminho que os una, dizemos que a distancia entre u e v é infinita. O didmetro
de um grafo G ¢é a distancia méxima entre dois vértices de G. A cintura de G ¢é

o tamanho do menor ciclo em G; se G nao possui ciclos dizemos que a cintura é



infinita.

Um conjunto de arestas em um grafo G é independente se todo par de arestas
pertencentes ao conjunto nao compartilham vértices no grafo G. Nesse caso esse
conjunto é dito um emparelhamento em G. Se M é um emparelhamento em um
grafo G com a propriedade de que todo vértice de GG é incidente em uma aresta de
M, entao M é um emparelhamento perfeito em G.

Sejam (1 e GGy dois grafos com conjuntos de vértices V; e V5 disjuntos e conjunto
de arestas F; e FEjy, respectivamente. A uniGo entre os grafos G; e (GGo, denotado
por G = Gy + G, é o grafo que possui V =Vjul, e E = Ey U Ey. A juncgdo entre
dois grafos disjuntos (ou join) é denotada por G; + G, e consiste no grafo G; + Gy

unindo cada vértice de G; a todos os vértices de Gs.

1.2.1 A Complexidade Classica

As definigoes apresentadas nessa Subsegao foram extraidas de [54] e [94].

Um problema computacional 11 é uma questao bem definida a ser resolvida que
possui varidveis livres, cujos valores nao estao especificados. Uma instdancia Iy de
um problema II é obtida através da especificacao de valores particulares para todas
as suas variaveis.

Um problema de decisao é um problema composto por uma descricao geral de
suas variaveis de entrada e que produz como saida apenas as respostas SIM ou
NAO. Considerando o problema de decisao II com um conjunto de instancias Iy,
observamos que existe uma particao de Iy em dois subconjuntos Sy e Ny que sao,
respectivamente, os conjuntos de instancias que produzem a resposta SIM e NAO ao
problema I, ou seja, Si = I1\Nq.

Um algoritmo A é um procedimento “passo a passo’ para resolver um dado
problema. O passo de um algoritmo é a computagao de uma instrugao do programa
que implementa o algoritmo. Um algoritmo resolve um problema II quando aplicado
a qualquer que seja a instancia Iy produz uma solucao para este caso.

Um algoritmo deterministico é um algoritmo que dada uma certa entrada I
produzira sempre a mesma saida com o mesmo nimero de passos. Caso contrario,
um algoritmo é denominado algoritmo probabilistico.

Seja Iri(n) o conjunto de todas as instancias de II com tamanho n. Definimos
a complexidade de tempo de um algoritmo como uma fungao que associa a maior
quantidade de tempo para resolver uma instancia com um tamanho determinado.
Dizemos que uma funcdo f(n) € da ordem de g(n), e escrevemos f(n) = O(g(n)),
quando existem um ntmero natural ny ¢ uma constante ¢ > 0 tais que 0 < f(n) <
c-g(n).

Um algoritmo de tempo polinomial é aquele cuja funcao complexidade de tempo



¢ O(p(n)) para alguma fungao polinomial p e onde n denota o tamanho da entrada.

Um problema de decisao pertence a classe P se, e somente se, pode ser solucio-
nado em tempo polinomial por um algoritmo deterministico.

Um problema de decisao pertence a classe dos problemas NP se existe um algo-
ritmo deterministico de tempo polinomial que verifica a validade de um certificado
polinomial para a resposta SIM. Por outro lado, a classe dos problemas coNP é o
complemento da classe NP, isto é, existe um algoritmo deterministico de tempo po-
linomial que verifica a validade de um certificado polinomial para a resposta NAO.
Todo problema de decisao que pertence a P também pertence a NP.

Uma reducao polinomial de um problema de decisao II para um problema de

decisao II’ é uma funcao f: Iyt — I que satisfaz as seguintes condigoes:

e existe um algoritmo deterministico polinomial A que computa f;

e 1 € 5y se, e somente se, f(x) € Syy.

Neste caso dizemos também que Il se reduz polinomialmente a 11, e denotamos
essa relacao por II o< II’. Uma consequéncia imediata da existéncia de uma reducao
polinomial de II para II’ é que se I’ € P, entao Il € P.

Um problema IT é NP-dficil (respectivamente, coNP-dificil) se existe um problema
NP-completo I1’ (respectivamente, coNP-completo) tal que II” o< IT e nao é sabido se

IT € NP (respectivamente, IT € coNP).

1.3 Grafos bem cobertos

Muitos problemas combinatérios envolvem a noc¢ao de independéncia entre um
conjunto de vértices. Em 1970, Plummer [84] definiu o conceito de grafos bem
cobertos motivado por problemas que envolviam obter um conjunto de vértices in-
dependentes de maior cardinalidade em um grafo.

Um grafo G é dito bem coberto quando todo conjunto independente maximal é
méaximo. Em outras palavras, um grafo é bem coberto se todos os seus conjuntos
independentes maximais tem o mesmo nimero de vértices.

Uma cobertura de vértices S c¢ V de um grafo G = (V, F) satisfaz que, para
todo uv € E, ou u € S, ou v € S. Ao tamanho da menor cobertura de vértices
denominamos nimero de cobertura de G, e denotamos por 5(G).

Inicialmente, o termo “bem coberto” foi proposto devido ao conceito da cobertura
de vértices. Somente mais tarde, é que grafos bem cobertos ficaram mais conhecidos
a partir do conceito de conjunto independente maximal. Quando abordados através
da cobertura de vértices, grafos bem cobertos sao também referenciados como grafos

unmized (nao mistos). Dessa forma, podemos parafrasear a definigdo de grafos bem
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Figura 1.1: Em (a) um exemplo de grafo bem coberto, onde todo conjunto independente
maximal possui cardinalidade igual a 2. Em (b) um exemplo de grafo que nao é bem
coberto. Um certificado para a resposta NAO consiste em dois conjuntos independentes
maximais Iy = {ve} e Iy = {v1,v3} do grafo, tal que |I1] # |I2|.

cobertos do seguinte modo: um grafo é dito bem coberto quando toda cobertura de
vértices minimal é minima, ou quando toda cobertura de vértice minimal possui a
mesma cardinalidade.

O problema do reconhecimento de grafos bem cobertos para grafos em geral foi
provado ser coNP-completo nos trabalhos simultaneos de Chvatal e Slater em [23],
e Sankaranarayana e Stewart em [92].

Segundo Caro, Sebs e Tarsi em [I7], o problema de reconhecimento de grafos
bem cobertos permanece coNP-completo quando o grafo ¢ livre de K 4. Entretanto,
na mesma época, Tankus e Tarsi [99] provaram que o problema de reconhecimento
de grafos bem cobertos livres de garra é polinomial.

Além dos resultados citados, s@o polinomiais para grafos bem cobertos o reco-

nhecimento das seguintes classes:

grafos que nao contém ciclos de tamanho 4 ou 5 [49],
— grafos que possuem cintura maior ou igual a 5 [4§],
— grafos semi-perfeitos [102],

— grafos simpliciais, cordais e arco circulares [86],

grafos livre de garra [99],
— grafos que nao contém ciclos de tamanho 3, 5 ou 7 [89],

— grafos com componentes P, separaveis ou que contém alguns componentes P
[91].

Um ano apo6s a caracterizac¢ao proposta por Ravindra [90] sobre o reconhecimento
polinomial de grafos bipartidos bem cobertos, Favaron [43] publicou uma caracte-

rizacao para uma subclasse particular dos grafos bem cobertos, a dos grafos muito



bem cobertos, onde todo conjunto independente maximal do grafo possui cardinali-
dade igual & metade da ordem do grafo. Tal caracterizagao utiliza uma propriedade
para emparelhamentos denominada de propriedade (P).

Propriedade (P)

Seja G um grafo com emparelhamento M. Dizemos que M satisfaz

a propriedade (P) se, para toda aresta xy em M, temos Ng(x) n

N(y) = @ e todo vértice em N(x)\{y} é adjacente a todo vértice
em N(y)\{z}.

Definicao 1.1. [[3] Seja G um grafo simples. As sequintes afirmag¢oes sao equiva-

lentes:
(i) G é muito bem coberto.
(i1) Existe um emparelhamento perfeito que satisfaz a propriedade (P).

(11i) Existe ao menos um emparelhamento perfeito em G, bem como todo empare-

lhamento perfeito de G satisfaz a propriedade (P).

Sakaranarayana e Stewart propuseram uma caracterizacao estrutural alternativa
para grafos bem cobertos em termos da interagao entre dois pares de conjuntos

independentes maximais:

Teorema 1.2. [93] Sejam I, e I dois conjuntos independentes mazximais de G, e
sejam os conjuntos R=1,nl,, S=V-(I,uly), I, =1,-R e I, = [,- R. Um grafo G
€ bem coberto se, e somente se, para todo par de conjuntos independentes mazimais

de G, G[I, U I,] possui um emparelhamento perfeito.

A seguir citamos algumas variantes de grafos bem cobertos encontrados na lite-
ratura.

Um grafo bem coberto G = (V,E) é 1-bem coberto se G\{v} é bem coberto,
para todo vértice v. Na literatura encontramos caracterizagoes para grafos 1-bem
cobertos sem Cy [66], grafos planares 1-bem cobertos [82], grafos de linha 1-bem
cobertos [37]. Mais tarde, em [8I] foi definido um grafo como sendo fortemente
bem coberto se ele for bem coberto e G\e também for bem coberto, para qualquer
ee E(G).

Um grafo G ¢é dito Z,,-bem coberto se todo conjunto independente maximal de G
possui a mesma cardinalidade moédulo m. Grafos Zs-bem cobertos sao definidos por
[50] como grafos de paridade. Barbosa em [5] caracterizou em sua tese de doutorado
os grafos Z,,-bem cobertos para grafos livres de K3, cordais, simpliciais e arco-
circulares. Anos mais tarde, o mesmo autor juntamente com Ellingham em [4],
motivados pela caracterizagdo de grafos ctbicos bem cobertos publicada em [15],

estendem o resultado para grafos ctubicos Z,,-bem cobertos.



Abaixo descrevemos uma tabela de complexidade contida em [93] para alguns
problemas da teoria dos grafos quando combinados aos problemas grafo bem

coberto e muito bem coberto.

Problema grafos bem cobertos | grafos muito bem cobertos

Conjunto independente dominante P P
Conjunto independente P P
Cobertura de vértices P P

Ciclo dominante NPc NPc

Clique NPc NPc

Ntmero cromatico NPc NPc

Arvore de Steiner NPc NPc

Corte maximo NPc NPc

Ciclo hamiltoniano NPc NPc
Caminho hamiltoniano NPc P
Conjunto independente dominante P P
Particao em clique NPc P
Conjunto dominante NPc P

Tabela 1.1: Resultados de complexidade para grafos bem cobertos e grafos muito bem
cobertos.

1.4 Grafos-(r,/)

Brandstadt em [13] definiu grafos-(r, ) como uma generalizagao dos grafos split,
isto €, aqueles que podem ser particionados em um conjunto independente e uma
clique. Um grafo é (r,¢) se pode ser particionado em r conjuntos independentes,
St,...,87 el cliques, K, ..., K*. Do mesmo modo que grafos split sao grafos-(1,1),
grafos-(2,0) sao a classe dos grafos, bipartidos. Ainda em [I3] foi provado que, dado
um grafo G, é NP-completo decidir se G é um grafo (r,¢), para r >3 ou £ > 3 e
polinomial, caso contrario. O reconhecimento de grafos-(1,2) e grafos-(2,1) ¢é feito
em tempo cubico, enquanto que grafos-(2,2) sdo reconhecidos em tempo O(n*).
Feder, Hell, Klein e Motwani também propuseram em [45] algoritmos polinomiais
para essas classes, que surgiram como subproduto de algoritmos de particao em
subgrafos densos e esparsos.

Observamos que o reconhecimento de grafos-(k,0) corresponde a reconhecer se
um dado grafo é k-colorivel, sendo NP-completo para k > 3, e polinomial para k < 3.

Hell, Klein, Nogueira e Protti provaram em [69] que o reconhecimento de grafos
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cordais-(r,¢) é feito em tempo O(n(n+m)). Para k = 1, o tempo de reconhecimento
¢ melhorado para O(n +m). No mesmo artigo foi apresentada uma caracterizagao
para grafos cordais-(r, £) por subgrafos proibidos.

Bravo, Klein, Nogueira e Protti [34], e Feder, Hell e Hochstattler [44] apresenta-
ram caracterizagoes por subgrafos proibidos para os cografos-(r, ().

Couto, Klein, Faria, Gravier e dos Santos em [29] propuseram uma caracterizacao
estrutural para cografos-(1,2) e cografos-(2,1), bem como o reconhecimento dessas
duas classes em tempo linear.

Em [87] foi considerado o problema da dele¢ao de vértices onde, dado um grafo
G e um inteiro k, devemos decidir se no méaximo k vértices podem ser removidos de
G a fim de obter um grafo-(r,¢). O problema é NP-dificil para r +¢ > 1. Em [6]
é provado que o problema da delegao de vértices quando (r,¢) = (1,2),(2,1),(2,2)
pertencem a classe dos problemas FPT.

Observamos que os grafos-(r, ) sdo encontrados na literatura como grafos-(k, ¢).
No entanto, por conveniéncia, substituimos o k por r, uma vez que a letra k é usado

frequentemente como um parametro na complexidade parametrizada.
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Capitulo 2

Reconhecimento de grafos bem

cobertos-(r, /).

Neste capitulo apresentamos resultados sobre a complexidade do reconhecimento
de grafos bem-cobertos-(r, ¢). Na Segéo apresentamos caracterizacoes estruturais
para grafos bem-cobertos-(r, £). Nas demais segoes deste capitulo nos dedicamos ao
estudo da complexidade do reconhecimento dos grafos bem cobertos-(r, £).

Todos os resultados descritos neste capitulo encontram-se publicados em [2] e
[3], com excegao daqueles apresentados na Subsecao que foram obtidos com
a colaboragdo do Professor Sylvain Gravier (Université Joseph Fourier, Grenoble,
Franca), e apresentados no 11th INTERNATIONAL COLLOQUIM ON GRAPH THEORY
AND COMBINATORICS, realizado em 2018 na cidade de Lyon, Franca.

O PROBLEMA DE RECONHECIMENTO ASSOCIADO A UMA CLASSE % ¢ definido

da seguinte forma:

PROBLEMA DE RECONHECIMENTO ASSOCIADO A UMA CLASSE %
INSTANCIA: Um grafo G = (V, E).
PERGUNTA: (G pertence & classe €7

Abaixo descrevemos o problema de reconhecimento de grafos-(r,¢), que denomi-
namos por GRAFO-(r,¢) (abreviadamente G(r,¢)), e o problema de reconhecimento
de grafos bem cobertos, que denominamos por GRAFO BEM COBERTO (abreviada-
mente GBC).

GRAFO-(1,0) (G(r,0))
INSTANCIA: Um grafo G = (V, E).

PERGUNTA: G é um grafo-(r,¢)?
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GRAFO BEM COBERTO (GBC)
INSTANCIA: Um grafo G = (V, E).
PERGUNTA: G é um grafo bem coberto?

Andreas Brandstadt [13] provou que GRAFO-(r,¢) é polinomial para r,¢ < 2, e
NP-completo para os demais casos.

Observamos que o problema GRAFO-(r,¢) estd em NP pois um certificado para
a resposta SIM é uma particao (S1,52,53,..., 5" K1, K2 K3, ... K*) de V em r
conjuntos independentes S, 52,53, ..., 57, e £ cliques K!, K2, K3, ... K¢

Por outro lado, GRAFO BEM COBERTO é um problema que estd em coNP con-
forme demonstrado por Chvatal e Slater em [23], e por Sankaranarayana e Stewart
em [92], pois um certificado para a resposta NAO consiste em dois conjuntos inde-
pendentes maximais, [; e Iy, tal que |I1] # |3

Sejam r, ¢ > 0 dois inteiros fixos. Um grafo é dito um grafo bem coberto-(r, () se
¢, simultaneamente, (7,¢) e bem coberto.

Até onde vai nosso conhecimento, é a primeira vez na literatura em que é feita
a analise de um problema contendo duas propriedades: uma NP-completa e outra
coNP-completa.

Para analisar essa conjuncao de problemas, vamos nos concentrar em dois

problemas de decisao:

GRAFO BEM COBERTO-(7,{) (GBC(r,{))
INSTANCIA: Um grafo G = (V, E).
PERGUNTA: G é um grafo bem coberto-(r, ¢)?

GRAFO-(r,{) BEM COBERTO (G(r,¢)BC)
INSTANCIA: G = (V, E) um grafo-(r,¢), com uma partigao-(r,¢) de V.
PERGUNTA: GG é um grafo bem coberto?

Neste capitulo, estabelecemos uma caracterizacao quase completa da complexi-
dade dos problemas de decisao GBC(r,¢) e G(r,¢)BC. Nossos resultados sao mos-
trados nas Tabelas e onde r (respectivamente ¢) correspondem as linhas
(respectivamente, colunas) das tabelas, e onde coNPc corresponde a um problema
com complexidade coNP-completo, NPh corresponde a NP-dificil, NPc corresponde
a NP-completo, (co)NPh corresponde a um problema que é, ao mesmo tempo, NP-
dificil e coNP-dificil. O simbolo ‘7" expressa que o problema ainda encontra-se em

aberto.
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Fornecemos nas Tabelas e 24 uma referéncia sobre os resultados descritos nas

“lol| 1 3
0 - P NPc
1 P P NPc
2 P coNPc | coNPc | (co)NPh
3 NPh | (co)NPh | (co)NPh | (co)NPh

Tabela 2.1: Complexidade do problema de decisao GBC(r,£).

l
1 2 3
r
0 - P P P
1 P P P P
2 P coNPc | coNPc | coNPc
3 ? coNPc | coNPc | coNPc

Tabela 2.2: Complexidade do problema de decisao G(r,¢)BC.

Tabelas 2] e
0 1 2 3
T
0 - Teorema Corolario Teorema [2.31] Teorema
]. Teorema Corolario B221] Teorema [2.24] Teorema [2.34] Teorema
2 Teorema Corolario Corolario 22301 | Corolarios e Corolarios B218] e
3 Teorema [2.33] Corolario [2:38] | Corolario 2:38] Corolario 2:38] Corolario 2:38]
Corolario [2235] | Corolario Corolario Corolario [238] Corolario 2238]

Tabela 2.3: Referéncia aos resultados descritos na Tabela sobre a complexidade do
problema de decisao GBC(r, /).
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Corolario 217

Corolario [2.19]

Teorema [2.20]

Teorema [2.20]

Corolario 217 Teorema, Teorema, Teorema, Teorema,
Fato Corolario [2227] | Corolario [2:28] | Corolario [2:28] | Corolario 2:28]

e Teorema
? Corolario Corolario Corolario Corolario
Corolario [2.29] | Corolario[2.29] | Corolario[2.29] | Corolario [2.29]

Tabela 2.4: Referéncia aos resultados descritos na Tabela sobre a complexidade do
problema de decisao G(r,¢)BC.

Na proxima secao apresentamos caracterizagoes estruturais para grafos bem cobertos-
(r,€), quando (r,¢) = (0,1),(1,0),(0,2),(1,1),(2,0),(1,2).

2.1 Caracterizacoes estruturais

2.1.1 Grafos bem cobertos-(0,1) e grafos bem cobertos-(1,0)

O Fato [2.1] é necesséario para o enunciado do Teorema [2.2

Fato 2.1. O grafo induzido por uma clique ou por um conjunto independente é um grafo

bem coberto.

Teorema 2.2. G é um grafo bem coberto-(0,1) se, e somente se, G é um grafo-(0,1). Da

mesma forma, G € um grafo bem coberto-(1,0) se, e somente se, G € um grafo-(1,0).

(@) (b)

\

Figura 2.1: Em (a) um exemplo de grafo bem coberto-(0,1) e em (b) um exemplo de
grafo bem coberto-(1,0).

2.1.2 Grafos bem cobertos-(0,2)

O Teorema [2.3] estabelece uma caracterizagao estrutural para grafos bem cobertos-

(0,2). Denominamos um grafo-(0,2) estrito a um grafo-(0,2) nao completo.
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Teorema 2.3. Seja G = (V,E) um grafo-(0,2). G é um grafo bem coberto-(0,2) se, e

somente se, ou G é um grafo completo, ou G € um grafo-(0,2) sem vértices universais.

Demonstragao. Seja G = (V, E) um grafo-(0,2).

Suponha que G é um grafo bem coberto-(0,2). Dessa forma, ou todo conjunto inde-
pendente maximal I de G possui cardinalidade 1, ou todo conjunto independente maximal
I de G possui cardinalidade igual a 2.

No caso em que todo conjunto independente maximal de G possui cardinalidade 1,
entdo G é um grafo completo. No caso em que todo conjunto independente maximal de G
possui cardinalidade 2, entao G é um grafo-(0,2) estrito sem vértices universais.

Por outro lado, suponha que, ou G é um grafo completo, ou G é um grafo-(0, 2) estrito
sem vértices universais. Assim, um conjunto independente maximal de GG possui tamanho
1 ou 2.

Se G é um grafo completo, verificamos que todo conjunto independente maximal de G
possui cardinalidade 1.

Se G é um grafo-(0,2) estrito sem vértices universais, observamos que todo conjunto
independente maximal de G possui cardinalidade 2, pois se um conjunto independente S

tem um vértice v, como v nao é universal, existe um vértice u que nao é adjacente que sera

adicionado a S, a fim de que S seja um conjunto independente maximal de G. 0
( A
(a) (b)
\ J

Figura 2.2: Aplicagdo do Corolério em dois grafos-(0,2). Em (a), como G é um
grafo-(0,2) estrito que ndo possui vértices universais concluimos que G é um grafo bem
coberto-(0,2). Em (b), devido a existéncia do vértice universal u € V(G) afirmamos que o
grafo-(0,2) estrito G ndo é um grafo bem coberto-(0,2).

2.1.3 Grafos bem cobertos-(1,1)

Nesta subsegao fornecemos uma caracterizagao de grafos bem cobertos-(1, 1) em termos
de sua sequéncia de graus. Observamos que grafos-(1,1) sdo conhecidos na literatura como
grafos split.

O proximo Lema estabelece uma condigao necessaria para que um grafo-(1,1) seja um

grafo bem coberto-(1,1).

Lema 2.4. Seja G = (V, E) um grafo bem coberto-(1,1) que admite uma particio V =
(S,K), onde S é um conjunto independente e K é uma clique. Se x € K, entao [Ng(x)| < 1.
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Demonstra¢ao. Suponha que G é um grafo bem coberto-(1,1) que admite uma partigao
V =(S,K), onde S é um conjunto independente e K é uma clique.

Seja I um conjunto independente maximal de G que contenha um vértice z€e K n1l e
que existam dois vértices y,z € Ng(x). Como y,z € S, Ng(y), Nag(z) € K.

Entao observamos que Ng(y) n (I\{z}) = Ng(z) n (I\{z}) = @. Logo, podemos consi-
derar o conjunto independente I’ = (I\{z}) u {y, 2} de G, com cardinalidade |I'| = |I| + 1.
Ou seja, I é um conjunto independente maximal que nao é méaximo, donde concluimos que

G nao é bem coberto. Segue entao que [Ng(z)| < 1. O
O Teorema fornece uma caracterizagao estrutural para grafos bem cobertos-(1,1).

Teorema 2.5. Um grafo G = (V, E) é um grafo bem coberto-(1,1) se, e somente se, admite
uma particao-(1,1) V = (S, K) tal que, ou para todo x € K verifica-se que |[Ng(x)| =0, ou
para todo x € K, verificamos que |[Ng(x)| = 1.

Demonstragao. Seja G = (V, E) um grafo bem coberto-(1,1). Pelo Lema temos que,
dado um vértice x € K, ou [Ng(x)| =0, ou |Ng(z)| = 1.

Por contradigao, suponha que existam dois vértices z,y € K tal que |Ng(z)| = 0 e
|Ns(y)| = 1. Seja z o vértice pertencente a S e adjacente a y. Seja I o conjunto independente
maximal de G que contenha o vértice y. Observamos que x é nao adjacente a todo vértice
pertencente a I\{y}, uma vez que existe no maximo um vértice em I pertencente a K. O
mesmo raciocinio se aplica a z. Com isso, um conjunto independente maximal I’ de G
pode ser obtido a partir de I substituindo-se o vértice y pelos vértices = e z, de tal forma
que |I'| = |I] + 1. Isso nos leva a concluir que I é um conjunto maximal de G que nao é
méximo, uma contradigao.

Desse modo, ou para todo = € K verifica-se que |Ng(x)| = 0, ou para todo = € K,
verifica-se que [Ng(z)| = 1.

Reciprocamente, suponha que exista uma partigao-(1,1) V = (S, K) de G tal que, ou
para todo x € K verifica-se que |[Ng(z)| = 0, ou para todo x € K verifica-se que |[Ng(z)| = 1.

Se K = @, entao G é um grafo-(0,1), e G é grafo bem coberto.

Desse modo, assumimos K # &. Se, para todo = € K verifica-se que |[Ng(x)| = 0, entao
todo conjunto independente maximal de GG possui cardinalidade igual a 1. Se, para todo
x € K verificarse que |Ng(z)| = 1, entao, ou I =S, ou I = {x} U (S\Ng(z)) para algum
x € K sao possiveis conjuntos independentes maximais de G, donde concluimos que todo
conjunto independente maximal de G possui cardinalidade igual a |S|, e que G é um grafo

bem coberto. Isso completa a prova. O
Hammer e Simeone realizaram um estudo sobre a sequéncia de graus para grafos-(1,1).

Teorema 2.6. [62] Seja G = (V,E) um grafo nao direcionado com sequéncia de graus
dy>de >...>d, e sejam=max{i:d; >i-1}. Entao G é um grafo-(1,1) se, e somente

se,

idizm(m—l)Jr i d; (2.1)
i=1

1=m+1
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(@) (b) (©

Figura 2.3: Exemplos de grafos G = (V, E) que admitem uma partigao V = (S, K), onde
S é um conjunto independente e K é uma clique, destacada pela linha em vermelho. Em
(a) e (b), afirmamos que o grafo G é um grafo bem coberto-(1,1) uma vez que, em (a)
Vo € K verifica-se que |[Ng(v)| =0, e em (b) Vv € K verifica-se que |Ng(v)| = 1. Em (c)
G nao é um grafo bem coberto-(1,1), uma vez que existem dois vértices u,v € K tal que
|Ns(u)] # [Ng(v)].

Corolario 2.7. [62] Se G é um grafo-(1,1), entao todo grafo com a mesma sequéncia de
graus que G também é um grafo-(1,1).

A partir dos resultados descritos no Teorema [2.6] e no Corolario descrevemos um

resultado que fornece uma caracterizagao dos grafos bem cobertos-(1,1).

Teorema 2.8. Seja G = (V,E) um grafo. G é um grafo bem coberto-(1,1) se, e so-

mente se, existe um inteiro positivo k tal que G € um grafo com particao V = (S, K),

k vezes
|K| = k, com sequéncia de graus tal que, ou (k-1,k-1,k-1,....k-1, 0,0,0,...,0), ou
k
vezes

(ko kK, oo kit 2, ey 75,0,0,0,...,0) com ¥5_, (i) = k.

Demonstragao. Seja G um grafo bem coberto-(1,1). Entdao G admite uma particdo V =
(S,K), com k = |K|, k >0. Se k =0, entdao a sequéncia de graus é (0,0,0,...,0). Se
k > 1. Pelo Teorema observamos que: ou para todo z € K, |[Ng(x)| = 0, ou para todo
x € K, |[Ng(x)| =1. Se para todo = € K, [Ng(z)| = 0, entao a sequéncia de graus de G é

k vezes

(k-1,k-1,k-1,...,k-1,0,0,0,...,0). Se para todo x € K, |[Ng(z)| = 1, entao a sequéncia
k vez
ezes

de graus de G ¢ (k, k, k, ..., k, 11,12, ...,15, 0,0,0,...,0) com 3, (i;) = k.

Suponha que exista um inteiro positivo k tal que G é um grafo-(1,1) com partigao V =

k vezes
(S,K), |K| = k, com sequéncia de graus tal que, ou (k-1,k-1,k-1,....k-1,0,0,0,...,0),
k vez
ezes
ou (k,k,k,...,k,i1,i9,...,i5,0,0,0,...,0) com ¥7,(i;) = k. Se a sequéncia de graus de
k vez
ezes

G & (k,k,k, ...k, i1,i2,...,45, 0,0,0,...,0) com ¥7_,(i;) = k, entdo os vértices de K sdo
adjacentes a k—1 vértices de K e exatamente a um de S, uma vez que os vértices com grau

11,49, ...,1s, tem grau no maximo k, e vértices com grau 0 sao isolados. Se a sequéncia de
k vezes

grausde G é (k-1,k-1,k-1,....k-1,0,0,0,...,0), entao os vértices de K sao adjacentes
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a k—1 vértices de K e a nenhum de S; os demais vértices sao isolados com grau 0. Usando

o Teorema afirmamos que G é um grafo bem coberto. O

2.1.4 Grafos bem cobertos-(2,0)

Ha mais de quarenta anos, grafos bem cobertos-(2,0) sao estudados na literatura. O
Teorema é uma caracterizagao estrutural proposta por Ravindra em [90] para grafos

bem cobertos-(2,0). Grafos-(2,0) sdo conhecidos na literatura como grafos bipartidos.

Teorema 2.9. [90] Seja G um grafo sem vértices isolados. G € um grafo bem coberto-
(2,0) se, e somente se, G contém um emparelhamento perfeito M tal que, para toda aresta,

e=uv em M, G[N(u)uN(v)] € um grafo bipartido completo.

2.1.5 Grafos bem cobertos-(1,2)

No Teorema fornecemos uma caracterizacao estrutural para grafos bem cobertos-
(1,2).

Teorema 2.10. Seja G = (V, E) um grafo-(1,2) que admite wma particio V = (S, K, K?),
onde S € um conjunto independente mazimal, e K', K? sio cliques. G € um grafo bem

coberto se, e somente se, satisfaz as trés condicoes listadas a sequir:
(i) Seve K'UuK?, entio1<|Ng(v)|<2, e

(i) Dado v € K* com |[Ng(v)|=1. Sewe K7, i,5€{1,2}, i # j, tal que uv ¢ E entdo
[Ns(u) uNs(v)| =2, e

(i4i) Se Fv e K tal que [Ng(v)| = 2, entdo Ju e K7, 4,5 € {1,2}, i # j, tal que uv ¢ E e
Ns(u) ¢ Ng(v).

Demonstracio. Seja G = (V, E) um grafo-(1,2) que admite uma particao V = (S, K, K?),
onde S é um conjunto independente maximal, e K1, K2 sao cliques.

Suponha G bem coberto. Provaremos a necessidade das condigoes , e .

Seja v e K1 u K? um vértice qualquer. Suponha que |[Ng(v)|=0. Com isso, afirmamos
que SuU{v} é um conjunto independente maximal de G. Isto é uma contradigdo, uma vez
que assumimos S como um conjunto independente maximal de G.

Em seguida, suponha que [Ng(v)| > 2. Considere um conjunto independente maximal I
de G que contenha v. Como G é bem coberto por hipotese, e S é um conjunto independente
maximal de G, o conjunto I contém, no maximo, um vértice pertencente a K' e outro
vértice pertencente a K? e, com isso, |I| < |S| - 1. Dessa forma, afirmamos que I e S
sao conjuntos independentes maximais de G com cardinalidades distintas, o que podemos
concluimos que G nao é bem coberto. Isto é uma contradicdo, uma vez que G é bem

coberto por hipotese.

Seja v € K* com |Ng(v)| = 1. Suponha que exista u € K7, 4,7 € {1,2}, i # 4, tal que

uv ¢ F. Consideramos um conjunto independente maximal I de G que contenha u e v.
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Dessa forma, podemos escrever I = {u,v} U (S\(Ng(u) U Ng(v))). Uma vez que G é bem
coberto por hipotese, escrevemos |I| = 2+|S|-|Ng(u)UNg(v)| = |S]| e, dessa forma, obtemos
|Ns(u) U Ng(v)| =2.

Suponha que exista v € K%, i € {1,2}, tal que |Ng(v)| = 2. Como G é bem coberto
por hipdtese e S é um conjunto independente maximal de G, afirmamos que todo conjunto
independente maximal de G possui cardinalidade igual a |S|. Consideramos um conjunto
independente maximal I de G que contenha v. Como |I| = |S], |[Ns(v)| =2 e G é bem
coberto por hipétese afirmamos que I possui, obrigatoriamente, um vértice u pertencente

a uma clique distinta da qual v pertenca tal que uv ¢ E. Como |Ng(u)uU Ng(v)| = 2 por
(1), afirmamos que N(u) ¢ N(v).

Por outro lado, suponha G um grafo-(1,2) que satisfaga as condigoes , and
listadas acima no Teorema [2.10
Observamos que um conjunto independente maximal I de G pode possuir trés confi-

guracoes mutualmente excludentes, a saber:

(a) ou I ndo contém vértices pertencentes a K u K2,
(b) ou I contém um vértice v pertencente a K' e outro vértice u pertencente a K2,

(c) ou I contém apenas um vértice v pertencente a K'u K2

No caso ([a}), como S é um conjunto independente maximal de G afirmamos que I = S
e, dessa forma, |I] =|S|.

No caso (b)), podemos escrever I = {u,v}U(S\Ns(u))U(S\Ng(v)). Usando a condigao
(7)) existem trés casos a serem analisados para a cardinalidade dos suconjuntos Ng(u) e
Ng(v):

e |Ng(u)|=1e |Ng(v)|=1. Por verificamos que |Ng(u) U Ng(v)| =2, e com isso,

escrevemos |I| =2+ [S|-2=|5],

e Sem perda de generalidade, consideramos |[N(v)| = 2 e [N(u)] = 1. Como u e v
pertencem ao conjunto independente S, afirmamos que uv ¢ E. Por verificamos

que Ng(u) € Ng(v) e, com isso, escrevemos |I| =2+ |S|-2=|5|, e

e |[N(u)|=2e|N(v)|=2. Mais uma vez, como u e v pertencem ao conjunto indepen-
dente S afirmamos que uv ¢ E. Por e por (jizi]) verificamos que Ng(u) = Ng(v)

e, com isso, escrevemos |I| =2 +[S| -2 =|9].

No caso I contém apenas um vértice v pertencente a K' u K?2. Dessa forma, ha
duas condigoes a serem analisadas pela condigao do Teorema ou |Ng(v)| =1, ou
[Ns(v)| =2

No caso em que |Ng(v)| =1, escrevemos |I| =1+ |S|-1=|95].

Ja no caso em que |[Ng(v)| = 2, por afirmamos que existe outro vértice u que

pertence a uma clique distinta da qual v pertenga tal que uv ¢ E e N(u) € N(v). Dessa
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forma, I’ = Tu{u} é um conjunto independente maximal de G. Isso viola a maximalidade
de I. Sendo assim, afirmamos que tal caso nao existe.
Uma vez que todo conjunto independente maximal I de GG possui cardinalidade igual

a |S|, concluimos que G é um grafo bem coberto. O

Corolario 2.11. Seja G = (V, E) um grafo bem coberto-(1,2) que admite uma parti¢ao
V =(S,K', K?), onde S € um conjunto independente mazximal de G e u,v e K' U K? dois
vértices tal que uv ¢ E. Se [Ng(v)| =2, entdo N(u) € N(v).

Demonstragao. Seja G = (V,E) um grafo bem coberto-(1,2) que admite uma partigao
V =(S,K', K?), onde S é um conjunto independente maximal de G e u,v € K' u K? dois
vértices tal que uv ¢ E. Suponha que |[Ng(v)| =2 e que N(u) ¢ N(v). Com isso, afirmamos
que |[Ns({u,v})| > 2.

Como u,v ¢ E(G), construimos um conjunto independente maximal I de G que conte-
nha os vértices u e v a partir do conjunto S ou, de outra forma, I = {u, v}U(Smm).
Do fato que |I| =2+ |S|-|Ns({u,v})| <|S| afirmamos que G nao é bem coberto, uma con-

tradicao. O

(a)

(b)

\

Figura 2.4: Exemplos de grafos bem cobertos-(1,2). Em (b) observamos que |Ng(v)| =2
e, em conformidade com o item do Teorema [2.10] existe um vértice u pertencente a
clique distinta da qual v pertence tal que Ng(u) € N(v).

2.2 Complexidade do reconhecimento de grafos
bem cobertos-(r, ()

Os Fatos[2.12] [2.13] [2.14] e 2.15] sao usados para completar as Tabelas [2.1] e [2.2] descritas

no inicio deste capitulo.
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Figura 2.5: Exemplo de um grafo que nao é um grafo bem coberto-(1,2). Observamos que
a condigao (|ff) do Teorema é violada, uma vez que |[Ng(u) U Ng(v)| # 2. Destacamos
dois conjuntos independentes com cardinalidades distintas nas cores vermelho e rosa.

Fato 2.12. Se GBC(r, /) estd em P, entao G(r,€)BC também pertence a classe P.

Demonstra¢ao. Suponha que GBC(r,f) esteja em P. Como o problema G(r,¢)BC tem o
mesmo objetivo do problema GBC(r, /) e tem em sua entrada além do grafo G = (V, E) a
particdo adicional (S',52%,8%,...,8", K', K? K3,... K", o problema G(r,{)BC também

estd em P. 0
Fato 2.13. Se G(r,¢)BC é coNPh, entao GBC(r,¢) pertence a classe coNPh.

Demonstra¢ao. Suponha que G(r,¢)BC esteja em coNPh. Vamos provar que GBC(r,¢) é
coNP-dificil. Seja (G = (V,E),(S',8%,83,...,8", K, K% K3 ..., K%)) uma entrada de
G(r,f)BC. Produzimos uma instancia H = G para GBC(r,f) em tempo polinomial de
(G = (V,E),(5%,8%,83,...,8" K", K? K3,... ,K")) tal que G é um grafo bem coberto

se, e somente se, H é bem coberto. Assim temos que GBC(r, /) é coNP-dificil. O

Fato 2.14. Para quaisquer pares de inteiros r e £ tal que o PROBLEMA DE RECONHECI-
MENTO DE UM GRAFO-(r,¢) € polinomial, o problema GBC(r,¢) é coNP.

Demonstra¢ao. Suponha que o reconhecimento de um grafo-(r,¢) seja polinomial. Entao
um certificado para a resposta NAO de ambos os problemas é, ou a resposta do algoritmo
polinomial que o grafo de entrada néao é (r,£), ou dois conjuntos independentes maximais

com cardinalidades distintas. Assim, ambos os problemas GBC(r,{) e G(r,£)BC estao em

coNP. O

Fato 2.15. Para quaisquer pares de inteiros v e £ tal que o problema G(r,£)BC estd em P,

o problema GBC(r, ) estd em NP.

Demonstrag¢ao. Suponha que G(r,£)BC esteja em P. Entao, um certificado para a resposta
SIM de tamanho polinomial da instancia G = (V, E) de GBC(r,£) é a solucao do algoritmo
polinomial com resposta SIM para GBC(r, £) que diz que G é bem coberto, mais a parti¢ao-
(r,0) (G = (V,E),(S',5%,8%,...,8" K" K2, K3, ...,K") de V fornecida na entrada de
G(r,0)BC. Assim, GBC(r, /) estd em NP. O
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Sendo assim, no restante deste capitulo descrevemos detalhadamente os resultados
contidos nas Tabelas 2.1l e 2.2

Na Subsecao provamos que G(0,¢)BC e G(1,¢)BC sao polinomiais, bem como que
os casos GBC(0,1), GBC(1,0), GBC(0,2), GBC(1,1), GBC(2,0), e GBC(1,2) também po-
dem ser resolvidos em tempo polinomial, e que utilizando o Fato podemos concluir que
a(0,1)BC, G(1,0)BC, G(0,2)BC, G(1,1)BC, G(2,0)BC, e G(1,2)BC, respectivamente, po-
dem ser resolvidos em tempo polinomial. Todos esses resultados em conjunto nos auxiliam
a descrever os casos trataveis descritos nas Tabelas 2] e

Na Secao [2.2.2] o Teorema da Monotonicidade garante que podemos estender a NP-
dificuldade ou a coNP-dificuldade dos problemas de decisao G(r,¢)BC (respectivamente
GBC(r,0)) para G(r + 1,¢)BC (respectivamente GBC(r + 1,¢)), e G(r,£ + 1)BC (respecti-
vamente GBC(r,£ + 1)), e que GBC(0,3), GBC(3,0) e GBC(1,3) pertencem & classe dos
problemas NP-dificeis. Além disso, a partir de um resultado obtido por Chvatal e Sla-
ter [23], e através dos Fatos e podemos concluir que G(2,1)BC é um problema
coNP-completo.

Observamos ainda que o problema G(r,0)BC encontra-se em aberto para r > 3.

2.2.1 Casos polinomiais para GBC(r,/) e G(r,{)BC

Nesta parte deste trabalho, estudamos os seis casos de reconhecimento polinomial para
grafos bem cobertos-(r, £) descritos na Tabela[2.1} bem como os casos polinomiais G(0,¢)BC
e G(1,¢)BC descritos na Tabela

O Teorema e os Corolarios [2.17] [2.18 e [2.19| resolvem os problemas GBC(0,1),
GBC(1,0), G(0,1)BC e G(1,0)BC.

Teorema 2.16. GBC(0,1) e GBC(1,0) pertencem a P.

Demonstragao. A prova é obtida diretamente do Fato[2.1]e do Teorema[2.2] e que podemos
checar em tempo polinomial se para um grafo G = (V,E), G[V] é uma clique ou um

conjunto independente. O
Corolario 2.17. G(0,1)BC e G(1,0)BC pertencem a P.

Demonstragdo. Pelo Coroléario 2.17, aBc(0,1) e GBC(1,0) pertencem a P. Utilizando o
Fato G(0,1)BC e G(1,0)BC também pertencem a P. O

Corolario 2.18. GBC(0,2) pertence a P.

Demonstrag¢ao. Como o reconhecimento de grafos-(0,2) pertence a P [I3], podemos pro-
duzir a entrada V = (K1, K?) de G(0,2)BC e usar o algoritmo descrito no Teorema O

Corolario 2.19. G(0,2)BC pertence a P.
Demonstragao. Segue do Fato e do Corolario O

O teorema a seguir apresenta resultados para os problemas G(0,¢)BC e G(1,¢)BC.
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Teorema 2.20. Os problemas G(0,¢)BC e G(1,¢)BC pertencem a classe P para todo inteiro
>0.

Demonstragao. Para provar ambos os problemas ¢ suficiente provar que G(1,¢)BC é poli-
nomial. Sejam G = (V,E) um grafo-(1,£) e V = (S,K', K?,...,K") uma particido para
G.

Considerando I um conjunto independente maximal de K'UK?UK3u...uK’. Entao
cada conjunto independente maximal I de G admite uma partigao I = (Ix, S\Ns(Ix)).

Observamos que hé, no méximo, O(nf ) escolhas para o conjunto independente Ik de
K'UK?UK?3u...uK?! que pode ser listado em tempo O(ng), uma vez que £ é constante
e a particao (K', K2, K3,... K*) ¢ dada.

Para cada escolha, consideramos o conjunto independente I = Ix U (S\Ng(Ix)). Se
I nao é maximal (podemos testar tal fato verificando se ha algum vértice pertencente a
K'WK?UK3u...uK* que nao é adjacente a nenhum vértice pertencente ao conjunto I),
descartamos essa escolha de Ig.

Dessa forma, temos um nimero polinomial O(n*) de conjuntos independentes maximais

para serem testados a fim de decidir se G é um grafo bem coberto. O
Os Teoremas e resolvem os problemas GBC(1,1) e GBC(2,0).
Teorema 2.21. GBC(1,1) pertence a P.

Demonstrag¢ao. G(1,1)BC estd em P pois, dado um grafo G = (V, E) podemos, através do
algoritmo de [13], encontrar uma particao-(1,1) (S, K) para V, e testar se cada vértice
pertencente a K nao possui vizinhos em S, ou testar se cada vértice pertencente a K é
adjacente a exatamente um vértice pertencente a S, conforme caracterizagdo descrita no

Teorema 2.5 O
Teorema 2.22. GBC(2,0) pertence a P.

Demonstragao. Considere o grafo com pesos (G,w) com w : E(G) - {0,1} satisfazendo
w(uv) =1 se G[N(u)u N(v)] é um grafo bipartido completo e 0, caso contrario.

Pelo Teorema G & bem coberto se, e somente se, (G,w) possui um emparelhamento

n
92
conforme em [42]. O

perfeito com pesos de tamanho minimo £, e isso pode ser decidido em tempo polinomial

Um conjunto D de vértices de G é um conjunto vértice dominante se todo vértice de
G é adjacente ao menos a um vértice pertencente a D.

O Teorema [2.23] ser4 1til na prova do Teorema [2.24

Teorema 2.23. [7/ Um conjunto independente de G é um conjunto vértice dominante se,

e somente se, € um conjunto independente mazximal.

Um algoritmo para verificar em tempo polinomial se um grafo-(1,2) é um grafo bem
coberto-(1,2) esta descrito no Teorema
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Teorema 2.24. GBC(1,2) pertence a P.

Demonstragao. Inicialmente, a fim de resolver o problema GBC(1,2) devemos verificar
se o grafo G = (V, E) fornecido como instancia do problema admite uma parti¢ao (1,2)
V = (S,K', K?). Para isso, basta usar o algoritmo polinomial proposto em [I3].

Em caso afirmativo, a fim de verificar se o conjunto S é um conjunto independente
maximal de G, testamos se S é um conjunto independente e vértice dominante em relagao
as partes K e K? obtidas, conforme Teorema

Em caso negativo, adicionamos no maximo um vértice pertencente a K 1 ¢ um veértice
pertencente a K2 nio adjacente a S, e obtemos um conjunto independente maximal Spayx
de G.

Por fim, testamos se as condigoes , e do Teorema sao satisfeitas em

tempo polinomial. O

No restante deste capitulo nos dedicamos aos casos dificeis para grafos bem cobertos-

(r,0).

2.2.2 Casos dificeis para grafos bem cobertos-(r,/)

A seguir enunciamos um Teorema de Monotonicidade para os dois Problemas de De-
cisao G(r,¢)BC e GBC(r, /) definidos anteriormente neste capitulo. Este nos auxiliara a
preencher as Tabelas e[2.2] Em seguida, mostramos alguns casos dificeis para grafos

bem cobertos-(r, {).

Teorema da Monotonicidade

Teorema 2.25. (Teorema da Monotonicidade) Sejam r,£ > 0 dois nimeros inteiros

fizos.

1. Se G(r,£)BC é coNP-completo entiao G(r+1,£)BC e G(r,£+1)BC sao coNP-completos.

2. Se GBC(r,£) € NP-dificil (respectivamente, coNP-dificl) entao GBC(r,l + 1) é NP-
dificil (respectivamente, coNP-dificil).

3. Suponha que r > 1. Se GBC(r,£) é NP-dificil (respectivamente, coNP-dificil) entao
GBC(r + 1,¢) é NP-dificil (respectivamente, coNP-dificil).

Demonstracao. Segue imediatamente do fato que G(r, ¢)BC esta em coNP e de que todo

grafo-(r,¢) é também um grafo-(r + 1,¢) e um grafo-(r, ¢+ 1).

Seja G uma instancia do problema GBC(r, £).

Seja H a uniao disjunta de G e da clique Z com V(Z) ={z1,...,2r41}. Supondo G um
grafo bem coberto onde todo conjunto independente maximal de GG possui cardinalidade
|7|. Dessa forma, como H é obtido a partir de G através da inclusao de uma clique disjunta,
podemos afirmar que todo conjunto independente maximal do grafo H possui cardinalidade

|7| + 1, donde concluimos que H também é bem coberto.
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Por outro lado, suponha H um grafo bem coberto. Ao removermos a clique disjunta
do grafo G podemos afirmar que G é bem coberto, uma vez que a clique disjunta contribui
com apenas um vértice para o conjunto independente maximal de H. Dessa forma, G é
bem coberto se, e somente se, H é bem coberto.

Da mesma forma, se G é um grafo-(r,¢) entao H é um grafo-(r,£+ 1), uma vez que H
possui £ cliques de G mais a clique Z.

Suponha que H é um grafo-(r, £+ 1) com uma partigdo em 7 conjuntos independentes
St .. .,8" e l+1 cliques K',...,K*". Cada conjunto independente S* pode conter, no
méximo, um vértice da clique Z. Dessa forma, como existem r conjuntos independentes e
r+1 vértices em Z, tem que existir um vértice z; em alguma clique K7. Assumimos, sem
perda de generalidade que exista um vértice de Z em K**'. Entdao K**' nao pode conter
qualquer vértice além dos vértices pertencentes ao conjunto V(Z) e, com isso, podemos
concluir que K contém todos os vértices na clique Z, e logo G é um grafo-(r, £).

Com isso, H é uma instancia SIM de GBC(r, £+ 1) se, e somente se, G é uma instancia-

SIM para o problema GBC(r, /).

Seja G uma instancia para o problema GBC(r,¢). Seja H o um grafo obtido pela jungao
de ¢ + 1 veértices isolados do conjunto Z = {z1,22,...,24:1} ao grafo G = (V, E). Observe
que G & bem coberto se, e somente se, H é bem coberto. Se G é (r,{), entao H & (r,{).

Suponha, por outro lado, que H é (r +1,¢). Cada clique K* contém no méaximo um
vértice de Z. Dessa forma, tem que existir um vértice z de Z que pertenga a algum
conjunto independente da particdo, digamos que ao conjunto S"*'. Como z é universal a
todos os vértices de V\Z temos que nenhum vértice de V\Z pertence a S"*!. Podemos
entdo assumir que S"*! ¢ Z. Logo G & um grafo-(r, ).

Com isso, H é uma instancia SIM de GBC(r + 1,¢) se, e somente se, G é uma instancia

siM de GBC(r,£). O

Casos coNP-completos para G(r,¢)BC

Chvatal e Slater [23] provaram que o PROBLEMA GRAFO BEM COBERTO ¢é coNP-
completo. Para isso eles consideram uma instancia I = (U,C) de 3-SAT e constroem
um grafo G = (V, E) tal que I é satisfativel se, e somente se, G é bem coberto.

Observamos que a instidncia GRAFO BEM COBERTO G construida durante a redugao ¢é
um grafo-(2,1), o que implica que G(2,1)BC é coNP-completo.

De fato, eles tomam como entrada uma instancia I = (U,C) de 3-SAT onde [ =
(U,C) = ({u1,uz,us, ..., un}, {ci,c2,¢3,...,¢m}), € constroem uma instincia GRAFO BEM
COBERTO G = (V,E) = ({u1,u2,u3,...,Un, U1, U2, U3, -, Un,C1,C2,C3,---,Cm}, {TCj
x ocorre em ¢j} U {u; 1 < ¢ < nmpufce : 1 <@ < j < m}). Observamos que
{cicj : 1 <i < j <m} é uma clique, e que {u1,us,us,...,un} e {U1,U,us,..., up} sdo
conjuntos independentes. Com isso, G é um grafo-(2,1). Uma ilustracao desta construgao
encontra-se descrita na Figura [2.6

Podemos sintetizar o resultado da forma a seguir.

Teorema 2.26. [23] G(2,1)BC é coNP-completo.
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Corolario 2.27. GBC(2,1) € coNP-completo.

Demonstragao. Decorre do fato que grafos-(2,1) podem ser reconhecidos em tempo poli-

nomial conforme [I3], e usando o Teorema e os Fatos e O

Corolario 2.28. G(2,/4)Bc, £ > 2, é coNP-completo.

Demonstra¢ao. Decorre do Corolério e do item Teorema O
Corolario 2.29. G(r,¢)BC, r >3, £>1, é coNP-completo.

Demonstracao. Decorre do Corolario e do item Teorema m O
Corolario 2.30. GBC(2,2) € coNP-completo e GBC(2,¢), >3, é coNP-dificil.

Demonstracao. Decorre do fato que grafos-(2,2) podem ser reconhecidos em tempo poli-

nomial conforme [13], e usando os Fatos e e o item do Teorema [2.25
A prova de que GBC(2,4), ¢ >3 é coNP-dificil decorre do Fato do Corolario

e do item do Teorema m O
' _ _ _ ™
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Figura 2.6: Exemplo de Instdncia GRAFO BEM COBERTO G = (V,FE) proposta
por Chvatal e Slater em [23] obtida a partir de uma instancia 3-sat I = (U,C) =
({u1,u2,us}, {(u1,u2,us), (u1,us,us), (u1,u2,u3)}), onde C = {c1,c2,¢3,...,Cpn} & uma
clique de G. Observamos que Chvéatal e Slater [23] provaram que I é satisfativel se, e
somente se, G nao é bem coberto, uma vez que ha um conjunto independente maximal
de tamanho n + 1 (por exemplo {c1,;,u2,us}) e hd um conjunto independente maximal
de tamanho n (por exemplo, {u1,us,u3}). E importante também observar que G ¢ um
grafo-(2,1) com uma partigao V' = ({u1,ue, us}, {uy,us,us}, {c1,c2,c3}).

Casos NP-dificeis para GBC(r, /)

Vamos agora provar que GBC(0,3) é NP-completo. Para isso, realizamos uma pequena
modificagdo na prova de NP-completude de 3-coloracao proposta por Larry Stockmeyer
[98] em 1973.

A prova de Stockmeyer [98] utiliza uma instancia 3-SAT para provar que o problema
da 3-coloragao em grafos planares é NP-completo. A partir da instancia I = (U,C) =
({u1,ug,us,...,up}, {c1,c2,¢3,...,¢m} ), construimos uma instancia G' de 3-COLORAGAO
onde G = (V,E) = ({u1,us,us,...,Up, U1,U2,Us,.-.,UntU {v1[j],v2[4], vs[j],valsj],
vs[jl,velg] = 7 € {1,2,3,...,m}}u {t1,ta}, {ww; : i € {1,2,3,...,n}}u {vi[j]v2[J],
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va[jlvalg], valdloild]s valglosil vslilveli], velilus[d], valilus[i] € {1,2,3,...,m}}u
{vililz,valily vslilz = ¢ = (z,y,2)}0 {tiwg, it = 0 € {1,2,3,... . npju {tavg[j] : j €
{1,2,3,...,m}} ). Para conveniéncia do leitor mostramos um exemplo de construgao na

Figura [2.7] (a).

Figura 2.7: Instancia G = (V, E) de 3-COLORAGAO de [98] em (a) obtida da da instancia
I=(U,C)=({u1,u2,us},{(u1,uz,us), (ur,uz,us), (u1,u2,u3)}) de 3-SAT.

(b) O grafo G’ obtido de G através da adigdo de um vértice zy, com Ngr(xyy) = {u,v}
para toda aresta uv of G nao pertencente ao tridngulo.

Teorema 2.31. G¢BC(0,3) é NP-completo.

Demonstracdo. Pelo Teorema o problema G(0,3)BC pode ser resolvido em tempo
polinomial para grafos-(0,3). Pelo Fato afirmamos que GBC(0, 3) esta em NP, onde
um certificado é uma particao de V em 3 cliques.

Seja I = (U,C') uma instancia 3-SAT. Produzimos, em tempo polinomial no tamanho
de I uma instancia H de ¢BC(0,3) tal que I é satisfativel se, e somente se, H é um grafo
bem coberto-(0,3). Seja G = (V, E) o grafo descrito em [98] (Figura (a)) obtido da
instancia I, e seja G’ o grafo obtido de G pela adigao de um vértice x,,, ao conjunto V' para
toda aresta wv de G que nao pertenga a um tridngulo, e pela adigdo das arestas ux,, e
VZyy, tal como a Figura (b). Finalmente, definimos H = G’ como o grafo complemento
do grafo G’. Observamos que, por [98], I ¢ satisfativel se, e somente se, G é 3-colorivel.
Como z,, ¢é adjacente a somente dois vértices de cores distintas de G, claramente G é
3-colorivel se, e somente se, G’ é 3-colorivel. Com isso, I é satisfativel se, e somente se, H
é um grafo-(0, 3).

Vamos agora provar que I é satisfativel se, e somente se, H é um grafo bem coberto-
(0,3).

Suponha [ satisfativel. Entao, como H é um grafo-(0,3) todo conjunto independente
maximal tem cardinalidade 3, 2 ou 1. Se h4 um conjunto independente maximal I em
H com cardinalidade 1 ou 2, entdao G’ possui cliques maximais de tamanho 1 ou 2. Isto

contradiz a construcao de G’, uma vez que toda clique maximal de G’ sao triangulos. Dessa
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forma, H é um grafo-(0,3) onde todo conjunto independente maximal possui cardinalidade
3. Isto nos leva a concluir que H é bem coberto.
Por outro lado, suponha que H seja um grafo bem coberto-(0,3). Com isso, G’ é

3-colorivel, logo G também ¢ 3-colorivel. Entao, por [98], I é satisfativel. O

O seguinte Teorema de Topp e Volkmann [I00] nos auxiliard na demonstragao do
Teorema [2.33)

Teorema 2.32. [100] Seja G = (V,E) um grafo de ordem n, V = {vi,v9,v3,...,0,}, €
seja H obtido de G tal que V(H) = V U {uy,uz,us,...,un} ¢ E(H) = EuU{vu; :1i €
{1,2,3,...,n}}. Entao H é um grafo bem coberto onde todo conjunto independente maxi-

mal tem tamanho n.

Demonstracao. Notamos que todo conjunto independente maximal I de H tem um sub-

conjunto Ig =InV. Sejald € {1,2,3,...,n} o conjunto de indices i tal que v; € I. Como
I é maximal, o conjunto {u; : i € {1,2,3,...,n}\U} tem que estar contido em I, logo
7] = n. O

Teorema 2.33. GBC(3,0) é NP-dificil.

Demonstracdo. Notamos que existe um certificado de tempo polinomial para G possuir
uma resposta SIM de (3,0) mas nao conhecemos um certificado de tempo polinomial para
a resposta SIM de G ser bem coberto.

Por outro lado, existe um certificado de tempo polinomial para a resposta NAO de G
ser bem coberto, mas nao conhecemos um certificado de tempo polinomial para a resposta
NAO de G ser (3,0). Dai a classificagao da dificuldade de GBC(3,0).

Sejam I = (U,C) uma instancia 3-SAT, G = (V, E) um grafo obtido da instancia I
encontrada em Stockmeyer [98] para provar que 3-COLORAGAO é NP-completo, e H o grafo
obtido de G pela transformagao descrita no Teorema [2.32l Provamos que I é satisfativel
se, e somente se, H é um grafo bem coberto-(3,0).

Suponha I satisfativel. Entao, por Stockmeyer [08], temos que G é 3-COLORIVEL.
Como um vértice v € V(H)\V(G) tem apenas um vizinho, ha ainda 2 cores disponiveis
para v a fim de estender a 3-COLORAGAO de G, e com isso H é um grafo-(3,0). Com isso,
pelo Teorema H é um grafo bem coberto-(3,0).

Suponha que H é um grafo bem coberto-(3,0). Entao temos que G é um grafo-(3,0).

Pelo resultado de Stockmeyer [98] concluimos que I é satisfativel. O
Teorema 2.34. GBC(1,3) é NP-completo.

Demonstracdo. Pelo Teorema o problema G(1,3)BC pode ser resolvido em tempo
polinomial para grafos-(1,3). Pelo Fato GBC(1,3) esta em NP.

Seja I = (U,C) uma instancia 3-SAT. Sem perda de generalidade, I tem mais do
que duas clausulas. Produzimos uma instancia H de GBC(1,3) em tempo polinomal no

tamanho de I, tal que I é satisfativel se, e somente se, H é um grafo bem coberto-(1,3).
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Seja G = (V,E) o grafo de Stockmeyer [98] obtido de I (conforme Figura 2.7)(a)),
e seja H o grafo obtido de G (o complemento do grafo G) pela adi¢ao de um vértice
pendente p, para cada vértice v de G. Observe que V(H) = V(G)u {p, : v € V(G)},
E(H)=E(G)u{p,:veV (@)}, e Ng(p,) = {v}.

Suponha [ satisfativel. Entao, pelo resultado de Stockmeyer [98], G é um grafo-(3,0),
e G ¢ um grafo-(0,3) com particio em cliques V(G) = (KL, K%, K%) Com isso, segue
que (S = {p, : v e V(G)}, KL, K%, K%) é uma (1, 3)-partigao de V(H). Além disso, do
Teorema [2.32] e pela construgao de H, H é um grafo bem coberto. Dessa forma, H é um
grafo bem coberto-(1,3).

Por outro lado, suponha que H é um grafo bem coberto-(1,3), e seja V(H) =
(S,K', K% K3) uma particao-(1,3) para H. Entdo podemos afirmar que nenhum vér-
tice p, € V(H)\V(G) pertence a K* i€ {1,2,3}. De fato, suponha por contradi¢io que
py € K para algum i € {1,2,3}. Entdo, K’ c {p,,v}. Com isso, H\K® ¢ um grafo-(1,2)
e G\{v} é um subgrafo induzido de um grafo-(2,1). Mas, por construgao de G, G\{v}
(para qualquer v € V(G)) contém ao menos um 2Kj3 (isto é, duas copias disjuntas de
um K3) como um subgrafo induzido, que é uma contradi¢ao dado que 2K3 é claramente
um subgrafo proibido de um grafo-(2,1). Dessa forma, {p, : v € V(G)} € S, e como
{py:veV(G)} é um conjunto dominante de H, S = {p, : v € V(G)}. Dessa forma, G ¢ um
grafo-(3,0) com particao V(G) = (K, K2, K?), e dessa forma G & um grafo-(3,0), isto é,

um grafo 3-colorivel. Usando Stockmeyer [98], podemos concluir que I é satisfativel. O

Corolario 2.35. Ser >3 e ¢ =0, entio GBC(r,¢) é NP-dificil. Sere{0,1} e ¢ >3, entdo
GBC(r,¢) € NP-completo.

Demonstracao. Pelo Teorema sabemos que o caso GBC(3,0) é um problema NP-dificil.
Para provar que GBC(r,0), r > 3, é NP-dificil basta utilizar o item do Teorema eo
Teorema m Para r € {0,1} e £ > 3, o problema G(r,¢)BC pode ser resolvido em tempo
polinomial pelo Teorema logo pelo Fato GBC(r,£) esta em NP. O

Corolario 2.36. GBC(0,¢) e GBC(1,¢), £ >3, sao NP-completos.

Demonstrag¢ao. Como pelos Teorema e sabemos, respectivamente, que GBC(0, 3)
e GBC(1,3) sdao NP-completos, podemos usar o item do Teorema para obter que
aBc(0,£4) e gBC(1,£), para £ > 3, sao NP-completos. O]

Corolario 2.37. GBC(2,¢), £ >3, é (co)NP-dificil.

Demonstragao. Para provar que GBC(2,/), com ¢ > 1, é NP-dificil (veja Tabelas e
2.3). Decorre do Teorema e do Corolario que dizem que GBC(1,¢), £ > 3, é

NP-completo. Assim, pelo Teorema Corolario e pelo item do Teorema
temos que GBC(2,¢), para ¢ > 3, é NP-dificil. O

Corolario 2.38. GBC(r, /), r>3, £>1, é (co)NP-dificil.

Demonstragao. Primeiro vamos provar que GBC(r,£), com r >3 e £ > 1, é NP-dificil (veja
Tabelas e . Esta primeira parte decorre do Corolario e do Teorema do
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Teorema, Agora vamos provar que GBC(r,£), com r >3 e £ > 1, é coNP-dificil (veja
Tabelas e . Essa segunda parte decorre dos Corolarios [2.27] [2.30] e [2.37], e pelo item
do Teoremam O
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Capitulo 3

Problemas Sanduiche para grafos

bem cobertos-(r, /).

Neste capitulo, faremos uma introdug¢ao aos PROBLEMAS SANDUICHE EM GRAFOS. Em
seguida, apresentaremos resultados que obtivemos para o PROBLEMA SANDUICHE PARA
GRAFOS BEM COBERTOS-(r,f). Tais resultados foram obtidos com a colabora¢ao do Pro-

fessor Uéverton dos Santos Souza (Universidade Federal Fluminense — UFF).

3.1 Introdugao ao Problema Sanduiche em Grafos

Os PROBLEMAS SANDUICHE surgiram como uma generalizagao natural dos problemas
de reconhecimento em grafos. Nos PROBLEMAS DE RECONHECIMENTO desejamos saber se
um dado grafo satisfaz uma propriedade desejada.

O PROBLEMA SANDUICHE PARA GRAFOS DE INTERVALO foi proposto em [59] por
Golumbic e Shamir para resolver problemas em raciocinio espacial-temporal, e foi demons-
trado ser NP-completo. Posteriormente, em [57], Kaplan se une aos dois pesquisadores e,
juntos, apresentam trabalhos para o PROBLEMAS SANDUICHE em vérias classes de grafos,
tais como: split, threshold, cografos, grafos eulerianos, comparabilidade, dentre outros.

O problema foi também estudado para propriedades relacionadas & partigao de grafos,

tais como:

— congunto homogéneo [18], onde um conjunto homogéneo H em G = (V,E) é um
conjunto de vértices ndo-unitario e nao propriamente contido em V tal que cada
vértice pertencente a V\H ¢é adjacente a todos os vértices de H ou a nenhum vértice
de H, onde |H|>22e |[V\H|>1, ¢

— parti¢ao 1-join |33], onde o conjunto de vértices do grafo é particionado em quatro
subconjuntos nao-vazios, Ay, Agr, St e Sg, e onde sdo impostas as seguinte restrigoes:
todo vértice de Ay, é completamente adjacente a todo vértice de Ag, nenhum vértice
de Sp, é adjacente a um vértice de Ar U Sg, e nenhum vértice de Si é adjacente a

um vértice de Ap, U ST,
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Ressaltamos que, em relagao aos os problemas de particao citados, o PROBLEMA SAN-
DUICHE PARA CONJUNTO HOMOGENEO ¢ polinomial, enquanto o PROBLEMA SANDUICHE
PARA PARTIGAO 1-JOIN é NP-completo. Por fim, em [32] foi provado que o PROBLEMA
SANDUICHE é NP-completo para grafos-(r,¢) em geral, onde r + £ > 2, e polinomial, caso
contrario.

Em [57], o PROBLEMA SANDUICHE esté definido como segue:

PROBLEMA SANDUICHE PARA UMA PROPRIEDADE II (Ps-II)
INSTANCIA: Dois grafos, G! = (V, E') e G? = (V, E?), tal que E' ¢ F2.
PERGUNTA: Existe um grafo sanduiche G = (V, E), tal que E! ¢ E ¢ E?, que satisfaca a

propriedade II7

Dessa forma, no PROBLEMA SANDUICHE PARA UMA PROPRIEDADE II desejamos saber
a existéncia ou nao de um grafo G = (V, E) “ensaduichado” entre dois grafos G e G2,
onde G? é supergrafo de G, isto é, E' ¢ E? satisfazendo uma determinada propriedade
II. E importante observar que o problema torna-se trivial quando G ou G? possuem a
propriedade II e também que, quando E' = E?, 0 PROBLEMA SANDUICHE se resume a um
PROBLEMA DE RECONHECIMENTO. Note que, se o grafo sanduiche G existir, entdo todas
as arestas de G pertencem a G, sendo denominadas arestas obrigatdrias (denotadas por
E1). Além disso, arestas que estdo no complemento de G2 nao pertencem ao grafo G e sio
chamadas de arestas proibidas (denotadas por E3). Arestas que nao sdo nem obrigatorias e
nem proibidas podem ser usadas, caso necessério, na solucao do problema e sao chamadas
de arestas opcionais (denotadas por EY ou, de outro modo, E° = E?\E!).

Segundo [32] os Fatos , e|3.3|estao diretamente relacionados com a complexidade
do PROBLEMA SANDUICHE.

Fato 3.1. Se 0 PROBLEMA DE RECONHECIMENTO para uma propriedade IT € NP-completo,

entdo o PROBLEMA SANDUICHE correspondente também é NP-completo.

Fato 3.2. Se a propriedade 11 € hereditaria entdo existe um grafo sanduiche para
(V,E', E?) com a propriedade TI se, e somente se, Gt = (V,E') satisfaz a propriedade
II.

Fato 3.3. Se a propriedade I1 ¢ ancestral entio existe um grafo sanduiche para (V, E', E?)

com a propriedade I se, e somente se, G% = (V, E?) satisfaz a propriedade TI.

3.2 Problema Sanduiche para grafos bem cobertos-

(r, )

Nesta secao apresentamos resultados para o PROBLEMA SANDUICHE PARA GRAFOS
BEM COBERTOS-(T,{).
Descrevemos 0 PROBLEMA SANDUICHE PARA GRAFOS BEM COBERTOS-(r,¢) (PS-

GBC(r,¢)) formalmente abaixo:
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PROBLEMA SANDUICHE PARA GRAFOS BEM COBERTOS-(7,¢) (PS-GBC(r,{))
INSTANCIA: Grafos G* = (V, E') e G? = (V, E?), tal que E' ¢ E?.
PERGUNTA: Existe um grafo G = (V, E) bem coberto-(r,¢) tal que E' ¢ E ¢ E??

Nas Subsecoes [3.2.1] [3.2.2] e [3.2.3] mostramos que os problemas ps-GBc(1,0), Ps-
aBc(0,1), ps-GBC(0,2) e PS-GBC(1,1) sao polinomiais. Na Segao descrevemos um
resultado de NP-completude para Ps-GBC(1,2). O problema PS-GBC(2,0) permanece em

aberto, conforme descrito na tabela a seguir.

L
0 1 2 >3
r
0 - P P NPc
1 P P NPc NPc
2 ? coNPc coNPc (co)NPh
>3 NPh | (co)NPh | (co)NPh | (co)NPh

Tabela 3.1: Complexidade do PROBLEMA SANDUICHE PARA GRAFOS BEM COBERTOS-
(r,£). P corresponde a um problema com complexidade polinomial, coNPc corresponde
a um problema com complexidade coNP-completo, NPh corresponde a NP-hard, NPc cor-
responde a NP-completo, e (co)NPh corresponde a um problema que é, ao mesmo tempo,
NP-dificil e coNP-dificil.

3.2.1 Problema Sanduiche para grafos bem cobertos-(1,0) e

para grafos bem cobertos-(0, 1)

Como ser um grafo GBC(1,0) ou G¢BC(0,1) sdo propriedades hereditaria e ancestral,
respectivamente, temos que os Fatos e descritos a seguir resolvem os casos PS-
GBC(1,0) e ps-GBC(0,1).

Fato 3.4. Euiste grafo sanduiche GBC(1,0) para uma instancia (G, G?) se, e somente se,

G ¢ um grafo nulo.

Fato 3.5. Euiste grafo sanduiche GBC(0,1) para uma instancia (G, G?) se, e somente se,

G? ¢é um grafo completo.

3.2.2 Problema Sanduiche para grafos bem cobertos-(0,2)

De acordo com o Teorema[2.3] um grafo G = (V, E) é um grafo bem coberto-(0,2) se, e
somente se, ou G é um grafo-(1,0), ou G é um grafo-(0,2) sem vértices universais. Nessa

subsegao apresentamos o Algoritmo (1] que resolve o caso PS-GBC(0,2) em tempo linear.

Teorema 3.6. O Algoritmo |1| resolve o problema PS-GBC(0,2) em tempo linear.
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Algoritmo 1: PROBLEMA SANDUICHE PARA GRAFOS BEM COBERTOS-
(0,2).
Entrada: Grafos G' = (V, E') e G* = (V, E?) tal que E' ¢ E?.
Saida: Resposta SIM com um grafo bem coberto-(0,2) G = (V, E), tal que E* ¢ E ¢ E?,
ou resposta NAO caso tal grafo G nao exista.

1 inicio

2 se (G? = (V,E?) ndo é um grafo-(0,2)) entao

3 L retorna NAO

4 else

5 se (G% = (V,E?) ¢ um grafo completo) entao
6 L retorna (sIM, G)

7 else

se (G possui um vértice universal) entao

9 | retorna NAO

10 else

11 L retorna (SIM, G)
12 fim.

Demonstragao. Inicialmente, observamos que a propriedade “ser um grafo ser co-
bipartido” é ancestral. Sendo assim, para que exista um grafo sanduiche GBC(0,2),
G? deve ser co-bipartido. (linhas 2-3).

Como todo grafo-(0,1) (grafo completo) é bem coberto, a resposta do problema
¢ positiva (linhas 5-6).

Se G? ¢ um (0,2) mas nao é um (0, 1), ou seja, se G2 & um grafo-(0,2) e G* possui
um vértice universal, entdo a resposta ¢ negativa (linhas 8-9) conforme descrito no
Teorema 218

Finalmente, consideramos que G2 é (0,2) e G' nao possui vértice universal.
Tome uma partigao (0,2), (K, K?) de G2. Observe que toda aresta de E3 possui
um extremo em K e outro extremo em K?2. Se v € K domina todos os vértices de
Ki i,5€{1,2},i# j,em G' entdo ha um vértice w € K* tal que vw € E?, ou, de outra
forma v é um vértice universal em G'. Dessa forma, podemos atualizar a particao
(0,2) para (K'\{v}, K2u{v}). Tal procedimento pode ser aplicado sucessivamente
até obter uma partigao (0,2) em que para todo vértice v € K* existe ao menos um
vértice w € KJ (i # j) tal que vw € E°U E3, o que certifica que existe um grafo
co-bipartido G = (V, E) com E' ¢ E ¢ E? que nao possui vértice universal. Dessa

forma, a resposta é positiva (linhas 10-11). ]

3.2.3 Problema Sanduiche para grafos bem cobertos-(1,1)

Nesta subse¢ao provamos que PS-GBC(1, 1) é polinomial.
O Lema realiza uma alteracdo no método utilizado por Golumbic, Kaplan

e Shamir em [57] para solucionar o PROBLEMA SANDUICHE PARA GRAFOS SPLIT.
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Em termos gerais, este lema ou resolve o PS-GBC(1,1), ou produz uma partigdo

conveniente do conjunto de vértices do grafo sanduiche G = (V| E).

Lema 3.7. Hd um algoritmo de tempo linear que corretamente, ou resolve o pro-

blema PS-GBC(1,1), ou exibe como saida uma particao (S, K'UT") de V tal que:
1. 8" € um conjunto independente;

2. K'uT’" induz uma clique de G?;

3. K'\T"+ @&;

4. nao existem arestas de G? entre vértices de T e de S';

5. cada vértice v e K' € incidente a, no mdzrimo, uma aresta vu € E' tal que u e S’,

ou ao menos uma aresta vw € E? tal que w e S’.

Demonstra¢ao. Em [57] foi apresentada uma solugdo para o PROBLEMA SANDUI-
CHE PARA GRAFOS SPLIT. Tal algoritmo baseia-se na reducao do problema a
uma instancia I = (U,C) de 2-SAT. A constru¢ao proposta consiste em criar um
conjunto de variaveis U = {vk,vs : v € V}, bem como um conjunto de clausulas
C={(vgVvuvg),(Tgvvg):veV}u{(ug vug):uve E'} u{(usVvug):uveE3}.

E facil verificar que I = (U, C) ¢ satisfativel se, e somente se, V pode ser partici-
onado em (S, K) tal que S induz um conjunto independente de G' e K induz uma
clique de G?, onde vy representa o vértice v que deve ser colocado em K, bem como
vg representa o vértice v que deve ser colocado em S na solucao.

Considerando o PROBLEMA SANDUICHE PARA GRAFOS BEM COBERTOS-(1,1),
observamos que toda instancia SIM deste problema é também uma instancia SIM para
0 PROBLEMA SANDUICHE PARA GRAFOS SPLIT. Entretanto, a instancia produzida
pelo PROBLEMA SANDUICHE PARA GRAFOS SPLIT deve satisfazer a caracterizagao
estrutural descrita no Teorema [2.5] Desse modo, a fim de contemplar tal restrigao
adicionamos a seguinte clausula adicional a I = (U, C):

{(vs,wg) : u,v,w eV e uv,uw e E'}

Notamos que se I = (U,C') nao ¢ satisfativel, entdo (G',G?) é uma instancia
NAO para o problema SANDUICHE PARA GRAFO BEM COBERTO-(1,1). Entretanto,
se [ = (U,C) é satisfativel, entao (G', G?) pode ser particionado em (S, K'), onde S
induz um conjunto independente de G' e K induz uma clique de G2, e todo vértice
v € K tem no maximo um vizinho em S no grafo G'. Dessa forma, bastar realizar

as seguintes atribuigoes:
- 5«5,

— T" < {v:ve K enao possui vizinho em S no grafo G?}, e

36



~ K« K\T".

De acordo com o Teorema , o problema PS-GBC(1,1) é resolvido quando ou
T'=g@,ou K'=@.

Se T" = @ entao (G',G?) é uma instancia SIM, uma vez que podemos usar arestas
opcionais de maneira conveniente para satisfazer a condicao que todos os vértices
possuem exatamente um vizinho em S.

Se K’ = @ entao (G',G?) é também uma instancia SIM, uma vez que nenhum
vértice em K sera adjacente a um vértice em S.

Com isso, ou resolvemos PS-GBC(1,1), ou produzimos como saida uma parti¢ao
(S",K'uT"). O]

O Lema [3.§ propoe um procedimento que verifica se existe uma solugao para
PS-GBC(1, 1) conforme o Teorema

4 I

clique
em G’

Figura 3.1: Partigao (S’, K’ uT"’) do conjunto V.

Lema 3.8. Seja (G, G?) uma instdncia para 0 PROBLEMA SANDUICHE PARA GRA-
FOS BEM COBERTOS-(1,1), e V = (S’, K'UT") uma parti¢ao de V' conforme descrita
no Lema . E possivel verificar em tempo polinomial se hd um grafo G = (V, E)
com E' ¢ E ¢ E2, tal que o conjunto de vértices pode ser particionado em (S, K)
com S' € S, onde K ¢ uma clique, S € um conjunto independente e, ou Yv € K

verifica-se que dg(v) =1, ou Yv € K wverifica-se que dg(v) = 0.

Demonstragao. Inicialmente, rotule cada vértice v € K’ uT’ com label(v) = 0. Em
seguida, rotule cada vértice v € K’ possuindo uma aresta forcada para S’ com rétulo
igual a um (label(v) = 1). Em seguida, para cada vértice v € K'UT’ com label(v) =0,
tal que Ju € N(v) com uv € E' e label(u) = 1, rotule-o como label(v) = 2.

Como S’ ¢ S, nenhum vértice v com label(v) = 1 pode estar em S ou, de outro
modo S nao é um conjunto independente. Consequentemente, nenhum vértice v
com label(v) = 2 pode estar em S, pois, de outra forma, alguns vértices v com
label(v) = 1 possuem dois vértices em S. Dessa forma, se todo vértice v e K'u T’

possui label(v) # 0, entdo, podemos com seguranga retornar NAO.
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Do mesmo modo, se existe um vértice v € K’UT” tal que label(v) = 0, produzimos
SIM como saida, uma vez que (S,K) = (S'u {v}, K’uT"\{v}), e G = (V,E) com
E=F'u{uw :uwe K'uT\{v}}u{vu:ue K'uT' elabel(u) # 1} é uma

solucao. ]

vv e K'UT!' possui
rétulo(v)#0 NAO

Iv e K'UT!' possui
réotulo(v) =0 SIM )

Figura 3.2: Algoritmo de rotulagdo dos vértices conforme Lema

O préximo lema é obtido a partir do Lema [3.8]

Lema 3.9. Seja (G',G?) uma instancia para PROBLEMA SANDUICHE PARA GRA-
FOS BEM COBERTOsS-(1,1), e seja (S”, K'UT") uma particao de V' conforme descrita
no Lema[3.7. Se existem trés vértices a,b,c tal que ab,bc € E*, be K', e a,c €T,

entao podemos resolver (G',G?) em tempo polinomial.

Demonstragao. Seja (S, K) uma parti¢ao conforme a descrita no Teorema[2.5 Se a
e ¢ estao ambos em S, entao b possui dois vizinhos em S, uma contradi¢ao. Se, ou
a ou c estd em K, entao S’ € S. Dessa forma, através do Lema concluimos que

podemos resolver a instancia (G, G?) em tempo polinomial. ]

Figura 3.3: Esquema descrito conforme Lema

Utilizando os Lemas [3.7], [3.§ e 3.9 podemos enunciar o Teorema [3.10]

Teorema 3.10. PS-GBC(1,1) pode ser resolvido em tempo polinomial.
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Demonstragao. Seja (G',G?) uma instancia para 0 PROBLEMA SANDUICHE PARA
GRAFOS BEM COBERTOS-(1,1). Sem perda de generalidade, assumimos que o Al-
goritmo apresentado no Lema produz como saida uma particao (S’, K'uT") de
V(G). Pelo Lema podemos também considerar que nao existe grafo sanduiche
G = (V, E) tal que V(G) admite uma partigao em (.S, K') de acordo como o Teorema
2.5 com S” ¢ S. Com isso, pelo Lema [3.9] ndo ha vértice b € K’ que possua dois
vizinhos a e ¢ em G tal que a,ceT".

Suponha que (G*, G?) produza um grafo sanduiche G = (V, E). Seja (.5, K') uma
parti¢do de V(G) de acordo com o Teorema Observe que, se T/ n K # @, entao
concluimos que S’ € S, o que é uma contradi¢ao. Dessa forma, 77 c S.

Além disso, considerando o grafo G', para todo vértice v a uma distancia no
méximo dois de algum vértice que pertence a .S, afirmamos que v deve estar contido
em K, ou de outro modo, ou S nao é um conjunto independente, ou algum vértice de
K tera dois vizinhos em S. Analogamente, se um vértice v tem uma aresta proibida
para um vértice que deve estar em K, entao v deve estar em S.

Seja A o conjunto dos vértices de S’ que devem estar em K, e seja B o conjunto
dos vértices de K’ uT" que devem estar em S através de sucessivas aplicagoes das
regras descritas acima. Observamos que T € B, e tais conjuntos A e B podem ser
facilmente encontrados em tempo polinomial usando algoritmos de busca.

Se An B # @ entao (G',G?) é uma instancia NAO. Caso contréario, podemos

obter a seguinte parti¢ao de V(G):
- S" < {BuS"\ A},
— T" « {v:ve A enao possui vizinho em S” no grafo G?}, e
~ K"« (K'"\ Byu(A\T").

Se (G',(G?) é uma instancia SIM, entdao nenhum vértice v € K" possui dois vizi-
nhos em S” no grafo G' ou, de outro modo, temos uma contradicao.

Se T" = @, entao todo vértice em K’ possui ao menos uma aresta de G? para
algum vértice em S”. Dessa maneira, quando 7" = @ podemos facilmente construir
o grafo solu¢ao G para (G',G?) em tempo polinomial. Agora, suponha que T" # @.
Como T" ¢ A segue que S” deve estar em S para uma parti¢ao (S, K) de V(G) de
acordo com o Teorema [2.5] se existir. Desta forma, pelo Lema vale que (G, G?)

pode ser resolvido em tempo polinomial. O

3.2.4 Problema Sanduiche para grafos bem cobertos-(1,2)

Embora o PROBLEMA DE RECONHECIMENTO para grafos bem cobertos-(1,2)
seja polinomial, provaremos nessa subsecao que o PROBLEMA SANDUICHE PARA

39



GRAFOS BEM COBERTOS-(1,2) é NP-completo. Para isso, apresentaremos uma re-
ducao a partir do problema 1-EM-3SAT POSITIVO, que é um problema NP-completo
[54].

1-EM-3SAT POSITIVO

INSTANCIA: Conjunto de literais positivos U, uma colecao C de clausulas sobre U
de tal forma que cada clausula ¢ € C' tenha |c| = 3.

PERGUNTA: H4 uma atribuicao para U tal que cada clausula possua somente um

literal VERDADEIRO?

Seja G = (V, E') um grafo, e R,T ¢ V. Dizemos que T 2-domina R se cada vértice
pertencente a R tem ao menos 2 vizinhos em 7. Seja I = (U,C) uma instancia de
1-EM-3SAT POSITIVO onde U é o conjunto de varidveis e C' é o conjunto de clausulas.
Seja T' ¢ U, dizemos que T 2-domina C' se cada clausula de C' tem ao menos dois
literais em 7T'. Nesse caso, T' ¢ denominado um conjunto 2-dominante de variaveis
com tamanho limitado.

O seguinte Lema ¢é 1util para a prova do Teorema |[3.12

Lema 3.11. Seja I = (U,C) uma instancia de 1-EM-3SAT POSITIVO, onde U =
{uy,ug,us, ..., u,} e C'={cy,ca,¢3,...,¢m}, € sejaT cU. Entao I pode ser resolvido

em tempo O(2TI-m -n).

Demonstracao. Podemos verificar cada uma das 2/7 atribuicoes verdadeiras de T.
Para uma dada atribuicao de T', cada clausula contém no méximo uma variavel
como um valor indefinido. Dessa forma, é facil verificar em tempo linear se uma

dada atribuicao pode ser transformada em uma atribuicao satisfativel para I. [

Usando o resultado do Lema [3.11] afirmamos que instancias dificeis de 1-EM-

3SAT POSITIVO nao possuem conjunto 2—dominante de variaveis.

-

Teorema 3.12. O PROBLEMA SANDUICHE PARA GRAFOS BEM COBERTOS-(1,2) ¢
NP-completo.

Demonstra¢ao. O problema SANDUICHE PARA GRAFOS BEM COBERTOS-(1,2) esta
em NP, pois dado um grafo G e uma partigao V = (S, K, K?) podemos, em tempo
polinomial, verificar se as condigoes (), (i) e do Teorema sao satisfeitas.

Seja I = (U,C) uma instancia do problema 1-EM-3SAT POSITIVO. Sem perda de
generalidade, vamos assumir que / nao possui conjunto 2—dominante de variaveis de
tamanho menor do que 8, e que toda atribuicao verdadeira de I, se existir alguma,
requer ao menos dois literais como verdadeiros. Além disso, vamos considerar que

cada variavel ocorre no maximo em uma clausula.
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Construimos uma instancia (G',G?) do problema SANDUICHE PARA GRAFOS
BEM COBERTOS-(1,2), tal que I é satisfativel se, e somente se, existe um grafo
sanduiche G para G' = (V, E'), G? = (V, E?) da seguinte forma:

1. Inicialmente, faca V = {a,b,c}, e E', E? E3 « &,

2. Para cada u; € U adicione u; a V,

3. Para cada ¢; € C' adicione ¢; a V/,

4. Para cada ¢j = (u, vV u, vu,) € C, adicione u;cj, Vi € {x,y, 2z}, a E*,

5. Para cada par ¢;,¢, € C, j # £, adicione c¢jc; a Et,

6. Para cada ¢; € C, adicione c¢;a,c;b, cjc a E1,

7. Para cada u; € U, adicione u;a, u;b, u;c a E° (observe que E° = E2\E!),
8. Faga F3 = ({uv:u#veuveV}\E?).

Isto constréi a instancia (G!' = (V,E'),G? = (V,E?)) para o problema Ps-
GBC(1,2). Para conveniéncia do leitor, apresentamos na Figura um modelo

de construcao.

---] Proibida
I:I Opcional
E Obrigatoéria

Figura 3.4: Instancia para o PROBLEMA SANDUICHE PARA GRAFOS BEM COBERTOS-(1,2)
(G' = (V,EY),G? = (V,E?)) obtida a partir de uma instancia I = (U,C) de 1-EM-3SAT
POSITIVO. As arestas opcionais estao destacadas em verde. Na cor preta destacamos as
arestas obrigatérias. Destacamos em vermelho descontinuo apenas as arestas proibidas
ab,ac e bc, omitindo as arestas proibidas entre uma varidvel literal u; e uma variavel
clausula cj, tal que u; nao ocorra em c;.
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Agora, suponha que I = (U,C) seja satisfativel. Seja n : U — {T,F} uma
atribuigao satisfativel para I. Construimos um grafo sanduiche bem coberto-(1,2)

G para (G' = (V,E'),G? = (V, E?)) a partir de n da seguinte forma:
— inicialmente, faca E = E';
— faga u e S se, e somente se, n(u) =T,
— faca u € K? se, e somente se, n(u) = F;
— faca os vértices ¢; € K1 Vej;
— adicione os vértices a em S, b em K, e ce K?;
— se n(u;) = F entdo adicionamos a F as arestas u;a, u;b, u;c;
— adicione a E duas arestas, u;b, ujc, onde u; # uj e n(u;) =n(u;) =T}
— finalmente, adicione a E as arestas u;u; se n(u;) =n(u;) = F.

Tal construcao esta descrita na Figura[3.5] A fim de provar que G é um grafo
bem coberto-(1,2), consideramos a caracterizagao fornecida pelo Teorema

Observamos, inicialmente, que S é um conjunto independente maximal de G e
que K e K? sao cliques. Também notamos que, como 7 é uma atribuigao satisfativel
para 1-EM-3SAT POSITIVO, vale que todo vértice pertencente a K'u K? possui 1 ou
2 vizinhos em . Como em cada vértice clausula c; verificamos que Ng(¢;) = {u;,a}
onde u; ¢ o tnico literal VERDADEIRO de ¢; em 7, cada vértice literal falso u, satisfaz
Ng(u;) = {a} e, por construcdo, os vértices b e ¢ possuem exatamente um vizinho
em S. Com isso, a condigao do Teorema é satisfeita.

Em seguida, observamos que as arestas de E? entre as cliques K! e K? sao:
as arestas bc, e as arestas entre ¢; e uy, onde n(u;) = F' e ndo ocorrem em ¢;. Se
n(ug) = F e uy ndo ocorre em ¢;, entao [Ng(c;) U Ng(ue)| = {a,u;} u{a}| =2. Como,
por construc¢ao, b e ¢ nao possuem vizinhos em comum, entdao |Ng(b) U Ng(c)| =
[{u;}u{u;}| = 2. Desse modo, as condigoes e do Teorema[2.10[sdo satisfeitas,
e G é um grafo bem coberto-(1,2).

Por outro lado, suponha que exista um grafo sanduiche bem coberto-(1,2) G =
(V,E) para (G',G?). Como G = (V,FE) é um grafo bem coberto-(1,2), ha uma
particdo de V(G) em um conjunto independente maximal S de G, e cliques K,
K? conforme descrito no Teorema 2.10, Em seguida, definimos uma atribuigao
satisfativel 1-EM-3SAT POSITIVO 1 : U — {T,F} para I = (U,C), onde a variavel
booleana u; =T se, e somente se, o vértice u; € S.

Devemos mostrar que 1 é uma atribuicao 1-EM-3SAT POSITIVO satisfativel.

Afirmacgao 3.13. Todo vértice cldusula c; € K'u K2.
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Independente (literais verdadeiros)

Clique (clausulas) Clique (literais falsos)

\. J

Figura 3.5: Diagrama que exibe uma particio bem coberta-(1,2) (S, K, K?) de um
grafo sanduiche G obtido a partir de uma atribuicao satisfativel n: U - {T, F'} para uma
instancia de 1-EM-3SAT POSITIVO.

Demonstragao. Como para todo vértice clausula ¢; verifica-se que ac;, be;, cc; € E*,
se ¢; € S, entdo os vértices a, b, c pertencem a K' u K?, o que é uma contradigao,

uma vez que ab, ac,bc € E3. Com isso, ¢; € K1u K2. O
Afirmacgao 3.14. Ezxiste somente um vértice x € {a,b,c}, tal que z € S.

Demonstragao. Inicialmente, uma vez que a,b e ¢ sao gémeos falsos, sem perda de
generalidade, suponha x = a. Como ab,ac,bc € E?, entdo a,b,c nao podem estar
juntos em K'u K?2. Da mesma forma, a,b,c ndo podem estar juntos em S ou, de
outra forma, |[Ns(c;)| > 3, o que contraria o item () do Teorema [2.10]

Suponha que existam exatamente dois vértices de a,b,c em S. Isso implica que
todos os literais pertencem a K u K? pois, de outro modo, Ng(c;) > 3 para algum
vértice ¢; uma vez que, usando a Afirmagao todo vértice clausula pertence a
K'u K2 e ¢; ¢ adjacente a a e b. Com isso, S = {a,b}, contradiz a maximalidade

de S. Dessa forma, |S'n{a,b,c}|=1. O

Usando as Afirmagoes e assumimos que a € S, ¢; € K1 u K2(V¢;) e
be Klece K2

Afirmacao 3.15. Todo vértice clausula c; pertence a mesma clique K1.

Demonstracao. Suponha que existam dois vértices clausulas pertencentes a cliques
distintas. Sem perda de generalidade, suponha que ¢; € K e ¢, € K2.
Como a € S, cada vértice clausula pertence a K' u K2, cada vértice clausula

c; ¢ adjacente a a, entao, pelo Teorema segue que cada vértice clausula c; é
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adjacente a no maximo uma variavel vértice em .S, e as outras duas varidveis vizinhas
pertencem a K1 u K2,

Observamos que o conjunto de vértices literais em K'u K? formam um conjunto
de variaveis 2-dominante para I. Como cada vértice clausula possui arestas proibidas
para todas as variaveis com excegao de trés, temos no méaximo trés vértices variaveis
em cada clique, o que implica que I = (U,C') possui um conjunto 2-dominante de
variaveis de tamanho no maximo seis, uma contradicao. Dessa forma, todo vértice

clausula pertence a exatamente uma tunica clique, que assumimos ser K. 0
Afirmacgao 3.16. Seja um vértice literal tal que u; € K''u K2, entao u; € K?.

Demonstracao. Como todo vértice clausula pertence a K, se u; € K entao todo
vértice clausula tem um vértice u; como literal. Dessa forma, fazendo u; como
verdadeiro e os outros literais como falsos, obtemos uma atribuigao satisfativel para
I =(U,C), uma contradicao. O

Afirmacgao 3.17. Se ¢; = (u1,uz2,u3) € uma cldusula de C, entdo existe exatamente

uma varidvel vértice u; € {1,2,3} pertencente a S.

Demonstrac¢ao. Como cada vértice clausula é adjacente a a, pelo item ( to Teorema
ha, no méximo, mais um vizinho de ¢; em S. Dessa forma, a fim de provar
a afirmacao é necessario provar que cada vértice clausula c; possui exatamente um
vértice adicional em S. Usando as Afirmacoes anteriores, sabemos que b € K, e que
c e K2. Pelo Teorema segue que |Ng(b) u Ng(c)| = 2.

Com isso, ha dois vértices variaveis u; e us em S tal que em G, vale que {uy, us} =
(Ng(b) u Ng(c)). Como ha vértices clausulas ¢; e ¢; contendo, respectivamente, as
variaveis u; e ug, vértices clausulas ¢; e ¢; possuem dois vizinhos em S, satifazendo
que Ng(¢;) ={a,u1} e Ns(c;) = {a,us}.

Suponha que exista um vértice clausula ¢, com Ng(¢;) = {a}. Lembramos que
K?2nU é um conjunto 2-dominante de variaveis. Dessa forma, assumimos, |[K2nU| >
8. Dessa forma, ha uma variavel v € K2nU que nao ocorre nas clausulas ¢;, ¢; e cp.
Dessa forma, c;u, c;u, cou € E3. Veja Figura para mais detalhes.

Como Ng(¢;) = {u,a}, pela condicao do Teorema Ng(u) ¢ {uy,a}.
Além disso, como Ns(c;) = {us,a}, entdo, pela condi¢ao (i) do Teorema [2.10]
Ng(u) € {ug,a}. Com isso, Ng(u) = {a}. Mas, como Ng(c;) = {a} e cou € E3,
pela condigao do Teorema [2.10] [Ns(c¢) U Ng(u)| deve ser igual a dois, uma
contradicao. Desse modo, todo vértice clausula tem um vizinho variavel em S, e a

afirmagao é valida. [

Com isso, a atribuicao n definida é satisfativel para 1-EM-3SAT POSITIVO, e isto
conclui a prova do Teorema |3.12]
O
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Figura 3.6: Um grafo sanduiche G com uma particio bem coberta-(1,2) (S, K*!, K?).

45



Capitulo 4

O Problema Probe para grafos bem

cobertos-(r, /).

Neste capitulo, apresentaremos alguns resultados para o PROBLEMA PROBE
PARA GRAFOS BEM COBERTOS-(r,¢). Tais resultados foram obtidos com a cola-
boracao do Professor Uéverton dos Santos Souza (Universidade Federal Fluminense
— UFF). O contetdo da Se¢ao [4.4] encontra-se publicado em [I].

4.1 Introducao ao Problema Probe em grafos

Grafos probe de intervalo foram introduzidos por Zhang em [103]. Segundo o
mesmo, tal classe de grafos surgia como uma alternativa mais poderosa e flexivel no
contexto do mapeamento fisico do DNA. Um grafo é um grafo probe de intervalo se
seu conjunto de vértices pode ser particionado em dois subconjuntos: probes P e
nao probes N, onde N é um conjunto independente, e arestas com extremos em N
podem ser inseridas de tal modo que o grafo resultante seja um grafo de intervalo.

Posteriormente, tal definigao foi generalizada para uma classe ¢ qualquer.

Definigao 4.1. [19] Seja € uma classe de grafos. Um grafo G = (V, E) é um grafo
@ -probe se seu conjunto de vértices pode ser particionado em um conjunto de probes
P e um conjunto independente de nao probes N, tal que G pode ser transformado
em um grafo que pertence a classe € pela adi¢ao de arestas entre certos vértices nao

probes. Neste caso, dizemos que G pode ser imerso em um grafo de € .

Os problemas probe para grafos cordais encontram-se resolvidos em [10] [5§].
Além desses resultados, varios outras classes importantes foram estudadas, tais como
grafos autocomplementares (tal classe compreende os grafos split) [21], e cografos-
(2,1) [30].

Se a particao do conjunto de vértices em probes e nao probes é fornecida como

parte da entrada, e se G pode ser imerso em um grafo de %, entao G é dito grafo
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probe particionado de €. O grafo H pertencente & classe ¢ é chamado imersao de
G. Denotamos um grafo probe particionado como G = (P + N, FE), e adotaremos
PP-% como notagao para a versao particionada do problema.

Segundo [9] o problema PP-% ¢é um caso particular do PROBLEMA SANDUICHE.
Em uma analogia entre 0 PROBLEMA PROBE PARTICIONADO e 0 PROBLEMA SAN-
DUICHE, arestas pertencentes ao grafo probe G sao as arestas obrigatorias, arestas
que nao sao obrigatérias e possuem um extremo em um vértice probe sao arestas
proibidas, e arestas que nao sao nem obrigatoérias, nem proibidas sao arestas op-
cionais para o problema e podem, portanto, serem usadas a fim de obter o grafo
pertencente a classe % .

Os Fatosd.2le[d.3 relacionam o PROBLEMA SANDUICHE com 0 PROBLEMA PROBE
PARTICIONADO.

Fato 4.2. Se o PROBLEMA SANDUICHE para a propriedade 11 € polinomial, entdo o
PROBLEMA PROBE PARTICIONADO para II também é polinomial.

Fato 4.3. Se o PROBLEMA PROBE PARTICIONADO para a propriedade IT é NP-
completo, entao o PROBLEMA SANDUICHE para II também é NP-completo.

A seguir, definimos formalmente o PROBLEMA PROBE PARTICIONADO PARA
GRAFOS BEM COBERTOS-(r, ().

PROBLEMA PROBE PARTICIONADO PARA GRAFOS BEM COBERTOS-(7,{) (PP-GBC(r,Y))
INSTANCIA: Grafo G = (V,E) e uma partigdo probe V = (N, P), onde N é um

conjunto independente de G.
PERGUNTA: Existe um conjunto E’ € N x N tal que H = (V, EUE’) é um grafo bem
coberto-(r, £)?

A tabela a seguir descreve a complexidade do problema PP-GBC(r, ().

L
0 1 2 >3
r
0 - P P NPc
1 P P ? NPc
2 ? coNPc coNPc (co)NPh
>3 NPh | (co)NPh | (co)NPh | (co)NPh

Tabela 4.1: Complexidade do PROBLEMA PROBE PARTICIONADO PARA GRAFOS BEM
COBERTOS-(r,¢). P corresponde a um problema com complexidade polinomial, coNPc
corresponde a um problema com complexidade coNP-completo, NPh corresponde a NP-
hard, NPc corresponde a NP-completo, e (co)NPh corresponde a um problema que ¢, ao
mesmo tempo, NP-dificil e coNP-dificil.
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A seguinte afirmagao é obtida através do Fato e dos resultados contidos nas
Subsecoes [3.2.1} [3.2.2| e [3.2.3]

Afirmagao 4.4. Os problemas PP-(1,0)GBC, PP-(0,1)GBC, PP-(0,2)GBC e PP-
(1,1)GBC sao polinomiais.

Contudo, apresentamos nos Fatos e nos Algoritmos 2] e 3], condigoes que
nos conduzem a resolugao dos problemas PP-GBC(1,0), PP-GBC(0, 1), PP-GBC(0,2)
e PP-GBC(1, 1), respectivamente, sem haver necessidade de recorrer a uma redugao

polinomial ao PROBLEMA SANDUICHE correspondente.

4.2 Problema probe particionado para grafos bem

cobertos-(1,0) e para grafos bem cobertos-(0,1)

Fato 4.5. pP-GBC(1,0) produz a resposta SIM se, e somente se, G = (V,E) é um

grafo nulo.
Fato 4.6. PP-GBC(0, 1) produz a resposta SIM se, e somente se, G[ P] € uma clique
e todo vértice nao probe € universal a G[P].

Na proxima secao, apresentamos um Algoritmo que resolve PP-GBC(0, 2).

4.3 Problema probe particionado para grafos bem
cobertos-(0,2)

Sejam ny € Ny um vértice nao probe universal a G[ P], e K[S] o subgrafo induzido

completo dos vértices pertencentes a S c V.
Teorema 4.7. O Algoritmo [ resolve PP-GBC(0,2) em tempo linear.

Demonstragao. Inicialmente, o Algoritmo [2]verifica se G[ P] ¢ um grafo-(0, 2) (linhas
2-3). Em caso negativo, pela definicdo do PROBLEMA PROBE nao é possivel inserir
arestas entre vértices probe a fim de tornar G[P] em um grafo-(0,2) e, desse modo,
retorna NAO.

Em seguida, o Algoritmo particiona o conjunto de vértices nao probes em dois

subconjuntos (linhas 4 - 5):

e Ny, constituido pelos vértices nao probes que sao universais a G[P], e

[ ] N2 <—N\N1
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Algoritmo 2: PROBLEMA PROBE PARTICIONADO PARA GRAFOS BEM
COBERTO0S-(0,2).
Entrada: Grafos G =(V,F), tal que V = PUN onde N é um conjunto independente.
Saida: Resposta SIM com um grafo bem coberto-(0,2) H = (V,EuU E"), tal que

E’ ¢ N x N juntamente com a parti¢do bem coberta-(0,2), ou resposta NAO caso
tal grafo H nao exista.

1 inicio
2 se (G[P] nao € um grafo-(0,2)) entao
3 | retorna NAO
4 N; < {x € N: x é universal a G[P]}
5 N2 <~ N\N1
6 se (N2 = @) entao
7 se (G[P] € um grafo-(0,1)) entao
8 | retorna (simM, G[P]u K[N:])
9 senao
10 se (N, = @) entao
11 se (G é um grafo bem coberto-(0,2)) entdo
12 L retorna (SM, G)
13 senao
14 se (G[P]uK[Ni\{n1}]u{ni}) é um grafo bem coberto-(0,2)) entao
15 L L retorna (SiM, G[P]u K[Ni\{n1}]u{ni})
16 senao
17 se (N, = @) entao
18 se (G[P]u K[Ns]) é um grafo bem coberto-(0,2) entao
19 L retorna (SiM, (G[P]u K[N:z]))
20 senao
21 se (G[P]JuK[(Ni\{n1})uNoJu K[N3] é um grafo bem coberto-(0,2)) entao
22 L L retorna (SIM, (G[P]u K[(N1\{n1})u NaJu K[N3])
23 retorna NAO
24 fim.

Agora, resta-nos analisar os quatro casos possiveis para o par (Ny, Ny) : (Ng =

@, No=@), (N1 =3, Ny #2), (N1 #+ 3, Na=@), e (N1 + @, Ny + D).

e Quando Ny = @ e N1 = @, basta testar se G é um grafo bem coberto-(0,2)
(linhas 11 - 12).

e Quando Ny = @ e N; #+ &, de acordo com o Teorema [2.3] observamos que o
grafo H produzido como saida juntamente com a resposta SIM pode ser ou um

grafo-(0,1), ou um grafo-(0,2) estrito sem vértices universais.

Com isso, devemos testar se G[P] é um grafo-(0,1). Em caso positivo, retor-
namos SIM e G[P]u K[N;] (linhas 7-8).

No caso em que G[ P] nao é um grafo-(0,1), a fim de evitar vértices nao probes
universais escolhemos um vértice n; € Ny e testamos se (G[P]u K[N;\{ns}]u

{n1}) é um grafo bem coberto-(0,2).
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e Quando N, # @ e N; = &, basta testar se G[P]u K[N;y] é um grafo bem
coberto-(0,2) (linhas 18 - 19).

e Quando Ny # @ e Ny # @&, a fim de evitar vértices nao probes universais
escolhemos um veértice ny € Ny e testamos se (G[ PJuK[(N1\{n1})uN; JuK[N;]

¢ um grafo bem coberto-(0,2).

[sto completa a prova. ]

- J

Figura 4.1: Exemplo de grafo H = (V, E)) bem coberto-(0,2) produzido pelo Algoritmo
quando G[P] é um grafo-(0,2), N1 #+ @ e Na = @.

/

N\ 2

o /

Figura 4.2: Exemplo de grafo H = (V, E) bem coberto-(0,2) produzido pelo Algoritmo
quando G[P] é um grafo-(0,2), Ny + @ e Ny + @.

4.4 Problema probe particionado para grafos bem
cobertos-(1,1)

Nesta Segao, apresentamos um Algoritmo que resolve PP-GBC(1, 1) utilizando o
conceito de parti¢oes esparso-denso proposta por Feder, Hell, Klein e Motwani em

[45]. Informalmente, um grafo com relativamente poucas arestas pode ser classificado
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como esparso, enquanto um grafo com muitas arestas pode ser classificado como
denso.

Uma vez que grafos-(1,1) podem ser reconhecidos em tempo polinomial usando
o resultado de [56], o Teorema enuncia que todas as particoes esparso-denso

possiveis em um grafo-(1,1) podem ser encontradas em tempo polinomial.

Teorema 4.8. [/5] Sejam S e D, classes de grafos esparsos e densos, respectiva-
mente. Um grafo com n vértices possui no mdximo n diferentes parti¢oes esparso-
denso. Dessa forma, todas essas particoes podem ser encontradas em tempo poli-
nomial a n?***2-T(n), onde T'(n) € o tempo de reconhecimento de grafos esparso e

denso, e ¢ € o niumero mdzimo de vértices comuns entre S e D.

O Lema descrito a seguir relaciona o conceito de partigao esparso-denso com
0 PROBLEMA PROBE PARTICIONADO PARA GRAFOS BEM COBERTOS-(1,1) .

Lema 4.9. Se a instincia G = (P + N, E) é SIM para PP-GBC(1,1), entao G[P] ¢
um grafo-(1,1) e uma solugao com o grafo-(1,1) bem coberto H com uma parti¢ao
V = (S,K) € tal que a particio-(1,1) P = (Ps,Px) = (PnS,Pn K) é uma das

O(n?) parti¢oes esparso-denso possiveis de P do grafo H.

Como citado anteriormente, o Algoritmo [3| proposto utiliza o conceito de par-
ticao esparso-denso, precisamente no fato de que existe um ndmero polinomial,
O(n?), de parti¢oes esparso-densas (S, K') de um grafo-(1,1). Mais ainda, uma
vez conhecendo-se uma, as demais parti¢oes podem ser encontradas em tempo poli-
nomial. Nosso algoritmo verifica cada uma dessas particoes uma tnica vez. Assim,
dada uma parti¢ao-(1,1) para G[P] bem como, para cada parti¢ao esparso-denso

de G[P], vamos particionar V (G) em quatro subconjuntos distintos, a saber:

e Pg, composta pela parte esparsa considerada de G[P], e
e Py, composta pela parte densa considerada de G[P], e
e Ni < {ue N :ué completamente adjacente a parte Pk}, e

o Ng < N\Ng.

Consideramos cada um dos quatro possiveis casos: (Ng,Nx) = (@,9),
(Ns,Nk) = (2,# @), (Ns,Nk) = (# 2,9), e (Ng,Ng) = (# 9,# @). A seguir,
para a corretude do Algoritmo [3] analisamos cada um desses casos, detalhando mi-
nuciosamente as respectivas tomadas de decisao.

Em nossa notagao K (.S) para S ¢ V| significa o grafo obtido de G[.S] pela adi¢ao
de todas as arestas entre os vértices de Nn.S. Dado um vértice v € K, denominamos

de testemunha do vértice v em G a todo vértice z tal que z € Ng(v).
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1. G é um grafo bem coberto-(1,1). Caso trivial que contempla os casos (Ng, Nk ) =
(2,2), e (Ng,Ng) = (+ @,9) descritos acima. Com partigdo bem coberta-(1,1)
(Ngups,NKUPK).

2. Ng =@, Nk + @ e P = @. Observamos que, basta adicionar todas as arestas
possiveis entre os vértices de Nk a fim de obter um grafo bem coberto-(1,1) com
uma parti¢do bem coberta-(1,1) (S, K) = (g, K) onde cada vértice de K nao

possui vizinhos em S.

3. Ns =@, Nk #+ @, e (N(Ps)n Pg) #+ @. Uma vez que existe pelo menos um
vértice em Pg com adjacéncia em Py, pelo Teorema [2.5] é necessario que cada um
dos vértices de Pk tenha exatamente um vizinho em Pg. Primeiramente, note
que as testemunhas dos vértices de Px devem pertencer a Pg, caso contrario,
pela definicao de Ng, um vértice em Pk teria mais de uma testemunha. Assim,
apos tornarmos Ng uma clique, basta verificar se o grafo resultante satisfaz tal
condicao necessaria. Se o grafo resultante nao satisfizer a condi¢ao necessaria

descrita pelo Teorema uma nova parti¢ao deve ser considerada.

4. Ng =@, Nx + @ e (N(Ps) n Pg) =@. Como Ps ndo tem vizinhanga em Py e
G nao é um grafo bem coberto-(1,1), Ps tem vizinhanga em Ng. Neste caso,
todos os vértices de K tem que possuir testemunha e, como os vértices de Pk
nao tem vizinhos em Ps e Ng = @&, é necessario (e suficiente) que exista um
vértice u em Nk que servird como testemunha para os vértices de Px. Note
que u é adjacente a todos os vértices de Pg. Além disso, se, eventualmente,
existem outros vértices em Ng que nao estao na vizinhanca de Pg, u também
servird como testemunha para eles. Portanto, se a existéncia do vértice u em
Ny for confirmada e adicionarmos arestas entre cada par de vértices de Ng\{u},
basta verificarmos se o grafo resultante é um grafo bem coberto-(1,1). Em caso
negativo, existe um vértice em K com mais de uma testemunha (ndo é possivel
ter vértice em K sem testemunha, por construgao). Observe que tais testemunhas
estao em Pg, sendo inerentes, portanto, a partigao considerada. Logo, neste caso,

uma nova particao deve ser considerada.

5. Ng #+ @, Nk # @. Observe que, como G nao é um grafo bem coberto-(1,1),
em Ng U Ps deve existir pelo menos uma testemunha para Nx U Pk e, neste
caso, todas as testemunhas pertencem a Ng U Pg. Sendo assim, apo6s fazermos
G[Px U Nk ] ser uma clique, resta-nos verificar se o grafo resultante é um grafo
bem coberto-(1,1). Em caso negativo, como, por construcao, o grafo é um grafo-
(1,1), existem vértices em K sem testemunhas ou com mais de uma testemunha.
Como as arestas adicionadas nao acrescentam testemunhas, o problema de ter

mais de uma testemunha estd na particao considerada. Se, eventualmente, um
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vértice de N ficou sem testemunha, este problema também se deve a particao,

uma vez que todas as testemunhas estao restritas ao conjunto Ngu Ps. Logo, em

ambos 0s casos, uma nova particao deve ser analisada.

De forma que todos os casos possiveis foram analisados, concluimos que o Algo-

ritmo |3| resolve o problema PP-GBC(1,1).

Algoritmo 3: PROBLEMA PROBE PARTICIONADO PARA GRAFOS BEM
COBERTOS-(1,1).

Entrada: Grafos G =(V,FE), tal que V = PUN onde N é um conjunto independente.
Saida: Resposta SIM com um grafo bem coberto-(1,1) H = (V, EU E'), tal que

E’' € N x N juntamente com a partigdo bem coberta-(1,1), ou resposta NAO caso
tal grafo H nao exista.

1 inicio
se (G =(V,E) € um grafo bem coberto-(1,1)) entao

2
3

N4 o ok

© o

10

11

12
13
14

15
16

17

18
19
20

21
22
23

24
25

L

retorna SIM — (Ng U Ps, N U Pg)

para (cada parti¢io esparso-denso de G[P]) faga

se (Ns =@ e Nk = @) entao
se (G[P] é um grafo split bem coberto) entao
L retorna SIM — (Ps, Px) = (S, K)

se Ng =g ¢ N + & entao
se Pg = @ entao
L retorna SIM—(@, N U Px) = (S, K)

se Ps # @ entao

se N(Ps) n Pk + @ entao

se (Ps, K(Ng U Pk)) € um grafo bem coberto-(1,1) entao
L retorna SIM—(Ps, N U Px)

senao
se Ju e (Ng\N(Ps)) tal que o grafo H=(V,EUE"),E'={uv:ve
((NK\N(Ps))u Pr)}u{ay:x,y e Ng\{v},z £y} € um grafo bem
coberto-(1,1) entao
retorna SIM — onde
H=(V,EUE'),E ={uv:ve((Ngk\N(Ps))u Pg)}u{xy:
z,y € Ng\{u},z # y}, (5, K) = (Ps v {u}, Pk u (Nx\{u}))

se Ng + & e N = @ entao
se (Psu Ng, Pg) € um parti¢io bem coberta-(1,1) entao
L retorna SIM — (Ps U Ng, Pk)

se Ng + @ e Nk # @ entao
se (Ps U Ng, K(Nk U Pk)) € uma partigao bem coberta-(1,1) entao
L retorna SIM — (Ng U Ps, K(Ng U Pk))

retorna NAO

fim.

Teorema 4.10. PP-GBC(1,1) € resolvido em tempo O(n?-m).

Demonstragao. Checar se um grafo é um grafo bem coberto-(1,1), toma O(m)

Passos.

O passo 8 ¢ o mais custoso e toma O(nm) e, através do Teorema
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o numero de parti¢oes esparso-densas ¢ O(n?), o que totaliza a complexidade de
tempo O(n3-m). O
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Capitulo 5

Complexidade Parametrizada de

grafos bem cobertos

Neste capitulo, consideramos a complexidade parametrizada do problema GRAFO
BEM COBERTO, com énfase especial no caso em que o grafo de entrada ¢ um grafo-
(r,0).

Tais resultados foram obtidos em colaboragao com os professores Konrad
Kazimierz Dabrowski (Duhram University, Inglaterra), Ignasi Sau (Laboratoire
d’'Informatique, de Robotique et de Microélectronique de Montpellier, Franca) e
Uéverton dos Santos Souza (Universidade Federal Fluminense, Niter6i, Brasil), e

encontram-se publicados em [2] e [3].

5.1 A complexidade parametrizada

Os textos [38-440], [51] e [94] serviram como referéncia para o conteido dessa
Secao.

No inicio da década de 1990, Fellows e Downey propuseram uma nova dire¢ao
na Teoria da Complexidade ao observar mais cuidadosamente os problemas CO-
BERTURA DE VERTICES, CONJUNTO DOMINANTE € CONJUNTO INDEPENDENTE.
A ideia consistia em considerar aspectos computacionais praticos desses problemas
que nao eram considerados pela complexidade tradicional, uma vez que a mesma
classifica tais problemas como dificeis focando apenas no tamanho da entrada e no
pior tempo de execugao que um algoritmo utiliza para resolvé-los.

Sendo assim, a complexidade parametrizada tenta explorar a estrutura da ins-
tancia fornecida pelo problema a fim de obter alguma tratabilidade para o problema.
Em outras palavras, uma vez que sempre conhecemos alguns aspectos da entrada
fornecida para o problema, tentamos entender quais aspectos do problema sao res-

ponsaveis pela explosao combinatoéria e, se tais parametros puderem ser controlados,
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entao obtemos uma tratabilidade pratica.

Tal como na complexidade classica onde um problema de decisao é especificado
pela entrada do problema e por uma pergunta a ser respondida, na complexidade
parametrizada a especificacao de um problema parametrizado consiste na descrigao

de trés partes:

(1) uma instancia para o problema,
(2) os aspectos da entrada que constituem os parametros,

(3) uma pergunta a ser respondida em termos da instancia genérica.

Com isso, seja IT um problema dificil e seja S = {a1,as,...,a,} um subconjunto
de aspectos de II. Denotamos por I1(ay,as,...,ar) ou II(S) a versdo parametrizada
de II, onde os aspectos em S sao parametros fixados que devem agregar informagao
ao problema parametrizado.

Abaixo definimos a classe dos problemas FPT.

Definigao 5.1. [9]] Um problema parametrizado T1(S) pertence a classe FPT, ou é
tratavel por parametro fixo, se existe um algoritmo para solucionar I1(S) em tempo
f(S)-n¢, onde n denota o tamanho da entrada, ¢ é uma constante arbitrdria e f

uma func¢ao qualquer.

Dessa forma, um problema parametrizado II com parametro k é tratavel a pa-
rametro fixo se existe um algoritmo FPT com respeito a k£ que resolve II. Com isso,
o uso do parametro para um problema computacional consiste em localizar quais
aspectos da instancia do problema computacional causam dificuldade para resolver

tal problema na pratica.

Definicao 5.2. [9)] Sejam 1I(k) e II'(k') dois problemas parametrizados, onde
k" < g(k) para alguma fungao computdvel g : N — N. Uma FPT-reducao (ou trans-

formagao parameétrica) de I1(k) para II'(k") é uma transformagao R tal que:
(i) Para todo x, temos que x € I1(k) se, e somente se, R(x) e II"(k");
(i1) R é computdvel por um FPT-algoritmo (com relagao a k).

O Teorema descreve que a classe dos problemas FPT ¢é fechada sob FPT-

redugoes .

Teorema 5.3. [51/ Se o problema parametrizado 1 € redutivel ao problema para-

metrizado 11" € FPT por uma redu¢ao parametrizada entao I1 € FPT, ou seja, se
II<pp 11" e II" € FPT, entao 11 € FPT.
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Outra técnica bastante conhecida para demonstrar que um problema parametri-

zado é FPT é conhecido como kernelizacao ou reducao a um nicleo.

Definig¢ao 5.4. [/0/ Seja L € ¥* x X* uma linguagem parametrizada. Uma redugao
a um nicleo ou kernelizagdo consiste em substituir uma instancia (I,k) por uma

instancia reduzida (I', k") chamada kernel do problema tal que

(i) k' <k,

(i) |I'| < g(k), para alguma fungdo g dependente somente de k, e
(iii) (I,k) €L se, e somente se, (I',k") € L.

A redugao de (I1,k) para (I',)k") deve ser computdvel polinomialmente em tempo
1]+ |

Chamamos nicleo polinomial um nucleo cujo tamanho é polinomial em relacao
ao parametro original.

Seja C' um circuito booleano de decisao com variaveis de entrada xq, s, ..., x,.
Uma porta logica de C' é dita larga se o seu numero de entradas excede algum limite
constante, usualmente 2. O entrelacamento de C' é o nimero maximo de portas
logicas largas em qualquer caminho a partir das variaveis de entrada até a linha
de saida de C. A profundidade de C' é o comprimento do maior caminho de uma
variavel de entrada até uma linha de saida em C. O peso de uma atribuicao de
valores-verdade para as variaveis de C' é o numero de variaveis definido com valor
VERDADEIRO nessa atribuicao.

A fim de definir a classe W necessitamos formular uma restricao para o
problema SATISFABILIDADE DE CIRCUITOS para circuitos com entrelagamento t e
profundidade h.

SATISFATIBILIDADE PONDERADA EM CIRCUITOS (WCS|t,h])

INSTANCIA: Um circuito de decisao C' com entrelagamento ¢ e profundidade h e um
inteiro nao negativo p.

PARAMETRO: O inteiro p.

PERGUNTA: Existe uma atribuicao de valores-verdade para as varidveis de C' que

satisfaga o circuito C' e tenha peso p?

Informalmente, o problema Wcs[t,h| consiste em, dado um circuito booleano e
um inteiro p, decidir se podemos atribuir o valor VERDADEIRO a p nos de entrada
tal que o circuito seja satisfeito.

Seja um natural ¢ > 1, a classe W][t] consiste em todos os problemas parametri-

zados II que possuem reducao FPT para wcs|h,t| para alguma constante h > 1. A
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classe W[P] ¢ a classe onde nao ha limite na profundidade e no entrelagamento dos
circuitos.

Dessa forma, verificamos que FPT ¢ W[1] ¢ W[2] c ... < W[P]. Segundo [51] é
conjecturado que tais inclusdes ndo sdo proprias e que FPT = W[1].

Um problema parametrizado IT é W[t]-dificil se todo problema parametrizado de
W][t] é redutivel a II via redugao parametrizada. Da mesma forma, um problema
parametrizado II é W[t]-completo se, e somente se, Il esta na classe W[t] e se todo
problema parametrizado pertencente a W][t] é redutivel a TII.

Em seguida, a Definicao [5.5| apresenta a classe XP.

Defini¢ao 5.5. [9]] Um problema parametrizado 11(S) pertence a classe XP se
existe um algoritmo para solucionar TI(S) em tempo f(S) n9, onde n é usado

para denotar o tamanho da entrada, e f e g sao fungoes arbitrdrias.

Lema 5.6. [9])] Dado um problema NP-dificil 11 e um subconjunto S de seus aspec-
tos, se Il permanece NP-dificil mesmo quando os aspectos em S sao delimitados por

constantes entao um problema parametrizado 11(S) nao estd em XP, a menos que
P =NP.

Tal como a classe FPT na complexidade parametrizada pode ser vista como
analoga a classe dos problemas P na complexidade tradicional, a classe para-NP
(respectivamente, para-coNP) na complexidade parametrizada desempenha papel
semelhante ao papel desempenhado pela classe NP (respectivamente, coNP) na com-
plexidade classica. Dessa forma, as classes para-NP e para-coNP sao obtidas da de-
finicao da classe FPT contida na Defini¢ao substituindo-se o termo “algoritmo”
por “algoritmo nao deterministico”.

Sendo assim, se um problema de decisao IT € NP (respectivamente, IT € coNP)
entao (I1, k) € para-NP (respectivamente, II € para-coNP). Diante do exposto, estamos
prontos para enunciar as Proposicoes e[p.§

Proposicao 5.7. [51] FPT = para-NP se, e somente se, P = NP.

Proposigao 5.8. [51/ FPT c W[P] ¢ XP n para-NP.

5.2 Complexidade parametrizada dos problemas
GBC(r,l) e GB(r,{)C

Usando o referencial téorico contido na Secao [5.1] vamos estudar a complexidade
parametrizada do problema GRAFO BEM COBERTO, com énfase especial no caso em
que o grafo entrada ¢ um grafo-(r,¢). Para isso, parametros adicionais devem ser

considerados na analise do problema.
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De agora em diante, denotamos por « o tamanho do conjunto independente md-
ximo no grafo de entrada G para o problema considerado. Sendo assim, G é bem
coberto se, e somente se, todo conjunto independente maximal de G tem cardina-
lidade «. Expressamos por w o tamanho da clique mdxima no grafo de entrada
G.

Observamos que G(r,¢)BC quando parametrizados por r, £ e w generaliza o
caso G(r,0)BC, cuja complexidade estd em aberto conforme descrito na Tabela
. Sendo assim, nosso foco estd na complexidade do problema G(r,¢)BC quando
parametrizados pelos trés parametros r, £ e o, bem como na complexidade de uma
versao parametrizada natural para o problema de decisao k-GRAFO BEM COBERTO

descrita abaixo.

k-GRAFO BEM COBERTO (k-GBC)
INSTANCIA: Um grafo G = (V, E).
PARAMETRO: Um inteiro positivo k.

PERGUNTA: Todo conjunto independente maximal de G possui tamanho k7

O Lema nos fornece uma motivacao para o estudo do problema G(0,/)BC,
uma vez que demonstra que k-GRAFO BEM COBERTO pode ser reduzido ao problema
G(0,¢)BC quando parametrizado por /.

Lema 5.9. O problema k-GRAFO BEM COBERTO possui uma FPT-reducao para
G(0,0)BC quando parametrizado por L.

Demonstragcao. Consideramos um grafo G com vértices uq,...,u, fornecido como
entrada para o problema k-GRAFO BEM COBERTO.
Inicialmente, encontramos um conjunto independente maximal I em G. Sem
perda de generalidade assumimos que |I| =k e I ={uy,...,u;}. Seja £ =k + 1.
Construimos um grafo-(0,¢) G’ com um conjunto de vértices {v;; : i €

{1,...,¢},j€{1,...,n}} da seguinte forma:

e Para todo i € {1,...,/} adicionamos arestas a fim de obter uma clique V; :=
{Ui,j j € {17 s ,TL}}
e Para todo j € {1,...,n} adicionamos arestas a fim de obter uma clique W; :=

{’UiJ' S {1, Ce ,g}}

e Para todos os pares de vértices adjacentes u,,u, em G, adicione arestas entre

Via € U;p para todo 7,5 € {1,...,¢} (desse modo, V, completa V}).

Para conveniéncia do leitor, fornecemos na Figura um exemplo onde G =
(V,E) é o grafo P; e G' é obtido a partir de G.
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A W, Vi 21
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. J

Figura 5.1: Exemplo de uma construgao do grafo G’ a partir do conjunto independente
maximal I = {ve} de um Ps.

Notamos que os conjuntos V;’s particionam G’ em ¢ cliques, logo GG’ é de fato um
grafo-(0,¢), onde £ =k + 1.

O grafo G’ tem um conjunto independente maximal de tamanho k£ como, por
exemplo, {v11,...,v5,}. Como isso, G’ é bem coberto se, e somente se, todo con-
junto independente maximal em G’ tem tamanho exatamente igual a k. Observamos
também que todo conjunto independente maximal de G’ possui, no méximo, um
vértice no conjunto V; e, no maximo, um vértice no conjunto W;, pois V; e W; sao
cliques. Como ha ¢ =k + 1 conjuntos V;, segue que todo conjunto independente em

G’ contém no maximo k + 1 vértices.

Se G' contém um conjunto independente {v;, ;- .., , } para algum z, entao
{uj,,...,uj,} € um conjunto independente em G. Se G contém um conjunto in-
dependente {u;,,...,u;, } para algum z, entdo {vy,,,... ,vmm(x’kJrl)’jmm(li)} ¢ um

conjunto independente em G'.

Dessa forma, G contém um conjunto independente maximal menor que k se, e
somente se, G' contém um conjunto independente de tamanho menor do que k, e
G contém um conjunto independente (ndo necessariamente maximal) de tamanho
ao menos k + 1 se, e somente se, G' contém um conjunto independente maximal de
tamanho exatamente igual a k + 1. Sendo assim, segue que G’ é bem coberto se, e

somente se, G é bem coberto. Como ¢ =k + 1, isto completa a prova. ]

Sabemos que o problema GRAFO BEM COBERTO é coNP-completo [23, 02]. A
Definicao apresenta a classe coW[i], i > 1:

Definigao 5.10. A classe coW[i], i > 1, € a classe de todos os problemas parametri-

zados cujo complemento estd em WI[i].

Abaixo, descrevemos o problema CONJUNTO DOMINANTE VERMELHO-AZUL

pertencente a classe W[2]-completo [39].
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CONJUNTO DOMINANTE VERMELHO-AZUL (CDVA)
INSTANCIA: Um grafo bipartido G = (Ru B, E).

PARAMETRO: Inteiros positivos |D| e k.
PERGUNTA: Existe um conjunto D ¢ R de tamanho |D| < k tal que cada vértice de

B possui ao menos um vizinho em D?

Nosso proximo resultado esté descrito no Teorema [5. 11}
Teorema 5.11. O problema k-GRAFO BEM COBERTO é coW[2]-dificil.

Demonstragao. A fim de mostrar a coW[2]-dificuldade de k-GRAFO BEM COBERTO,
apresentamos uma FPT-reducao de CDVA ao problema de determinar se um dado
grafo nao é bem coberto, onde k é o tamanho do conjunto dominante D e ¢ =k + 1.

A partir de uma instancia (G, k) de CDVA construimos um grafo G’ como segue.
Substitua o conjunto R = {ry,rq,...,ry} por k copias: Ry = {ri,rd, ... .rL} Ry =
{r2,r2 ... 12}, ..., Ry = {r¥,rk ... .rk} onde cada novo vértice tem a mesma
vizinhanga que o vértice correspondente possui em (. Adicione arestas para fazer
que B e cada R;, 1 <7<k, induza uma clique.

Para cada i € {1,...,k}, crie um vértice s; e adicione todas as possiveis arestas
entre s; e os vértices em R;. Seja G’ o grafo resultante. Observe que cada conjunto
de vértices de G’ pode ser particionado em ¢ = k + 1 cliques: B, Ry U {s1}, R U
{sa},..., R U{sk}.

Claramente, para todo b € B, o conjunto {si,$s,...,s,} U {b} é um conjunto
independente de GG de tamanho k + 1. Observamos que tal conjunto independente
¢ maximo, uma vez que este contém um vértice de cada uma das k + 1 cliques
que particiona V' (G'). Além disso, qualquer conjunto independente maximal de G’
tem tamanho ao menos k, pois todo conjunto independente maximal contém, ou
s;, ou um vértice de R;. Neste ponto, afirmamos que G tem um conjunto D € R
de tamanho k que domina B se, e somente se, G’ tem um conjunto independente
maximal de tamanho & (isto é, G’ ndo é bem coberto).

Se D ={r;,,riy,...,r; } ¢ um subconjunto de R de tamanho k que domina B em
G, entdo D" = {r} ,r2,...,rk } & um conjunto independente maximal de G’, o que
implica que G’ nao é bem coberto.

Reciprocamente, se G’ é um grafo que nao é bem coberto entao existe em G’ um
conjunto independente maximal D’ de tamanho k. Observamos que D'n B = @ e
que cada vértice em B tem ao menos um vizinho em D', ou, de outra forma D’ nao
seria um conjunto independente maximal de tamanho k. Dessa forma, fazendo D o
conjunto de vértices em R que possui copias em D'Nn{R;URyU...URy}, encontramos

que D é um subconjunto de R de tamanho no méaximo k£ que domina B em G. [

61



Dos teoremas anteriores obtemos os seguintes corolarios.
Corolario 5.12. O problema G(0,¢)BC quando parametrizado por £ é coW|[2]-dificil.
Demonstragao. Segue diretamente do Lema [5.9] e do Teorema [5.11 [

Corolario 5.13. A menos que FPT = coW([2], o problema G(r,)BC nao pode ser
resolvido em tempo f(a+£)-n9") para alguma fungao computdvel f, onde g(r) €

uma funcao que so depende de r.

Demonstragao. Segue do fato que um algortimo que executa em tempo f(a+£)n9)
seria um algoritmo FPT para G(0,¢)BC parametrizado por ¢, e da coW[2]-dificuldade

do problema conforme demonstrado no Teorema [5.11] O

O Lema demonstra que o problema G(r,/)BC pode ser resolvido em tempo
ora . no)

Lema 5.14. O problema GRAFO-(r,{) BEM COBERTO (G(r,¢)BC) pode ser resolvido

em tempo 27 -nOW . Em particular, é FPT quando ¢ € fixrado e r, o sao parametros.

Demonstra¢ao. Dado (G = (V, FE),S',S?,...,5", K', K2 ..., K*) uma instancia de
G(r,£)BC. Observamos que cada um dos r conjuntos independentes, S ... S" deve
possuir tamanho no maximo «. Por outro lado, qualquer conjunto independente
maximal de G' contém no méximo um vértice de cada uma das ¢ cliques.

O Algoritmo exaustivamente constroi todos os conjuntos independentes maxi-
mais de G da seguinte forma: escolhemos um subconjunto qualquer Ui, S?, o que
tem cardinalidade no méaximo 27, e entao escolhemos no maximo um vértice de
cada uma das cliques, o que d4 no maximo n‘. Para cada uma das 2"*n’ escolhas,
apenas necessitamos verificar se o conjunto assim construido é um conjunto indepen-
dente maximal, bem como verificar se todos os conjuntos independentes maximais
posstuem o mesmo tamanho, o que pode ser feito em tempo 27 - n9M) | porque £ é
constante.

Outra alternativa seria substituir o valor do parametro « pelo valor maxi;<,|5%,

o que ¢ um resultado mais forte. O

Lema 5.15. O problema GRAFO-(1,¢) BEM COBERTO (G(1,¢)BC) pode ser resolvido
em tempo n°W) . Em outras palavras, € um problema pertencente & classe XP quando

parametrizado por L.

Demonstragao. Seja (G =(V,E),S,K', K2, K3,..., K*) uma instancia de G(1, ¢)BC.
Propomos um algoritmo que escolhe no maximo um vértice de cada uma das ¢ cli-
ques, e o adiciona a um conjunto independente potencial I € U(S\Ns(Ix)). Isto
claramente define um conjunto independente de G que pode ser maximal. Observa-

mos que qualquer conjunto independente maximal de G pode ser construido dessa
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forma e descartamos todos os conjuntos independentes que nao sao maximais. O
nimero de conjuntos considerados por este procedimento ¢ nf®.
Durante a execugao, verificamos se todos os conjuntos independentes maximais

possuem a mesma cardinalidade. O

A Tabela sintetiza os resultados apresentados até o momento.

1
A o (0.0) (1,0) (r,0)
parametro
r - - para-coNPh
’ coW[2]h coW[2]h NPh
XP XPp para-co
’ coW[2]h coW[2]h NPh
T, XP XP para-co
Em aberto
FPT FPT )
ol w . .. (generaliza
Trivial Trivial
G(3,0)BC)
coW|[2]h,
sem algoritmo
+ /¢ g(r)
¢ coW[2]h coW[2]h J(a )n
L Q XP XP a menos que
FPT=coW|2],
Algoritmo em tempo
27"(1”0(2)
FPT FPT FPT
e Teorema de Ramsey | Teorema de Ramsey | Teorema de Ramsey

Tabela 5.1: Complexidade Parametrizada do problema G(r,¢)BC.

5.3 Considerando a diversidade de vizinhanca como

parametro

A diversidade de vizinhanca é um parametro estrutural baseado em uma maneira
especifica de particionar um grafo em conjuntos independentes e cliques. Dessa
forma, nos parece um parametro natural a ser considerado no nosso problema, uma
vez que uma parti¢ao (r,¢) de um grafo G é também uma particao do seu conjunto

de vértices em cliques e conjuntos independentes. Este parametro é definido a seguir:

Definicao 5.16. [75] A diversidade de vizinhanga de um grafo G = (V, E), denotada
por dv(G), € o wvalor minimo t tal que V pode ser particionado em t conjuntos
Vi,..., Vi onde para todo v € V(G) e todo i € {1,...,t}, ou v € adjacente a todo
vértice em V;, ou nao € adjacente a nenhum deles. Observe que cada parte V; de G

€ uma clique ou um conjunto independente.
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Na Figura 5.2 fornecemos um exemplo de um grafo G = (V, E) tal que dv(G) = 5.

4 N

N %

Figura 5.2: Grafo G tal que dv(G) = 5.

E conhecido que a decomposicao da diversidade de vizinhanca minima de um

grafo G pode ser obtida em tempo polinomial O(n?) segundo [75].

Lema 5.17. O problema GRAFO BEM COBERTO ¢é FPT quando parametrizado pela

diversidade de vizinhanca.

Demonstracao. Dado um grafo GG, primeiramente obtemos uma particao de vizi-
nhanca de G com tamanho minimo usando o algoritmo em tempo polinomial. Seja
t := dv(G) e seja Vi,...,V, a particao minima de diversidade de vizinhanga para
V' obtida pelo Algoritmo de Lampis [75]. Como podemos observar, para quaisquer
pares de vértices nao adjacentes u, v pertencentes a mesma particao V;, se u pertence
a um conjunto independente maximal S entao v também pertence a S ou, de outra
forma, § nao poderia ser maximo.

Por outro lado, se N[u] = N[v], entdo para qualquer conjunto independente
maximal S, tal que u € S, existe outro conjunto independente maximal tal que
S, = S.\{u} u {v}. Dessa forma, podemos contrair cada parti¢ao V; que é um
conjunto independente em um tnico vértice v; com peso 7(v;) = |Sy|, e contrair cada
parti¢do V; que é uma clique em um tnico vértice v; com peso 7(v;) = 1, a fim de
obter um grafo G; com |V(G;)| = ¢, onde o peso de um vértice v; de G; significa
que qualquer conjunto independente maximal de GG possui nenhum ou exatamente
7(v) vértices de V;. Neste ponto, precisamos apenas analisar se todos os conjuntos
independentes maximais de G; possuem o mesmo peso (soma dos pesos de seus
vértices), que pode ser feito em tempo 2! para analisar todos os subconjuntos de

vértices de Gy, e n? para verificar se cada um deles ¢ independente maximal. O

Corolario 5.18. [75] Se G possui corbertura de vértices k, entdo a diversidade de
vizinhanga de G satisfaz dv(G) < 2F + k.

Teorema 5.19. O problema GRAFO BEM COBERTO € FPT quando parametrizado

pelo nuimero cobertura de vértice n — .
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5.4 Considerando a largura em clique como para-

metro

A nogao de largura em clique foi introduzida por Courcelle, Engelfriest e Rozen-

berg em [26] e tem atraido bastante interesse desde entdo.

A largura em clique de um grafo G, expresso por lc(G), é definindo como o
numero minimo de rétulos necessarios para construir G, usando as seguintes quatro

operagoes:
1. criar um tnico vértice v com um rétulo inteiro ¢ (expresso por £(v));

2. tomar a unido disjunta entre dois vértices (isto é, co-join) entre dois grafos

(expresso por @);

3. join entre todos os vértices com o rétulo ¢ e todos os vértices com o rotulo j

para i # j (expresso por 7; ;),
4. rerrotulac@o de todos os vértices com rotulo ¢ pelo rétulo j (expresso por p; ;).

Um termo algébrico que representa tal construcao de G e usa no maximo k
rotulos é denominado uma k-expressao de G (isto é, a largura em clique de G é o
valor minimo de k tal que G tenha uma k-expressao). Para conveniéncia do leitor,
fornecemos na Figura [5.3| uma 3-expressao para um grafo G.

Um exemplo de aplicacao de largura em clique, consiste nos problemas de decisao
que podem ser expressos em logica monddica de sequnda ordem, em inglés monadic-
second order logic (MSOL; ), uma extensao da logica de segunda ordem que permite
apenas quantificacoes sobre conjuntos; tais problemas sao resolvidos em tempo linear
em grafos cuja largura em clique é uma constante.

Por sua vez, LiwnEMsOL é uma extensao do MSOL nos qual alguns problemas NP-
dificeis podem ser expressos. Courcelle, Makowsky e Rotics [27] mostraram que todo
problema em grafos que pode ser definido em uma expressao LinEMSOL € resolvido
em tempo linear em grafos com largura em clique no méaximo k (ou seja, é FPT
quando parametrizado pela largura em clique). Usando um resultado de [80], o

mesmo resultado ¢ valido mesmo quando nenhuma k-expressao é dada.

Teorema 5.20. [27] Seja € uma classe de grafos com larqura em clique no md-
zimo k tal que exista um algoritmo O(f(|E|,|V])) que constréi uma k-expressao
definindo o grafo G em €. Entao, para todo problema LinEMSOL(Ty ) em €, existe

um algoritmo que resolve este problema em tempo O(f(|E|,|V])).

Uma decomposi¢ao em drvore de um grafo G = (V, E) é um par (7, X), onde
T =(I,F) é uma arvore, e X = {B;}, i € I é uma familia de subconjuntos de V(G),

chamados sacolas e indexados pelos vértices de T, tal que
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- J

Figura 5.3: Exemplo de uma 3-expressao para o grafo G.

1. cada vértice v € V aparece em ao menos uma sacola, isto é, U;; B; =V,
2. para cada aresta e = {x,y} € F, existe um i € [ tal que x,y € B;, e

3. para cada v € V o conjunto de vértices indexados por {i:i €I, ve B;} forma

uma subarvore de 7.

O comprimento de uma decomposigao em arvore é definido como max;er{|B;|—1}.
A largura em drvore de G, expresso por la(G), é o comprimento minimo de uma
decomposigao em arvore de G.

Da definicao segue que toda arvore tem largura em arvore igual a 1. Uma clique
K, tem la(G) igual a n — 1, uma vez que para qualquer decomposi¢ao em arvore
(T,X) de K, algum conjunto X, deve conter todos os vértices.

O Teorema descreve que, se um problema ¢é parametrizado pela largura
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em clique é FPT, entao o mesmo problema parametrizado pela largura em arvore
também é FPT.

Teorema 5.21. 28/ Para todo grafo G vale a desigualdade lc(G) < 3 -2!a(G) 1.

O Teorema [5.22 e os Corolarios [(£.23 e [5.24] exibem resultados considerando a

largura em clique e a largura em arvore como parametros.

Teorema 5.22. O problema GRAFO BEM COBERTO ¢ FPT quando parametrizado

pela largura em clique.

Demonstrag¢ao. Dado S € V(G), inicialmente observamos que a propriedade “S é
um conjunto independente maximal” é expressiva em MSOL;. De fato, construimos
uma formula p(G, S) tal que “S é um conjunto independente maximal” se e somente
se (@G, S) como segue:

[Au,vesS:edge(u,v)]A[RS": (SES)A(Ra,yesS : edge(z,y))]

Como (G, S) é uma expressao MSOLy, o problema de encontrar S méaximo e
S minimo em (G, S) esta definido em LiwemsoL. Dessa forma, podemos obter S
méaximo e S minimo satisfazendo ¢(G,S) em tempo f(lc(G))-n°M. Finalmente,

G & bem coberto se, e somente se, |max(S)| = |min(9)|. O

Corolario 5.23. O problema GRAFO BEM COBERTO € FPT quando parametrizado

pela largura em drvore.

Demonstragao. Segue diretamente dos Teoremas e e do fato que grafos
com largura em arvore limitados por k possuem uma largura em clique limitado por
uma funcao de k [28]. O

Corolario 5.24. Para r e { fixos, o problema GRAFO BEM COBERTO-(r,f) é FPT

quando parametrizado pela largura em clique.

Demonstracao. Como 7 e £ sao constantes, decorre do Corolério [5.23] n
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Capitulo 6
Conclusoes e Trabalhos Futuros

Neste trabalho consideramos a classe de grafos bem cobertos-(r, £), que é a juncao
de duas classes de grafos bem estudadas: os grafos bem cobertos e os grafos-(r, ().
Os grafos bem cobertos sao os grafos em que todos conjunto maximal é méximo, e
os grafos-(r,£) sao aqueles em que seu conjunto de vértices pode ser particionado
em 7 conjuntos independentes e £ cliques.

Para tal classe de grafos, estudamos trés problemas: PROBLEMA DE RECONHE-
CIMENTO, PROBLEMA SANDUICHE e 0 PROBLEMA PROBE.

No estudo do reconhecimento, consideramos dois problemas de decisao diferentes.
No primeiro, denominado PROBLEMA GRAFO BEM COBERTO-(r,{) (GBC(r,/()), é
dado um grafo G, e a questao é decidir se existe um grafo bem coberto-(r,¢). No
segundo, denominado PROBLEMA GRAFO-(r,/) BEM COBERTO (G(r,¢)BC), é dado
um grafo G juntamente com uma parti¢cdo (r,¢) do seu conjunto de vértices, e a
questao consiste em decidir se G é bem coberto. Isso gera duas familias infinitas
de problemas, para quaisquer inteiros nao negativos r e £, que classificamos como
sendo P, coNP-completo, NP-completo, NP-dificil e coNP-dificil. Apenas os casos
G(r,0)BC para r >= 3 permanecem em aberto.

Além disso consideramos a complexidade parametrizada desses problemas para
diferentes escolhas de parametros, tais como o tamanho « do conjunto independente
maximal do grafo de entrada, a diversidade de vizinhanga, a largura em clique, e
o namero ¢ de cliques em uma parti¢ao-(r,¢). Em particular mostramos que o
problema parametrizado de determinar se todo conjunto independente maximal de
um grafo de entrada G com cardinalidade igual a k& pode ser reduzido ao problema
G(0,¢)BC quando parametrizado por ¢. Adicionalmente, provamos que ambos os
problemas sao coW([2]-dificil embora possa ser resolvido em tempo XP. Esses resul-
tados estao publicados em [2] e [3].

Fornecemos uma caracterizagao estrutural para as classes de grafos bem cobertos-
(r,¢), onde (r,¢) = (1,0),(0,1),(0,2),(1,1),(1,2), com exce¢ao dos grafos bem

cobertos-(2,0), cujos resultados pertencem a Ravindra [90] e Favaron [43].
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No ESTUDO DO PROBLEMA SANDUICHE PARA GRAFOS BEM COBERTOS-(7,/)
(ps-GBC(r,1)) sao dados dois grafos G' e G?, tal que E' ¢ E? e a questdo é se
existe um grafo G bem coberto-(r, ¢), tal que E' ¢ E ¢ E2. Mostramos que os pro-
blemas Ps-GBC(1,0), Ps-GBC(0,1), PS-GBC(0,2) e PS-GBC(1, 1) sdo polinomiais, e
o problema PS-GBC(1,2) é NP-completo. O problema PS-GBC(2,0) permanece em
aberto. Tais resultados foram submetidos ao XIV LATIN AMERICAN THEORETI-
CAL INFORMATICS SYMPOSIUM, e posteriormente serao submetidos a um periédico
internacional.

No estudo do Problema Probe, dizemos que um grafo G = (V,E) é ¢-PROBE,
se existe um conjunto independente de vértice N ¢ V(G), bem como um conjunto
de pares de vértices E’ € S tal que o grafo H = (V, E'u E’) pertence a uma classe
% . Os problemas PP-GBC(1,0), PP-GBC(0,1), PP-GBC(0,2) e PP-GBC(1,1) foram
resolvidos, restando em aberto os problemas PP-GBC(2,0) e PP-GBC(1,2). A solugao
do problema PP-GBC(1, 1) encontra-se publicado em [1].

Como trabalhos futuros pretendemos estudar os problemas que permaneceram

em aberto tais como:
1. Resolver o problema G(r,0)BC para r > 3, bem como
2. resolver o problema PS-GBC(2,0).

Além disso, motivados pela dificuldade que estamos encontrando para resolver
o problema PS-GBC(2,0) utilizando a caracterizacao estrutural proposta por [90] e
[43], achamos que talvez uma caracterizagdo estrutural para grafos bem cobertos-
(2,0) que nao utilize o conceito de emparelhamentos, poderia nos ajudar a resolver
o problema.

Sendo assim, propomos também como possiveis trabalhos futuros:

3. Obter uma caracterizagao estrutural alternativa para os grafos bem cobertos-
(2,0), e

4. estudar os problemas ainda em aberto PP-GBC(2,0) e PS-GBC(2,0).

Outro problema que pretendemos resolver como continuacao desta tese consiste
no PROBLEMA PROBE NAO PARTICIONADO, definido formalmente a seguir:

PROBLEMA PROBE NAO PARTICIONADO PARA GRAFOS BEM COBERTOS-(r,¢) (NP-GBC(r,Y))
INSTANCIA: Grafo G = (V, E).
PERGUNTA: Existe uma parti¢ao V = (N, P) e conjunto E' € N x N tal que H = (V, EUE")

¢ um grafo bem coberto-(r, £)?

Desse modo, propomos também como trabalho futuro:
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. Estudar os problemas NP-GBC(1,0), NP-GBC(0, 1), NP-GBC(0,2), NP-GBC(1,1),
NP-GBC(1,2) e NP-GBC(2,0).

. Determinar a classificagdo de GBC(r,¢) na Hierarquia Polinomial (A, ou algum

subconjunto proprio de Ab?).
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