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S I N O P S I S 

La presente tesis trata del establecimiento de la distrl:_ 

bución de concentraciones en flujo turbulento con partículas sólidas 

suspendidas. Empléanse dos tratamientos analíticos diferentes: 

El primero consiste en una generalización del principio 

de similaridad cinemática de Th. von Kármán. El perfil de concentra 

ciones así obtenido aplÍcase satisfactoriamente para elevadas conce~ 

traciones de partículas gruesas y concuerda con experiencias realiz3:!: 

19 
das en laboratorio, en donde la mayor parte del transporte efectuóse 

en la zona baja del flujo. Con todo, la distribución de velocidades 

a ~ue se llega, ajústase con bastante precisión, en toda la vertical, 

a los valores medidos. 

El segundo tratamiento está basado en el coeficiente de 

transferencia de sedimentos. Consíguese de este modo una distribu -

ción de concentraciones aplicable a toda la vertical. Los resultados 

teóricos concuerdan, con razonable precisión, con mediciones efectua 

, , 14 
das en la zona media del Rio Grande, Nuevo Mexico. 

En los dos tratamientos es posible calcular la descarga 

sólida total en suspensión, mediante integración directa. 

Finalmente, la descarga sólida en suspensión calculada 

con el segundo procedimiento se compara con la dada por el Proceso Mo 

dificado de Einstein. 
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SINÓPSE 

A presente tese trata do estabelecimento da distribuiç;o 

de concentraçoes em fluxo turbulento com partículas sólidas suspensas. 

Sao empregados dois tratamentos analíticos distintos: 

O primeiro consiste em uma generalizaçao do princípio de 

similaridade cinemática de Th. voa Kármán. O perfil de concentraçoes 

assim obtido aplica-se satisfatoriamente para elevadas concentraçoes 

de partículas grossas e concorda com experiências realizadas em labo­

ratório ; 9onde a maior parte do transporte efetuou-se na zona baixa do 

fluxo. Contudo, a distribuiçao de velocidades a que se chega, ajusti!: 

se com bastante precis;o, em tôda a vertical, a dados medidos. 

O segundo tratamento está baseado no coeficiente de trans 

ferência de sedimentos. Co'.lsegue-se dês te modo uma distri buiç;o de 

concentraç;es aplicável a tôda a vertical. Os resultados teóricos 

concordam, com razoável precisao, com rnediçoes realizadas no médio 

R. G d N ,,, . 14 
10 ran e, ovo ,,rnxico. 

Nos dois tratamentos é possível calcular a descarga sóli-

- -da total em suspensao, mediante integraçao direta. 

Finalmente, a descarga sólida em suspensao calculada pelo 

segundo procedimento, e comparada com a dada pelo Processo modificado 

de Einstein. 
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ABSTRACT 

The oojective of this thesis is to determine the distribu 

tion of concentration in turbulent flow with suspended solid particles. 

Two distinct analytic approaches are employed to determi­

ne the concentration distribution; the first one consists of a gene­

ralization of the similarity principle of Th. von Kármán, and the se 

cond has been based on the use of a sediment diffusion coefficient,. 

The concentration prophile obtained by the first approach 

can be applied satisfactorily to flows wi th high concentration of 

coarse particles and the results agree substantially with experimen -

tal data of flows, 19 in which the major part of the transport took 

place at the lower part of the channel. On the other hand, the velo­

city prophile obtained agrees to a high degree of accuracy with expe­

rimental data, throughout the depth. of the channel. 

The second approach leads to a concentration distribution 

that can be applied to the whole depth of the channel, The theoreti­

cal results described in this thesis are in agreement with those ob­

tained by Nordin and Dempster in measurements taken at the Middle Rio 

Grande, New Mexico. 14 

The total suspended load is derived by direct integration 

of the concentration prophile obtained by both methods. The solids 

discharge, derived from the second approach is compared with the one 

given by the Modified Procedure of Einstein. 



INDICE 

Sinopsis 

Lista de Símbolos. 

CAPITULO I. IWrRODUCCION. REVISION DE LA 

LITERATURA. 

CAPITULO II. SH!ILARIDAD CINEMATICA EN EL 

TRANSPORTE SOLIDO POR SUSPEN­

SION. 

2.1 

2.2 

2.3 

2.4 

2.5 

2.6 

2.7 

2.8 

2.9 

2.10 

2.ll 

Suposiciones 

Corrección de la densidad. 

Corrección de la viscosidad 

Corrección de la velocidad 

tación 

Ecuación del movimiento 

Ecuación de la continuidad 

Principio de similaridad. 

dinámica 

de depos2:_ 

Esfuerzo cortante turbulento 

Perfil de velocidades. 

Perfil de concentraciones. 

Variación de la viscosidad dinámica 

V 

ii 

viii 

1 

26 

26 

27 

31 

32 

32 

35 

38 

49 

53 

57 

59 



2.12 Variación de la velocidad de caída. 

2.13 Comparación del perfil de velocida 

des.con las experiencias 

2.14 

2.15 

Comparación del perfil de concentra 

ciones con las experiencias 

Descarga sólida total en suspensión 

CAPITULO III. DISTRIBUCION· DE SEDIMEiiTOS SUS 

PENDIDOS BASADA EN EL COEFICI­

ENTE DE TRAc~SFERENCIA DE SEDI­

MENTOS 

3.1 Perfil de velocidades 

3.2 Coeficiente de transferencia de sedi 

mentas. 

3.3 

3.4 

3.5 

3.6 

3.7 

3.8 

DistribuciÓn de concentraciones 

Comparación de la teoría con las ex 

periencias. 

Comprobación del perfil de velocidades. 

Compro baci ón del perfil de concentra-

ciones. 

Obtención del exponente z2 • 

Descarga sólida total en suspensión 

Descarga sólida por arrastre 

Resultados. 

vi 

61 

66 

93 

105 

109 

109 

110 

112 

113 

115 

119 

121 

125 

128 

128 



CONCLUSIONES. 

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 

APENDICE, 

vii 

132 

135 

139 



A 

A, 

a 

B 

c.,. 
c 

c m 
d 

dl ,d2' d3 
F 

f 

GA 
G s 
GT 
g 

h 

11 

12 
i 

J 

k s 
1 

ln 

log 

m 

N 

n 

n2' n3 

Pf' 

viii 

LISTA DE SIMBOLOS 

Escala de velocidad 

Función definida. por 'la ecuación (3.27) 

Ni vel de referencia y = a 

Coeficiente 

Variable definida por la ecuación (2.3) 

ConcentraciÓn 

Concentración media en la vertical 

Diámetro de las partículas 

Coeficientes 

Función adimensional 

función adimensional 

Descarga sólida por arrastro en toneladas por dÍa 

Descarga sólida total en suspensión en toneladas por dÍa 

Descarga sólida total en toneladas por dÍa 

Aceleración de la gravedad 

Altura total del escurrimiento 

Valor adimensional definido por la ecuación .(1.26-a) 

Valor adimensional definido por la ecuación (1.26-b) 

Pendiente del fondo del canal 

Gradiente de energía 

Altura de rugosidad 

Longitud de mezcla de Prandtl. Escala de longitud 

Lora±itmo neperiano 

Logaritmo decimal 

Función adimensional 

Coeficiente 

Función adimensional 

Exponentes 

Peso del flÚido sin sedimentos 



p 
sw 

p 

s, 

t 

u 

u 
m 

u 
s 

u 

V 

X 

y 

z 

z, 

a 

/3 

Peso de los sedimentos sumergidos 

Pesçr de la mezcla 

Potencia para vencer la resistencia hidTaulica 

Potencia total para sustentar partículas de varios diáme 
tros 

Potencia para sustent·ar una partícula de diámetro dado 

Presión. Función adimensional 

Descarga sólida en suspensión por -unidad de ancho y peso 

Radio hidráulico 

Número de Reynolds 

Gravedad específica de los sedimentos 

Parámetro característico de la turbulencia 

tiempo 

Componente de la velocidad en la dirección del eje x 

Velocidad media en la vertical 

Velocidad en la superfície libre 

Velocidad de fricción 

Volumen de. la mezcla 

Volumen del flÚido sin sedimentos 

Volumen de los sedimentos 

Componente de la velocidad en la dirección del eje y 

Velocidad de depositaciÓn de las partículas 

Velocidad de deposi tación en agua _en reposo 

Factor de corrección 

Coordenada en la dirección del flujo medio 

Coordenada perpendicular a la dirección del flujo medio 

Exponente en la distribución de concentraciones de la e-. , 
(1- 7) cuacion 

Exponente en la distribución de concentraciones de la e-. , 
( 2. 55) cuacion 

Exponente en la distribución de concentraciones de la e­
cuación (3.17) 

·aravedad específica de los sedimentos sumergidos 

Coeficiente 



€ 
s 

TJ 

À 

V 

T 

Peso específico de la mezcla 

Peso espe.cÍfiico del flÚido 

Peso específico de los desimentos 

Peso específico de los sedimentos sumergidos 

Expresión definida por ~ = Ks/X 

Espesor nominal de la subcapa laminar 

X 

Coeficiente de transferencia de momento o viscosidad ci­
nemática aparente o virtual 

Coeficiente de difusión ó-de transferencia de sedimentos 

Factor adimensional 

Parámetro 

Viscosidad cinemática 

Viscosidad dinámica 

Factor adimensional 

Densidad de la mezcla 

Densidad del flÚido 

Esfuerzo cortante 

Escalas adimensionales 

Constante universal de von Kármán o coeficiente de cam­
bio turbulento 



1 

CAPITULO I 

INTRODUCCION - REVISION DE LA LITERATURA 

Es de gran interés en varias ramas de la Ingeniería cono­

cer el comportamiento de partículas discretas suspendidas en flujo 

turbulento, Aparte del conocimiento incompleto del mecanismo de la 
.. 

turbulencia, entran en juego numerosos factores que dificultan la 

solución del problema de la suspensión de sedimentos. 

La forma de distribuÍrse las partículas sobre la vertical 

depende en grande parte de 1) concentraciÓn de las partículas; 2) 

tamano de las partícul_as con respecto a la' escala de la turbulencia 

del flÚido. 

Cuando la concentración es grande, existe interacción_ di­

recta entre las partículas a través de choques y de efectos que el 

flujo ocaciona en .la_,"vecirÍ~~ de los sedimentos. El movimiento re­

lativo de las partículas con respecto al flÚido puede causar una di 

sipación extra de la energÍa cinética, amorteciendo la turbulencia; 
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ésta puede incluso ser anulada ante la presencia de concentraciones 

extremadamente altas. Si las partículas son muy finas, además de los 

efectos purca.mente hidrodine.micos tienen un papel importante otros, 

tal como la ·aglomeración de: partículas, 

El otro caso extremo corresponde a concentraciones muy pe­

quenas; puede entonces despreciarse la interferencia entre las pa.E_ 

tículas y:considerar individualmente cada una de. ellas, Si las pa.E_ 

tículas son grandes comparadas con la escala de'la turbulencia, el 

incremento de la resistencia al flujo será el principal efecto de la 

turbulencia sobre laB,partÍculas; éstas seguirán más o menos elmo~ 

vimiento lento de los grandes remolines caracterizados por la macro­

escala de la turbulencia, Si por el contrario, las partículas son -

peque;ias comparadas con la micro-escala, ellas tenderán a seguir to 

das las componentes turbulentas del flÚido, siendo la resistencia de 

tas partículas de naturaleza enteramente viscosa, 

r11eóricamente se conoce poco acerca de la dinámica de la mez 

ela de partículas discretas de tam~o y concentración arbitrarias, en 

donde a la vez existe turbulencia, Para concentraciones altas de pa.E_ 

tículas finas, la mezcla puede considerarse como u..na suspensión homo­

genea y ser tratada como flúido no Newtoniano con ciertas caracterís­

ticas distintivas. 
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En los varios tratamientos analíticos sobre el problema de 

suspensiÓn de sedimentos se considera la regiÓn ubicada desde una 

cierta distancia del fondo, de modo que los efectos de frontera o­

cacionados por el transporte de arrastre no influy,an directamente, 

La formulación elemental sigue los princípios de la mezcla ·y difu­

sión turbulentas. Asúmese que el movimiento es estacionaria y que 

los valores medios dela distribución de ~edimentos y de velocidad 

permanecen los mismos a lo largo del curso de agua (principio deu­

niformidad), La componente vertical de la velocidad turbulenta 

transporta flÚido en sentido ascendente y descendente,· mas el por­

centaje neto de :flufo-. a través de un área unitaria horizontal es 

cero. Superpuesta al movimiento de las partículas transportadas 

por el fl'uido merced a las fluctuaciones turbulentas está la velo­

cidad de caída o de depositación W, Asumiendo que el mecanismo de 

difusiôn tUJ'.'bulenta es análogo al mecanismo de cambio de momento en 

1 -
el flujo y usando la ecuación de continuidad, O'Briend llega a la 

sigu.iente ecuación diferencial para suspensiÓn de sedimentos: 

en donde 

.cW+ e: s 
1.1 
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e = concentración de partículas suspendidas 
" 
w = velocidad de depositación 

E = coeficiente de transferencia de sedimentos 
s 

y = coordenada perpendicular a la dirección del flujo medio 

La ecuación.·( 1.i) implica un estado de equili brio entre el 
~.,,.·' ·~ .. 

porcentaje de sedimentos que descienden y la cantidad de los mis -

mos que se movimentan en sentido ascendente gracias a las fluctuaci.2_ 

nes turbulentas. 

Empleando la hipÓtesis dada por Boussinesq2 en analogÍa con 

el coeficiente de viscosidad cinemática para flujo laminar: 

1.2 

y combinando con la distribuciÓn lineal del esfuerzo cortante turbu 

lento 

1.3 

se obtiene: 

= 1.4 



en donde: 

5 

Em= coeficiente de transferencia de momento, también lla­

mado viscosidad cinemática aparente o virtual del flu 

jo turbulento. 

-:i• = esfuerzo cortârtte turbulento 

T- = esfuerzo cortante en la pare d ( f 0 .ndo) -·o 

= densidad del flÚido 

u = componente de la velocidad del flÚido en la dirección 

del flujo media 

Admitiendo la distribución logarítmica de velocidades dada 

22 
por Keulegan 

en donde: 

u - us 1 
-------''-,= --- ln 

du 
dy 

u 
= __.s 

Xy 

X 

Sustituyendo(l.5b) en(1.4)y aceptando Em= E : 
s 

1.5a 

1.5b 

1.6 



u = velocidad en la superfície libre 
s 

u* = JT/pf = Jg R J = velocidad de fricción 

6 

X = constante universal de von Kármán o coeficiente de cam 

bio turbulento 

g = aceleración de la gravedad 

R = ~adio hidráulico 

J = gradiente de energía 

1a eóuación(l.6)da una distribución parabólica para E , anu 
m -

lándose para y = O y y = h, el valor máximo ocurre en y = h/2 :: · y es 

E máx = 0.25 u* X h. Nótese la inconsistencia entre la distribució,; 

__ ··. lineal dei' esfuerzo cortante, ecuación (1.3) ·· y la distribución 
• u 

logarítmica de velocidades (ecuación 1.5a) que fué deducida para la 

capa de esfuerzo cortante constante. 

Sustituyendo la ecuaciÓn (1.6) en la (1.1) e integrando ob-

tiénese: 

c-
= lh 

y a 
a) Z ~ . 

º y h 
-•a 

1.7 

con 

z w 
= 1.8 

u*X 

El valor de a es un nivel de referencia en donde se oonoce. 
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la concentraciÓn C = C • Einstein3 sigue otro procedimiento mas lle 
a 

ga a la misma ecuación (1.7). 

Hunt4 propuso un refinamiento a la teoría elemental de la 

difusión. Considerando flujo uniforme y estacionario y·llevando en 
' 

consideraciÓn el espacio ocupado por las partículas de sedimentos, 

la ecuación general para la difusión turbulenta de material unifor 

me es: 

(1 - c) cw = O 1.9 

Siendo c la concentraciÓn en volumen, definida como el cuociente en 

tre el volumen de sedimentos y el volumen total. 

Despreciando el volumen de agua desplazado: 

E s de + C de ( E - E ) + cw 
dy dy m s 

o 1.10 

la cual es idéntica a la ecua,ción(l.l) cuand.o E :.;,= E ....• Si aceptamos 
. s m 

que E = E , mas llevamos en:,consideración el volumen ocupado por 
s m 

, 
las partículas, se tiene: 



e:
6 

de + ( 1 - e) wc = O 
dy 

1.11 

El coeficiente de difusión e: usado por Hunt se obtiene 
s 

8 

con el mismo procedimiento empleado para de ~educción de (1.6), con 

la diferencia de que du/dy se obtiene de: 

1.12 

La ecuación (1.12) se consigue usando el principio de sirni 

laridad de von Kárman. B es una constante a ser determinada con da 

tos experimentales. P.ara agua sin sedimentos se asume que,,: 

(dujdy)y.,=·P,) tiende a infinito; entonces B = 1 y la ecuación se 

transforma en la dada por Th.von Kárman en su ley universal de dis­

tribución de velocidades 2• Con la hipótesis de Boussinesq y la eC:!!,a 

;•ción (1.12) substituídas en la (1.11), obti~nese por integración 

la ecuación de Hunt para distribución de sedimentos suspendidos: 

( e)( 0

a )-íl/CYZh [Bs-Vl-a/hl]Z 
1 e 1 ºa •LV1 - a/h Bs - -Vl - y/h 

1.13-a 
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en la cual 

1.14 

el subÍndice sindica los términos referentes a sedimentos. Para p~ 

que~as concentraciones puede usarce 

c 
c 

a 1.13-b 

Usando datos de Vanoni,Hunt mostró que su ecuación, con B 
s 

y Xs calculados convenientemente, concordaba mejor con medidas de 

concentraciÓn que la ecuaciÓn (1. 7). B varió entre 0.99 y 1, y 
s Xs 

entre 0.31 y 0.44. El hecho de que la ecuación (1.7) posea una cons 

tante arbitraria en cuanto la (1.13-a) contiene 2, hace que los da­

tos se adapten mejor a ésta Última. Sin embargo la ecuación de Hunt 

no ha sido usada, posiblemente por su forma complicada y por conte­

ner más de una constante arbitraria. 

Hans A. Einstein y Ning Chien5 propusieron algunas modifica 

ciones a la teoria en la cual está basada la ecuación (1.7) con el 

finde explicar las divergencias entre la teoría y la práctica. Es­

ta teoría está basada en la idea de la longitud de mezcla. Asúmese 
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que tanto el flÚido como los sedimentos muevense verticalmente a 

través de un área horizontal situada al nivel y,· una distancia que 

.en media es igual a la longitud de· mezcla. Después de esto tiene lu 

gar la mezcla en la nueva capa vecina. Introduciendo otras suposi­

ciones Einstein y Chien.obtienen la ecuación: 

e 
e 

a 

en donde 

w 
z = xu.,, 

- 1 

1.15 

1.8 

N es una constante a determinarse con datos de la experie.!!; 

eia. La ecuación (1.8), además de contener dos constantes arbitra­

rias, complica el cálculo de la descarga sólida en suspensión por 

su forma complicada. Para valores peque~os dez, la (1.8) se redu­

ce a la ecuación (1.7). 

Han sido realizadas numerosas mediciones de distribuciÓn 

de sedimentos suspendidos por varios investigadores, ya sea en co­

r:;'ientes naturales o en laboratorio, dem~rístrando que la forma de la 
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ecuación (1. 7) concuerda con las experi encias. Sin embargo los valo­

res de Z calculados con la fórmula (1.8) no corresponden a los valo 

res medidos que en general resultan menores que los teóricos, indi­

cando que la distribuciÓn de sedimentos suspendidos es más uniforme 

que lo predicho por la teoría expuesta. Las discrepancias existen­

tes entre la teoría y la práctica se del:Jen, en resumen, a dos causas 

.;;•élecci-Ón ·inadecuada del coeficiente de transferen~ia de sedimentos; ......... -

-iieterrnihación incorrecta del exponente Z. 1,/ "•y . _, • , .• -~·. 

Una de las correcciones empleadas para E es: 
s 

E , 
m 

1.16 

en donde 8 es una funciÓn del tamano de las partículas. Por tanto 

el exponente de la distribución de sedimentos será Z = w/8 Xu,. que 

es de la misma forma que el dado por Hunt. En base a una serie de 

6 
experiencias, Ismail dia los siguientes resultados: 

E = 1.5 E para granas de 0.1 mm 
s m 

E = 1.3 E para granas de 0.16 mm 
s m 

Tanto la ecuación (1.16) como la (1.6), anulan el valor de 
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E para y = O e y = h. Por el contrario experiencias realizadas por· 
s 

Neil L. Coieman7 en laboratorio muestran que el coeficiente de trans 

ferencia de sedimentos aumenta con la distancia desde el fondo del 

ca.vial, adg_uiriendo un valor máximo a una distancia aproximadamente i 

gual a 20 ó 30% de lá altura total tendiendo desde allÍ a mantenerse 

constante hasta la superfície libre. 

La segunda dificultad refiérese a la determinación del ex­

ponente Z el cual a su vez depende de la velocidad de caída y del 

coeficiente de cambio turbulento. Numerosas ideas se han dado sobre 

la influencia de la concentración en _la velocidad de depositación8 • 

9,lO,ll,l 2 mas todavía no se ha encontrado una relación satisfacto­

ria. El incluír una fórmula que de la variación de la velocidad de 

depositación con la concentración puede, además de complicar el cál­

culo, ocacionar errores en vez de· mejorar la determina:cibn -dé z. Aco~ 

túmbrase por eso a emplear como velocidad de caída aquella que corres 

ponde a la de depositación de partículas en agua tranquila, Wf dada 

por la ecuación de Rubey o tomada de las curvas estandar de veloci­

dad de caída. Mas a pesar de usar W f en vez de W, los r~sul tados 

experimentales hacen preveer que el exponente Z no varia con la po­

tencia 1 de W l mas si con una potencia menor. Col by .y. Hembrée13 

encontraran una expresión del tipo Z ~ W 0 •7 en cuanto Nordin 
f ' 

y 
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Dempster14 dieron la expresiÓn Z o, W O• 55 

En cuanto al coeficiente de cambio turbulento, éste posee 

para flujo paralelo de agua sin sedimentos un valor de X= 0,4, o.E_ 

servándose que disminuye a medida que aumenta la concentración de 

partículas hasta un valor de 0,2 Ó menos. Para explicar la disminu 

ciÓn de X y por ende la disminución en el coeficiente de transferen­

cia de momento,. Vanoni 15 estableciÓ la hipÓtesis de que la turbulen­

cia disminuye cuando existe presencia de sedimentos. En efecto és­

tos se mantienen suspendidos merced a una velocidad vertical y la e­

nergia necesaria para que esto ocurra debe prevenir de la turbulen-

eia. 

La cantidad de energía por unidad de tiempo o la potencia 

para mantener un grano en suspensión es igual al peso surnergido del 

grano multiplicado por su velocidad de caída. La potencia P para sw 

sustentar partículas de sedimentos, de un dado tamano o una dada ve­

locidad, en una columna de flÚido de secciÓn transversal unitaria y 

altura igual a la .Profundidad h de la corriente es: 

1.17-a 
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e está d.ado en peso por unidad de volumen. La ecuación (1.17-a) 

puede escribirse: 

p = (1 
SW 

- --1_) w 
ys 

e: h 
IIl 

1.17-b 

en donde C es la concentración media sobre la vertical. La pote~ 
m 

eia total será: 

1.18 

debiendo la sumatoria extenderse a todos los valores de W. 

tencia P para vencer la fricción sobre la colurnna de agua es: 
f, 

en là-·.cual 

1.19 

u es la velocidad rnedia del flÚido; entonces: 
m 

Í: ·e IIl W 
y u J 

· f m 

1.20 

Si se usa la potencia P' empleada para sustentar los sedi 
s 

mentos entre los niveles yi e y2 se tiene: 



·cin1W 
Y,U J 
f m 

en donde Cml es la concentración media entre y
1 

e y2 • 
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1.21 

Se han trazado gráficos
16

•17 de P /Pf y de P' /Pf contra X 
S 1 1 S1 , 

que permiten una estimativa del valor del coeficiente de cambio tur 

bulente. 

Mikio Hino18 trata del mismo problema partiendo de la ecua 

ción de la energÍa para flujo con pàrticulas suspendidas y de la e-

cuación de balance de aceleraciones rara movimiento turbulento; a~ 

que realiza algunas aproximaciones no muy justificables, la teoría 

desarrollada permite predecir el comportamiento de algunas caracte­

rísticas del flujo. La constante de von Kárman invariablemente de­

crece con el aumento de la concentración. Para flujos con partícu­

las de flotación nula, la intensidad dela turbulencia aumenta al au 

mentar la concentraciÓn de sedimentos, decreciendo gradualmente a .. 

medida que la densidad de los sedimentos aumenta con relación a la 

densidad del flÚido. La teÔría también precí'l.ce una rápida disminu­

ción del coeficiente de difusión. 

H. A. Einstein y Ning Chien5 propusieron una aproximación 
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de segundo orden para la teoría de suspensión de sedimentos. Asu­

miendo que las fluctuaciones de la velocidad siguen la ley normal 

del error, que la longitud de mezcla del flujo turbulento obedece 

a la función de distribución predicha e incluyendo las derivadas de 

orden superior de la concentración, Einstein y Chien llegan a: 

z. = 
z 

e --------------;::=~=-;:.:..:_-------

1.22 

siendo 

L = ln (1 + Bx) 

B = constante 

La diferencia entre los valores de Z calculados con la e­

cuación (1.22-a) y los calculados con (1.22) es peque~a para propó­

sitos prácticos, afectando unicamente a partículas gruesas, las c~ 

les ocupan un peque~o porcentaje entre los sedimentos' suspendidos, 
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DESCARGA SÓLIDA TOTAL POR SUSPENSIÓN 

Con.siderando que la velocidad de los sedimentos en la di­

rección del _flujo medio es igual a la del flÚido, la descarga sóli­

da total en suspensión por unidad de peso, ancho y tiempo que se 

mueve desde el nivel y = a hasta la superfície libre, está dada por 

h 

qs =f cu dy ' 

a 

1.23 

Sustituyendo en la ecuación (1.23) el valor de c dado por 

la (1.7) y utilizando para u la ecuación dada por Keulegan 

u = 5.75 u* log (30.2 y/ n) 1.24 

Einstein3 llega a la siguiente expresión: 

1.25 

con: 



en donde: 

1z - 1) 1'1. ( 1 
I

1 
= 0.216 ----

(1 - A)z ~ 

I2 = 0.216 _J_z_-_1)_11(1 
(1 - A)z _ 

k = 
s 

k 
s 
X 

altura de rugosidad 

18 

dy 1.26-b 

X factor de 
. , - correccion que es función de K / ô s 

ô - espesura de la subcapa laminar dada por Einstein como 

= 11.6 v/u. 

\) = viscosidad cinemática del agua 

a -nivel de referencia y = a, que delimita la zona del 

transporte de arrastre de la del transporte por suspe~ 

sión y que es tomado por Einstein ·igu·a1_ a-d9_ii.__v'!ce:c;_ el 

•di"áme-tro. 

A= a/h 

e = concentraciÓn al nivel y = a 
a 

z = wf/0.4 u.,, 
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El factor(ll.6 u*) que aparece en la fórmula de la descar­

ga es la velocidad en la interface de la subcapa laminar en el caso 

de fondos hidráulicamente lisos, o la velocidad que ocurre a una di~ 

tancia desde el fondo igual a 3.68 veces el diámetro de rugósidad en 

tratándose de fondos rugosos. Los valores de las integrales I
1 

e I 2 

están dadas en gráficos, •conA y Z como parámetros (referencia 3). 

Los valores de la descarga sólida calculados con la ecua­

ción (1.25), no concuerdan con experiencias realizadas13 debido so­

bre todo a la introducciÓn del valor de Z = W /0.4 u que según se 
f * 

dijo no concuerda con la realidad. El proprio Einstein mencionó es 

ta dificultad. Por otro lado este proceso falla en el cálcula de la 

-~ ~ 

descarga de particulas bastante finas las_,,cua:les están distribuídas 

casi uniformemente sobre la vertical. 

B. R. Colby y C. H. Hembree13 formularan un proceso denoml:_ 

nado "Proceso Modificado de Einstein". Fue aplicado por la primera 

vez para calcular la descarga del río lhobra,;.a, cerca de Cody, Ne­

brasca. El proceso se basa en·1as fórmulas de Einstein3 y consiste 

en el cálculo de la descarga sólido para los varios diámetros apli­

cando métodos diferentes de cálculo para partículas de tamano pequ~ 
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no y part.iculas de tamano. mayor, En la categoría de las partículas 

de diámetro menor, la descarga sólida para un dado diámetro se cal­

cula multiplicando la descarga en suspensión en la zona muestrea~~ 

por la relación entre la descarga teórica total de sedimentos sus 

pendidos y la descarga teórica de sedimentos en suspensión en la zo 

na muest:reada para ese diámetro. · Esa relación calcÚlase dividiendo 

el producto, de la velocidad y concentración teóricas, integrado de~ 

de la superficie hasta la cima de la capa de fondo (capa de espesor 

igual a 2 veces el diámetro) por el producto similar integrado des­

de la superficie hasta el limite inferior de la zona muestreada, En 

la categoría de las particulas mayores, la descarga total se calcu­

la siguiendo el método de Einstein, mas usando diferentes procesos 

para la evaluación del exponente z, de la velocidad de fricción con 

respecto a las partículas u~ y de la intensidad de arrastre ()<t> •. La 

principal dificultad del proceso modificado de Einstein está en la 

elección del diámetro limite que separa los diámetros e.n las dos ca 

tegorías; una inadecuada elección conduce a. resultados discordan-

tes. 

El presente trabajo tiene como objetivo el establecimiento 

de una formulación de uso fácil, que permita el cálculo de la des­

carga sólida con razonable precisión. Empléanse dos tratamientos a 
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nalí ticos· diferentes. 

El primero de ellos se describe en el capítulo 2 y consiste 

en una generalización ·de la regla de similaridad de von Kármán. Se 

realizan las siguientes suposiciones: 1) Flujo bidimensional, esta 

cionario y uniforme; 2) Las dos fases, flÚido sólido pueden ser tr2: 

tadas como una sola denominada mezcla, con gradiente de densidad; 

3) Las particulas siguen el movimiento de la mezcla en la dirección 

dél flujo medio y poseen una velocidad de deposi tación W. Partien­

do de las ecuaciones del movimiento y continuidad de la mezcla para 

p-y µ variables obriénense las siguientes ecuaciones para la distri-· 

bución de velocidades y concentración: 

( 
} + 
À + 

y/h ) 
y /h o 

en donde 

À = para.metro 

y = valor de y para el cual u o. 

en donde 

1.27 

o 

1.28 

• 
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c = concentración en porcentaje de voluroen líquido 

z,= función adimensional dependiente de -X y de la concen­

tración cb -ai nivel y = y
0 

d,= fu.~ción adimensional dependiente de cb 

La distribución (1.27) fue comparada con una serie de 16 

experiencias realizadas en laboratorio por, Einstein y Chien19y ella 

se ajusta con bastante precisión, en toda la vertical, a los dates 

medidos. Para concentraciones menores a 2400ó ppm en media, el va­

lor de À puede hacerse igual a cero con lo que la ecuación (1.27) 

se transforma en la distribución dada por Keulegan. Las mismas ex­

periencias se usaron para verificar la validez de (E:28) llegándose 

a concluír que ella aplÍcase únicamente en la zona haja del flujo 

comprendida entre y = y e y = 0.10 á 0.20h. Si' llevamos en consi-o 

deración que las experiencias fueron realizadas para diámetros sup~ 

riores a 0.27 mm, la descarga sólida total en suspensión calculada 

a partir de la distribución (1.28) conduce a resultados satisfacto­

rios, pues lá mayor parte del transporte para ese clase de diámetros 

ocurre precisamente en la zona baja del flujo, pudiendo despreciar-

se la parte de sedimentos que se transportan en la zona alta. Al fl 

nal del capítulo II se calcula la descarga mediente integración del 

producto (u.c) desde y = Y hasta y = y en donde y es la ordenada o r r 

para'la cual la concentraciÓn es prácticamente nula. 
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- _L?,§ . de~carg§L~~sr ~bt_e_nida_s _:;'_e =c.omparan con la.s 

',calculadas~ 1,1s_a_r_ido la expresión_-_dáda~p~r E~~i~g-~_!i;;_,;;:nt6ft 2Cl) 

los resultados son prácticamente los mismos. En la gran mayoría de 

casos que ocurren en la realidad, la ecuación (1.28) está limitada 

en su uso porque: 

1) Ella describe la distribución de concentraciones para 

partículas de diámetro mayor, generalmente superior a 

0.27 mm, las cuales ocupan-un pequeno porcentaje entre 

los sedimentos suspendidos. 

2) Dada su forma aplÍcase para concentraciones elevadas, 

generalmente superiores a 10000 ppm em media 

El segundo tratamiento analítico descrito en el capítulo 3 

está basado en el coeficiente de transferencia de sedimentos y con­

duce a resultados mucho más generales y útiles. Asúmese también 

que el flujo e~ bidimensional, estacionario y uniforme, que las pa,!_ 

tículas tienen la misma velocidad del flÚido en la dirección del 

flujo medi o, poseyendo una velocidad W de deposi tación.. Usando la 

distribución de velocidades dada por la ecuación (1.27) y aceptando 

las hipÓtesis de Prandtl dadas en su teoría de la longitud de mez­

cla se obtiene para el coeficiente de transferencia de sedimentos 
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la expresión: 

X u (y + À h) 
* 

1.29 

q_ue coincide con experiencias realizadas por Coleman7 hasta una al­

tura q_ue varía entre 0.20 h y 0.30 h: sin embargo la utilización 

de la ecuación ,(1.29) en toda la vertical no conduce a errores apr~ 

ciable_s para prqpÓsi tos prácticos, como puede concluírse del apénd1:_ 

ce 1 y de los resu.Ltados obtenidos con mediciones realizadas en el 

,· ,,,......, 
"rioGrande, Nuevo 
.. -!"" 

],,• . 20 ( 3) ,exico cap. • 

diferencial de 0'Briend se tiene: 

c (~)-z2 = 
À + a h e a 

con z2 = ~ 
X u* 

Empleando ( 1. 29) y la ecuación 

1.30 

1.31 

La validez de la ecuación (1.30) se comprobÓ con 23 expe­

riencias realizadas en los rios Bernalillo y Socorro, afluentes del 

rio Grande en Nuevo Jlléxicc14' concluyéndose q_ue ella se aplica a to­

da la vertical, con una peq_ue~isima discrepancia para diámetro sup~ 
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riores a 0.354 mm que casino se encuentran en suspensión. Sin em-

. bargo los valores de z2 calculados con 1.31 no concuerdan con ~':,i v~ 

lores medidos. Esto ·11evó a una investigación adicional que culminá 

con la expresión 

con 

en donde 

1.32 

1.33 

c,· = concentración en ppm al nivel y = y, que será de pre­

ferencia el nivel más bajo de muestreo 

d = diámetro de las partículas 

La ecuación (1.32) fue comprobada con 92 mediciones, para 

diámetros comprendidos entre 0.0112 mm y 0.354 mm. 

Finalmente, con las ecuaciones 1.30 y 1.27 se calculan las 

descargas sólidas totales en suspensión y l.os resultados se compa­

ran con los obtenidos usando el Proceso Modificado .de Einstein. 



CAPITULO II 

SIMILARIDAD CINEMATICA EN EL TRANSPORTE 

SOLIDO POR SUSPENSION 

2.1 Suposiciones 

26 

Consideremos un canal abierto transportando partículas so­

lidas en suspensión. Aceptaremos las siguientes· suposiciones bási­

cas, prévias al desarrollo de la teoría: 

1- Flujo turbulento, bidimensional, estacionario y unifor-

me. 

2- El transporte se realiza mediante las fluctuaciones tur 

bulentas. 

3- Las dos fases: flÚido, sólido pueden juntarse en una u 

nica fase, con gradiente de densidad, denominada "mez­

cla". 

4- Comportamiento Newtoniano de la rnezcla. Esta suposi­

ciÓn es aceptable, cuando la concentración .media c, en 

volurnen, es menor a 0.2. Concentraciones rnayores alva 
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lor indicado se encuentran muy raramente en la práctica. 

5- El flÚido es considerado incompresible, mas la densidad 

de la mezcla es \varfabl·e. 

6- Los sedimentos siguen el movimiento de la mezcla en la 

dirección del flujo principal, mas, debido a que los se 

dimentos pueden tener mayor densidad que la mazela, po­

seerán una velocidad diferente en el sentido vertical. 

7- El fondo puede· ser móvil o rígido, mas plano para mant~ 
. , 

ner la condición de uniformidad. Plano en el sentido 

de que las irregularidades del fondo sean lo suficiente 

mente pequenas para ser consideradas elementos rugosos. 

Cuando las dunas y barras del fondo, poseen una dimen­

sión apreciable, aparte del efecto tridimensional oca­

cionado por la mudanza de forma, ocurren alteraciones 

en las cantidades características del transporte, tales 

como la velocidad de fricción y el coeficiente de cam -

bio turbulento. 

2.2 Corrección de la Densidad 

Sean: p = densidad de la rnezcla 

y = peso específico de la rnezcla 
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p = peso de la mezcla 

pf = peso·del líquido sin sedimentos 

p = peso de los• sedimentos sumergidos s 

V = volumen de la mezcla 

vr = volumen del líquido sin sedirneYltos 

V volurnen de los d' . t f''l = se imen OS,J_ 
s \., .. 

yf = peso específico del líquido 

Y' s = peso específico de los sedimentos sumergidos 

c = concentración entanto por uno de volumen lÍqui-

do 

c = concentraciÓn entanto por uno de peso líquido p 

g = aceleración de la gravedad 

Si tomamos un pequeno elemento de rnezcla, podemos conside­

rar en él que las partículas están distri buÍd.as con una concentra -

ción rmiforme, de manera que: 

1 p 
=----= 

1 
g g V 

Pero cerno P = e, P 
s •'p f 

Vs = c vf 

= 
1 Pf+ cpPf 

g Vf+ .ç,/Vf = 
1 
g 

c ) 
p 

e) 
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Se deduce que: 

Y' 
é s 

= e 
p yf 

Sustituyendo este valor en la expresión anterior e introdu 

ciendo la gravedad específica de las partículas suroergidas: 

obtiinese 

Y' s 
a= 

p = P [l+ac) 
f 1 + c 

Introduciremos la varia.ble 

1 + aº = l + e 

en la ecuación 2.2: 

a > 1 2.1 

2.2 

2,3 

La ecuación (2,2) representa la densidad instantán8e. de la 

mezcla, habiéndose tomado en cuenta el espacio ocupado por las parti_ 

culas sólidas dentro del campo de flujo. 

Como posteriormente aplicaremos las prop'iedades del flujo 
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turbulento, debemos dividir C* en dos partes: una de ellas corres­

ponde a la media de tiempo ajustado C* y la otra a la fluctuación 

Ct • 
* • 

La fluctuà.eión C~ se debe a la fluetuaeión e' de la eoneen 

traeión y puede expresarse de la manera siguiente: 

De 

e = e + e• 
* * * 

e 1 + a.e 
= 

* l + e 

donde:· 

C*= 
1 + a.e 

-1 + e 

e• (a 
= * -(1 + e 

+ 

l+afC+e') 
l+ (e + e') 

( a - 1) e' 

(1 
-

+ e')(l + +e 

1) e' 

+ e' )(1 + "C) 

2.6-a 

2.6-b 

"C) 

2.8 

Si bien la media en relaeión al tiempo de e' es igual a e~ 

ro, no podemos deeir a priori Que C~ sea también- ée:ro-: >Sin. embargo 
~----- ~ - -· ,/ • 

! 
podemos desarrollar e; en serie de Taylor de la siguiente manera: 

,·) . 



c'2 
+ 

(1 + ~) 
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Como e' es mucho menor Que 1, sus potencias a partir de la 

segunda pueden despreciarse; por tanto: 

e• "' * 'v 

e• "' * 'v 

(et-l)c•· 

(1 + õ") 2 

Del mismo modo: 

2.3 CorrecciÓn de la Viscosidad Dinámica 

2.10 

2.ll 

2.12 

2.13 

La variación de la vi.scosidad dinámica µ, se debe a lava 

riación Que sufre P con la concentración: 



11 = 11(0) 2.14 

Admitiremos que: 

2.15 

Siendo 11r la viscosidad del líquido puro y f una función todavía 

desconocida. 

2.4 Correción de la Velocidad de Depositación 

De modo semejante: 

W = W(c) 

W = Wf F( e) 
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Siendo Wf la velocidad de caída en agua limpia y F una función a 

determinar. 

2. 5 Ecuación del Movimiento 

has ecuaciones de Navier-Stokes para flujo bidimensional, 

con p y 11 variables son: 



du _à.E ..a_ 
P dt = - a x + 1-lf ax 

2 ---
3 µ 1... [( ~ + h) f] fox ax ay + Pgi 

Donde: 

p = presión 

g = aceleración de la gravedad 

av 
ax 

Fig. 2.1 

2.18 

2.19 
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i = Sen 0 = pendiente del fondo, que coincide con la pen­

diente energética J por tratarse de flujo uniforme 



Nota: 
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j =-Cos e 

u = velocidad instantánea en la dirección x 

v = velocidad instantánea en la dirección y 

d a a a ã't = at + u a x + v ay = de.ri vada sustancial 

en lo que sigue, las "barras" encima de las letras o expr~ 

siones denotarán las medias con relación al tiempo y las 

"primas", fluctuaciones de bidas a la turbulencia. 

Para obtener la ecuación del movimiento como transporte de 

vorticidad,derfvamos la ecuación ( 2.18) con respecto a "y" y la e­

cuación (2.19) con respecto a "x" y restamos: 

ao dv 
= a~ dt 

+ gi 
ap 
ãy 

NÓtese que 

gj .lf' 
ax 

+ 2µ L(r(au_av)]+ 
f axay a x c\Y' 

= 

2.20 

-+ 

div u = no es necesariamente nulo como 

acontecería .en caso de ser p constante. 
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( du dv 
Susti tuyendo en la ecuación 2. 20) los valores de dt y , dt 

dados por las ecuaciones (2.18) y (2.19) se obtiene: 

P
2 :t[~;-fx] ~/[~~í,~][ t;-~:] + 

+ + µf ~ à: [r(2 ;~·- ;; )- ·~ µi~ à~{r(2 :;,- ;~)]+ 

2.21 

En la ecuación (2.21), se ha suprimido el término corres-
+ 

pondiente a 'v p 
+ .. 

·x 'v p , porque tanto 'v p como Vp siguen aproxim.§: 

damente la misma dirección, es decir en sentido contrario al eje 

11 y'' • 

2.6 Ecuación de la continuidad 

La ecuación de la continuidad para p variable está dada 

por: 
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d 'Ã (" u . 3v )' dt '1- p 3' X -+ 3y , = Q 2.22 

Introduciendo la ecuación (2,4), la ecuación de la conti-

nuidad es equivalente a: 

dCt, 

dt 
2.23 

Consideremos ahora el movimiento de los granas respecto a 

la mezcla. ·En la dirección del flujo media asumiremos que los gra­

nas siguen el movimiento de la mezcla, o sea poseen la velocidad u. 

Debido a que los granas pueden ser más densos que la mezcla tendrá.~ 

una velocidad diferente de v en la dirección vertical. Sea -W la 

velocidad de depositaciÓn, Considerando uh elemento de profundidad 

uni taria en la dirección del e·je Z : 



y 

c(v - W)+ a 
a { y [ C ( V - W) ó. y ] } Ó.X 

cuó.y 
ó.Y 

[cu+ 

Ó.X 

c(v-W)ó.x 

f----------------------.-X 

Fig. 2.2 

Realizado el balance se obtiene: 

d.e 
d.t .2.24 
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Combinando las ecuaciones (2.23) y (2.24) y con auxilio d.e 

la ecuación (2.4), se obtiene: 

( . 2 [ au a vj ( e - 2C + a) - + - ~ - a -* * ax a y 
w ªº* 1) .a!!. - W(a - 1) -a Y_ a y 

2.25 

e introd.uciend.o la ecuación (2.17): 



( c2 - 2c + a) ( au + -ª-Y) = - ( a - e )( e -* * ax ay * * 
l)W a;! 

fay 
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a e 
* -W_F(a-1)-r ay 

2.26 

De esta forma, las ecuaciones (2.21), (2.23) y (2.26) cons 

tituyen un sistema consistente de ecuaciones que aproximan las dos 

fases (sólido-líquido) a una sóla (mezcla) con gradiente _de densi-

dad. 

2.7 Princípio de Similaridad 

En este numeral emplearemos la regla de similaridad cinemá 

tica de Th. von Kármán generalizándola en el sentido de que, además 

de,·considerar similaridad en las fluctuaciones de la velocidad ace,:2 

taremos también similaridad en las fluctuaciones de la concentra­

ción ( c'), velocidad de deposi tación (F') y viscosidad dinámica 

(f') debidas a la turbulencia. 

Suponer que la mezcla posee fluctuaciones de velocidad si 

milares en todos los puntos del campo de flujo; equivale a decir 
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4ue a4uellas fluctuaciones turbulentas en una cierta posición y tie_!!! 

po pueden obtenerse a partir de las fluctuaciones de otra posición 

y tiempo mediante. cambio en las escalas de longi tud y tiempo, 

Para analizar las circunstancias en las cuales tal.suposición 

se cumple, investigaremos el flujo en una pe4uena regiÓn a un nivel 

11 y II sobre el fondo. Consideraremos un sistema de .ejes moviéndose 
o 

con el punto de ordenada 11 y II a una velocidad de tiempo ajustado 
. o ' 

u . 
o 

Siguiendo las propiedades del flujo turbulento, las compo­

nentes de la velocidad u, v, la concentración c ( o :C* ; cf. 4, 2) y 

las funciones 11 f 11 y "F11 pueden dividirse en dos partes, correspondj,_ 

entes a la media en relación al tiempo y a la fluctuación turbulen­

ta respectivamente: 

u = u +u' 

V = V +v' 

e* = e* + q; 
f = f + f' 

2.27 
F F +:'F' 

Como dijimos anteriormente, extenderemos la condición de 
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similaridad a e.: , f' y F' • 

Expresemos ahora, u, v, C f. y F mediante serie de Tay-

lar desde "y ", Para ello despreciemos los términos de orden supe­
o 

rior al segundo y recordemos que el sistema de ejes se mueve con u-

na velocidad u, o 

2.28 

Si se realiza el equilibrio entre la difusión turbulenta y 

el efecto de depositación,será v = O; por tanto: 

V = v' 2.29 

( dC* l ( d

2

c*) 2 

e* e,. + <;,' = c*o + L + Ci 2,30-a = . dy y + --2- 2 'I< 
o dy o 

Como las concentraciones menores que cera son físicamente 

imposibles, la fluctuación e' está limitada por el valor e, de mo­
o 

do que e' dependerá de e • Así mismo, ci estará limitado por o 

1 + (l ºº 
1 + e o 

Admitiremos la dependencia simple: 

dependiente de. C* 
0 



siendo "' = proporcional 

Ahora introducimos la propiedad m: 

m = C* + e;:. en la ecuaciÓn ( 2. 30-a) 
o 

2 
L_ 

2 
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2.30-b 

Siguiendo el mismo raciocínio, puesto que f es función de 

c: 

f = f + f' = f o + ( !f) y + ( d
2! l 

y o dy o 

e introduciendo la propiedad n: 

n = f + f' se ob"j;i.ene: 
o 

+(d
2
~) 

dy o 

De manera análoga: 

2 
L+ n 
2 

2 
L. 
2 

+ f' 
2.31-a 

2.31-b 



F = F + F' = F 
o 

e introduciendo la propiedad p: 

p F +·F' 

F = (ô.Fl y +(d2F) 1... + p 
dy d 2 2 o y o 
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+-- L+F' (
d

2F) 2 
dy2 o 2 

2 .32-a 

2.32-b 

Por tanto admitir la hipÓtesis de similaridad, equivale a 

decir que existen las variables adimensionales uJ., v1 y las funcio­

Aes estandar adimensionales m,, n,, P, correspondientes .a las coor­

denadas adimensionales x, y, t, , de modo que u' v' y m, n, p se 

obtengan multiplicando aquellas variables y funciones adimensiona -

les por escalas apropiadas pertenecientes al nivel bajo considera 

ción. 

Eligiremos como factores de escala: 

1 para la longitud 

A para la velocidad, con lo que: 

y = ly, 

2. 33-a 

2.33-b 
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t 1 
t, 2-33-c = 

A 

u' = Au: 2.33-d 

v' = Av: 2.33-e 

m = ,P,m, 2.33-f 

n = 1/12n, 2.33-g 

p = ,P
3
P, 2.33-h 

En donde ,p , ,p , ,p son escalas adimensionales. 
l 2 3 

Con auxilio de las ecuaciones (2.33) podemos calcular los 

términos necesarios para substitUÍrlos en las ecuaciones que carac­

terizan el movimiento y continuidad de la mezcla. 

ly 
1 

A a~•; 
+ -- ----' 

l ay 
l 

2.34-a 

2.34-b 

2.34-c 

2; 34-d 

2. 34-e 
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2 ,34-f 

/ 

2,34-h 

2,34-i 

_ a2'V1) 2,34-j 
ÔX.1 ot l · 

2,34-k 

2,34-1 

2,34-m 

2,34-n 



ª-º-ax = 

,j, l :a ffi1 

Pr T ax 1 

,j,2 an l 

+-1 ay 
l 

De manera semejante se obtiene: 

45 

2.34-o 

2.34-p 

2.34-q 

2 ,34-r 

2.34-t 

2,35-a 
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2.35-b 

--= at 
-4-(d2C*). Aly 

dy2 o l 

2.35-c 

ay 2 .35-d 

Sustituyendo las expresiones (2.35-a, b, c);(2.33-b,d,e,f); 

(2.30-b) y (2.34-e) en la ecuación (2.23) y multiplicando todos los 

términos pc,r 1/A, se obtiene la siguiente ecuación adimensional: 

( 
d~ ) 1 qiy, +(d

2
C* ) 

dy cát1 d 2 
. o y o 

+ v:_ [(:; t 
+[::* t lY, 

l -f;(d2!*) 
dy o 

+ 

2.36 



Esta ecuación, 

be ser independiente de 

( !; L ; ( d
2
~ ) ' 

dy o 

por tanto: 

o., .....!... 
1 

d u o., .....!... ( 2-) 
d 2 12 

y o 

1 
1 
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en virtud - del 
. , . 

de si mil ari dad, de principio 

cantidades locales tales como 

; [:; L y ( ::~~ l o 

2.37-a 

2.37-b 

2.37-c 

2.37-d 

De modo análogo, sustituyendo las expresiones (2.34), en 

la ecuación del movirniento (2.21); multiplicando todos los términos 

2 2 2 
por 1 /A P f y sabiendo que µf~ Alpf'),obtendremos otra ecuación 

adimensional la cual debe también ser independiente ,de cantidades 

' locales. La utilización de las expres_iones (2.37-a.,·b, e, d) condu 

ce a: 



(
df ) 1 
dy 

0
"' -1-

( d

2

~ ) "' 
dy o 

AsÍ mismo la ecuación (2.26) fornece: 

1 
"'T 

(
d

2F) ,,,_1_ 

dy2 o 12 
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2.37-e 

2.37-f -

2.37-g 

2.37-h 

2.37-i 

La sustitución de las ecuaciones (2.33-a, b, d, e);(2.37-a, 

b) en las ecuaciones (2.28) y (2.29), conduce a: 

2.38 

Empleando las ecuaciones (2.30-b), (2.33-b, f), (2.37-c, d) 

y· susti tuyéndolas en la ( 2. 4): 
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P "'Pf 

De la misma manera, con las ecuaciones (-2.31-.b), (2.32-b), 

(2.33-b, g, h), (2.37-e, f, g, h, i) sustituída en las (2.15) y 

(2.17) se llega a: 

w '\, w 
f 

Combinando (2.37-:i.) con )2.42): 

W o; A 

2.8 Esfuerzo cortante turbulento 

Considerando el cambio de momento a través de un área uni­

taria horizontal situada en el nivel "y II se obtiene: o 

2.44 
T = - puv 
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Con ayuda de las relaciones (2.38), (2.39), (2.40) y (2.44) 

obtiénese: 

2 
•"'PfA 

Combinando esta Última con la ( 2. 37-a): 

2 

T 'v p 1 -· 2(dü)

0 

f dy 

2.44-a 

2.44-b 

Como el factor de escala "l II se aplica a menos de IL'l fac- · 

tor de multiplicación desconocido, podemos colocar el factor de pr.9. 

porcionalidad de la ecuación (2.44-b) igual a 1: 

2 ( d )
2 

T = P 1 ..2:!; 
f dy 

o 

2.45 

Es evidente que, de las ecuaciones (2.37-i) y (2.44-a), 

nuestra suposición de similaridad se cumple solamente en la regiÓn 

de esfuerzo cortante turbulento constante. Mas por otro lado se sa 

beque en flujo de agua sin sedimentos, la distribución de velocida 

des que puede derivarse en la capa de esfuerzo cortante constante, 

aplÍcase en la altura total. Llamemos por b a aquel esfuerzo cor~ 

tante y admitamos que lo dicho se aplica también a flujo con partí-
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culas suspendidas. Entonces tend.remos: 

T 
o 

en donde: 

R = radio hidráulico que será semejante a la profundidad h 

para canales suficientemente anchos 

u.,.= velocidad de fricción =VT 
0
/,pf 

J = pendiente energética 

De las ecuaciones (2.43) y (2.46): 

W <v A 

despréndese que w/"" deberá ser un, parâmetro en las ecuacione's pos­

teriores de distribuciones de velocidad y concentración. También, 

al deducir las ecuaciones (2.37), (2.38), (2.39), (2.40) y (2.41), 

debemos incluír como parâmetros la gravedad específica de los sedi­

mentos sumergidos a y una cierta concentración a algÚn nivel de re 

ferencia. 

Con la,s relaciones (2.37-a, b): 
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, 
o 

2. 47-a 

Del mismo modo, con las relaciones (2.37-c, d, e, f, g, h) 

se tiene: 

Siendo I; , Tl , Ó , X 

tes de los parámetros W/u* , a 

2, 47-b 

2. 47-c 

2 ,47-d 

factores adimensionales, dependien-

y C ( C . es la concentración a un ni 
r r . -



' vel de referencia r ) • . 

2.9 Perfil de Velocidades 

Susti tuyendo en la 

2 
pf 12 T = pf Ui\ = o 

. , (*) ecuacion 

(!;J2 

el valor de 1 dado por la ecuación (2.47-a) tenemos: 

u 
* -= 
X 

que resuel.ta conduce a: 

. ~ ( , 
u = X ln t; Y+ 

53 

(-,;) Suprimiremos las barras que denotan media en relación al tiempo, 

sin tempr a confusión. 
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en donde a y b son constantes dimensionales de 'integración. 

Para la determinación de las constantes a y b, precisamos 

de. dos condiciones. Una de ellas es la condición de pared y sirve 

para ajustar la distribución de velocidad turbulenta a aquella exiE_ 

tente en la subcapa laminar; de modo que la distri9ución de veloc_i 

dad turbulenta se enl'ace con la de velocidad laminar en la vecindad 

inmediata de la pared, en donde el esfuerzo cortante laminar y tur­

bulento sean del mismo orden de magnitud. Determinaremos pues u.~a 

de las constantes con la condición de que u = Q, a una cierta distan­

cia y = y del fondo (fig. 2-4). En tratándose de fondos lisos, la 
o 

distancia "y 11 es del orden de la espesura de la subcapa laminar. 
o 

Como la distribución logarítmica de velocidades se conserva para fo_g 

do rugoso, puede establecerse proporcionalidad entre la altura de ru 

gosidad Ks y "y
0

" , de modo que y -y K o - ' s ' siendo ·Y, función del ti 

pode rugosidad. 

fig. 2.4 
Dist. turbulenta 

_J __ 
Dist. laminar Yo 
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La segunda condiciÓn consiste en el hecho de que a pesar de 

que la ecuación (2.48-b) se aplica solamente a la zona de esfuerzo 

cortante constante, consideraremos que ella es válida en toda la al 

tura; por tanto, para y = h, u = u 
s 

velocidad en la superfície. li-

bre. 

Sustituyendo la primera condición en (2.48-b): 

u* ( O= - ln ...X.. 
X u; Y_o+ a l + b 

haciendo la diferencia entre (2.48-b) y (2.48-c): 

y/h 
u =-

X 

y llarnando por 

se tiene: 

u = 2.49 



La segLL"lda condición da: 

u 
s 

u. 
= ......i! ln 

X 

de donde el valor de À viene expresado por: 

À = 

1 - (Yo/h) exp ( ~) 

exp ( u:* X) - l 

restando (2.50) de (2.49): 

56 

La ecuación (2.49) Ó la (2.52) dan la ley de distribución 

de velocidades para flujo turbulento con partículas suspendidas. 

Puede observarse que la ecuación presentada por Keulegan 

·para fondos rugosos, es una part{cularización de la ecuación (2,52) 

cuando el valor de À es igual a cera. 

• 
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2.10 Perfil de concentraciones 

Con ayuda de la ecuación (2.49) calculamos: 

usando (2.47-a) podemos obtener el factor de escala 1: 

l=xy+xhÀ 

NÓtese que el factor de escala es iguai a la longitud de 

mezcla asumida por Prandtl, con adición del término xhÀ • 

Sustituyendo el valor de 1 en la ecuación (2.47-b) se obti~ 

ne: 

dC* 

~=-L(y+ Àh) 
d2C I; 

* 
dy2 

Resolviendo obtiénese: 

2. 54-a 
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en donde las constantes a,
1 

y b 1 se determinan con las dos condicio­

nes siguientes: 

la primera de ellas es que c 

e = 1 ± qc = 1 
* 1 + e 

= O cuando y = y , o sea: . r 

2. 54-c 

La segunda condición es admitir que cuando (y + Àh)~O , _, 

Vf = O y 1~ concentración definida por la relación V
6
/Vf tenderá a 

un valor infinito: 

Sustituyendo estas dos condiciones: 

b, = a 

(1 -aHl - fix) a, = 
(y + Àh)

1 -É/X 
r 

valores que sustituÍdos en la ecuación (2.54-b), después de reempla­

zar Q,. por 



1+ -a c 
l+ c 

conducen a la ecuación: 

llamado por: 

zl = 1 - F, /x 

dl = (y /h + 
r. --· 
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2.,54-e 

2. 54-f 

-,,)zl 2. 54-g 

llegamos finalmente a la ecuación que da da distribución de concen-

traciones en la vertical: 

Mótese que -z1 depende de I; y x ·_y por tanto de w/~ , a y 

c r 

2.11 Variación de la viscosidad dinámica 

Sustituyendo el factor de escala en la ecuación (2.\47-c) ., 



se tiene: 

Integrando: 

f = 

si 

cuando y = yr , e = O y µ = µf y por ecuaciÓn (2.15) 

f = 1 

por tanto: 

1 = 

con ayuda de (2.56-d, e), (2,54-g) y (2.55): 

llamando por 
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2, 56-c 



la función f vendxá dada por 

f = 1 - d 
2 

introduciendo en la (2.15): 

2. 56-f 

2. 57 

siendo d
2

, n
2 

pá;ámetros adimensionales, dependientes de W/u..,. , a y 

c r 

2.12 Variación de la velocidad de caída 

tiene: 

Sus.ti tuyendo el factor de escala en la ecuación .( 2. 47-d) se 

dF 
dF 

d2F = 

dy2 

X - -·-· (y + Àh) 2. 59-a 
.ó 



la cual integrada dos veces da: 

si Z" = 1 - § /X 
1 

F = Z" 
1 

cua.ndo, y = yr, e= O y W = Wf,_ y por la ec:uacón (2.17). 

F = 1 

por tanto: 

1 = 

con ayuda de las ecuaciones (2.54-g) y (2.55): 

1 
1 

sea: 
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2. 59-b 

2. 59-c 

2.59-d 

2. 59-e 



2. 59-f 

2. 59-g 

por tanto 

2.60 

y la variación en la velocidad de caída está dada por: 

2.61 

siendo d
3 

y n
3 

parámetros adimensionales, dependientes de w/u* , a 

y c, , por consiguiente la· ecuación ( 2. 61) será implÍci ta. 
r 

La ecuación (2.61) no puede considerarse como absolutamente 

cierta para describir la variación dela velocidad de caída con :.:.\ la'ie 

concentración, pues aparte de los efectos puramente hidrodinámicos, 

pueden tener un papel importante atros efectos tales como aglomer.a­

ción de partículas. 



Por otro lado, tórnase difícil, si no imposible, una deter 

minación general de los parámetros d
3 

y n
3

• Investigaciones reali 

zadas por Richardson y Zaki, indican una dependencia de la velocidad 

de caída con la concentración y el número de Reynolds~= Wf d/u , 

siendo d el diámetro de la partículas, De modo que este número de 

Reynolds debería entrar de alguna forma en los parámetros de la ecua 

ción (2.61), 

En mediciones efectuadas en los ríos Bernalillo, Bernardo y 

Socorro ( zona media del río Grande en Nuevo I~éxico) se encontrá una 

.expresión de la forma: 

2.62 

en donde m depende del diámetro de las partículas y puede tener los 

siguientes valores medios: 

Tabla 2.1 

Intervalo Media geométrica m 
(mm) (mm) 

O .0625 - 0.125 0.0884 8.42 

0.125 - 0.250 0.177 4.05 

o. 250 - o. 500 0,354 2.84 

o. 500 - 1.000 0.707 2.02 



Con la ecuación (2.62) y los valores de la tabla 2.1 se de 

duce que la variación de la velocidad de caída no es muy apreciable 

para diámetros mayores a 0.25 mm., inclusive con concentraciones de 

hasta 50000 ppm. Para los demás diámetros, la velocidad de caída 

puede considerarse, para propósitos prácticos, como efectivamente re 

ducida para concentraciones mayores a 10000 ppm. 

Numerosas ideas se han lanzado acerca de la variación de la 

velocidad de caída. En 1952, McNown y Lin8 indicaron que la veloci­

dad de depositación disminuye a medida que aumenta el material en 

suspensiôn, mas la ley de variación por ellos dada tampoco puede 

considerarse absolutamente·_: general. Loyacano9 en 1967 realizÓ exp~ 

riencias en laboratorio y concluyó que en la mayoría de los casos e~ 

xiste aglomeración de partículas en susriensión y que por eso la vel,2. 

cidad de sedimentación aumenta con el aumento de material sólido en 

suspensión. Por otro lado,·la inter-acción entre las partículas (ch.2_ 

ques) tienden a disminuír la velocidad de caída. 10 En 1964, Ho enco~ 

tró que· l·sL velocidad de deposi tación de una partícula individual dis 

minuye al aumentar la turbulencia. 

En vista del gran números de factores que intervienen, tór­

nase·imposible una formulación matemática adecuada. Sería talvez pr~ 
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ferible, pasar su estudio al campo estadístico. Por otro lado, la 

inclusión de una expresión que de la variación de la velocidad de 

caída con la concentración, además de tornar más complicados los pe.E_ 

files de concentración, podrÍamos caer en el peligro de incluír nue-

vos errore?• 

En los que sigue de nuestro estudio, aceptaremos que lave-

locidad de caída es la misma que en agua sin sedimentos: w = w • 
f. 

Además consideraremos que la gravedad expecÍfica .a de los sedimen 

tos sumergidos influencia indirectamente a travez de 1t Como con 

centración de referencia c , tomaremos la concentración que ocurre 
r 

en y = y
0 

(punto e~ el cual u = O) y la llamaremos por cb. De esta 

forma, nuestros ~arárnetros serán: 

2.13 Comparación del perfil de velocidades con las experiencias 

C.on el objeto de averiguar la validez de la distribución de 

velocidades, usaremos las experiencias realizadas en laboratorio por 

H.A. Einstein y Nieng Chien3 • Los experimentos fueron realizados en 

un canal de 1.006 pies de ancho por 1.17 pies de altura y 40 pies de 

longi tud. "ª pendiente del canal podía regularse a voluntad. 
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El fondo fue cubierto de la misma clase · de sedimentos que los mant~ 

nidos en suspensión y no se permiti Ó que exista una deposi tación · a­

preciable. El fondo teórico del modelo se definiÓ de tal modo, que, 

el perfil de velocidades en el centro del canal siga, para agua sin 

sedimentos, una ley logarítmica. Se realizaron tres series de expe­

riencias, correspondientes a los diâmetros medias 1.3 mm; 0.92 mm; y 

0.27 mm respectivamente. El peso específico de los sedimentos fue 

de 2.65 gs/cm5. Los perfiles de velocidàd y concentración, se midie 

ron. en el centro del canal, realizândose la corrección de las veloci 

dades medidas debido a la presencia de sedimentos. 

Para cada una de las 1.6 experiencias realizadas, se han de~ 

terminado por el método de los mínimos cuadrados los valores de X, À 

y(u / ). Estas valores se encuentran en la tabla 2.2 juntamente con 
s u* 

los valores deu*, Wf/ti,. y el diâmetro d. 
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TABLA 2.2 

NQ diámetro . 
us/4. 

u* 
w f/";,, 

À 

Exp. (mm) X m/seg 103 X1 

1 1.3 0-301 19.89 0.139 1.08 3.6 0.305 
2 1.3 0.225 23.54 0.147 1.02 10.5 0.234 

3 1.3 0.203 23.95 0.150 1.00 13.1 0.214 

4 1.3 0.17 4 23.70 0.156 0.96 25.9 0.194 

5 1.3 0.126 26.18 0.158 0.95 53.4 0.151 

6 0.92 0.298 21.58 0.133 0.90 o.o 0.298 

7 0.92 0.281 22.09 0.135 0.89 o.o 0.281 

8 0.92 0.266 26.69 0.132 0.91 o.o 0.266 

9 0.92 0.249 22.86 0.133 0.90 o.o 0.249 
10 0.92 0.234 22.34 0.143 0.84 4.5 0.238 

' ' 
11, 0.27 0.363 20.92 0.132 0.34 2.7 0.371 
12 o. 27 o. 267 21.93 0.129 0.35 3.2 0.275 

13 0.27 o. 231 24.00 0.129 0-35 4.5 0.236 

14 0.27 0.185 25.06 0.141 0.32 27 .8 0.206 

15 0.27 0.143 26.86 0.136 0.33 41.7 0.167 
16 o. 27 0.118 26.80 0.145 0.31 80.2 0.156 

Usando estos valores, se han dibujado en papel semilogarít-

mico los valos de ( u-us)/4. contra (). +y/h)/( À + 1). Los gráficos 

se encuentran en las figuras (2.5),(2.6) y (2-.7), para los diámetros· 

1.3; 0.92 y 0.27 mm respectivamente. Puede observarse que, a pesar 

del hecho de que la ecuación (2.52) fue deducida para la capa de es 

fuerzo cortante constante, ella describe con gran precisión las velo 
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cidades medidas en toda la vertical. 

Notas: 1) La lÍnea de traze de las figuras corresponde a la distri 

bución de valocidades para agua sin sedimentos (x = 0.4) 

2) En algunas de las experiencias se ha desplazado la absci 

sa hacia la izquierda para evitar la superposición de 

puntos. 

Corno dijirnos anteriormente, la distribución de velocidades 

dada por la ecuación de Keulegan: 

u 

u 

u 
s 

= 
1 

X 
ln _J/_ 

h 
2.64 

constituye una aproxirnación de la distribución de velocidades dada 

por la ecuación (2.52), cuando À= O. 

Es de esperarse pues, que para valores pequenos de À, la~ 

cuación (2.64) describa las velocidades medidas con cierta aproxirn.§: 

ción. Con el finde comparar las dos ecuaciones, se han ploteado 

en papel sernilogarítrnico los valores de (u - us)/i contra y/h. Es 

tos gráficos se encuentran en las figuras (2.8), (2.9) y (2.10) para 

lastres clases de diámetros. AllÍ se han trazado las mejores rec-



l. -e 

~ 
.:J" 

-

1 o.o 
-25 

.,.,...... 

V 
• 

w 

X 

M 

' 
.. ' ' ' ' ' . ' ' . ' PERFILES DE VELOCIDAD PARA PAR'.I'ICULAS DS 1.3 mm 

ECUACION Nº (2.64_) --,_.., . . -

1/ 
V 

o 

" .~ V o V .• 

,., . v v / 
.• 

/ v l7 
V ✓ 

V / ~ V-V 1/ /' 
.,.- / v i" 

/ /· /' o/ 

/. / ~V V .I' 
./ 

V 
,;< 1/ / 1 V X 

V / / i/ - ✓ o 

Vº / r/ i,( / . / 
V· O 

. [_,.,-'.: 
,., l,,O, 1/ i/ _.,/., / - / 

./ V, /o v· 
/ /" _/ o x/ o . ,, I 

/ 
o I 

" o o -;-~ -· --

./ 
o 

. ./ 
. ' ' . -20 -,s 

// . A 
._., 1/ ,&."I 

v·/ // I'/ 
✓V/ ..-1?' /, 

V/ / 
~/ 

// / 

/ / 
V ~ /i V 

1/ / 1/" ? I 
V / I o < 

•,,- . o j 

v V ./ 

1/ I 
I . ./ 

N 
/ " . 

;' 
' 

. 
O) 

. , 

,/ 
I . 

I 

-

«-d,, 

.u. • 

-s o 



• 

LO ' ' ' 1 1 ' ' 1 1 1 1 1 --- ✓ 

· PERFIL DE VELOCIDAD CORRESP01IDIENTE A LA. 
// ri EXPERIENCIA N'º 10 ECUACION rTº (2.64) .· / , 

' 1 . /-,1 

/ I 

/ 
/ 

/ 
o V / 

o/ ✓-

~ V /1 
"" ,./ 

0.1 

V / 
1 

V 
V: 

I/ 
/ 

/ / . 

' ,,. / 

í\) .. 
\.O 

/ 

' / , 

_/ / 
. 

.. ,v I 
,V .' 

' . / 

V'. I 

,9' I 

V V 
. 

/ / 
, 

. 

-· -
/o .. 

___ J_ ---
/V 

. o . ·- --
o 

/ u_ • .u, 

0.01 
.. -/ -- -«, 

' -o 25 -2 J -15 -10 -:-5 , 



1. u 

"'Z 
:,-0 

o. 1 

1 o.o 
-25 

1/ 

/ 
/ 

.,,,._ 

. ~ 

• 
" 

~ o 

) 

.. 
1 1 . 1 1 1 ' '. ' 1 1 

_-, 1 / ·:,,,. _j • 
PERFILES DE VELOCIDAD PARA PARTICUL~S DE 0.27 mm ✓ , IA" // 
ECUACION Nº (2. 64) V i/ d , '# 

1 - V / / P,7 // 
✓ 

/ i/ "'/ / 7 
/ 

V V r_,;,> / /, 
. , . 

. ✓ .... , , , 
~ 

Vc 
- V -v /!~ 

1// / / 1/' e 

/ y ;:.,, 
~~ /~ ~ L( J? v / "/ / ./ 

" // 
/ v / 

~ ,;:1 
. v 7 / . ',1/ y 

/1/1/ 0 / ',1/ ~ 7 > /6 
X 

,. / . .< ,,, / 
. ,,.. 

✓ 

,/4 / 

/-,_ / ✓ 

1/ /o -,d 
/ / '/6 

~ 
, 

v / /' •• . - . "/ ... 
/ 

V .,/o 
. o 

/ k:· / o / ,,,-:: 
7 /' ,,,,< e 

~ / o 

o /" • . 
-20 

., -15 

,,.. 
/ 

,v / 
/ V . 

./ 
-/ 

V_ 

./ /. 

• 1/ 
/ ,· 

/" / 

/. o/: --

/ . 

o/ / 

-10 

/ / 
/ /. ,. 

o// 
,/1/ 
// 

,)\ / 
1. 

v6 / 
V 

/ 1 

--

-5 

1-l-u, 
-<¼ 

' 

--.., 
v; 

"' . ,___, 

.o 

o 



1.0 

-

0.1 

-

• 
' cO:O 

-25 

~ ,_ .. 
-1 4. 

'< '< 

, 

v'% 
,---

1.,/"'" 

V 

. / 

1/ 
/ 

" 

I 
-20 

• 

, 

sa·, 

/...'" ( 1~ 
-~ -

t,.----~ v L,Ço 
~ V Vo 1/ 

/ 

JK 

-K' 
/ 

"9/ 
/ 

. -------
.-

-15 

~ 
~ V 

V-/ / ---[_....---"' v 
~ 1~ 

J_.../ 

_,..,..,..-
l,,.ef"'" V 

V 
✓ 

1 
--

CURVAS AJUSTADAS /e LOS DATOS 
DE LA. EXP-SRI~NCIA 16 

1.- La curva 11 aº sigu.e la dis 
tribución de la ecuación( 2. 55), 
con Á ~ 0.0802 

2.- La curva u b" no sigue la 
' distribuciÓn de la .. ecuacion 

;\' (2.64) de Keulegan. 
'1 

- --
a-.u, 

M,, 

' 
-10 -5 

. 

,... 

1 

1 -----,:::,··- . 

i 

' 

. 

o 
....J 
a, 



77 



lJ 
)> 

lJ 

rn 
;o 

'º 
o 
)> 

z 
w 
o 
z 

"TI 
;o 
)> 
z 
o 
m 

78 





80 





82 



1J 
► 1J 

rn 

" (f) 

o 
► z 
w 
o 
z 

" " ► z 
o 
rn 



84 

-4 -3 



1J 
)> 
1J 

rn 
JJ 

"' 

,, 
;o 
)> 
z 
o 
rn 



7' 
)J ,, 
z 
o 
m 

-2' 

86 

-1 





88 

\ 



I 
1 

_, 



lJ 
p 
lJ 

rn 
:u 
(/) 

o 
p 
z 
(/) 

o 
z 

"TI 
;o 
p 
z 
o 
rn 

1 
1 

90 



91 



92 



93 

tas de ajuste con los datos medidos y determinado nuevos valores de 

X = x1 que se encuentran en la tabla 2•, 2. Obsérvase que. ·e1 perfil -

logarítmico usual de distribución de velocidades, no se aplica para 

elevadas concentraciones. La figura (2.11) es um gráfico típico, 

correspondiente a la experiencia 16 que muestra la diferencia entre 

las ecuaciones (2.52) y (2.64), 

Con los resultados obtenidos· podemos concluir que, para pr,2. 

pÓsi tos prácticos,. el valor·· de À·. puede hacerce igual a cero cuando 

la concentración media sobre la vertical es menor a 24000 ppm. 

2. 14 ComparaciÓn del perfil de concentraciones con las experi:encias 

Con ayuda de.los.valores calculados de À• se han ploteado 

en papel aritmético los valores de ln(À +y/h) contra ln(l +c). Es 

tos gráficos se encuentran en las figuras (2.12) a (2.27), En ellos 

setrazaron las mejores rectas de ajuste a los valores medidos. Au­

xiliados con. estas figuras calculamos, 

- El exponente z1 que será la pendiente de la recta 

( ) br El valor de À+ yr/h ·= e ., en donde Yr es la ordenada 

para la cual c =.0; br es el valor. de la abscisa corres-
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p0ndiente al punto de intersección de la recta con el eje 

El valor de d
1 

Los va:lores de·z1 , d1 y (À+ yr/h) se encuentran en.la ta­

bla 2.3 para ·cada u.~a. de las 16 experiencias. De esta tabla se con­

cluye q_ue la ecuación.(2.55) describe adecuadamente la distribución 

de concentración en la parte baja del flujo y hasta una altura q_ue -

varía del 10 al 20% de· la altura total. Mas tràtándose de ,los diáme 

tros usados en las experiencias, la mayor parte del transporte por -

suspensión ocurre precisamente en esa z9na. Podemos por tanto, para 

efectos de cálculo de descarga sólida total por suspensión, obtener 

una buena aproximación despreciando la parte de sedimentos q_ue pue -

dan, transportarse.sobre el nivel y. 
r 
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TAB1A ·2.3 

NQ zl . °l. (X+ Yr/h) cb 
exp. 

X 102 
X 102 

' 

1 1.94 o. 9608 0.128 7.90 

2 5.17 .o. 907 4 0.152 19.20 

3 5. 75 0.9060 . O .179 19.70, 

4 7 .05 0.9010 0.228 20.20 

5 16.60 .0.7850 0.232 34.40 

6 2.96 0.9237 0.069 ll.80 

7 4.70 0.8880 0.080 18.90 

8 3.66 0.9180 0.096 19.00 

9 6.17 0.8670 0.098 23.00 

10 8.28 0.8380 o.u8 29.00 

ll 0.92 0.9814 · 0.130 5.25 

12 4.97 0.9085 0.145 21.40 
. 

13 9.48 0.8270 0.134 39.60 

14 12.10 0.8180 0.189 42.00 

15 17.30 o. 7850 0.246 50. 50 

16 22.90 . o. 7520 0.286 51.60 

-· ' 
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La concentraci.Ón c
0

, correspondiente al ni vel "y 
0

11 , puede 

calcularse con la ecuación (2.55) usando el valor de À+ yo/h obte­

nido de la soluciÓn•de: 

u 
s 1 

X 
2.64 

los valores de c0 se indican también en la tabla 2.3 

VariaciÓn del exponente z1 

Como dijimos (Cf. 2.12) el exponente z
1 

será función de cb 

. y de Wf/u. , vcale d.ecir que como X es también función de 

* demos expresar z
1

·como depend.iente d.ex· y de cb. Con tal 

wf/u ' ~ 
* propósito 

se han plotead.o en la figura ( 2. 28) los valores de z
1 

contra ( ºo/x ) 

en papel doblemente logarítmico. La reata de ajuste corresponde a 

la ecuación 

2.65 

VariaciÓn d.el coeficiente ~ 

En la fi·gura 2. 29 están ploteados los valores d.e ( 1 - d
1

) 
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contra cb. 
, 

La recta de ajuste aproxirnase rnuy bien a los valores me-

didos y tiene corno.ecuación 

Variación del coeficiente X· 

A este respecto se han sugerido diversas teorías, tales co­

rno la de !11.ikio Hino18 y las de H. A. Einstein y Ning Chien19 , pero 

·todaVÍa.ninguna de ,ellas puede considerarse satisfactoria. 

·con vista··a establecer cornparación, citaremos brevemente la 

teoría dada por Mikio Hino,: 

Su estudio ·parte 9-e dos ecuaciones: la de la en.ergía para 

flujo paralelo. con partículas suspendidas y la ecuación de balance -

de aceleracione·s para rnovirniento turbulento; la ecuación final a la 

que llega es: 

4BXo (1+ 2.67 

en donde: 
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>\:, = valor·de X para e = o 

s = constante positiva 

e = concentraciÓn media sobre la vertical 
m 

B = constante 

s
1 

= parámetro característico de la turbulencia y que vie­

ne dado por: 

g( S - 1) W f cm ( h - <ó) 2.68 
3 h 

u*· ln y 

s = 

espesor de .la subcapa laminar 

En el caso de flujo con sedimentos generalmente encontrados 

en observaciones de campo .Y experiencias de laboratorio, el término 

(1 + S cm) puede hacerse igual a L Con esta condición, y después 

"' de sustituír el valor de s1 en la ecuación (2.67) se llega a la si-

guiente expresión, dada por· H. Shimura y que con~ti tuye una aproxim!!: 

ción de la ecuación (2.67) 

1 

X 2.69 
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Siendo. ,~ une Cte_ que.la determinÓ Shimura basado en experiencias 

de Vanoni e Ismail como siendo 6i_ = 4.8. 

Si llamamos por: 

2. 70-a 

tenemos 

En la tabla 2.4 se encuentran los valores de X calculados 

con la expresión anterior. La concentración media se determinó inte 

grando la ecuación (2.55) desde y hasta y: 
o r 

La principal dificultad de· (2.70) radica en el valor de '3i 
que no, es Cte. y parece variar nuevamente con la concentración. En 

la misma tabla se encuentra_n los valores- de -X calculados con el va­

lor medio. de los f\ medidos (fli = 3.44) • 
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Dentro d.el rango d.e las experiencias realizadas, se tentó 

ajustar los valores d.e X en función d.e Wf/u* y d.e cb. Una ecuación 

que d.a resultados más o menos-satisfactorios se dedujo basándonos en. 

la fig. (2.:3o) y e~ d.e la forma 

.1 

X 

Los valores d.e ~X obtenid.os con la ecuación (2.72) se hallan enlata 

bla 2.4. 
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TABLA 2.4 

Nª metfJ.do X X X 
e Ec. 2.70; .!j;_c •. 2.70; Ec. 2. 72 m exp. s1 = 4.8 s1 = 3.44 

1 0.0182 0.301 0.238 0.282 0.326 

2 0 •. 0480 0.225 0.172 0.208 0.229 

3 0.0515 0.203 0.186 0.219 0.227 

4 0.0586 0.174 0.174 0.208 0.227 

5 0.1157 0.126 0.119 0.149 0.131 

6 0.0286 0.298 0.119 0.233 0.303 

7 0.0442 0.281 0.163 p.196 0.245 

8 0.0362 0.266 0.177 o. 211 0.242 

9 0.0570 0.249 0.135 O .167 0.212 

10 0.07 51 0.234 0.134 0.166 0.176 

11 0.0091 0.363 0.358 0.369 0.383 

12 0.0475 0.267 0.242 0.273 0.306 

13 O .0915 0.231 0.177 0.210 0.195 

14 0.1100 0.185 0.196 0.229 ·0.189 

15 O. 1490 0.143 0 •. 151 0.184 0.139 

16 0.1670 . 0.118. 0.163 0.196 0.137 
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2, 15 Descarga Sólida total por suspensión 

Si despreciamos la parte de sedimentos que se transportan 

arriba del nivel y, la descarga sólida total en suspensión, por uni 
r 

dad de a.ncho y de peso siene da.da por: 

2.73 

Introduciendo las ecua.ciones (2.49) y (2.55) y realizando 

la integración se obtiene: 

Puesto que z1 , d1 , X dependen de ºb' el problema. co,isiste 

en re.sol ver un sistema implÍci to, precisándose conocer el valor de 

ºb' Este dato se obtiene en base a una concentra.ción ·c
1 

a un nivel 

y
1 

conseguido de mediciones. 
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De este modo se ha obtenido la descarga en suspensión, con 

auxilio de las ecuaciones (2.65),(2.66)-,(2.72).,(2.75) y del valor m!:_ 

dido c1 • Los resultados para cada una de las 16 experiencias se in­

dican en la tabla 2.6 (la descarga total en suspensión se ha expres2: 

do en toneladas por día (T/D) = Gsl• 

Para comparar los resultados, se indican en la misma tabla 

las descargas (GS1 ) calculadas con los valores de z1 , ~ , cb y X 

medidos. Constan además las descargas (GS 2) calculadas con la fórmu 

la dada por Erling Navntoft
20 

Limitación 

La ecuación (2. 55) que da. la distr.ibución de sedimentos 

suspendidos, solamente se aplica dentro del. rango de las experienci,s 

realizadas y para diámetros superiores a 0.27 mm. Efectivamente en , 

estas condiciones, la mayor·parte del transporte ocurre en la zona -

_baja. Mas en tratándose de diámetros menores, la distribución de con 

centraciones tiende cada vez a ser mas uniforme de modo que la desca.E_ 

ga en suspensión calcul·ada· con ( 2. 7 5) conducirá a resultados bastante 

menores que los que ocurren en la realidad. Por otro lado, en el 

transporte sólido por suspensión que ocurre en Ia mayoría ·de los ríos, 
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las partíc1;11as que aportan a la descarga son en su mayoría precisa 

mente las de -diámetro inferior a 0.27 mm. 

Finalmente, dada la forma de la ecuación (2.55) quedares­

tringido su uso para elevadas concentraciones, más o menos del orden 

de 10000 ppm o más, en media. 
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TABLA 2.5 

. 2. 
À. X 103 G (T/D) . GSl (T/D) GS2(T/D) NO Cb X 10 ' s exp. calculado. calculado· ,calculado medido 

1 7.74 2.87 22.4 22.8 21.9 

2 19 .J. 6 11.36 68.6 70.1 69.3 

3 19. 51 12.07 84.2 85.3 83.5 

4 · 19. 96 25. 51 112.8 113.3 109.5 

5 34.41 53. 28 . 163.6 163.4 167 .2 

6 11.87 0.01 17.5 17.4 16.5 

7 18. 75 o.oo 32.4 33.1 32.0 

8 19.03 o.oo 48 . .3 48.2 45.9 

9 23.18 o.oo 51.0 50. 5 49.5 

10 29.55 4.90 77.3 76.1 7 4.4 

11 5.43 5. 25 15.J · 14. 7 16.5 

12 21.43 2.89 68.1 67.8 65.3 

13 35.46 3.20 113.0 119. 7 114. 7 
-

14 43.44 26.49 194.5 190.3 183.1 

15 53.23 49.00 313.2 299.0 275.3 

16 52. 50 61.00 328.9 326.l 314. 5 
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CAPITULO III 

DISTRIBUCION DE SEDIMEr,TOS SUSPENDIDOS 

BASADA EN EL COEFICIENTE DE TRANSFERENCIA 

DE SEDIMENTOS 

3,1 Perfil de Velocidades 

Emplearemos la distribución de velocidades obtenida en el 

capitulo II. 

U .. - us 1 ( 1 + y/h) " ln = 
u* X- · À + 1 

Si À O(*): 

u-u _l_ 
ln (-f-) s 

= 
u* X 

3,2 

La velocidad media para la ecuaciÔn (3,2) obtiénese inte­

grándol a desde y = y 
O 

( u = O) hasta y = h y di vidiendo por h"cy 
O

~, Si 

en la integración pasamos al limite con y tendiendo a cero, se lle 
o 

ga a la siguiente expresión aproximada: 



u = 
s X 

+u 
m 

llO 

en donde u es la velocidad media. La validez de la ecuación (3.3) 
m 

se comprobÓ con las 16 experiencias del capitulo II en donde los va 
~ 

lares deu y u fueron medidos; el errar máximo encontrado no pa-
s m 

só de 2%. Sustituyendo (3.3) en.(3.1) y (3.2) obtiénese: 

u* (~) u = u + --ln 
m X À ,1- 1 e 

+-
u* 

(1n-Lt1) ·U = u m X " h 

en donde la velocidad media ocurre a una altura igual ah/e. 

3.2 Coeficiente de Transferencia de Sedimentos 

Consideremos un flujo bidimensional, estacionaria y unifor 

me. En la presente forrnulación, se siguen los principias de la mez 

ela y difusión turbulentas, asumiendo ~ue el mecanismo de la suspeE_ 

.sión de sedimentos es análogo al de cambio de momento en el flujo • 

. * Nota: en gran parte de casos prácticos, la concentración media 

es menor a 24000 ppm pudiendo · hacerse À = O 
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Aceptando las ideas dela longitud de mezcla de-Prandtl
2 

y colocando 

e: = e: tenemos: 
m s 

T e: du 
= pf dy s 

e: .-_ s = 12 I!; 1 

con 1 = XY 

La Suposición dela.ecuación (3.8) es razonable si se toma 

en consideración de que el esfuerzo cortante en el fondo es igual a 

cero debido a la desaparición de las fluctuaciones. Por otro lado, 

en el capitulo II, para À/ O se llegó a la expresión: 

1 = X (y + À h) 

el coeficiente de difusión es por tanto 

2 
(y ·+ À h)2 l!;I e: = X 3.10 s 

y para À = o 

e: x2 2 I!; 1 = y s 3.11 

De las ecuaciones (3.1) y (3.5) 
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du 
u 

* 
dy = x(y + À h) 3.12 

du u* 
= dy XY 

3.13 

valores que introducidos en (3.10) y (3.11) conducen finalmente a 

3.14 

3.15 

Las; formas lineales de las dos Últimas ecuaciones concuer­

dan con experiencias realizadas por Coleman7 en una.altura que va 

desde la capa laminar hasta un 20% a 30% de la altura total. A pa_E. 

tir de allÍ, las experiencias muestran que el coeficiente de trans­

ferencia de sedimentos tiende a mantenerse constante hasta la supe_E. 

ficie libre. Sin embargo, el empleo de las ecuaciones (3.14) y 

(3.15) en toda la altura no conduce a errores mayores en la obten­

ción del perfil de concentraciones, como puede concluírse del apén­

dice 1 y de mediciones realizadas en· el río Grande ;:Í'l Nuevo México14 

3.3 Distribución de concentraciones 

Con las mismas suposic~o~es admitidas en 3.2, 0'Briend1 
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llegó a la siguiente ecuación diferencial para la distribución de 

concentraciones 

de 
Es dy + w e = O 3.16 

intr,fduciendo el valor de E dado por la 3 .14, separando variables 
s_.i 

e integrando desde y = a hasta y = y obtiénese 

e (~)-z2 
= e 

a 
3.17 

y para À = o 

e (~-)-z2 

e 
a 

con 
3.19 

a es un nivel de referencia en donde se conoce la concentración e 
a 

3.4 Comparación de la teoria con las experiencias 

Para eso se emplearan 23 observaciones realizadas en los 

ríos Bernalillo y Socorro, afluentes del río Grande, Nuevo México1.4 . 

Todos los dates usados se encuentran en el trabajo presentado por 
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Carl F. Nordin, Jr. y George R. Dempster, Jr. "Vertical Distribution 

of Veloci ty and Suspended Sediment Middle Rio Grande New Mexico". 

Las distribuoiones verticales de velocidad y sedimentos su.."'_ 

pendidos fueron definidas en varias verticales, cuyo _numero variÓ de 

2 á 5, excepto en un caso, en Que se obtuvieron 15 perfiles de velo­

cidad. El numero de puntos en la vertical variÓ de 4 á 5 siendo.ob­

tenidos en horizontes, (h - y)/y, aproximadamente iguales. Midié­

ronse también la descarga lÍQuida, ancho, profundidad media, tempe­

ratura del agua, pendiente de la lÍnea de agua y muestras del mate­

rial de fondo. 

Los sedimentos en suspensión se dividieron en las 4 seguie_!!; 

tes clases de diámetros en milímetros: 0.002 --0.0625; 0.0625 -

0.125; 0.125 - 0.250; 0.250 - 0.500, correspondientes a las,medias 

geométricas 0.0112mm, 0.0884mm, 0.177mm y 0.354mm respectivamente. 

Distribuciones teóricas para estas clases se determinaron usando las 

velogidades de. caída dadas por la figura 5. de "Inter-Agency Report 

no 4", 1941. i.a distribución de taman:os de partículas de las mues-= 

tras de material de fondo se determinaron por tamizado y los diáme­

tros d65 ,- d
50 

, d
35 

correspondientes al 65, 50 y 35 por. ciento res-

pectivamente del material QUe pasa, se obtuvieron de distribuciones 
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logarítmicas de probabilidad. 

Para los· datas obtenidos, la relación ancho altura es gra!!: 

de de modo que puede aproximarse el radio hidráulico Rala altura 

h. Además, en todas las 23 mediciones con excepción de 2, la con­

centraciÓn media sobre la vertical fue menor a 24000 ppm, entonces 

conforme se dijo en el capítulo IIJÀ = O y por esta razón usaremos 

la ecuaciones (3.5) y (3.18) para.realizar la comprobación. 

3.4.1 Comprobación del perfil de velocidades 

Empleando los valores medidos se plotearon en papel semilo 

garítmico los valores de la velocidad contra las respectivas prof"!!. 

didades observaándose que los puntos se ajustafran a una recta, es 

decir, ellos seguían la ley logarítmica de la ecuación (3.5). El 

coeficiente de cambio turbulento se midiÓ usando la expresión; 

3.20 

en donde~ y u 2 son las velocidades en los niveles y
1 

e y2 respecti 

vamente y m
1 

es la pendiente de la recta; de este modo 
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3,21 

También puede determinarse X con la siguiente expresión 

obtenida de la ecuaciÓn (3,5) 

X = u - u 
m 1 

-_ para calcular xcon la (3.22) se uso para u
1 

la velocidad medida en 

el :punto que, en general, coincidÍa con el más bajo de muestro. Los 

valores de xt.así calculados se encuentran en la table 3 ,1 y ellos 

son prácticamente los mismos que los calculados usando la ecuación 

(3.21) 



117 
TABLA 3.1 

Descarga Ancho Prof"!! Veloci u 
* 

Río lÍg_uÍda b(m) didad dad me 
Q(m3/s) h(m) dia (m/s) X 

(m/s). 

Bernalillo 61.0 82.4 o. 780 0.950 0.0796 o. 549 
59 .1 · 82.4 o. 756 0.951 . 0.0785 1.074 

55.8 121.0 o. 515 0.896 0.0646 0.883 

58. 6 114.8 o. 720 0.710 0.0762 0.313 

50.4 . 81. 7 o. 754 0.820 0.0810 1.191 

34.0 132.0 0.433 o. 598 0.0606 0.347 
32.8 113.0 0.442 0.662 0.0615 0.981 

32.8 121.8 0.466 o. 576 0.0629 0.329 

34.0 80.9 0.604 0.701 0.0714 0.665 

41.0 132.2 0.405 o. 765 0.0585 0.447 
40. 5 116.9 o. 598 o. 580 0.0710 0.620 

39.9 122.3 0.458 0.716 0.0622 o. 757 
40. 5 81.0 o. 595 0.840 0.0710 o. 540 

Socorro 19.7 53.4 0.466 0.794 o .0543 o. 246 

19.7 73.5 0.305 o.885 0.0440 o. 215 
19.7 136.3 0.202 0.720 0.0440 0.370 

19.7 61.6 0.440 0.731 0.0650 0.434 
25. 2 67 .6 0.354 1.050 O .0543 0.282 

25.5 71.0 0.366 0.980 0.0551 0.289 

24.8 99.8 0.326 0.762 0.0567 o. 504 
23.8 112.1 0.278 o. 765 0.0521 0.370 

102.0 78.6 0.701 1.850 0.0769 0.176 
97.6 71.5 0.725 1.940 0.0780 0.129 

.. 



118 

0bsérvase que los valores de xtienen una amplia variación 
v 

desde 0.129 hasta 1.191. Para el río Socorro, X es generalmente m~· 

nora 0.4, mas para el río Bernalillo los valores superan a 0.4 co~ 

tradiciendo a las teoría expuestan en el capítulo I. Esta se debe 

a que en el río Socorro, el fondo es mas o menos plano y la suposi 

ción de flujo bidimensional queda relativamente satisfecha. Por el 

contrario observaciones realizadas en el río Bernalillo muestran un 

fondo formado por dunas de altura considerable, llegando a veces a 

poseer una altura igual a la mi tad de la profundidad iotal. Bajo 

estas condiciones ocurren variaciones laterales extremas en la sec­

ción transversal y el flujo presenta características tridimensiona­

les. A este respecto, Sayre y Albertson (1961) obtuvieron valores 

de X variando de 0.34 a 2.77 para agua sin sedimentos con obstácu­

los rugosos isolados; sin embargo, de las pendientes de las líneas 

medias trazadas mediante el ploteo de u/u * contra la rugosidad re­

lativa, determinaron que la media integral de )( era de hecho una 

constante con.un valor de 0.38. Ellos atribuyeron la amplia varia­

ción de los valores de X , determinados por media del perfil de ve­

locidades, al efecto tridimensional y a la gran escala de vórtices. 
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3,4.2 ComprobaciÓn del perfil de concentraciones 

Con los valores medidos para cada uno de los diámetros pr!:. 

establecidos, se dibujÓ en papel doblemente logarítmico las concen­

traciones contra las profundidades. Los puntos ajustáronse a una 

recta lo cual indica que ellos satisfacen la ley de distribución de 

concentraciones dada por la ecuación (3.18). Excepcionalmente, pa~' 

ra diámetros comprendidos entre 0.25 y 0.50mm, nótase una peque;isl:_ 

ma discrepancia de los valores medidos con los dados por la ecuación 

. ) (3.18); mas para efectos de cálculo de descarga sólida total en 

suspensiÓn esa discrepancia no ocaciona errares serios.. si se lle­

va en consideración que particulas de ese tamano se encuentran muy 

pocas en suspensión. 

Los valores de z
2 

medidos obtuviéronse de los gráficos an­

teriores mediante medida de la pendiente de la recta, pues: 

ln (c
1
/c2) 

= ln (y2/y1 ) 

los resultados para 92 mediciones se indican en la tabla 3.2; como 

érase de esperar, lo.s valores medidos de z2 no coinciden con los cal 

culados con la expresión z2 = W f /x u * . Por esta razón haremos un 

estudio adicional en el próximo párrafo. 
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TABLA 3.2 

t...,) z2 Medido ,1 z 2 Calculado con 3.26 

R!O 0.0112 0.0884 0.177 0.35, 0.0112 0.0884 0.177 0.354 

B ernal iJl.o 0.062 0.408 0.637 1.050 0.049 0.324 0.675 1.142 

0.038 0.273 0.457 0.355 0.029 0.232 0.488 0.249 

0.046 0.363 o. 7 48 l .llA 0.040 O .323 0.865 1.050 

0.091 0-328 o. 7 49 1.440 0.062 0.247 0.703 1. 588 

0.097 0.438 o. 741 1.198 0.069 0.297 0.734 1.080 

0.049 o. 500 0.956 1.329 0.044 0.388 0.955 1.310 

0.021 o. 271 0.542 o. 534 0.027 0.272 0.654 0.388 

0.013 0';;447 0.927 1.744 0.017 0.353 0.920 1.670 

0.044 0.409 0.832 1.410 0.036 0.312 0,830 1.500 

0.013 0.175 0.457 0.719 0.018 0.242 0,633 0.885 

0.027 0.282 0.612 1.464 0.036 0.286 o. 705 1.450 

0.015 0.141 o. 514 0.861 0.018 0.177 o. 533 0.656 

0.018 0.383 0.902 1.723 0.024 0.310 0.890 1.660 

Socorro 0.097 o. 544 0.966 0.844 0.071, 0.450 1.060 0.781 

0.063 0.491 1.186 0.864 0.063 0.498 1,370 0.623 

0.081 o. 560 1.096 1.138 0.075 o. 585 1.188 1.050 

0.056 o. 551 0.989 1.038 0.054 0.460 1.040 0.980 

0.027 0.781 1.979 1.346 0.032 0.713 1.560 1.157 

0.031 1.051 1,308 1.551 0.037 o.865 1.520 1,750 

0.025 0.280 0.827 o ~_§_2,6 . 0.033 0.380 0.900 o. 502 

0.028 o. 756 1.816 1.487 0.038 0.713 1.660 1. 560 

0.017 0.207 0.635 1. 579 0.023 0.304 0.865 1.950 

0.004 0.301 1.179 1.955 0.068 0.415 1.270 1.946 
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3.5 Ootención del exponente z2 

En el capitulo primero llegamos a la conclusión de que los 

factores que intervienen .. la distriouciÓn de concentraciones debían 

ser función de los parámetros Wf/u*, la gravedad específica de los 

sedimentos sumergidos a y una cierta concentración 

referencia. Es conveniente también indicar que la 

e a un nivel de 
r 

temperatura a-

fecta al t~ansporte de sedimentos en suspensión. Lane, Carlson y 
21 Manson encontraron que para sedimentos menores a 0.3mm el trans-

porte aumentaoa a medida que la temperatura decrecía, mas para par­

tículas con diámetro superior a 0,3mm los efectos de la temperatura 

eran muy pequenos. 

Sumarizaremos los parámetros que intervienen en el expo­

nente z
2 

del siguiente modo: 

comparando los valores medidos de z2 con los calculados 

con la expresión W f/ X u * concl Úyese que el parámetro 

wf/u* interviene en z2 ,.;lJlaS con una potencia menor a 1. Después 

de varias tentativas con 92 valores medidos encontro_s.e que la poteQ_ 

eia 0.385 era adecuada. El efecto de temperatura actúa indirecta­

mente a través de la velocidad de caída. 

2) Concentración de referencia e • Se usá para a el nivel uoicado 
a 

a una distancia igual a 2 veces el diámetro de la partícula. La 

elección de este nivel se hizo êp base de qu~ éste es segÚn Eins­

tein3 el -nivel que separa la zona del transporte de arrastre de la.de 

suspensión. Encontros.e ·que el mejor ajuste se obtenía con el lo~ 

rítmo neperiano de la concentración. 
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3) Diâmetro d. <. ·Tal'• como en el caso de l.a concentración interve 

nía con su logarítmo natural. AquÍ también la temperatura actúa 

indirectamente a través de d. 

Con este orden de ideas, se ploteó en papel doblemente lo­

garítmico los valores medidos de z2 contra la variable 

ca está en p.p.m. y fue tomada de los perfiles medidos de concentr!!: 

ción, El diâmetro d varió desde 0.002 mm hasta 0.5 mm. El gráfico 

correspondiente se encuentra en la figura 3. 1. I.os puntos ajústan.:. 

se con razonable precisión a una recta, cuya ecuación es: 

·E1 valor de e puede obtenerse a partir de la distribución 
a 

(3.18) mediante el conocimiento de la concentración c, al nivel y,: 

La concentraciÓn c, deberá tomarse de preferencia la corres 

pondiente al nivel más bajo de muestreo. Sustituyendo (3.25) en 
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(3.24) y resolviendo para z2 se llega a: 

A, ln [ l~;) 
= --'--'------"-==-'----

1 - A, 1n(y,/2d) 

3.26 

con 

3 .27 

e, en p.p.m. 

Caso de ser À/ O, basta sustituír las ordenadas yi por 

(yi + Àh). Los valores de z2 calculados con la expresiÓn (3.26) se 

indican en la tabla 3.2. 

Nota: Corno se dijo, la temperatura desempena un papel importante 

sobre todo. en partículas de diárnetro peque;o de modo que 

una inadecuada rnedición de aquella repercute en el cálculo de z2• 

Esta imprecisión aparente no causa errores series para propósitos 

de cálculo de descarga sólida tctal en suspensión. Obsérvese por 

ejemplo el valor medido de z2 para la experiencia 23 correspondien­

te al diáruetro 0.0112 mm y el valor calculado; el priruero posee un 

valor de 0.004 en cua.~to el segundo es igual a 0.068. En ambos ca 

sos podemos decir que los sedimentos están distribuídos casi .unifor 

mernente sobre la vertical. Por otro lado, los valores de la descar 
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ga sólida en suspensión usando los dos z2 fueron prácticamente los 

mismos. Por esta razón y con el único finde obtener un mejor aju~ 

te, unas 6 valores calculados de z2 fueron corregidos. 

3,6 Descarga sólida total en susnensión 

La descarga sólida total en suspensión, obtiénese integra_g 

· do el producto ~c) desde el ni vel y = a hasta y = h, Siguiendo la 

idea de Einstein3 , usaremos.para a el valor a= 2d. Con ayuda de 

làs ecuaciones (3,4) y (3,17), después de realizada la integración 

se llega a: 

1-Z 
+ 1) 2 -

(1 -

en donde 

1-Z 
2 + 1) ln 

3,28-a 
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G es la descarga sólida total en suspensión en toneladas 
s 

por dÍa (T/D) 

c es la concentraciÓn en el nivela.= 2d, en ppm y puede 
a 

obtenerse de la ecuación (3.25) 

b ancho 

Para z2 = 1 tenemost 

G = 0.0864 u b( À+a/h) h ca 
s 

X 
+. i/e) ] 

± a/•jl ,.,a-, 

Para la mayoría de casos prácticos, À= O ( c < 24000 ppm) y . m 

entonces: 

Para z2 I 1 

G = s 
._9_•, o_"8c,_64_u*_b_X h_(_a/_h_)_z

2
_c ª~][(":.' + ; )( ; - ; ~hcz2 ]-

[ 
1°-z j t 1-z Jl ( a/h) · 

2 
ln( a/h) 1 - ( a/h) · 

2 

.- 1-Z - (1-z)2 
2 2 

Para z
2 

= 1 
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0.0864 1-y, b a 
G = 

s 

Nota: 

y = 2d. 

X 

Al aplicar las ecuaciones (3,28) y (3.29), implícitamente 

está usándose la velocidad u correspondiente al nivel 
a 

Eventualmente en algunos casos puede acontecer que u sea 
a 

negativo; esto quie_re decir que 2d es menor que y
0 

punto en cual la 

velocidades nula.Entales casos es preferible realizar la integr.§: 

ción del producto uc, desde y = O hasta y = h, con lo que se obtie-

ne: 

G = s 

Para z2 = 1 

G = s 

X 

En donde y
0 

se obtiene del perfil de velocidades: 

1 

exp(l + X u /u) 
m 

3,30-a 

3,30-b 

3.31 

Cb es la concentración en partes por millÓn correspondiente a 

y = y calculada de·: 
o 



128 

3,32 

Se tomará de preferencia para c
1 

el valor medido en el Pll:!l 

to más bajo de muestreo. 

3,7 Descarga sólida por arrastre 

De acuerdo con Einstein3 , asumiremos que:J.la velocidad media 

en la zona de arrastre es igual ll.6u , siendo así la descarga será: 
* 

en donde 

3,33 

GA = descarga sólida por arrastre en toneladas por dÍa 

a = altura de la zona de arrastre e igual a 2 veces el diá 

metro 

b = ancho 

c = concentraciÓn obtenida en y = 2d, calculada de la ecua 
a 

ción (3.25) 

3. 8 Resultados 

La descarga sólida total por suspensiÓn se calculÓ de 3 mo 
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dos diferentes: 

12) Se usaron las ecuaciones (3,29), empleando los valores de X me­

didos, z
2 

medidos, a= 2d, y, ca tomada de los perfiles de con­

centración. Los resultados se encuentran en la primera columna de 

la tabla 3,3 

22) Usando las ecuaciones (3.29). Los valores de X se calcularon 

con,la ecuación (3,22) usando para u, la velocidad medida en el 

punto Que, en general, coincidÍa con el más bajo de muestreo, z2 

se calculÓ con la ecuación (3.26), c con la (3.25), Los resulta­a 

dos están en la segunda columna de la tabla 3,3, 

30) Usando las ecuaciones (3,30), (3,31) y (3,32) y los valores de 

X y z
2 

medidos. Estos resultados se encuentran en la tercera co 

lumna de la tabla 3,3, 

Finalmente, en la Última columna de la tabla están los va­

lores de la descarga sólida en suspensión calculados con el Proceso 

Modificado de Einstein, 
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TABLA 3 .3 

G
6 

( T/D) ·G
6 

(T/D) 'G
6

(T/D) G
6 

(T/D) 

RÍO Ecuación EcuaciÓn EcuaciÓn Procesó Mo 
3.29 z2 3.29 z2 3.30 z2 dificado 

medido calculado medido Einstein 

Bernalillo 10967 11285 11016 11489 

·7937 8046 7948 7812 

7682 7801 7917 7810 

5771 6161 6037 6409 

5811 5933 6072 5578 

9774 10138 10114 11735 

9814 9621 9830 10012 

8741 8872 9053 10451 
10688 11059 10713 l1685 
13026 12175 13026 14470 

10994 10638. 11028 12387 
9616 9506 9626 10049 

12178 12202 12214 13132 

Socorro 9921 10555 10160 12726 

10749 10624 10881 11761 

11120 11202 11205 11837 

11078' 11292 11100 12915 

37354 34623 38109 33911 

39483 40164 40011 37674 

30179 29819 30184 31069 

35084 33008 35228 30279 

1077343 1038291 1088598 1150070 

1002920 910648 1015566 1102567 
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TABLA. 3,4 

LaTabla 3,4 contiene los valores de la descarga sólida por 

arrastre calculados con la ecuación (3,33) y los de la descarga sÓli 

da total G.T 

-
G (T/D) ecua-s . GA (T/D) ecuaciÓn GT = Gs + GA 

RÍO ción (3.29) z2 (3.33) (T/D) 
calculado 

Bernalillo 11285 231 11516 

8046 194 8258 

1801 164 7965 
6161 761 6922 

5933 190 6123 

10138 350 10488 

9621 80 . 9701 
8872 · 1019 9891 

11059 654 11713 

12175 90 12265 

10638 542 11180 

9506 82 9588 

12202 1027 13229 

Socorro 10555 162 10717 
" 

10624 310 10934 
11202 131 11333 

11292 175 11467 

34623 1796 36419 

40164 2930 43094 

29819 171 29990 
33008 1477 34485 

1038291 6441 1044732 
910648 7836 918484 
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C0NCLUSI0NES 

La d.istribución de velocidades sigue adecuadamente la ley 

logarítmica expresada por la ecuación (2.49), o por la 

(3.2) en.caso de concentraciones no muy elevadas. 

La ley de distribución de concentraciones dada por la e­

cuación (2.55) es aplicable en la zona ba.ja del flujo,ha~ 

ta una altura de 0.10 h a 0.20 h. 

1a ecuación (2.55) posee dos limitaciones: a) adáptase 

bien únicamente para partículas gruesas con d.iámetro ge-

neralmente mayor a 0.27 mm; b) dada sua forma es utiliza 
,;-

da para altas concentraciones, de preferencia mayores a 

10000 ppm en media. 

1os parámetros en las distribuciones de velocidad y conce~ 

tración son funciones de W/u*; a y la concentraciÓn a un 

cierto nivel de referencia. a puede intervenir ind.irecta 

mente a través de W y de d. 

1a distribución de concentraciones dada por la ley poten 

cial de la ecuación (3.17) aplÍcase a toda la vertical. 

1os granos que, en media geométrica, poseen un diámetro su 
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perior a 0.354 mm, presentan un pequeno desvío con respec­

to a la distribución mencionada. 

En la mayoría de los casos que ocurren en la naturaleza, 

la concentración media sobre la vertical es menor a 24000 

ppm, pudiendo hacerse À = O y usar la ecuación simplifica-

da (3.18). 

Los parámetros que intervienen en el exponente de distri 

bución de concentraciones z2 pueden resurnirse a 3: W/u*, 

d y una concentración c1 al nivel de referencia y
1 

que se­

rá de preferencia el más bajo de muestreo. 

Los valores del exponente z2 calculados con la fórmula se­

rniempÍrica de la ecuación (3.26), concuerdan con razonable 

precisión con los valores medidos para un amplio intervalo 

de diâmetros, comprendidos entre 0.002 mm y 0.5 mm. 

El hecho de que los granas con diâmetro mayor a 0.354 mm 

se desvíen un poco de la distribución (3.18), no origina 

errar apreciable para efectos de cálculo de descarga sóli­

da total en suspensión, si se lleva en consideración que 

partículas superiores a tal diámetro aportan a la descarga 

con porcentage reducido. 

La descraga sólida total en suspensión calcÚlase por sim-
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ple aplicación de la fÓrurula (3.28) o de la (3.30), usando 

los valores de z
2 

dados por la ecuación (3.26). Este pro­

cedimiento puede considerarse bastante general si se toma 

en cuenta que la formulaciÓn teórica fue conferida en dos 

ríos que presentabán características completamente diferen 

tes: uno de ellos poseía fondo más o menos plano y ofrecía 

pequena resistencia al flujo; el otro, por el contrario, 

presentó fondo con dunas de altura considerable y gran re 

sistencia·al flujo. 

Las descargas sólidas obtenidas con uso de la ecuación . 

(3.29) y de la (3.30) ernpleando los valores medidos de z
2

, 

no difieren apreciablemente, para propósitos prácticos, con 

las dadas por la ecuación (3.29) usando los valores calcu­

les de z2 y·aquellas obtenidas mediante el Proceso Modifi­

cado de Einstein. 
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APENDICE 

PERFIL DE CONCENTRACIONES EMPLEANDO DOS EXPRESIONES 

PARA EL COEFICIEt,TE DE TRANSFEREffCIA DE SEDIMENTOS 
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De acuerdo con experiencias realizadas en laboratorio por 

7 , f Neil L. Coleman, concluyese que el coe iciente de transferencia de 

sedimentos no sigue la forma del de transferencia de momento sino que 

e aumenta con la distancia desde el fondo hasta adquirir un valor má 
s 

ximo, ubicado a una altura comprendida entre 20% a 30% de la profundl:_ 

dad total, tendiendo a partir de allÍ a mantenerse constante hasta la 

superfície libre. 

Con ayuda de datas de 16 experiencias, procediose al ploteo 

de e,./u,h contra y/h. Los gráficos mostraron que para y/h menor que 

iJ, el coeficiente adimensional de transferencia de sedimentos 

( e /u.h), variaba, con razonable precisión, linealmente con y/h. Para 
s 

y/h mayor a 1), é /u, h podía_ considerarse una constante igual a ( • La 
s 

figura 4.1 muestra un esquema de esta variación: 
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E/uh 
s * 

Fig. 4.1 

1 

Los valores adimencionados ~, ( serán dependientes de los 

parámetros W/u , d y de una concentración c a un dado nível de re-• r 

ferencia; 1 varía de O. 2 a O. 3. 

Segun esto, las ecuaciones que dan la variación del coefi­

ciente de transferencia de sedimentos serán: 

Es 
u. h 

-~- ...JL = ~ h , para O 4.1-a 

, para ...JL Í- h < 1 4.1-b 

Sustituyendo estas expresiones en la ecuación diferencial 

de O'Briend obtiénese, después de realizada la integración, las si­

guientes distribuciones de sedimentos suspendidos: 
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-2 

c = c (~) 3 para o<...JL.,, 7J 4.2-a 
a h 

.23 
~ para TJ <...JL. :, 1 4.2-b TJ h ' - h 

c = CTJ e e 

en donde 

23 
w 

= (l'../TJ)u. 

cry = c ( -2._g 
\-23 

a a J 

Obsérvase que la ecuación (4.2-a) es la misma que la obte­

nida en el capítulo 3 para distribución de sedimentos en suspensión, 

mas con los valores de 2
3 

diferentes de 22 

En la figura 4.2 se encuentran los gráficos de las ecuaci,2 

nes (4.2-a) y (4.2-b) correspondientes a la medición número 3 del río 

Bernalillo, para un diámetro de 0.0884 mm. Los valores de 2
3 

= 0.27 

y 7J = O. 241 fueran medidos y se empleÓ como ni vel de referencia 

En la misma figura se indica con lÍnea de trazes el gráfi­

co de la ecuación (4.2-a), para la misma medición, mas empleando el 

valor de 2
3 

= 0.36 obtenido en el capítulo 3. Para propósitos prác-
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tices, la distribución dada por las ecuaciones (4.2) y la obtenida 

en el capítulo precedente no difieren apreciablemente. 

Con los datos de los perfiles de concentración de los riós 

Bernalillo y Socorro14 se midieron los. valores de~ y z
3

, obteniénd.9. 

se gráficos similares a los de la figura 4.2 y comprobando así la v~ 

lidez de las ecuaciones (4.2). Empero no fue posible encontrar ex­

presiones adecuadas parar y z
3

• 

Concluímos finalmente que la suposición hecha en el capÍt.!!: 

lo 3, de que el coeficiente de transferencia de sedimentos varía li­

nealmente en toda la vertical, es válida. 




