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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo explorar a area de aprendizado por reforco profundo,
que tem apresentado grandes evolugoes nos tltimos anos e é considerada por diversos
pesquisadores a drea mais proxima da chamada Inteligéncia Artificial Geral ou Inteligéncia
Artificial Forte. Uma variacao do jogo da velha é apresentada e um modelo é proposto
para o treinamento de um agente inteligente capaz de jogar este jogo, de tal forma que
as agoes do agente combinam uma parte numérica com uma parte categorica. Para isto,
este trabalho introduz grande parte da modelagem encontrada na area de Aprendizado
por Refor¢o Profundo. Sao exploradas diversas configuragoes para o treinamento deste
agente a fim de validar a que apresenta o melhor desempenho no jogo. A pontuacao é
calculada com base em partidas contra um agente proposto ao longo do trabalho que age
em partes de forma aleatéria e em partes de forma inteligente. Por fim, sdo apresentados
os resultados obtidos nos experimentos, desafios encontrados e propostas de melhoria para
trabalhos futuros.

Palavras-chave: aprendizado por refor¢co. aprendizado de maquina. aprendizado pro-

fundo. rede neural.



ABSTRACT

This work aims to explore the area of Deep Reinforcement Learning, which has shown
major developments in recent years and is considered by many researchers the closest
area to the so-called Artificial General Intelligence. A variation of the tic-tac-toe game is
introduced and a model is proposed for training an intelligent agent capable of playing this
game, such that the agent’s actions combine a numerical part with a categorical one. For
this, this work introduces much of the modeling found in the area of Deep Reinforcement
Learning. Several configurations for the training of the agent are explored to validate
the one that presents the best performance in the game. The agent score is calculated
based on matches against an agent, introduced throughout this work, that acts in parts
at random and in parts intelligently. Finally, the results obtained in the experiments,
challenges faced and proposals for improvement for future work are presented.

Keywords: reinforcement learning. machine learning. deep learning. neural network
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1 INTRODUCAO

A area de aprendizado por refor¢o (SUTTON; BARTO, 2018) consiste em treinar
um agente a partir de experiéncias e interagoes observadas em um ambiente, ao receber
recompensas por cada agao feita. Esta area é fortemente inspirada na psicologia humana
e, por isso, é considerada umas das areas mais promissoras para alcancar a chamada
Inteligéncia Artificial Forte (GOERTZEL, 01 Dec. 2014; ROCHA; COSTA; REIS, 2020),
que consistiria em uma inteligéncia capaz de aprender qualquer tarefa que um ser humano
também é capaz.

Ao longo do tempo, diversos avangos na area vém sendo feitos. Uma das primeiras
aplicacoes de aprendizado por reforco foi na resolucao do jogo da velha, como por exemplo
(MICHIE, 1961), em que foi desenvolvido um sistema mecénico com o auxilio de caixas
de fosforo chamado de MENACE (Matchbox Educable Noughts and Crosses Engine), ilus-
trado na figura 1. Neste sistema, cada caixa de fésforo representa um certo estado do
tabuleiro e possui uma certa quantidade de pecas coloridas internamente, representando
cada acao possivel naquele estado. Em cada jogada, uma peca é retirada aleatoriamente
e a agao correspondente é realizada. Caso o sistema ganhe ou empate o jogo, para cada
caixa utilizada para realizar os movimentos, mais pecas das cores utilizadas sao adici-
onadas. Caso o sistema perca o jogo, as pecas amostradas sao removidas das caixas
correspondentes, desincentivando estes movimentos de serem realizados novamente em
jogos futuros. Este é um exemplo de aprendizado por refor¢o, em que o sistema interage
com o jogo, dando recompensas positivas para jogadas com resultados ganhadores e de

empate, e recompensas negativas para jogadas com resultados perdedores.

Figura 1 — Recriagao do sistema MENACE

Diversos trabalhos foram desenvolvidos além do MENACE com foco no jogo da ve-
lha. Alguns exemplos: (GATTI; EMBRECHTS, 2013) explora o uso de redes neurais
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para a resolucdo do jogo da velha e de uma variante sua; (FAUSSER; SCHWENKER,
2011) aplica um ensemble (comité) de M agentes treinados e combinados para a decisao
de qual acao tomar em cada passo para alguns jogos de tabuleiro, incluindo o jogo da
velha; (STEEG; DRUGAN; WIERING, 2015) utiliza o método de diferengas temporais
(discutido na sec¢ao 2.1.3) para explorar uma varia¢ao tridimensional do jogo da velha;
e (WANG; EMMERICH; PLAAT, 2018) utiliza uma variacao do Q-Learning (discutido
também na segdo 2.1.3) para treinar agentes que aprendem a jogar jogos de forma mais
genérica, aprendendo a jogar varios jogos de uma vez, incluindo o jogo da velha.

Outros jogos também foram sendo explorados ao longo do tempo. Esta é uma area
com grande interesse de pesquisa, pois é simples treinar agentes, com técnicas de apren-
dizado por refor¢o, a partir da interacao com um simulador, com o objetivo de conseguir
pontuacoes cada vez melhores. Exemplos sao o treinamento de um agente para jogar di-
versos jogos do videogame Atari 2600 (MNIH et al., 2013), treinamento de um agente para
jogar o jogo Gamao (TESAURO, 1995) ou mesmo um agente, conhecido como AlphaGo
(SILVER et al., 2016), para jogar o famoso jogo Go.

Outras possiveis aplicagoes incluem o controle de veiculos autonomos (KIRAN et al.,
2021), em que o agente é responsavel por controlar a diregao do veiculo a partir de sensores
ao redor do mesmo; robotica (KOBER; BAGNELL; PETERS, 2013; GU et al., 2016),
para o treinamento do controle de pegas roboticas; e mercado financeiro (FISCHER, 2018;
CHARPENTIER; ELIE; REMLINGER, 2020; YANG et al., 2020), criando estratégias de
investimento ou de trading de ativos financeiros.

Para popularizar o estudo da area e o desenvolvimento de novos modelos, alguns
ambientes com tarefas e interagoes prontas foram implementados, como os do OpenAl
Gym (BROCKMAN et al., 2016), com exemplos na figura 2, ¢ o MuJoCo (TODOROV;
EREZ; TASSA, 2012), com exemplos na figura 3.

Figura 2 — Exemplos de ambientes do OpenAl Gym

o o

S
| L N
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Figura 3 — Exemplos de ambientes MuJoCo

Half-Cheetah

1.1 PROBLEMA EXPLORADO

O problema explorado ao longo deste trabalho é uma variacao do famoso jogo da velha,
conhecida como Jogo da Velha com Aposta (DEVELIN; PAYNE, 2010; FRANKO,
2019).

Nesta variacao, dois jogadores competem em um tabuleiro idéntico ao do jogo da velha,
que deve ser preenchido com trés pecas de um mesmo jogador na mesma linha, coluna
ou diagonal. Porém, diferentemente da versao original, os jogadores nao alternam turnos.

Estas sao as regras do jogo:

1. Cada jogador comega com uma quantidade C' de moedas (C' = 100 ao longo dos

experimentos deste trabalho).

2. No comeco de cada rodada, cada jogador deve apostar um valor entre 0 e o valor
atual que possui de forma escondida, sem que seu oponente saiba este valor. Eles

sabem apenas quantas moedas cada um possui.

3. As apostas sao reveladas e o jogador que tiver o maior valor possui o direito de fazer

um movimento no tabuleiro.
4. Este mesmo jogador deve dar o valor apostado para seu oponente.

5. As rodadas se seguem até um jogador possuir 3 pecas em sequéncia, como no Jogo

da Velha classico.
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Caso haja empate na aposta, o jogador que possuir mais moedas na rodada atual leva
a vantagem. Caso ambos possuam a mesma quantidade, ha um sorteio de qual jogador
terd a vantagem na jogada.

Uma visualizagao do inicio deste jogo encontra-se na figura 4, no qual o jogador DRL-
Player apostou 41 moedas e ganhou a possibilidade de fazer um movimento no tabuleiro
apds ganhar a aposta contra seu oponente HumanPlayer, que apostou 31 moedas. Como
cada jogador comegou com 100 moedas, o jogador DRLPlayer agora possui 59 = 100 -

41 moedas, apo6s fazer uma jogada na posigao 3, enquanto o jogador HumanPlayer possui
141 = 100 + 41 moedas.

Figura 4 — Visualizacao do jogo em um terminal

2 HumanP

DRLPlayer bid: 41 Player 2 HumanPlaye

DRLPlayer on the bet

Este jogo se mostra desafiador por alguns motivos. Estratégias do Jogo da Velha tra-
dicional nao se aplicam diretamente nesta variagao, pois os jogadores nao alternam turnos
e, caso um jogador possua muitas moedas, ha estratégias que o permitem garantidamente
jogar pelo menos duas vezes seguidas, as vezes garantindo a vitéria.

Além disso, ha o elemento da surpresa: um jogador pode precisar apostar um valor
alto para realizar certo movimento, e, caso seu oponente queira impedir tal movimento,
precisa apostar um valor mais alto ainda. Mas o valor apostado pelo primeiro jogador
pode ser baixo de propoésito, fazendo com que ele receba muitas moedas de seu oponente
e jogue com esta vantagem nas rodadas seguintes.

Alguns outros trabalhos nessa area de jogos com aposta foram realizados, como (DE-
VELIN; PAYNE, 2010), que segue uma abordagem combinatoria, e (ARTHURS; BIRN-
BAUM, 2016), que também utiliza aprendizado por reforgo profundo e segue uma meto-
dologia similar & adotada neste trabalho, mas com uma modelagem diferente. O Jogo da
Velha foi escolhido para este trabalho justamente por ser um dos jogos adversarios mais

simples
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1.2 OBJETIVOS DO TRABALHO

Os principais objetivos deste trabalho sao explorar parte da literatura do campo de
aprendizado por refor¢o profundo, além de propor uma modelagem para o problema apre-
sentado, junto com sua implementacao e resultados obtidos.

No contexto deste jogo apresentado, se faz necessario um modelo capaz de processar
um estado e retornar uma agao hibrida, com uma parte numérica (valor a ser apostado)
e uma parte discreta (posi¢ao no tabuleiro). Alguns modelos existem com este proposito,
como por exemplo o P-DQN (XIONG et al., 2018) e o modelo proposto em (WEI; WICKE;
LUKE, 2018), em que o espago de agoes é parametrizado e a parte continua ¢ condicionada
a parte discreta, ou seja, s6 é escolhida apos a escolha da parte discreta e seu dominio
pode variar em fungao desta.

Neste trabalho, é proposto mais um modelo, combinando caracteristicas do modelo
conhecido como DDPG (LILLICRAP et al., 2015) e de técnicas de exploracao utilizadas
no DQN (MNIH et al., 2013), para ser possivel ter como saida uma agdo com partes
tanto discreta como continua. Nesta proposta, os dois componentes (continuo e discreto)
sao computados a partir de um mesmo modelo, como detalhado na secao 2.4. Isto é
possivel pois nao ha dependéncia entre o dominio do valor apostado com o dominio da
posicao escolhida no tabuleiro, isto é, o valor apostado nao influencia em quais posi¢oes
do tabuleiro podem ser jogadas e vice-versa. KEsta modelagem faz com que haja um
reaproveitamento das features calculadas a partir do estado atual (quantidade de moedas
de cada jogador e configuracao do tabuleiro) para a escolha de cada componente da agao
a ser tomada.

A nivel de experimentos, o objetivo consiste em treinar alguns agentes com este modelo
proposto, variando alguns hiperparametros, e comparar seus resultados. Além disso,
uma analise da qualidade das acoes iniciais do melhor agente é apresentada, assim como
métricas de treinamento e de validacao.

Em aplicagoes reais, ha a possibilidade de combinar modelos estatisticos com estra-
tégias estabelecidas manualmente, que poderiam melhorar o desempenho do agente, mas
estas nao sao exploradas neste trabalho.

Um exemplo classico de estratégia desenvolvida por humanos é a Tt For Tat para o
dilema do prisioneiro iterado (AXELROD, 1985). Em cada rodada, dois agentes interagem
escolhendo uma agao cooperativa ou uma desertora. Cada combinagao gera recompensas
potencialmente diferentes para cada agente, de tal forma que, no longo prazo, é mais
vantajoso para cada agente escolher a acao colaborativa. Foram realizados alguns torneios
abertos para a comunidade, em que vérias estratégias foram submetidas, e a conhecida
como Tit For Tat, que consiste basicamente em comecar colaborando e depois replicando
a ultima agao do oponente, foi a que obteve melhor pontuagao quando confrontada com

todas as outras.
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2 MODELAGEM

Para a criacao de um agente capaz de realizar movimentos dentro do jogo, uma mo-
delagem foi proposta utilizando conceitos de algumas areas do aprendizado por reforco
profundo. Inicialmente, foram utilizados modelos classicos de aprendizado por reforco.
Porém, estes modelos logo se tornam inviaveis com o aumento do tamanho dos espacos de
estados e de a¢oes do ambiente do jogo. Assim, é necessario modelar os estados e as agoes
de forma aproximada. Para isto, redes neurais sao apresentadas, utilizadas e combinadas
com técnicas anteriores. Por fim, modelos mais complexos sao utilizados e adaptados para

o Jogo da Velha com Aposta.

2.1 APRENDIZADO POR REFORCO

Como introduzido anteriormente de forma breve, o aprendizado por reforgo é uma
area do aprendizado de maquina que consiste na interacao de um agente com um ambi-
ente. Este agente observa um estado no ambiente, toma uma acao, transiciona para um
novo estado e recebe uma recompensa nesta transicao. Uma visualizacao desta dinamica

encontra-se na figura 5.

Figura 5 — Interacao de um agente com um ambiente

':| Agent |

state reward action
S| |R A,
RH—I ("
_,.‘_‘-— .
S| Environment

Agente observa estado S; e recompensa R;, toma uma acao A; e vai para um novo estado
Si+1 recebendo uma nova recompensa ;.

O principal objetivo entao de um agente treinado a partir de técnicas de aprendizado
por reforco é o de encontrar uma politica 7 : S — A que aprende qual acao a € A
tomar a partir de cada estado s € S a fim de maximizar uma funcao objetivo baseada
nas recompensas observadas.

Uma politica pode ser deterministica, na qual, para cada estado s, é associado
exatamente uma acdo a = 7(s), ou estocastica, na qual, para cada estado s, é associada

uma distribuigdo de probabilidade 7(a|s) para todas as agoes a € A.



16

Estas defini¢oes, assim como técnicas para encontrar tais politicas, sao melhores dis-

cutidas nas segoes a seguir.

2.1.1 Markov Decision Processes

Um Markov Decision Process (mais conhecido como MDP e traduzido como Processo
de Decisao de Markov) (BELLMAN, 1957; HOWARD, 1960; SUTTON; BARTO, 2018)
¢ uma formalizagao das nogoes de agente, estado, recompensa e ambiente descritos ante-
riormente, utilizando também a propriedade markoviana apresentada na secao A.2.

Nesta formulacao, um agente interage com um ambiente em uma sequéncia de passos
discretos. A cada passo t, o agente observa um estado S; € § do ambiente e toma uma
agao A; € A(s). No passo seguinte t + 1, ele recebe uma recompensa R € R C R e
observa um novo estado S;;1 € S.

Um MDP pode ser definido entao como uma tupla < S, A, p >, em que:
e S ¢é o conjunto de estados possiveis observados pelo agente
e A é o conjunto de agbes possiveis a serem tomadas pelo agente

e p(s',r|s,a) é afungdo de probabilidade, também chamada de fungao de transigao,
que define a dindmica do MDP. Consiste na probabilidade de observar um novo
estado s € S e uma recompensa r € R no instante seguinte & tomada da acao
a € Ano estado s € S, ou seja, é outro jeito de escrever Pr(S, = s, Ry = r|S;_1 =

s, A1 = a)

E comum, em algumas formulagoes de MDP, definir a funcao de transicao sem a
dependéncia das recompensas. A partir desta definicao acima, poderiamos calcular esta

nova func¢ao como uma distribuigao marginal:

p(s'|s,a) = Pr(S; =5'|S;1 =5,4,1=a) = Zp(s’, rls,a) (2.1)
reR
Conhecendo a funcao de transicao do MDP, é possivel calcular diversas outras infor-

magoes, como o valor esperado da recompensa em uma transi¢ao entre estados.

2.1.2 Funcgoes de Bellman

Dado um MDP, é necesséario entender que funcao objetivo serd maximizada. Para
isso, é necessario entender a natureza do problema, se ele é episédico, ou seja, tem
uma quantidade finita de passos por episodio (como por exemplo o jogo proposto neste
trabalho), ou infinito, ou seja, potencialmente a interacdo do agente com o ambiente

pode nao ter fim (como por exemplo um rob6 aprendendo a andar).
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Para um problema episddico, pode-se definir o retorno esperado a partir do instante ¢

e para um instante terminal 7" como:

Gy = Ryt + Biyo+ -+ Ry (2.2)

Para um problema infinito, nao existe instante terminal 7" e uma soma infinita fa-
cilmente diverge. Por isso, ¢ introduzida uma constante denominada taxa de desconto,

representada por 7, que pode ser usada para alterar a equagao 2.2:

Gi=Ris1 +YRiyo + V' Ripg + -+ = Z Y Rivria
N (2.3)
=R+ Z ’YkR(t+1)+k+1 = Rip1 + G

k=0

, no qual 0 < v < 1. Se as recompensas sao finitas, isto é, R; < Rpyay, 0 valor de G,

também é finito, pois:

Gr=Y Y Riks1 Y 7 Runax
k=0 k=0 (2.4)

e R
o k max
—RmanZ:OfY _1_7

E facil ver que o valor de ~ influencia o peso dado a cada recompensa no futuro. Valores
de v proximos de 0 fazem o agente olhar para instantes mais préoximos e praticamente
ignorar o futuro mais distante, enquanto valores de v mais proximos de 1 fazem o agente
considerar mais as recompensas futuras.

A partir da recompensa esperada Gy, é conveniente definir mais duas fungoes. Levando
em consideragao uma politica 7 a ser seguida, a equagao 2.5 é definida como funcao de

valor, enquanto a equacao 2.6 ¢ definida como funcao de agao-valor.

U(s) = E; [G| Sy = s] = E, kaRHHﬂSt =s|.,VseS8 (2.5)
k=0
0r(s,a) = E; [G¢|S; = s, Ay = d]
0 (2.6)
=E, Z’YthJrkH‘St =s5A=a|,VscS,ac A
k=0

Vale notar que a fungao de agao-valor pode ser calculada para qualquer par (s,a),
mesmo que a nao seja uma acao a ser tomada a partir da politica escolhida .
E possivel escrever a funcao de valor de um estado em funcéo dos estados seguintes,

assim como a funcao de agao-valor para os estados e agoes seguintes. Estas fungoes escritas



18

dessa forma recursiva sao chamadas de fungoes de Bellman. A funcao de valor pode

ser escrita como:

v (8) = B [Ge|S: = 9]
= E [R; +7G141]S: = $]
=Y Rl Y P s @) [ (Gl = S (27

acA s’

— Zw(a|3) Zp(s', rls,a) [r +yvg(s)],Vs € S

acA sl
Um MDP possui uma funcao de valor e uma funcao de agao-valor 6timas, definidas

como a propria funcao avaliada com a melhor politica possivel:

vi(8) = mngﬂ(s),VS eS (2.8)

¢«(s,a) = max ¢, (s,a),Vs € S,a € A (2.9)

2.1.3 Q-Learning

Um problema das equagoes de Bellman como apresentadas até o momento é que é
necessario conhecer a fungao de transi¢cao p do MDP, o que na maior parte dos problemas
nao ¢é verdade. Para resolver este problema, algumas abordagens que nao requerem um
modelo do ambiente sao apresentadas. A primeira delas é utilizando métodos de Monte
Carlo.

Seja Gy um valor observado para o retorno a partir do tempo ¢ até o fim de um episédio
e a uma constante indica o tamanho de um passo. E possivel calcular uma estimativa
V' (S;) para v.(s) de forma iterativa a partir de uma média moével exponencial para um

ntmero suficiente de episédios como:

Um problema imediato com este método é que é necessario esperar um episédio inteiro
terminar para realizar atualizacoes para as estimativas das funcoes de valor. Quando o
episodio é muito longo, isto pode ser muito ineficiente e, para problemas infinitos, isto é
inviavel.

Uma outra abordagem mais utilizada é a partir de um método chamado de Temporal
Difference (SUTTON, 1988) (mais conhecido como TD e traduzido como Diferenga Tem-
poral). Este método possibilita a atualizagao da estimativa para a fun¢ao de valor apos
cada instante t da interagao entre agente e ambiente, e nao apds cada episodio, a partir
do uso de uma técnica chamada bootstrap, em que uma estimativa é atualizada a partir

de outras estimativas. A equacao de atualizagao apresentada por este método é entao:

V(Sy) <= V(Sy) + a(Rip1 + YV (Se41) — V(S) (2.11)



19

A partir dessa abordagem, um dos principais algoritmos em Aprendizado por Re-
forgo foi desenvolvido, chamado de Q-Learning (WATKINS, 1989; WATKINS; DAYAN,
1992). Ele utiliza uma atualiza¢ao parecida com a apresentada na equagao 2.11, mas com

a atualizagao da estimativa Q(S;, A;) para q.(s,a):
Q(St, Ar) + Q(Si, Ar) + [Rt—i-l + ymax QS +1,a) — Q(S, Ar) (2.12)

O algoritmo completo pode ser encontrado no Algoritmo 1. Ele utiliza uma forma de
explorar o espago de estados conhecida como e-greedy, no qual, com probabilidade ¢, uma
agao aleatoria é tomada e, com probabilidade (1 — ¢), a melhor acao calculada é tomada
em cada instante.

Uma vez que Q(s,a) é calculado para todas os estados e agoes, a politica pode ser

calculada de forma deterministica como:

m(s) = max Q(s,a) (2.13)

Algoritmo 1: Q-Learning
Entrada: Tamanho do passo a € (0,1] e >0
Saida: Q(s,a),Vs € S,a € A
Q(s, a) inicializado de forma arbitraria exceto para estados terminais, onde
Q(terminal,-) =0

para cada episodio faga
S + estado inicial

enquanto S nao € terminal faga
Escolha acao A a partir de S usando uma estratégia e-greedy com ()

Realize agao A, observe recompensa R e proximo estado S’
Q(S,A) + Q(S,A) + a[R+ ymax, Q(S5,a) — Q(S, A)]

S« 9
fim

fim

Outros métodos foram propostos na literatura também utilizando esta abordagem com
TD. Exemplos sao SARSA (SUTTON; BARTO, 2018; RUMMERY; NIRANJAN;, 1994) e
Ezpected SARSA (SUTTON; BARTO, 2018), que tentam levar em consideragao nao s6 o
melhor valor da fun¢ao de agao-valor para escolha da proxima ac¢ao, mas também o método
de exploragao utilizado, mas tais métodos nao sao tao utilizados quanto o @Q-Learning.

Vale comentar também que o @-Learning é um método conhecido como off-policy,
no sentido em que agoes podem ser tomadas a partir de qualquer politica, mesmo uma
que nao utilize a funcdo Q(s,a) atual. Isto permite que este algoritmo seja utilizado para

um agente aprender com experiéncias passadas e inclusive de outros agentes.
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Um problema de todos estes métodos é que a funcao a ser calculada possui um domi-
nio extremamente grande. Para a fun¢ao @, ¢ necessario o calculo de |S| x |.A| valores.
Por ser um método iterativo, cada valor deve ser atualizado um nimero suficiente de
vezes para obter convergéncia. O niimero de iteracoes deste algoritmo facilmente explode,
tornando-o inviavel para tais cenarios. Neste contexto, algumas técnicas devem ser uti-
lizadas, seja para discretizar o espacgo de estados e agoes, como por exemplo as técnicas
conhecidas como Tile Coding (SUTTON; BARTO, 2018) ou Coarse Coding (SUTTON,
1996; SUTTON; BARTO, 2018), ou para aproximar as fungoes calculadas a partir de
estados e funcgoes. Esta segunda opgao ¢ a mais utilizada, sendo comum utilizar modelos

aproximativos baseados em redes neurais.

2.2 APRENDIZADO PROFUNDO

Esta é uma subarea do Aprendizado de Maquina, na qual redes neurais sao utilizadas,

mais especificamente redes neurais profundas, isto é, com pelo menos duas camadas.

2.2.1 Redes Neurais

Uma rede neural (GOODFELLOW; BENGIO; COURVILLE, 2016) é um modelo pa-
ramétrico, criado a partir de fortes inspiracoes no cérebro humano. Este modelo consiste
em um conjunto de unidades, chamadas de neurdnios, conectadas entre si, formando
um grafo de computacao a partir de uma entrada. Estas conexdes possuem parametros
chamados de pesos.

E comum agrupar os neurénios em camadas, de tal forma que uma camada recebe
sinais x ponderados pelos pesos w da camada anterior e combinados de forma linear em
cada neurdnio. Apoés esta combinacao, é aplicada uma fungao de ativagao nao linear
g a este sinal. E importante que esta funcao de ativacdo seja néo linear, caso contrario
a combinacgao de diversas funcoes lineares resultaria em uma tnica funcao linear. Uma
visualizacao de uma rede neural simples em camadas pode ser vista na figura 6.

As redes neurais possuem diversos tipos de arquitetura, dentre elas redes feed-forward,
convolucionais, recorrentes, entre outras. Cada rede costuma ser mais utilizada para um
dominio de problemas. Por exemplo, redes convolucionais se tornaram muito conhecidas
com a aplicagao na classificacao de imagens, assim como outras tarefas na area de visao
computacional. Redes recorrentes possuem propriedades que a tornam adequadas para
modelar entradas e/ou saidas sequenciais. Esta caracteristica as torna apropriadas para a
area de processamento de linguagem natural, expressa por textos escritos e comunicados
entre seres humanos. O desenvolvimento de novas arquiteturas é uma area de pesquisa
muito explorada, com o advento de redes cada vez mais complexas e potentes. Como

exemplo, pode-se citar a criacdo das redes conhecidas como Transformers (VASWANI et
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Figura 6 — llustracao de uma rede neural
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Exemplo de uma rede neural com trés features de entrada, duas camadas ocultas e uma
saida

al., 2017), muito utilizadas para modelagem de sequéncias, que possuem diversas vanta-
gens sobre as redes recorrentes.

Embora as redes neurais fossem conhecidas hé vérias décadas, elas ficaram um tempo
sem muita pesquisa ativa, enquanto nao havia uma maneira eficiente de treiné-las, até o
desenvolvimento do chamado backpropagation (RUMELHART; HINTON; WILLIAMS,
1986). Este é um algoritmo de propagagao da fungao de custo em relagao a cada um dos
parametros, combinando técnicas de programacao dinadmica com resultados de calculo
diferencial.

Mesmo com o desenvolvimento do backpropagation, treinar uma rede neural sempre
foi considerado uma tarefa custosa. Por este motivo, este modelo tem se tornado cada
vez mais utilizado nos tltimos anos, com o poder computacional cada vez maior, tanto
para processamento quanto para armazenamento, assim tornando conjuntos massivos de
dados cada vez mais acessiveis.

Um exemplo de rede neural é a chamada AlexNet (KRIZHEVSKY; SUTSKEVER,;
HINTON, 2012), que foi a rede ganhadora da competi¢do do ImageNet (DENG et al.,
2009) na edi¢ao de 2012. Esta é uma competi¢do em que um conjunto de 1,2 milhao de
imagens deve ser classificado em 1000 classes distintas. A arquitetura da rede apresentava

camadas convolucionais e ela foi treinada em GPU ja naquela época.

2.2.2 Otimizacao da fungao de custo

Para o treinamento de uma rede neural, assim como varios outros modelos de apren-
dizado de méquina, é necessario otimizar uma funcao de custo que expressa o quao bem
ela, parametrizada por um conjunto de parametros sendo ajustados, consegue representar

a distribuicao da saida em funcao da entrada.
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Formalmente, dada uma fun¢ao de custo L(y,¥), é necessario minimizar seu valor,
sabendo que y = f(:v;@), sendo € ¢ o conjunto de parametros da rede neural. Para
otimizar esta funcao, diversas técnicas podem ser utilizadas, sendo a técnica do gradiente
descendente a mais famosa.

Esta é uma técnica iterativa, na qual é calculado o gradiente da funcao de custo em
relacao a cada parametro e é feita uma atualizacao em cada um destes parametros. Este
procedimento se repete um nimero maximo de vezes ou até a fungao de custo convergir
para algum valor. Matematicamente, pode-se escrever esta atualizacao de forma vetorial
como:

9t+1 = (9t - OéVgtﬁ(et) (214)

, no qual #; representa o conjunto de pardmetros na iteracao t, a representa uma taxa de
aprendizado, que indica o tamanho da atualizagao em cada iteragao, e Vg, L(6;) representa
o gradiente de £ quando avaliado com o conjunto de parametros #; em relagao a cada um
dos parametros de 6;.

Na préatica, atualizagao da equagao 2.14 se torna um problema porque o célculo de £
requer o calculos a partir de todos os pontos do conjunto de dados. Para contornar este
problema, uma alternativa é utilizar o chamado gradiente descendente estocastico,
que considera apenas um ponto do conjunto de dados por vez. Esta variacao cria outro
problema, que é a grande variabilidade das atualizacoes, devido as diferentes contribuicoes
de cada ponto do conjunto de treinamento.

Para considerar as vantagens de ambas as abordagens, foi desenvolvida uma combina-
¢ao destes métodos, conhecida como gradiente descendente em mini-batch, no qual
é utilizada apenas uma amostra de um tamanho fixo como estimativa da funcao de custo
para o conjunto todo. Esta alteracao torna a atualizacao muito mais eficiente, porém em
geral requer mais iteracoes para uma convergéncia melhor, além de introduzir ruidos na
curva do custo ao longo das iteracoes.

Porém, mais um problema que surge é o de ajuste da taxa de aprendizado. Uma
taxa de aprendizado muito pequena faz com que o ajuste dos parametros se dé de forma
mais lenta, enquanto uma taxa de aprendizado muito grande faz com que o otimizador
nao consiga convergir para bons 6timos locais da curva da fungao de custo. Com esse
problema em mente, algumas técnicas foram desenvolvidas para tornar a taxa de apren-
dizado adaptativa, entre elas: AdaGrad (DUCHI; HAZAN; SINGER, 2011), RMSProp
(HINTON; SRIVASTAVA; SWERSKY, 2013) e Adam (KINGMA; BA, 2017).

O otimizador utilizado neste trabalho ¢ o Adam. Ele utiliza dois parametros 31 e 35
para manter médias méveis exponenciais do gradiente e do quadrado do gradiente, respec-
tivamente, e utiliza essas médias para automaticamente adaptar a taxa de aprendizado e
para utilizar a ideia de momento, em que atualizacoes de iteragoes passadas influenciam

na atualizacao atual do otimizador.
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2.3 APRENDIZADO POR REFORCO PROFUNDO

A partir das ideias discutidas, é possivel combinar a modelagem de redes neurais com
as ideias de aprendizado por refor¢o para calcular as fungoes de valor e de agao-valor de
forma aproximada, dada uma entrada representando um estado ou um par de estado e

acao.

2.3.1 Deep Q-Learning

A primeira ideia discutida é a de Deep @Q-Learning (MNIH et al., 2013), que combina
diretamente as ideias discutidas sobre @-Learning com aproximagoes via redes neurais
profundas, além de introduzir algumas técnicas para estabilizar o processo de treinamento.
Esta ideia ¢é utilizada pelos autores para a construgao de uma rede neural convolucional
para treinar agentes capazes de jogar diversos jogos de Atari 2600 sem que nenhuma
regra do jogo fosse codificada, apenas com as interagoes do agente com o ambiente do
jogo. Posteriormente, esta rede foi estendida e aplicada a 49 jogos de Atari 2600 (MNIH
et al., 2015), atingindo performance comparéavel ou melhor que a de um humano em 29
destes jogos.

Recapitulando, para o conhecimento de ((s,a) para todo par de estado e agao, é
necessario o calculo de |S| x |A| posigdes. Neste problema especifico, o tamanho do
espago de estados ¢ dado por |S| = (2C + 1)3V* = 3956283, sendo C' a quantidade de
moedas inicial de cada jogador (100 para os experimentos deste trabalho) e N o tamanho
do lado do tabuleiro (3 para o tabuleiro classico do jogo da velha), dado que um jogador
pode ter entre 0 e 2C' moedas e cada posicao do tabuleiro pode estar vazia, preenchida
pelo jogador 1 ou pelo jogador 2, enquanto o tamanho do espaco de agoes se da por até
|A| = (2C +1)N? = 1809, dado que um jogador pode apostar entre 0 e o niimero atual de
moedas (que pode ser até 2C) e fazer um movimento em qualquer posigao do tabuleiro.
Isto combinado resulta em mais de 7 bilhoes de pares de estado e acao, tornando inviavel
a execucao do algoritmo 1.

A ideia conhecida como Deep Q)-Learning consiste em aprender uma funcao Q(s, a;6),
parametrizado por ¢, como uma aproximacao para (Q(s,a). A proposta apresentada pelo
artigo que introduz esta ideia, e a utilizada neste trabalho, é realizar esta aproximacao
a partir de uma modelagem com uma rede neural profunda, conhecida entao como Deep
Q-Network (DQN). Um exemplo de um diagrama de uma DQN encontra-se na figura 7.

Ap6s o céalculo dos valores aproximados para Q(s, a; ), é utilizada alguma estratégia
de escolha da acao a ser tomada pelo agente. Em geral, utiliza-se a mesma estratégia
comentada na segao 2.1.3, conhecida como &e-greedy.

Uma ideia utilizada junto com o artigo foi a de Experience Replay (LIN, 1992), que
consiste em um buffer de experiéncias passadas utilizado para o treinamento do modelo.

Uma experiéncia consiste em uma tupla < s, ay, 7441, S¢21 >, no qual s; e a; consistem
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Figura 7 — Comparagao entre ()-Learning e Deep Q)-Learning
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Comparacao entre @-Learning, em que todos os pares (s,a) sdo calculados, e Deep
Q-Learning, em que, para cada estado s, sdo calculados os valores de Q(s,a)
para toda agado a possivel. Fonte: https://www.analyticsvidhya.com/blog/2019/04/
introduction-deep-g-learning-python/. Acesso em 04,/03/2021.

em um estado e na agao tomada naquele estado em um determinado instante ¢, enquanto
ri11 € Spy1 consistem na recompensa recebida e no novo estado observado apoés a tomada
da acao. Este buffer possui um certo tamanho B, de forma a armazenar as ultimas B
tuplas de experiéncia. Para o treinamento entao, sao amostradas algumas tuplas para o
ajuste dos parametros. Esta ideia é util para fazer o modelo aprender a partir de uma
média de varias experiéncias passadas, evitando assim ficar preso nos conhecidos feedback
loops e tornando o aprendizado mais suave.

Além do FExperience Replay, foi introduzida também a ideia de Target Networks a
partir de um problema observado de instabilidade no treinamento do modelo. A equagao
da func@o de custo pode ser expressa a partir de um erro quadratico médio (ver A.3),

como apresentado pela equagao 2.15, sendo 6 o conjunto de parametros da rede:

»C(‘g) = Es,a,r,s’ [y - Q<S7 a; ‘9)]2
2 (2.15)
= ES,a,r,s/ T+ VmE}XQ(Sla a/; 0) - Q(Sa a; 9)

Esta equagado compara o valor atual calculado para Q(s,a) com o valor calculado
a partir de uma transicao para um proximo estado, conhecido como target e calculado
como y = r’ +ymax, Q(s',a’;0). Esta abordagem possui um problema devido a natureza
dindmica do treinamento: quando uma atualizagao ¢ feita em 6, ndo s6 o valor de Q(s;, a;)

muda, mas também o valor de Q(s;41,a), para qualquer agao a, e, consequentemente, o


https://www.analyticsvidhya.com/blog/2019/04/introduction-deep-q-learning-python/
https://www.analyticsvidhya.com/blog/2019/04/introduction-deep-q-learning-python/
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do target y. Sendo assim, foi introduzida uma segunda rede Q conhecida como target
network, com arquitetura idéntica a rede original (), com o intuito de se manter com seus
parametros fixos, sendo atualizados a cada K itera¢oes como uma codpia dos parametros
da rede original.

A combinagao de todos essas propostas encontram-se no algoritmo 2. Vale comentar
que o algoritmo de otimizacao utilizado calcula o gradiente da fungao de custo em relagao
a 0, nao a 6, portanto o target y; ¢ considerado constante para o treinamento.

A partir da versao inicial da DQN, surgiram diversas variagoes procurando atacar
alguns problemas ainda encontrados. Por exemplo, os valores calculados para Q(s, a;0)
tendem a superestimar o valor real de Q(s,a) (THRUN; SCHWARTZ, 1993), problema
que motivou a variagao conhecida como Double DQN (HASSELT; GUEZ; SILVER, 2015).
Outro exemplo bem conhecido é a variagao conhecida como Dueling DQN (WANG et al.,
2016), em que ¢ feita a decomposigao Q(s,a) = V(s) + A(s,a), sendo A(s,a) um termo
que indica a vantagem (advantage) de tomar uma acao a no estado s, quando comparado
com as demais agoes. Cada termo desses é aprendido de forma individual, resultando em
melhores estimativas e melhores politicas em cenérios em que agoes diferentes possuem

valores similares para a funcao de agao-valor.

Algoritmo 2: Deep Q-Learning

Buffer D de experience replay inicializado com tamanho B
Rede neural @ inicializada com parametros 6 aleatorios
Rede neural target Q inicializada com parametros 6~ =60

para cada episodio faga
s1 < estado inicial

parat = 1, T faga
Escolha agao a; a partir de s; usando uma estratégia e-greedy com Q

Realize acao a;, observe recompensa ;1 € proximo estado s;y;
Guarde a tupla < sy, ag, 411, Ser1 > em D

Amostre tuplas de experiéncia < s;,a;, 741, 541 > de D

i1 se episodio acaba em 7 + 1
Faga y; =

A

rit+1 +ymaxy @ (sj41,a’;67) caso contrario

Atualize 6 com um passo do otimizador para [y; — @ (s;, a;; 0)]2

Faca Q = Q a cada K iteracdes
fim
fim
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2.3.2 Deep Deterministic Policy Gradient

Um problema de uma DQN é que ela, embora consiga aproximar o valor de Q(s,a),
as agoes ainda precisam ser categoricas. Em um problema em que a agao é uma variavel
continua, uma DQN nao consegue ser bem utilizada. Para isso, alguma discretizagao
no espaco de acoes precisaria ser feito. Para contornar este problema, alguns modelos
foram propostos, como por exemplo o Dyna-MLAC (COSTA; CAARLS; MENASCHE,
2015). Neste trabalho, é explorado o Deep Deterministic Policy Gradient, ou DDPG
(LILLICRAP et al., 2015).

A ideia deste modelo é basicamente estender a DQN para permitir um espaco de agoes
continuo, e, para fazer isso, o DDPG utiliza uma arquitetura Actor-Critic (BARTO,;
SUTTON; ANDERSON, 1983), em que dois modelos sao treinados: um ator, responsavel
por aprender uma politica p(s;0") para o agente, isto ¢, quais agdes devem ser tomadas
em cada estado, e um critico, responsavel por avaliar a qualidade de um par de estado e
agao, ao estimar Q(s, a; #9) para a funcao de acao-valor. Estes dois modelos sdo ilustrados
na figura 8.

O treinamento do DDPG é bem similar ao treinamento da DQN. Também é utilizada
a técnica de Fxperience Replay, além das Target Networks para ambos ator e critico.

O modelo do critico é treinado utilizando o target y como uma estimativa do valor
correto, assim como na DQN, e os parametros sao ajustados a partir de uma funcao de
custo de erro quadratico médio.

Ja o ator é treinado com as estimativas do proprio critico, a partir do gradiente da
politica (SUTTON et al., 2000). A rotina completa de treinamento encontra-se no algo-
ritmo 3. Neste algoritmo, J representa a recompensa total esperada, ja descontada com
o fator de desconto . O célculo de VyuJ como o produto de dois gradientes na equagao
2.16 é derivado no apéndice em (SILVER et al., 2014).

Uma forma mais simples de implementar a atualizacao dos parametros do ator é
utilizar o negativo da saida do proprio critico como fungao de custo. Desta forma, quanto
maior o valor reportado pelo critico, melhor é a acao retornada pelo ator, e menor deve
ser a funcao de custo. De forma anéloga, quanto menor o valor do critico, pior é a acao
retornada pelo ator, e maior deve ser a funcao de custo.

E introduzida uma nova estratégia de exploracio, ja que a estratégia e-greedy é utili-
zada quando ha um ntmero finito de agoes a serem escolhidas. Para um espaco de acoes
continuo, o DDPG utiliza um processo estocastico N conhecido como Ornstein—Uhlenbeck
(UHLENBECK; ORNSTEIN, 1930), que consiste em um passeio aleatorio com uma certa
tendéncia.

Mais uma diferenga entre o DDPG e a DQN ¢ a mudanga da forma de atualizar as
redes target. Na DQN, as redes target sao atualizadas com os parametros da rede original

a cada K iteragoes. As redes do DDPG sao atualizadas em todas as iteracoes, mas a
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Figura 8 — Iustragao da estrutura de Actor-Critic do DDPG

Actor Netwark 1(s)
s ; Critic Network (s, a)
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llustragao da estrutura de Actor-Critic do DDPG. O ator gera uma acao a a partir do
estado s, e é adicionado um ruido a acao realizada. Apds tomar esta acao, o critico avalia
a qualidade desta acao a partir deste estado e essa informagao é usada para o treinamento
do ator. Fonte: http://finrl.org/algorithms/ddpg.html. Acesso em 04,/03/2021.

partir de uma média mével exponencial com paradmetro 7, com a equagao de atualizacao

expressa por 0 < 70 + (1-— T)é, geralmente com 7 < 1.

2.4 ADAPTACAO PARA O PROBLEMA

Para o problema do Jogo da Velha com Aposta, é necessario definir quais sao os
estados e as agoes do jogo. Um estado é definido como s = [cy, ¢, by, by, . . ., bg], no qual
¢; representa a quantidade de moedas do jogador i e b; € {0, 1,2} indica se a posi¢do j
do tabuleiro esta vazia, quando b; = 0, ou preenchida pela peca do jogador k, quando
bj =k, para k € {1,2}.

Uma agao poderia ser escrita como a = [, m|, em que z indica o valor apostado e m
indica a posi¢ao no tabuleiro a ser preenchida, caso a aposta seja vencedora.

Dada esta configuracao, um modelo é entao proposto, combinando o modelo DDPG
com técnicas de exploragao utilizadas no DQN (e-greedy), para calcular a politica e a
funcao de agao-valor de forma aproximada, dado que parte da agdo é numérica (valor a
ser apostado) e parte é categorica (posi¢ao no tabuleiro). Um comparativo entre os 3
modelos pode ser encontrado na figura 9.

Seguindo entao esta abordagem, um ator recebe o estado s e retorna uma acao a, como
na figura 10, em que a aposta é um valor entre 0 e 1, representando uma porcentagem
da quantidade atual de moedas do jogador a ser apostada, enquanto as demais saidas sao
probabilidades de fazer um movimento em cada posicao do tabuleiro. Posi¢oes com pecas
j& jogadas sempre recebem probabilidade 0. Estas saidas sao entao concatenadas em um

vetor representando a acao computada.
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Algoritmo 3: Deep Deterministic Policy Gradient
Buffer D de ezperience replay inicializado com tamanho B
Redes Q(s, a; 09) e pu(s; 0*) inicializadas com parametros 09 e 6# aleatorios

Redes target Q(s, a; 09) e fi(s;0") inicializadas com parametros 9 = %9 ¢ 6% = g~
para cada episodio faga
s1 + estado inicial
N processo aleatoério para exploracao
parat = 1, T faga
Escolha acao a; = u (s¢;0*) + N,
Realize acao a;, observe recompensa r;,1 € proximo estado s,
Guarde a tupla < s¢, as, 1411, Serq > em D
Amostre tuplas de experiéncia < s;,a;, 741, 541 > de D

Tj1 se episodio acaba em 7 + 1
Faga y; = . L
ris1 + Y@ <3j+1, f(Si41;0"); 9Q> caso contrario
Atualize a rede do critico minimizando £ = % Zj [yj - Q (sj, a;; GQ)} 2
Atualize a rede do ator com a amostra obtida:

1
VGF‘J ~ N Z an($7 a; HQ) |S=Sj,a:,u(sj) VG“M (57 9#) ’s:sj- (216)
J

Atualize as redes target:

09 « 709 + (1 — 7)0%

A A 2.17
0" 76" 4 (1 —7)6" 247

fim
fim

Esta forma de computar a acao a ser realizada, a partir de um tnico modelo para
ambos componentes numérico (valor da aposta) e categorico (posi¢ao do tabuleiro), cria
um reaproveitamento das features calculadas na tltima camada oculta da rede do ator, o
que nao seria o caso se cada componente fosse computado a partir de um modelo proéprio.

Vale comentar que o ator, pelo modelo se basear no DDPG, aprende uma politica
deterministica, isto é, sempre retorna a mesma acao a ser realizada em um determinado
estado. Existem modelos como o Soft Actor-Critic (mais conhecido como SAC) (HA-
ARNOJA et al., 2018) que possibilitam o aprendizado de uma politica estocéstica, em
que é aprendida uma distribuicao de probabilidade para as agoes a partir de um estado.
Algumas variagoes foram propostas ao longo dos ultimos anos permitindo a modelagem
de agoes hibridas (CHRISTODOULOU, 2019; DELALLEAU et al., 2019), com parte
continua e parte discreta, mas esses modelos nao foram explorados neste trabalho.

J& o critico recebe um par de estado e acao e retorna um valor @), representando a
qualidade deste par, como ilustrado na figura 11.

Sobre a arquitetura das redes, ambas foram implementadas originalmente com 2 cama-
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Figura 9 — Comparativo entre DQN, DDPG e modelo proposto

a) Estado > DQN »  Acéo discreta
b) Estado > DDPG » Acao continua
Acédo hibrida
Parte discreta
c) Estado > Modelo proposto =
Parte continua

Comparativo entre os atores dos modelos: a) DQN, em que a saida do modelo é uma agao
discreta, b) DDPG, em que a saida do modelo é uma agao continua e ¢) o modelo proposto
neste trabalho, em que a saida do modelo ¢ uma acao hibrida, com um componente discreto
e um componente continuo.

Figura 10 — Diagrama da rede proposta do ator

Camada de saida (agdo a)

Valor apostado

Camada 1 Camada 2 DeLLRecE
/ nn.Sigmoid
nn.Linear nn.Linear
Entrada (estados) ‘ ™ ¢ o :
Posigao no tabuleiro
nn.PRelLU nn.PReLU

\ nn.Linear
'

nn.Softmax

Diagrama da rede proposta para o ator do agente (tanto para a rede original quanto para
a rede target). Nomes das camadas seguem o padrao do framework PyTorch.

das ocultas, cada uma contando com uma camada completamente conectada e uma fungao
de ativacao nao-linear, neste caso uma Parametric Rectified Linear Unit, ou PReLLU (HE
et al., 2015), uma variagdo da fun¢do Rectified Linear Unit, ou ReLU (NAIR; HINTON,
2010), amplamente utilizada. Esta varia¢do mostrou bons resultados com o pequeno custo
de introduzir apenas mais 1 parametro por camada. O ator possui uma saida composta
de duas partes, o valor apostado, implementado com uma fungao sigmoide, que retorna

valores entre 0 e 1, e a posicao no tabuleiro, implementada como uma softmaz, em que
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sao atribuidas probabilidades a todos os possiveis resultados. No critico, a saida é sim-
plesmente uma camada completamente conectada, por sua saida ser um valor numeérico.

A atualizacao das redes target é feita da mesma forma que no DDPG, em que é
realizada de forma suave em cada iteracao, a partir de uma média mdével exponencial com
parametro 7.

A exploracao de novas jogadas é uma combinacao das estratégias de exploracao de
ambos DQN e DDPG, em que o processo estocéstico N, implementado com o processo
Ornstein—Uhlenbeck, é utilizado para gerar perturbacoes na escolha da aposta, que é
depois arredondada para o inteiro mais proximo, enquanto o e-greedy ¢ utilizado na escolha
da posicao do tabuleiro a ser jogada.

Em relagao as recompensas, elas foram implementadas da seguinte forma: uma
pequena recompensa negativa ¢ dada a cada movimento, incentivando o agente a encerrar
0 jogo mais rapido, e uma recompensa com maior valor absoluto é dado no final do jogo
caso o jogador ganhe (valor positivo) ou perca (valor negativo). Caso haja empate, a
recompensa final é nula. Os valores exatos utilizados nos experimentos sao apresentados

na secao 3.2.

Figura 11 — Diagrama da rede proposta do critico

Camada 1
Camada 2

nn.Linear

Entrada (estados) [ Camada de saida
‘ (estimativa de Q(s,a))

nn.Linear

nn.PRelLU

/4 ¢ = nn.Linear
nn.PRelLU
Entrada (acéo a)

Diagrama da rede proposta para o critico do agente (tanto para a rede original quanto
para a rede target). Nomes das camadas seguem o padrao do framework PyTorch.
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3 EXPERIMENTOS

3.1 AGENTE BASE PARA COMPARACAO

Inicialmente um agente completamente aleatério foi implementado, tanto em relagao
ao valor apostado quanto em relagao ao movimento realizado no tabuleiro caso a aposta
fosse vencedora. A ideia deste agente era de ele ser diverso o suficiente para fornecer
experiéncias variadas para o agente sendo treinado, de forma com que alguns cenéarios
improvaveis surgissem e gerassem tuplas de experiéncia para o agente reforcar o que fazer
e 0 que nao fazer.

Algumas versdes do agente foram treinadas contra este agente aleatério, porém as
métricas nao eram muito boas, tanto a taxa de vitorias quanto o valor da fungao de custo
dos modelos do ator e do critico, que estabilizaram em uma época proxima do inicio e
depois voltaram a aumentar, mesmo com valor menores da taxa de aprendizado.

Além disso, um comportamento foi observado: o agente inteligente treinado contra este
agente aleatorio comecava jogando valores plausiveis, mas permitia que o oponente logo
possuisse uma quantidade suficiente de moedas para garantidamente ganhar o jogo. Por
exemplo, caso um jogador possua mais de 175 moedas, ele pode jogar 3 vezes seguidas
com as seguintes apostas: 25, 50 e 100. Sendo assim, ele pode realizar movimentos
preenchendo 3 casas em sequéncia no tabuleiro e ganhando o jogo. Da mesma forma, se o
jogador possui mais de 150 moedas, ele pode garantidamente jogar pelo menos duas vezes
seguidas, com as apostas 50 e 100, ganhando o jogo caso duas casas no tabuleiro estejam
vagas em uma linha, coluna ou diagonal que ja possua uma de suas pegas.

Pensando nisso, foi desenvolvido um agente semi-aleatério que joga de forma ale-
atoéria no inicio, mas consegue identificar tais oportunidades de vitoria garantida. Em
tais casos, este agente aposta os valores exatos para conseguir jogar todas as rodadas até
ganhar.

Este agente se mostrou muito mais rico no treinamento do agente por aprendizado por
refor¢o, como serda mostrado adiante, fazendo com que o agente treinado realizasse jogadas
que levando em consideracao nao somente o instante atual, mas também as recompensas

futuras do final do jogo.

3.2 CONFIGURACAO DOS EXPERIMENTOS

Todo o codigo do projeto foi escrito na linguagem Python, utilizando o framework Py-
Torch (PASZKE et al., 2019) para a implementacao e treinamento das redes neurais. O

codigo esta disponivel publicamente no GitHub. !. Foi utilizada como base a implemen-

1 https://github.com/tiagomontalvao/gambling-tic-tac-toe
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tagdo do modelo DDPG fornecida no repositério de um curso online na area (UDACITY,
2019).

Foi utilizado para o treinamento a técnica de gradient clipping (PASCANU; MIKO-
LOV; BENGIO, 2013), na qual é atribuido um valor méximo para o modulo dos gradientes
do erro em relagao a cada parametro e, caso o moédulo se torne maior, ele seré atualizado
para este valor méaximo. Esta técnica evita um problema conhecido como gradiente ex-
plosivo, em que o gradiente da fungao de custo durante o treinamento se torna tao grande
que comega a apresentar instabilidades numéricas e até fica impossivel de armazenar em
memoria, motivada por redes neurais recorrentes, mas que apresenta bons resultados em
outras arquiteturas (ZHANG et al., 2020).

Os modelos possuem um conjunto relativamente grande de hiperparametros a serem
configurados. Alguns deles foram explorados, utilizando como base valores amplamente

utilizados na literatura. O modelo final possui a seguinte configuragao:
¢ Otimizador utilizado: Adam
e Learning rate do otimizador: 1074
e Tamanho das redes neurais: camadas com largura 256
e Recompensa por movimento: -0.05
e Recompensa por ganhar/perder o jogo: +1
e Taxa v de desconto do MDP: 1.0
e Tamanho do batch amostrado do experience replay: 1024
e Tamanho do buffer de experience replay: 10°
e Valor do gradient clipping: 5
e Constante 7 de atualizagao do modelo target: 1073
e Parametros do processo Ornstein-Uhlenbeck: ;1 =0,0=0.2e 0 =0.1

Além disto, a estratégia e-greedy foi utilizada, com um & comegando com o valor 1.0
e decaindo exponencialmente ao longo das épocas até o valor minimo de 0.01, ou seja,
no inicio do treinamento, 100% das posicoes escolhidas no tabuleiro sao aleatorias, e esta
porcentagem decai até chegar em 1%. Este parametro é zerado quando o agente encontra-
se em modo de avaliacao, ou seja, fora do treinamento nenhuma acao é aleatoria.

Com esta arquitetura, ambos os modelos do ator e do agente possuem aproximada-
mente 128K parametros.

Todos os modelos dos agentes foram treinados em uma maquina com processador
AMD Ryzen 7 3800X (3.9GHz de clock e 32MB de Cache) utilizando uma GPU RTX
2070 com 8GB de VRAM.
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Ao todo foram treinados 7 versoes do agente, alterando algumas configuragoes de

treinamento e hiperparametros. As configuracoes experimentadas foram:

e Agente oponente ao agente proposto treinado: aleatério / semi-aleatorio / auto

aprendizagem (contra si mesmo)

e Arquitetura da rede: quantidade de camadas e tamanho de cada camada

e Taxa de aprendizado: valores experimentados 1073 e 10~*

e Valor base para a agado do agente (o valor apostado quando o agente retorna 1 na

saida da aposta do ator): quantidade atual de moedas do jogador ou total do jogo

(200, neste caso)

Todos os modelos foram treinados por 100 mil épocas. Cada treinamento completo de

100 mil épocas levou entre 15 e 40 horas, com o maior tempo ocorrendo quando o agente

foi treinado contra outro agente idéntico.

O quadro 1 apresenta um comparativo do desempenho dos 7 agentes treinados, com

o resultado médio da execucao de 10000 episddios para cada uma dessas versoes, além da

configuragao de cada um desses agentes.

Quadro 1 — Comparativo de hiperparametros e performance por versao

AGENTE | XA A pouITETU- AGENTE| AGENTE
MODE DE BASE DE SEMIL-
OPO- RA  (CAMA- ALEA-
LO NENTE | APREN- | i MOEDAS | nSni0 | ALEA-
DIZADO TORIO
vl Identico | 1073 (400, 300) Qtd. atual | 0.7043 | 0.5325
v2 Aleatorio | 1073 (400, 300) Qtd. atual | 0.8572 0.5465
v3 Idéntico | 1073 (400, 300) Total (200) | 0.8475 | 0.5792
vd Aleatorio | 1073 (400, 300) Total (200) | 0.9039 | -0.0666
v Semi- |y (400, 300) Total (200) | 0.8453 | 0.7872
aleatorio
v6 Seml- |44 (400, 300) | Qtd. atual | 0.9203 | 0.8872
aleato6rio
V7 Semi- 0 (256, 256, 256) | Qtd. atual | -0.6613 | -0.7485
aleatorio

Configuragao e performance de cada versao para os 7 agentes treinados. O modelo v6 foi
o que apresentou melhor performance em ambos cenarios, jogando tanto contra o agente
aleatorio como contra o agente semi-aleatorio.

Segundo este quadro, o melhor modelo foi treinado contra o agente semi-aleatorio, o

que faz sentido, pois o agente aleatério nao apresenta muita dificuldade como oponente no
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jogo. A taxa de aprendizado foi variada entre modelos, mas nao apresentou uma grande
influéncia na performance final. A arquitetura da rede nao foi tao explorada, e pode ser
considerada como ponto de melhoria em trabalhos futuros. A base de moedas utilizada
no melhor modelo é em relacao a quantidade atual de moedas do jogador, isto é, um valor
de 0.2 indica que a jogada ¢ de 20% da quantidade atual, e ndo da quantidade total de
moedas (200).

Vale comentar que, pela complexidade de tempo de treinar estes modelos, cada ce-
nario foi treinado uma tnica vez, mas treinamentos posteriores poderiam dar resultados
diferentes, pela caracteristica estocastica do treinamento. Entretanto, pode-se observar
que o melhor modelo é condizente com o esperado para alguns hiperparametros, como
discutido acima.

A partir de agora, a versao (v6) que obteve melhor performance sera analisada mais
a fundo. Algumas métricas foram acompanhadas ao longo do treinamento. Sao elas: a
pontuagao do agente sendo treinado contra um agente semi-aleatério, como mostrado (v6)
na figura 12, e as fungoes de custo de cada modelo (ator e critico), como mostrado para

o mesmo agente na figura 13.

Figura 12 — Pontuacao do melhor agente ao longo dos episddios

Score

-0.25

—0.50

-0.75

0 20000 20000 50000 80000 100000
Episodes

Pontuacao do melhor agente ao longo dos episédios ao competir com um agente semi-
aleatorio (em azul) e média moével de 10 pontos (em laranja)

O grafico da figura 12 foi construido da seguinte forma: a cada 100 épocas de treina-
mento, o agente jogava contra o agente semi-aleatorio 10 vezes. Cada vitoria contribui +1
para a pontuagao e cada derrota contribui com -1. Empates sao neutros na pontuacao.
A pontuagao dessa rodada de validagao entao é a média de todas as 10 partidas. Essas
rodadas foram executadas ao longo do treinamento e representam o grafico azul.

E possivel observar a melhora na performance do agente ao longo dos episédios. No
inicio, o agente perdia a maior parte dos jogos para o agente semi-aleatério, mas logo

foi aprendendo com base nas suas experiéncias e foi capaz de ganhar de seu oponente na
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maior parte das vezes.

Figura 13 — Func¢ao de custo do melhor agente ao longo dos episédios
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Fungao de custo dos modelos do ator (em azul) e do critico (em laranja) do melhor agente
ao longo dos movimentos feitos durante o treinamento

O grafico da figura 13 foi construido monitorando o valor das fung¢oes de custo de ambos
ator e critico ao longo do treinamento. A func¢ao de custo do critico foi implementada a
partir do MSE apresentado no algoritmo 3 e a funcao de custo do ator foi calculada como
o negativo da saida do proprio critico, assim como apresentado textualmente na se¢ao
2.3.2.

Este grafico apresenta um comportamento curioso nas primeiras atualizagoes dos mo-
delos. O modelo do critico se mantém com a func¢ao de custo praticamente constante
ao longo do treinamento todo, embora esta funcao tenha caido bastante nas primeiras
dezenas de atualizagoes, aumentou um pouco até o movimento 30000 e depois voltou a
cair lentamente.

Ja o modelo do ator apresentou um aumento brusco em seu valor para as primeiras
centenas de movimentos do agente, mas depois seguiu caindo até o final do treinamento,
momento em que continuava uma tendéncia de queda. E possivel que este valor cafsse mais
caso o treinamento se prolongasse por mais tempo. Este aumento inicial nao é desejado,
mas reflete a dificuldade encontrada em treinar tais agentes, que, dependendo da con-
figuragao aplicada e dos hiperparametros escolhidos, pode apresentar uma instabilidade

grande no treinamento.

3.4 DESAFIOS

Algumas versoes do agente foram treinadas utilizando um conceito de auto apren-
dizagem, em que ele joga contra si mesmo. Porém, esta forma de treinamento acabou
apresentando problemas na convergéncia do modelo e nao se demonstrou uma boa al-

ternativa para este problema. Talvez alguma configuracao adicional de hiperparametros
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pudesse fazer este modo de treinamento ser mais bem sucedido, mas nao foi o caso para
os experimentos realizados.

A implementacao deste agente é relativamente complexa, com varios detalhes a serem
levados em consideracao. Por conta disso, algumas performances de agentes treinados
inicialmente estavam bem pobres devido a problemas de implementagao encontrados, que
foram consertados para os modelos apresentados no comparativo deste trabalho.

Uma questao a ser levantada é a velocidade baixa para iterar nas versoes dos modelos.
Como cada treinamento levava em torno de 1 dia completo, se tornou um problema fazer
pequenas experimentagoes com hiperparametros. Por isso, eles nao foram mais estressados
do que o apresentado aqui. Caso o treinamento fosse mais rapido, seria mais facil gerar
mais versoes dos modelos para seguir com a validagao do melhor encontrado.

Um tultimo desafio a ser levantado ¢ a natureza do problema, que apresenta diferencas
grandes na qualidade de uma jogada para variagoes pequenas na aposta feita. Essa
falta de suavidade é um problema para a rede neural conseguir aproximar. Na figura 14
sao apresentados os valores calculados no modelo do critico para a primeira jogada no
tabuleiro. Para cada possivel primeira jogada no tabuleiro, é desenhado um gréafico com
o valor de cada possivel aposta. Neste caso, apostas muito grandes no inicio do jogo sao
desencorajadas. Isto ocorre a partir de um certo valor, por volta de 70, em que o valor

calculado pelo critico cai drasticamente.
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Figura 14 — Valores do critico para a primeira jogada
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Valores do critico para a primeira jogada possivel no tabuleiro, considerando a posi¢ao no

tabuleiro (cada grafico) e a aposta (o eixo horizontal de cada grafico)
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4 CONCLUSAO

Ao longo deste trabalho, o problema do Jogo da Velha com Aposta foi proposto
e, para um agente poder ser treinado com técnicas de aprendizado por refor¢o profundo,
foi necessério explorar uma gama grande de modelos e métodos.

Primeiro foi discutido um pouco do histérico da area de aprendizado de méquina, com
foco em aprendizado por refor¢co. Depois, alguns conceitos bésicos para entendimento
da modelagem. Entao, modelos e algoritmos de aprendizado por refor¢o e aprendizado
profundo foram apresentados, junto com um modelo puramente estatistico proposto para
o problema, isto é, sem regras fixas definidas manualmente, que deve levar em consideracao
uma ac¢ao hibrida, com parte categorica e parte numérica. Por altimo, os resultados dos

agentes treinados foram discutidos junto com os desafios encontrados ao longo do trabalho.

41 TRABALHOS FUTUROS

Diversas melhorias podem ser implementadas ao longo das etapas do trabalho. A
primeira delas é a experimentacao dos modelos do agente com diferentes arquiteturas.
Por exemplo, a forma como as moedas e o tabuleiro se relacionam na entrada das redes
neurais do ator e do critico poderia ser diferente. Uma possibilidade é adicionar uma
outra camada para cada um desses componentes antes de combina-los em uma camada
posterior. Assim como poderiam haver mais camadas no final da rede neural do ator para
cada componente (aposta e movimento no tabuleiro).

Outro ponto ainda sobre a arquitetura da rede a ser explorado é a inclusao de cama-
das convolucionais para processamento do tabuleiro. Por ser uma representacao de um
tabuleiro fisico, existe uma noc¢ao de ordem espacial, que é bem capturada por operagoes
de convolugao.

Sobre a modelagem via aprendizado por refor¢co profundo, o modelo utilizado como
base (DDPG) pode ser incrementado com técnicas sumarizadas no modelo Rainbow (HES-
SEL et al., 2017), como, por exemplo, Experience Replay com prioridades nas experién-
cias, fazendo o agente atualizar seus parametros focando em tuplas de experiéncia mais
relevantes, para alguma defini¢ao de relevancia. Um outro modelo a ser experimentado
¢ o Twin Delayed DDPG (mais conhecido como TD3) (FUJIMOTO; HOOF; MEGER,
2018), que é construido em cima do DDPG e utiliza algumas técnicas que melhoram sua
estabilidade e performance.

Uma possibilidade de alteracao no treinamento do agente é considerar a parte discreta
da acao de fato como probabilidade, amostrando a posicao jogada no tabuleiro a partir
destas probabilidades. Esta estratégia pode substituir a exploracao do agente via e-greedy.

Enquanto o agente inteligente foi treinado jogando varias partidas contra um agente
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chamado de semi-aleatorio, uma outra possibilidade seria treinar contra um outro agente
com os mesmos componentes (ator, critico, etc), deixando com que a politica de exploragao
proposta fizesse os agentes realizarem jogadas distintas. Um trabalho futuro seria o de
realizar este auto-treinamento de forma adequada, fazendo com que resultados melhores
potencialmente fossem alcancados, uma vez que o treinamento se daria contra um agente
cada vez mais qualificado. Esta é a técnica utilizada pelos famosos AlphaGo Zero (SILVER
et al., 2017), agente capaz de jogar o jogo Go, considerado mais dificil que o xadrez, e que
fez com que ele conseguisse resultados melhores que o de humanos e o de agentes treinados
anteriormente por outras técnicas, pelo AlphaZero, agente genérico capaz de jogar outros
jogos além do Go, dado que nenhuma regra do jogo é codificada diretamente no agente,
e pelo AlphaStar (VINYALS et al., 2019), agente capaz de jogar o jogo StarCraft II,
considerado um dos jogos mais dificeis de estratégia em tempo real, com espacos de estados
e de agoes muito grandes (aproximadamente 10?° acgoes possiveis por instante). Estes
agentes sdo sucessores do AlphaGo ! (SILVER et al., 2016), que foi treinado utilizando
como base movimentos de jogadores humanos experientes no Go, e joga contra outro
agente idéntico a partir de certo instante.

Mesmo com todas estas alteracoes, o agente ainda possui um problema por aprender
uma politica completamente deterministica, isto é, dado um estado do jogo, ele sempre
ir4 realizar a mesma agao. Variagoes podem ser exploradas para introduzir um grau de
aleatoriedade nas escolhas das acoes, como o uso do modelo Soft Actor-Critic, que possui
um ator que aprende uma politica estocastica, e suas variacoes que permite a modelagem
de agoes hibridas.

Mais uma possibilidade de trabalho futuro seria o de estudar mais a fundo a dindmica
do problema para potencialmente chegar a solu¢oes 6timas, assim como existem no jogo
da velha tradicional em que um jogador 6timo nunca perde. A partir desta estratégia,
seria possivel inclusive treinar um agente jogando contra, de tal forma que as experiéncias
seriam mais ricas e gerariam modelos melhores.

Por fim, seria interessante implementar um sistema online com o jogo e com o agente
treinado, criando uma exposicao do agente a outros jogadores com estratégias potencial-
mente diversas. Desta forma, o agente poderia continuamente ser treinado e melhorado.
Seria possivel também realizar um torneio com varios agentes, como a que revelou a estra-
tégia Tit For Tat (AXELROD, 1985), para avaliar de forma mais assertiva a performance

de cada um.

1 A histéria do AlphaGo é documentada no filme disponivel em https://www.alphagomovie.com/, acesso

em 04/03/2021.
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APENDICE A — CONCEITOS BASICOS

A.1 TIPOS DE APRENDIZADO DE MAQUINA

Toda a ideia do treinamento de um agente inteligente passa pela area de Inteligéncia
Artificial. Neste trabalho, é explorada uma subéarea conhecida como Aprendizado de Ma-
quina, cujo principal objetivo é a combinagao de modelos estatisticos com a aplicagao de
algoritmos para realizar o aprendizado de parametros capazes de aproximar distribuicoes
de conjuntos de dados (modelos generativos) ou as saidas esperadas, dadas certas entradas
(modelos discriminativos).

Dentro desta subéarea, existem trés grandes grupos de aprendizados, mais detalhados

a seguir.

A.1.1 Aprendizado supervisionado

Este ¢ o tipo mais comum de aprendizado. Nele, o objetivo ¢ aprender uma fungao
que mapeia entradas € X em saidas y € Y a partir de um conjunto de exemplos de
mapeamentos D =< (z1,41), (T2, Y2), - - -, (Tm, Ym) >. Um exemplo de tarefa que pode ser
resolvida com aprendizado supervisionado é o de identificar se uma imagem corresponde
a um cachorro ou a um gato, ou entao identificar qual o preco estimado de uma casa a
partir de algumas caracteristicas, chamadas features, desta casa, como por exemplo o
nimero de quartos, area construida, localizagao, entre outros.

A primeira tarefa de identificacdo de imagens em classes é um exemplo de uma tarefa
de classificagao, em que a saida esperada y é uma variavel aleatoria categorica.

Ja a segunda tarefa de estimar o preco de uma casa é um exemplo de uma tarefa
de regressao, em que a saida y é uma variavel aleatéria continua, mesmo que possua
algumas limitagoes de dominio (neste caso y > 0).

Tarefas de classificacao e de regressao utilizam modelos muitas vezes similares, como
por exemplo K vizinhos mais proximos (FIX; HODGES, 1989; ALTMAN, 1992), arvores
de decisdo e redes neurais (como visto na se¢ao 2.2.1). Além destes modelos, existem
outros muito utilizados, como SVM (CORTES; VAPNIK, 1995) e Regressao Logistica
para a tarefa de classificacao, e Regressao Linear para a tarefa de regressao.

Seja qual for o tipo de tarefa, é necessario uma forma de aprender os melhores pa-
rametros do modelo que resolvem esta tarefa. Para isto, o problema de aprendizado
supervisionado pode ser formulado como um problema de otimizacao, em que a funcao
objetivo a ser minimizada é uma funcao de custo L(y,y*), no qual y = f(z) é o valor
obtido a partir da fungao real a ser aprendida e § = f (x) é o valor encontrado a partir da

estimativa obtida para esta fungao.
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A func¢a@o mais utilizada para as tarefas de classificacao é a entropia cruzada, calcu-

lada como:

(y,9) == wilogi (A1)

, no qual y é o vetor de probabilidades calculadas pelo modelo e y é o vetor com todos os
valores nulos, exceto pelo indice que indica a real classe daquele ponto. Para um conjunto
de M exemplos, a funcao de custo é calculada como a média da entropia cruzada para

cada exemplo:

1 M

Lon(y,§) = 37 21y 3:) (A.2)

i=1
Para tarefas de regressao, a funcao mais utilizada para o calculo da func¢ao de custo é o
erro quadratico médio (também conhecido como MSE). Para um conjunto de M exemplos,

esta funcao é calculada como:
T
Luse(y,¥) = i > (v —9:)? (A.3)
i=1

A.1.2 Aprendizado nao supervisionado

Enquanto no aprendizado supervisionado o conjunto de dados possui um rétulo para
cada exemplo, isto ¢, um valor y associado, o aprendizado nao supervisionado tem como
objetivo encontrar padroes em conjuntos de dados da forma D =< xy, s, ..., T, >, em
que cada exemplo possui apenas um conjunto de features, porém sem roétulos.

As duas tarefas mais conhecidas s@o as tarefas de clustering e de redugao de di-
mensionalidade.

A tarefa de clustering resume-se em encontrar grupos de exemplos similares no con-
junto de dados. Por exemplo, para um conjunto de imagens de animais, uma tarefa
possivel seria a de agrupar estas imagens em grupos de animais semelhantes (sejam da
mesma espécie, mesma familia, mesma ordem, etc), sem que haja um conjunto de valo-
res considerados corretos. Alguns exemplos de algoritmos de clustering sao o K-Means
(LLOYD, 1982; BOTTOU; BENGIO, 1995) e o DBSCAN (ESTER et al., 1996).

A tarefa de redugao de dimensionalidade consiste em calcular um mapeamento f :
R" — R k < n, isto ¢, em uma projecao dos exemplos do conjunto de dados, original-
mente com n dimensoes, em um conjunto de dimensao £ menor que n.

Alguns exemplos de algoritmos de reducao de dimensionalidade sao a Anélise em
Componentes Principais, ou PCA (F.R.S., 1901; HOTELLING, 1933), em que um ma-
peamento linear é computado de forma a maximizar a variancia ao longo de cada eixo
da base ortonormal calculada no espago de dimensao menor, e o t-Distributed Stochastic
Neighbor Embedding, ou t-SNE (MAATEN; HINTON, 2008), em que um mapeamento
nao-linear é calculado para esta projecao e é muito utilizado para gerar visualizacoes

bidimensionais de espagos de dimensoes maiores.
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A.1.3 Aprendizado por reforgo

Aprendizado por reforgo é a terceira grande subérea, com uma grande diferenca para
as anteriores: diferente do aprendizado supervisionado, nao existe um roétulo especifi-
cando qual a melhor agao a ser realizada em cada estado e, diferente do aprendizado nao
supervisionado, o objetivo nao é modelar a distribuicao de um conjunto de dados.

O aprendizado por refor¢co consiste em um agente interagindo com um ambiente e
aprendendo a tomar acoes a partir de observacoes e recompensas recebidas, com o objetivo
de maximizar a soma destas recompensas ao longo do tempo. Esta subarea tem como
inspiragao a forma como os seres humanos (assim como outros animais) aprendem com
experiéncias ao longo da vida e refor¢cam quais agoes sao boas e quais sao ruins para serem
tomadas em um determinado cenério.

Diversos modelos foram propostos, cada um para um tipo de problema, como por
exemplo um espago de agoes continuo ou discreto, computagao de uma politica de acao
deterministica ou estocéstica, entre outros. Mais detalhes sobre as principais defini¢oes,

os principais modelos e métodos sao discutidos na secao 2.1.

A.2 CADEIAS DE MARKOV

A base da modelagem de aprendizado por reforco se da a partir dos modelos marko-
vianos. Um modelo com esta caracteristica ¢ tal que possui a propriedade markoviana,
onde a probabilidade de um certo estado ocorrer depende somente do estado anterior e
nao do historico de estados.

Mais formalmente, seja S um conjunto de estados, uma cadeia de Markov em tempo
discreto é uma representacao de um processo estocastico, no qual, dado um instante ¢,

vale a propriedade:
P(Xt = St\th =54 1,..., X9 =59, X1 = 81) = P(Xt = St’thl = SH) (A-4)

, no qual X; é uma variavel aleatoria representando o estado observado no instante ¢ e
S81,82,...,5 € S.

Existem algumas variagoes dessa defini¢ao, como a cadeia de Markov em tempo con-
tinuo, no qual o tempo de transicao entre estados é dado por uma variavel aleatoria de
distribuicao exponencial, que possui a propriedade de falta de memoria, permitindo que
o historico de estados nao interfira nas transi¢oes atual e futuras.

Cadeias de Markov possuem intimeros usos, um dos mais famosos sendo no algoritmo
Pagerank (BRIN; PAGE, 1998) que foi a base do mecanismo de busca do Google.
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