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SErIE Textos Para Discussao

APRESENTACAO

O presente texto de Larry Cardoso, aluno de graduacéo
desta escola, representa um importante esforco no sentido
de dar aos professores e alunos da casa mais um instrumen-
to didatico que contribua para o aperfeicoamento do ensino
de economia, particularmente de microeconomia, no nosso
Instituto. A importancia do assunto do texto é dificil de se
subestimar. Teoria dos Jogos se transformou no instrumental
dominante para a andalise de estruturas de mercado
oligopélicas, em que predominam situacdes de interacdo es-
tratégica. Este instrumento se mostrou especialmente ade-
quado para contextos dindmicos e que envolvam assimetria
de informacdes.

O objetivo do texto, como ja sugerido, ndo foi de ofe-
recer uma nova contribuicdo para o assunto, mas sim procu-
rar sistematiza-lo de forma a facilitar a iniciacdo de alunos de
graduacdo no tema. Para tanto, Larry procurou resenhar, sob
minha orientagdo, alguns dos manuais de microeconomia
mais utilizados nas melhores escolas de economia em nivel
internacional, contande com a ajuda de um texto sobre
Teoria dos Jogos de um dos professores da casa, Otavio
Faganha. Ao longo desta tarefa, fez também o esforco de
ilustrar os conceitos com exemplos préticos. '

O resultado final foi satisfatério e o exercicio ja se
mostrou eficaz pelo menos como forma de aprofundar o
conhecimento dos alunos de graduagdc com relacdo a um
tema especifico - no caso, o de Larry com relagcdo a Teoria
dos Jogos. Tenho certeza de que o texto se mostrara (til e
eficaz também como instrumento did4tico nos cursos de
graduacao.

Rio, maio de 1996,

Mauricic M. Moreira.
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InTRODUGAO

Este texto tem o objetivo de contribuir para o aprendi-
zado inicial de Teoria dos Jogos, e esta dividido em quatro
partes.

A primeira visa mostrar como sdo representados os
jogos na forma extensiva e na forma normal. Na segunda,
parte que toma o maior espaco deste trabalho, mostram-se
alguns modelos de solucdo de jogos: fala-se de eliminacdo de
estratégias dominadas, Equilibrio de Nash, Inducdo Retroati-
va, e ha uma brevissima mencdo sobre estratégias mistas.
Dentro do Equilibrio de Nash, sdac mencionados o Modelo de
Cournot, o Modelo de Bertrand, a nocdo de Multiplos Equi-
librios e o Equilibrio de Bayes-Nash. Na se¢do de Inducdo
Retroativa, fala-se do Modelo de Stackelberg, do Equilibrio
de Nash perfeito em sub-jogos e do Equilibrio de Bayes-Nash
perfeito em sub-jogos.

Na terceira parte, € feita uma pequena introducdo a
jogos repetidos; finalmente na quarta, é apresentada a bibli-
ografia em que foi fortemente baseado o trabalho.

A Teoria dos Jogos é o estudo da tomada de decisGes.
Um agente decide o que fazer levando em consideracio as
atitudes dos demais agentes relevantes.

Os jogos podem ser divididos em:

- Estéticos: Todos os fatos relevantes acontecem ao
mesmo tempo.

- Dinamicos: Leva em consideracdo a ordem em que ‘og
fatos acontecem.
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. Além de serem divididos em estaticos e dinamicos, os
jogos podem ser discretos ou continuos. Os jogos discretos
sdo jogos como dados, jogo da velha, par ou fmpar, etc.
Enquanto os jogos continuos sdo jogos como decisdes de
produgdo e outros. Nestes, o conjunto das decisées que os

ry

agentes podem tomar é infinito.

A Teoria dos Jogos supée que todos os agentes sejam
racionais, no sentido de que maximizam seus rendimentos
(“payoffs”). Algumas vezes, a racionalidade exigida dos
agentes ¢ téo grande, que faz com que a teoria se distancie
por demais do mundo real.

Além da grande racionalidade exigida, a Teoria dos
Jogos tem um outro grande defeito, que é nao levar em
consideragdo a incerteza. Pois, na presenga de incerteza, &
muita vezes impossivel representar e resolver os jogos.

Conhecidas as limitagées da Teoria dos Jogos, é neces-
sario dizer que ela pode ser muito Gtil na representacio da
concorréncia oligopolista, no desenvolvimento da Teofia dos
Contratos, na organizacdo do raciocinio, na organizacio in-
dustrial e etc. '

1. RepresenTagA0 DE ForMAS ESTRATEGICAS

Existem duas formas principais de se representar jogos:
a extensiva e a normal. A forma extensiva é uma forma
dindmica, enquanto a forma normal é uma forma estética. A
forma normal, apesar de ser estatica, é muito atil, pois algu-
mas solucdes, como o equilibrio de Nash, s&o mais facilmen-
te vislumbradas desta maneira.

A. ExTensiva

Suponhamos que existam duas firmas (1 e 2). Elas
tomam decisdo sobre investir muito oy pouco em P&D.

8
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Ambos os agentes sabem o que aconteceu antes de toma-
rem suas decisdes.

- Se a firma 1 investir muito e a 2 investir pouco, a
1 ganha 10 ¢ a 2 ganha 3.

- Se a firma 1 investir pouco e a 2 investir muito,
ambas ganham 5.

. Se ambas investirem pouco, a 1 ganha 2 ¢ a 2
ganha 7.

- Se ambas investirem muito, ambas ganham 4.
- A firma um toma a decisdo antes da firma dois.

O jogo na forma extensiva seria representado como:

103) *—uo payoffs
5)

(¥, ]

7)

Payoffs é quanto as firmas ganham, que é representa-
do pelo par (x,y} sendo X o payoff da firma 1 e y o payoff
da firma 2.

Os nodos sdo os pontes onde sdo tomadas as decisGes
€ 0s ramos sao 0s caminhos pelos quais o jogo pode seguir.

9
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. Este é um jogo de informacdo completa e perfeita.
Completa porque todos os agentes conhecem o jogo e per-
feita porque os jogadores sabem qual caminho o jogo seguiu
até eles tomarem suas decisGes.

Se a firma 2 fosse tomar a sua decisdo, sem saber a
atitude tomada pela firma 1, o jogo seria de informacéo
completa e imperfeita. Imperfeita porque a firma 2 toma a
sua decisdo sem saber o que a firma 1 ja fez.

O jogo seria representado como:

44)

o

nodo ferminal

A linha pontilhada significa que a firma 2 n3o sabe se
esta no nodo de cima ou no nodo de baixo., Os pontos onde
0 jogo pode terminar sdo chamados de nodos terminais.

Existem ainda jogos de informacéo incompleta, ou seja,
 pelo menos um dos agentes nio sabe exatamente que jogo
~esta jogando.

or_ex lo:

Um menino e uma menina decidem se vio a um encon-
tro. O menino ndo conhece a menina e nio sabe se vai

10
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gostar dela ou ndo. Quem toma a decisdo primeiro é a
menina.
59

4

L1

1.0
meening {01} 0.0
(0.0} L))
HenINg GOSTA Mentio Nao Gosta

A menina sabe se 0 menino vai gostar dela ou ndo e
portanto sabe qual dos dois jogos esta jog-ando; engquanto o
menino ndo sabe qual dos dois jogos esta jogando, portanto
este é um jogo de informacdo incompleta.

Este jogo ainda pode ser representado da seguinte for-

ma:
0. Mexixo MERIND (5.5}
( "\ n M yaj )/

—

(0.01/5 MekiNo | GOsiA . E\(-lm

. Mikiko | Mo Gosta / (4
" v
lU.I)[ Menigs \H,H

11
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- 0 suml?olo N representa a natureza, que, por conven-
¢do, determina se o menino gosta ou ndo da menina.

Seo meqino soubesse que existe probabilidade p dele
gosta-r da men-ma e (1-p} de ndo gostar e conhecesse o p
este jogo de informacso incompleta se torna um jogo dt;

informacdo completa e imperfei i 1
C rfeita (informacéo i
completada); ' neompleta

{0.-1) MEwiko Mo Mexixo (5,5)
RA
n voi /

w,m/g ] é\t-l,m

{0,-”\&% e éjvﬂ,l)
- M
m,u/ o ’ \l-l 1

Este jogo também pode ser representado como:

{5p +(1-pM, 5p + (1) (-1))

. (-p+ (1-p) (11, 0p + (1-p))
mening (O + (1910, p + (19){-1))
n

INFORMACAO INCOMPLETA COMPLETADA (Op +(1-p10, Op + {1-p)1)

12
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B. NormAL

Consideremos o exemplo acima em que duas firmas
decidem sobre investimentos em P&D, na versdo em que
temos informacdo completa e imperfeita, ambas as firmas,
quando tomam suas decisdes, nac sabem a decisdo tomada
pela outra firma. Este jogo seria representado por:

2
1 muito —4O PRUSO .
pouco 55 257 |

As linhas representam as decisfes da firma 1 e as
colunas as decisdes da firma 2. Em cada quadrado, o primei-
ro namero representa o payoff da firma 1 e o segundo o
payoff da firma 2.

Se considerarmos a versdo de informacdo completa e
perfeita, o jogo seria representado por:

2
an Ep p )iy
—
| a4 103 THEETN
L8y [ [ W )
] ——

A novidade agora é que as decisdes da firma 2 sio
representadas por dois simbolos; o primeiro representa a
decisdo que a firma 2 viu a firma 1 tomar, e o segundo
representa a decisdo da firma 2. Portanto, por exemplo, o
par pm significa que a firma 2 viu a firma 1 investir pouco
e por isso investird muito. Os pares de jogadas que estio
destacados por um circulo néo séo factiveis, j4 que o jogador
1 joga primeiro e o jogador 2 vé& o que foi jogado pelo
jogador 1; assim, o jogador 2 ndo pode se enganar.

13
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Um outro jogo que na f i
orma extensiva fo _
tado por: S$5€ represen

L

na forma 3
normal seria: 8 i

5) K i) {5)
3 0 [ o

07)

Outro jogo que fosse:

na torma
nomal seria:

o th by m

o 09 53 00 53

bl 00 12 00 11

. .1) Um jogo conhecido como o dilema dos prisioneiros
€ um jogo no qual dois prisioneiros decidem se confessam oy
Nac um crime que cometem conjuntamente. Os prisioneiros
nao sabem se o outro confessou ou njo. Se ambos conf

sarem, eles pegam ‘5 anos de prisdo, se ambos n3o c nfeS-
sarem, eles pegam im ano de priséo e se um confess(a)? : St;

outro ndo, o que confessou &
' solt :
de prisdo. 0 € 0 outro pega 10 anos

14
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Sendo A e B os prisioneiros, o jogo na forma normal
seria:

¢ = confessa e n = nao confessa

B
¢ n na forma

g extensiva

('5,‘5’ (01.1 m s:ria; l

A

{'1010, ('I:'"

“i ]
SH|
INFORMACAQ COMPLETA E IMPERFEITA )

2) Uma mulher decide se vai ao teatro ou ao basquete
e posteriormente seu marido também decide se vai ao teatro

ou ao basquete.

- Se ambos forem ao basquete, o homem tem payoff
2 e a mulher payoff 1.

- Se ambos forem ao teatro, a mulher tem payoff 2 e
o homem payoff 1.

- Se eles forem em lugares diferentes, ambos tém
payoff O.

b 12
b b b i
o120 | 2 |0 "
m m
1)
T I R R )

[NeoRMACAO CompLER € PERFEITA

1B
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3) Duas firmas, A e B, decidem se investem muito (x)
ou pouco {y} em tecnologia; A decide primeiro.

2 Normel 8

50 | 12 50 22 50

02

Immgio COMPLETA £ PERFema
4) A empresa 1 decide se produz coca (x) ou pepsi {y);

depois, a di.stribuidora 2 decide se comercializa com coca
(m} ou pepsi {p} e o consumidor 3 decide se toma coca (A)

ou pepsi (B).
5.5,5)
A

InFORmMACAG CoMPLETA
& LMPERFETA

01,2y

{5,5,5)
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2. Sowucoes De JoGos (ONDE 0 JOGO TERMINA)
A. EuminacAo De EsTraTEGIAS DOMINADAS

E uma tética usada para a solucdo de jogos na forma
normal, com informagdc completa (perfeita e imperfeita).

Caso o jogo esteja na forma extensiva, basta
transforma-lo para a forma normal.

2

[ b
A xry k'w

1
B| p.z h,i

Para o jogador 1, a estratégia A serd dominante em
relagdo & estratégia Bse (x > pek2hjou{x2pek >
h).*Caso uma desta relacdes se verifique, a estratégia B ¢é
dominada pela estratégia A e, portanto, o jogador 1 nunca
jogara a estratégia B.

Do mesmo modo, se {p=2xeh > klou(p > xeh
2 k), a estratégia B é dominante e a estratégia A é dominada.

Para o jogador 2, se ly2wez > jlouly > wez
2 y), a estratégia a é dominante em relagdo a estratégia b
que é dominada.

Jisely <wez<jloulyswez < i}, a estratégia
b é dominante e a estratégia a é dominada.

Ex: 1] {informagdo completa e imperfeita)
0 L b
A 1,5 1,7
1
B 1,7 0,4

17
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Olhapdo em relacdo ao jogador 1,como2 >1e120
a estratégia B é dominada pela estratégia A. Assim, o joga-

dor 1, nunca jogard a estratégia B :
' e 0 jodo i
rade como: jogo pode ser enca

a b
1A xy k,w

Como o jogador 2 sabe j
. que o jogador 1
logador 2 escolhe entre ganhar 5 e ganhar 7eS:°|2§m% g

racional, escolhe 7, i i
e Assim, o resultado do Jogo serd o par

Ex: 2}

X ]'5 1'4 ]rs i,4

Neste caso, para o jogador 1, 7
) \ » pa +/ > 1e1 <5, porta
nao existe estratégia dominada e estratégia domingnte e

’ Par§ o jogador 2, 6>4 ¢ 2 > 2, portanto a estratégia
x é dominante e a estratégia Y é dominada.

2
¥X
x{ 2,5 1,7
]
y{ 1,7 0,4

18
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Assim, o jogador 1 simplesmente escolhe entre ganhar
7 ou ganhar 1, comao escolherd 7, jogard x. Portanto, ambos
os jogadores jogardo x. Com isso, o par de payoffs que
resultard do jogo sera (7,5).

Ex: 3] Dilema do Prisioneiro

B
¢ 0
¢l 55 0-10
A
al| -100 1,1

Para A, -5 > -10 e 0 > -1, assim joga c.
Para B, -5 > -10 e 0 > -1, assim também joga c.

Portanto, o resultado do jogo s6 pode ser o par (c,c},
em que ambos ficam 5 anos presos.

Ex: 4) 9
A Y
A 1,2 5.1
1
B 4,1 3,3

Para1, 1 < 4 e 5 > 3, portanto, ndo possui estratégia
dominada. ‘ .

Para 2, 2 > 1 e 1 < 3, portanto, também n3o possui
estratégia dominada.

Assim, este jogo ndo pode ser resolvido por eliminacdo
de estratégias dominadas.



InsTTuTo pE Economia . UFR)

B. EauiLigrio pe Nasy

Assim como a eliminacio de estratégias dominadas, o
Equilibrio de Nash & uma solucéo para jogos na forma normal
€ com informagdo completa. Toda solugéo encontrada por
eliminacédo de estratégias dominadas é um Equilibrio de Nash,
mas a reciproca ndo & verdadeira. Podemos dizer que o
conjunto das solucGes encontradas pelo Equilibrio de Nash

contém o conjunto das solucbes encontradas por eliminacéo
de estratégias dominadas.

/ Uma determipada solucdo é um Equilibrio de Nash se a
{ escolha de cada Jogador é 6tima; dadas as escolhas dos
demais
a ? b
Al x,y z,k
—Le !
B P,i w,u

Por exemplo, a estratégia (A,b) seria um equilibrio de

Nash se: dado que 1 escolhe A, 2 prefere b 3 a: e dado que
2 escolhe b, 1 prefere A a B, Portanto, um Equilibrio de Nash

seria a melhor resposta de cada jogador, dadas as escolhas
dos demais.

Ex. 1: 2
0 b
A 1,2 3,4
1
B 5,6 7.8

Dado que 1 escolhe A, 2 escolhe b (porque 4 > 2,
Fazemos entdo um traco embaixo deste 4.

20
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a b
Al L2 | 34
1
B| 5,6 | 7,8

Dado que 1 escolhe B, 2 escothe b {8 > 6). Traco
embaixo do 8.

Dado que 2 escolhe a, 1 escolhe B {5 > 1). Traco
embaixo do 5.

Dado que 2 escolhe b, 1 escolhe B (7 > 3). Traco
embaixo do 7.

2
0 b
Al 12| 34
1
B| 5.6 | 7,8 |

Todo par de payoffs que tiver dois tracos serd um
equilibrio de Nash. Pois sera a methor resposta de 1, dada
a escolha de 2, e a melhor resposta de 2, dada a escolha
de 1.

Assim, a solucdo seria o par (B,b).
B

Ex.2: 4 n
c| 0,0 2,5

A
f 5,2 Il]

Dado que A escolhe c, B escolhe n.

Dado que A escolhe n, B escolhe C.
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Dado que B escolhe ¢, A escolhe n. O conceito de Equilibrio de Nash (melhores respostas)

Dad também pode ser usado para resolver jogos na forma conti-
ado que B escolhe n, A escolhe c. nua:

¢ 8 n B.1 MopeLo pe CournoT
¢c| 0,0 2,5 S i fi d

A — = ‘ uponha que existam duas firmas em um mercado e

; que elas estejam concorrendo em quantidades. O prego seja

nf 3,2 1,1 dado por: p=10-q,-q,. Ambas as firmas tém custo unitario
de c.

Assim, este jogo possui dois equilibrios de Nash: {c ,n}

L a—

e (n,c). Sendo: q,= quantidade produzida pela firma 1.
Ex.3: Dilema do Prisioneiro. g,= quantidade produzida pela firma 2.
10 ' Assim, o lucro das firmas seria:

8 L, = p.q,q,.c = (p-clq, = (10-9,-q9,-clq,
30) . :I 3'; L, = p.g,q,.c = (p-cla, = (10-q,-a,-clq,
0,3} - A : : Cada firma considera a quantidade da outra como dada.
nl| 0,3 | 2,2 i L = 100-a7-a.4-cq,
1 L, = 10q,-9,%q,9,-cq,
Se A escolhe ¢, B escolhe c. ’ Como as firmas maximizam lucros.
Se A escolhe n, B escolhe c. dt, = 0> 10-29,9,¢ = 0
Se B escolhe ¢, A escolhe c. da,
Se B escolhe n, A escolhe c. 29, = 10-q,c
Equilibrio de Nash igual a (c,c). % =12'_;LC & curva de reagdo da firma 1
. 2 2 J
‘E—&x |A,2 z,al Y ,A‘L _Lnl ' %2_ =0 10-29,-9,c = 0
vy | 3.4 ] 1.5 v|3.4 | 15

a4, =10-q,-c « curva 5 fi
Rio possui Equilibrio de Nash. 2 2 de reagdo da firma 2

22 23
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Resolvendo-se o sistema formado pelas duas curvas de
reagéo, obteremos as quantidades produzidas por ambas as
firmas. Esse ponto é chamado de Equilibrio de Cournot-Nash.

Ex: p=100.-2q1-q2

c, =5

c, = 2

L = p.9,-5.q,
L, = p.g,-2.q,
L

-

= 100q1-ZQ12-q2q1‘5.q1

L, = 100q2-q22-2q2q‘-2.q|

dL, = 100-4q,-q,-5 = 0 (2)
dq,

dL, = 100-2q,-2q,-2 = (N
dq,

q, = 100-4q,-5 (2)
(2} em {1) => 100-2q,-2{100-4q,-5}-2=0
69,-100+8 = 0

6q, = 92
9, =92 =15
6
q, = 100-4.15,33-5
d, = 100-61,33-5 = 33,67
Assim, o Equilibrio de Cournot-N : =
6, = 32,67 ash é: q, = 15,33 e

24
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B.2 MopeLo bE BERTRAND

No modelo de Bertrand as firmas concarrem em precos,
ou seja, elas fixam o preco e deixam que o mercado deter-
mine a quantidade a ser vendida.

Neste caso, seria vantajoso para cada firma fixar o seu
preco um pouco abaixo do prego das demais firmas. Assim
ocorreria a chamada competicdo de Bertrand em que uma
firma A fixaria seu preco abaixo das demais, em seguida
outra firma fixaria abaixo do preco da firma A e assim su-
cessivamente, o limite seria quando todas as firmas fixarem
precos igual ao custo. Com isso seria obtido o mesmo resul-
tado do modelo de concorréncia perfeita em um modelo de
oligopdlio.

A questdo é que, com poucas firmas, haveria um incen-
tivo para se realizar uma coalizéo fixando um prego minimo
e mantendo os luctos.

B.3 MuLTiPLOS EQuILiBRIOS

Um dos “problemas” do Equilibrio de Nash é a possibi-
lidade de serem encontrados vérios equilibrios para um mes-
mo jogo, assim ni3o seria possivel identificar, ex-ante, em
qual desses equilibrios o jogo terminaria.

Ex:
)
X ¥
Ajp 2,2 (1,0
1
B 0,1 2,2 |
25
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Este jogo teria dois equilibrios de Nash ({A,x} e (B,y})
e seria impossivel afirmar qual dos dois serd atingido.

B.4 EauiLiBrio pe Baves-NasH

Considerando-se um jogo de informacao incompleta em
que os jogadores nio saibam qual dos dois jogos abaixo
estdo jogando:

2

u i " 2 i
vl L1 12 w| 2,2 ] 1,3
I ou l
kf 40 {32 k| 3.1 { 22
jogo A

jogo I3

Se completarmos a informacé&o dizendo que existe 70%
de chance de o jogo ser o A e 30% de o jogo ser o B, este
jogo passaria a ser de informacéo incompleta completada.

Sendo representado por:

0,7(1)+0,3(2); 0,7(2)+0,3(2) 0,7(7)+0,3(1 ); 0,7(2)+0,3(3)

k 10,7(4)+0,3(3); 0,7(1)+0,3(1){0,7¢3)+-0,3(2); 0,7(2)+0,3(2)

2
v |
k 371 27;2
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Aplicando a este jogo o conceito de equilibrio de Nash,
achamos o equilibrio (w,j). Este equilbrio é chamado de
Equilibrio de Bayes-Nash, porque retne probabilidade {Bayes)
e Equilibrio de Nash.

C. InoucRo RETROATIVA

A inducdo retroativa é usada para resolver jogos de
informacdo completa e perfeita na forma extensiva.

O jogador que joga primeiro antecipa a atitude do ioga-
dor que joga depois, e baseado nisso toma a sua decu'sao.
Neste caso, o jogador que atua primeiro é chamad.o de lider,
porque ele é quem decide o resultado do jogo, pois, quandp
toma sua decisdo, j4§ estdo determinadas todas as demais
jogadas dos outros jogadores.

Para antecipar as atitudes dos outros iogac!ores, o lider
divide o jogo em sub-jogos e resolve cada sub-jogo separa-
damente.

27
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Sub-jogo 1:
. 4
B
i ‘
0 !
Sub-jogo 2:
@2
B

o o Esse jogo s6 possui um sub-jogo que é.igual ao i°§°

inteiro (porque tem informacdc imperfeita), portanto ndo
pode ser resolvido por indugdo retroativa (poderia ser resol-
vido por equilibrio de Nash).

Assumindo os resultados d \
. 0s sub-jogo .
jogo 3 se resume a: Jogos 1 e 2, o sub

i

. Ex.3: (O traco a mais representa a estratégia que o
logador jogaria se tivesse oportunidade).

12

A

O resultado seria (x,w) em que cada jogador teria

payoff de 4. Este ponto é chamado de Equilibrio Perfeito :$

Sub-jogos.
29
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Entdo, para o jogador 1 se resume a:

A (23}
1
8
{22)
Ex.4:
{8.1)
(2.3)
i
47)
O jogo para o lider sera: {5,6)
A 23)
1
a
(an

Assim, o equilibrio Perfeito em Sub-jogos sers (a,B), em
que o payoff serd (4,7).

C.1 MoDELO DE STACKELBERG

O modelo de Stackelberg utiliza a no

_ cao de inducdo
retroativa para resolver o problema da

competicdo em

30
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oligopdlic, em que existe uma firma lider que conhece as

curvas de reacdo das demais firmas e
mento para seu beneficio.

Ex.1:

p=50 -2q,-2q, p
c,=c,=5 c
L, =p.q, -5q, L
L, =p.q, -5q,, q

L,=504,-29,q,-9%,-5q,

dL, =50-2q,-2q,-5=0
da,

2q,=45-2q,

utiliza este conheci-

= preco
= gusto unitdrio
= lucro

= quantidade

q,=45-2q, ¢« reacdo da firma 2

2

Diferente do modelo de Cournot, a forma 1 conhece a

curva de reagdo da firma 2.
L, = 504q,-24%,-q,9,-5q, =45q,-20%,-
dL, =45-4q,-45 + 4q, =0
dq, 7
90-8q,-45 + 4q,=0
4q,=45
q,=11,25
q,=45-22,5=11,25
2

31
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Ex.2:

p=100-q,-q,

¢,=¢c,=0

L,=100q,-0%,-9,q,

L,=100q,-q,9,-9%, _
_;l_qzl= 100-q,-2q,=0 :
q,= J.gD;q,

L,= 100q,-q’,-].0_0_g,_-|-__q2,

di, =100-2q,-100+2q, =0
dq, 2
200-4q,-100 + 2q,=0
100=2q,

q,=50

d,=100-50 =25
2

Sub-jogo1:

C.2 Eauuisrio be NasH PERFEITO EM Sus-1060s '

E a utilizacdio conjunta da nocéo de inducio retroativa

& de Equilibrio de Nash para resolver jogos de informacéo
completa e imperfeita ‘

Aplica-se a nogdc de Inducdo Retroativa dividindo-se o
§0go em sub-jogos e resolvendo os sub-jogos de informacao
imperfeita pelo Equilibrio de Nash. )

32
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Sub-jogo de informagdo completa e imperfeita.

! 2
P L W) B de Nash 1)
[ T

Sub-jogo 2: Sub-jogo 3:
311 e
B B prefere 12 0. A Aprefere 32 1.
1 f
(204 (1)

O equilibrio de Nash Perfeito em S
. ub
{3,1,1). Onde A joga v, B joga z e C niae joga.

C.3 Eauiierio pe Baves-NAsH Perrermo en Sue-10Gos

Acrescenta ao Equilibrio de Nash Perfeito em Sub

a utilizagdo de probabilidade. “logos

Ex.1:

" 'SP!P"OJ;P?' ‘

-jogos sera:

Série Textos pParA Discussio

Se 1 joga B, 2 tem probabilidade p de estar no jogo de
cima e 1-p de estar no jogo de baixo. Supondo p=0,86.

Sub-jogo 1:
301
0
0,6
; N (0,63:940;060:042)
! {in
]
' =1
"
e (0534041;0614043)
04’
b
12 Como 1 é indifercnie entre dois
payofls iguais, o jogo possui
1 dois Equilibrios de Bayes-Nash
Perfeitos em Sub-jogos: (1;2) e
(1:1.8).

{1;18)
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Sub-ioao 1:

(0,4.3+0,6.4;0,4.1+0,6.2 : 0)
k
6
w

{0,4.0+0,6.0;0,4.24+0,6.3 ;: 0)

(3.6:1,6;0)
k
; B prefere 2,6 a 1,6.
w
{0;2,6:0)

Sub-jogo 2: '
1 v
z 14,3 2,02
B
/ 232 L1l
Bqiilibriolde:Nashi/

Sub»-jogo 3:

< (0;26;0)
A A prefere 1 a 0.
Y
{1:4:;3)

Assim o payoff (1 ; 4 ; 3) representa o Equilibrio de
Bayes-Nash Perfeito em Sub-jogos. Quando A joga y, B joga
ze Cjogat.

26

Serte Textos para Discussio

D. EstraTéGIAs MisTas

Alguns jogos ndo podem ser resoividos pelas técnicas
até agora apresentadas, como por exemplo:

2
C 0
. 510
| A 10,-5
. 10,-5
B 510

Se supusermos que os jogadores podem jogar x% em
uma opcdo e o resto na outra, pode ser que exista uma
solugdo para este jogo. Este tipo de estratégia é chamada de
estratégia mista e o percentual que cada jogador jogara em
cada opcdo dependerd da propensdo ao risco de cada joga-
dor.

Supondo que os jogadores fossem avessos ao risco, no
exemplo acima, o jogador 1 jogaria 50% em A e 50% em
B, enquanto o jogador 2 jogaria 50% em C e 50% em D.
Assim, cada jogador teria um payoff de 0.5.10+0.5.{-5)
=2,5 independente da jogada do outro jogador e, portanto,
ndo haveria risco.

Neste tipo de jogo, em que cada jogador pode distribuir
sua aposta entre as diferentes opgdes, ha diferenca em re-
lacdo aos jogos analisados até agora (jogos de estratégia
pura - em que cada jogador s6 pode escolher uma estraté-
gia).

Ex.: suponha que duas pessoas (1 e 2} jogam um jogo
de cara ou coroa, em que cada jogador pode distribuir sua
aposta entre cara ou coroa; o jogador 1 escolhe primeiro e
a moeda tem 70% de probabilidade de dar cara e 30% de
dar coroa. Suponha que o jogador 1 tem 100 reais para
apostar e maximiza a seguinte fungdo de utilidade:
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U= 0,7x. 0,3y
x= valor que aposta em cara
y= valor que aposta em coroa
U= 0,7x.0,3(100-x} = 0,21x(100-x) = 21x-0,21x?

du =0
dx

21-0,42x = 0
X =560ey = 50

Suporlha agora que o jogador 2 tem também 100 reais
e sua fungdo de utilidade é dada por:

U = (0,7x)2+(0,3y)?

Como a funcdo é cédncava e o jogador estd
maximizando:

Xx=100ey =0

3. Jocos RepeTipos

Supondo que exista um jogo do tipo:

firma 2
C R
¢ 1/21/2 0L
Firma 1 . 10 Le,Le

Serie TexTos PaRA DiscussAo

Onde: L= lucro de monopélio
Lc= lucro de Cournot
C= cooperar

R= renegar

As duas firmas fazem um acordo de restringir a oferta
€ receber, cada uma, o lucro de monopélio dividido por dois
(que é maior que o lucro de Cournot}. Caso uma das firmas
renegue, a outra passa a renegar a partir do proximo periodo.

Sendc d a probabilidade do jogo continuar:

Uma firma ird cooperar enquanto o payoff esperado por
cooperar [P{C}] for maior que o payoff esperado por Renegar
[P{R)]. Onde:

P(Cl= L/2+dL/2+d%L/2+...= (LI2)/(1-d)
PIRI= L+dLc+d3Lg+...= L+dLec/{1-d}

Assim, quando existe a probabilidade de o jogo se re-
petir, pode acontecer um resultado diferente do que seria
obtido se o jogo fosse jogado apenas uma vez.

Caso este jogo fosse jogado apenas uma vez e fosse
resolvido por qualquer um dos processos mostrados anterior-
mente, ambos os jogadores decidiriam renegar.

Entdo, quando um jogo possui uma probabilidade de
continuar, ndo ocorre necessariamente a mesma solucéo que
ocorreria se o jogo fosse jogado apenas uma vez. Isto se
deve ao fato de que o espaco das solucdes € muito maior
Para um jogo repetido.

(Seja a solugdo de um jogo jogado apenas uma vez a
solugdo priméria).
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Com um jogo repetido, sé é possivel haver uma solucio
diferente da solucdo priméria quando o jogo ndo tem um ;‘im
determinado. Porque, caso haja um fim determinado, na dul-
tima jogada a solugdo certamente sera a solucéo primaéria e,
raciocinando de trds para frente (como no conceito de
inducéo retroativa), a solucéo primaria se repete em todas as
vezes que ocorre o jogo.
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