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RESUMEN 

En este trabajo son estudiadas las v1brac1ones li 
bres de cáscaras cilíndricas incluyehdo,además de los efectos 
considerado$ usualmente, aquéllos correspondientes a las defo~ 
maciones producidas por las tensiones de cizallamiento y la 1 
nercia de rotación. 

Se deducen las ecuaciones del movimiento basadas en 
los criterios e hipótesis semejantes a los usados por FLUGGE 
en el desarrollo de sus ecuaciones. Se demuestra quearnbos Siá 
temas de ecuaciones son congruentes entre sí. 

Se aborda la solución de las ecuaciones del movi­
miento investigando con un conjunto de cinco soluciones geng 

rales. 

Se llega a1 determinante de frecuencia para cásca­
ras de longitud finita y para dos diferentes condiciones de 
vinculaciÓn en los extremos: ambos extremos simplemente apQ 
yados y ambos extremos perfectamente empotrados. LassoluciQ 
nes son separadas en aquéllas correspondientes a los modos si 
métricos y aquéllas correspondientes a los modos antisimétri­
cos. 
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SINOPS,E 

Neste trabalho são estudadas as vibrações livres de 
cascas cilíndricas incluindo-se, além dos efeitosconsiderados 
usualmente, aquêles correspondentes às deformações produzidas 
pelas tensões de cizaJ.hamento e a. inércia à rotação. 

São deduzidas as equações do movimento baseadas nos 
critérios e hiPóteses usados por FLUGGE na instituição desuas 
equações. Demonstra-se que ambos os sistemas de equações são 
congruentes entre eles. 

Aborda-se a solução das equações do movimento inve~ 
tigando um conjunto de cinco soluções gerais. 

Chega-se ao determinante de frequência para cascas 
de comprimento finito e para duas diferentes condições de con 
tôrno nos extremos: ambos os extremos simplesmente apoiados 
e ambos os extremos perfeitamente engastados. As soluções são 
separadas naquelas correspondentes aos modos simétricos e Dã 
quelas correspondentes aos modos antisimétricos·. 
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ABS"TRACT' 

Free vibrations of cylindrical shells are studied 
inclúding,besides the effects usually considered, the infiB 
ence of transverse shear deformation and rotatory inertia. 

Motion-· equations are deduced on the basis of the 
assumptions similar to those used by FLUGGE in the develop­
ment of his equations. Compatibility of both equations sets 
is-showed. 

The solution of motion equations is undertaken by 
means of a set of five general solutions. 

One arrives at the frequency determinant for finite 
length shells and for two different boundary conditions: both 
ends simply-suppotted and both ends fixed. Solutions are sg 
parated in those corresponding to symmeirrical medes and those 
corresponding to antisymmetrical modes. 
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C A.PI TU LO I 

INTRODUCCION 

1.1. Oonsideraciones generales 

Se:trà.tará en este trabajo de cáscaras cilíndricas 
circulares, de espesor constante, y cuya relaciÓn espesor-r~ 
dio, h/a, es menor que 0.1. Condición ~sta Última que nos~ 
segura estar dentro del dominio de las así llamadas cáscaras 
delgadas. 

En consecuencia serán válidos los criterios e hipQ 
2 l , tesis usados por TIMOSHENKO y FLUGGE en sus respectivos an~ 

lisis de las cáscaras cilíndricas. Sé introducirán allí, sólo 
las modificaciones necesarias para tener en cuenta las defox 
maciones producidas por las tensiones tangenciales, en las _g, 

cuaciones que tratan de las deformaciones y, aquéllas necesa 
rias para tener en cuenta la inercia de rotación, en las ecua 
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ciones que tratan del equilibrio dinâmico. 

, 
Se asume que el material constitutivo de las case§ 

rases isÓtropo, homogéneo y linealmente e~ástico. Precisamen, 
te por ser elásticas, las cáscaras vibran cada vez que son 
perturbadas de su posiciÓh de equilibrio estable, o cada vez 
que son excitadas a hacerlo por la acción de fuerzas periódi­
cas externas. En el primer caso las vibraciones son libres, y 
son denominadas de forzadas en el segundo ,El.·.pres~rite t±-abà-3'.Q 

se limitará al estudio de las vibraciones libres. 

La superficie ideal cilíndrica, coaxial con la cáã 
cara, y cuyo radio es la media aritmética entre el radio ill 
terno y el externo será, para todos loS efectos, la . · :superf_! 

cie de referencia. 

La superficie correspondiente a las fibras medias 
de la cáscara, definida por la tota1idad de los puntos distan 
ciados h/2 de las superficies interna y externa, se denomi 
na superficie media. Esta superficie se deforma siguiendo en 
su movimiento las 'd.eformaciones de la cáscara. 

En ausencia de perturbaciones (ya sean geométrica•s 
o dinâmicas) la cáscara está en reposo, y las dos superficies 
definidas anteriormente coinciden. 

Cuando una cáscara de longitud finita vibra librg 
merite,~ su superficie media puede adaptar una gran variedad de 
configuraciones con relación a la superficie de referencia. 

su configuración dependerá de una serie de factores 
(que serán analizados más adelante), entre ellos, el modo pr~ 
dominante de vibración y las condiciones de vinculación en 
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los extremos. Un punto cualquiera poderá experimentar, en gg_ 

neral, un movimiento con componentes en el sentido 
sal, axial y tangencial. 

transve1: 

Si se hiciera una secciÓn ideal normal al eje, y se 
abservaran las vibraciones transversales, mirando en el senti 
do axial, se verian una serie de ondas completas sobre la ciI 
cunferencia directriz de referencia, Fig. 1.1. Se denominará 
n al número de estas ondas. 

Si ahora se observan las vibraciones transversales 

mirando ·el cilindro perpendicularmente a su eje, se verán, en 
el sentido axial, una o varias semiondas a-lo largo de las~ 
neratrices de referencia .. Estas ondas son altamente influe,n 
ciadas en su forma por las condiciones de vinculación en los 
extremos, y se asemejan a aquéllas.•de,vigas coincidentes con 
las generatrices, y sujetas a las misfuas condiciones de vincy 
lación en los extremos que las de la cáscara en cuestión,Fig. 
1.2. 

Se designará con m 
, 

al nwnero de ondas longitudin~ 
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les. En caso de no existir ningÚn tipo de vinculación eR los 

7 ----- ,, -- --------,.----------- .. _ __ ... -----

--- -- -- -- ------ - -

Fig. f. 2 

extremos (extremos libres), las generatrices de la superficie 
media no se deforman, conservándose rectilÍneas (poseen Únicª 
mente un movimiento traslatorio), por lo tanto, en este caso 
sÓlo existen ondas circunferenciales, siendo m =O. 

1.2. .Sobre las ecuaciones del movimiento 

A las ecuaciones del movimiento se llegará establ_g_ 

ciendo las condiciones de equilibrio de un elemento de 
, 

case-ª 

ra, infinitamente pequeno en el sentido de las dilllensiones de 
la superficie media y con espesor h finito en el 
transversal. 

sentido 

En su eqUilibrio entrarán en juego las solicitacio­
nes internas present~~, de:bidas a la continuidad del .materiál 

constitutivo y aquéllas debidas a la inercia de traslaciÓn y 

rotaciÓn. 
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Si se expresan todas estas solicitaciones ( fuerzas 

y momentos) en funciÓn de las componentes del movimiento (cill 

co en el presente aná.J.isis: u, v, w, traslaciones en los sen 
tidos axial, tangencial y radial, y '//._ , </1, , rotaciones en 
los sentidos axial y tangencial), se tendrán las cinco ecUA 
ciones siguientes, 

= o (1,1) 

que son homogéneas debido a la ausencia de Solicitaciones e~ 
ternas variables con el tiempo, pues se trata de vibraciones 
libres. e, ' l:2.' •.• ' Cs' son operadores diferenciales simbÓ11 
cos cuya expresión analítica será el asunto de discusiÓn del 
capítulo III. 

1.3. Sobre el método de solución y las condiciones de 
borde 
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El método de solución de las cinco ecuaciones dif~ 
renciales en derivadas parciales (1.1), simultâneas y homogj 
neas, será el objeto del capítulo IV. 

Las soluciones para los cinco movimientos posibles 
• seran investigadas asumiendo que las expresiones que las r~ 

presentan son funciones de variables separables,.en las tres .. 
variables presentes en 91 problema (las dos variables espaci§ 
les x,0, y la variable tiempo, t). 

Así la forma general de las soluciones será: 

(1.2) 

j=l,2,.u,5 

En las cuales uj representa cualquiera de los m~ 
vi.mientos posibles (tres desplazamientos, u, v, w; dos rot~ 
ciones previamente multi plicadas por el radio a: a~ , ~ t.fi ) 
fj es una funciÓn sÓlo de x, y cuya expresión analítica ti~ 

ne en cuenta las condiciones de contorno; gj es wia fwición 
trascendente de 0 ; hJ. es una funciÓn del tiempo t, de la 

. "' t forma e 1 
, _dado que se trata de un movimiento armÓnico. 

Las.·éinco soluciones (1.2) deberán satiSface-r, asá, 
mismo, las condiciones de borde, las cuales como se verá en 
la sección 4.3, son diez para cada caso (cinco en cada extr~ 
mo de la cáscara), así resultarán diez ecuaciones, homogéneas 
si las condiciones de vinculación son también homogéneas; 

(1.3) 



Donde Bses un operador simbólico cuya expresión 
nalÍtica será tratada en la sección 4,3, 

7, 

' , Asi tratado el problema, resultaran, para condiciQ 
nes dadas, las frecuencias naturales de vibración y la forma 
explícita y definida de las funciones fj, gj, hj presentes 
en las soluciones. 
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CAPITULO II 

REVISION DE LA LITERATURA 

2.1. Consideraciones previas 

Numerosos autores se han ocupado del análisis de vi 
braciones de cáscaras cilindricas circulares. Los trabajos 
pueden clasificarse en dos grupos:_ 

·• aquéllos que tratan de las vibraciones simétricas en 
el sentido axial (en ellas es n =O, secciÓn 1.1) 

• aquéllos que tratan de las vlbraciones no simétricas 
(n cualquiera, entero positivó diferente de cero) 

Las Últimas son más generales., y las primeras sg 
rian un caso particular de éstas cuando algunos de los parám~ 
tros que entran en juego se anulan. En las vibraciones axial-



mente simétricas >Sólo aparecen tres componentes del movJ.mien~ 
to (u, <j,; ,w) de un elemento infinitamente pequeiio de cáscara 

en lugar de las cinco que aparecen (u, W ,v, <f& ,w) en las vi­
braciones no simétricas cuando en el análisis de ambas entran 
las deformaciones por tensiones tangenciales y la inercia de 
rotaciÓn. Las componentes son sÓlo dos (u,w) cuando estas e 
fectos San despreciados. 

2.2. Vibraciones no simétricas 

Este es el caso más general. de las vibraciones de 
cáscaras cilíndricas. Las componentes del movimiento de un _g 

lamento infinitésimo de la cáscara son cinco en caso de que 
todos los efectoS que influencian sean tomados en considera:~ 
ciÓn y, corresponden a otras tantas soluciones a ser investi­
gadas. 

La mayor:1a de los autores conviene en , · _, :·(l.espreciar 
los efectos de las deformaciones debidas a las tensiones ta,n 
genciales (shear strain effect) y los de la inercia de rota­
ciÓn (rotatory inertia effect). Estas efectos sÓlo son impor­
tantes para altas frecuencias, siendo que _ ·para bajas frecuen 
cias ambos aná.lisis deben dar resultados practicamente coinci 
dentes. En caso de ser despreciados, entonces, las rotaciones 
tfl ,1,, pueden ser expresadas en función de u,v,w, y de este 
7it ' T, 

modo desaparecen de las ecuaciones, resultando un sistema de 
tres ecuaciones diferenciales simultáneas en lugar de cinco, 
y que son la base paraióvestigar lastres soluciones u,v,w. 

Entre estas trabajos se tiene el de TI-YUAN YU7 • E§ 
te autor partiendo de las ecuaciones de equilibrio de las cáã 
caras cilíndricas, introduce las simplificaciones de DONNELL, 
las cuales consisten en asumir que para un cilindro las ca_m 
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bios de curvatura y torsión son los mismos que aquéllos de y 
na placa plana y que el efecto del esfuerzo cortante en el g 
quilibrio según la dirección 9 en la·s ecuaciones, es desprg 

ciable. 

En un cierto pilnto de su análisis YI-YUAN hace esta 
importante suposiciÓn: 

la cual sÓlo es vá.lida si L/a es numéricamente considerable, 
esta es, si la longitud L es un múltiplo importante del r2 
dio a • Como consecuencia de esta supoSición, la determina­
ción de las raíces o<.r (Sección 4~2) se simplifica··sensible -

mente. En efecto, en 
y todas con el valor 
igual. 

. . 
lugar de ser acho, las raices son cuatro, 
absoluto, ya sean reales o imaginarias , 

A continuación resuelve el problema de vibración p~ 
ra tres diferentes condiciones de borde: cilindro simplemente 
apoyado en los.dos extremos, perfectamente empotrado en los 
dos extremos y, finalmente, una combinaciÓn de ambos, un e~ 
tremo apoyado y el otro empotrado. 

KR.Aus11 hace un tratamiento del problema semejante 
al análisis de YI-YUAN, en el capitulo dedicado a: __ las vibr,.s 
ciones libres de cáscaras de su libro. 

ARNOLD y WARBURToN12•8 en dos trabajos estudian las 
vibraciones de cáscaras de longi~ud finita, simplemente apoy,.s 
da en los extremos en el primero, y empot~adas en el segundo. 
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Tratando de los cilindros simplemente apoyados asumen funcio­
nes trigÓnométricas simples y conocidas de x dentro de las 

• expresiones de las componentes del movimiento, usan el método 
energético (energia cinética, energia de deformación elást1 
ca) y, poste_riormente con la aplicaciÓn de las ecuaciones- de 

Lagrange llegan a las ecu.aciones básicas para determinar la 
frecuencia. 

También consiguen separar el efecto de la ( ·energia 
de flexión de aquél producido por la energia d_e dilatación li 
neal_(stretching energy), llegando a la conclusión de que- p~ 
ra n pequeno la energia de dilatación es importante siendo 
mínimo el efecto de nexión, invirtiéndose la proporción para 
altos valores de n. 

Para los cilindros empotrados en ambos extremos asB 
men para la funciÓn de x, que aparece en las soluciones a 
ser investigadas, la misma expresiÓn que para el caso de v1 
braciones libres de vigas reCtas empopradas en ambos extremos 
y que, obviamente, satisfacen a las condiciones de borde. E~ 

to equivale a suponer que 1a configuración axial de las vibrª 
ciones de la cáscara coinciden con la correspondiente en la 
viga, lo cual es una buena aproximación, perono.'rigurosamente 
cierto. 

FORSBERG4 analiza también el problema de vibraciÓn 
de cáscaras cilíndricas despreciando también, como los ant~ 
riores, el efecto de la inercia de rotación y las deformacio­
nes provenientes de las tensiones tangenciales. Partiendo de 
lastres ecuaciones de FLUGGE; y toma en consideración los ~ 

fectos de lastres inercias de traslación. El autor canaliza 
su atenciÓn principalmente a la influencia de las condiciones 
de borde en las características modales de vibración. Así e§ 
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tudia diez casos diferentes de condiciones de contorno. La g 
valuación final de la frecuencia y de las constantes que ap~ 
recen en las soluciones es numérica, del tipo de aproximaciQ 
nes sucesivas (test and errar procedure). 

Existe un trabajo más reciente de WARBURTON3 
cual trata del problema enforma semejante a FORSEERG. 

en el 
Parte 

de las ecuaciones de FLUGGE pasando por una ecuación caractg 
rística para determinar las raíces OCr, presentes en las sol~ 
ciones, y finalmente, operando con las condiciones de conto~ 
no, llega al determinante que permite précisàr las diferentes 
longitudes de cáscara correspondientes a una frecuencia dada. 
En este punto divide el análisis en dos, el de los modos simÍ 
tricos y el de los modos antisimétricos. Adepta el tipo de ~ 

,, ,, '. 
valuacion numerica propuesto por FLUGGE en sus primeros trab~ 
jos sobre vibraciones de cáscaras simplemente apoyadas (1934) 
es decir, asumir la longitud L de la cáscara como incógnita 
a determinar con el determinante de frecuencia. El inconv~ 
niente de este método es ·que L aparece dentro de funciones 
trascendentes dificultando, como es de suponer, la investiga­
ciÓn de los diferentes valores de L que anulan el determi 
nante. 

MIRSKY y HERRMANN5 estudiaron el comportamiento ,de 
las cáscaras de longi tud infinita, para el caso de ~- propag~ 
ciÓn de ondas armónicas, considerando todos los efectos pos1 
bles inclusive la inercia de rotaciÓn y las deformaciones por 
tensiones cortantesª Su estudio, sin embargo, no abarca las 
condiciones de contorno, obvio pués trata de cáscaras de lon 
gitud infinita, y adapta como pará.metro a determinar la velg 
cidad axial de fase, y ésta a su vez funciÓn de la longitud 
de ondaª 
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2.3. Vibraçiones con simetria axial 

Dentro del campo de las vibraciones con simetria ~ 

xial ( n =O) existen varios trabajos de diferentes autores. 
La mayoría de ellos incluye en sus consideraciones la inercia 
de rotac1Ón y la influencia de las deformaciones por corte. 

LIN y MORGAN10 estudian la propagaciÓn de ondas en 
cilindros de longitud infinita. Como superfície de referencia 
adoptan la centroide de las secciones trapezoidales en lugar 
de la superfície media cilíndrica. Por tratar de cilindros de 
longitud infinita no existe ninguna referencia a las condici~ 
nes de borde. 

HERRMANN y MIRsKY9 hacen un análisis semejante al 
anterior, mas partiendo de la teoria de la elasticidad tridi­
mensional para establecer sus ecuaciones básicas. Por otra 
parte, al final, hacen un estudio comparativo de los resultã 
dos de las diferntes teorias. 

. D 
PEI CHI CHOU aplica el método de las caracteristi 

cas en la solución de lastres ecuaciones diferenliáles resul 
tantes de aplicar los criterios de ambos trabajos anteriores 
en su deducción. Este autor menciona la posibilidad de apli 
car las condiciones de contorno sin resolver, sin embargo, ex 
plÍcitamente el problema. 



CAPITULO III 

'ECUACIONES DINAMICAS DE LAS CASCARAS 

'CILINDRICAS CIRCULARES 

·.1.i. Consideraciones generales 

14. 

Nos proponemos deducir las ecuaciones generales de 
las cáscaras cilíndricas circulares teniendo en cuenta las de 
formaciones producidas por las tensiones de cizallamiento(ta.m 
bién llamadas tangenciales o cortantes). Se trata de cáscaras 
de espesor constante, delgadas (relación espesor-radio menor 
que 0.1), hechas de un material homogéneo, elástico, isÓtropó 
y que cumple la ley de Hooke. Así como en la teofía ciáSica 
de las cáscaras, se asume que: 

a) el espesor h es pequeno en comparaciÓn con el 
radio a de la superficie media 

b) las deformaciones son suficientemente pequenas 



de tal.manera que las cantidades de segundo o~ 
den o mayor, pueden ser despreciadas en las com 
ponentes de las dilatac~ones 

e) la componente de la tensión, normal a la supeK 
ficie media, CJ'z, es pequena en cornparaciÓn con 
las otras componentes de la tensión, y puede'" 
ser despreciada. 

Una cuarta hipÓtesis de la teoria clásica, la que 
establece que una normal a la superficie mediâ;no deformada, 
permanece normal después de la deformación, no será respetada 
pªra tener en cuenta las deformaciones producidas por las ten 
siones tangenciales. Ado~tar las hipÓtesis enunciadas equiv~ 

, 
le a reducir el problema de las deformaciones de una ·-cascara 
al estudio de las deformaciones de su superficie media como 
se verá más adelante. La hipÓtesis b) es necesaria para man 
tener el problema dentro del d~minio lineal. 

3.2. Sistema de cooordenadas 

Consideramos una cáscara cilíndrica circular de lon 
gitud L, espesor h, y radio de la superficie media a. 
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En la Fig. 3.1 se muestra el sistema de coordenadas; 
la coordenada axial x está dirigida según el eje del cili,n 
dro, la coordenada angular e según el movimiento de las agy 
jas de un reloj y, finalmente, la coordenada 
normal a la superficie media, positiva hacia 
cilindro. 

' z segun 

el interior 
una 
del 

Un punto cualquiera de la: cáscara quedará definido 
por las coordenadas x,9, z, es decir su posición está ref~ 
rida a .la superficie media. En cuanto que un punto de esta ÚJ: 
tima estará definido por sus coordenadas x, 9. 

Las componentes del desplazamiento de un punto son 
u, v, w, y dirigidas según las direcciones axial, tangencial 
y radial respectivamente. 

3.3. Ecuaciones diferenciales de equilibrio 

Para arializar el equilíbrio de un elemento infinit~ 
mehte pequefio de cáscara sometido a solicitaciones internas, 
considérase un elemento limitado por dos pares de planos, de 
los cuales, un par son dos planos perpendiculares al eje x 

y separados por dx, y el restante son dos planos radiales 
que forman un ángulo d9. 

' En la Fig. 3.2 se observa el elemento de cascara y 
los esruerzos (normales y tangenciales) y momentos (de flg 
xiÓn y de torsiÓn) que lo solicitan. 

Deben cumplirse las condiciones de equilibrio para 
lastres direcciones, axial, radial y tangencial. 
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La suma de las 
en la dirección x debe 

* componentes de todos los esfuerzos 
ser nula; de la misma forma para·las 

• 

e 
Q9 

z ' 

N,, 

1 ......... .J. __ _ 
rc----::; 

N,. 

• 

N.' 8 

• 
/ 

e-( 
,1 -

, 1 

1 / ,J-. 
_j/ / t<'--:.::: ,, 

Fig- 3.2 

En la Fig. 3.2 debe interpretarse el asterisco como el valor 
de la solicitación en el lado opuesto más el incremento; por 
ejemplo: 
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direcciones 8 , z : 

(Nx-1- 'oN., dx)ade _ N.:;,JIJ +(N9,+ 'dN••c1e)dx _ 
'd• . ~G 

/ 

- N~x dx + r,,_ dx a d9 = o 

El equilib~io de los momentos alrededor de los ejes 
x, $·, z, resulta en las ecuaciones: 
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(Mx + 'àM, dx)ad8- M,ad0 +(Msx+ 'JMp, d0)dx-
'ilx 'd8 

o 

-f'lxe d• a J(} + N9x ad9dx - Mex dx d9 = O (.3.2) 

Despreciando los términos de segundo orden las ecu~ 
ciones (3,1) y (3,2) se transforman en: 

= o 

j_ 'J/J1 + 'd Nxe _ fJA + F.e = o 
a 'i/0 'dx a 

qg. (3. 3) 
'i/x 

o (3. 4) 
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La Última de las ecuaciones (3.4) es simplemente y 
na identidad, por lo tanto puede deja~ de ser considerada en 
los desarrollos que siguen, restando finalmente,cinco ecuaciQ 
nes de equilíbrio. 

3.4. Estudio de las deformaciones 

La deformaciÓn de una câscara cilÍndrica está cara~ 
terizada por lastres componentes uA, vA, wA, del desplaz~ 
miento de un punto cualquiera A de la misma,situado, en !l.ll 
neraJ., a una distancia z de la superfície media. Las compg 

nentes uA, vA, wA' tienen, respectivamente, las direcciones 
axial, tangencial y radial, y son funciones de x, e , z, y en 
un aná.lisis dinámico también del tiempo t. En el caso de 
cáscaras delgadas, como es e1· presente, puede ·· determinarse 

uA' vA, wA, en funciÓn de las componentes u,v,w, del desplazs 
miento de la superficie media (z = O) y de los ángulos de rQ 
tación <f, , e/', • 

Los ángulos. ~ , 'ti; son respectivamente, las comp,Q 
nentes de la rotación de una normal a la superfície media en 
los planos x,z y ··.:-.9,i; en la ocasión de la deformación. 

En la Fig •.. 3.3 puede obsrvarse como es afectada la 
deformación total por causa de las deformaciones debidas a 
las tensiones tangenciales*. 

* Por efecto del cizallamiento puro el elemento experimenta 
una distorsión pero no una rotaciórt. 
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De acuerdo con las Fig.3.4 a) y Fig.3.4 b) los desplaza.mie!) 

"' 

-B-· 
e 

(F/,,,;;,, 
-- Ig;:;;--J 

t :::. --- 't}"I 
-- 'J, 

corfanfe -

tos de un punto cual~µiera:.. A en función de los desplazamie~ 
tos y rotaciones de la superficie media pueden·expresarse c2 
mo funciones lineales de z. 

u 
' ,., ___ 1"•~-- 1 

A.º! ·: : 
-·,·-1 ]?-

1 A~ 
~--i 

' z 
a 

' 

AsÍ pueden escribirse: 
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v,(<,0,z,t) ~ v(x,0,t) - z.'11,(x,0,t) 

(3 s) 

Las dilataciones é-", ée, E0 

"fx,, rK6, fr.9, para ;1 
cuerpo elástico son: 

y las distorsiones 
cilíndricas en un caso de coordenadas 

Para nuestro caso, en que las coordenadas en senti 
do radial son contadas a par.tir de la superficie media, y son 
z,w positivos hacia el interior del cilindro, las expresiQ 
nes (3.6) se transforman en (r = a - z): 

(3. 7) 

*BIEZENO, GRAMMEL - Engineering Mechanics, Vol •. 1,. p.. 63. 
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(3, 7) 

Reemplazando en las (3.7) las expresiones de uA~ vA 
y wA dadas por las (3,5), se tiene: 

En las expresiones (3.8), la tercera puede despr~ 
ciarse de acuerdo con la hipÓtesis hecha en la sección 1.3 e) 
este es G~~ o .. 
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3.5. Fuerzas y momentos 01 funçión de los desplazamientos 

Aceptada la hipÓtesis de la validez de la ley de 
Hooke se tienen las siguientes relaciones tensión-deformaciÓn: 

r,. = e Ya, ~ E y,,. 
'2.(/+•) 

<í2 s O Iz, = G Ízx = Z(~+v) Yzx 

Se pueden obtener las expresiones de los esfuerzos 
N y ~e los momentos M en función de los desplazamientos in 
tegrando los valores de las tensiones (3.9) a través del esp~ 
sor h: 

dz 
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Lo mismo puede hacerse con los esfuerzos cortantes 

Qx Y Q9: 

(3.11) 

Introduciendo las e:xpresiones (3.8) en las (3.9), y 
éstas a su vez en las (3.10) y (3.11), (Apêndice A), resulta: 

(3. 12) 
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Q9"" - - ...:!! -Cf.-Y.. +- - JZ;H_(/,_y_ k•Eh [t'ô h
2
('"·- )] 

· Z(1+•) ;;i 'rJ0 ' ó! 12:r :; (19 /6 a 
(3.12) 

En las dos Últimas expresiones de las (3.12) apar~ 
cen k1 y k", son dos factores de corte o cizallamiento que 
dependen de la forma de la sección considerada, TIMOSHENKO!G 

3.6. Ecuaciones diferenciales del movimiento 

Para obtener las ecuaciones del moVimiento a. partir 
de las ecuaciones de equilibrio (3.3) y (3.4), basta sólo su~ 

tituir las fuer.zas Px, P&, Pz, por las fuerzas de inercia; ~ 
introducir ia inercia de rotación en las ecuaciones de equil~ 
brio de momentos. Sea: 

(3. 14) 

inercia de traslación, dirección axial h a"l. 
f, = -F 'àl· 

inercia de traslación, direcciÓn tangencial h 'àv 
fs • -P 'àt' 

.inercia de traslación, direcciÓn radial h 'i!' r.·-P 'JtZ 
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inercia de rotación, eje X ; 
~ 1Jz<ft 

-P,z 7ãt2 
h' ~ 

inercia de rotación, eje e, -p-t!P. (.3 1,) 
/Z 'iit• 

donde p es la densidad de masa por unidad de area y /;3 
7z es 

el momento-·de inercia para W1 ancho unitario. Haciendo la 
sustituciÓh indicada por las (3.14) e introduciendo las (3.15) 
en las ecuaciones (3.3) y (3.4), se obtienen las siguientes. 
ecuaciones del movimiento en función de las tensiones: 

( 3.17) 

Sustituyendo las relaciones (3.12) en las ecuacio­
nes del movimiento (3.16), (3.17) se obtienen las cinco ecu~ 
ciones del movimiento en función de los desplazamientos y rg 
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taciones (Apêndice A): 

./J'u +1--Jj'dt +W 'd~ _;~t.!L.(-.81.'t-+ 
'<)xZ :2 ,i 'i/9' :2 'i/x 'iJg 'Ôx /2a2 2 a '<)9'-

+ a2't.c¾ - :i=-2. t'J2</{,) = f a{,--1";2 ".t1 
'i/xr;_ 2 ,;ie• E 'i/l" 

+ /_; k"cp, _ 4--J k' .1, + ...L /_/ IJ~ + 4_., a' T/J _ 
2 6 2 ;i 1~;i•la IJD' Z !Jx' 

_ tà'ife_ tZ+Q-"2)_!_ 'ilw + 1_., l[i1,_b:!,k"1,)= 
'iJe' :2 a -.o :2 r, ,z ,i 

= f s(!-~2
) 'd~ (3.IB) 

E /Jt2 



_ (_J IÍ.a 'l:1/. _ 1-v !{ 91/J, _ 1.., + Jf. (y r.!_ ')1 + 
2 9x 2 ;;]é' a /Za'\-2 a 'Jlf' 

+ '2.+{l-~)li.' 1 'dv '2.+{!-~)~' 'J.j_lw\ = 
z a 'Je 2 99 a ) 

= r a (t- ~2) fJ'-., 
E "Jt2 

(3-19) 

Las (3.18), (3.19) son las ecuaciones que nos hs 
biamos propuesto deducir en la sección 3.1, es decir, las ~ 

cu.aciones del movimiento de las cáscaras Cilíndricas teniendo 
en auenta los efectos de membrana, flexión, deformaciones ·_;_ 
transversales debidas a las tensiones .tangenciales, inercia 

de traslaciÓn en las direcciones axial, tangencial y transve~ 
sal, y finalmente, la inercia de rotación en los planos X,'% y 

::·_.B,z.,, En el capítulo siguiente nos ocuparemos, precisamente, 
del método de solución de estas ecuaciones. 

3.7. Observaciones 

a) A partir de las ecuaciones (3.18), (3.19) se 
pueden obtener otras, menos generales, resultantes de intrody 
cir restricciones o bien simplificaciones. 

Como primer ejemplo analizaremos la forma que toman 
las ecuaciones (3.18), (3.19) para el caso de v1brac1onescon 
simetria axial (axisimétricas). Alli se t1ene que: 
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y las cinco ecuaciones (3.18), (3.19) se reducen a solamente 
tres: 

1-~ ~d?.,_ 1--J (;,ú, + L (:.•?'u + 
Z '<lx z fx IZ<12 -;i,z 

pa(l-~2
) ,;''f: 

€ ~z 

Las (3.20) son lastres ecuaciones del movimientopã 
ra:vibraciones axisimétricas de cáscaras cilíndricas teniendo 
en cuenta la inercia de rotación y las deformaciones transver 
sales producidas por tensiones de cizallamiento. 

b) Volviendo a las ecuaciones (3.18), (3.19) como 
una segunda posibilidad podriamos despr~ciar el et'ecto de las 
deformaciones debidas a las tensiones de cizallamiento, ret~ 
niend.o el efecto de la inercia de rotación. Se trata aún,por 
supuesta, de vibraciones no simétricas. 
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Observando las expresiones de las distorsiones en 
las (3. 8), despreciar su efecto eqUivale a poner r,_,= O, Íez = O 
(el efeCto de -é:z ya había sido previamente despreciado) para 

la superficie media (z = O): 

y - _(Í) + ~ - o 
lzx - Tx 'é),i 

De estas dos expresiones obtenemos <k, y </f, : 

Introduciendo las (3.21) en las ecuaciones (3.18), 
(3.19), y realizando combinaciones oportunas entre e1las, se 
obtienen lastres ecuaciones siguientes: 
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z (, 3 r,;• 3 .J~+l'dv w+Ji.. f-.J~_.,2~_3-v 8 '0v _ 
'Ôx a 'âe- -;- /2:a2 '2 íJx 89"- <1x' 2 'ox2 80 

_ 8
3 'élqw _ Za 'él4w _ .1 <1~ _ ! 'd2w _ "') = 

'í} .~ 'dx2 <til a 'é) 9q a '392 a 

_ p-a (1-.J2) 9~ _ I pa(l-v") c,'t,, _ 
-

1 E 'Jt2 E 'íJx'l(Jt"-

- I f(I-.J:) J / ôQw + 'a
3
v ) 

E a 1_-'GI,' ;:Jt• '00 '8t• 

En las ecuaciones (3.2il.) se ha puesto I = h2/l2,mg 
mento de inercia de la cáscara; I es el elemento que permite 
identificar los términos que tienen en cuenta la inercia de 
rotaciÓn. En consecuencia, las cinco ecuaciones del movimie~ 
to quedan reducidas a tres, cuando se desprecia el efecto de 
las deformaciones de cizallamiento y se retienen los restan 
tes. 

e) Para despreciar, además, el efecto de la ine~ 
eia de rotación es sólo poner I = O en las (3.22): 
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(3.23) 

Las ecuaciones (3.23) son las conocidas ecuaciones 
de FLUGGE1 , y coinciden con las ecuaciones usadas en el esty 
dia de vibraciones de cáscaras cilíndricas por G.WARBURTON3 • 
Las (3.23) t1enen en cuenta el efecto de membrana, la rigidez 
a nexión y la inercia de traslaciÓn en lastres direcciones 

x, e, z. 

d) En las (3.23), los términos multiplicados por 
el factor h2/12a2 tienen en cuenta el efecto de la rigidez 
a nexión, de tal manera que st se asume que ese fa_ctor esmuy 
pequeno, o sea 

los términos restantes const:i:tuyen las eçuaciones del 
miento de las membranas: 

movi 
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+ .1. 'tx +~ 1-v G~ _ _!_ ~ = 
il 'JB' 2 2 âx2 a 'J~ 

= F-ª c,-1) ~ 
r; 'Ôtz 

w -- = (3.24) 

ª 

Las ecuaciones (3.24) son muy peco usadas en vista 
de sus insalvables limitaciones. En efecto, ellas n0 perm,! 
ten considerar la amplia variedad de vinculación en los ex~r~ 
mos (FORSBERG4). 



C A P I T U L O IV 

METODO DE SOLUCION 

4 .. 1. Algunas consideraciones sobre el problema 

Nos proponemos analizar las ecuaciones (3.18),(3.19) 
del movimiento de cáscaras cilíndricas obtenidas en la sección 
3.6. Recordam.os que en su deducción no fueron introducidas o­
tras simplificaciones que las contenidas en las hipÓtesis ini­
ciales de la teoria clásica de las cáscaras delgadas~ a), b), 
e), secéiÓn 3 .. 1,_ y aquéllas cµe resultaron de la integración 
de las tensiones: 

• En el desarrollo en serie de los logaritmos sÓlo se 
considerá hasta el término h2/12a2 en relaciÔn a 
la unidad, despreciando los de grado superior; se~ 
ciÓn 3.5. y Apéndice A. 
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• En las integraciones de donde resultaron Qx y 

Qg se introdujeron los coeficiebtes k' y ku P-ªa 
ra tomar en cuenta la distribución no uniforme 
de las tensiones Tx y Tg a lo··largo del B.!l 

pesor h. 

Recordamos, también, que el método empleado en su 
deducción es aquél del equilibrio de un elemento de cáscara, 
FLUGG.:1, TIMOSHENK02, diferente del método energético usado 
por ARNOLD y WARBURTON8 en sus primeros trabajos. 

Basándose en las ecuaciones de DONNELL, que conti~ 
nen gra~des simplificaciones, y haciendo una importante· sup~ 
sición (sección 2.2) en un cierto punto de su anáJ.isis, YI­
-YUAN7 consigue llegar a expresiones más o menos simples· para. 
las soluciones u,v,w. 

Por causa de su generalidad, ._ la resolución de las ~ 
cuaciones (3.18), (3.19) presenta cierta complejidad. 

El método de solución consiste en asumir que la'. cá.§. 
cara vibra en un modo natural, con una frecuencia circular nª 
tural OJ • 

Se asumen expresiones analíticas para.las· componen 
tes del desplazamiento tal que sean directamente proporciona~ 
lesa 

funciones armÓnicas simples de wt 

funciones seno o coseno de mÚltiplos de e 

funciones exponencialeS de x. 
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A continuación estas componentes del desplazamiento 
deben satisfacer a las (3.18), (3.19). 

1 : 

~-__________ .,. 

-------------
m.,,. f _ 

na f 

... ___ .,.,, 
- ----.... 

F,g- 4. 1 

.. ---.. 

Nodo c,in:.unferencial 

Nodo axial 

La frecuencia natural de vibración de 
cilíndrica corresponde a la configuración nodal, 

, 
una cascara 

Fig. 4.1, es 



decir, a1 número de ondas circunferenciales n, y. al 

de semiondas axiales m. 

4.2. Soluciones generales 

38. 

, 
numero 

Se puede asumir, para el caso de cáscaras cilÍndri 
cas de longitud finita;, con diferentes posibles condicionesde 
borde en los extremos y vibrando armónicamente, ijUe las soly 
ciones generales de las ecuaciones (3.18), (3.19) son: 

°'r-n ,e /a iW t /O ) L K.rn. B,..11 e GoS na e 
r.' 

,wt 
e 

Como nos limitaremos al caso de condiciones de bo~ 

de homogéneas, recaeremos en un problema de auto-vaJ..ores.Sien 
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do así, a cada valor de n corresponderá una serie de auto­
-valores y podemos tratar el problema para un valor genérico 
de n, con lo cual se tiene: 

CôS nf) 

V Sen n0 

., 

iwl: 
e 

iwt 
e (4.2'.) 

Si se designa con <X. el valor genérico de una. raiz 
cualquiera, y si se pene 

kr r= , '"B 1/(; 
9o 

(4. 2') 

para la misma raiz, se tienen las siguientes expresiones c2 
rrespondientes a las (4.2): 
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V= 

o<..x ;.. i,w t 
e sen n0 e 

<><X/.; e iw't e cosn e (4.3) 

En las expresiones (4.1), (4.2), (4.3), n es un ny 
mero entero que indica el número de ondas circunferenciales, 
O(r es un conjunto de números ligados a las ondas axiales y 
a las condiciones de borde, c,J es la frecuencia circular del 
movimiento armónico, Br. (r = l, ••• ,10) son coeficientes de i,n 

tegración, ~r son coeficientes de proporcionalidad y a es 
el radio de la superficie media. 

En las cinco ecuaciones (3.18), (3.19) si se pene: 

( 4.4) 

y ordenando convenientemente los términos,se tiene: 
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Las expresiones (4,3) son soluciones del sistema 
(4.5), luego, deben satisfacerlo. Una vez introducidas las 

(4,3) en las (4,5), y después de realizar sustituciones opo~ 
tunas, se llega a: 

[o<2_(t+fJ)yn'+ :;1u. +(?o.2+f2f1n')Vr, + 

+['; J n o<]V. + [-11°'] W0 = O 

[/3 o.2 + (3 I ê v ,f] LJ0 + Ú3 ,,l _ f3 I ,z v r,
2 

_ / ,z J U + 

+ f-, w._]'1'/' + r13 1+J ,._ °' 1'10 + rei tJ. o1.Jw. = º 
~ ~. ~ 2 J~ t2 

{!7 "'n]t; + f f3 /2J "'2-P n2 -(1+(3)Jf k]V. + 

+f-A 1-v o?+~ n2 + (,-1-p) .!:::.:J l!: -fdc.)
2

)11.r'+ 0fdri + ,- z -z w: rf>o . 



[-v« J U. + ['~" ko<] Y. + [- (1+13) :2+~-v)I!. n ]V.+ 

+~n-t-(t+~)Jf kn]1/(. +f ~A!,i+ 

(4 C) 

Las (4.6) cons.tituyen un sistema de cincoecuaciones 
lineales homogéneas· que para que tengan otra solución ~ue no 
sea la trivial es:necesario que el determinante de quinto o,.: 

· den formado con los coeficientes sea igual a cero. 

Si previamente hacemas: 

. (4.7) 

Se da el nombre de factor de frecuencia a J2 , ya 
que sÓlo basta multiplicar éste por ,.,f~ E/(p,l(1-~)) para o]2 
tener 1a frecuencia circular úJ. 

El determinante mencionado, con una notación campa~ 
ta, será (4.8). Donde los elementos Aij están dados porlas 
siguientes expresiones: 

A,, = d.2 -(1-1-(3) t-J nz + {22 
,z 

A,2 = A21 = f o<2 + (3 f;v n2 

/+,) 
2 



A,, A,2. A13 o Ai, 

A21 Azz o A24 A,s, 

AJ1 O,· A,3 Aiq A3;- =º 
o Aqz A1;3 A"4 A1is 

A51 As2 As3 A,4 A., 

A3q = Aq3 = -(3 t2v o:2 _(3 ,.z_ (t+ ~) 12-1 Jt 

A35 = A53 = -(t+(3) !Z+~1-->)lt" 

A1i4 = -/3 t;• o<.2 + ~ ,..2 + (Hf,) t;v /{ -(3 fl.' 

44. 

(4.8) 



En los elementos del determinante (4.8) aparecenlos 
coeficientes numéricos k 1 , k", V, que pueden ser fijadosde§. 
de ahora facilitando asi el .manejo:· algebraico. 

Al coeficiente de Poisson,.~, se dará un valor de 
0.3, vaJ.or adaptado por la mayoríá de los autores sobre este 
asunto, y será siempre el mismo a lo largo del presente trabª 
jo. Los coeficientes k 1 y k" son los coeficientes de cizalla 

* -miento en las direcciones axial y tangencial respectivamente 
y sus valores numéricos pueden ser asumidos, con suficiente~ 
proximación, de acuerdo con MIRSKY y HERRMANi-J5, ApéndÍce B, en 

( 4 '1) 

Con los valoxes numéricos (4.9) los coeficientesque 
aparecen en los elementos del determinante (4.8) pasan a: 

• s. TIMOSHENKO - Vibrations Problems in Engineering, p.330. 



A12 - A21 = (12,,/ + o.3,n' 

A,3 =/hi = O.b5no< 

A,,4 = A1;z = o. e;,; f-, « n 

A2, ~ As-2 = o 287 °' 

A33.= -0.35c,,2 + (1+(3)(oZB7+ rí')-Slz 

A34 = A'l3 º _o.35 (3o<2 -{Jn2-o.287(J+f,) 

A3s- = A53: - I. Z87 (1-,.~) n 

A44 = -o.3, (&~2 + t3n2 +" 287 (1-1 (3)-~ .fl.
2 

2 
Ass ~ -o.281 c,,_2 +(!+(!,)(!+ o.2íl7 n'-)-fl. 

A,,,= A!i4= ~" + o'ZK?(t+/3) n 

A,q = A-q, ~ A,3 = A32 - o 

46. 



El determinante (4.8) es simétrica respecta de la 
diagonal A11 (i = 1,2, ••• ,5). Las elementos Aij del mismo 
dependen de P., , n, o<, íl y V. SL se desarrollase el determ.i 

nante (4.8) efectuando todas las operaciones indicadas entre 
sus elementos, poniendo en evidencia el factor .Il.2 se obten 
drÍa una ecuación algebraiCa de quinto grado en fl.2• Esta i!! 

dica que existen cinco valores ·del factor de frecuenciaS2., y 
consecuentemente de la frecuencia circular (A) que satisfacen 
a la ecuac1Ón, estando determinadas todas las demás.variables, 
configuración nodal y condiciones de borde. 

Ordenados estas valares w, ( s = 1, 2 •.• 5) en sent1 
do creciente, ellos son las frecuencias naturales asociadas a 
otros tantos modos naturales-de vibración. Para el valor más 
bajo de éstos, la componente radial del desplazamiento alca.n 
za su mayor amplitud3 • Para este Último, que es el de mayor 
valor práctico, haremos las consideraciones que siguen. 

Si se desarralla el determinante (4.8) de la forma 
indicada anteriormente, mas poniendo en evidencia esta vez el 
factor oc.2, y ordenando según sus potencias decrecientes resul 
ta la ecuaciÓn: 

(4.lo) 

Cuyos coeficientes tienen la forma: 

k~ o,t, ... ,s (4. 11) 

Las expresiones analíticas de los coeficientes ¾: 
son considerablemente·extensas y constan en el Apêndice C. Hã 
ciendo la sustitución O(_~,,. cx 2 en la ecuación (4.10.) resulta 
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evidente que se trata de una ecuación a.J.gebraica completa de 
quinto grado: 

Los coeficientes de (4.10) ó (4.12) son todos re~ 
les. Por tratarse de una ecuación algebraica de ~uinto grado 
tendrá cinco raices ex~ (r = 1,2 ... 5). Posteriormente,se 11.,ê. 
gará a la diez raices de la (4.10) por media de: 

(4. 13) 

Con la condición de que sea .;;i0 ) o , d, .,( O , dz. > O , 

a3 .C. o , a,,;;,o, a~> O, la (4.12) tiene dos raices reales PQ. 
sitivas, una real negativa, y dos complejas conjugadas (Apen 

dice D). Sea 

o<' 1 una raiz real y positiva 

O(: otra raiz real y positiva 

ex• 3 la raiz real y negativa 

°'• } las nos raices complejas conjugadas 
o(~ 

5" 

Teniendo en cuenta (4.13) las raices de (4.10) se-
, 

ran: 

{
+ex, 

o<j s_e desdobla en _ oc:, 

o<" se desdpbla en ( + c<z , 
- O<z. 

e1.• se desdobla en { + L,il 
3 

- i ~- (4.14) 



• se desdobla en 
{+(p +i.~) 

0<4 
-(p+i1) 

ex• • se desdobla en ~ +Cp-•~) 
-(p-icf) (4.14) 

donde 0<1, o<2 , 73, f' y 9 son cantidades reales y positivas. 
En las (4.2) se designará: 

/O 

V(?<)= L K~ Br e°'-rx/a 

r= t 

'º 
1-{(x) = [_ ,<!; Br e°'rx/a 

,._ 1 

'º 
W(x) = [ Br e"'"r x/a (.4. 15) 

r-1 

Para la Última de:11.as (4.15) se tiene, sustituyendo 
las raices O(r por sus valores (4.14): 



manera 
ples: 

Sustituyehdo las constantes ll r 
tal que las funciones trascendentes 

por otras Cr 
de x sean más 

50. 

de 
SÍJ!! 

(4 17) 

las 

la 

Donde los valores de las constantes 
condiciones de borde en los extremos x = 
, 

cascara. 

Cr dependen de 
O, X= L de 

Las expresiones correspondientes a las (4.16),(4.17) 
para U(x), f,r_x), V(x), '%(x) pueden obtenerse observando que 
sus coeficientes son proporcionales a los correspondientes en 
W'cx), con factores de proporcionalidad Kr, K.

1
,- ' 1<,'f' k.1;! 

(r ;:: 1,2·, ••• ,10) respectivamente. Lo que por otra parteresul 
ta evidente observando las ecuaciones (4.6) y teniendo presen 
te las (4.2 1 ), por ser las primeras lineales en U0 , 1-fl, V0 , 

"\Í/' W
0 

, y además homogéneas. xo 
[9-o ' 

Precisamente las ecuaciones (4.6) permiten deterD'Q: 
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nar los valores numéricos de los mencionados factores de prQ 
porcionalidad, por medio del siguiente artificio. 

En las (4.6) recordando que sus coeficientes sonlos 
elementos Aij del determinante (4.8), se tiene para cada 

raiz °'r: 

Las (4.18) constituyen un sistema de cuatro ecuaciQ 
nes lineales co_n cuatro incógnitas y permi_ten determinar los 

factores Kr, "~ , k1
~, 1<.:', (r = 1,2, ••. ,5), si previamente 

en los coeficientes Aij se introducen los valores de las rai 
ces, Tabla I. 

Una vez en pose.sión de los factores de la Tabla I, 

se pueden escribir las expresiones·anal.Íticas de U0<), "k!x), 
V(x), </{(?.) correspondientes a las (4.16) y (4.17) ya escri­
tas para· W(x). Veamos para U(x): 



fi,RArz 2'!. RAIZ 

+ "'· - O(~ + "'• - "'• 

(~)r <, 
_., 

"• -1<2 

(}1 ' "• 
, 

- k, ' •• -K~ 

. 

(61 • 
" "" K.~ u.'1 ,., 

1 

(?)r K!' 1 ic.•t K'~ Ki 

T.ABLA I 

3 !! RAIZ 4~ RAIZ 

+ •7, - 1. ??, +Cf'+ ''J) -C,,-1-i9) 

i. "3 - L 1'3 K4 + i.. Ks- -(Kq +•"•) 

. ' . ' 1 • 1(/ -C•~ +'"'•) L l<l _,. K..?, K4 +1. 5 

k'' 3 k'] K''4 + i. J<!~ 1(,11 • R 
4 + ~/Gs 

te.~ 1(.1~ K.'11 . 1'!'' 4 + 1. 5 K."' . 1(.111 4-t-l, s 

Si! 

+(? _, ~) 

'4- iK.s-

, . ' 
f<.4 - 1.k.5 

1<.14 - ~ KJ} 

K./11 ' 1ff 
4 -Lk.$" 

RAIZ. 

-(p-•'j) 

-(k4 -' <s) 

~, . ') -K4_Ll<.5 

IC.~ -i.Ki 

t<.1' .. Kbl 
4- 1. 5" 

. 

'-" 
1\) 
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U() B <><,x/a B -o<,x/:, ,, B o<zx/a 
x =- 1<.,• r e _ K.r. 2 e + "'2. 3 e. _ 

+ e px!"[(KlfC7 + ~ .. cs) GOS~ + (1<1iC,5 - "•e,) sen.'f J+ 
+ epxta[C-Kq C1 + KsC,o) u,5 t ~ -t (- Kq C,o -

-1<.-Cq) sen% J (4.Zo) 

Procediendo enforma análoga con las restantes) ei 
presiones, se tiene: 
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te i,xfa [(K~ ( 7 + I<~ Ca) Co~ l"' +( .:,Ca - l<s ( 7) sen-1f + 

+ c._px/.o [t";,c, + K~,o) ws-f +(-K!q c,o -k!sC,)scn iF] {:1.Zlj 

+ K1~4 senh ~" + 1<
1~Cs-c.o• '1j" + ><.',C,s-en 'l'!,.X. + 

, 

,-./r{!<)-lt!:C, <dSh -<,x + IG~'C2 senh°'1" + 1<'1_(3eosh o<a-,;< + 
'!ó a a 

+ 1<."'C4 senh «zx + ""Cs <oS 73 " +,,,,,,e, S,e,, ?3" + 
2 g3 :;i ~ a 

+ .,_P•feg._~• c7 + 1<.";C8) eosl; +{Kf C8 -"'~C~Se•t;]+ 

+ ef'"1ª[(1<.'1Cq - !C~ C,o)ws'JJ +(1<'ffC10 +-l<!}C1)senlJ 
(4-~I) 

Conviene aclarar que los parámetros Jt. , "-
1

, K11 , ,.,_,,-,, 

.dependen no sÓlo de los valores de 0<.,- sino también de h/2., 
~,n yS1.. 



En este punto vemos que el problema es completamen 
te determinado una vez que se consigue determinar el factorde 
rrecuencia 12, y las constantes Cr que aparecen en las ecu~ 
ciones (4.,17), (4.20), (4.21). Para éllo será necesariosati§. 
racer las condiciones de bordet las cuales seTán estudiadas a 
continuación. 

4,3, Condiciones de borde 

Las condiciones de borde resultan de la forma de 
vinculación en sus extremos x ;;;:,0 0, ":x ;;;: L. Dos formasdiferen 
tes de vinculación serán analiZados en el presente trabajo: 

1. Ambos extremos perfectamente empotrados 

2. Ambos extremos simplemente apoyados 

Los extremos de la 
las circunferencias de radio 

cáscara están materializados 
~, resultante$ de seccionar 

por 
la 

superficie mediá de la misma con dos planos perpendiculares a 
su eje y correspondientes a las abscisas x = o, x: L. Cada 
elemente infinitamente pequeno localizado sobre una. cualquie­
ra de esas circunferencias posee, como ya se vió en el CapÍty 
lo III, cinco movimientos posibles: tres traslaciones según 
las direcciones x, e ,z y dos rotaciones según los planos x,z 
y e,z. Estes cinco movimientos corresponden a otros tantos 
grades de libertad, 

A cada restricción que se imponga a estós movimien­
tos corresponderá una anulación de la expresión analítica que 
los representa, Por otra parte, a cada posible libertad dem:> 
vimiento corresponderá una anulación de 1á expresión de la SQ 
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licitaciÓn que por causa de una vinculaciÓn se transmitiría. 
Así se tiene: 

1. Ambos extremos perfectamente empotrados 

. 

(1 - - - - ------- --- ----·r-----

l. 

u - o 
'f. ~ o 

V - Q 

2. Ambos extremos simplemente apoyad'os 

o -~------·------r---x 

J 
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Nx = o N,-o 

Mx = O M,= o 
x~O " - o '~ L V= 0 

<k =º w = o 
w - o w = o 

Puede observarse que de la aplicación de las cond.,;i 
ciones de borde resultarán diez ecuaciones lineales (cinco Pã 
ra cada extremo) en las diez constantes Cr que aparecen en 
las expresiones de u,(a<fx), v,(?~), w. Las diez ecuaciones 
son suficientes para determinar las diez constantes,19 cuaJ. 
rinde el problema determinado. 

Por tratarse de ecuaciones homogéneas, paraque·eici:§. 
ta otra solución que no sea la trivial es necesario que el d~ 
terminante D de décimo orden formado con los coeficientes sea 
igual a cera. 

Ahora bien, estas coeficientes dependen de las can 
tidades """ <Xa, 'I., p y 'I , y también de la relación L/a, 
as:!. como de h/a, ~, n, y :f2. 

De aqui resulta el artifício que permite la evalug 
ción numérica del factor de frecuencia fL por media de un pr~ 
ceso de aproximaciones sucesivas (trial and error procedure ) 
En efecto, partiendo de una cáscara dada (h/a, ~, conocidos ) 
y fijando el número de ondas circunferenciales (n, c~nocido) 
se da un valor arbitraria a f}_ para,a continuación, .. , pasando 
por la ecuación (4.12) obtener las raices O(r y por el sistg 
ma (4-.18) obtener los coeficientes Kr, "~, 1<.~, "~, los que j'lJ!! 

to con 1/a y las condiciones de borde producen el determinan 
te D. 
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Si el valor el valor de I2. escogido fué el correcto, 
el determinante al ser evaluado de be ser nulo. Si no 0se any 

la, el proceso se repite con otro i2 ajustado convenientemen­
te, tantas veces como sea necesario hasta conseguir que D cam 
bie de signo.· El proceso continua hasta obtener Jl. conel gr~ 

do de exactitud q, e se desea. 

Una vez conseguido el valor deJ2. y consecuentemen­
te, que el determinante D sea igual o muy próximo a'cero, se 
está en condiciones de determinar las diez constantes Cr por 
fuedio de las diez ecuaciones homogéneas ya mencionadas. 

Llegados a este punto, COllViene hacer uso del s1 
guiente artifício que permite reducir a cinco el orden del d~ 
terminante D. 

Si las condiciones de borde son idénticas en ambos 
extremos, y si se traslada el origen de coordenadas x a la 
sección del centro de la cáscar.a, es decir a la distancia-. L/2 
de ambos extremos; las vibraciones:, en relación a su configy 

o 
~ 

-✓ 
/ 

ración axiéµ, pueden ser separadas en modos simétricos y !!!Q. 

dos antisimétricos 3. 
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a) Modos simétricos 

Para que en la expresión de W(x), (4.17), desapJ! 
rezcan las funciones impares y qUeden allÍ solamentefimc~Ones 
pares, es necesario que: 

siones de 
son: 

Si 2C
7 

= D1 y 2C8 = D2 se tiene gµe las exprg 

U(x), 1/(c~), V(><), ~x), µ,.ralos modos simétricos 

V(x) = IC: e, u,s h-<," + k1~ e~ cash °'• x + K'; C5 <e$~ -t a a a 

+C "~ D, + ""s D2) c.o•h e; U>S~ +(K~ D,-"~ D,) !>e,>h :x $en %' 

' ' 
1e'iC3ws.fi0<zX +X:JC5~r + 

.:;i a 



b) Modos antisimétricos 

senf 
a 
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Para que aqui desaparezcan las funciones pares y 
cp.eden sÓlo impares es necesario que: 

Si 2c7 - D - 2 (Conviene sefialar que s 
, 

no son los mismos que aquellos de los modoss~ 

métricos), se tiene: 
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(4. 23) 
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Finalmente, para obtener las expresiones completas 
de u, (af), v, (a<fi), w para los modos simétricos y antisimé­
tricos deben multiplicarse aquellas escritas más arrib~ por 

e , a .. iwt' sen n o cos n segun los casos y por e en todos losªª 
SOS. 

4.3.1. Cáscara_perfectamente empotrada en ambos extremos 

Como ya se viÓ· · anteriormente las ecuaciones cp e r.§. 

sul tan de la aplicación·.de estas condiciones de borde son: 

a(L/~, 9, t) = o 

'f:(l/2,B, t) ~ o 
en los extremos X = -L/2, X = L/2 

v(L/,z, 0, t) = o 
<.fl(L/2, 0, l) = o 
wCL/2, e,t) "' o 

a) Modos simétricos 

(", «nh «, L) e, + '<, «nh olz L) C; - (,<3 Scn 73L) Cs + 
'2.B l' 2a za 

(1<.~nhé u,s'.I!::-k5 coshi-sen'.l!:) D,+ 
Za 2a '2.a 2a 

·(IG, $enh f!::. I.DS i + 1<4 wsn ~ seni:) D2. _ 0 
Za 2a 2:i 2a 
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(,,:, $en 1, o<, L) e, + (K~ ~enh "• l) Ci - (k~ «n!!::.) e., + 
za 2,, \ :2 a 

+(<'4 senh pl ws 'Ji - Ks- c,,~/2 É senJ::.) D,+ 
za 2a 2a 2:;i 

+(,it5 ,enh ~ U>&'J!:_ + 1<4 e.osh E: sen i) D2 = O za za z;, 2a 

(1<'; u,sh"',l)c, +fK,; e.o!,/, .. ,L) C3 +fk~ e.os 73L) Cs-+ 
'la V za \.' 7.a 

+ (K'q. r.osl..É: c,,s 1-!: - K'" senh E!: sen 'i) D, + 
~ 2a ~ :za :za 

+(••; cc<h pL '-<>SJ.!: + K~ senhJ'!: $Gn'J!) D2 = O 
V Z;;i Za 2a :Za 
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El determinante D formado Con los coeficientes(ª 
qui factores de c1 , c3, c5, D1 , D2) será, llamando Tij al ~ 

lemento de la filai, columna j (i = 1, ••• ,5; j = 1, ••• ,5): 

T,, t: T,3 T,4 7i, 

T,, Tu Tz3 Tz, Tis: 

º= 7;, li, ~ T,4 T,.,,. 

1ii, -,-,,. r,;, T.,, Tl/5 

r;, r,, T,;3 -r:.-~ T;, 

Si D :::: o, entonces el factor l2 dado a la entr,2: 
da del determinante (4.8) corresponde exactamente a lafrecuen 
eia natural de la cáscara que se está analizando, y la resolu 
ción.del sistema (4.24) permite determinar las constantes c1 , 
c3, C5, D1 , D2 correspondientes. 

b) Modos antisimétricos 

(,,; "''/, ... ,L) C2 +C"-, u,sl, "'' L) C4 + e~, <-oS ?3L) e.+ 
,z a 2" 2a 

+ ( ¼ "'' 1, ['_:. <.0$ 'J.!: - I<; Scnh t:!:. ~en J!:) D3 + .za 2a 2~ 2a 
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fse.nh ~)C, +(,aih~)C4 +(s.:n'à!::)Cc+ 
~, 2a za 2a 

(senh~ <-<>sl.!:) ])3 +(u,sl,E: sen:J!.) D4 = O (4.25) 
za 2a 2a 2a 

En este caso, de la misma forma que para los modos 



66. 

simétricos, debe ser D= o, y las constantes c2, C4, c6,D
3 

D4 se obtienen resolviendo el sistema de las cinco ecuacio­
nes homogéneas. 

4.3.2·. Cáscara simplemente apoyada en ambos extremos 

, 
En este caso las ecuaciones son un poco mas compl1 

cadas que las anteriores, esta deriva de la existencia de dos 
condiciones de borde naturales (Nx =O;~= O? entre las cin 
co ecuaciones, a·. diferencia del caso de extremos empotrados 
donde las cinco condicioµes etan geométricas. 

en los extremos x = -L/2, x = 1/2 

N,(L/2, 9, /) = O 

M,(Lh,0, t) = O 

V (L/2 > (}, t) = o 
<f,:(Lh.~,t) =º 
w(L/2, 9, /;) = O 

Se tiene, de la sección 3,5, (Capítulo III): 

La primera y la segunda condiciÓn de borde equiv-ª 



len (para x ::: ; L/2), respectivamente, a: 

a) Modos simétricos (Apéndice E) 

[C"-1"'1 + 1<.',~o<J TI<~ vn ~ ->)«>sh ~·;Jc, +[(kz °'z-t 

+•'t ~c<z + ><'l ,ln - .J) U!&h ~·;;iL] cl -1-f-1<o1,- K~ ~1l + 

+ ._,~ vn _.,) eo~ ~;] Cs- +t "'I f- "•1 + k!~ p f t ,,:,~,+ 

+"-'íi~n-v)wsh e!:: ws'Ji +(-"'1~-"s-f-"-'q~q-
za Za 1 

_ .!, ~ F _ ._•~ ~n) senh ~ Sen,};] D, tfci<s-f + "'I '/ + 

+ K:; ~ f' + r<.'q /3'! + ._,~ ~n) u,; /, ~ CD$ ~ + {:-K.- / +"•['­

- •'s· fo 1 + t<1 ~ F + K1
~ ~n -v) 5cnh ~ sen~] D2 = O 



+ K~vn)cosh~•élL] C3 +[(-•, 13 -1<!37
3 
+ K'¼-'n) . 

. c.os:•zaélL J C5 +[ck~ r - K5'J + .. ·~ r -•kj + ·~ -Jn) . 

. c.cs/, ~ CDS~ f- l-"t 'J- K; f' - K~ 1- K's r- K'~ vn) . 

. sen h .g ,;en ~ J D, + ~, r t "41 + "-'s f + ••~ L + 

+"'~ ,n) co,h.f!: =s'P + t-1<o-j + l<qf- •'.;;-q + 
'2.a 2.2 1 

+"-~F+K4Jn) senh~ senJ;;JD2 = O 

(1<1/ CDS 1, o<, L) e, + ~'i «>sh o<z L ) (3 + (/(·~ u,5 7, L ) e, + 
2a l' 'la Z;;i 

+(,<:, wsh pL ws:J.!: - •'s- senh e}:: -sen f) D, + 
Za 2a 2a Za 

+ri<,~ ensh d= eos 'J!: + K1
~ senl, ~ sen i) D, = O 

\.' 'l.a za 2.2 1 a 

( •"' c.cs I, ':i, 1=) e, + (""' u,sh "'• L) e 3 + /1<."' CoS 73 L) e, + 
' Za \.'• '22 ,·• 'Za 

+(l<')j coshE c:os i - 1<.
1
; senh pl sen':1!:) D,+ 

2a 2a 2a za 

+(/<!" rosÁ f!: eos '1!: + 1<"' senh é Sen 'J!:) ~ = O 5 2a ~.2 
4 

Za 2a 

68. 



b) Modos antisimétricos (Apéndice E) 

K·· "', t•i, f <><, + K'/vn _J) ~enh~•;]cz+g"z"'z + 

+ .. ~ ~ o<z + K'~,Jn _,)) Si,,nh ~;] e. +-[(-"-j'I, _., f31,+ 

+ ~ ~n -V) Si,,n 13
~ J e, t fçK4 r - •s-1 + K~ µ r-K5 f-"/ f 

. ,\ L i + "-t vn _ v; senl, f; c.cs za +(-"" 1- ~ .. r -1<'..i f31-

- •s (3 f' - i<!~v n) c:osh ~ senf; J D3 +f Ksf-K' j+ 

+ Ks r f + Kq {?,<J + "~ vn) Sen h ~ <oS t + (-Ks-1 f 

+ k4 f - K',, /J 'j f ... ~ F T "-'~ vn - v) u,sÍ, ~ sen fi]o4 ~ 0 

/5i, <><, + 1<'1 ex, + 1<
1
:
1 vn) si,,nh ;,; J Cz +[{><2 °'z + K~ ""z + 

+"'; vn) <>enh ~,aLJ e~ + R-1<37~ - I<.~ 7, + ·~ Jn) sen tL Jc~ + 



+[(•4f- •.-1 + K~r-"'•'j -t- ·~ vn) senh# <csi; + 

+(-•4'j- •,,r-"-;, 1 -"-'•r-l<lt,n)c.osli ~ s-en~]D3 + 

+[(•s- F + o<,;/ + 1<.'s- F' + "-'• '1 + '-';¾, Jn) senh g cos & + 

( , ' "'., ) h pL + -ks4fK4f-K5'jfK,r+K4 vn <o.5. !z:;, 

.sentJ D4 = O 
2.a 

70. 

(,e•; Sen /, "'• L) Cz f (i<'z scn /, °'2 L) C4 +(1<'!, Sen $!:)e,+ 
2a za :ia 

+ ( K';, sen~ e!: cos 1-i:. - K",, c,,sh fl 5e.n i) V3 + 
Zél 2;; Za '2::J 

+rK~ senh~ u,st + K~c,,s/2e Sent:.)D4 = 0 
l' '2,1 Za -ia 22 
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e A p I r u L o V 

CONCLUSIONES 

Si se cornparan la,s, soluciones analíticas obtenidas 

en el presente trabajo con aquéllas obtenidas por otros autQ 
res se pueden hacer interesantes observaciones. 

Con relación a los trabajos que dejan de lado el g 
fecto de las deformaciones por esfuerzos cortantes y la ine~ 
eia de rotación se observa que las soluciones a investigarson 
cinco en lugar de tres. Esta se debe a la presencia de dosva 
riables a más, <k y (Ú , que no pueden ser representadaspor 

x T9 I O las derivadas primeras de w con relacion a x y a , como se 

hace en los trabajos mencionados. 

Por otro lado son cinco las ecuaciones diferencia -
les del movimiento disponibles para determinar las solU:ciones 
y las cinco frecuencias naturales. 
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Este es un hecho que era de esperar.se .. Ciertamente, 
a un aumento de los efectos a considerar corresponde un aumen 
to del número y complicación de las ecuaciones que gobiernan 
el fenómeno. 

Como el determinante (4,8) y la ecuación que de el 
deriva sonde quinto grado en W2 , existen cinco frecuencias 
naturales que corresponden a características físicas y geomi 
tricas dadas de la cáscara, a un n preestablecido, y que sª 
tisfacen a las condiciones de borde. 

Con relación a las raices de la ecuación (4.10), § 

llas Presentan dos raices a más que en los aná.J.isis más sim 
les: son diez en lugar de ocho. Las raices suplementariasson 
reales, con el mismo valor absoluto, signos opuestos,y con un 
o-rden de magni tud apreciablemente mayor en relación a las re.§ 

tantes .. 



A P-E N DICE A 

DETERMiifACION DE LOS ESFUERZOS Y MOMENTOS ACTUANTES 

EN FUNCION DE LOS DESPLAZAMIENTOS Y ROTACIONES 
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En las integraciones indicadas por las (3,10),(3.11) 
se hará la siguiente simplificación. En el desarrollo en sg 
rie de la funciÓn trascendente, 

/n l+x 
/- X 

que aparecerá en el proceso de integración bajo 113. forma: 

ln f-,. h/2a _ li (r h2 J/!. 
1-h/Za - ;;J + /Za' + Boa4 + ... ) 

considerará hasta el término h2/12a2 despreciando 
• • y los siguientes, de tal manera que sera: 

*En efecto, h4/8oa4 care·ce de significación numérica dela,ll 
te de la unidad. Para el caso de una cáscara con h/a ~ 0.10 
caso limite de la validez de la teoría de las cáscaras delg_§, 

, 



ln I+ h/za _ 
t- h/za 

75. 

Antes de comenzar con las integraciones propiament·e 
dichas conviene observar que: 

i
-1-h/zz L3 

z dz = .11... 
/t 

•h 

das (a los efectos prácticos h/a será simpre menor), se ti~ 
ne: 



l+h/z 1 d-z: "" 
_h/z a -2 

I
+h/2 

2. dz = 
_h/2 a -z 

f
+fi/2 

"22 cJ-z.. = 
_h/2 :i-z 

76. 

li. R a + 1za' 

La integración de las ténsiones a lo largo del esp~ 
sor h da: 

I
th/2 

= _L (é,+ vé6)~ dz = 
/-v• a 

h!z 
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Mxe e - LxJ ~ z dz = G r,; ~ 2. dz = I+h/2 f-1-h/z 
_hfz. :;i _h/2 xe a 
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A P' EN DICE B 

DETERMINACION DE LOS COEFICIENTES ki y k" 

Los factores k' y k", llamados factores de corte, 
son coeficientes adimensionales. Para el caso de lasvigas-,el 

factor· k depende únicamente de la forma de la secciÓn tran§­
versal. 

Para la determinación de.110s citados factores se tr,ã 
tará aqui de extrapolar làs hipótesis y consideraciones que 
normalmente se hacen para las.vigas, al elemento infinitesimal 
de cáscará en las direcciones circunferencial y axial. 

la Fig, 

es
1
': 

Dirección circunferencial 

La 

B.l. 
sección transversal del elemento se muestra en 
La expr~siÓn que da el factor k en las vigas 

• 



Donde: 

I• d, •j 

Fig. 8. f 

area de la seción transversal 
radio de giro de la secciÓn 
momento estático de la parte de la 
sección para la cual I z 1 ;,- 1 z, 1 

ancho de la sección para zi 

En el presente caso se tiene: 

A - dx h ; -2 I d h3 '--==X~-~ hz 
=-

f 
k' 

f ----
dx.h. h4 

/41/-

A t2dx.h /2 

b, = dx 



Dirección axial 

La sección transversal se muestra en la figura B.2; 
de alli se obtiene que: 

A= ad9.h 

\ 1 
\ 1 
\ I 
\ 1 
\ 1 

' I \ / 
\ 1 

\ ! 
\ 1 
\ 1 
\ i 
,d0 I r, 
\ 1 
\ 1 
\ 1 

X-

I = (a-z) (z +K) dB dz 1
-,.hfl. . • 2 

/Za 
h/2 

1 

fi) 

l/nea ba ri cén lric.a, 

= (d_L)do 
\"' /'?. 144 a 
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i ~ f r·~ dz d (11!./- J'h~det Í ,4,' _ 
r A ; 4 ),, . b, 4a d0. h l,4 (r-~f -o/z (14)2 

/ 

_ 1q2 (1-fo)a z5 + ['44(1-13)
2,i- JZ h2} z4 + 1G (1-13);;h2z3 + 

+~h• - 7Z (1-fo)"' ;;{ h2] z
2 

- /1!.(1-/3) i1 h4z + 9 {l-/3)
2 

. 

. a2h4l dz 
fc;;-z) de 

Si es: 

f+hk zS 

a-z 
-h/z 

dz = _ h" , 
Bo 

I
c;h/z 4, 

z dz = º 
h/: a -z 

1. 
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. entonces: 

La fórmula obtenida da aproximadamente para ~ cua,l. 
quiera: 

k' = ~ o. 87 

MIRSKY y HERRMANN5 usando un procedimiento diferen 
te ( 11 thiknes-S-shear motions 11 ) determinaron k' y k" para el 
caso de cáscaras cilíndricas circulares. La expresión aprQ 
xi.mada es la siguiente: 

,, •"~ 2 
,e: = K = ...!!:.. 

/2 
="' 0.823 

Por estar este Último valor numérico aproximadamen­
te de acuerdo con. k" por nosotros determinado, es precisa­
mente el valor del factor de corte adaptado en el presente 
trabajo. 



A p E N D I e E e 

DETERMINANTE Y ECUACION AIGEBRAICA PARA 

LA DETERMINACION DE LOS °'r 

86. 

El determinante (4.8) puede ser expresado por (O.l) 
aislando los términos que contienen 0< en sus elementos, y P2 
niendo -J := 0.3, k 1 = k 11 == 0.82, donde: 

. 2 
S3 = o.35 f., n2 _ o.287 + (312 



s,. O( 

o 

o 

o 

_ 0,3 oc D.ZIJ1o< S',. 

o -03 0( 

o.287 .. 

-o.'lB7 oi2 + s~ 

(c.1) 
co ..,_, 
• 



S7" f3n2 + o.2B7(1+f3)-(6S22.. 

58. (/.ZB7of, + o/l.B7)n 

Sq = (1+(3)(o2B7 n2 + 1)- fl.
2 

S,0 ~ O. C!i n 

~li = Ob!i (3n 

P, = (3 ~4 -o.3s(~s, -t-S3) 

P~ = Ç,i.(~ S', f- S'3) _o.35S, S'3 

Q, = -035(3S'.1 _ o.35 f, P, 

Q. = P, Ç7 - 035 r8 P, 

Q3= ~S7 -o.3is~S,Ç3 ~4 

P3 = o.35 Sq - o. zB7 54 

~~ 13(0.2ooqSs + 0.122s f3S1) 

P; - - o.'287 S5 " - o. 7o f., 5s <:::, 

~ = R., = f-,(f-,Sq·- o.s74<;2 ) 

88. 



R.5 = (!, S5 _ o. 35 (3 5-z. 

R,= o.'287Ç5 + o 35(3$1 

Ahora se pueden escribir los coeficientes ¾ (k=O, 
l,2, ••• ,5) de las ecuaciones (4.lO) y (4.l2) con las expreSiQ 
nes anteriores, expandiendo el determinante (C.l) y ordenando 
los términos por potencias decrecientes de O(, : 

ª• = -o.0351576 f., 2+ o o7o3'2 (3 3 
_ o.35fG (5 4 

a,=_ O.Z87C/, _ o /004!i 5,~ -#(Ri+ o.O/OO'/O'Z)-

_ o.lZ25 /J /i(I- fo)-:-oOZ20Z'f3 f32+ /3e(o1'l25 Sq + 

+ 00351575 53 - o '227/23 _ 0./0045' sr:_ o.2oo'!S,.S:,,)+ 
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a:i = o, s., -o.-zs1 Q2 + o.3s f3 sl(1-13) + l).J,f!/(1-13)~2+ 

+ <;,,f (P3 - ó.0315) + S,~ ( (6 (R4 _o, /0045 S3 _ o.oZ88Z /95)­

- o ea7 <;.,f) + S, ((3 (o o 100 qoz(r-,-,1) _ B,) -

_l),I004;;S,7)-f?,Ps _53(0.01/025(?,(1-13)+ P4-

-0.03'SIS75 (32 <;,) _o.122$" P7{3{1-%)-f3SS'(o.7o~+ 

+ o.287 f.,Ss + o./935'4 fo + o.o57(;5B3)+o.287 f59f.7+ 

+ R3 (R1 + o. 2,zz (3 + o.oYZ3,q) + f., s, <;,,, (o. e1 f3 + 
+ o. 2ooq) _ (6 S,0 5;11 (o. 2oo9S2. _ 2 R, - 0.01$o1l.7)­

_o.7o (l/S,<;t (1-!3)- ';g S11 (0 '2.I ~ +0.2007)- _ 

_ o. 4to,q (32 Sa S,. + o. 4/oq (!l::, 510 - o.021oq4, f, S, ()-f!,) 

a,= S.,(02.-p,S;)-o.2&70,3 + Sf(-P, +f!,(fS4 -o.7oS~+. 

+ s,! )) _ t-, sf 57 (1-fi) + ~ s, S,; (o. 3s f, S&. +o.2oo<J s,1 )+ 
-1-0.35' ~ st(s:i - 2. ~ Ç.,,) + S,~ (o.oq<:;4 + Pa S, + S,(S'4-t­

+ o ,s1.)-1- S'q(s,!-Çq))-P,((35, +S3)-P4S,S3 + 

_,.o.1225 (6!.;Sq(~-i) -f3S,(o.7oP-, +o.o(;3S3 + 
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-i- oos76'5B3~ + o.12054s,) + (P1;;+ 026'2'2(!, + 

~--- t o.os23,;;9) (çf - ç~ Ç1) + R3 (Rz +o.oq S3) t ~ c;3:;,;; _ 

- S7S~ (~Sq -oo8'23G'l) + 0.082 3.,q R3S, - Ç<- Sn(o'Rs+ 

+ o.s14ç5 ) _ Ss S:,o ~11 (et351 + o.172e) + 2 SzS,o(Rt. ~,, + 

+o. loo45 /3(Sr.-Ss)) + 2pscSs(Sro Sq + (3(o-7oSz-<;s)+ 

+ Çs - 03!> Rq) + Ss S,, (o., R1 to. ,74 (s.;-o.35S, -

_ S,~ )) + fo ç,0 (0.s14 S,S8 + a 21 S3 s,.) - 1.114o~S,.S1S1.-t 

+o.171.Z R10S2 t oc f<sÇsÇ'º. 

ª4= S".,(a3 + 1?.3S;)_s, ç;4'>1(0.zs7~ª + o.oa2¼"J) + 

+5i(. í'z+S2(-z(!S4 _o.3'55,)+Ç3S,;)- (fS:,+ 

+ S:3)(s: S1 + s~ S1) + s, 5<-(5, (o.35 (3 <;;ª + sl) -

-O 574 Ç,Ç5) + ~Ç4-Ç11(os74 S8 -~ ~1/)-f- Ç,ç(o.o'{t;3 + 

+ 008'2¼9<;;,) f- o.CS., S, S:s Ç,. - S,<;;~(Ps + o7o fo<;.Çij­

_ç,S:s(Sc;(o.7o(3Ç, + 2.<;,o <;,;J +,;,(o., çrr +4(3';,e)-

- o.514 ç9 _ç,., _ o.17'Zt<;;0 +S,(Ss- P7 + e R'I ~ çe -

_S~S7(Rz + o.ofS.3 +o-11?.ZS:,) + <;,$.:(/6(~2.S:7 -

-º· :iSS°z.) - 0.70 f3 S:,. s;B _o.S74 S.,S1o)-S3S.,S1o(S10',!,f+ 



as= S,~3('>,(S1S<1-'>i) + ç,(2SsS8_<;;7S,)_S_;S.,)+ 

+ S:(s.i(sffi-Sfs1)+ <;fS1+<;,~ff _2Ssç~ç8) 

92. 
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A P.E N DICE D 

SOBRE LAS RAICES. DE LA ECUACiôN CARACTERISTICA 

La ecuación que resulta de expandir el determinante 
(~.8) e igualarlo a cero es: 

Se trata de una ecuac1Ón algebraica de ~uinto grado 
en cx2 , con todos los coeficientes ~ reales (Apéndice C). 
Sustituyendo D('2 por o<.t: resulta: 

La evaluación numérica de los coeficientes ªk ( sierr 
do k = 0,1,2, ••• ,5) para diferentes; conjuntos de valores h/a, 

n y .f2 ( siendo los Valores para cada conjunto congruentes eg 
tre ellos) da invariablemente: 

ªz )> O; 
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(D. 3) 

Con la condición de que siempre se cumplan las relã 
ciones (D,3), sobre las raices del polinomio se pueden hacer 
las siguientes observaciones, válidas para polinomios con ~º-ª 
ficientes reales (DURAND14 p,156): 

l, Dado que las raices complejas de un polinomio real 
se presentan siempre de a pares conjugados se ti_g_ .. 

nela siguiente regla: 

11Si el grado del polinomio es impar admite siempre 
una raíz real 11 • 

como en P5(cx~) el grado es igual a cinco, luego 

' admite por lo menos una raiz real. 

2. Regla de los signos de Descartes 

11El número de raices reales positivas no puede exc-ª 
der al número de cambias de signo que se observan 
siguiendo la-sucesión de coeficientes del polino­
mio, análogamente, el número de raices reales negã 
tivas no puede exceder al número de cambies de sig 
nas en los coeficientes cu.ando se sustituye x por 

-x "· 

raices reales positivas (+,-,+,-,+,+) 4 cambias signo 

raices reales negativas (-,-,-,-,-,+) 1 cambio signo 



Se tiene por lo tanto 

nú.mero máximo de raices reales positivas: 4 

número máximo de raices reales negativas: 1 

3. Regla de Du Gua 

11 Si el cuadrado de un coeficiente intermediaria es 
inferior o igua1 a1 producto de los coeficientes 
-vecinos, existen raices imaginarias". 

95. 

Para 
de vai-ores de 

C): 

aplicar esta 
"k (evaluado 

regla veam@s uno de 
con las expresiones 

los 
del 

con;i.u.ntos 
Apéndice 

Para 

resulta: 

n<=4·i 

a0 = o. Joo • 10' 

a, ~ - o.t~ . /0 7 

a, = o.1c;4 • to• 
a, - - o.c;7f • /0 13 

a4 - O.C8f • to'' 
;;, .. = o.2.13 • 10 11 

a,, a_,, ;;i 0./(;!i • /ORº 

Q ª• :; 0.027. /0 18 

luego, existen raices imaginarias 

Se observa que las raices imaginarias sólo pueden 
presentarse como pares de complejas conjugadas. 
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4. Estudio gráfico 

Por ser a0 )' O factor de O<.it. 
5 en el polinomio, se 

tiene para 0< ... = -,. 0o , y para °'• =-oo : 

F}(+oo) = +=; Ps-C-=)=-= 

Si a éllo se agrega que éJs > O se tiene, grafican 
do groseramente el polinom1o; F' i g. D. 1 

ra,z ne afiva 

Se concluye que existe una raiz real negativa. 

Del análisis de las observaciones 1, 2, 3, 4 se con 
cluye que las dos únicas combinaciones posibles de raices son: 

a) 1 raiz real negativa { 
2-Faices reales positivas 

2_ raices complejas conjug. 
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b) 1 raiz reaJ. negativa 
l ninguna raiz real positiva 

4 raices-complejas conjugadas 

Entre ellas la posibilidad a) es la correcta, por 
ser congruente con las raices encontradas para câscaras enlas 
~ue no se .tomé en consideraciÓn las deformaciones por cortan 
te y la inercia de ro"tación (0fectos secundários), como así 
también por haber resultado invariablemente en el conjunto a) 
de raices una serie de casos analizados numéricamente para d~ 
ferentes valores de f3 y n. 
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APENDICE E 

DERIV ACION DE LAS EXPRESIONES DE Nx Y J\ 

a) Modos simétricos 

!Ju - .!. [e.,"'• wsh ~) e, t (kt °'z u,~h "'•X) C3 -(~,7 '4S 'li'.)cs + 'dx - ;, a a i ;i 

+[cK+ r -<s- ~) ccsh ~ G<>S "t + (-"41 -ks-f') senh 7i . 
. senf J D1 +[C., p + K41) «>sh ~ u,sf +(-•s1 + 

+ K4f) se.nh"tr senf)Dz} e.os n{} e'"'t-
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.;. { ( wsh T) C, + ( c,,sh °';") C3 + ( oos /, ~x oosf) D, + 

+(senh Ç ,;;.en '.Jf) DJ <-osnB e'"'t 

-( "'• '/3 e.o$, 1~") Cs + [<k· f- "-s1) e.os h fi- <.os'f + 

. +(- K41- "-sf )/4enh ff sen f] D, +[CK~ p+ 

t i/4 1) u,,;;./2 fi cos. f + t"s 1 + K'4 f') senh r; . 
. senJ_;.JD2 ] wsn0 e'wt 
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'du + ::..e~ -w) + 13 ~(a<J-!) = 
'dx ;J 'd9 r 'ilx " 

=; f Fi'.,«, _ K; 13 0/, + "-'\ -J" _ v) lOS h ~ x] e, + {(>:, c1, + 

+ K2 /3 o<.z + l<'k vn _-J) cosh «.;X] C3 + e- ·•i- .. ,t31~ + 

+ "''.; Jn _-J )<.Os Pi Jc!i +{(½f-"-s'J + "•/6 f -

_ ,,_5 /3 J + .. 01. vn _-;)) w~ h fi- cos f + (- ,c,, 1 - "sr­

-/<.~ /31- •'s /3 r-"".s-vn) senh f senf-J D, -t 

+ [< l<s F t "41 + K5 (3 r + 1<'4f 1 + 1<}J n) u,sh..t;f- lOS F + 

-t-(-"-s? + K4f - "-'s-f, 1 + •~(?,p + 1<.'~vn _v) senhf_f . 

. sen t"] D2 } c:.os nB e'"' t 
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+ •'',_ vn) ccsh °';X J e, + [<-K, 7, - .:, 1, + 1<'~ vn-) . 

• U>S ~] ½" + ~ .. r - •s-J + Xi r -K5 / + <'f v '1) «>Sh 1.i • 
· '-<>S f +(-•4,-"s-r-"-'<j-><'s-r-1<.'2-vn)senhff . 

. sen f J D, + gl<, r + t41 + •'sr+ 11.'4 i + K1 vn) ' 

. GOSh f. c.os:J] +t-l<s-"f +1<.,,r-"-'s- 1+ x'•rt-"'~"")· 

. senh -Ç senf J D,} c.cs n0.e'"'t 

b) Modos antisimétricos 

'du = _l {e<, e<, ~e n h "'-•") Cz + (•z "lz senh "'•") C4 -
'dx ;, a a 

-(t, /3 5en ?!X) e,. +[("-41'- >:s~) senh ff '-"S f + 

+ (-•41 - •s f>) r..osh /?f sen f J D3 +[(1r.s p + ,,_41) . 

. senh 'i c.0sf +(-~s-'j + "4f) wsl, f S.efJf J. 
D.} 8 iwt . 11 e.os n e 
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i;; [cK'; senÍi "';')Cz +(•'~ Senli°'.;') C4-(1<,73senf)~+ 

+rkl Senh E ccs r -K'!, wsh.f.::. senf:.) D3 + \. a a a a 

w- {(senh -;;" )C2 + (senh°;") (4 -i-(sen 2;") C,;; + 

+(senh -t;i e.o,; -1Ç) D3 + ( e.os h Ç- senf) D4} ws nB e'..,t 

1-{,;, </;) = !. {&; <><, senh "'•" ) C2 +(<', "'• senh °'•') C4 -
Jx '" a .a a 

-/f-• 7, sen 7f) C, + f •'4{'- ~.-1) senh Ç ccsf + 

t (- "'• i - •'.- f) =~h-Ç ~~n t] ~ + [(1<'.- r + 

+•'-4 ;) senh Íy wsf -1-(- r<-';1 + l'!•r}-cosh ff . 
. Senf J D4j eos n0. e'"'t 
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-t-C"-'~ Senh _E C()S :f:_ _ k'J! we.nE senf )D3 +(·~. a a a :;i 

. senh.t'.. <os3::..- + 1<'~ =hE sen'J:'.) D4Jncosn0 e'°'t 
a a a a 

rJu + i (/Jv _ .,) + p, '!._(a'/;,) = 
:;/x a \1</e ,- "Jx 

~ ; f [(K,o(, -1- k\ ~ "'• -1- I<'/ "º - •) senh :• Jc2 + gk~ °', + 

+"1.(!,«2 +"-'ivn -").senh"';xJC4 +f-••13 -•',f.>?3 + 

+K~~n -v)sen 1f ]c, -t-f "-<f'-"s-1 +1<4fof' -"-~?1+­

-t- «!', vn - o) Senh fi '<>S f +t-""1 -<5 r-.. ,/31-

_1<,,, ~r- K}vn) cosi-, r; s.en :ç. J DJ + [C•.-r - ""'1+ 
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