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-~ RESUMEN

En este trabajo son estudiadas las vibracicnes 1i
bres de cascaras cilindricas incluyendo, ademas de los efectos
considerados usualmente,aquéllos correspondientes a las defor
maciones producidas por las tensiones de cizallamiento y la 1
nercia de rotacion.

Se deducen las ecuaciones del movimiento basadas en
los criterios e hipdtesis semejantes a los usados por FLUGGE
en el desarrolloe de sus ecuaciones. Se demuestra queambos sig
temas de ecuaciones son congruentes entre si.

Se aborda la solucién de las ecuaciones del movi-
- miento investigando con un conjunto de cinco soluciones gene
rzles.

Se 1lega al determinante de frecuencia para casca-
ras de longitud finita ¥y para dos diferentes condiciones de
vinculacion en los extremos: ambos extremos simplemente ape
yados y ambos extremos perfectamente empotrades. lLassolucig
nes scn separadas en aquéllas correspondientes a los modos si
métricos y agquéllas correspondientes a los modoes antisimétri-
COS.



SINOCPSE

Neste trabalho sio estudadas as vibragdes livres de
cascas cilindricas incluindo-se, além dos efeitosconsiderados
usualmente, aquéles correspondentes as deformagdes produzidas
pelas tensBes de cizalhamento e a inércia a rotagio.

S&o deduzidas as equagfes do movimento baseadas nos
critérios e hipéteses usados por FLUGGE na instituigfo desuas
equagbes. Demonstra-se que ambos os sistemas de equagdes sio
congruentes entre eles.

Aborda-se a solugdo das equagdes do movimento inveg
tigando um conjunto de cinco sclugdes gerais.

Chega-se ao determinante de frequéncia para cascas
de comprimento finito ¢ para duas diferentes condigdes de con
térno nos extremos: ambos 08 extremos simplesmente apoiados
e ambos os extremos perfeltamente engastados. 4s solugdesszo
separadas naguelas correspondentes aos modos gimétricos e na
quelas correspondentes aos modos antisimétricos. ‘
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ABSTRACT

Free vibrations of cylindrical shells are studied
including,besides the effects usually considered, the influ
ence of transverse shear deformation and rotatory inertia.

Motion~ equations are deduced on the basis of  the
assumptions similar to those used by FLUGGE in the  develop-
ment of his eguations., Compatibility of both equations sets
is -showed.

The solution of motion equations is undertaken by
means of a set ef five general solutions. '

One arrives at the frequency determinant for finite
length shells and for two different boundary conditiens: both
ends simply-suppoited and both ends fixed. Solutions are se
parated in those corresponding to symmetrical modes and these
corresponding to antisymmetrical modes.
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NOTACGCTION

Letras latinas mimisculas

W, VoW

k', k"

Px?ga ’pr

Psq

Radio de la superficie media de la céscara cilindrica
Espesor de la pared del cilindro

Componentes del desplazamiento en las direccionesaxl
al, tangencial y radial; w positivo hacia el  integ
rior del cilindro

Nimero de semiondas axiales
Numero de ondas circunferenciales
Coeficientes de la ecuacion (4.10)

Coeficientes de corte ("Shear coefficients") para
las direccicones axial, y tangencial

Fuerzas externas actuantes en el elemento en las di
recciones axial, tangencial y radial

Parte real y parte imaginaria de las raices complejas

Coordenada radial medida a partir del eje del ecilin
dro

Coordenada axial

Coordenada radial medida a partir de la superficieme
dia
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Letras latinas mpayusculasg

A Area de la seccion transversal

Aij Elementos del determinante (4.8)

B., C, Constantes de integracion

Dl, D2 Coeficientes en las éoluciones para l1los modos sime
tricos

D3, Dh— Coeficiéntes en las soluciocnes para los modos anti

simétricos
E Médulo de elasticidad
¢ Modulo de elasticidad transversal
1 n/12
L Longitud de la cdscara

Nx ’ NJJMK '
Esfuerzos y momentos resultantes de integrar las
MGJM"’:MM tensiones a lo large del espesor h

Q*JGO
U(x),V(x) Forma de las ondas en las direcciones axial, tan
W(x) gencial ¥ trangversal '

UO,VO,WO Amplitudes en las direcciones axial, tangencial ¥
transversal '

Letras griegas minusculas

o, - Raices de la ecuacidn (4.10)
= * ox?
3 h®/12a2

729‘1;9 Digtorsiones en los planos x,e 'ﬁe Yy x,r repecti



Yer
733’121

Ex, EO }
Er

Ez

T

e

Kr, H.lr

W, Ky

v

Ux ’ GB
o}
T'KBJ T“}
Tzx

£ %
wi
W

xii,.

vamente
Distorsiones en los plancs Bz y 2z«

Dilatacicnes en las direcciones axial, tangencial ¥
radial

Dilatacidén en la direccidn radial, mas referida a la
superficie media

Raiz de 1la ecuacidn (4+.10)
Coordenada anghlar

Coeficientes que relacionan las amplitudes en las di
recciones axial, angular x, tangencial y angularrﬂ a
aquélla en la direccion transversal

Coeficiente de Poisson
Densidad de masa del material de la cascara

Componentes de la tensién normales a los planos Qz,
nLx y x;9

Componentes de la tensidn tangenciales a los planos
§z,zx v »8

Componentes de la rotacién de una normal a la super
ficie media en los planos %2 ¥ x,8 respectivamente

E/Lpe*(i-99)]

Frecuencia circular

Letras griegas mayusculas

112
Yz,

Factor de frecuencia, Paz('“az) F/E

Amplitudes en las direcciones angular x y angular @

Torma de las ondas en las direcciones angulares ¥ ¥y
AN
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Subindiees

T Se refiere a las raices de la ecuacidn (4,10)



CAPITULO 1

INTRODUCCICN

1.1. GQonsideraciones generales

Se.tratarid en este trabajo de cascaras cilindricas
circulares, de espesor constante, y cuya relacion espesor-ra
die, h/a , es menor que 0.1. Condicidn esta Ultima que nos a
segura estar dentro del dominio de las asi llamadas cascaras

delgadas.

En consecuencia seran valides los criterios e hipd
tesis usados por TIMOSHENKO® y FLUGGE™ en sus respectivos ani
lisis de las cascaras cilindricas. Se introduciran alli, solo
las modificaciones necesarias para tener en cuenta las defor
maciones producidas por las tensiones tangenciales, en las ¢
cuaciones que tratan de las deformaciones y, aguéllas necesa
rias para tener en cuenta la inercia de rotacidn, en las ecua



ciones que tratan del equilibrio dinémico.

Se asume que el material constitutivo de las caseca
ras es isotropo, homogéneo y linealmente e}éstico. Precisamen
te por ser elésticas, las cascaras vibran cada vez que - son
perturbadas de su posicion de equilibrio estable, o cada vez
que son excitadas a hacerlo por la aceion de fuerzas periddi-
cas externas. En el primer c¢aso las vibraciones son libres, ¥
son denominadas de forzadas en el segundo.El presente trabajo
se limitara al estudiode las vibraciones libres.

La superficie ideal cilindrica, coaxial con la c¢as
cara, y cuyo radio es la media aritmética entre el radio in
terno y el externo seré, para todos los efectos, la . 'superfi
cie de referencia.

La superficie correspondiente a las fibras medias
de la cascara, definida por la totalidad de los puntos distan
ciados h/2 de las superficies interna y externa, se denomi
na superficie media. Esta superficie se deforma siguiende en
su movimiento las deformaciones de la cascara.

En ausencia de perturbacicnes (ya sean geométricas
o dinamicas) la cascara esta en reposo, y las dos superficies
definidas anteriormente coinciden,

Cuando una cascara de longitud finita vibra libre
mente,. su superficie media puede adoptar una gran wvariedad de
configuraciones con relacidn a la superficie de referencia.

Su eonfiguracion depénderé de una serie de factores
(gque seran analizados mas adelante), entre ellos, el modo pre
dominante de vibracidon y las condiciones de vinculaciodn en



los extremos. Un punto cualgquiera podera experimentar, en ge
neral, un movimiento con componentes en el sentido  transver
sal, axial y tangencial.

Si se hiciera una seccion ideal normal al eje, y se
observaran las vibraciones transversales, mirandc en el senti
do axial, se verian una serie de ondas completas sobre la cir
cunferencia directriz de referencia, Fig. 1.1. Se denominard
n al numero de estas ondas.

Fig. 11

Si ahora se observan las vibraciones transgversales
mirando el cilindro perpendicularmente a su eje, se verén, en
el sentide axial, una o varias semiondas a lo largo de las ge
neratrices de referencia. Estas ondas son altamente influen
ciadas en su forma por las condiciones de vinculacidn en los
extremos, y se asemejan a aquéllas.de-vigas coincidentes con
las generatrices, y sujetas a las mismas condiciones de vincu
lacidn en les extremos que las de la cascapba en cuestidn,Fig.
1.2.

Se designard con m al numero de ondas longituding



les. En caso de no existir ningun tipo de vinculacidon eh los
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extremos {extremos 1ibresi, las generatrices de la superficie
media no se deforman, conservindose rectilineas (poseen tnica
mente un movimiento traslatorio), por lo tanto, en este ®maso
solo existen ondas circunferenciales, siendo m = O .

1.2. -Sobre las ecuaciones del movimiento

A las ecuaciones del movimiento se llegara estable
ciendo las condiciones de equilibric de un elementoc de casca
Ta, infinitamente pequefio en el sentideo de las dimensiones de
la superficie media y con espesor h finito en el  sentido
transversal.

En su equilibrio entraran en juego las solicitaecio-
nes internag presentes, debidas a 1la continuidad del material
constitutivo y aquellas debidas a la inercia de traslacion ¥
rotacion.
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Si se expresan todas estas sclicitaciones ( fuerzas
y momentos)} en funecidén de las componentes del movimiento {cin
co en el presente analisis: u, v, w, traslaciones en los sen
tidos axial, tangencial y radial, ¥y ¢ , % , rotaciones en
los sentidos axial y tangeneial), se tendrén las cinco ecua
ciones siguientes,

£3{u,jf,v,%,w} - pk?f‘.’ - o (1.1)

que son homoééneas debido a la augencia de solicitaciones ex
ternas variables con el tiempo, pues se irata de vibraciones
libres. & y EE,..., ﬁ&, son operadores diferenciales simboli
cos cuya expresién analitica serd el asunto de discusidén del
capitule III.

1.3. Sobre el método de solucidn v las condiciones de
borde




El método de solucion de las cinco ecuaciones dife
renciales en derivadas parciales (1.1), simultaneas ¥y homogé
neas, sera el objeto del capitulo IV.

Las soluciones para los cinco movimientos posibles
seran investigadas asumiendo que lag expresiones que las re
presentan son funciones de variables separables,.en las tres
varizbles presentes en el problema (las dos variables espaciz
les x,8, y la variable tiempo, t).

asi 1a forma general de las soluciones sera:

- (1.2)
ws(x, 0 ,8) = £5(x).4(8).1,(t)
' i =1,2,.0.,5

En las cuales uj representa cualquiera de los mo
vimientos posibles (tres desplazamientos, u, v, w; dos rota
ciones previamente multiplicadas por el radic a: aﬂ ,a% )
f; es una funcidén sélo de x, ¥ cuya expresidén analitica tie
ne en cuenta las condiciones de contorno; gy es una funeion
tragcendente de 8 ; h. es una funcidn del tiempo t, de la

forma ¥ % , dado gue se trata de un movimiento arménico.

Las -¢inco soluciones (1.2) deberan satisfacer, asi
mismo, las condiciones de borde, las cuales como se vera en
la seccion 4.3, son diez para cada caso (ecinco en cada extrg

mo de la cédscara), asl resultarin diez ecuaciones, homogéneas
si las condiciones de vinculacidn son también homogéneas:

_ B

s{“-‘f,{-%%:"‘} = 0 s=HZ,.. 10 (1.3)



Donde s es un operador simbdlico cuya expresién a
nalitica serid tratada en la seccidn k.3,

Asi tratado el problema, resultaran, para condicig
nes dadas, las frecuencias naturales de vibracidn y la forma
explicita y definida de las funciones £y 84s By presentes
en las soluciones.
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CAPITULO II

REVISION DE LA LITERATURA

2.1. Consideraciones previas

Numerosos autores se han ocupado del analisis de vi
braciones de cascaras cilindricas circulares. Los trabajos
pueden clasificarse en dos grupos: .

aquellos que tratan de las vibraciones simétricas en
el sentido axial (en ellas es n = 0 , seccion 1.1)

* aquellos gue tratan de las vibraciones no simétricas
{n cualquiera, entero positivé diferente de cero)

Las Ultimas son mas generales, y las primeras sg
rian un caso particular de éstas cuando algunos de los parame
tros que entran en juego se anulan. En las vibraciones axial-



mente simétricas solo aparecen tres componentes del movimiens

to (u, ()g,w) de un elemento infinitamente pequefic de céscara
en lugar de las cinco que aparecen (u, { ,v, 4 4W) en las vi=
braciones no simétricas cuando en el andlisis de ambas entran
las deformaciones por tensiones tangenciales y la inercia de
rotacidn. Las componentes son solo dos (u,w) cuando estos e
fectos son despreciados.

5.2. Vibraciones no simétricas

BEste es el casc mis general de las vibraciones de
cascaras cilindricas. Las componentes del movimiento de un ¢
lemento infinitesime de la cascara son cinco en caso de que
todos los efectos que influencian sean tomados en considera-=
cidén ¥, corresponden a otras tantas socluciones a ser investi-
gadas.

La mayoria de los autores conviene en . -:despreciar
los efectos de las deformaciones debldas a las tensiones tan
genciales (shear strain effect) y los de la inercia de rota-
cidn (rotatory inertia effect). Estos efectos s6lo son impor-
tantes para altas frecuencias, siendo que ‘Para bajas frecuen
cias ambos analisis deben dar resultados practicamente coinci
dentes. En caso de ser despreciados, entonces, las rotaciones
(g ’ % pueden ser expresadas en funcidn de uw,v,w, y de este
modo desaparecen de las ecuaciones, resultando un gistema de
tres ecuaciones diferenciales simultaneas en lugar de cinco,
¥ que son la base parainvestigar las tres solucicnes u,v,w.

Entre estos trabajos se tiene el de YI-YUAN YU?. Eg
te autor partiendo de las ecuacicnes de equilibrio de las cag
caras cilindricas, introduce las simplificaciones de DONNELL,
las cuales congisten en asumir que para un cilindro los cam
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bios de curvatura y torsion son los mismogé gque aquéllos de u
na placa plana y que el efecto del esfuerzo cortante en el g
quilibrio segun la direccion # en las ecuaciones, es despre

ciable.

En un cierto pinto de su andlisis YI-YUAN hace esta
importante suposicidn:

I°fr2‘ a°

s : - - -

la cual sb6lo es vélida si IL/a es numéricamente consgiderable,
esto es, si la longitud L es un miltiplo importante del ra
dio a . Como consecuercia de esta suposicion, la determina-
cion de las ralces o, (Seccién 4.2) se simplifica sensible -
mente. En efecto, en lugar de ser ocho, las raices son cuatro,
y todas con el valor absoluto, ya sean reales o imaginarias ,
igual.

A continuacidén resuelve el problema de vibracidn pa
ra tres diferentes condiciones de borde: c¢ilindro simplemente
apoyado en los dos extremos, perfectamente empoirado en  los
dos extremos y, finalmente, una combinacidn de ambos, un ex
tremo apovado y el otro empotrado.

KRAUSl1 hace un tratamiento del problemz semejante
al anadlisis de YI-YUAN, en el capitulo dedicado a las vibra
ciones libres de cascaras de su libro.

ARNOLD y WARBURTON'Z18 ¢n dos trabajos estudian las
vibraciones de céscaras de longitud finita, simplemente apoya
da en los extremos en el primero, y empotradas en el segundo.



11.

Tratando de log c¢ilindros simplemente apoyados asumen funcio-
nes trigonometricas simples y conocidas de x dentro de 1las
expresiones de las componentes.del movimiento, usan el método
energetico (energia cinética, energia de deformacidén elasti
ca) y, posteriormente con la aplicacidn de las ecuaciones de
Lagrange llegan a las ecuaciones basicas para determinar 1la
frecuencia. '

También consiguen separar el efecto de la : -energia
de flexion de aquél producido por la energla de dilatacion 13
neal_(stretching energy), llegando a la conclusion de que. pa
ra n peguefio la energia de dilatacidn es importante siendec
minimo el efecto de flexidn, invirtiéndose la proporcidn para
altos valores de n.

Para los cilindros empotrados en ambos extremos asu
men para la funcidn de x , que aparece en las soluciones a
ser investigadas, la misma expresidn que para el casc de  vi
braciones libres de vigas rectas empotradas en ambos extremos
¥ que, obviamente, satisfacen a las condiciones de borde. BEg
to equivale a suponer que la configuracion axial de las vibra
ciones de la cascara coinciden con la correspondiente en la
viga, lo cual es una buena aproximacidn, perono rigurosaménte
¢cierto.

FORSEERG analiza también el problema de vibracion
de cascaras cilindricas despreciando también, como los antg
riores, el efecto de la inercia de rotacidn y las deformacio-
nes provenientes de las tensiones tangenciales. Partiendo de
las tres ecuaclones de FLUGGE, y toma en consideracidn los g
fectos de las tres inercias de traslacidén. El autor canaliza
su atencidn principalmente a la influencia de las condiciones
- de borde en las caracteristicas modales de vibracidén. 4asi eg
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tudia diez casos diferentes de condiciones de contormo. La g
valuacion final de la frecuencia y de las constantes que apa
recen en las soluciones es numérica, del tipo de aproximacig
nes sucesivas (test and error procedure).

Existe un trabajo mas reciente de WARBURTON3 en el
cual trata del problema en forma semejante a FORSEERG. Parte
de las ecuaciones de FLUGGE pasando por una ecuacidn caracte
ristica para determinar las raices o, presentes en las solu
ciones, y finalmente, operandc con las condiciones de contor
no, liega al determinante que permite précisar las diferentes
longitudes de cascara correspondientes a una frecuencia dada.
En este punto divide el analisis en dos, el de los modos sime
tricos ¥ el de los modos antisimétricos. Adopta el tipo de ¢
valuacidén nmumérica propuesto'?or FLUGGE en sus primeros traba
jos sobre vibraciones de cascaras simplemente apoyadas (1934)
es decir, asumir la longitud L de la cidscara como incognita
a determinar con el determinante de frecuencia. El inconve
niente de este metodo es que I aparece dentro de funciones
trascendentes dificultando, como es de suponer, la investiga-
cicn de los diferentes valores de I que anulan el determi
nante.

MIRSKY vy HERRMANN5 estudiaron el comportamiento. . de
las cascaras de longitud infinita, para el caso de ~ propaga
cion de ondas armonicas, considerando todos los efectos posi
bles inclusive la inercia de rotacion y las deformaciones por
tensiones cortantes. Su estudio, sin embargo, no abarca las
condiciones de contorno, obvio pués trata de cédscaras de 1lon
gitud infinita, y adopta como parametro a determinar la velg
cidad axial de fase, y ésta a su vez funcion de la longitud
de onda.
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2.3. Vibraciones con simetria axial

Dentro del campo de las vibraciones con simetria a
xial ( n = 0 ) existen varios trabajos de diferentes autores.
La mayoria de ellos incluye en sus consideraciones la inercia
de rotacidn y la influencia de las deformaciones por corte,

LIN y MORGAN'® estudian 1a propagacion de ondas en
cilindros de longitud infinita. Como superficie de referencia
adcoptan la centroide de las secciones trapezoidales en Jugar
de 1la superficie media cilindrica. Por tratar de cilindros de
longitud infinita no existe ninguna referencia a las condicig
nes de bhorde.

HERRMANN y MIRSKY® hacen un anilisis semeiante al
anterior, mas partiendo de la teoria de la elasticidad tridi-
mensional para establecer sus ecuaciones basicas. Por otra
parte, al final, hacen un estudic comparativo de los resulta
dos de las diferntes teorias.

. 1 ]
PEI CHI CHOU aplica el método de las caracteristi
cas en la solucion de las tres ecuaciones diferenciales resul

tantes de aplicar los criterics de ambogs trabajog anteriores
en su deduccion, Este autor menciona la posibilidad de  apli
car las condiciones de contorno sin resolver, sin embargo, ex
plicitamente el problema.
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CAPITULO .III

'ECUACIONES DINAMICAS DE LAS CASCARAS
“ ‘CILINDRICAS CIRCULARES

3.1, Consideraciones generales

Nos proponemos deducir las ecunaciones generales de
las cAscaras cilindricas eirculares teniendo en cuenta las de
formacicnes producidas por las tensicnes de cizallamiento(tan
bién 1llamadas tangenciales o cortantes). Se trata de cascaras
de egpesor constante, delgadas (relacién espesor-radio menor
que 0.1), hechas de un material homogéneo, eldstico, isdtropo
y que cumple la ley de Hooke. Asi como eh la teoria elasica
de las cascaras, se asume que:

a) el espesor h es pequefic en comparacion con el
radio a de le superficie media '

b) las deformaciones son suficientemente pequehas
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de tal manera que las cantidades de segundo or
den o mayor, pueden ser despreciadas en las com
penentes de las dilataciones

¢) la componente de la tension, normal a la super
ficie media, Oz, es pequefia en comparacion con
las otras componentes de la tensién, ¥ puede-
ser despreciada.

Una cuarta hipotesis de la teoria clésieca, la que
establece que una normal a la superficie medi®: no deformada,
permanece normal después de la deformacidén, ho sera respetada
para tener en cuenta las deformaciones producidas por las ten
siones tangenciales. Adoptar las hipdtesis enunciadas equiva
le a reducir el problema de las deformaciones de una -gascara
al estudio de las deformacicnes de su superficie media como
se vera mas adelante. La hipotesis b) es necesaria para man
tener el problema dentro del dominio lineal.

3.2. Sistema de cocoordenadas

Consideramos una cascara cilindrica circular de lon
gitud 1, espesor h, y radio de la superficie media a.
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En la Fig. 3.1 se muestra el sistema de coordenadas;
la coordenada axial x esta dirigida segun el eje del cilin
dro, la coordenada angular € segun el movimiento de las agu
jas de un reloj v, finalmente, la coordenada 2z segun una
normal a la superficie media, positiva hacia el interior del
cilindro. '

" Un punto cualquiera de la:cascara quedara definido
por las coordenadas X%,0 , 2z, es decir su posicion estd refe
rida a la superficie media. En cuanto que un punto de esta ul
tima estara definido por sus ccordenadas x, O .

lLas componentes del desplazamiento de un punto son
u, v, v, y dirigidas segin las direcciones axial, tangencial
y radial respectivamente.

3.3. Bcuaciones diferenciales de equilibrio

Para analizar el equilibrio de un elementec infinita
mehte pequehic de cascara sometido a solicitaciones internas,
considérase un elemento limitado por dos pares de planos, de
los cuales, un par son dos planos berpendiculares al eje X
¥y separados por dx, ¥ el restante son dos planos radiales
que forman un dngulo d6. '

En la Pig. 3.2 se observa el elemento de cascara y
los esfuerzos (normales y tangenciales) ¥y momentos (de fle
¥ion y de torsion) que lo solicitan.

Deben cumplirse las condiciones de equilibric para
las tres direcciones, axial, radial y tangencial.
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-4
La suma de las componentes de todos los esfuerzos
en la direccion x debe ser nula; de la misma forma para las

P
En 1a Fig. 3.2 debe interpretarse el asterisco como el valor
de la sclicitacidn en el lado opuesto mas el incremento; por

ejemplo:
h!t Nx + QNk CIX

x =

x
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direcciones 8 s Z 1

'(Nx'f‘ %’,}'dx)ade._ NanG_{.(Ngx_;.%%ﬂrde)dx_

7/
—Npxde + pdxadt - o

(e 1..’_;3_’:1 ) dx - Nodx + (Mo + 200 o) adf _

~Neoado_ Qodxd® _(Qy 4 %6;_9 d8) dx L | pdxady = 0

(Q,+%f’m Jx)adl? —QxaC{B +(Op+§%da)cfx

—Qpdx + NodBdx 4 ﬁ_adﬁ‘dx = 0 (3.1)

El equilibrio de los momentos alrededor de los ejes
x, §, z, Tesulta en las ecuaciones:

(Mﬂ + g.%.dg dg) C‘J‘ -— MQCJX - (ng + %.%—9 dx) 23 CJB -+

+ stada ..-Qpclxadg = 0
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(Mc 4+ %_’;lz dx)a db — Myads 4 (Max + ?%’Eﬂ arg) dx —

~Max dx ~Chadfdx = O

Mg dx a dB + Nox adBdx — Mg dxdé —~ 0 (3.2)

Despreciande los términos de segundo orden las ecua
ciones (3.1) v (3.2) se transforman en:

Ny % = O
%Ter'aL’ae *k

Gx 2Qs ' ,
90« 1 4 2% 4 No 4 p =0 (3.3)

Neg - Nox + Hox = 0 (s.4)
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La ultima de las ecuaciones (3.4) es simplemente u
na identidad, por lec tanto puede dejar de ser considerada en
los desarrollos que siguen, restando finalmente,cinco ecuacio
nes de equilibrio.

3.%. BEstudio de las deformaciones

La deformacion de una cascara cilindrica estd carag
terizada por las tres componentes Upy Vas Wpo del desplaza
niento de un punte cualquierz A de la misma,situado, en ge
neral, a una distancia z de la superficie media. Las compo
nentes Uyy Vys Wys tienen, respectivamente, las direccicones
axial, tangencial y radial, y son funciones de x,8,z, ¥ en
un analisis dindmico también del tiempo t. En el caso de
cascaras delgadas, como es el presente, puede- determinarse
Wy, V4, W, en funcién de las componentes u,v,w, del desplazg
miento de la superficie media (z = 0) y de los éngulos de ro

tacidn o, '% .

Los angulos. ¢J ¢J son respectivamente, las compo -
nentes de la rotacion de una normal a la superficie medie en
los planos x,z y .6,z en la ocasidn de la deformacidn.

"En la Fig. 3.3 puede obsrvarse como es afectada la
deforma01on total por causa de las deformaciones debidas a
las tensiones tangenc1ales .

* _
Por efecto del cizallamientc purc €l elementc  experimenta
una distorsidén pero no una rotacidm.
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De acuerdo con las Fig.3.4 a) y PFig.3.b b) los desplazamien

tos de un punto cualguiera A en funcidn de los desplazamien
tos y rotacicnes de la superficie media pueden expresarse c¢

W Ty §ka&a
[T e
= éz}é}% “Qx

F?g.j.ﬁ

mo funciones lineales de z.
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up (,0,2,6) = ale, 8.8) -2 ¢ (x,0,¢)
v&(x, 0, z, t) = v[x,G,f) - zf,g(x, 8, t)

WA(xJB,;,f?J = w(x6,0) (3.5)

Las dilataciones £x, &g, &, ¥ las distorsicnes

para el caso de coordenadas cilindricas en un
Yar? Tig? E”, * .
cuerpo elastico son :

-

£y - Ou = Qu . Bw

T Ax Yar ’Jr+'3x

=42 =L9u L 9v
Ee r%’ﬁ'_""‘l{ o r’39+9x

_ = v 1 2w 3.6
8"‘5},% e 3¢ "+ + 7 %8 (22)

Para nuestro caso, en que las coordenadas en senti
do radial son contadas a partir de la superficie media, y son
z,Ww pogitivos hacla el interior del cilindro, las

expresio
nes (3.6) se transforman en (r = a - z):
? g |
Ex= 0a Yo, = D 9w (3.7)

dx z 2x

*BIEZENO, GRAMMEL - Engineering Mechanics, Vol. 1, p. 63.
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Eoe 1 2% _ wa ICAVSNS S

®= 232 39 "5z o=z T332 36

> _ 1 Gwa, 2 _
fa= -‘5‘;‘ Tﬂz. a-z 98¢ +€Y$+§f'z G-7)

Reemplazando en las (3.7) las expresiones de Uay Vp
t
y w, dadas por las {3.5), se tiene:

dx Ux
Ot Rt o
E“gf
ﬂa'%"zg‘g“'éi&.g%‘ffz%?
Yox=—f + 5%
Tozséjl”igg— +-"sﬁ'.i*.f“'-z% (3:8)

En las expresiones (3.8), la tercera puede despre

ciarse de acuerdo con la hipotesis hecha en 1la seccidn 1.3 e¢)
esto es Oz 0,
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3.5. Puerzas y momentos en fungién de_los desplazamientos

Aceptada la hipotesis de la validez de la ley de
Hooke se tienen las silguientes relaciones tension-deformacion:

G:x_—:—’-'_i;-z (Ex +JEs) rx9=GY)€0 EZ?H-\’)T’W )
G \)Ex = e —
,_\,z (€o + VEx) ?ez G Y6 202w e
E
Gy= O 'sz=GTz,“—‘m‘UYu (3.9)

Se pueden obtener las expresiones de los esfuerzos
N y de los momentos M en funcidn de los desplazamientos in
tegrando los valores de las tensiones (3.9) a traves del espg
sor h:

4’»{2_ h/ﬂ
NX .—.f o-x 3-z dz ’ Ng= 6_9 0’2
L A 2hty
+he : +hr2
NXB sj -CXG JZ ) Nﬂ){ =f -COx CJZ
~hy —h/z,

+h/2
fﬂx=ijﬁ Ox E%E z dz; Mg =J( Gaz.dz
- 'I/z : hfz

-iA}'z_ +he
Mx3=_f rxs a-2z zdz} Mg‘x-—‘[rg)f Z CL'.’. (310)
h

L by _ a ALy
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Lo mismo puede hacerse con los esfuerzos cortantes
Q ¥ Qg :

h/2 +hp :
Gx - Ixz ié——z— (J‘Z.. ) GB _—_-,J -Cez dz (3.’1)
-hz Lbfz

Introduciendo las expresiones (3.8) en las (3.9), ¥
éstas a su vez en las (3.10) y (3.11), (Apéndice A), resulta:

N, _Eh [Qu  3(B _ : .%J
*= %1% -w) ot

No Eh[o2u . 4P _w K (12 _2¢ _w
9'{-01 09; +a 26 2 +.r2323 8 78 9)]

Nego ER_[12u B¢ , K 52
e 2 (1+v) 399+9x +!Zaa dx

h 19 2 (1P _d
Ne _‘*+§2y+.é_ g_;g)J

“TZ0F)La ge T ax T 12343 3¢

Mo ER_ [12u 2% » 9%
=i wlag Tax Ta g

Mowo ER_ [09% L 196 _4 9w .
“ fza-v’)[ Y 378 3299+9J G5.12)
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ER { Dv 4 2%
Mo - Z(1-v2) % [ fa'x +9 ’aaj
| ER {Qu _19¢ _
Max = 2(1-v?) 2 323 a 96 ]

I Eh [Ow _
Q= k Z2({+v) L 9x %—7

Q=K ER [1%u_ b (19w o v 3.12
= Z(‘,".;.QJ a 99 4 a IZzz 24y g 5)} ( )

En las dos ultimas expresiones de las (3.12) apare
cen k' y k", son dos factores de corte o cizallamiento que
dependen de la forma de la seccidn considerada, TIMOSHENKO 1

3.6. Ecuaciones diferenciales del movimiento

Parg obtener las ecuaciones del movimiento a partir
de las ecuaciones de equilibrio (3.3) ¥y (3.4), basta sdlo sug
tituir las fuerszas Pys Pg» Py POT las fuergzas de inercia; e
introducir la inercia de rotacion en las ecuaciones de equili
brio de momentos. Sea:

(3. /4)
. . e
inercia de traslacion, direccion axial f;:;—f? é—-{z
inercia de traslacion, direccion tangencial F-,’Oh 'Et’
- » 2
Adnercia de traslacion, direccion radial - g=- Ph.?_';.a
z
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. . 3
inercia de rotacion, eje x: 90

_sz @fz
inercia de rotacidn, eje O : _ j_’_ % 3.5
» o Piz 5t @ 1)
donde P es la densidad de masa por unidad de area y .g- es
el momehto de inercia para un ancho unitario. Haciendo la

sustitucion indicada por las (3.14) e introduciendo las {3.15)
en las ecuaciones (3.3) y (3.%), se obtienen las siguientes
ecuaciones del movimiento en funcidn de las tensiones:

Qe | 1 “Wex b Qu
9 x FRery !0 '352

9 x 9 Z G
1 e ONxo _ _oh?% i
a2 36 9x %e f ﬁz Sk

70 dx
20 . 17 No _ ohQu 3.
7+3?%’9+99"‘O $z (317

Sustituyendo las relaciones (3.12) en las ecuacio-
nes del movimiento (3.16), (3.17) se obtienen las cinco ecua
ciones del movimiento en funcidén de los desplazamientos ¥y re

.~
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taciones (Apéndice A):

By 1w {1 Q% (29 _Ow K (vt P
s xz+75{€§3+ 2 a0 x+l‘2;z(2 2 "
z
FY _ -9 @fﬁ’é) _ pa(-v2) 94
* fa;g‘ 74 ' E A
0 e Oy A9 bad . B [ _ f=v Tu
R Rl B FACE Sy 3 a4

P 19 a1y 29\ _ R pal-P) T
T et 5w T @%{

'z 12323 P27z T T
-
_OB 2 e e Ky KL )=
6" 2 a 26 2 ¢ z @
= Pa(-¥) P c2.18)
£ ‘at?

_ Qv 4 3@ oo .2 PE 7Y
2wtz Tt T T amtige

Z4(1-Nk 43¢ o) _ [ pal-v) G
e +.?:w) ~ K pal-r. @Tﬁ @19)
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7 ¥ ' Z 0z 13 2 a 7p
(V28 {vE7 { ok
—Z kagx Tz 9'9_'5“'*%52 zkaggz
# 260-9K £ 9 _ ga(-0)K _j% iv)=
2 a Je 2

PQC"‘"2> Qo (3.49)
E g4

Las (3.18), (3.19) son las ecuacicnes que nos ha
biamos propuesto deducir en la seceibén 3.1, es decir, las e
cuaciones del movimiento de las ciascaras ¢ilindricas teniendo
en cuenta los efectos de membrana, flexidn, deformaciones .
transversales debidas a las tensiones tangenciales, 1inercia
de traslacion en las direcciones axjal, tangencial y transver
sal, y finalmente, la inercia de rotacion en los planos Xz ¥
+.6z. En el capitulo siguiente nos ocuparemos, precisamente,

del método de solucidn de estas ecuaciones.

3.7. QObservaciones

a) A partir de las ecuaciones (3.18), (3.19) se
pueden obtener otras, menos generales, resultantes de introdu
cir restricciones o bien simplificaciones,

Comec primer ejemplo analizaremos la forma que toman
las ecuaciones (3.18), (3.19) para el caso de vibracionescon
simetria axial (axisimétricas). Alli se tiene que:
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v las cince ecuaciones (3.18), (3.19) se reducen a solamente
tres:

a.@zﬁ _ vw +_h~ a(-v" 9“2
dx* dx 2 3 xz E o

_E:!—&'a@_!’._i:ik'aﬁb_;.ﬁ— /9

2 dx 2 x T 128

33_59,) ;,2 Pa(/ )_’g_gf

4., . pali- )?__ 3.20
_'EEEE'E'hI'* {2-£---,3 ( )

Las (3.20) son las tres ecuaciones del movimientopg
ra: vibraciones axisimétricas de ciscaras cilindricas teniendo
en cuenta la inercia de rotacidén y las deformaciones trahsver
sales producidas por tensiones de clzallamiento.

b) Volviendo a las ecuaciones (3.18), (3.19) como
una segunda posibilidad podriamos despreciar el efecto de las
deformaciones debidags a las tensiones de cizallamiento, retg
niendo el efecto de la inercia de rotacidon. Se trata ain, por
supuesto, de vibraciones no simétricas.
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Observando las expresiones de las distorsiones en
las (3.8), despreciar su efecto equivale a poner Yox=0> Yoz = 0
(el efec¢to de £, ya habla sido previamente despreciado) para
la superficie media (z = 0):

. TR
Youm "Bt Gy = ©

4
TQz""S —%_"é:o

2

De estas dos expresiones obtenemos se y % :

S

Ow . .
%= B-a Bty 21)

Introduciendo las (3.21) en las ecuaciones (3.18),
(3.19), y realizando combinaciones oportunas entre ellas, se
obtienen las tres ecuaciones siguientes:

a?_zﬁ_g__'-_"_i?_%_x 4 Iy Ay _.09&'4-
x* Z 8 ge? 2 9x0e Ix
B 1w i Pu 2P -3 T p2(i-vD 9%
+f 8’(1_2—9 Tl 9 Z ’axQB) £ 3

2
{oy Da (v 2% , 49w L h_[30.99%
T2 ngg+ 2 faxz+3 T ( ( ’3x2+
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)= A G D L%

3vg
L ’sz‘aﬂ age' 3
3
0u 1 1Qy _wy k(e Qe 204 39,24 _
Ox age a Ra\? Bxﬁsz x> 2 9230

PO 20 T _10% £y w).
Jx¢ HJpr 2 Gg¢ 3 2

pa(i-v) 9y ga(f—w’) 9% .
E T 9> a¢

_TpU=¥) 1/ 3% X 3.22)
3B *aese) ¢

En las ecuaciones (3.21) se ha puestc I = h2/12 i}
mento de inercia de la cascara, I es el elemento que permite
identificar los términos que tienen en cuenta la inercia de
rotacidén. En consecuencia, las cinco ecuaciones del movimien
to quedan reducidas a tres, cuando se desprecia el efecto de
las deformaciones de cizallamiento y se retienen los  restan

tes.

¢) Para despreciar, ademés, el efecto de 1la  iner
ela de rotacidn es sdlo poner I = 0 en las (3.22):
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lev Du 1+ v gi@ 1 Ezi ! Ow
Z P8 Z 2x2 "33 3 ’89+
LY By | 32945 o\ _ pal=H D
+123 é o dxt * 2 39x299> B é_ﬁyz
Ou ;1 Qv _w B (=0 Do 39
Ix aPp a I2F 2‘ D B O
B 29v 3221{__.2& ﬁaiL,_._.i.gﬁg."
_i_ %G8 I I 97 a Dot
_2 Pu _ ) ~Eal=)w  (3.23)
L E Q¢

Las ecuacicnes (3.23) son las conocidas ecuaciones
de FLUGGEl, ¥ coinciden con las ecuaciones usadas en €1 estu
dio de vibraciones de cascaras cilindricas por G.WARBURTONB.
Las {3.23) tienen en cuenta el efectc de membrana, la rigidesz
a flexidén v la inercia de traslacion en las tres direcciones

x, 9’ z.

d) En las (3.23), los términos multiplicados

por

el factor h%/12a® tienen en cuenta el efecto de la rigidez
2 flexidn, de tal manera que si se asume que ese factor esmuy

pequeiic, o0 sea

s

12732 —

los términos restantes constituyen las
miento de las membranas:

ecuaciones del movi
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5 dog ﬁ+j+_092v _ vw _ pali-F)Ja
e Za Qa2 Z Ix G 9 x £ gtz
49 o o 49 L34y Qv _ 1 Iu_
2 9xP5 3P 2 Z ax* 3 9¢
_pact &
£ ¢
P 1% _w o P00 (3.24)
dx a Jp a £ 'afz

Las ecuaciones {(3.2%) son muy poco usadas

en vista
de sus insalvables limitaciones.

En efecto, ellas ne

permi
ten considerar la amplia variedad de vinculacion en los extreg
mos {FORSBERGh).
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CAPITULO IV

METODC DE SOLUCION

4,1. Algunags consideraciones sobre el problems

Nos proponemos analizar las ecuaciones (3.18),(3.19)
del movimiento de céscaras cilindricas obtenidas en la seccidn
3.6. Recocrdamos gque en su deduccidén no fueron introducidas o-
tras simplificacicnes que las contenidas en las hipdotesis ini-
ciales de la teoria clisica de las cascaras delgadas, a), b),

¢), seceidn 3.1, y aguéllas e resultaron de la integraeion
de las tensicnes:

* En el desarrcllo en serie de los logaritmos sdlo se
considerd hasta el término 1n°/12a° en relacién a
Ja unidad, despreciando los de grado superiocr; seg
cidon 3.9. v Apéndice 4.
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* En las integraciones de donde resultaron Q ¥

Qg se introdujeron los coeficientes k' v K" pa
ra tomar en cuenta la distribucién no wuniforme
Ge las tensiones Tx ¥y Ty a lo-largo del eg
pesor h.

Recordamos, también, gque el metodo empleado en  su
deduccién es aguél del equilibrio de un elemento de céscara,
FLUGGEl, TIMDSHENKOa, diferente del método energéetico wusado
por ARNQLD ¥ WARBURTONB en sus primeros trabajos.

Basandose en las ecuaciones de DONNELL, que contig
nen grandes simplificaclones, ¥y haciendo una importante  supgo
sicidén (seccidn 2.2) en un cierto punto de su andlisis, YI-
-YﬂAN? consigue llegar a expresiones mas o menos simples para
las soluciones u,Vv,w.

Por causa de su generalidad,.la resolucion de las g
cuaciones (3.18), (3.19) presenta cierta complejidad.

El método de solucidn consiste en asumir que la: cag
cara vibra en un modo natural, con una frecuencia circular na
tural W .

Se asumen expresiones analiticas para las componen
tes del desplzzamiento tal gue sean directamente proporecicna-
les a

funciones arménicas simples de wft
funciones seno o coseno de miultiplos de €

funciones exponenciales de X.
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A continuacidén estas componentes del desplazamiento
deben satisfacer a las (3.18), (3.19).

ﬂs'o nsf i ﬂ.—-z n=5

Canﬁg uracion circunferencial

——— ———
- - e -
""‘--—__._-n-"“'* - e [
) S N — S I S
--'____.._-.....,_____‘-‘- - - ’_...._“/—_\”_...“
- - - "~
o L p— ™
M= ! M= 2 m=3

Confi igurac fon nodal
pard n«3, me4

Nodo circunferencial
Nods axial

F::?. 4.1

La frecuencia natural de vibracién de una cascara
cilindrica corresponde a la configuracidn nodal, Fig. 4.1, es
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decir, al numero de ondas circunferenciales n, y =2l numero
de semiondas axiales m.

L.2. Soluciones generales

Se puede asumir, para el caso de cascaras cilindri
cas de longitud finita, con diferentes posibles condicionesde
borde en los extremos y vibrando arménicamente, que las solu
ciones generales de las ecuaciones (3.18), (3.19) son:

oo /o _
u(x,0,t) =(Z Ken Org T s n@)etwt
=0 ref
o 10 o
' . 25
a %(&9,&) =<Z Z Kirn Bf‘n Bﬂmx/a cos N 9) €
M=0 Ix{ _
ot x/3 o b
VCX’B, t) =<Z ZK)’;-H Brﬂ cﬂ‘rn sen ﬂe) e-b
N PFav
. o0 fo ; .
. o awf.'
a %/(X, 9,'6) =(Z Z K!.:'J'f'l Brne e x/& sen I'l9> e
N=0 r-f
50 {0 . ¢
w(x, 6,t) = < Z Brn Cﬁrnx/a cos ng) e’ (44 )
e r-f

Como nos limitaremos al caso de condiciones de bor
de homogéneas, recaeremos en un problema de auto-valores.Sien
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do asi, a cada valor de n correspondera una serie de auto-
-valores y podemos tratar el problema para un valor genérico
de n, con lo cual se tiene:

{
o =(i‘» ‘., B e«,x/a ) o< 18 ce'wf'_
=

a% =(f K Br qux/a) cos 16 65{”6—
r=4 _

/ | :
vV o= (.-Z: kr Br eag,x/a) sen n@ e"wé
g X/a .:c;t
w =(Z B, e«rx/& ) cos nf eéwt (4.2)

Si se designa con o el valor genérico de una raiz
cualquiera, y si1 se pone

n "
K-rBr=Uo; K‘p8r="£’;: BFK’I":%J Kr a"—"’q]’:.n
1+

Br-—— Wo (4-2J)

para la misma raiz, se tienen las siguientes expresiones co
rrespondientes a las (L.2): ‘
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En las expresiones (4.1), (4.2), (4.3), nes un mu
mero entero que indica el numero de ondas circunferenciales,
ol es un conjunto de nimeros ligados a las ondas axiales ¥y
a las condiciones de borde, « es la frecuencia circular del
movimiento armdnico, Br' (r = 1,...,10} son coeficientes de in
tegracién, kKr son coeficientes de proporcionalidad y a es
el radio de la superficie media.

En las cineco ecuacicnes (3.18), (3.19) si se pone:

z 2,
_h_ . { _pa(f-\)?) 44)
T2t wt F (4

y ordenandc convenientemente los términos,se tiene:

R Ly A o

PG Jep i Ly v [ 510
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[(_;, .- _Zu 292 ”{832%;2 + lrzu ggz
- g k ﬁasz gfz](afg} +[6%ia9x,a€](a<,g)+
_!_[%1 ba g_;]w =0

9 I—v 29 )1~
O

+[-g+p)f+g—vk"gg Ju=0

[ﬁ i+v g 83]@;0) +[ 1=y 29 ﬁ,?
et oy £ o, it

29£2]<3¢J+[@9 R Z Ju = 0

[_qa?'_.]u +P—§£ ka ,_3._](353) +[(/+‘g)2+0-¢_}lzuﬂ_ vi
+[{39 +(H—ﬁ) 359 ]{a;&)_f. = ksrzg_ —

—(+p) Y & 92+(A{+ﬁ)+ % ’Jtz]w = ©o (45
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Las expresiones (4.3) son soluciones del sistema
(+.5), luego, deben satisfacerlo. Una vez introducidas 1las

(¥.3) en las (4.5), y después de realizar sustituciones opor
tunas, se llega a:

( st S sfats

I"") cx}V _}_[dmjw = 0O

s i s o s
FBL T+ (Bl n ]y iz Ex W = 0

[f__;_',‘_’ om]uo + [:.’_'é'}.’. a(2+ (H—,B)nz_;. (I+[3).f;_‘; k_

~ L [y L prh- PP
+E_ (1+R) Q_“l'_g—_‘?)g nj Wo =

[Bisd cnfifn 4 [B12 2= (e E
H-pLr Crprt (rp YR —ﬂfj—f]%# [P+
+(1+B) 53 E‘;JM, =
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<9 & 21 (1-V)K J
[—v"d}U,.{_[_é._ ko(]‘l/’{; +[_(I+ﬁ)__QLLn V, +
= k"] [_f:sk’qz
+[Bn+(f+f3)2 U Sk
2
=V &'l YW - 0 4.6

FOR)SY A (1+P) Qﬁj 0 (46

ias (%.6) consfituyen un sistema de cincoecuacionses
lineales homogéneas que para que tengan otra solucion que no
sea la trivial es necesario que el determinante de quinto or

" den formado con l6s coeflcientes sea igual a cero.

Si previémente hacemos:

2 Z .
.= @7)

Wz

Se da el nombre de factor de frecuencia a..fz, ya
que solo basta multiplicar éste por af-; E/(Fa’(,'_oz)) para ob
tener la frecuencia circular w .

El determinante mencionado, con una notacidn compag
ta, sera (%.8)., Donde los elementos Ay estan dados porlas
siguientes expresiones:

2
Ay = dz_(l-F/g)i-Ejﬂz-f—Q
Az = Az = ﬁfxz.;- (31%_?,12

A :=1431 ==-%§P net



Ay An An 0 Ais

Az Az 0 Azy Aas |
Ay 6 Az Aw M| =0 (48)
0 Ayz  Am Aye  Aus

As) Asz As Ass  Asy

Ag= A5t = —vax

2 2 ol 2
pea - Bt p 22K | B0
Aqu qu: ﬁ_!_z‘t_‘.?na(
Ars = Asp = =7 b

7
n 4

A= — I_;.."ofz_;_ Cl+@)nz+ (}+ﬁ){:é_\7§_ _
Ay = Ays =—ﬁ£:‘z_1’ azz__ﬁ nz_(i+ﬁ)_!§_v Y

Ass = Asz = —(1+P® 242(f—9)k"n

Ay = —f3 %‘-3’ oZ @nz.;_o'-l}%.)%f '3 _{Q_QZ
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Ays = Asy =/3n + (H-ﬁ)’_;_‘? k n
! ) 2
Ass = —i%i’ kmz-,l-[”ﬁ)%_-"ﬁ n? 4 (+8) - L)

A;q: Az = A3z Ay =0

En los elementos del determinante (4.8) aparecenlos
coeficientes numéricos X', k", V, que pueden ser fijadosdeg
de ahora facilitando asi el manejo: algebraico.

Al coeficiente de Poisson, V¥, se dara un valor de
0.3, walor adoptado por la mayoria de los autores sobre este
asunto, ¥y sera siempre el mismo a lo largo del presente traba
Jo. Los coeficientes k' y k" son los coeficientes de cizalla
miento* en las direcciones axial y tangenclal respectivamente
¥y sus valores numéricos pueden ser asumidos, con suficiente g
proximacidn, de acuerdo con MIRSKY y HEBRMANNS, Apéndice B, en

J JJM zru
I-o3 (oE2xteose (69

Con los valores numéricos (4.9) los coeficientesque
aparecen en los elementos del determinante (4.8) pasan a:

Ay = oF 0351+ p) + 2°

*S. TIMOSHENKO - Yibrations Problems in Engineering, p.330.




Aiz = Agy = B + 0.35n"

Arg=Asi = 0.65 n o

Aaz = (3 x®= 0.35 @n*-0.287 1 B(2*
As=As = —0.3

Azg = Ayz = 065 Bt n

Azs - Asz = 0.287 «

Asz= ~035 o2 + (1+B) (0. 287+ i*) - LT
Ase = Ayz = ~0.35 BoRr?_0.281(1+3)
Ass = Asz=  L287(1+p)n

Agg = ~0.35 B? 4 B+ a-237(1+/3)—{3_0_2
Asg = —0. 287 &= +O+ﬁ)(f+ o. Zlﬂ A=Y — _Qz
Ros= Asg= Bn+ 0 Z8(1+R) n

’4f4=' Ay, = ’423 =HAsz = 0
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El determinante (4.8) es simétrice respecto de 1la
diagonal Aii (L =1,2,...,5). Los elementos Aij del mismo
dependen de f3, n, o, {l y v. 8i se desarrollase el determi
nante (%.8) efectuando todas las operaciones indicadas entre
sus elementos, poniendo en evidencia el factor 12? se obten
dria una ecuacidén algebraica de quinto grado en 12?. Esto in
dica que existen cinco valores del factor de frecuencia.fZ, y
consecuentemente de la frecuencia circular @ que satisfacen
a la ecuacidén, estando determinadas todas las demis variables,

configuraeion nodal y condiciones de borde.

Ordenados estos valores Wy (s = 1,2...9) en senti
do creciente, ellos son las frecuencias naturales asociadas a
otros tantos modos naturales de vibracidn. Para el valor mas
bajo de éstos, la componente radial del desplazamiento alcan
za su mayor amplitud3, Para este Ultimo, que es el de mayor
valor préctico, haremos las congideraciones gue siguen.

Si se desarrolla el determinante (4.8) de la forma
indjicada anteriormente, mas poniendo en evidencia esta vez el
factor cxz, v ordenando segin sus potencias decrecientesresul
ta la ecuacion:

2
Ha O(fo—}. 4, O<3+ S CXG..[.. a3 0<4+ dq X +35" = (4!0)

Cuyos coeficienties tienen la forma:

aé?_a;z(h/a,é,fi,ﬁ'.n.w) k=of,..5 (4.11)

Las expresiones analiticas de los coeficientes 8y
son considerablemente extensas y constan en el Apéndice C. Ha
ciendo la sustitucidn o* = oc? en la ecuacion (4.10) resulta



evidente que se trata de una ecuacidn algebraica completa de
quinto grado:

(4.12)

5 4 »3 2
39 dn +a| °€$+ta=€ +330<‘ +a4 D(’_‘-as.—_' O

Los coeficientes de (4%.10) ¢ (4%.12) son todos
Por tratarse de una ecuacidn algebraica de quinto grado

rea
les.
tendrd cince raices ofr {r = 1,2...5).
garé a la diez raices de la (%.10) por medio de:

Con la condicidn de que sea 3, >0, 3, < 0,3, >0,
3, <0, 8770y 3¢ >0, 1la (%.12) tiene dos raices reales po
sitivas, una real negativa, y dos complejas conjugadas (Apen
dice D).

Posteriormente, se 1le

(4.13)

Sea

+*

X,

una rais real y positiva
otra raiz real y positiva

la raiz real y negativa

cx?'} las dos raices complejas conjugadas
5

Teniendo en cuenta (4.13) las raices de (4.10) se-
ran:

“+ex,

| se desdobla en {
. — &

+ Xz

o, se desdpbla en {
-— Xz

+ i,
— Ny

2

se desdobla en [ (414)
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+(p t+19)

-(p+ig)

+(p—+9) ‘
~(p—-iq (4.14)

oc: se desdobla en {
s se desdobla en {

donde ©q, o My P ¥ q SOn cantidades reales y positivas.
En las (4.2) se designaras:

10

UL’"‘) = Z kr Br emrx/a

M ]

o
ol X /2

,1’{\(&:) = Z K-Ir BF =&

=]

Voo = ) b B exr*/2

1o

o= B

10

W(x) =Z B e */? (4.15)

=/

Para la Ultima de’las (4.1%) se tiene, sustituyende
las raices o por sus valores (W.1h): '

x /2

—biy x {2

WCX) = 5; e?"x/a-f- 8, e_ﬂ'xfa + 83 6“2 + qu +
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+ Bs e hx/a + B¢ et hxle + By e(,o-:-i?)xl/a —+
4 By @PHDY BoGipxia 4 B PR (44g)

Sustituyenhdo las constantes Br por otras Cr de
manera tal que las funciones trascendentes de x sean mas sipm
ples:

Wﬁx) = C, cosh ? +Cz senh 3‘&;’5 -+ C3 Cash"’._{_aL* +
+C4Scnﬁ3§_f + Cgms%_’i + Ce Scn.?-;_x +
px/2 - px/a
+4-< (C‘? Qgsjg +C8 Scnj;) +€.P (Cgéos-%i-}-
x
+Ce Scnﬂa——) (4 i7)

Dende log valores de las constantes Cr dependen de
las condicicnes de borde en los extremos x = 0, X =1 de
la cascara.

Las expresiones correspondientes a las (L4.16),(4.17)

para U(x), 20F Vo) s 1}3-(;:) pueden obtenerse observando que
sus coeficientes son proporcionales a 1los correspondientes en
W(x), con factores de proporcionalidad K, k'r, k', "
(r = 1,2,...,10) respectivamente. Lo gue por otra parteresul
ta evidente observando las ecuaciones (4.6) y teniendo presepn
te las (4.2'), por ser las primeras lineales en ([, "1[/‘ , V%,
q#; . Wl , v ademds homogéneas. e

Precisamente las ecuaciones (&.6) permiten determi
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nar los valores numéricos de los mencionados factores de pro
porcionalidad, por medic del siguiente artificio.

En las (&.6) recordando que sus coeficientes sonlos
elementos Aij del determinente (4.8), se tiene para cada
raiz O(r:

) 1o0h) o) et -

(U] B ) A ) +Aa:f(3§)._. _..f

A2s\W Azs \ W

fe) S ) ) -

Au () Bl B )y B i) 1 o

Aus Ais Aus

Las (k.18) constituyen un sistema de cuatro ecuacio
nes lineales con cuatro incognitas y permiten determinar Jlos
factores Kr, kr , k", khy (r = 1,2,...,5), si previamente
en los coeficientes Aij se introducen los valores de las rai
ces, Tabla I.

Una vez en posesidén de los factores de la Tabla I,
se pueden escribir las expresiones analiticas de UGf), 11[/(,0,
V(x), ‘Lg(,} correspondientes a las (L.16) y (4.17) va eseri-
tas para W(x). Veamos para U{z):



TABI A 1
f19Ra1z | 28 rarz | 33 RAIZ 43 RAIZ 53 RAIZ
F |- [k |- e |+ -0 | HCPFEP | —CP+E) | +(P=i9) | —(P-ig)
(%) |~k | kp (ke | iky | -tk3| ke iks | ~(Ke+iks)| Ke— iks | (kg —iks)
-
(}Lf) K |-k | Ky (ke | ik [—iky| kg ikl | (kb piks)| ek | (ke —ikE)
W /r
( -L:\;,-—) ey | wh | ok | W k' | K Ky +iily | Wik | Kl —liek Ky —LKE
-
(%E)r R R I A A O B B R B AR R e L L A e

26
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U(x)= K, B'e“.k/a ki Bze«.x;’ KaB “zX/a_

— K2 84 <z %/2 4- K3 BS et‘.'qax/a LKz Bee tq3K/a+
Flarins) By STTP e sing)Bpe FHPTE L
C?—La)xfa

+(%4 .-—LK_:,') Bq A ‘x/a (lq iKs) Bro&

Upd = x,Ce mshﬁai 4+ %G scnh%es 4+ %Gy co‘ha:_;‘_): N
+k2Gs Sc"f'f‘gf + Ksccwsj';—x ~ k3 Cs scn%—x +
er/a[chiC? + Kscs) 503%5 + (cha - “sCyj sen %:J.{_
L&t a[( kqCq _{-k-_,-C;o) cosi_ .{.( kg Clo —
~ Ks Cq) Scnf,fa_"_] (4.20)

Procediendo en forma analogs con las restantes ex
presiones, se tiene:

'llf‘(x) K.,Cz c.osl\?ﬂ_. + k', C, Scﬂh _[_ x2(Ca cosA

: X x
4 x: Casenh 22X 4 k5C c.as%- — k3 Cs scnﬁ%‘.;.



S,

+ chla [(k_':q C—,r +.K'5 Ca) cos jéi N CACE C-;) sen 35— +

+ C‘_?J-cfn’f[(_ ke Cq + ic',,-C,o) ms-%f +(—KaCo - k’s-Cq}SCn ?;] (2.2)

Vi) = €1 mséz._fi + K4 G senhZix 4 iy G cosh =ax
+ K"ch Sc'.mll 5:%5 + K,';Cg,- c«.v.s—'?-éic + Kolgccs'c.n 11;—: +
< Px;@ [(l(’i! C-} + E’;Cg) Conaf -{—-(K’:; CB - K.’;-C';) SCt’.'Z:?]‘f‘

-m[(xq, Cr— et Clo) cos 12 +(y Gro + 5 Ca) sen i;]

’\‘/"(x)sk'”q aasﬁ LY g Sc.-.nb“"" + kY Cyeosh "_’:'g?;_" +

4 k5 Cy senh 22X °"2" +k§Cs a:s_?__ + K3 Ce sen .7_ +
PX."@[ e 0 X " W ji(
Le (If.4 7 K5 8) COS)% +(K1 Cg _Kgcafc‘:ﬂ 3 ]-f—

e P* /a [(Kl;{ Cq—tC ;o> wsg +(K2’Cro + K Cq) Scn%-:(]
(4.21)

Conviene aclarar que los parametros %, «', k', k",
.dependen no soleo de los valores de ™, sino también de h/a,

vs n vy f2.
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En este punto vemos que el probléma es completamen
te determinado una vez que se consigue determinar el factorde
frecuencia 12, ¥ las constantes C, que aparecen en las ecua
ciones (4.17). (4.20), (%.21). Para éilo sera necesariosatis
facer las condiciones de borde, las cuales seran estudiadas a
continuacion.

k.3. Condiciones de borde

Las condiciones de borde resultan de la forma  de
vinculacidn en sus extremos x ==0,"x = L. Dos formasdiferen
tes de vinculacion seran analizados en el presente trabsjo:

1. Ambos extremos perfectamente empotrados

2. Ambos extremos simplemente apoyados

Los extremos de la ciascara estan materializados por
las circunferencias de radio a, resultantes de seccioner la
superficie media de la misma con dos planos perpendiculares a
su eje ¥ correspondientés a las abscisas x = 0, x = L. Cada
elemente infinitamente pequeho localizado sobre uns cuvalquie-
ra de esas circunferencias posee, como ya se vic en el Capitg
lo III, cince movinmientos posibles: tres traslaciones segun
las direcciones x, 8,z y dos rotaciones segun los planos X,z
y ©,2. Estos c¢inco movimientos corresponden a otros tantos
grados de libertad.

A cada restriceidn que se imponga a estos movimien-
tos corresponderd una anmulacion de la expresién analitica que
los representa., Por otra parte, a cada posible libertad demo
vimiento correspondersd una anulacidn de la expresidén de la so
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licitacion que por causa de una vinculacion se transmitiria.
Asi se tiene:

1. Ambos exiremos perfectamente empotrados

-

= =—
4 =}
e

e

$* - — — ————e e — -

N

SN

=

U= O

$€,= o

Xﬁo Vao X§L

= 0
[ o
W =

c

)
Qa O O o0

< ¥& ¢
!

E o
"

2. Ambos extremos simplemente apoyados

|

- X

| i
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NX=0 (Nxar-o
Mx-—"o MK:O
Xﬂo V"’o x__-;L < V=0
(}Q=O %,O
w=0 w=0

Puede observarse gue de la aplicacion de las condi
cicnes de borde resultaran diez ecuaciones lineales (cinco ra
ra cada extremo) en las diez constantes C, que aparecen en
las expresiones de u,(3 Sé)’ v,@%ﬁ), w. Las diez ecuaciones
son suficientes para determinar las diez constantes, lo cual
rinde €l problema determinado.

Por tratarse de ecuaciones homogéneas, paraque exig
ta otra solucidn que no sea la trivial es necesario gue el dg
terminante D de décimo orden formado con los coeficientes sea
igual a cero. '

Ahora blen, estos coeficientes dependen de 1las can
tidades oy oz Ny P Y 95 ¥ también de la relacion L/a,
asi como de h/a, v, n, ¥ (2.

De agqui resulta el artificio que permite la evalua
¢idn numérica del factor de frecuencia Il.por medio de un pro
ceso de aproximaciones sucesivas (trizl and error procedure ) -
En efecto, partiendo de una cascara dada {(h/a, v, conceidos )
y fijande el numero de ondas circunferenciales {n, Cénocido)
se da un valor arbitrario a {1 para,a continuaeion, * pasando
por la ecuacion (4.12) obtemer las raices o y por el siste

ma (%.18) obtener los coeficientes x,, K,, k., %, los que jun

. to con L/a y las condiciones de borde producen el determinan

te D.
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S5i el vealor el valor de.fz escogido fue el correcto,
el determinante al ser evaluado debe ser nulo. Si no :se anu
la, el proceso se repite con otro 10 ajustado convenientemen-
te, tantas veces como gea necesario hasta conseguir que D cam
bie de signo. El proceso continua hasta obtener {1 conel gra
do de exactitud que se desea.

Una vez conseguido el wvaloer de.fl.y consecuentemen-
te, que el determinante D sea igual o muay proximo a cero, se
esta en condiciones de determinar las diez constantes Cr por
medio de las diez ecuaciones homogeneas ya mencionadas.

Llegados a este punto, conviene hacer uso del si
guiente artificio que permite reducir a cinco el orden del de
terminente D.

Si las condiciones de borde son idénticas en ambos
extremos, y si se trasiada el origen de coordenadas x a la
seccion del centro de la cascata, es decir a la distancia L/2
de ambos extremos; las vibraciones, en relacidn a su configu

racion axial, pueden ser separadas en modos simétricos ¥ mo
dos antisimétrices S.
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a) Modos simétricos

Para que en la expresién de W(x), (4.17), desapz
rezcan las funciones impares y queden allil solamente fimciones
pares, es necesario que:

C2=C4=CC=0)‘ C?:Cq; C8-"~"'Cio

Si 207 =D, ¥y 20g =D, se tiene que las expre

:izr.les de U(), -%{{x), V() y -%’(x), para los modos simeétricos

U(") = G senh “é'_r" + %:C;5 senh “g" — k3 Cs scn%: +

+(K4D, + ks Dz) scnflfa’-‘ Gasfgi +(xq D;-ksD;)wsilJ-gfscnfE

i X
'\;/(x) = K C, Scnhfé_.x + lcigcj senh "_‘52.3.‘ "'KBC.S' Sen.'];_. +
X .

x ; f X
+- Gcf4 D, +xs Dz) senf %— c.osg + 0;4 D, - n,l),) wsﬁ% sgn%’f

4D, D) cosh B cosT (D, g D) senh £ sen

b3 ) x
'%(x) = kG, wsﬁfé—* + k7 Cswsﬁ“‘;x + %3 Cs Cogj;_ +
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(K."” D + «¥ Dz) mshﬂ. ws?— (k.'“ h — Keg D]sgnh i senf

W(x) = C cosf'l"'%.’f +C3coshi'_‘§-f+ Cs c:osy%'x_ +

+ D c:osf'l f ::as?__ + D, sc.nh scni_ C4J-212.2;_

b) Modos antisimetricos

Para que aqui desaparezcan las funciones pares N
meden solo impares es necesario que:

C=C=Cs=0; Ci=-Cq ; Ce = Coo

§i 2C; =D, vy 2Cg = By (Conviene sefialar que a
qui C? Yy 08 no son los mismos que aquéllos de los modos si

métricos), se tiene:

U(x) =1, C2 Cash,%_ k2 (4 wsﬁ.":?_z’f + ka(g caszz—x +

.}—(14493 + KsDa) cosf':f; apsgf _’_(M,Dq —

—Kg D_;) seah P~ = Sen 3;
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‘\#{‘(x} e oosﬁ HE kb Co cosh mzx + K5 Ce ws% +

+(k,4 3 K.qu) oosh msjf + (x4 Dy —

—xsDs) senh %‘ cen Zj

V(x) = K| Cé scnh._._- + x5 C!,isc.nh_ + K} Ce scn&’m +
4 (5 D5 n,D,;) scnh._. wsj_ +(x% Dy —

—xi D3) cosh E;: sen g

’%‘(x) = K Cz senh “?'." + ki Gy scnh%ﬁ 4 Ce scnjz_x ¥
(43D, 4 2 0) senh B cos T2 (7 Dy —

— Ky D3) cosh g sen j;

W[x) = z scnh = +C4 Scnh + Cgsc.n_’L_ +

+ Dy sc:nl’l}; r_o_sg + Dy Cosdllg Ssng (4.23)
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Finalrﬁente, para obtener las expresiones completas
de u,(a%r), v, (a%\), w para los modos simétricos y antisimé-
tricos deben multiplicarse aguellas escritas mas arriba por
sen nB & cos nB segln los casos y por % en todos los ca
808,

4,3.,1. Cascara perfectamente empotrada en ambos extremos

Como ya se vid anteriormente las ecuaciones we re
sultan de la aplicacion-de estas condiciones de borde son:

u(lre,8.t) _ o
L r,t) =0
v(Lriz,6,t) =0
/2., t) =0
w(lfz,6,t) =0

en los extremos x = -L/2, x = /2

a) Modos simétricos

(u, senh fzﬂ.é.') Cr + Gz senh Zz‘:—) Cy — (x3 sen .,225.'51.') Cs +

(kq Scnf’rzf wsj_f.'__kswshd—scnﬁ' D, +
2z 2a 23 23

L L
‘(Ks'fcnﬁ% ijﬁ'a + K4w$h-%$an.7.zé) Dy - 0
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! L 1 L
(x, senh 1215.) o +(u2 SGnhgia_z_‘)Cg_(k’a scn.?z-?’;) G+
L L, L L
-l-('*’-'4 SCﬂb% WSZE — kg mSA-g—a- sen%> D+

t oL L L
-[-(nc’s gcnh-% ws%-}-kawsﬁ% sen%)Dz = 0

(K‘}cosh;.‘_'a’:)cf +(« wsﬁ"‘a )Cg,-— 3ms:_._-)C +
pL L
(K cogh g wsjz_é _Ic;-senﬁ%g._enz_a_) D,..L

L L L
.‘_(n'.} ws‘?% cos% + K Scnh;—a san;)Dz = 0

(K.'f cosh"_‘f_[I)C, +(&<'2" s h :‘i'_!:) G +(k';' wsjﬁ) Cs +
.I.(x"' coshf__ cos i— K" Scnh &L sen i——) D +

L, gt
4( K5 cosh P 22 wsi— + kg scnﬁ% %n%)92=0

(wsh"" )C,+(¢osh°*z )C +(wsl_) Cs +

L
+(c.os;|% oS Z—;)D; -}—(Scn;l% scnj{;)'Dz -0 f(24)
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El determinante D formado ¢on los coeficientes (a

lemento de la fila i, columna j {1 = 1,...4,53 J = Lyeeay9)s

T
T
D= 1|5

T

%

I
T2z
T
[

Tsy

Ts Tu Ts
Tz T Tis
L T Tis
s T Tos
Tss  Tsy Tss

8i D = 0, entonces el factor {1 dado a 1a entra
da del determinante (4.8) corresponde exactamente a lafrecuen
cia natural de la cascara gue se esta analizando, ¥y la resoluy
cion del sistema (4.24) permite determinar las constantes Cl,
03, 05’ Dl’ D2 correspondientes.

b) Mecdos antisimétricos

G:f cosh .;_’;L.) Cz ;(kz cosh %15-) Cq -+ (tcs ws$ %—) Ce +

L L L L
+'("'4 ‘051’%“‘5% —-Kgﬁcnh% Scnizv;)ﬂz, -+

L ql L
+ ugmsh.zﬁ; co.s.-g; + qucnﬂ.g_f?: scn%‘;> Dy =0
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(.z', cosh _‘?‘z_ra_é) Co +( iy cosh Z‘:L) (4 -f-(k;', oS %’;L) Ce +
+‘(u'¢ wsh%é- wSZ—j— - k.’;se-n“;—i- Scn.zié) D; +

L L
+ K‘scosfrgé cos% + &Zsenﬁggscn%) D4 =

)C4 -.{—(Kascn ——L) CG+

| L L L
..].(Jc',', senh %3 cos 2-5 — K C-oSh% sen -Z—a D3+

(n’} gen};:’__;)cz +( senh 2

’ L L . L L _
-{—(ﬁs Smﬁ% w.sz.; 4 K3 tos‘fl% scnz—;) Dy =

!
(k"; genh =Y
2

L L
e ) Cz + (k.g senh "2‘1:)C4 +G:’g sen gg;) CG +
.}-(u"'; scm‘nﬁé w.siL— - "'wshfﬁ Scnié) Dy 1

" n " -D —
_l__(k. s.::n‘: c.osj—— +K4mgﬁ% Seni_) g = O

(.t;e.nﬁ ‘f_‘_é) G ,{_(Egnﬁc'g) C¢ +(s¢’n %) Ce +
(senhﬂg wsi-) D, +(ws!r.g§ scn-Z-g) Dy =0 4. Zs)

En este caso, de la misma forma que para los modos
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simétricos, debe ser D = 0, ¥y las constantes Cos Cys Cgs Dy
Dk se obtienen resolviendo el sistema de las cinco ecuacio-
nes homogéneas.,

%.3.2. (Cascara simplemente apoyada en ambos extremos

En este caso las ecuaciones son un poco més compli
cadas que las anteriores, esto deriva de la existencia de dos
condiciones de borde naturales (N, = 0; M, = O) entre las cin
co ecuaciones, a diferencia del casc de extremos empotrados
donde las cinco condiciones etran geométricas.

[ Nx(sz’g,f) = 0
MX(L/Q;H: t) = 0
en los extremos x = -L/2, x =172 | v (L/Q'Q) L') =0

w(Lfp,8,E) =0

Se tiene, de la seccion 3.9. (Capitulo III):

M- [ 82+ 2 (5 - )*ﬁ ]
Mx=__._&lc‘i._.[/ Qu ++ @) z 99 5{;)]

La primera y la segunda condicidén de borde equiva



67.

len (para x = : L/2), respectivamente, a:

Qu+ (ge )+PQ‘@ %)= o

u | @ 29 -
%+ Q—;@E@-l“; ’3_9(3%) —~ 0

a) Modos simétricos (Apéndice E)

[("l“: + K'rﬁa{j + wlon Q) cos}l %:—;—-‘JCI +[("z %z 4

+¥ Potz + K3on —0) wsh‘;‘fj G 1’[(—“3’]3“‘ ks pa, +
igon ) LT 4ffpseg rebbp i
+ k% 9n —9) cosh ];_5 wsfl_ (x4 - *sp s fq —
-K’sﬁp—ﬂ'éﬂn)senh% Scmﬂ_]D; 1—[(@/’+K¢7+
+ K5 PP+ Ky Bq 4 K 9n) cosh % cos iz—aL + ks 9+~

, L L
~ ks 9 4+ K fgf +K'j,0n_0)scnh% Se”%;] D, = 0

[(k, &, L K;o{I + ;l’" an) wsh .i"z.l.é-‘-] C, + [(k,_c(z+ 'Uedq_ ¥
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o+ K2 vn ) cos b ?’aL] Cs "]'[(""3 T~ %30, + “'f{on).

in, L
.wSF%JC} +[(’<4[3 -ksq + K'qr_.k"s? .f_k!,f'»)n).
'msh% @sj{é +(~k4ej—ksf>-k’¢;1— K'g}:_x'gx?n).
L gen 35 p ok
.Sc.n/)% GCG'_Z;JDI +[€<5—F+k4c1.|—n5}: ._}.K,.,T-f-
L
+ K% oﬂ) C,os:b_% wsz_g_ +G‘“57 +k4F._)<’5cj+_

+J<’¢,,n+x;’,“cn) scnh% sc,ngé'j-Dz = 0

(K'} oS h %‘EL)C, + G:"!! cosh Zzi)cs +(u'_£, c.os?;_.;_)Cs.}—
L L
..|.(|<:, wsﬁ% c.os.z_é — K% cenh ,;Lj sen Z-;) Dy o+

L L 1
—}-—(x!;_ CoSFIéLQ- coszg + Ky scnﬂg_é scnz_i'_ Dz =

(x"‘,’ cosh “._2".'_5-') G ..[-(k’;' cosh ZZQL) Cy +(k';’ co$ %EL-) Cs +

[ L L
_|-(K"' wsﬁfé cosgg — kg senh% sen Z—a) D, +

4 23

/] n L L
+(i<.r5 wsé% ccas-,?z—é + K3 scnh% s:ngg)Dz = 0

a



69.

(cosh 2 ) C 4 (wsh2l) Gy (s oY €+

2a
. L L L
.|.(casﬁ ,Eé cos % ) D, -{—(Scnh % sen %5) Dp= 0O (426)

Z3

b) Modos antisimétricos (Apéndice E)

(G 0 Bty 4 om 9) senhE]Cr [(eoe +
ket foce + x89m ) Scﬂﬁg—‘:ﬂ Ce +[(-'<a:73-~='3ﬁ'}g+
+ k390 —0) sen %—]Cc +[(f<4f - ks 9+ "’4@)’-"’5[57'}'
.;}_lc[;on—w))se.nh% wsz_i_‘ +(Hag ks p Ky Bg
s Bppon) wosh PE sen I T, N ——

t ! # L
+k‘5{3f+"‘fﬁ‘l+ k;ﬂn) Scn{'l.zfé' c.os.;i'_; -f—(—-l(s-?-f-

L
+ 4P —K’;@j +:c2,/3F+K’5, VA _0) wsh% sm%][)‘?: 0

l'l [ IL !
[(u, o 4 Ry %y k,'wn) Scnh g—g-_] Cz +[(k.z Xy |- Ky X7 4

i > L
+¥5 \)n) senh _5.25.] Cy +[E__K3r]3._ iy 73 4 & Jn)scn Qg]c; +
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-|-[(k4 _xs-c?.,. Ky p —¥'s 59+ k'“u'rn) Scn['! cosz._.g_
+(- g,‘q_xs.r;_gjq? ""J'-"f’“‘"m"”) cosh E- Scn?__JI%.;.

[
-}{(zgr + K4c7 + Kg-,a + chj + K2 Jn) senh E_ cosj_ +

23

+ (kg *ap —¥sq + ¥hp + K40 cosh 25
- _ 0
. S¢ Z;_—]D4

" (-4 Y ) ?.L , 3
(6 senh E‘aé) Co 4 (i senh 27) Cp -G sen i ) Cor
4 (& senh %é cosZ;L — K MSL% s.::nzé

L " L L
+(K"s SCn[‘f};_.ﬁ ws?z_; + Ky c.as/)% Scn_ZE)D;; = O

A
(rc",’ senh ?j‘) C; .[_(g'{ senh “le) Cy + (k¥ sen %— ) Ce +
y [ L, L L

L L L [
+(ky cenh L ws% + y cosh £ scnz—;)D; = 0

(gcm‘l "%) C, —]-(scnh%LJ Cy +(scn ijZL) Ce +
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(senh Pt s
a
zg)Dg,-}-@:SAZLL scn?i') -
a Z23 D" =0
(4.27)
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CAPITULOC V

CONCLUSICNES '

8i se comparan las soluciones analiticas obtenidas
en el presente trabajo con aquéllas obtenidas por otros auto
res se pueden hacer interesantes observaciones.

Con relacidn a los trabajos que dejan de lado el g
fecto de las deformaciones por esfuerzos cortantes y la iner
cia de rotacion se observa que las soluciones a investigar son
cinco en lugar de tres. Esto se debe a la presencia de dosva
riables a mas, (74; v % , Qque no pueden ser representadaspor
las derivadas primeras de w con relacion a x v & 8, como se
hace en los trabajos mencionados.

Por otro lado son cinco las ecuaciones diferencia -
les del movimientce disponibles para determinar las soluciones
¥ las cinco frecuencias naturaies.
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Este es un hecho gue era de'esperarse. Ciertamente,
a un aumento de los efectos a considerar corresponde un aumen
to del nimero y complicacion de las ecuaciones que gobiernan
el fenomeno.

Como el determinante (4.8) ¥ la ecuacidn que de el
deriva son de quinto grado en cuz, existen cinco frecuencias
naturales que corresponden a caracteristicas fisicas y geomg
tricas dadas de la céscara, a un n preestablecido, y que sa
tisfacen a las condiclones de borde.

Con relacion a las raices de la ecuacidn (4.10), e

1las presentan dos raices a mas gue en los andlisis mds sim
les: son diez en lugar de ocho. Las raices suplementariasson
reales, con el mismo valor absoluto, signos opuestos, y con un
orden de magnitud apreciablemente mayor en relacion a las res

tantes.
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APENDICE A

DETERMINACION DE LOS ESFUERZOS Y MOMENTOS ACTUANTES
EN FUNCICN DE LOS DESPLAZAMIENTOS Y ROTACICNES

En las integraciones indicadas por las (3.10),(3.11)
se hara la siguiente simplificacidén. En el desarrollo en se
rie de la funcidn trascendente,

I+x QAN LI
hitr . 2 1248 +5 40

que aparecera en & proceso de integracidn bajo Ya forma:

n f+-h/éa A (' + B h + )
t—bhlza ,'232 8039
solo se considerard hasta el término h%/12a° despreciando

L
h /BOa} y los 51gu1entes , de tal manera que sera:

-

* ) . p

En efecto, h.L"/BOah carece de significacion numerica delan
te de 1ls unidad. Para el caso de una cdscara con h/a = 0.10
caso limite de la validez de la teoria de las ciscaras delga
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h/.
4 f!—:h/:: ﬁ( !29-’-)

Antes de comenzar c¢on las Integraciones propiamente
dichas conviene obgervar gue:;

-I-"/Z +ﬁ/z
J { C{Z = A { z. JZ -
-hfz -h/Z
+hfe +h/s
f zzc/z - 7é_3 f 2 Jz = 0
A ~hy |
+hfz
[ (a-z)dz = Py
| hiz
+h/2 A:?
[ 2(3—-2) z=-
Y
+h/z 3
[ 226’5-—2) JZ == ..%Zé
-hfz

das (a los efectos practicos h/a serd simpre menor), se tie
ne:

n2/12a2 = 0.000833; n*/80a" = 0.00000125
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hiz iz
r+hk!
(a-2Pdz = a%h +3a
J-bf
r+hiz
Elfz'ch = é}*+‘2§§3
Johfy T

| —G—hfz - 2
{ 32-2, C{Z = /Zha?_
k2 7

+hf2 JE
y 55 d= - 723
_hfz =

La integracidn de las tensiones a lo largo del espe
sor h da:

+ bz thiz
Nx:-.f G;Ca_z Jz - j __._E-_-(Ex-f-\;e&)é_——z C{Z =
a [—v? g
-hfp _hfz

+h/z
U)_;-Q(g-z'ag 30 z%&qj
_hie
“ a_—_g&z______:‘_—’_[’au 1R 3%  ypdy _
) it o tam gt
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bR G 5]

+hfz +h/2
N&.—_-J O_éc{z;-[ £ (Es.f—\?f:};)ofz:
L hiz hie !V

+hiz
- E J [(_{_ v _z 9B w (2 -
’_,02 --hfz a-2 99 a Z 90 3"

sv)]orz:E Qv BY_ 28 2%

e 99 +fzj’ rz:-" g8

(_ 123) *";’2;'] ffz 3: 51%’__;1-;-

Z
IZAa a % T ”)_7

+h/2 | +hfz -
Nxa=j Tep 222 o(z,f G 320/2=.
~hf2 y ki

ht
+hiz N a 1 ?3__;_95” E"""o’z
’c?x P -

z(rw) a—z_ 99 a-z7
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= Th, K9G 142u]_ ER
z(m)[ ta® axsg'*a ;'9 2(1#) 9,, T
19, ) 2%
+3 3 Tis .
+h/z +h#z bt
Nﬂx:—-J Tox Clz=j GY dz ,-.-._é._- ' ng_.Z,asp
Ny | bt bx 201+9) ) g Px D
18 = 3ENVd, _ X i
+.9-z. 2 a-z gg) ‘= Z{H.q) ( ta ’99
9 { 9u ay _zgu 2 e ]
T 23% #j z(r+o) 290 T m( % )
+hiz +h/z
My - Gx%—z-ZJZ=J (Ex.;-\?Eg)az'zdz_
_hf2 wie'
+M
=__€.— *E w \{d-Z,
j ) (-Z % a3z 95 532-]? e
L ER (194 9%, 4 0f)
Z-o\a Y7 ta g
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+hiz -:-h/z +hiz
Mp:j Gz ZCJZ .:f (Eg..}-\’gx)z dz =_._E.-...f a‘iz &’
I_hls hiz 7-v / btz (L

z ?_f_b w) g(%g_z%;x&)]z Jz —

Tg-z 99 a-z

= ER v’@f_;._l.
12{1v) a g a*

+htz J +h/z )
e | Twa-z - 8-z -
ng j xe > z dz f G rx's = 2 dz

_hfz hfz

f%" 1 Bz BNa2. 4.

=Z(H~b‘) b, Ox ’Jx 3-z 36 a-z G4 g

_ £ v _19\‘; /Qg)
12(-v?) 2 3—9_; Q, *3 T

+hfz +h/2 +h/z
x = z CJ = z J = E ﬂ\f — Z?%’
My J Tox = d2 J: G Jox = °F Z0%) | wp\Ox O

h/z

o T ————— — | — — — p——

B2 %Y, R (! 9% iajgf)
a-z 3¢ a-z Jg 2(¢-#) 2 \d¢Jg Oy
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+h/z +h/z +hfz
Q&.; Z—Ez C{Z.= GY C/Z-—- £ éj—?l’_
i bz 2(1 +v) AR L

vz de = V" Eb 1w
#—%.FS-Z - % | é?(m—@ a 76 740—"'

_).5./.v+h f@w 5&_*_4')]
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APENDICE B

-

DETERMINACION DE LOS COEFICIENTES k! y k"

Los factores k' y k", llamados factores de corte,
son coeficlientes adimensionales. Para el caso de lasvigas-el
factor k depende unicamente de la forma de la seccidn transg

versal.

Para la determinacién de:los citados factoresse tra
tard aqui de extrapolar las hipdtesis y consideraciones que
norralmente se hacen para las vigas, al elemento infinitesimal
de cascara en las direcciones circunferencial y axial.

-

La seccidn transversal del elemento se muestra en

‘la Fig. B.l. La expresion que da el factor k en las vigas

8315:

""-\
]
e
o)
ﬁm.

1.
L



4/

Wl + -
Fr:?. B.. {

Donde:
A area de la secidn transversal
i radio de giro de la seccidn
S. momento estatico de la parte de la
seccidn para la cual Jzl| >zl
b, ancho de la seccién para 2z

En el presente caso se tiene:

A dx.h iz,_Is dx ® _ 4

k] —_—

A 2 dx. h /2

k), e

/ y +h/2dx,_ (-;12/4_22)0(2 ¢

E; ==a§-ﬁ;ﬁf_ 4 x 5

/47 -4z

L' &~ 0833

—

A

| 82.
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Direccidn axial

_ La seccién transversal se muestra en la figura B.2;
de alli se obtiene gue:

linea baricénlrica

X“ Fr"?. 8.2
A.adf.h
+hi2
al K
'[h f’g"z) (z+123) d6 = ( T Wda b
-hiz

t—_zr___Z: . (!2 :’445')‘16 Az _Ai(f’-/.‘g)
A adg b N !Ma 14




8L,

by
S = fza-z 2 ..E_ df dr = d6 82°-12(1- )&Zz-—
¢ ( )( +/23) 2-4—-[ /3

~2fz 4 3(1-58) a!f"]

| 2 Ve o
£ 1 [ std o e2f + cif_t?)z a5
K A¢ ) b 4a do. h 4% (1-BY° by (24)?

192 (1-p)az® [:44 (r-p)d - 32!;2]24 + 96 (-Rp)aly

_}_[tlh"__ 72 (;-ﬁ)zaz/;z]zz.. 12{1-B) 2 Mz Q[I-ﬁ)z :

3254} cfz
(@-2)d8
S1 es:
+hiz +hfz 4
z? dz = 0 ; 24 dz — o

._"l/z(g "2) _hfz g -z

+hf h/2
f 2% CJZ :_E ] ) z‘;_ cjz:_._'t‘f;’
T8 by, 972 %
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.entonges:

1 [zgs - 5923
C(t-BXL 320

Ko (-8 _ ., 4-28

115 1853 11518548

|~

La férmila obtenida da aproximadamente para B cual
quieras

k! — A 087

MIRSKY y HERRMANN5 usando un procedimiento diferen
te ("thikness-shear motions") determinaron k' y k" para el
caso de cascaras cilindricas circulares. La expresidm apro
ximada es la siguiente:

,<'=.EJ__":’/_‘;.2. =~ 0823

Por estar este wltimo valor numérico aproximadamen-
te de acuerdo con. k" por nosotros determinado, es precisa-
mente el valor del} factor de corte adoptado en el presente
trabajo.
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APENDICE €

DETERMINANTE Y ECUACION ALGEERATCA PARA
' LA DETERMINACION DE LOS o2,

El determinante (k.8) puede ser expresado por (C.1)
aislando los términos que contienen & en sus elementos, y po
niendo ¥= 0.3, k' = k" = 0.82, donde:

Si= —035(1+B8)n"+ o4

Se . 0353n°

Sy= 035B+_ 0287 4 aL2°
Sa - (1+p) (% 0287) - L1
Ss= - fBn?_0281(1+p)

Se= — 1287(1+B)n



0(2_]- g;

Bo?1Se

5!o°< .

- 03 o

6o<2+ Sz

Bty Ss

S”O!'

0.287

S]o <X,

- 035024 5

03503 %4 Sg

-03 e

.68




Sq- fan? + 0.287(1+ ) —pS1*
Sg - (128708 + 0.287)n

Sq = (1+A)(0287r? 4 1)_ [
Sip = 065 n

S , 0.65 fAn

P = 3Ss —0.35(BS, +S3)
R?=§4((g 5,+S3)_o.35§,§3'
Q,;_o.ssﬁiiq _035fR

Rz FS7— 0.35/4 _’92"

Qs- BSy 035 35S; S

P,= 03559 —-0.287Sa

P¢= !3(0' 200‘?'5'5 + 01225/35?)

P5 - — 0-'287 Sgg ~ 0 70 ﬁs.S' gq

R =R = B(gSa— 05715%,)

88,
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Fr- Rew 28S:Sq_ 02875,

Ry= Ry = 035(S74 BS4)
R4=0358Sq 4 0287S7

Rs= fASs ._o.zsﬂsz

Re- 0287Ss 4 0.35BSq

Q'] = ﬁ 54 — 0.3552.
Rs = ﬁJCSg - 0.35 53)

&=ﬁ$+%

Ahora se pueden escribir los coeficientes ay, {k=0,
1,24+4.,5) de las ecuaciones (4,10} y (L.12) con las expresio
neg anteriores, expandiendo el determinante (C.1l) y ordenando
log términos por potencias decrecientes de o :

80~ —0.0351576 f3° 007032 3° _ 0.351c (3¢

a = -0287Q, _ 0 {0045 s,?_p(a +0.010099Z)
_ 01225 BR{- B) - 00220293 B2, (0122559 4

4+ 003557555 . 0.28]K3 — 0.l0045 SZ_o 200‘?3,55',,)4.
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100321195 A* 4 $*(0 200955 4 0.03515755,)

oz - O S -0287Q; 4 035RS5 (R + 0.35-32(/-;3)3;"+
+ SiF (Pg - 0.0315) 4 SE(B (Ra —0.10045 S5 _0.02882/95)-
~ 0227 Sf ) + S (B(o0100902(B-4) - 7) —
~010045SF) — AR ~S3 (o0 11025@0-,6) Py
~0.0351575 (3*S)) — 01225 B B (1-p) ~BSs (0T 2 1
+ 0287 ASs 4 018354 34 0.0576583) 4 0287 B54S7 +
4Ry (R +0.2627B 4 0.082369) 4- BScSu (021 B 4
4 0.2009) _ 8555 (0. 200952 _ 2Rg - 0.06027) —
~0.70 37$¢Ss (-p - S8Sy (023 +0.2009) —
_0.4109 3°SsSio + 04109 (B°Sc St — 0.0210945 85, (1-p)

83 = $5(82-pS5) —0.28705 4 (-5 +R(BSs ~0T0S+
+30) — (65 S7C-p) + pSiSe (0.35 B Se +0.2009 Sp)+
+035 BSE(S3 - 28S2) + Sk (00954 + Pa Sy + S Bet
+ 0.6 Sfo) + Sq (Sif -94)) - Fe C{-?S; +83) RS S ¢
+ 01225 BS;Sa(B-4) -BSs (0.70 P 4 0.063S; 4
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+ 0.0576583S; + 0.12054 Sz) -+ (P,g.f- ) 2622@ +

— S48k (psq ~0.0823G9) + 0.08236F R3S, —$¢ S,,@_GRH'
+0.514Ss) _ S5 S Sy (28Sq +0.1722) - 25250 (ReSu +
#0.10045 B(s, —S'g)) + E’ﬂ SeSg CS,O Sy o+ ﬁ(o.m 32-§5>+
+Ss -035 Eq) + SgSy(oc R’ '_), 0.574 (540355, —

_ S,ﬁ)) + BSio(05745555 +021$35) — 11TA0RSS S0
+0.1122Z R, Sz 4 0€ RgSeSpo.

8= Sq(Qs + ?235-3) =S, $4S7(028755 + 0082369 ) +
| 4S5 Pz.,.sz(z/g& ~0.3552) +S3 S ) — ((e,s, 4

+$3)(52 S7 + 93 S9) + S Se((Se(0353Ss + S ) —
_0.5745,55) + SSe Sy (057 Ss ~S9 Sip) + SH{009Ss +
+0.082369S,) 4065355 SaSro — S,%(R 40T BS5Se) -
_$2Ss(Sq(0T0BSe 4+ 251 Su) +Se(0.6 Sy 1 4ASs) —
~0.574S5Sm — 0.172255) 4Se (55 P + ZRg S S —
_S4S7(Rz + 009S3 +0.1722S2) 4 S2Se (BCS(( 257 —
~0.3552) - 0.70 BS2S8 05T $3550) - S3$1Sw(SkSe +



+ 065
G) + §2 Ssg” (ch-g{o + 0.6 gq.)

851:. S,gg gq. S’?gq _.g < 2
+ 7 -_- Ly +

2 s 4-(.;7 F_

92.
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APENDICE D

SOERE LAS RAICES. DE LA ECUACION CARACTERISTICA

La ecuacidn que resulta de expandir el determinante
(4.8) e igualarlo z cero es:

8o £ 8of f G payet payetias =0 (01)

Se trata de una ecuacidn algebraica de gquinto grado
y con todos los coeficientes 2y reales (Apéndice G).
Sustituyendo o por o* resulta:

=14} 042

R(o*) = 8,0 La,ot* 12, 0@y o2 pagodt pas =0 (02)

La evaluacidén numérica de los coeficientes 8 (sien
do k = 0,1,25...,5) para diferentes conjuntos de valores h/a,
n y _(Z (siendo los valores para cada conjunto congruentes en
tre elles) da invariablemente:

a,>0; 8 L0 ; az »0;
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8340 3505 35 ¥ 0; (D.3)

Con la condicion de que siempre se cumplan las rela
ciones (D.3), sobre las raices del polinomio se pueden hacer
las siguientes observaciones, validas para polinomios con coe
ficientes reales (DURANDJ'lF p.1563:

1. Dado que lag raices complejas de un polinomio real
se presentan siempre de a pares conjugados se tie
ne la siguiente regla:

"Si el grado del polinomio es impar admite siempre
una raiz realv.

como en Ps(cx‘} el grade es igual a cinco, luego

admite por lo menos una raiz real.

2. Begla de 1os signos de Descartes

"Bl nimerc de raices reales positivas no puede exce
der al mimero de cambios de signo que se observan
siguiendo la-sucesion de coeficientes del polino-
mio, analogamente, el nimero de raices reales nega
tivas no puede exceder al numerc de cambios de sig
nos en los coeficientes cuando se sustituye x por
-X 'ﬂ.

Para P‘5( o*)

ralces reales positivas (4,-,+,—4*+,+) L cambios signo

raices reales negativas (-,-,-,-,-,+) 1 cambic signo



95.

Se tiene por lo tanto

numerc maximo de raices reales positivas: b

mimero maximo de raices reales negativas: 1

3. Begla de Du Gua

"Si el cuadrado de un coeficiente intermediario es
inferior o igual al producto de los coeficientes
vecinos, existen raices imaginarias".

Para aplicar esta regla veamés uno de los conjuntos
de valores de 8, (evaluadc con las expresiones del Apéndice

C):
B-0333.00° ; nu4.;  .o0894.00"

Para

3, 0100 . 0!

3, --024c . 107
d; = 0164 . 10°
a; =-0672 . 10®
3y . 068! . 10
ds = 0.213 . 10"

0.165 . 10%°

H
®
2
t'-
5
L
Jh
14

0027 . Io®

|

1)
LY
Iz

COmO ai.a3 > ag luego, existen raices imaginarias

Se observa que las raices imaginarias solo pueden
presentarse como pares de complejas conjugadas.
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%, Estudio grafico

Por ser J, 7 0 factor de x*° en el polinomio, se
tiene para ™&*=+oo , ¥ para X¥=-o0:

B(+o0) =1 ; ft-a0) = ~oo

Si a ello se agrega que 3s > ¢ se tiene, grafican
do groseramente el polinomioc; Fig. D.1 :

F 3
B (e P
1/
Q s
raiz neqa?‘fva )
\/:\-ﬁ\. y
) i e "
o ?ﬁ('/ 85- > o
,o"

Fia. D.1

Se concluye gue existe una raiz real negativa.

Del analisis de las observaciones 1, 2, 3, 4 se con
cluye gue las dos Unicas combinaciones posibles de raices son:

_ 2-raices reales positivas
a) 1 raiz real negativa :
2 raices complejas conjug.
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, ninguna raiz real positiva
b) 1 raiz real negativa
4 raices complejas conjugadas

Entre ellas la posibilidad a) es la correcta, por
ser congruente con las raices encontradas para cascaras enlas
que no se tomd en consideracidn las deformaciones por cortan
te y la inercia de rotacién (efectos secundérios), como asi
también por haber resultado invariablemente en el conjunto a3}
de raices una serie de casos analizados numéricamente para di
ferentes valores de fB ¥y n.
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APENDICE E

DERIVACION DE LAS EXPRESICNES DE Nx Y Mx

a) Modos simétricos

g)f: - 5{(&,0(, CDSh G"’x) C; +(k2°<z MS}IQ‘Z )C3 (R,_ﬂl CoSb—)Cs.i.
00 p e g cosh B s T g vap) senh >
i scn%f]D, +[(K§P+K4ci) cosﬁ,g’_‘ oosiaf +(-%q+

+K4P) Se.nﬁ.? s::nq;] Dz} os nf et

Qa {(K CDS}I a(u’()cl _,_(krr wshaﬁ)()c -+(K wSL)C5+

+ (¢4 cosb.g—" Cosfg- — ¥ genh & scn%.)D, +
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+ (k5 cosh B2 s 32 4wl senh £X sen i’f)
_ =) a & a

.Dg} n cosnf . e“‘d_

W a {(CDSA i'_‘éi_’f) G + (wsﬁ“_;.’f) Cy + (ws B? wsjé’f)D, +

+[senh ? sen i’:) Dzjc-osng gtot
a

'%;(a 2) = 5{{(&4:0(, coshi'%’.‘,) G _,c.(x"z oy wsh."%_’i) Cs _
-("'3 1, s %f_) Cs +[(k'4 F-Jf-:;aI) cos,'lgi coszj +
| +(_.K.:q,c7... KISP)JSCJT!T g.’i sen %x] D, ‘JL[(K,’F"“
+ K’q. .;1) wsé%‘ cos.z_}f +€k'5?+ k.’q,f:) Senbgf .
.Scnj;]Dzj wsnf ewt

_,_(K"’ 753 _7_.) Ce + ("" cosh g oS .Zf _

— ¥ 5e.nhl°— scnj_)D, _1.(&‘” cosi_ +



100.

+K"£ genh_%’: ggn%ﬁ)Dz} n_ oS m‘? Cjwt

Q2% 26y -
@%*5(%‘ ) +f 5.C%) -
_—_éiﬂb(x,ot. - K:F;O(, -f—'K“:.'\-’ﬂ—\?) LoS/l%{f]C] +[(K2=¥2+
_f-l('z.'/g Ry f k5 VA _\J) cosh “;x] Cy .f.ZE_k,?z_.xsﬂ?j +
+ X3 J”—*’)“’S%—)(]Cs +[(‘<+F—’<57+’fkﬁf>-
| _.ic’sﬁt?_;.zﬁdn..’o) wS{J%{ wS%f.f.(_.x.}?_xsf:u

,xhﬂc}_&gﬁi:_k.{';ﬂn>scnhg Sc:n?]]), 4

+[(K5F + K4c7 + K:‘ffzf"' pc"q,ﬁﬁ.f- k'g-Jn) wsl?..g—x— aosz_’(+

-f-(-Ks?_f-’Q'P _ng—ﬁc}.,_ KQ@P+k'LOn_O) scnﬁ?.
.sm%fj Dz_}ws 0 giwt

Bu 17 QD (1) =
7-0—.; + ;—a-;‘(aié) 'I'i %—9( %’) =

- a__l, {[(‘C.C"l + i) 64 o K"""Jr‘l) C-os;i o-‘é—’—‘] Cr +{("z°€2 +R;sz+
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+ K'y On) COSA q;x] C3 +[(—K3 73_. K.'a "5 + k_lg \)rt.).
.cos_'lgi}cg .f.[(q)a_ks-ﬁ+K’4}:_K'57+m¥0n)ws!1?.
.ws?a_x'..f_c_n,‘c?-—Ksr_xﬁj_x}r_mg_ Qn)scnh.gf .
.S€n Z;JD, +Zbcsi>+k4?+i:'5fs+£f47+£?\)n) .
‘r.os}'ng_x ,cos%’f +C_1<$_a‘ ..;.x‘f;_tc‘.‘;c}.f_uhra.f.u{gvn).

.senh I‘; scnj_i] Dz_}ws n9.e.£&"f
a

b) Modos antisimétricos

%-_— Q_f{(x,oc, scnha;x)cz +(h:z %, Senh “5") C4 —_

(1 f, Sen %f) Ce +[(x4p_nsq) scné%f cos-li‘ +
+ (_K,,ci - u,,-f:) wai,P;’i sen ?]Ds +[(“5F"f" K“D .
. senh Ef wSZ‘pj +(_x5‘1 +J<4F) wsh.gf Seﬂ?j .

. D4} Los ng eimé
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g;z = {(x" senh 20X )Cg +C” St'.nho"' )C4 (nsr] Scni‘i_)cc+
+(kﬂ senh J;_ r..osjé_:f — XL wsn‘n% se.nz_x) D, 4+
+(x"5 Qen}p-%iws? + K’fq_ oosh? senz_’f).

.D4}nw5n9 eiwt

W - {(s::nh 20 )Co o (senh X ) Co oy (sen B2 ) Ca
+(senh %‘ cos -Zf) Dy + (COS h gf seng) DA} cos nf eiwt

Q(gy,) ,_{ (<4 senh =% ) Ca 4 (ks e s2nh 22 C,
~Fansen ) G+ [(u@,b_;;.?) senhl” cos 7"
F(*eq e p) cosh > ge:ngf]g +[(=p+
+749) senh %" wsg (- *5q 4 Kap)esh B

. Sc.ng]ﬂ;} cos nf. et

%(ﬂ%) __.{ k.",' senf2® ) Co 4 (M Senh""- )Cq,.l,@"‘ sen y__)C‘ +
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_,.Cu'" Senﬁ.ﬂ. oS 3—‘ K wsﬁﬁc S'EH%’-‘)Dj-f-Gg .

" iwlt
.Senh.g_ cosja_ + K coshg, scn%) D4}nwsn6‘ et

2
9: —'")'f/&g(a?b)"—‘

- — {[(KM, + {?ﬂx. + K}9n _J) senﬁ%ﬁ]@ +ZE3;0¢2 +
+nzﬁfxz + K5 vn _\J) senh Z]C4 -]—[(kar] naﬁqs
_,.n",on_.a)sen jg_KJCQ +£k4f’ _nsq.;_;q,gr._n;’g?_j_
_,_.n.‘ﬂ, on__o)SGnth "OS%; 'f'("x“ﬁ _.nb-!:-—x’,;/gﬂ —
_ks—ﬂr;_x;On)coshgf sen .Z_f]%,.;.[(xg?_xq?.,.
+KsBp +#4fq +k’3-¢n)scnh¥ ws%x +(-*s9+
+K4F—L'5[3c1_t_ b‘.'q.ﬁf + K% Jn,_.J) wsh_};f .

-55’1?]94} cos nb . g¢@?

’a (§.£>+; 29(850)#
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=5Lg[(x, % + Ky 4 kMvn) senh iarf] e +[(mz 4 Kl oty
+ K5 n) senh 22X |, +[(_x5 ly=Ks + K49,

. sen ,']%"]CG +[(:;4F_u57 Ko —Ksq 4 un)se,nf:%’f.
.ws%f +(-1g-xsp -u*47_x',f>_u’;an)wshgf .

: sani‘]D3 +[(n5;:~+ Kaq+ K P+ K49 4 K on) senh BX.
'-f-osg +(-*=s7+&F——K‘s7+n'4p+'="49”)w5f"§-

. scnf‘}fJD,;} ws nd. eiwt
2
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