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RESUfflEN 

Se estudia en el presente trabajo el problema de la esta-
, 

bilidad elastica de vigas empotradas en un extremo y vinculadas 
( 

entre si en el otro, cuando se encuentran sometidas a una carga 

vertical concentrada en el extremo de una de ellas.-
, . 

Es presentado un resumen del tratamiento general de pro-
, 

blemes de la estabilidad elastica, utilizando los conceptos del 

'• • t. ' l enalisis postcritico segun la linea de Thompson. 

Se desarrolla la teorfa y aplicaciÓn del método dinámico, 
, 

que con el auxilio de los matados directos de Rayleigh-Ritz y de 
, , 

Elementos Finitos, hace posible su aplicacion a problemas mas COfil 

plicados, tales como los de estructuras sometidas a cargamentos 

no conservativos, esquemas más complejos o una combinaciÓn de am

bos. 

' Se llevaron a cabo experiencias que verifican las teorias 

expuestas, resaltando la influencia de las imperfecciones y ~el 

comportamiento postcrftico. 
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RESU.ffiO 

Estuda-se no presente trabalho (\o problema de estabi--· 
, . . 

lidad- elastica de hastes engastadas numa extremidade, e vincula-

das entre elas no outro, quando se enc.ontram: submetidas a un ca-

rregamento vertical concentrado no extremo de uma delas.-
.. ,, 
{ apresentado um resumo do tratamento geral de probl,2 

mas da estabilidade el~stica, utili7.ando os conceitos da análise

poscrltico seguindo a linh• de Thompson. I 

Desenvolve-se a teoria e aplicação do método dinâmico 

qpe com o auxilio dos métodos diretos de Raylei§h Ritz e de Ele-

mentas Finitos, torna possivel sua aplicaç~o a problemas mais com 

plexos, tais como os de estructuras submetidas a carregamentos 

não conser.vativos, esquemas máis complexos o uma combinacão de ª.!!! 

bos, 

Fizeram-se experiencias que comprovam as teorias ex-

postas, salientando a influencia das imperfeições e o comportame~ 

to poscri tic.o .-
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ABSTRACT 

In the present Thesis it is studied the problem of 

the elastic stability of cantilever beams; associated at the free 

end for. the case of a concentrated forcevaêting. àt. tbe }r~e· end of 

one of therns.-

It is presented a surnrnary of the general treatment of 

elastic stability problems according to the concepts of the post

critical analjsis following Thompson's theory.-

It is developed the theory of the dynamic method.This 

theory is applied using the Rayleigh Ritz and Einite Element meth2 

ds, that can be used for more complex pro~~+~~;, ,iuch .. as struct't.res 
-· 'J~ • ...cr " ~ •• " • 

subject to non-conservative loads, more complex schemes ora com

bination of them.-

The theoretical results were compared with experimen

tal data. It mas clear in the experiments the relevance of initial 

imperfections and the post-critical behavior.-
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C A P I T U L O 1 

INTRODUCCION 

1.1 - GENERALIDADES 
t , • , • 

La teoria de la estabilidad elest1ca,bas1ca para el desa-
, 

rrollo del presente trabajo, cuenta con un volumen muy extenso de 

literatura que se inicia con Euler viendo ampliado el campo de 

aplicaciÓn y acelerado su desarrollo con la tendencia moderna de 

construir estructuras con materiales de elevada resistencia, es-

beltas, livianas.-

Los problemas abordados son en general no lineales (elás

ticos o plásticos) aunque para el cálculo de la carga crítica se 
I N 

admite hipotesis de linealidad y de pequenas deformaciones. 

~ su primar planteo, Euler redujo el problema de estabi

lidad de una forma de equilibrio al de hallar el minimo valor ca

racterístico de problemas de valor de contorno, suponiendo lashi.-

pÓtesis de pequenas deformaciones y materiales elásticos linealea. 
, , . , 

El metodo es aplicable a problemas no elast1cos a traves del con-
, 

capto del modulo reducido, pero no es universal, no es aplicable 

a cualquier tipo de problemas y merecen seiialarse cuatro 

fundamentales en los cuales deben tomarse reservas: 

campos 

1.- En el de·estructuras esbeltas tipo cáscaras donde pe-

queiias imperfecciones cambian por completo el valor 

de la carga critica.-

2.- Ciertas estructuras tales como placas pueden compor-

tarse en servicio más allá de la cargacritica previs

ta.-
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, 
3.- En el campo de la estabilidad elastoplastica, donde 

estudios realizados han demostrado la importancia que 

tiene la carga en el procaso de pérdida de estabili-

dad, como asi también el factor tiempo.-

4.- Para estructuras sometidas a cargamentos no conserva

ti.vos, definidos como aquellos que no deriv,in de un 

potencial, no es aplicable el método de Euler.-

Podamos intenta~ una clasificaciÓn de los métodos más 

conocidos para tratamiento de problemas de estabilidad 

1.- método de Euler (1),(3) ~ 

, . 
elastica 

2.- método de Energia ( 3) 

3.- método dinámico (l),(2),(3) 

4.- métodos de análisis no lineal elástico· 

a). Con posibilidad de analizar· caminos de equilíbrio 
•• 

en modelos perfectos (2), (B) '' 

b}. Análisis de modelos con deformaciones inicialas 

(2),(a),(16) 

fflientras 1 y 2 permiten la determinaciÓn de la carga cri

tica para estructuras sometidas a cargamentos consarvativos, 4-a 
, 

y 4-tt adernas de ello permiten determinar los caminos de equilíbrio 

pre y postcritico ,como asi también detectar fenómenos de carga li 

• • 
•• 
" 

(.) indica bibliografia al final de la tesis • 

se aclara en capitulo III el concepto de caminos de equilí

brio., 
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.. 
mite ••-

, 
3 as mas general, aplicable a problemas de cargamentos no 

conservativos, permitiendo determinar tanto la carga crítica como 

también el tipo de inestabilidad que ocurrirá: dinámica(flutter)o .... , . 
estatica'' , teniendo el inconveniente da rastringirse al campo 

de deformaciones lineales, no poniendo de manifiesto para el ca

so estático el tipo de fenómeno que ocurrirá (bifurcaciÓn simétri 

ca, asimétrica, etc). 

Los fundamentos da los mencionados métodos (1 a 4) pue-

den consultarse en la bibliograf!a, desarrollándose aqu! los de 
, . , . , 

los metadas dinamicos y el 4-a, en la linea de Thompson.-

1.2 - EL PROBLEfflA EN ESTUOIO 

Se analiza el comportamiento de vigas en voladizo, aisla-

das 

una 

Ó vinculados entre ellas, cuando se encuentran sometidas 

carga vertical concentrada.(ver referencias( 3),(lB)). 

a 

.. 

Las características fundamentales de las vigas son: 

- Pequena rigidez de la secciÓn transversal respecto del 

eje y-y que con respecto al eje x-x, siendo ellos ejes 

principales de inercia, y estando y-y en la posiciÓn ver

tical. 
. , 

- Se trata de vigas con seccion transversal abierta y pare-

des finas • 

' Se aclaran conceptos en capitulo III .... 
' t n " n n li rI. 
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- La carga vertical se encuentra a la distancia c.l 

del extremo empotrado, y en un punto cualquiera so -
bre la vertical que pasa por el c. de cizallamien

to (fig. 1-1) 

~ (v) 

(fig 1-1) 

Siendo la estructura real imperfecta, al actuar la 

carga se producir~n deformaciones (fig. 1-2), que para bajos 

valores de P seran lineales, pero que a valores elevados se 
, . , 

volveran no lineales, !legando un momento en que creceran en 

forma desproporcionada, poniendo a la estructura fuera de S.8!, 

v,icio • Para la estructura perfecta, ello ocurre para valores 

de P mayores que para la imperfecta. 

t~ / 
1 

-1' 

-,-
1 

lJ " 1 ,---· 
-V 1 

-'--

(fig. 1-2) 

El efecto de vinculaciÓn & otras vigas es equivalente 

al de considerar resortes que se oponen a los desplazamientos 

generalizados de traslaciÓn u y de rotaciÓn ~, y a sus derl 

vedas primaras ( ~~ y ~i ) . ( fig 1-3) 
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La posiciÓn de los resortes se determina por las coord~ 

nadas i = 1,2,3,4 , y se desprende que se pueden 
, 

considerar el numero de tales restricciones como se desee a lo 

largo de la viga; idem para otras cargas proporcionales a P.-

~~ 
1 

)C . ,_,._, 

~ kz~ krk3 
(.i!',) ( i!z) ( i3) 

1 

(k4 carece de significado en la figura) 

(fig 1- 3) 

, 
Para resolver el problema enforma sistematica, se co-

mienza por plantear el funcional correspondiente a la Viga aisl~ 

da, con resortes de rigidez k1 ••• k4 ,procediendo luego a sumi

nimizaciÓn, !legando a la conclusiÓn que las ecuaciones diferen-
, 

ciales derivadas resultan acopladas para el caso mas general, ra 
, , 

zon por la cual se decide atacar el problema de minimizacion por 
, 

metadas directos, aplicando Ritz y Elemente~ finitos. 

Se lleva a cabo un estudio del comportamiento postcriti

co para conocer major el fenómeno que se está analizando, con 

consideraciones de la influencia de las imperfecciones, concluyen 

do que para éste caso puede utilizazse la carga critica como ele

mento de dimensionado. 

finalmente, un estudio experimental confirma los resulta

dos teóricos en lo que respecta a carga critica, comportamiento 

postcritico e influencia de las imperfecciones. 
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CAPITULO II 

IETODO DINAmrco 

2.1- INSTITUCION DEL FUNCIONAL 

' i ., 1 ' d d. ' Como ya se menciono en la ntroduccion, e meto o ina-

mico es el Único que permite predecir la inestabilidad desiste-

mas no conservativos, debido a la naturaleza misma de tales probl~ 

mas, que se trata escencialmente de fenómenos dinámicos.-

El mencionado es equivalente a los métodos estático■ de 

' . . , ' i Euler y Energia, para la determinacion de la carga crit ca en ca-

so de cargamentos conservativos.-

Bolotin (l) pone de manifiesto las diferencias que sur-
, . , . 

gen para el problema de Beck, al aplicar los metodos dinamicos y 
, 

de Euler, y la posibilidad de formular uno mas general nos condu-

ce al planteo del método dinámico.-

Partiremos del principio variacional de Hamilton(4),( 5 ) 

para establecer las ecuaciones de pequenas oscilaciones alrededor 

de la posiciÓn de equilibrio de la estructura bajo carga P, plan

teando el funcional que posteriormente se minimizará por el pro-

cedimiento tradicional del Cálculo de Variaciones.-

El mencionado puede aplicarse a sistemas holonÓmicos,AO 

holonÓmicos y cargamentos de cualquier tipo{ll:) ,entendiéndose por 
, 

sistemas holonomicoa aquellos cuyas ecuac.·de restricciones depe!!. 

den sÓlo de las funciones coordenadas,o de éstas y el tiempo que

dando excluidas aquellasecuac. de restricciones en las derivadas. 

El principio de Hamilton aplicado a una partícula expr~ 

se que la integral en. el tiempo de .la variaciÓn de la energia ci-
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nética más el trabajo total de las fuerzas actuantes en el sistema 

es nula: 

(2.1) 

~ • trabajo de las fuerzas actuantes en el sistema 

T = energ!a cinética del sistema.-

tr = energ!a potencial total del sistema.-

tr = -~ 
.Çtr = - &V+ ~wc + ~W"' 

V= energÍa de deformaciÓn del sistema.-

illc= trabajo total realizado por la parte conservativa de las 

fuerzas generalizadas actuantes en el sistema du:cante la 

deformaciÓn: 

trabajo realizado por la parte no conservativa de las 

fuerzas generalizadas actuantes en el sistema,durante 

una variaciÓn de desplazamientos generalizados.-

Cuando se trata con sistemas conservativos, es decir a

quellos en los cuales el trabajo puede derivarse de un potencial, 

es y (2.2) se transforma en: 

lntroduciendo (2.3) en (2.1),podemos expresar para si~ 

temas holonÓmicos: r:~ i(T-V+W")dl =0 

~ (+.(T-V+~")dt "'- ~J~2
Ldt=O 

~ ,, 

(2.4) 

(2.5) 
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L:: T-V-+Wc. (2.6) 

L es designado como el Lagrangiano y puede considerar

se como integrante del funcional del problema tratado 

i -1,2, ... (2.7) 

( Lo anterior se extiende al caso de varias part1culas 
, , . 

por sumatoria y a elementos cont1nuos por medio del analisis mo-

dal.-
, 

Para instituir I, se recurre a la consideracion dele• 

quilibrio a nivel de un elemento diferencial de viga, tomando a_! 

gÚnas hipÓtesis (fig 2-1) 

_____ x (u) 

( fig 2-1) 

a- La viga no deflecta anel plano ~-z, lo cual es v~lido 

cuando la rigidez respecto del eje 0-x es mucho mayor 

que con respecto al O-~ ( 3) 
, . , 

El fenomeno de flex1on en el plano de mayor rigidez 

resulta desacoplado del de estabilidad lateral,y por 

ello no se considera.-
, 

b- No hay deformaciones axiales segun 0-Z 

c- Se despreciar~ la deformaciÓn por cortante en el pla-
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no x--z 

Tomando un elemento situado a una distancia z del ori

gen coordenado, designando por u•= u1z,t) a la deflexiÓn en el 

plano x-z y por 'f''= <r"Cz,t) a la rotac:iÓn segÚn el eje O -z ,adap

tando para signos de ellas la regla de la mano derecha, se tiene: 

.................. ;:, ..... " 
,..., ...... _........, 

~/' 

),,--· 
V .-L---""" 

)( 

1. 

Energfa cinética. 

significado de términos: 

f = densidad del material. 
, . , 

A= area de la seccion transversal. 

( fig 2-3) 

I = momento de inercia polar de la secciÓn transver-o 

sal, respecto del centro de cizallamiento. 

1
0

: Ix + Iy + A (X 0
2 + y

0
2) 

Ix,Iy=momentos de inercia de las secciones transversa-

las respecto de los ejes principales 0-x y 0-y • 
. , 

= distancias del centro de gravedad de la seccion 

transversal repecto del centro de cizallamiento. 

K2= I
0

/A = cuadrado del radio de giro. 
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m= f.A= masa por unidad de longitud. 

(2.B) 

t • , 
Energia de deformac1on1 

, 
E= modulo de elasticidad del material. 

G= li n n transversal del material. 
. , 

J= constante de torsion 

Cw= constante de alabeo 

D= E Iy = rigidez a flexiÓn (plano x-o-z) 

C= G J torsional.-= " 
C,1=E..Cw de alabeo.-= n 

sortes Ki 

= n 

= " 
= n 

= n 

del resorte a traslaciÓn.- (u) 

<r> n n . , 
"rotac1on.-

ff n . . , . ,, 
"var1ac1on de traslac1on.-

n n n . , 
" rotacion .-

= (i=l,4) Coordenadas de las posiciones de los re--

v = (1f! n (-u-º~)2 + 1. e (~Y)-z _ 1 e~ "'Q:_i( ~ill+Í1 11-~ 0•
1

1 i 2 "'bl2. 2. l)Z '2. l>Z~ õZ.) Li .i1 

+ 1 k1. fj:i. + i k> [t'º'\ 2./ + ~ ki, ~•) j ] 
2. ilz 2. :-i,# il?> '.l. 7>1 l~ 

(2.9) 

La cantidad entre corchetes se aplica en las coorde-

nadas 21 a 24 y no en todos los elementos diferenciales,-
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Trabajo de las cargas. 
t~ 

~/7 
\~ 

. ~ 1 
,~ 

L~ . =----: 
1 ~ _..__ . -1("' 

1 s 
l !-l<Íi 

ckiv (a) (b) 

(fig. 2-4) 

Considerando el punto A como fijo, el punto de apli

caciÓn de la carga describe un desplazamiento infinitésimo 

al considerar la variaciÓn de la pendiente "l>u• 
õZ 

d$ ... }_ ci)º*)· (z" - x:).di 
"t>;! õl 

La componente vertical de ds, ( encontrándose ds en 

el plano ~ - () será: 

Siendo h 1 

aplicaciÓn de P y 

la distancia vertical entre el punto 
. . , 

el c. de ciz. de la seccion, se tiene: 

de 

(2.10) 

La cantidad entre corchetes vale en el punto de apli 

caciÓn de P.-



12 

Integrando (2.B) y (2.9) entre O y 1 1 y (2.10) en-

tre O y Zr I habremos instituido L I y por lo tanto el 

funcional· I [ u•, 'f' 1 

designando 1 etc. 

(2.11) 

integrando por partes el sto término del 2do miembro, 

para llevarlo a una forma más simétrica, se obtiene: 

Si el extremo as ampotrado 1 resulta 

Si fuera libre en 'f; es 'f';, ~o ( ver 2 .2 en condicio-
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nes de contorno) 

Reemplazando el resultado en (2.11) 

En el estado de equilibrio bajo carga P, admitiendo s~ 
, 

cara a la estructura de asa posicion, retirando luego la causa 

de la pertubaciÓn, la estructura entra en un estado de vibraciÓn 

con frecuencia oo 

(2 .13) 

(2.14) 

Se ha indicado con barra la soluciÓn conjugada de la 

c:ompleja (supuesta consigno+), correspondiendo vibraciÓn armÓ

nica para el caso en que U> sea real. 

definen las deformaciones para 

un determinado tiempo t. 

La frecuencia de vibraciÓn decidirá el tipo de movi--
A 

miento y de equilibrio' :estable, inestable. 

'Se aclara en secciÓn 2 0 3 
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Como una soluciÓn compleja le corresponde la conjugada 

correspondiente, en los productos 

deben tomar ambas soluciones: 

Siendo J independiente de t, es 

se 

(2.12) 

J seria el funcional que no depende del intervalo de t! 

empo ( t.'l. -~), y se obtiene de susti tuir en (2 .12) las expresio-

nes (2.13) y (2.14) 

-\- \._'l. lf 1~ + K~ Uiii~ + Y\J,lf.jz,,l 

(2.15) 



15 

fflINimIZACION DE.L FUNCIONAL 

InstituciÓn de las ecuaciones diferenciales y condicio 

Aes de contorno. 

El funcional {2.15) puede ser clasificado como de 2 

campos: en U ~ ~ • Las funciones admisibles pertenecen a unes

pacio c1 ( que admiten derivadas segundas continuas), en el que 

consideramos vecindad de 2do ordena las funciones. 

Suponemos que existen u•= u~(l) 'J f'-=- \{'ll<(z;) que mini-

mizan. el funcional, o sea que son la soluciÓn del problema J -.min. 

Cualquier otra funciÓn admisible dentro de las restri: 

ciones establecidas puede ser representada por: 

donde 

(2.16) 

(2.17) 

, 
son numeres arbitrarios. 

son funciones pertenecientes a las C' y represe.!)_ 

tan las variaciones admisibles. 

t ~ f deben satisfacer las siguientes condiciones: 

donde d tiene el significado de derivada.

Derivando (2.16) y (2.17) en lo que sea necesa

rio, y reemplazándolas en el funcional (2.15) se tiene: 
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l(E,,E,'),,. i \: m co' [ ( u" + E., f)'-\- \(' ( i" + E.-z f)7. -1- '2. ~o ( u .. ~é,~).( -e"-1-

+E.1. ~)] d1 - ~)~ [D(u;1 +E,~
11
'{+C(lf;+tzf

1
J'+ 

+C\ (~1; + E.~ ~nl7. J di + J:'p(1, -!)(u;i+E,i~(<e"+E-if)dz 

-i( ~(o•➔ E,~\"/ + Kz ( -e• -1- E.i f)'I + k.~ (u; + €, ~1)"2/i -1-11 .}l, l~ ~ 

+ ~ (-e;-+ t, f1 lli~ \ + \ :e~. ( ~" ~ é, ~ JlzP 
(2.18) 

Las condiciones de m!nimo serán: 

õl(E, I E~J =: Q Í,,: 1,'2 
\lt; E«,O 

ft.:O 

- \,._~ Ui ~ 1 = O 
l il?> 

(2.19) 

(2.20) 
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Integrando por partes (2.19) y 2.20) referente a t y f, 
designando como: 

u = u" 

Como en cl y Zi (i=l, ••• 4) pueden existir disconti--

nuidades en alguna derivada de las funciones, se debe efectuar 

la . . , 
integracion entre los limites: o y l subdividiendo el mismo 

en subintervalos que no contengan resortes ni la carga P.-(fig2-

5~ 
n-1 = 

, 
numero de subdominios entr-e O y 1 

n 
(fig. 2-5~ 

enforma similar: con 
, 

n\-1 = num. de int. hasta P 

): (e~. \'1 + e, 11~ f11J~"I = ! Ci ~-i1 f. 1:::~ + 

+ t [ e '(. -t ( e, ~,,)] f :~ &('[ ~,cc.~,.)-;f ~.l]yJz 



18 

Reemplazando en (2.19) y (2.20) 

(2.21) 

~ }:.•~~\ mu>'~
0
u * mu:?\1.-z~ -~~ (C1 ~ii) ~ ~i (e.~.)+ 

+ r'(~1- .z)U11. \ )·dr + t ) ~:;~1 m1..t)7.~oll .\-\Y\U)'"-.:\ -
\"- n, 1., 

- v· ( C1 ~1,$) + ô ( e lfiJ ( ) .d1. + t'h, I(;. )1 - ~"2. ~ · \l., -
~ ~ \ ~ ~. 

n 

~ [ e lf. -
l-=-C> 

(2.22) 

, 
Del lema fundamental del calculo de variaciones se de-

duce que para ~, ) arbitrarias dentro del dominio [1;1- , l ;~ , se 
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obtienen las ecuaciones de Euler Lagrange y las condiciones de 

contorno del problema. 

Existen dos ecuaciones de Euler-Lagrange en el interv~ 

lo [o, c.l] y otras para el [ cl I l] ; para visualizar major las •• 

cuaciones, supondremos el caso en que cl = l, con lo que las e

cuaciones de Euler Lagrange que resultan son: 

(2.23) 

(2.24) 

En las condiciones de contorno distinguimos dos tipos: 

a) condiciones naturales de contorno. 

b) n impuestas" ti 

Las a) deben satisfacersê enforma natural y tal como 

están planteadas en (2.21) conducen a las condiciones de Erdmann 

IDeierstrass en las coordenadas "li ( caso general, en que ct ;i!. l). 

Por ejemplo, para :~-1-l, se llega a: 
i.,-

-~ u-\. ~ [1>Lhi - l'(cl-1) ~] = o 
~l ~ 

Las (a) deben satisfacersa enforma natural al aplicar 

ciertos métodos directos (Ritz, Elementos finitos) Ó debarán te

nerse en cuenta ( Galerkin) 



20 

las (b) dependen de los vínculos impuestos y restrin-

gen la libertad de las funciones en los contornos. 

Para simplificar e interpretar las condiciones de con-
, . 

torno, supongamos que todos los resortes esten en el extremo 11-

bre de la viga, idem la carga. 
, 

las condiciones de contorno seran entonces: 

-1<'\u1h -l<.~uil~ll1 +~:r[tu11-f(l-z)r]? l 

o 

- [ D Un - f ( l - ;i. J · 1 ] ~1 t = o 
o 

V\.\,~) 11 - \1.-i 'e \ 11 - lc..4 'f1 f-.11 - C1 tn fi \~ -

- [ e 'f. -~1C ~ lf11')] f t = 0 
C> , 

Para este caso: 

en coordenada l = O 

Condiciones naturales 

-D0i1 + f l 'f = o 

,¼ [ 1:>U;i; - P l 1f] = O 

- C\ lf-il =0 

-[ Clfl -~1(C"l(J11)] =0 

Coordenada i: = l 

{2.25) 

(2.26) 

impuestas 

Condiciones naturales impuestas 
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La combinaciÓn de condiciones naturales con impuestas 

nos conducen a diferentes problemas. 

Viga en voladizo: valen las condiciones impuestas para 7 = O y 

las naturales para Z = l 

Viga doblemente empotrada: valen las condiciones impuestas para 

z = o y i! = z .-
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CRITERIO DINAMICO DE ESTABILIDAD 

El problema variacional que deriva en las ecuaciones de 

Euler Lagrange (2.23) y (2.24) es un problema generalizado de au

tovalores (s)que proviene de las funciones (2.13) (2.14), en las 
, 

cuales w representa la frecuencia de vibracion de la estructura 

alrededor de su posiciÓn de equilíbrio (estado bajo carge),resu! 
, 

tendo funcion del cargamente aplicado: 

C.O= w(P) 

El criterio de estabilidad de Liapunov (l.4) para el ca-
, . 

so dinamico expresa: 

'El estado de equilíbrio de un sistema mecánico discreto 

se dice ser estable si durante el movimiento desarroll,! 

do por una pequena perturbaciÓn inicial, las velocida-

des y los desplazamientos permanecen lo suficientemente 

pequenos para todo tiempo positivo. 

Si además el movimiento que desarrolla la perturbaciÓn 

es tal que las velocidades y los desplazamientos se a

proximan a cero cuando el tiempo se aproxima a infini

to, el estado de equilíbrio se dice ser asintÓticamen-

• te estable•. 

Transcribimos la (2.13) y (2.14) enforma genérica, con 

U ( l ) Ó lf ( 'l: ) iguales a l ( 'l: ) 

ici ,t > = lc1.J_etiwt' c2.2a> 

Observamos que para frecuencias (1) reales y positivas,el 
, , . 

movimiento sera armonico y estable de acuerdo al criterio anteri-
o:r:.-
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Adaptamos una de las (2.28): 

(2 .29) 

llamando a iu.>= !:> 
, 

como exponente caracteristico tendr~ 

Admitiendo para S 
, 

una forma compleja mas general se 

g, = Res -1- i Ims (2.31) 

Res = parte real de s. 

Ims = .. imaginaria de s. 

(2.32) 

Laparte real de s decide la estabilidad del movimiento 

a) Res ~ O as movimiento estable. 

b) Res > o li n inestable. 

Cuando P = O en (2.23) y (2 .24), se está en el caso de 
, 

vibraciones naturales, y se conoce que en ese caso la frecue.!l 

eia de vibraciÓn o.) es real . ·. S:it.U =lms.t; con Res:O ; 
, 

se esta en el caso a, que es estable. 

Incrementando P desde cero a valores positivos, las fre 

cuencias de vibraciÓn cambian y existen dos alternativas de que 

se obtengan valores de Res>O : 

Caso I: cuando Ims decrece y pasa por el valor nulo.

Caso [I:cuando se tienen valores de Res >0 sin que 111\'.:> 

pase por cero. 
, , 

Trazaremos grafices en el plano complejo de variacion de s 
r cuando varia P.-
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Caso I 

Supongamos que Res = O para ciertos valores de P >0 y 

que la forma de ingresar a la parte derecha del media plano com

plejo es pasando por el valor Ims = O 

1111~ 
wl 

llli {f:OJ 

Ul1 (!:'=o) 

?:'Pc 

(fig 2-5) 
, t ~ 

Podemos graficar tambien como varian los valores de U)-P, 

puas se tiene para: 

1'c. p 

(fig 2-6) 
, 

Este caso que se encontrara al resolver el problema, 

corresponde ser designado como 'inestabilidad estática', y el r~ 

sultado de Pc:. 
. . . , , 

co1nc1d1ra con el calculado por los matados de 
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E.uler o de Energia, pues de (2.24) con w = O corresponderán a tal 
. , 

formulacion: 

-j,(C~lfnJ .ii(C<f;i;) -1-1'(1-z)un=ô 

e.o" 1)½1-°?(l-z)~ =º :. Un:: t(l-1).~ 

- -r, .,_ (e, ~ .. 1 ') .\. 0 l e~') 4- y-z ( l - :z )2 <o = o 
lli1. , u~ D \3) 

que es la ecuacion (6.17') de Timoshenko, para la soluciÓn de la 

viga en voladizo. 

Supondremos que la forma de ingresar a la parte derecha 

del media complejo es pasando por valores de Ims ,/,, O , sea Im!:>>O 

(fig 2-7) 

Idem caso 1, estudiaremos cÓmo varian las w-z. - ? 

es w real 

l'c. <. 'P e'!, w i."laqi.nario no puro, c.o<1 w, .,.(1)2. 
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(fig 2-8) 

Vemos que para w, = Wz. , corresponden iguales valores 

de W4 q1,1e dan la condiciÓn de inestabilidad (Carga critica). 

' ' Este caso se designa como inestabilidad oscilatoria o 

'flutter', en la cual el incremento en la perturbaciÓn es del ti

po oscilatorio y creciente.-

Como ejemplos de casos de inestabilidad de ambos tipos podemos ci 

tar los siguientes: 

a) inestabilidad estática: 

En ( 3),pag.158 y 159 trata el caso de la columna biart.!, 

culada ( fig 2-9) sometida a una carga P + S e~ nt. ( está tice mas -

dinámica) 

suponiendo 

i 'l( 

11..--•'l 

(fig.2-9) 

P =carga estática 

S.c.~ ..nt = carga dinámica de 

frecuencia .n. 

5 = O se !lega (pag 159) a la 
. , 

ecuacion del 

cuadrado de la frecuencia de vibraciÓn de la columna ( analizada 

por el método dinámico) en funciÓn de P: 
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Se observa que para P <!.. 'Pc. e~ OJ'l. > O 

p = 'Pc. " u::, ..... =º 
p > Pc. " w .... <.O 

Como (2.33) se deduce suponiendo que la funciÓn de de~ 

plazamiento 'i es: 

~ = A !(t.). eiwt (2-34) 

'õ:O para P = Pc. 

S-=- i(iw)=w 

y 

~ =- i. o.> es imaginaria puro, para P < Pc ; 

s, es real para P > fl: , pues 

Para (2.33) se obtienen las curvas paraw,, correspon

dientes a las figuras (2-6)y (2-7).-

El caso aqui estudiado (Tesis) es otro ejemplo 

b) inestabilidad dinámica 

Barsoum ( 9) da los gráficos correspondientes a las figu 

ras (2-7) y (2-8) para el problema de Beck (fig 2-10), que corres 

ponde a la columna empotrada con carga seguidora, estudio reali-

t 1'11,1::,t 

, , 

(fig 2-10) 

, 
zado utilizando el metada de 

Elementos Finitos; como vemos 

es el caso de cargamente no C2.!l 

servativo clásico. 
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Pueden citarse los casos de carga'seguidora' éxéntrica y momento 

no conservativo en vigas (fig 2-11) 

(.a) 

(fig 2-11) 

' ' ' 1 

(b) 

---

Soluciones conjugadas 
. , 

Cuando se tiene una solucion compleja, la conjugada tam 
. , 

bien satisface: s "' Re.$ - i Ímf:i 

~ Ci,t~ =- [ ~(l) e Uec;,.l] éi, Ims.l:. 

CASO I 

O ~ f < Yc <ZS S: - i,o.) . ·• es u, real 
J 

\1 

Resulta igual al caso ya visto. 

CASO II 

o (. '? <. 'Pc. 1 es u> t-eal 

. " , . A los fines de computacion se esta en un caso igual al 

anterior, correspondiente a la soluciÓn compleja de s .-

Podemos concluir afirmando que para sistemas sometidos 
. , . , . 

a cargamentos conservativos, los metadas de Euler y dinamico dan 

la misma soluciÓn para el valor de carga cr1tica, no siendo nec~ 
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sario entonces aplicar el segundo ,estando en el caso de inesta-
, . 

bilidad estatica. 

Para sistemas sometidos a cargamentos no conservativos, 
, 

para los cuales la perdida de la estabilidad de equilibrio requi~ 
. A 

re un estudio especial •,ambas formas de inestabilidad: la diná-

mica y la estática son posibles y el planteo dinámico es fundame~ 

tal. 

A 

f Una ampliaciÓn de conceptos para casos de cargamentos no con

servativos se da en el apéndice 4,-
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CAPITULO 'III 

COffiPORTAmIENTO POSTCRITICO 

GENERALIDA~ 

En el presente capitulo se hará la presentaciÓn de un 

método de análisis general no lineal de la teoria de la estabi

lidad elástica, siguiendo la linea de Thompson(e), Chilver(l9), 

Roorda(lG),(l?), Croll y lllalkef~)etc. 

El planteamiento vale para sistemas sometidos a carP

mentos conservativos y se basa en que es posible formular la e~ 

presiÓn de la eBergia potencial total (1T) en términos de defor

maciones, del tipo: 

Q.; 

Í\ 

'\j s,. ~ e Q., lJ\.J 

conjunto de coordenadas generalizadas 
, 

parametro de cargas. 

(3.1) 

Aunque la expresiÓn (3.1) es válida para sistemas me

cánicos discretos, es posible su aplicaciÓn a sistemas contínuos 

haciendo uso del análisis modal aproximado o del método de ele-

mantos finitos, en éste Último caso aproximando un cont!nuo a 
, . , 

un numero determinado de parametros nodales; idem para sistemas 

discretos generados en análisis de sistemas cont!nuos por aná-

lisis modal con un conjunto completo de funciones. 
, . 

Recordando los dos axiomas basices para un sistema en 

lo que concierne a su equilíbrio estático y su estabilidad, ■n 

el sentido de Liapunov (B) 
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Axioma I 

'Un valor estacionaria de la energia potencial total coa. 

respecto a las coordenadas generalizadas es necesario y 

suficiente para el equilibrio del sistema~-

Axioma II 

'Un minimo completo relativo de la energia potencial to

tal con respecto a las coordenadas generalizadas es ne

cesario y suficiente para la estabilidad de un estado -

de equilibrio de un sitema~ 

O sea, debemos buscar de establecer las posiciones de 

las minimos de la energia potencial total que debido al 

axioma·I nos conducen al equilibrio del sistema y por 

el II, la condiciÓn de estabilidad.-

Procedemos a derivar (3.1) respecto a cada coordenada 

generalizada, denotando con un subindice ( i) que se trata de de

rivada. 

~\'\(Q.t,N) .... 7Ylí (~f,.t.:-') =º Í=1,2, ... 11 
õQ., 

E indica estado de equilibrio 

(3.2) 

Se obtienen asi n ' • 1 caminos de equilibrio, al variar.l\en 

forma continua uno por cada coordenada generalizada que se dis-

ponga en el espacio bidimensional.1\.-Q.j_; componiendo todos ellos -

en el espacio Euclidiano ( 11 -i- 1) dimensional, obtendremos una li

nea en tal espacio. ( fig 3-1) 
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J\. 
/ 

/ 
/ 

' ' ' ' '-,. ' 
I 

I 
I 

I 
I 

Q; Qz 

(a) (b) 

fig (3-1) 

Existen cuatro formas principales en que se manifiesta 
, , 

el fenomeno de inestabilidad elastica, pudiendo encuadrar cada -

una de ellas en dos casos: sistemas perfectos e imperfectos. 

( En los gráficos siguientes las lÍneas llenas representan cami

nos de equilibrio estables y las lÍneas quebradas los inestables) 

Sistemas perfectos 

a) Punto limite o 'snap through~el camino primario;ini 

cialmente estable en el orlgen va perdiendo estabi

lidad a medida que aumenta 1\ hasta un valor defini 

do como parámetro de carga critica (R) (fig 3-2) 

A 

(fig 3-2) 
, , 

Es uno de los fenomenos mas comunas y aparece en do 
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mos y arcos rebajados. 

Se muestra en figura 3-2 como varia (relativamente) 

la energia potencial total 'Ir [ Q, /\.} con respecto a 

la coordenada Qi , mostrando los valores de minimo 

en las ramas estables del camino de equilibrio y de 

maximo en las inestables, correspondiendo un punto

de inflexiÓn para el valor correspondiente a .t::. 
, 

Debe tenerse la precaucion de no perder de vista el 

resto de las coordenadas pues es posible obtener un 

~ menor utilizando o tra coordenada ( Qj). En el-

espacio tridimensional, el punto limite puede obse~ 
, . 

varse como una cuspida. 

b) Punto de bifurcaciÓn asimétrica: en éste fenómeno-

existe intersecciÓn de dos caminos de equilibrio:el 

que comienza desde el origen de coordenadas (camino 

primaria) y el que lo intersecta (camino secundaria 

Ó de post buckling)D punto de intersecciÓn define 
, , .. /\e , 

el parametro de carga criticaJ~Y en el, lae pendien 

tes de ambos caminos de equilibrio son diferentes de 

cera.-

Se muestra en la fig. 3-3 la variaciÓn de la energia 

potencial total respecto de la coordenada Q.l.-

ldem al caso acuando se consideran varias coorden~ 

das generalizadas, la fig. 3-3 puede observarse en 

otra forma, (fig 3-4), en que las dos caminos se 

cruzan con una tangencia común. 
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~= &(Qi) depende de donde se sitÚa el observador. 

Este caso es poco frecuente, se da en estructuras que 

presenten simetria rotacional 

1\. 

Í\. 

i't 
1 
1 
1 
1 

(fig 3-3) 

(fig 3-4) 

. . , 
curvas de variacion 

de la Energia Pote,!l 

cial total. 

õ(Q;) es una dete~ 

minada coordenada 

generalizada. 

c) Punto de bifurcaci~n sim,trica estable: difiere 

del caso (b) en que la pendiente del camino se-
. . , 

cundario es nula en el punto de interseccion 
' 

mientras que la del camino primaria es diferen

te de cero. Adem~s ambas ramas del camino secu!!. 

daria son estables como se nota en fig 3-5 
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/\ 

Q.i 

(fig. 3-5) 

Puede observarse en fig 3-6 cÓmo veria el presente 

caso un observador situado en una posiciÓn especial 

_!\. 

~(Q;) -----------
(fig. 3 - 6) 

Este fenómeno es más comÚn, (estructuras perfectas) 

poniéndose de manifiesto en columnas bajo cargas -- _ 

centradas, el caso en estudio ( inestabilidad la

teral de vigas), estructuras de pÓrticos simétricos, 

placas con cargas en su plano, pandeo torsional,etc 

d) Punto de bifurcaciÓn simétrica inestable: es un fe-
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nÓmeno que difiere de (c) en que las ramas del ca-

mino secundaria son inestables (fig 3-7) 

J\ 

11.~ +-,..-<L!..U.!-L!..!..Ll,ULL!.1..!..!.U..l> ... 

/é t---uo""',;-,.~:rm 

JS l"-'J'-'¾tmr"'-'-'-'-'-'t""-"" 

o., 

(fig. 3-7) 
, 

En fig 3-8 se observa la curva enforma de cuspide-

desde una posic:iÓn especial del observador • 

./\. 

I 
I 

/ 

, 
/ 

/ 

(fig. 3-8) 
, , , 

Se produce este fenomeno principalmente encascaras 

cilindrices bajo carga axial, bajo torsiÓn, presiÓn 
. , 

externa, damos rebajados bajo presion externa, etc. 
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El caso a se produce en estructuras de los tipos 

(b) y (d) cuando presentan imperfecciones. 

Sistemas imperfecto~ 
, . 

Los grafices mostrados en las figuras 2 a 8 no se obti~ 

nen para sistemas reales debido a la influencia de imperfecciones 

que siempre están presentes (defectos de geometr!a, imperfecciÓn 

en centrado de cargas, defectos del material etc). 

Designando como E. a un parámetro de imperfecciÓn, (3. 

1) se transforma en: 

(3.3) 

que corresponde a (3.1) para 

El parámetro t, da origen a una familia de curvas que 
, 

corresponden una a cada valor de la imperfeccion. 
. . , " . A cont1nuac1on se trazan los grafices correspondientesa 

(a) a (d) junto con las curvas de 

a) A 

(fig.3-9) 
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b) A 

(fig 3-10) 

e) 
A 

,1 

..... ·- .. ······--·-·-··· ---····- ------.. -···-···· .... -- ....... ····· ... ...... .. . . 
.. 1\.' 

( fig 3-11) 

d) 
A 

(fig 3-12) 
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Se ve que el efecto de las imperfecciones es relativa

mente poco importante en el caso (a},tiene un efecto mayor para

{c) pero para grandes deformaciones de ~ste caso se alcanza la-

curva teórica; es de efecto negativo para los casos (b) y (d) 

, • /\ti e 
El trazado de los graficos J\. - e.. de las figuras (3-9} 

a (3-12) se efectúa a partir dá valores conocidos de la imperfeE 

ciÓn, encontra la carga de salto que para los casos a,b,d,serán 
, • , t • 

maximas y para el caso c sera minima, utilizandose la carga de 

salto del camino complementaria, concepto que se aclara en capi

tulo V 



40 

3.2- ESTABILIDAD DE EQUILIBRIO 

Sistemas perfectos 

A partir de (3-l),considerando un incremento desde el

estado de equilibrio~ 

(3.4) 

Desarr.ollando (3-4) en série de Taylor respecto de las 

coordenadas generalizadas 

(3. 5) 

, 
Se utiliza la convencion de sumatoria cuando se encue.!l 

tran indicas seguidos. 

, 
La estabilidad de un estado de equilibrio dependera de 

la forma cuadr~tica siguiente: 

('2.) .r" 
'\'l' . = 1_ 11 i~ Q. t'f-

2! t, J 

Es posible analizar la estabilidad del equilibrio en -
, 
este sistema, o en otro que seria el sis~ema principal, en el que 

'tr2)aparece como una forma diagonal que se 

alguna 

el 2do 

. , , 
transformacion de ortogonalizacion 

lleva a cabo mediante

no singular(s).Veremos 

caso 

la inversa 

<\i = o(;~ WJ 

Wi= ri~~~ 

con 

Introduciendo (3.7) en (3.6) 

·'11''1) = 1 e i w?-
21 

Ci son constantes. 

lc(isl * o 

ir·~ 1 ,#: º 
, 

se tendra 

(3.7) 

(3. é) 
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. , t 
Podemos definir una nueva funcion de energia: 

D (w, 1 /\) = 1í(Q_~ + ot,~ w~ 1 A') 

b ( w;, A')= Dli. + d 

b~-==. D (o I K) = 1T (Q!\ 1~') 

\ E 2, E 

d = i "'Dii W; + i 'bi5v. W; ""' W"- + ... 
l}.I, ?,! ., 

De (3.6) y (3.12} 

Ci= D~= D;, (o,K) 
'2 

10(;_; 111r; 1 = ID; 1 = e\ . e,.. .. . . c11 

(3.10) 

(3.11} 

(3.12) 

Las coordenadas wi y los coeficientes C; juegan un im

portante rol en la teoria de la estabilidad y se designan como 

•coordenadas principales' y • coeficientes de estabilidad',estan 

do ligados éstos a la estabilidad del sistema: 

Si el menor coeficiente de estabilidades positivo, to 
, , 

dos los damas lo seran y el sistema 

1 d d ··1 ,,J."CJ as coar ena as principa es, y ·11 as 

es estable con respecto 

positivo definido. 

a --

Si el menor coeficiente de estabilidades negativo, el 

estado de equilibrio es inestable con respecto a las coordenadas 
(1.) 

principales, y ~ admite valores negativos. 

El número de coeficientes de estabilidad negativos de

fine el 'grado de inestabilidad' del sistema.-

Si el menor coeficiente de estabilidades nulo, elas-
, , ,-,{'l.) 

tado de equilibrio es critico y la forma cuadratica li es po-

sitiva- semidefinida ,se tiene que el determinante \T;~ Ó i);~ son 
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nulos en tal estado (3.13) 

Entonces C.,,>O (pata todo s,il) 

"li':,= f':,.i ~si=º 
Para sistemas de 2 gradas de libertad es posible def! 

nir la astabilidad dal sistema basándosa en los signos de los -

términos de la diagonal principal y de los menores principales(Z) 

, 
Tales condicionas seran: 

a)sistema astabla 

IÍ\'\ > o 1Í7.7. > o 
-rr -\'\ ,ir7."l. - °"TT;i 

b)sistama inastabla 

;:, o 

cuando alguna da las (a) son violadas 

c)sistama con aquilibrio critico 

-rr .. , >0 ; IÍ-n >º 
-rr ......... ir1..'- - ir .. ;: = o 

Podamos comanzar al análisis empleando las coordenadas 
, , /\e , 

basicas ai, determinandoseJ\ con la condicion de determinante -

nulo, y partiando de éste punto analizar la variaciÓn da 1T en los 

diversos caminos coordenados (casos de bifurcaciÓn de caminos de 

aquilibrio) 

Dasarrollaremos ai y A an funciÓn de un parámetro co~ 

veniente, que representa el progreso a lo largo dal camino, ha-

ciendo asi conveniente el empleo del método de perturbaciÓn(Z), 

(10) 
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A =A(tJ 

E = parámetro 
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• 
' 

(3.14) 

Si el camino primaria es no trivial, es posible efec~~ 

tuar una transformaciÓn de mapeamiento para llevarlo al camino

trivial. 

l\. 

-i> 

Q; 

(fig 3-13) 

Qi = Q.; ( E.) -1- t'j (E.J 

--

1f(Qi 1.Â.J = lt(Q; + ri 
1 

/\.) = V(ri ,J\.) 

(3.16) 

(3.17) 

Luego será posible desarrollar V( 1'\ 
1 
J\.) en la misma 

forma que (3.5) para analizar el camino secundaria 

Podemos expandir (3.14) y (3.15) en série de Taylor; 

Q, (f-)= C\.i,o + Q,,'\. ê. -1- i. Q,,-z. E:Z.\-- ... 
'2.! 

A CtJ = A,o + 1\.,-... 'ê. -1- i. A,..,,_ E. .1: + ... 
Z! 

el significado de los términos es el siguiente: 

(3.18) 

(3.19) 

(3.20) 

(3.21) 

' Caso trivial es aquel que se satisface con la soluciÓn Qi=O 

i = 1,2, ••• n 



44 

De (3.1), introduciendo (3.18) y (3.19) y aplicando la 

condiciÓn (3.2) se tiene: 

JÍ = 1T [ Qi (E.) i )\(~)] (3.22) 

E'.: (Q.i ,A) = õlf [Qi(f.) 1 ACE.'iJ =º (3.23) 
<>Qi 

La (3.23) define los caminos de equilibrio, uno para 

cada coordenada generalizada, y válida para todo ê.-

Debemos cumplir además las siguientes condiciones 

(3.24) 

(3.24') 

Se llega asi a un sistema de n ecuaciones con ( n~l) 

incógnitas, siendo necesario un valor a t, reduciendose las ine 

cÓgnitas a~ • Cada sistema (3.24),(3.24 1
), ••• es lineal y puede 

llegarse a la soluciÓn por pasos sucesivos de resoluciÓn de tales 

ecuaciones.-

Para camino d~ equilibrio primario no trivial se lleva 

a cabo la transformaciÓn de mapeamiento (3.17) y se trata a U en 

igual forma que a lf. (2) 

Es posible continuar investigando en la linea trazada, 
, , 

para el sistema perfecto los casos de punto limite y birfucacion 

cuando se adapte para é el parámetro de cargas (designado como -

sistema especial) o un parámetro cualquiera de deformaciÓn (desi~ 

nado como sistema general) 
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Pueden clasificarse los puntos criticas discretos, a 

partir del sistema con coordenadas principales;(a)cuando se efeE 

tÚa el análisis utilizando coordenadas principales: 

punto lfmite 

bif.asimétrica 

bif. sim. estable 

Sistemas imperfectos 

bif. sim. inestable 

Es posible llevar a cabo un análisis sobre sistemas i.!!1 

perfectos, derivando como una perturbaciÓn del sistema perfecto, 

planteando: 

, • 4 , 

parametro de 1mperfecc1on. 

Con un análisis similar que para sistemas perfectos • 
puede desarrollarse ésta teoria y llegar a la determinaciÓn de -

' los grafices de las fig 3-9 a 3-12, poniendo de manifiesto el C0.!!1 

portamiento postcritico y la influencia de las imperfecciones.-
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APLICACIONAL CASO EN ESTUDIO 

Se analiza el sistema perfecto, con coordenados no pri~ 

cipales. 

Se plantea la energia potencial total (2 .15) con U> = O 

y considerando los términos no lineales 

1r=½L1{EI,it + C~t+ C,fi~ -2.P(l-z)u:i~eriy,!di 

-1- .i IZ, u
2 * '1. ~z ~ -:i.l -1-- 1. t~ uf- + i ~'1 "fl--i. 

'2. jl, -z. -z'l. z jz~ z. j:i~ 

- \ p~~11 (3.2s) 

las expresiones comunas no lineales para t,_y sen~ eon 

1 .. ~ Uu [ 1. + i u; J 
-..el"\ ~ ~ ~ - 'f.3 

/ 6 

(3.26) 

(3.27) 

Pudiendo adoptarse sen~=~ puesto que para un valo• 

de ~ = a0 , lj'3 /6 <. tl.~% f 
. , 

A efectos de simplificar algo la presentacion supon--

dremos Q!ilS k3 = k4 = O 

Trabajaremos en coordebadas adimensionales,designados 

con mayÚsculas: 

U = u II Z = i / l C = C /E I, 
C'\= C1 /E I1 I2 K,= ~ t /E I~ 

\<., = \("Z. l /EI l'.o. '? l 'l. /E 1 lí = 'il' l / E 1~ 

IÍ= i ~:{u:,[1+ 1u:t + Ctr; +C..~1~- r'(1-Z)Uu-1f)dZ 

-1-i K" U~ + i K, li>
2 

(3.29) ?.. 2 h. 
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Se propone para U y 'f las siguientes funciones (a

proximadas a la deformada real) 

En 

(3.30) 

(3.31) 

, • • • I' 

este analisis utilizaremos la anterior aprox1mac1on 

con el objeto de obtener el comportamiento postcritico incipiente 

pero pare un estudio m~s profundo se deber~n adaptar funciones de 
, 

mas gradas de libertad. 

dU = 3Q'\12 

dl 

~-=- 2.Q,1 

(3.32) 

(3.33) 

Reemplazando (3.30) y (3.31), ••• en (2.29) y no tenie,!l 

do en cuenta los términos superiores al 4t~ orden en Ci (i:1,2) 
• • • #1 se tendra la s1gu1ente expansion: 

ir= 1. (•{ 3c.Q~ z2 C 1 + '3 Q.; i') + 4 êQ;_12+1.iC\Q;-
2 J0 

_Ç,-p(1-1)~Q
2
:tzlJz -+i~Q~ + i l<zQ.~ (3.34) 

5 2 2 
integrando 

1r = 1. (1'2. + 1<,.)Q~ -1- 1. e !te+ i. e\+ k~)o; - ~ YQ,._ o?.-+ 
2 2 3 lo 

+ lb'l Q~ (3.35) 
1 

de (3.s)~se puede establecer la correlaciÓn de coefi--

cientes, notando que Th = O 

(3.36) 
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de acuerdo a las caracteristicas de los términos(a) 

(3.36) se observa que estamos en un caso de bifurcaciÓn (lÍ~=O) 

simétilca ( 1l\11.=0) estable ( 11\"-t > O ) • -

Observando (3.35) vemos que se admite la soluciÓn tri

vial ( Q1=Qz=O),no siendo necesario mapear. 

Las condiciones (3.12' 
, 

seran: 

a) ir..'\ = ( '\'l ;-1<.'\) > O 

b) 1r .... = e~ e+ 1.i c,.-1- 1<.7.') >º 
3 

li n li estable 

Carga critica 

El análisis de los términos de Pc nos indica que ella 
. , . , 

crece cuando se tiene resorte de flexion, de torsion, cuando hay 

rigidez de alabeo 

- '/ de P= Pt Ell se observa que a menor longitud y ma 

yor rigidez Pc aumenta 

Formularemos ahora las ecuaciones (3.22) a (3.24) 

1f = i \Íii Qi ~ + i\lÍ;~"-l Q_i ~ Q._ Ql 

E.\,-. lÍi, = "í\\ Q~ -\- k\ lli1-1 ~.QIL.Q.t 

(3.38) 
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primar secuencia, 

segunda secuencia. 

d1E\.. = IÍ'\'\ Q'\,'?. + lÍ• . .-z.Q-z.,-z. + lí~"?. l>I'\ ~'2.,'\ =º 
d.e,"?. t~o 

cf·E'-z. = 1r.._ .. Q.._;-z.-t IÍ·,:z.Q,7.," + ir~2 t',~ Q.._ "= o 
.-:::;. 1 
l:lt." é,oÔ 

tercera secuencia. 

ficientes para los fines esperados. 

(3.40) 

(3,40 1
) 

(3.41) 

1 

(3.41) 

(3.43) 

Como estamos frente a un pro~lema de bifurcaui~n sim~

~rica (estable), adaptaremos como par~metro de perturbaciÓn alg_!! 

no de los Oi , y nunca P (2) 

Adaptando: 

resulta: 

De (3,41) para el camino distinto del trivial se tiene: 

'\'l.-+ \('\ - 3 ?,o Q4 '\ = O 
'\O ' 
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- 3 r',o +(!i C+ ~ e,. + K-z. \ Q-z,.., =- O 
iO Õ •) 

con ~º = Pc de (3.37) resulta 

Q'l,'\ = d 11. + \(.._ 
V ic + ti~+1<" 

de (3.42) resulta: con 01.,1. = O y 01 ,'1 de (3.44) 

de donde 01.,2. = P,!.. =º 

de (3.43) resulta: 

resolviendo el sistema resulta: 

o 

o 

-3SSS 
T 
o 

(3.44) 

(3.45) 

(3.47) 

De (3.18) y (3.19), con (3.44) a (3.47) se obtiene 
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~ =d '\'2.. + 1<., [ u + 4f,,3 u~]· 
~ ~e ~~c .. ~1<.1. (1'l.-tK1) 

-P,;;;_ P,., + 1_ 1?,2 
2.! 

(3.48) 

(3.49) 

Las (3.48) y (3.49) son válidas para valores de P/Pc > 1. 

Es posible trazar gráficos relativos en coordenaélas P -

U y P - <f , dando curvas de la forma de la figura 3-14 

u 

(fig, 3-14) 
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CAPITULO IV 

DETERffiINACION DE LA CARGA 

CRITICA TEORICA 

GENERALIDADES 

Se determinará la carga critica por minimizaciÓn fun 

cional (2.15) aplicando dos métodos directos del cálculo de vari~ 

ciones: Rayleigh - Ritz y Elementos Finitos.-

método de Rayleigh - Ritz:con él pueden obtenerse so 

luciones aproximadas de problemas expresados enforma variacional 

adaptando para la funciÓn soluciÓn del problema, la seria propue~ 

ta por los autores: 

donde: 

.. 
~(1) -:: 'Po (,!) + ~ a. ij>; (i) (4.1) 

L~1 

. , 
funcion que satisface las condiciones de contorno --

del problema. 

a, ,,_ coeficiente a determinar.-

4'iCi).,. funciones coordenadas que sastifacan las siguientes

condiciones 

a) Pertenecen al subespacio de dimensiÓn n.-

b) Para cualquier n, deben ser linealmente indepen-

dientes,-

c) La secuencia \~"~ debe ser completa.-

Para el problema planteado suponemos que q>
0
~):0 y los 
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~. satisfacen las condiciones de contorno del problemà •. 

Para resolver el problema de existencia y convergencia 
, 

de la respuesta, puede tratarse el tema considerandolo como el -

problema de autovalores de un operador lineal en el espacio de 

Hilbert.< 20 ) Se darán aqui. sÓlo algunas definiciones básicas ,en 

lo que respecta al referido espacio: 
• 

Un conjunto 5 de elementos u,v, ... es llamado espa--

cio Hilbert si se cumplen las siguientes propiedades: 

propiedad 1 

El conjunto 5 de elementos u, v ,w, ..• es llamado ª.!!. 

pacio lineal, si se cumplen las siguientes propiedades 

Con IJ • V , w, ••• eS { e es pertenece) 

Con a ,b ,c ' ... eR { R espacio de nú 

meros reales) 

1) u,ve.S ;{u+v)e.S 
, 

2) la adiciones conmutativa U + V : V + U 

3) " " " asociativa u + {v+w)= (u+v) + w 

4) existe el elemento nulo ºe.S de modo que 

u+O=u 

o.u = o 

5) u +(-1).v = u-v 
, 

6) El producto de elementos awu esta.definido.en S: a.u e S 
, 

7) la multiplicacion escalares distributiva 

a.(u+v) = au + av 

(a+b).u = au + bu 

8) la mul tiplicaciÓn escalar es asocia.tiva: 
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9) Existe el elemento identidad , 1 e R tal que 

1.u = u 

propiedad 2 

Para los elementos u,v ,w E: S 
, 

existe un numero real 

llamado producto escalar, designado por (u ,v ), si.pasa a real 

es: 

1) (a.u, V ) = a ( u,v) 

2) (u+v, Ili ) = (u,w) + (v,w) 

3) (u,v} = (v,u) 

4.) (u,u) > o si u -! o 
(u, u) = li u 11

2 es el cuadrado de la 'norma' de 

La norma deu cumple las siguientes propiedades: 

1) 

2) 

Uull > O 

nun =□ 

3) li a. ull = 1 a \·li u li 

. , 
con exepcion de u = O 

si y sÓlo si u = o 

u. 

4) lluffll,{11 u li + li v li llamada desigualdad del tr ian gula. 

propiedad 3 

Si Ses de dimensiÓn infinita, existe un conjunto de 

n elementos linealmente independientes ( u1 , u2 , ••••un) tal 

que 
, 

+ ªn un =□ si y solo si 

= o 

propiedad 4 

5 es completo, de modo que cada secuencia.Cauchy en 

S converge a un elemento de S: 
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ul, u2 I • • • • u 6S n 

ul, Uz ' .... un = fun~ 

lim li um - un \1 = o 

n,m - cc, 

entonces existe en S un elemento u tal que 

propiedad 5 

Ses separable, lo que significa decir que existe una 

secuencia de elementos en S de modo que ~ualquiera sea ella es 

densa en S, o sea que si existe la secuencia {~~ tal que para 
, 

alguil v e, S y un ê >O , tendremos que li un - v li < é 

para alguno de los un en la secuencia {un\ 
, 

Para problemas de autóvalores, as comun calcularlos-

para las secuencia~ correspondientes a 1,2, ••• n t~rminos de 

las expansiones (4.1) y llevar a cabo una comparaciÓn de los -

mismos para las diversas secuencias: 

~(•) = ª~) ,,'\ 
o<2.) c1.) .1.. t1.) .L 
t ..,_ a; 't\ -\- a 'l. 't' '2. . . 

(4.2) 

dando en general la convergencia siguientet 
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Llamando con À a los autovalores, se tiene: 
, , 

problema numero de terminas 
de la secuencia--+ 1 2 n original 

1er autovalor *\\ ~ \ 7 ~~ ~ ~ x~\ ~ '>-1 
2do 

" ~~ ~ ~ ~~I 4 '& >-"l. 

nmo " X"', " >-1'\ t\ ~ 

La convergencia del método depende en gran medida de la 
. , 

eleccion de las funciones coordenadas, porque ocurre que puede 

tenderse hacia una~soluciÓn que difiere de la correcta, (pudiendo 

lista hallarse próxima) por deficiencia en la elecciÓn de las fun

ciones 

( ver fig~ras 6-1 y 6-2) 

Se plantean los métodos de Ritz y E. Finitos 
, 

en comun, 
, . 

ya que el ultimo puede tratarse como una subclase del primara, 

siendo v~lido todo lo anterior, restringiendo el número de térmi-
. , , 

nos en las expansiones de acuerdo al numero de parametros nodales 

que se adopten. En éste caso, el número de autovalores obtenido -
, , 

dependera del numero de elementos y la convergencia no puede tra-

tarse en la misma forma esquematizada arriba para el método de -

Ritz, 
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PLANTEO COffiUN 
, , 

Bajo· un planteamiento comun a los metodos de R.Ritz y 

E. finitos ,formularemos el problema, utilizando la nomenclatu

ra vectorial y funciones adimensionales: U = u/11 ,z = z/l1don 

de 11 es el largo del dominio (dimensional) 

Sea entonces el dominio de definiciÓn del problema el 

intervalo [0-1] 

Adaptaremos para U y f las siguientes expresiones: 

U (2) 

\f (Z) 

(4.3) 

(4.4) 

Podemos derivar(4.3) y (4.4) las veces que sea neces~ 

rio, teniendo en cuenta que a~ y ~ 
, 

~ son parametros. La N indi-

ca 'nodal'. (Extremo de subdominios) 

u'cz) = ~: i~rz) 
u"Cr)= aJ ~~(i) ~ ~ 

~1Cr)= ~J. fHa) 
iº(l)= ~;; · f~ G) 

(4.3 1 ) 

( 4. 3") 

(4.4 1 ) 

Reemplazando (4.3,3 1 ,3") y (4.4,4',4") en el funcio 

nal (2.15), se transforma el problema variacional en otro del -
, , 

calculo diferencial, que consiste en hallar la combinacion li-

neal de las funciones dados que lleven el problema a ser esta-

cionario: 
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I (~i ~)"' ½ cu-i {,
1
{ m l~ ~; ~n ~! ~N -\- m ll-11 ~~1 ±" !HT ~ .. + 

+ '2. ll\ ~ .. l~ ~11 ~li f" ~-i} dZ - ½ Joi { ~~ ~~ ~~ ~~Ti" .\

-1- ~N[Ç t~+~T + ~ <\>~ ~~·]~N( clI .\- r1,J1'c"4-1.). 
t1 - ~ l; ~ ~ - 5 º 

vlil._T·b dZ T·t 11. r \ A/1~1] 
-~11 ""-11 !11 ~ ~ . - ~ ~11 ~ 1 !H !" lz\ + "~ -:" ~Mkl ~11 

-ib:[~,_t\,11 4>;1 + ~ q>~?/) -I'+M-1,~ Jbl'i (4.s} 
:l. - - il-.. 7-. " ~ 1 .... 

~ . ~~ lp 

Derivando (4.5) respecto deª" y de b11 , se obtiene 
~ ~ 

el siguiente sistema de ecuaciones: 

~~~~11.~11)= ~7. J0
1 
m l~ ;11 ~! dI -~n + 007. {,\"~" t~ ~.±'d!. ~N -

~ 

.íJ~EI~ -x.:.i1
: di + K..l,i ~11 tJ

1 
+ \e..:!> "f.~ "!,.~TI 1 a11 l o i, ~ ~ - ~ 7\ ~ ~ 1.) N 

+?L, (Zr(Zp·i) 't~-~!.dI. ~li=º (4.6) 
}o "" "" 
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Reduciremos (4.6) y (4.7) a la forma matricial. 

r:u :" H ~"l= ["" :"H ~nl w2 -
K21 K22 ~n m21 m22 ~n 

(4.8) 
, 

- 2 - (4.9) o K.c =<.u .m.c - -
T {~~ ~~3 c.nn e = -

Que es la 
. , 

del sistema generalizado de autov~ ecuacion 

lares ya anunciada en capitulo 1 
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METODO DE RITZ 

El domínio de definiciÓn es el lar:go total de la viga 

y en éste caso N = l y 4 = l 
A partir de las ecuaciones anteriores podemos dedu-

cir los términos genéricos de las metrices kij y m ij , adap

tando para 1 y ~ la expansiÓn polinÓmica que satisface la 
~ N 

. . , 
condicion de contorno de empotramiento en el origen. 

tT =tli. l
3
.. z"J (4.1□ > 

rT =\z'l. J'3. z"'1 (4.11) 

Podemos tomar n J m para aproximar mejor a la--
, 

solucion.-

Los términos genéricos serán. 

(4.13) 

k~j = J:(f t'; fj + ~~ ~; 1~ )dl + k,_ +; 4j/t, + 

+ l<.'1 \f; 4~1"' - r <\>; +~lz, i.,S=-',,'l, ... m (4.14) 

\\ r1 3 "-'V. 'l mis = Jo m l "i f,..\ \l 
(4.15) 

( 4 .16) 
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(4 .17) 

Para condiciones de contorno diferentes de las plante~ 

das, seria necesario adaptar expansiones del tipo (4.10) y (4.11) 

de modo que satisfagan las nuevas condiciones, o bien formular -

el método en una forma más general, ya sea relajando las condi-

ciones de contorno(ll)o formulando el problema de modo de poder-

. t 1 d. . (12 ) imponer a es con 1c1ones · • 

En caso de discontinuidad en el interior del dominio ( 

diferentes materiales, diferentes expesores, etc) se impone la -

formulaciÓn del funcional relajado en las condiciones de contor

no, de modo se satisfagan las condiciones de illiertrass - Erdmann 

(11) 
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METODO DE ELEMENTOS FINITOS 
, , , 

El dominio de definicion en la formulacimn comun es el 

elemento, lj= 11 y en este 

HipÓtesis de partida. ('r): 

caso N = 2 

a) Se divide el dominio de definiciÓn (total) en subd~ 

minios. 

b) Se supone que los extremos de los elementos pueden

interconectarse, tomando los desplazamientos gener_! 

lizados en los extremos como incognitas del proble

ma, en el grado que sea necesario en el funcional. 

e) Se admite que el desplazamiento generalizado en el 

interior de un elemento puede definirse uniuocamen-
. , . , 

te funcion de las incognitas nodales. 

Para este problema,interesa asegurar la continuidad en 

las funciones y en sus derivadas primaras (un grado menor de la 

que aparece en el funcional) con el objeto de poder interconec-

tar elementos.-

Entonces las expansiones (4.10) y (4.11) están limi

tadas, y las incógnitas pasan a ser ahora las siguientes: 

entonces: 

~; "'\U" U~\ 
~~ = ~ 'f11 'f~\ 

(4.18) 

(4.19) 

(4.20) 



63 

(4.21) 

Las funciones i: y ~; se designan funciones de inter-
~ 

polaciÓr.i , y pueden ser determinadas a partir de (4.20) y (4.21) 

admitiendo un polinomio de 3er grado para las funciones u y 'f, 
que adquieren los valores nodales para Z = O 

, 
o 1 • 

Llevando a cabo tal proceso se llega a los polinomios 

de Hermite de 3er grado para U y ~-

~~ <\>~ ti~ -t-3Zi-l 21~ 

X~ +: t\\ "J. -'2.i-11.3 

~" ""+H = N" = 
=- = = 

3l1 
- '2.13 (4.22) i~ +: H; ~ - ~ 

y; +: H' "Z. 
-1l+ t?, 

De las (4.6) y (4.~) observamos que son necesarios 

formar los productos ljt tj;T , donde s, r indican derivada. 
, . -Genericamente se pueden formar las matrices Kij y 

-mij con el siguiente producto: (i,j=l,2) 

t\º~ l'\ºr 
'\ ' N~s ttt tt~s t\;_'" li~~~~ 

l'\~s ti~' l'\\~t-lt tt:s 1'\~ tl',l'I" (4 .• 23) 
~$. \'\rT_ 

1 "Z. 

l'l~~ t\~' I'\~ t\;' t1º~ t-1º Nºi \'li ~ ~ ... ... 

tli" N~r t\'s tl'r 
... 1 t-1~ t-1~ ~, i' I'\~ 
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Obtenidas las K y m t se procede al reordenamiento 

de términos de acuerdo a la disposiciÓn de las incógnitas por nu

dos, con el objeto de llevar· a cabo el ensamble de elementos. 

Por Último es necesario imponer condiciones de coo-

torno al problema, anulando términos en filas y columnas de las 

metrices, K y m colocando luego el valor: l en la diagonal prin

cipal de la matriz K, en las filas y columnas que correspondan a 

las imposic:iones.-
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e A p I T u L a V 

ESTUDIO EXPERlffiENTAL 

Como se expuso en cap. III, de acuerdo al tipo de fe

nómeno que se tanga para el problema particular, (fig.3-9 a 3-12) 

la influencia de las imperfecciones impide obtener la curva de-

10'8 caminos de equilibrio de la extructura perfecta y por lo --

tanto, la carga critica.-
. , 

Existen dos alternativas para la. obtencion de la mis-

ma por via experimental: 

, 

a).mediante el trazado de los gráficos mostrados en -

fig.(3-9) a (3-12) 

b).fflediante el 

El (a) permite 

gráfico de Sou.thmell ( 2)' ( 3) 
, . 

adernas obtener el comportamiento post-

critico real de la pieza, para las imperfecciones de la misma. 

Para el caso en estudio de acuerdo a la fig. (3-11) , 

es necesario utilizar el concepto de camino complementaria del -

camino de equilibrio, que seria el de equilibrio estable para -

cfertos valores de carga y deformaciones que la estructura sigue 

en el caso que el experimentador fuercela estructura a pasar a 

tal estado.-
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fflETODOS UTILIZADOS 

a..- Camino complementaria 

' Supongamos tener una estructura imperfecta,con parame-

tro de imperfecciÓn definido por e , que puede prevenir de impe.t 

facciones geométricas, defectos de material, errar en el centra

do de cargas, etc. 

La estructura al ser cargada recorre el camino (a)(fig 

5-i) del caso en estudio (caso E.>0) 

:P 
✓t" 

---i-::-=c....·····~~~:;,-1L( ... -.. l~'---· _ 1 ,Q~ 

' . ----t. 

Qf 
(fig 5-1) 

Si a un cierto estado (P1 , Ql) se fuerza a la estru~ 

tura a pasar tal estado curva (a) al estado (P1 , Qf) curva (a•) 

que es estable a ese nivel de cargas, cuando se produce la des-

carga se recorre la curva a' (camino complementaria) que es est~ 

ble hasta un determinado nível de carga (P") correspondienta a 

la imperfecciÓn actual. 

' ' Si se descarga aun mas, la estructura salta de la cur-

' va (a•) a la (a) que es estable, recorriendo esta por el mismo -

camino que al cargar.-
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Tomando varias imperfecciones y determinando para cada 

una de ellas el P" correspondiente, se puede trazae el gráfico -
A 

P11 - E. ( fig 5-.V cuyo vértice agudo define la carga critica.' 

El comportamiento postcritico se pane de manifiesto de 

acuerdo a la familia de curvas genéricas (a) y (b) obtenidas pa

ra diversos valores de ê. 

La influencia de las imperfecciones produce efectos si 

milares (curvas del mismo tipo) cuando ellas actÚan individual-

mente (Z)siendo válido entonces observar el comportamiento post

critico para las imperfecciones combinadas. 

Un parámetro ~ de imperfecciÓn conveniente puede ser -

la exentricidad en la carga.-

b. 
, . 

Grafice de Southwell. 

Un método para determinar la carga critica de una es-

tructura que tiene imperfecciones fÚé sugerido por Southwell. 

Suponiendo que E. englobe todas las imperfecciones, y -

estando en el rango de deformaciones lineales, se puede observar 

que se cumple la ecuaciÓn aproximada(Z) S= q{1-p) (5.1) 

Donde b es un par~metro de deformaciÓn de la estruct~ 

ra perfecta; y f::. P /'Pc 

Designando por ~*al par~metro de deformaciÓn que se mi 

de a partir del estado descargado imperfecto: 

A 

1 esta curva puede determinarse teoricamente 1ver referencias (2), 
(8) 
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~,.4é,,,,. é/("1-f) 

(-\-~) f',:: é-f 

~"' = r-~---\-- s.~ 

~""= f-r''-.s J 
C.OT\ 

(5.2) 

· La (5.2) resulta ser la ecuaciÓn de una recta de pen--

diante igual a Pc, y que puede obtenerse a partir de los resulta-

dos de los ensayos, con el $/' medido para el correspomdiente P, 

resultando la recta de pendiente inicial en el gráfico no lineal 

.ç .. _ $,"'/f' .- El valor: de la ordenada donde ella corta al eje O-&* 

(fig. 5-2) ser~ el valor de la imperfecciÓm equivalente combina

da t, .-

pendiente inicial 

(fig.5-2) 
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Para la estructura estudiada, debido a su poca defor-
, 

mabilidad al inicio del ansayo e impresicion en los dispositi--

vos de lectura para tales deformaciones, se hace difÍcil obte--

c• ( ner valores exactos de o al comienzo del mismo zona lineal) -
, . 

por lo que el presente metodo no es aplicable, dando valores en 

general mayores que los de Pc• siendo mas aplicablasen ensayos-
, 

en que la pieza es mas deformable.-
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· 5.3- E8SAY0S 

Se llevaron a cabo ensayos sobre vigas de acero de se~ 

ciÓn rectangular, dispuestas enforma aislada á vinculadas entre 

ellas tal como se indica a continuaciÓn en 'casos ensayados', ob 
. , . , 

taniendose resultados de defleccion del eje de la viga y de rot!!_ 

ciÓn para la secciÓn extrema. En todos los casos se aplicÓ una -

carga concentrada en el extremo de una de las vigas.-

material usado: acero 

Caracteristicas:mÓdulo de elasticidad 

" "Poisson 

densidad 

Dimensiones de las vigas. 

longitud altura 
Viga N9 1 (dm) h. (dm) 

1 5,42 o, 810 

2 5,42 O ,810 

3 s,42 0,795 

4 5,2s 1,250 

Denominaciones: 

E= 2,1 10 5 tn/dm2 

.J,. 0,3 

f= o,?95 
-4 2 10 tn.seg 

ám4 

espesor 
t (dm) Iy (dm~l0- 6) 

O ,0157 0,2760 

0,0155 0,2559 

0,0157 0,2709 

0,0152 0,3658 

, 
h1 : desplazamiento en vertical del punto de aplicacion 

de P respecto al centro de cizallamiento.-

·z : posiciÓn de P .p 
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zi : posiciÓn de los resortes ki 

Casos ensayados 

Ensayo Ng 1: Viga aislada, con carga casi centrada 

JP 
1 

V1 

h1: 0,07dm 

Z = 5, 50 " p 

Ensayo ND 2: Viga aislada, con carga desplazada hacia arriba del 

centro de cizallamiento,-

~-----t f t p 

V5 

h1: 0,37dm 

z:: 5 1 48 li p 

Ensayo Ng 3: Dos vigas vinculadas al centr.o con elemento total-

mente articulado, efecto Único de k1 carga casi cen 

trada,-

i,,_______,, h1= o,07dm 

z = 5, 52 " p 

z 1: 5,46 11 

k1 : 0,969 1□- 31n 
cit11 

Ensayo N9 4: idem ensayo N2 3, con tres vigas vinculadas.

h1= o, □7dm 

z = 5, 52 " p 

5,46 " 

2,039 1□- 3m 
dm 

Ensayo Ng 5: Dos vigas vinculadas al centro con elemento de emp2 
, . 

tramiento elastico total en un extremo y articulado 
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en el otro, efectos de k1 ,k2 y k3, carga casi. centr,!! 

da.-

~ 
p~ ~l? k tP~ h1= o, □7dm 

+ ~ ~ z = 5,52" 
V\ Vz "' p 

~ 
z1=Z2= 5,46 " 

-3t k1 = O, 969 10 ____!) 
dm 

k2=k3= o, □ 617 +n.ÔWI 

Ensayo N2 6: Idem ensayo N2 1 realizado sobre viga Nº4,que inicial 

mente tenia imperfecciones notables en la geometria. 

, 
Las formulas 

1 . . t (24) as s1.gu1.en as 

, 
utilizadas para el calculo âe las ki son 

r 
+~ 
1 U(<)=1 

+-1 " ~-! 
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DescripciÓn de los aparatos: 

Con los materiales y casos previstos en hoiia anterior 

se llevaron a cabo los ensayos de inestabilidad, empotrando las -

vigas en un cuadro de perfiles especialmente diseÕado (fotografia 

NR l ). En el mismo, se amarraron brazos de fijaciÓn de fleximetros 

con los que se tomaron lecturas de desplazamientos horizontales. 

Se utilizeron fleximetros de polea, de presiciÓn de 0,1mm la que

se viÓ aumentada en las lecturas por la extensiÓn de las nferen

cias de las vigas (fig 5-3), (fotografias). 

t fleximetros 

n l' 

hilo de acero 

pesos p/ extension de hilosJ 

u---viga de ensayo 

(fig 5-3) 

indicas de ref. en vigas 

li li " de fleximetros 

NB 2 1 

Se independizÓ el dispositivo de lectura el de ensayo 

~~igas}. Para lograr major presiciÓn en la medida de los desplaza

mientos, se utilizá un catetÓmetro (Óptico) para ajustar los ind,! 

ces de referencia (fleximetros) con los indicas de referencia de

las vigas, asegurando por lo menos la presiciÓn mencionada. 

Para las cargas se utilizaron pesos conocidos, logran 

do que las mismas fuesen concentradas, mediante un dispositivo ci 

nico que asienta en una pieza que disponia de puntos {o marcas)-

que permite adernás variar la exentricidad en la aplicaciÓn de las 



mismas ( fig 5-4;) 

elemento au
xiliar de 
t:ransmisiÓn 
de cargas____. 

A 

1----1--------J 

. 
L] 
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viga 

Corte B-B 
Corte A-A 

(fig 5-4) 

En las fotografias se muestran los dispositivos, dis

posiciÓn de las mismas y figuras que adoptan las vigas al ser en

sayadas (ensyos N22y5) 

DescripciÓn del ensayo: se aplican pesos conocidos y 

se miden deformaciones horizontales en flexfmetros N2 1 y N22(fig 

5-3), pudiendo en base a las diferencias de lecturas respecto de 

la inicial, conocer los desplazamientos (Li) de las Índices de 

las vigas (encima y debajo). Para el extremo de la viga entonces

se calcula 
u(l) = [L(l) + L ( 2)];2 

~(1)= arc.tg ( L(l)_ L(2)y /h
2 

para los diversos ensayos se trazaron Únicamente los gráfi 

cos de u(l) pues es indicativo del fenómeno de inestabilidad.

h2= distancia (vertical) entre Índices. 
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t Fotografia N2l. muestra el cuadro de perfiles que sir-

va de sostén a vigas y brazos de fijaciÓn de flexÍmetros, con la 

disposiciÓn de éstos (dos de ellos se utilizarosn para tomar medi-
, 

das, mientras los otros dos solo complementan con el objeto de lo-

grar un desplazamiento correcto de los Índices de flexÍmetros). 

Se observan los pesos utilizados en el ensayo.-

FotografÍa N2 2. muestra el elemento auxiliar de tras-

misiÓn de carga(a través del cone de asiento)y la figura de defor

mación del ensayo NR2. Atr~s, el catetÓmetro Óptico utilizado.-

' Fotografia N2 3. otra vista del ensayo Nº2, mostrando -

el frente de fleximetros, y el plato de cargas. 

FotografÍa N2 4.,., muestra los Índices de referencias de 

fleximetros y la figura de deformaciÓn del ensayo N2 5 

Fotografia~. se vé en ella la figura de deformaciÓn 

del ensayo N2 4, flexfmetros, catetÓmetro, pesos.-
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( 

fotografl él N11 1 

' fotografia NR 2 
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' fo t ogra fl. '3. NII 3 

' fotografia NII 4 
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( 

fotografia NII 5 
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CAPITULO VI 

ANALISIS DE RESULTADOS 

COffiPARACION DE RESULTADOS 
, 

Se utilizan los metodos de Ritz y de E. finitos al -
, , , 

caso de una viga de. solucion teorica conocida, analizando con am 
, , 

bos metodos la convergencia con respecto al valor teorico exacto. 

En figura 6-1 se dan resultados de la aplicaciÓn del 

primero al caso da la viga an voladizo( 3), graficando: Carga cri

tica y error versus número total de términos an las axpansiones -

(nii-m). Se trazaron las curvas de variaciÓn de Pc para n::,,m, n=m y 
. , , , 

n<m y tambian cuando se mantiana constante al numero de terminos-

an las axpansionas para u (n) y se varia al parar (m), notando -
, , . 

que es necasario expandir~ con un numero da terminas mayor que -
, ,, , , 

para u, siendo que para este ultimo es suficiente utilizar n=4 o 

S, con las que para (n+m)> 15 se tiene se tiene un errar menor que 

el 1,5%, siempre por valores superiores al axacto.-

El mismo caso fué analizado utilizando.·el método da

E. Finitos, mostrándose resultados en figura 6-3 en el gráfico . • 
carga ctltica-nÚmaro de elementos. Se limitá al número de elemen

tos a 15, notando que para tal limite se difiere dal valor axacto 

en un 1, 57% 

Se puade decir que los resultados fueron axelentes -
, , 

para ambos metades, aunqua se asperaba convergencia con menor nu-

mero de divisionas para el método da E. finitos. 

En figura 6-2 se dan resultados de la aplicaciÓn del 
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, . . , 
metodo de Ritz para el caso de la viga en voladizo y restriccion 

, 
lateral, dada por un resorte equivalente a una union articulada-

ª otra viga de iguales características, con resultados similares 

a las de figura 6-1.-

En figuras 6-4 a 6-9 se muestran los resultados ex

perimentales obtenidos de los 6 casos básicos propuestos(S.3) y 

que se comparan con la teoria aqui desarrollada. En ellos se tr~ 

zar.on las curvas de carga- deformaciÓn del extremo (a) y menor -

carga de salto-exentricidad (b), contentándonos con los gráficos 

respecto de sÓlo uno de los parámetros de deformaciÓn: u(l),sien 

do que para el otro:'f(l) son completamente similares, sobre todo 
, 

que al valor de Pc se obtiane independientamente del parametro -
, . 

da deformacion utilizado.-

En las figuras se observa el comportamiento poster! 
. , , 

tico para cada caso, notando que la situacion mas desfavorable -

se obtiane al desplazar verticalmente la carg•ãraspacto al cen-

tro de cizallamiento (fig 6-5), siguiendo el de la viga aislada

(fig 6-4); las vinculaciones a otras vigas producen majoria en -

el comportamiento postcritico, mayor cuanto mayores sean los va

lores de la rigidez de los resortes, además que el valor de la--
, . t carga critica auman a.-

La figura 6-9 muestra el caso da la viga aislada 

que contaba con daformaciones notables, tambi~n con resultados -

exelentes. 

La asimetria q_ue se observa en fig 6-8 se debe a que 

aÚn siendo el esquema inicial (descargado) sim~trico, al cargar -
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la viga el punto de aplicaciÓm de·la carga baja, y siendo que e•~ 
, , 

xiste una restriccion en le torsion de la viga, induce a una rot~ 

ciÓn de la misma en el extremo tanto mayor cuanto mayoresêcarga -

(mayor descanso de la carga) que actÚa siempre en el mismo senti

do, aÚn de producirse deformaciones transversales grandes (fig 
, , 

6-10), con l\f:l<l'f:I, donde lft significa el angulo de rotacion del -
, 

extremo, inducido para cargas correspondientes a +e o -e 

p -------- . - .·-

ti 1 \ 

~ ~ 

fig 6-10 

A pesar de la a~imetrfa, los resultados obtenidos ( 

teórico y experimental) son coincidentes 

. . , . , 
Se da a continuacion una tabla de comparacion de re-

, . 
sultados de los metades de Ritz y experimental, en cuanto que pa-

. • ' , er , ra E. finitos se da solo para el 1 caso ensayado. Se refirio el 

error al valor obtenido en los ensayos, 
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siendo: PJ= carga cr!tica teórica segÚn método. 
, 

n n segun ensayo. 

, 
metodo de Ritz 

Ensayo Nª n, m Pt p~ Errar(%) 

1 4 16 9,04 9,00 0,44 

li 5 15 li li li 

2 4, 16 8,42 8,30 1,45 

li 5 15 8,48 " 2,17 

3 4 16 11,00 11,00 o,oo 

li 5 15 11_,05 fl! o,45 

4 4. 16 11,94 11,83 0,93 

li 5 15 11,91 n o, 68 

5 5 10 19,87 20,00 o, 65 

" 5 15 19,66 li 0,70 

6 4 16 14,46 14,20 l,B4 

" 5 15 14,45 n 1, 76 

, 
matado de Elementos Finitos 

Eneayo Nll NU de elemen·.,r- ., pJ p~ Errar(%) 

1 10 9,13 9,00 1,44 

li 15 9,07 li 0,10 
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6.2.- CONCLUSIONES 

A partir de la tabla dada en 6,1, se observa la coin 

cidencia de resultados teóricos y experimentales, con lo que se -

deduce que la teoria as aplicable, y pueden asi estudiarse con 

los métodos propuestos casos más complicados de vinculaciÓn de vi 

gas en voladizo Ó de otras formas de restricciones (Apéndice 4). 

Bastará simular los efectos de vinculaciÓn por resortes a flexiÓn 

torsiÓn y desplazamiento, También se aplica a casos en que más de 
, 

una viga esta cargada y cargamentos proporcionales en la misma v! 

ga,-

A. pesar que el . método dinárnico aqui utilizado no as 

el ideal a aplicar al problema propuesto (para el caso conservat! 

voas w=□ para la condiciÓn de P
0

, pudiendo entonces resolver el-

problema de autovalores y autovactores con respecto 

, ) 2 on(4.5 con w =□, siendo el menor autovalor el P ), 
c 

de P, ecuaci

se desarrollÓ 

el mismo con miras a la aplicaciÓn a casos no conservativos, bas-
-tendo modificar las matrices K,m y la correcciÓn de K debido a e-

factos de P.-
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En"Or Pc 
(¼) 

(, -

'2 -

~1-------------,1+ ~ t i t 
--1 

~"' '\oo. 
\,i"" '10. 
t ~ '\. 

l'I= Y\Úme.t"o de, -\-Jr·minos ?O.""- u 

" u " . ~ 

o _. t..l'l.'E, ________ \/oJor _ <>:xodo _____________________ __ ;--:_.,._-....._--;.:-:.:-e:.•.:.:·+·~---

8 '\() 17. ?.'l. '24 numero !ola! 
<:le te'.rminoS 
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FLguru 6-2. 

\8 

K = O,C>'i. e_, 
E= '\O~ 

~-= o 

t,. .\.00, 

h"' 110. 
1;., .\,. 

""' 11Úme.l"'O de. tc'.rmi>,o& fo.m U 
m:: n ,, .. 11 y 

io 2'1. ,z~ número tl>tc.l 
i!e, +e:~mh,os 
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1 
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METODO DE ELEMENTOS FINITOS 
CURVA: CARGA CRITICA - N~ DE EL,EMEl'iTOS 

Ftçuro. 6-3 

?e 

~ t itt .10 

t---+ 
E.., 1d< 

~ ""º f .. O.O'\ 

f :1 '\00. 
lt: 10 . 

. oo t.,. 1. 

i..so --t---+---+---+---+---+-+-+---~ 

o ······---·-----···- _____ .. ___ -------· -----· ---- ---- -·- ---- ---------- ·------------

l,Jo 
2 5 15 númert> ôe 

élernentos 
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A P E N D I C E l 

PROPIEDADES DEL PROBLEffiA DE.AUTOVALORES;-

Al problema generalizado de autovalores ( 5) ,.{l3) , deri 

vado en la ecuaciÓn (4.9), puede asociarse al de operadores linea

les en un espacio de Hilbert (H); designando con A y B a tales opa 

redores y por u un elemento en tal espacio; u E:H. 

Au -~ Bu = O (1) 

Suponemos que los operadores A,B son autoadjuntos y B 

positivo dafinido,<2o)y el domínio de definiciÓn de B es un subdo

mínio abierto del de A. Adem~s ·A- >- B es autoadjunto para todo À re-

al. 

Propiedad 1: los autovalores de la ecuaciÓn (1) son positivos. 

Si~ y u son un autoualor·y su correspondiente autove_g_ 

tor de (1), con A,B positivos definidos tomando el producto esca-

lar de (1) con use tiene: 

(Au,u) - À(Bu,u) = O 

\ .· {Au,u) 
0 ,.. =- ..;..__:__;; > 

(Bu,u) 
(2) 

por definiciÓn de producto escalar. 

Propiedad 2: los autovectores correspondientes a diferentes auto

valores de (1) son or.togonales en HA y R8 • Con HA y H8 designamos 

el espacio Hilbert en la energia y proviene de considerar lo si. -
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guiante: 

Sea el operador ~ definido en el subespacio s, que 

es denso en un espacio de Hilbert completo H, y sea B positivo -

definido en S, esta es, existe una constante 1 > O tal que : 

. 
l 

uES (3) 

Definiendo un ouevo producto escalar en S: 

u,v 6 5 (4) 

Con ~sta definiciÓn, S pasa a ser un nuevo espacio -

Hilbert, denotado por Hs,, y cuya norma ( Ili u m ) ser~: 

t 
mulll = cau,u) ue.s 

Sean entonces ~1,~1 dos autovalores y u
1

, u
2 

sus cg 

~respondientes autovectores de (1) 

y 

tomando el producto escalar siguiente: 

(Au1 , u2) = ~1(su1 , u
2

) 

(Au2 , u1 ) = >-.z(Bu2 , u1 ) 

restando miembro a miembro,y por ser los operadores autoadjuntos 

se tiene 

(Au1 , u2) = (Au2 , u1) y (Bu1,u2) = (Bu2 , u1) 

(}-.1-t-z),(Bu1 , u2) = O 

por ser ~1 .,;,. >,2 es: 

(Bu1 , u2) = (Au
1

, u2) = O 

(5) 

(6) 
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~P_r_o~p~i~e~d~a.d_. __ 3_~ Suponiendo que A y B son operadores autoadjuntos, y 

que B es positivo definido, cualquier conjunto de funciones uno -

nulas que son mutuamente ortogonales a traves de B es un conjunto 

linealmente independiente.-

_P_r_o.p_i_e_d_a_d __ _.;.4_: los autovalores de(l) son reales. 

Supongamos que u sea un valor complejo y ü su con

jugado correspondiente. 

'. (7') 

Supongamos que ~1fuese un valor complejo; basándo-

nos en la propiedad de que el conjugado de un producto es igual al 

producto de los conjugados 

ul 

restando 

(B) 

formando el producto escalar en (7) con ü 1 y (B) con 

(Au1 , Ül) = )..1 (Bul, ul) 

(Aü1 , ul) = ~l (Bül, ul) 

m.a 111. y debido al caracter autoadjunto de A y B 

no es nula por ser B positivo definido 

>,_l = a • b i: 

}-1.-1'1 = 2b,i , que es nulo para b:O 

. . 

(9) 

Se concluye afirmando que los autovalores del problema 
, 

seran reales.-
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Propiedac:!__í.:A un autovalor de multiplicidad s, corresponden s au 

tovectores linealmente independientes • 

. , 
Pasando a notacion matricial, tenemos que: 

Si los vectores E cumplen la propiedad de ser ortonor-

males a traves de la matriz m 
' ,•./ ' - (].. J' 

e). me . = o 

• , 

. ,:-l. ' -J 
~ ij es el delta de Kroneker, 

--~~>•·· 
&ij:l i:j 

= □ ipj 

(10) 

La matriz as111cieda a los vectores ortonormales se deée

signa como matriz modal asociada a (1) 

-
= [;~ !n] . ,~e. e Q ,...2 . . 

♦ (11) - - -QT m Q = I . ' (12) 
", " 

El problema (1) puede plantearse considerando todos•-

los autovalores y autovectores: 

- - - - ['iul.] K. e m. e. m W= 
.. 1 ·(1~J = . ,t 

e la matriz modal 
. 

es /, .-"-~ ._ ;ff' ~ ~ 

Planteando el problema asociado: 

- -
m Z = Z.-i (14) 

t:t-c:.J 
Z es la matriz ortonormal 

-~ es una matriz diagonal de autovalores asociada a (14) 
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- -T -zT -2 z.z = = I 
- - -1 z1 = z 
de (14) 

- - -m = z.t.zT 
-

propiedad: si t es una matriz diagonal,y Z es ortonormal se veri-- - .... -
f.ica que me(. = z .t"': zT 

en particular: 

- - 1 -z lfz z 1 . . . = I 

De (13) 

- - ' -
1 -m\. -mi_ c-_-111 K m-i_ m z • e = .. • 

- -1 -premul tiplicando por m z = (m·l )T 

e;-\ Í< _;-t > e; l. e ) = e;-\_ ; l > <; l e -
) • UI 

, 
se tr.ansformo el ptoblema (13) en otro del tipo 

~ • l - -R = \TI-7 K url 

- -1 -
e = mi. e 

con m de (15) , (16) 

- ~ --K e = c111 
~ = 

(14) 

(15) 

(16) 

Se resuelve enl C y 111, resultando C-: ser una matriz arta 

normal 
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APENDICL.f. 

CONDENSACION DE PROBLEMAS DE AUTOVALORES 

El problema generalizado de autovalores a que se lle

ga con la formulaciÓn del presente trabajo u otros similares-

puede ser demasiado grande, pudiendo considerar mediante el re

curso dêl análisis modal (z 3)uno menor, en el que se consideren 

los p menores autovalores y sus correspondientes autovectores.-
, 

Para el problema de la Estabilidad Elastica, basta con 

siderar los dos menores autovalores para casos de inestabilidad

dinámica, o sÓlo uno para el caso de inestabilidad estática.-

La condensaciÓn del problema puede llevarse a cabo me

diante la técnica de iteraciÓn en subespacios, para grandes pro

blemas(Zl),(ZZ)y puede resumirse con los siguientes pasos inte-

grantes de un esquema iterativo que puede ser interpretado como-
, , . 

una combinacion del cociente de Rayleigh con el metodo de Ritz 

La ecuaciÓn de partida es: 

(1) 

donde las matrices K, íií son de orden n ~ n simétricas,a 

coeficientes reales, m positiva definida. 

Tomando la matriz modal C y la de autovalores W = fu>~j 
R.c = m e íií (2) 

Se quiere reducir el problema de resolver n autovalores 

Y sus autovectores a otro en el que as necesario resolver p; 

p z n, en un esquema de iteraciÓn simultánea. 

En una iteraciÓn genérica j a j + l, se tendrá que 

resolver una ecuaciÓn del tipo: 



~ 

y M en 

fórmula: 

te forma: 

formar 

resolver 

calcular 

calcular 

resolver 

calcular 
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(3) 

... 
de Í<. con 1~+'\ es posible encontrar las proyecciones 

el espacio Ep. 
~ .,_ T - ;,,, 

(4) 
K i~'l = 'f ~~" K \· ~•'\ - ;:., - ;:, (5) 
M.~~'\ = ~- \"\ ~~-'\ ~~ ... 
Se recae en el sistema de autovalores. 

(6) 

luego, los autovectores de (2) pueden hallarse por la 

~ ::::. 

~~\'\ = ~~\'\ f ~~'\ (7) 

cuando ~ _.., , se ti.ena que 
~ ~ 

rf...::.:,•'\ -- I/IJ 

~~~" - e 
Para las 3 iteraciones se debe proceder en la siguien 

R= kt~ 
i<.~~\" = R 
... ~T - ~ CT ,.. 

K~•" = ~~•" K ~~•" = ~.S"". ~ 
.... =-\ ,,oi .::si. 

""~\'\ = 'e~.... t'\ ii'<"I 

Rs~" ~~~" = M.~ .... " f-, ~•". ;;._~\'\ 
"' -

i::.:,-'c"I = 'e~·'\· ~.s~ 
orden. de las matrices 

(8) 

(9) 

(10) 

(ll) 

(12) 

(13) 
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K 
' 

m orden n,.n 

~~~" ,í( 'R li " ,. ? 

~i~", ~~, R1,\) Ms\" n p,. p 

Para lograr una convergencia m~s r~pida, para el le~ 

~ r 
.paso ( 1 = 1) se aconseja que R sea construido por: 

, 
a)la primar columna contendra los elementos de la diag.Q. 

nal de m.-
b)las demas columnas deber~n ser vectores unitarios, con 

todas sus componentes nulas exepto coicear un + 1 en 

las mayores relaciones de mi,/ k,i 
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A P E N D I C E 3 

PROGRAOlA PARA EL CALCULO DE LA 

CARGA CRITICA 

Se desarrollÓ un programa que calcula el cuadrado:. . de 

frecuencias de vibraciÓn (m~) para un determinado nivel de cargas

del problema (4.9) 

E1 esquema es válido para los métodos de Ritz y de El,! 

mentes Finitos, siendo que las subrutinas DATOC (Lee dates) ,CAOlAT 

{forma metrices K y m) y parte de ITEN ( itera en el número de ci-
-elos de carga pedidos) en lo que respecta a la modificaciÓn de K, 

, 
son diferentes para ambos metodos. 

, 
Tal como esta preparado, el programa permite la obten-

ciÓn de hasta 12 valores de CJ}· por cálculo sin condensar, pudiéndo

se emplear el mismo para problemas mayores(hasta un limite de Ór-

den de las metrices de 30,. 30.) utilizando la técnica de condensa .. -

ciÓn (Apéndice 2), siendo suficiente calcular Únicamente el menor-
, , 

autnvalor para el caso de inestabilidad estatica. Par.a este caso, se 

busca determinar la carga (P) que produce que la menor frecuencia

de vibraciÓn sea nula (e.o= O). 

Para casos de inestabilidad dinámica, habrá que calcu

lar al menos los dos menores autovalores (.oo~ ':I Wl) 
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D.iagrama de flu jo 

1 Arranquei 
• 

Lea datas de dimensionas, material, 
rigidez de resortes, etc 

1 
Formar. las matrices K y m 1 

l 
Iterar en el 

. 
numero de ciclos pedido asu-

miando valor inicial de carga 

Ordel) de K y iii ,l Orden de i< y' iii , 
a~ numero de auto al numero de au 
valores pedido. - valores pedido. 

= 
to -

•r 

Reducir el 
, 
orden de íZ Y íii 1 

JResolver el problema (i< -i.o7-m)i:::=□ J 

~>º W~>Wi ~ E:stable 1. u:,1: Inestabilidad 
ó U)'2 <. u:,?. ' • 1 dinámica 1 2 

c,j; <.O 

1 

Inestabilidad 
estática 

, 
. -~ 

RefJnar la carga partiendo del ~ltimo valor que 
tenia antes de producirse la inestabilidad y dan 
do un incremento menor. 

é 
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Diagrama .de blocos 

PROGRAffiA PRINCIPAL! 
K1\ 

SUBROUTINE DATOCI ,. 

(2) 

SlJBROUTINE. CAmAT I 

(!) 

YSUBROUTINL ITERC I 
_jC't) 

1) 
(0 

(S) 

SUBROUTINE VECINI 

SUBROUTINE INCAPI 

SUBROUTINE PRODll 

L...j SUBROUTINE JAUTVI 

, 
Lee numero de problemas. 

Lee título del problema, secciÓn rectangular Ó 
no, datos de dimensiones, propiedad del mate~
rial, r.igidez de re9orte9 y sus po~iciones,ca1:. 
ga inicial y posicJon, numero de terminas en-;-
1,s expanciones, numero de ciclos de iteracio~ 
numero de autovalores pedido e incremento de--· 
cargas.-

Dependiendo si no se trata de secciÓn rectangu 
lar , lee•wdatos de c, c1 , I , masa. Forma las': 
metrices K y fü, la primara para P=l. 

. . , 
Es la que comanda las 1terac1ones en el numero 
de ciclos pedido, corrigieQdO K en cada itera
ciÓn, analizando el menor o,. los dos menores au 
tovalores segÚn el caso. Cuando se pida un nú:' 
mero de autovalores menor que el orden de las 
metrices, se utilizan las siguientes subruti-
nas: 

Constr.uye la matriz ortogonal inicial R 
, 

lnvierte la matriz K, que no se modificara du
rante las iteraciones para una determinada car 
ga utilizando el método de GAUSS JORDAN con -:··· 
seiecciÓn del mayor elemento de la diagonal -
principal. 

~jecuta los productos necesarios para reducir
K y ffl al subespacio pedido. 

- 'L -Resuelve 91 problema Kc = u.'I m~: del probl9ma , 
original o del reduc;dõ, utilizando el metodo
de rotaciones simultaneas de JACOBI. 
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Manual de entrada al programa 

PRO GRAffiA PRINCIPAL 

READ (5, 3) NCAS□ 
3 FORffiAT(I5) 

, 
NCASO = numero de problemas 

SUBROUTINE DATOC 

READ(5,25}TITUL 
25 F□ RffiAT(121i4) 

READ(5,l)ACHE,TE,ELE 
1 FORfflAT(2Fl□.2,Fl□ .1} 

READ(5,3)EL,DENSI,PdIS 
3 FORfflAT(fl□ .l,2fl0.4) 

READ(5,B)CRIG,CALA,YO 
B FORffiAT(BFl0.4,) 

READ(5,B)RIGL,COFKl,RIGffl,COFK2,RIGL1,COFll,RIGffll,COF21 
READ (5., 100) Pl, Hl,COEF 

100' FORfflAT(3Fl0.3) 
READ(S, 12) N.,m 

12 FORffiAT(2I5) 

READ(S,6)NP,ITERP,DELP 
6 FORMAT(2IS,íl0.2) 

SUBROUTINE CAffiAT 
, 

Si no se tiene seccion rectangular se debe leer: 

READ(S,43)CfflASA,CINER,CPOLA,CRIG 
43 FORffiAT(4Fl5.7) 

El significado de las variables en las subrutinas anteriores 
es el siguiente: 

TIT:UL: título del problema 

ACHE= altura de la secciÓn transversal 
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. , 
TE= espesor de la secc1on transversal 

ELE= longitud de la viga 

EL= módulo de elasticidad del material. 

DENSI: densidad del material 

POIS: coeficiente de Poisson. 

CRIG: coeficiente que indica si es secciÓn rectangular 

(CRIG:Q) o nÓ (CRIG:lJ 

CALA= rigidez de alabeo.-

'f□ = diferencia entre los centros de gravedad y de c,! 

zallamiento.-

RIGL= rigidez de resorte a traslaciÓn 

RIGM: li li li 
. , 

11 rotac1on 

RIGLl= 

RIGMl= 

li li n" 11 variaciÓn de traslaciÓn.-

li " li li li li 
. , 

rotac1on.-

COFK1,COFK2,CDF11,COF21= coeficientes de posiciÓn de 

RIGL a ílIGml (igu~les a 1. para posiciÓn en 1) 

Pl= carga inicial 

Hl= distancia en la vertical entre el centro de -

cizallamiento y el punto de aplicaciÓn de la 

carga. 

COEF= coeficiente de posiciÓn de la carga (COEF=l.es 

posiciÓn en l) 

N,m= número de terminas en las expansiones deu y f 
respectivamente.-

, 
NP= numero de autovalores pedido 

ITERP= li " iteraciones en las cargas.-

DELP: incremento en la carga.-
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CffiASA: masa por unidad de longitud. 

CINER= momento de inercia respecto al eje y-y. 

CPOLA= momento de inercia polar. 

CRIG rigidez 
. , 

= a tors1.on 



// EXEC FORTGCLG 
//FORT.SYSIN CD* 

IJIIPLICIT REAL *81A-h,C-Z) 
CCMMON COEF,COFK1,CCFK2,CCF11,CCF21,RIGL1,RIGJ111,YC 
COMMCN ACHE,TE,ELE,EL,DENSI,PCIS,CRIG,CALA,RIGL,RIGM,Pl,Hl,DELP,P 
COJll/iCI\ RMASP(24,24l,RITP(24,24l,PHl(24,4J,PR00(24,4l 
COMJvON RITl24,25l,Rl"AS(24,24),EIGV(l2l,D(l2l,X(12,12l 
COMJIICI\ LR,Lh,INDR,11\0N,I\ ,M ,NP,NAUT,ITERP 
DEFINE FILE 1(24,48,U,INDRJ,2(24,48,U,INDMJ 
LR=S 
LW=6 
REAC (LR,3)NCASC 
WRITE(L~,3)1\CASC 

3 FCR~AT(I5) 
00 E IN I=l,NCASC 

CALL CATCC 
P= 1. 
CALL CA/JAT 
CALL ITcRC 

8 CCNTINUê 
CALL EXIT. 
ENO 

1-' 
o 
....i 
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SUBROUTINE DATOC 
IMPLICIT REAL *8(A-H,O-Zl 
COMMON COEF,COFK1,COFK2,COF11,COF21,RIGL1,RIGM1,YO 
COMMCN ACHE,TE,ELE,EL,DENSl,POIS,CRIG,CALA,RIGL,RIGM,Pl,Hl,DELP,P 
COMMON RMASP!24,24l,RITP(24,24l,PHI(24,4},PROD(24,41 
COMMON RIT!24,25l,RMAS!24,24l,EIGV(l2l,0(121,X(l2,12l 
COMMON LR,LW,INDR,INOM,N ,M ,NP,NAUT,ITERP 

LEER TITULO 

READ(LR,25)TITUL 
FORMAT(l2A4l 
WRITE!LW,26lTITUL 
FORMAT!1Hl,12A4) 
READ (LR,llACHE,TE,ELE 
FORMAT(2Fl0.2,FlO.ll 
WRITE(LW,2lACHE,TE ,ELE 

.... 
o 
CD 

F Q RMAT ( /l5 )(, ..'_A.L LUJHL _=_ '-• f 8_. 3.,.lQ)(_._ •_E S_P _E SJJR _ _= _t_ ,. f 8_._lt ,_l_O X., ..'_LO N.GJ T_UO _= _t_ ____________________ _ 
1,F7.3/l 

READ !LR,3lEL,DENSl,POIS 
FORMAT(FlO.l,2FlD.4J 
WRITE(LW,4lEL,OENSI,POIS 
FORMAT(//5X,'MOD. DE ELAST. =',FlO~l, 6X, 'DENSIOAO =',Fl5.10,6X,' 

lMOD. DE PO!SSON = 1 ,Fl0.4/l 

SI ES SECCION RECTANGULAR PONER CRIG = C = O. 

READ(LR,8) CRIG,CALA,YO 
WRITE!LW,16lCRIG,CALA,YO 
FORMAT!5X,'IND. SECCION RECT. O O 1. = 1 ,Fl0.4,lOX,'RIGIDEZ DE ALAB 

. lEO =•,Fl0.4//5X, 1 DIST. ENTRE EL CG Y EL CENTRO DE CIZALLAMIENTO = 1 

2 ,Fl0.3/ l 
READ(LR, 8)RIGL,COFK1,RIGM,COFK2,RIGL1,COF11,RIGM1,COF21 
WRITE!LW,QlRIGL,COFK1,RIG~,COFK2,RIGLl,COF11,RIGMl,COF21 



8 FORMAT(8F10.4l 
9 FORMAT(//5X,'Kl',Fl5.8,5X,'P0S. COF. Kl =',Fl5.3,5X,'K2 = 1 ,Fl5.8,5 

ZX,'POS, CCF. K2 =',Fl5.3//5X,'Kll =',Fl2.3,5X, 1 POS. COF. Kll =', 
3Fl4.3,5X,'K21 =',Fl4.8,5X,'POS CCF. K21 =',Fl5.3/l 

REAOÍLR, 100) Pl ,Hl ,COEF 
100 FORMAT(3Fl0.3) 

WRITE(LW,10 )Pl,Hl,COEF 
lC FORMAT(//5X,'CARGA INICIAL =',Fl0.6,lOX,'DiST, AL BARICENTRO•' 

1,FlC.4,lOX,'COEF. PCS!CION PARA CARGA = 1 ,Fl0.4/l 
READ (LR,12) N, M 

12 FORMATl215l 
WR lT E ( L W , 13 ) N, M 

13 FORMAT(//5X,'N ■ OE TERM, PARA DESPL. =',13,lOX,'N. DE TERM. PARA 
iROTACIC~ = 1 ,13/l 

READ ILR,élNP,ITERP,DELP 
6 FORMAT(2I5,Fl0.2l 

WRITEILW,5)NP,ITERP,DELP 
5 FORMAT(5X,'NUM. OE AUTOVALORES REQUERIDO' = 1 ,15//5X,'NUM. DE PASOS 

lDE CARGAS =',lll//5X,'IKCBEMENTO EN LAS CARGAS =•,FB.6//l 
RETURN 
END 

..... 
o 
\Q 



( {( ) .... ,, .... , ...... 
SUBROUTINE CAMAT 
IMPLICIT REAL *B(A-H,0-Z) 
COMMON COEF,COFK1,COFK2,COF11,COF21,RIGL1,R!GM1,YO 
COMMON ACHE,TE,ELE,EL,DENS!,POIS,CRIG,CALA,RIGL,RIGM,Pl,Hl,DELP,P 
COMMON RMASP(24,24),RITP(24,24),PHI(24,4),PROD(24,4l 
COMMON RIT(24,25),RMAS(24,24l,EIGV(l2),0(12),X(l2,12l 
COMMOI\ LR,LW,INDR,INDM,N ,M ,NP,NAUT,ITERP 
NM=N+M 

C SI ES SECCION RECTANGULAR CALCULE C,M,I,10 

C SI NO ES SECCION RECTINGULAR LEA C,M,I,IO 

IF (DABS(CR!Gll40,40,41 
4G CRIG=EL*ACHE*TE**3/(6.*(l.+POISll 

CMASA=DENSI*ACHE*TE 
ClNER=ACHE*TE**3/12. 
CPOLA=ACHE**2/12. 
GOTO 42 

41 READ(LR,43)CMASA,CINER,CPOLA,CRIG 
43 FORMAT(4Fl5.7) 
42 WRITEILW,16S)CMASA,CINER,CPOLA,CRIG 
169 FORMATl// 1 MASA=',E21.4,2X,' M. INER,= 1 ,El5,4//' MOM. POLAR=', 

c 

c 

1El5.4,7X,'C = 1 ,El7.4/l 
DO l I=l ,NM 
DO l J=l,I\M 
RIT(I,J)=O. 

1 RMAS(l,Jl=O. 
DO lC l=l,N 

MATRIZ RITZ Y MASA REFERIDAS AL DESPLAZAMIENTO 

MATRIZ DE MASAS REF. AL OESPLAZAMIENTO 

DO 11 J=I ,N 

.... .... 
o 



R!Tll,Jl=EL*CINER/ELE*l*(l+ll*J*lJ+ll/(I+J-ll+RIGL*ELE**2*COFKl**l 
ll+J+2l+RIGLl*ll+ll*(J+ll*COFll**(I+Jl 

11 RMAS(I,Jl=CMASA*ELE**3/(I+J+3l 
e 
C MATRIZ RITZ Y MASAS REF. AL DESPL. Y ROTACION 
e 
e 

DO 10 J=l,M 
JN=J+N 
RMASll,JNl=CMASA*ELE**2*YO/(I+J+3l 

1 C RI T ( I , J 1' l = P* ELE* I * 1 I + l l / ( ( I + ,J + l J * ( I + J + 2 l l *COE F * * ( I + J + 2 l 

C MATRIZ RITZ Y MASAS REFERICAS A LA ROTACION 

DO 20 I=l-,M 
IM=I+N 
DO 2C J=I,M 

- - -· - -- . ..J.1-l=.Jct:.N_ - -· - - - - - -- - - - - - - -- - - - - - - -· ··- - - - - -- - - - -- .. - -- - -- - - - - -
RI T ( 1 M, J M l =CRI G /ELE* ( I + l l * ( J+ 1 l / ( l +J + 1 ) +CAUI / (ELE **3'l * I * ( I + 1 l *J * 

l(J+ll/(l+J-ll-P*Hl*COEF**(I+J+2l+R!GM•COFK2**(l+J+2l 
2+R!GM1/(ELE**2l*(l+ll*(J+ll*COF2l**(I+Jl 

2C RMAS(IM,JMl=CPOLA*ELE/(I+J+3l*CMASA 
DO 3C 1=1,NM 
DO 30 J=l ,NM 
RIT ( J,I l=RIT ( I ,Jl 

30 RMAS(J,Il=RMAS(I,Jl 
INDM=l 
INDR=l 
DO 11~ l=l,NM 
W R l TE ( 1 ' I N DR l ( RI T ( I , J l , J = 1, NM ) 

115 WRITE(2'INDM)(RMAS(l,Jl,J=l,NM) 
RETURN 
END 

..., ..., ..., 



r~ -, f""'-lf". 

[;l ·. "<jSUBROUT INE VEC I N 
IMPLICIT REAL *B(A-H,0-Zl 
□ l,ENSION ll(24l 
COMMCN COEF,COFK1,COFK2,COF11,COF21,R!Gll,RIGM1,YO 
COMMON ~CHE,TE,ELE,EL,DENSl,POIS,CRIG,CALA,RIGL,RIGM,Pl,Hl,DELP,P 
coM,oN RMASP(24,24),RITP(24,24),PHI(24,4l,PR00(24,4) 
COMMON RIT(24,25l,RMAS(24,24l,EIGV(l2l,D(l2l,X(12,12l 
coM, □ N LR,LW,INDR,IND,,N ,M ,NP,NAUT,ITERP 
N,=N+M 
DO 35 I=t,N, 
LL(Il=G 
DO 35 J=l,NP 

35 PHJ(I,Jl=O. 
DO 11 I=l,NM 

11 PROD(l,4l=RMAS(J,ll/RIT(I,Il 
DO 10 l=l,NM 

10 PHICI,ll=RMAS(l,1l 
IF(NP-1)40,40,41 

41 DO 15 NC=2,NP 
DO 2 1=1,NM 
IF(LL(Il 12,3,2 

3 K=l 
GC TO 5 

2 CONTINUE 
5 KL=K -
8 KL=KL+ l 

IF(NM-Klll4,23,23 
23 IF(LLCKL))B,16,8 
lt [F(OABS(O(K) )-OABS(D(KL)) )ls,e,a 
lS K=KL 

GO TC 8 
14 PHI(K,NCl=l. 

LL( K l=l 
15 CONTINUE 
40 RETURN 

.... .... 
>-> 



16 

~ . ENO ., ~ 

'""-"sUBRCUT INE. INCAP t NT l 
IMPLICIT REAL *81A-H,0-Zl 
OIMENSICN Lt24l,Ft24,25) 
COMMON COEF,COFK1,COFK2,COF11,COF21,RIGL1,R!GM1,YO 
COMMON ACHE,TE,ELE,EL,OENSI,PO!S,CRIG,CALA,RIGL,RlGM,Pl,Hl,OELP,P 
COMMO~ RMASPl24,24l,RITP{24,24l,PHl{24,4l,PROOt24,4) 
COMMON RJT{24,25l,RM/\S{24,24),ElGV(l2),0{l2),X(l2,12) 
COMMON LR,LW,lNOR,INDM,N ,M ,NP,NAUT,lTERP 
EQUIVALENCE(F(l,ll,RIT(l,lll 
NPl=NT+l 
DO 10 I=l,NT 

10 Ltll=C 
00 15C NCICL=l,NT 
00.2 l=l,~T 
IF Ll(lll2,3,2 

3 K=I 
GOTO 5 

2 CONTINUE 
5 KL=K 
8 KL=Kl+l 

IF(NT-KL)l4,23,23 
23 !FtllKLll8,16,8 

IF{CABS(F{K,K)l-DA8SIFIKL,KL)l)19,B,8 
19 K =KL 

GOTO 8 
14 L(K)=l 

DO 15 IK=l,NT 
15 Ft!K,1'-Pll=O, 

FtK,NPll=l. 
DO 21 JL=l,NPl 
IF{JL-Kl20,21,20 

20 F(K,Jll=F(K,JL)/FIK,Kl 
21 CONTINUE 

00 25 !K=l ,NT 

.... .... 
úl 



IF(K-IK)30,25,30 
30 DO 25 JL=l,NPl 

IF<K-JL)35,25,35 
35 F(IK,JL)=F(IK,JL)-F(IK,Kl*F(K,JLI 
25 CONTINUE· 

CO 40 11=1,NT 
40 FIII,K)=Flll,NPl) 

150 CONTINUE 
RETURN 
ENO 

.... .... 

.e,. 



lC 

5 

- 7 50 

, .. .,.,,. 
~SUBROUTINE JAUT~ 
"IMPLICIT REAL *B(A-H,C-Zl 

DIMENS!ON A(24,24),Bl24,24l 
COMMON COEF,COFK1,COFK2,COF11,COF21,RIGL1,RIGM1,YO 
COMMON ACHE,TE,ELE,EL,DENSl,POIS,CRIG,CALA,RIGL,RIGM,Pl,Hl,DELP,P 
COMMON RMASP(24,24l,RITP(24,24l,PH!l24,4l,PROD(24,4l 
COMMON R!Tl24,25l,RMAS(24,24l,EIGV(l2l,Dll2l,Xll2,12) 
COMMCN LR,LW,INDR,INDM,NZ,MZ,NP,NAUT,ITERP 
E QU IVA L E NC E ( A ( l , ll , R I T P ( 1 , l l ) , ( B ( l , 1 l , RI" AS P ( l , ll l 
NAUV=NAUT 
N=NAUV 

NSMAX=l5 
ERROR=C.CCOl 

DO 10 1=1,NAUV 
Dlll=A(!,Il/Bll,Il 

EIGll(I)=C(I) 
IF(N-1) 4,5,4 
CONTINUE __ _ 

WRITElLW,750lEIGV(ll 
FORMAT(//5X,'AUTOVALOR LNIC0=',Fl5.é/l 
RETURN 

4 DO 3C I=l,N 
00 ,o J=l,N 

2C Xll,Jl=C. 
30 X(l,11=1. 

NSWEP=O 
NR=N-1 

e 
C INICIO OE LAS ITERACIONES 
e 

WRITE(LW,10051 
1005 FORMAT(//lOX,'ITERACION EN JACAU N0. 1 ,1ox, 1 LOS AUTOVALORES EN ESTA 

llTERACICN SON'l 
40 NSWEP=NSWEP+l 

WRITElLW,1000) NSWEP 



1000 FOR~AT(/121) 
EPS=(0.05**NSWEPl**2 
DO 50 J=l,NR 
JJ=J+l 
DO 50 K=JJ,N 
TT=A(J,Kl*A(J,Kl 
TB=A(J,Jl*A(K,Kl 
ETOLA=DABS(TT/TBI 
TT=BlJ,Kl*BlJ,Kl 
T B = B ( J , J .) * B ( K , K l 
ETOLB=TT/TB 
IF(ETCLA-EPSI 6,7,7 

6 IF(ETOLB-EPSl 50,7,7 
7. AKK=A(K,Kl*B(J,Kl-B(K,Kl*A(J,Kl 

AJJ=A(J,Jl*BIJ,Kl-BIJ,Jl*AIJ,Kl 
AB=A(J,Jl*BIK,Kl-A(K,Kl*BIJ,Jl 
CHECK=(AB*AB+4,0*AKK*AJJ)/4,0 
IF(CHECKl 60,70,70 

60 WRITEILW,1004) CHECK 
. _ .100_4 __ f.OR l'iAJU.I' LOt<. L' EN_ J AUlV __ S_E .. SAC__ilR_A __ 8AI Z ___ CUAD_RADA _D_E _UN _('J UME RO .. 

1NEGATIVO',E20,7l 
STOP 

70 SQCH=DSCRT(CHECKI 
Dl=AB/2,+SQCH · 
DZ=AB/2,-SQCH 
DEN=Dl 
IF(OABS(02l-OA8S(Clll8,8,9 

g OEN=D2 . 
8 IF(OENI 90,80,90 
80 CA=O. 

CG=-A(J,Kl/AIK,Kl 
GO TC 100 

90 CA=AKK/DEN 
CG=-AJJ/DEN 

e 
C ROTACICNES GENERALIZADAS 

.... .... 
m 



e 
100 
95 

110 

105 
120 
130 

125 
140 
150 

160 

IF(N-2) 95,18C,95 
JPl=J+l 
Jf.\l=J-1 

KPl=K+l 
KMl=K-1 

IF(Jl'.1-ll 120,110,110 
DO 105 !=1,JMl 

AJ=A(l,Jl 
BJ=B( 1,Jl 
AK=A<I,Kl 
BK=B(I,Kl 

A( I ,J l=AJ+CG*AK 
B ( I, J l= BJ +CG*BK 
A(I,Kl=AK+CA*AJ 

B(I,Kl=BK+CA*BJ 
IF(KPl-Nl 130,130,140 

DO 125 I=KPl ,N 
AJ=AIJ,Il 
BJ=B(J,Il 
AK=A(K,Il 
BK=BIK,Il 
A ( J·, l l=AJ+CG*AK 
B ( J, 1 l =BJ+CG.*BK 
AIK,ll=AK+CA*AJ 

BIK,Il=BK+CA*BJ 
!FIJPl-KMll 15C,150,180 

00 léO I=JPl,KMl 
AJ=A(J,I) 
BJ=B(J,ll 
AK=A(I,K) 

BK=B(!,K) 
A(J,I)=AJ+CG*AK 
B ( J, 1 l =BJ+CG*BK 
A( I ,K l=AK+CA*AJ 

B<I,Kl=BK+CA*BJ 

.... .... 
--.1 



180 AK=AtK,K) 

c 

BK=B(K,Kl 
A(K,Kl=AK+Z.*CA*A(J,K)+CA*CA*A(J,Jl 

BtK,K)=BK+Z.*CA*B(J,K)+CAOCl•BtJ,Jl 
A(J,Jl=A(J,Jl+2.*CG*A(J,Kl+CG*CG*AK 
8(J,Jl=B(J,J)+2.*CG*B(J,Kl+CG*CG*BK 
A(J,Kl=O. 
B(J,Kl=O. 

C AUTOVECTORES 
c 

DO l9C !=1,N 
XJ=X(I,Jl 
XK=X(l,Kl 
X(I,J)=XJ+CG*XK 

190 X( I ,Kl=XK+CA*XJ 
5C CONTINUE 

DO 220 1=1,N 
220 EIGV(ll=A(l,Il/B(l,Il 

__ W_RIJE_lU1_,_lQOZL J_E_IG...VJ.U d.=L,NL ________ _ 
1002 FORMAT(/40X,6El3.6l 
c 
C ESTUOIO DE LA CONVERGENCIA 
e 

DO 240 1=1, N 
TOL=DABS(ERROROO(lll 
DIF=DABS(E!GV(Il-D(Ill 
IF!DIF-TOL) 240,240,300 

240 CONTINUE 
e 
C ESTUOIO CE LOS ELEMENTOS FUERA DE LA DIAGONAL 
e 

EPS=ERRDR**2 
DO 26C J=l,NR 
JJ=J+l 
DO 260 K=JJ, N 

.... .... 
o, 



TT=A(J,Kl*A(J,Kl 
TB=A(J,Jl*ACK,K) 
EPSA=DABS(TT/TBI 
TT=BIJ,Kl*B(J,Kl 
TB=B(J,Jl*B(K,Kl 
EPSB=TT/TB 
IF(EPSA-EPSI 11,300,3CO 

11 IFCEPSB-EPSl 26C,300,300 
260 CONTINUE 

DO 310 l=l,N 
DO 31C J=l,N 
B(J,Il=B(l,Jl 

310 ACJ,Il=A(I,J) 
GOTO 21 

3CC DO 320 I=l,N 
320 D(Il=EIGl/(Il 

IFCNSWEP-NSMAXl 40,13,13 
13 00 330 1=1,N 

DO 33C J=I,N __ 
B(J,Il=B(l,JI 

- 330 A(J,l)=A(I,J) 
21 CONTINUE 

WRITE (LW,4991 
499 FORMAT(//lOX,'AUTOVECTORES'//l 

00 501 J=l,NAUI/ 
5Cl WRITE(LW,5001 (X(I,Jl,I=l,NAUV) 
500 FORMAT(/8El5.71 

RETURN 
ENO 

.... .... 
\O 



{/:ic~:) 
t, . 'SUBRCUT!NE PROOl(lll 

IMPLICIT REAL *B(A-H,0-Z) 
COMl'O~ CCEF,COFK1,COFK2,CCF11,COF21,RIGL1,RIGM1,YO 
COMMCN AChE,TE,ELE,EL,OENSI,POIS,CR!G,CALA,RIGL,RIGM,Pl,Hl,DELP,P 
COMMON Rf"ASP(24,24l,RITP(24,24l,PHI(24,4),PR00(24,4) 
COJ<lt'O~ RIT(24,25),Rl'AS(24,24),EIGVl12l,D(l2l,X(l2,12l 
COMMON LR,LW,INDR,INDM,N ,M ,NP,NAUT,ITERP 
NM=N+f<I 
lf(LL-1)5,5,6 

5 DO 8 I=l,NM 
DO 8 J=l,NP 

8 PROC(I,Jl=PHI!I,Jl 
GOTO 9 

6 DO 12 l=l,NM 
DO 12 J=l,NP 
AUX=O. 
00 11 K = l, NM 

11 AUX=AUX+RMAS(!,K)*PH!(K,J) 
12 PROD(I,Jl=AUX 
9 00 22 1=1,NM 

DO 22 J=l,NP 
AUX=O. 
00 21 K=l,NM 

21 AUX=AUX+R IT ( 1, K >*PROO ( K ,J) 
22 PH!(I,J)=AUX 

DO 32 I=l,NP 
DO 32 J=l,NP 
AUX=O. 
DO 31 K=l ,NM 

31 AUX=AUX+PH!(K,l)*PROD(K,J) 
32 RITP(I,J)=AUX 

INOM=l 
DO 100 I=l,NM 

100 REAC(2'lNDMl(RMAS(I,Jl,J=l,NM) 
DO 42 !=1,NI' 

.... 
N 
o 



DO 42 J=l,NP 
AUX=D. 
DO 41 K=l,NM 

41 AUX=AUX+RMAS(I,Kl*PHIIK,Jl 
42 PROD(l,J)=AUX 

DO 52 1=1,NP 
DO ':2 J=l,NP 
AUX=O. 
DO 51 K=l,NM 

51 AUX=AUX+PHI (K,I l*PROD(K,Jl 
52 RMASP(l,Jl=AUX 

RETURN 
END 

... 
N ... 



/l)~ ,~l . 
'v '•-~.ISUBRCUTINE I TERC 

30 

35 

37 

3g 

366 

IMPLICIT REAL *B(A-H,0-Z) 
DIMENSION CCMP(24l,L(24l,IND(24) 
COl'l"CN COEF,COFK1,COFK2,COF11,COF21,RIGL1,RIGM1,YO 
COMMON ACHE,TE,ELE,EL,DENSI,POIS,CRIG,CALA,RIGL,RIGM,Pl,Hl,CELP,P 
COMMON RMASP(24,24l,RITP(24,2'•l,PH1(24,4),PR00(24,4) 
COl".l'CN RIT(24,25),RMAS(24,24),EIGV(l2l,D(l2),X(12,12l 
COMMON LR,LW,INDR,INDM,N ,I" ,NP,NAUT,ITERP 
IND(l>=l 
ERROR=0.001 
INDCO=O 
NM=N+l'I 
Nll=N+l 
AUX=Pl 
DO 10 LI=l,ITERP 
P=AUX 
INDR=l 
INDl'=l 
D_C _ 3L _I =_L,Nl' __ ~ ~ __ ~ __ 
R E A D ( 2 1 I N D M ) ( R MA S ( I , J ) , J = 1, NM) 
R E A D ( l ' I N DR ) ( R 1T ( I , J l , J = 1 , NM ) 
DO 35 I=l,N 
DO 35 J=l,M 
JN=J+N 

RI T ( I, J N ) =RI T ( I , JN) *P 
DO 37 l=l,M 
IN=I+N 
DO 37 J=l,M 
JN=J+N 
RIT(IN,JN)=RIT(IN,JNJ+(Hl-P*HlJ•COEF**fI+J+2J 
DO 39 l=l,NM 
DO 39 J=l,NM 
RITIJ,Il=RfT{l,JJ 
WRITE(L~,366lll,P 

FORMAT(///// 'ITERACION N. =',15,lOX,'CARGA CORRESP. =',Fl0.7//l 



5 

1 

6 

31 
e 

,e 
e 

... 

IFIN"-NP)5,5,6 
NAUT=NM 
DO 1 1=1,NAUT 
DO 1 J=l ,NAUT 
R MAS P ( 1 , J ) =R "AS ( I , J ) 
RITP(l,J)=RITII,Jl 
C/ILL JAUTV 
GOTO 100 
NAUT=I\P 
NITER=lO 
CALL VECIN 
INDX=C 
CALL INCAP(NMI 
DO tl LL =1,NITER 
IND"=l 
DO 31 l=l,Nt' 

READ(2'11\DMI IRMAS( I,J) ,J=l,NM) 

_REDUCCION DE RIT Y RMAS 

CALL PRODl(LL) 
CALL JAUTV 
IF(NAUT-1)233,233,234 

233 Xll,l)=l. 
234 IF(LL-1)86,86,70 
70 INDX=C 

DO 7~ K=l,NP 
IF(DABS(EIGV(K))-DABS(COMPIK))-ERRORIB0,80,75 

80 INDX=INDX+l 
75_ CONTINUE 
86 CONTll\UE 

DO 68 l=l,NP 
68 COMPll)=EIGV(I) 

IF(I\P-INDXIBS,85,63 
63 DO 31,2 I=l,NM 

DO 3122 J=l,NP 



CUX=C. 
00 3121 K=l,NP 

3121 CUX=CUX+PH!ll,Kl*XlK,Jl 
3122 PROOll,J)=CUX 

00 28 I=l,NM 
00 28 J=l,NP 

28 PHI<I,J)=PROO(I,Jl 
61 CONTII\UE 
85 LFIN=LL 

WRITE(LW,1233) 
1233 FORKATl//lOX,'AUTOVECTORES DE MATRIZ REDUCIDA'/) 

DO 1234 J=l,NP 
1234 WRITE(Ll,,1068) (PI"!( I,J),I=l,NMl 
1068 FORMAT(/BE15.7) 

WRITE(LW,90)LFIN 
9C FOR,AT{//10X, 1 CONVERGENCIA EN LA CONOENS, A LA JTERAC. N. •',14/l 
100 00 165 1=1,NAUT 
165 L<Il=O 

00 15G ICl=l,NAUT 
00 152 I=l,NAUT 
I F ( L ( U l 15 2 , 153 , 15 2 

153 K=I 
GOTO 155 

152 CONTINUE 
155 KL=K 
158 KL=KL+l 

IFlNAUT-KLl164,163,163 
lé3 IF(l(Kllll58,166,158 
166 IF(EIGV(Kl-EIGV(Kll )158, 158,169 
169 K=KL 

GOTO 158 
164 L(K)•l 
150 !NO( ICI )=K 

WR!TE(LW,185)l!ND<I),I=l,NAUT) 
185 FORMATl// 1 LUGARES OE LOS AUTOV.=',1015//l 

KKK=IJI.Dlll 



18 
191 
16 

15 

1S5 
10 

I* 

I F ( E IG \i ( KKK) ) 15, 15, 18 
JF (JNOCOll6,l6,191 
IF(INOCO-INO!l lllS,16,15 

AUX=AUX+CELP 
GOTO 195 
AUX=P-DELP+DELP/5. 
OELP=DELP/5. 
GOTO 10 

INOCO=INC(l) 
CONTII\UE 
RETURN 
END 

//GO.FTOlFOOl DC DSN=&&AGUSTIN,DISP=(NEW,DELETE),UNIT=SYSDA, 
// SPACE=(l92,!24,ll,RLSE) 
//GO.FT02FC01 DO DSN=&EAGUSTI ,DISP=!NEW,DELETE),UNIT=SYSDA, 
// SPACE=(l92,(24,1),RLSE) 
//GO.SYSIN CD •~ 

.... .., 
U1 
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A P E N-D L C E 4 

EXTENSION A PROBLEMAS mAS GENERALES 

Se planteÓ el método dinámico y se resolviÓ el proble-
, . , 

ma en estudio enforma numerica, utilizando los matados directos -

de R. Ritz y de E. finitos, siendo que pueden imponerse condicio-

nes de contorno diferentes de las ya utilizadas, tales como para-

resolver problemas de inestabilidad de vigas con vinculaciones a 

otras en:. cualquier. punto interno y cargas en cualquier posiciÓn pa 

ralos casos siguientes: 

a) vigas completamente restringidas en ambos extremos 

b) " " " li un extremo y_ Pª.!. 

cialmente restringidas en el otro. 

c) vigas idem casos: en estudio, a y b con restriccio

nes entre O y 1.-

tal como se planteÓ el problema, el método de E.Fini--
. , 

tos tambien puede utilizarse para: 

d) vigas con los extremos parcialmente restringidos 

e) idem d, con restricciones internas. 

Para los casos (a) a (c) en el m.de Ritz habr{a que in 

crementa~ el n~mero de resortes y de cargas(proporcionales a P)ha~ 

ta que sea necesario. Con el mencionaddo, las condiciones deres--
. . . , 

triccion total de desplazamientos generalizados son efectuadas con 

resortes de rigidez suficientemente grande, mientras que ello no o 

curre con E. finitos, siendo conveniente dividir en elementos sin

resortes internos 
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Para generalizar el problema es ne~esario admitir 
, 

mas 

grados de libertad, suponiendo que se producirán, por ejemplo 4de.ê_ 

plazamientos generalizados (fig 1): u, v, w,-f 
1t'-') 

( fig 1) 
, 

En el metodo de E. Finitos se asignan significado a las 

incógnitas nodales y éstas pueden adoptarse en un número mayor que 

4; se formulan las siguientes incógnitas por nudo: 

a) . \O . ÕIJI . ~, . }íl 
' i11 ' ul li i '"Dl li , 'l>l li 

( 7 incógnitas) 

, , 
en este caso, pueden relacionarse las incognitas por -

medio de los polinomios de Hermite de 3er grado, igual que en el 

presente trabajo (4.18) a (4.22) 

para U11 J 1)Ul J 
7>1 li 

V11 1 2:tl í>l II J 

para w11 
se utiliza: w =- (i-Z)w1 +lw2 

b) además de las incógnitas nodales del caso (a) se tie--

nen las siguientes: 

( 10 incógnitas) 

para los cuales seria necesario el empleo de los polinomios de He!_ 

mite de 5to grado, cuyas expresiones pueden consultarse en Barsoum 

(9), y ~atado enforma completamente similar al ya planteado.-
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A partir da (2.3) as• posible considerar el trabajo de 

las cargas aplicadas a la estructura, incluyendo la parte no cone 

servativa de ellas. Aqui el sistema pierde la propiedad de ser a_y 

to-adjunto, not~ndose ello en la no simetria de la matriz prove-

niente de la parte no conservativa de las cargas aplicadas. 
, 

Para este tipo de problemas, debe plantearse tal ma--

triz para cada caso particular y observar que tipo de restriccio

nes adicionales as necesario imponer sobre el sistema. 

Por ejemplo, para el problema de Beck, en el caso que 

el desplazamiento generalizado as u: ( fig 2) 

:-z 
/? 1 

T = 1 ),t"' u?u--dz rr 2 t) 

\l= ! Ç1:11 LI~ eh ? 1 

l 
1 

2 () 

)( ~l-- ir P u: di --~ 
2 ., 

(fig. 2) ~ w"';. _ 1' u,cz). ~ u u) 

se puede tran~formar en: 

o sea, se debe imponer condiciÓn de contorno en u (1) z 

(1) 

Con el m~todo de E. Finitos puede efectuarse ensamble 

entre elementos, siempre que se tanga compatibilidad de deforma-

ciones a nivel de nudos,rotando los elementos respecto a un sis--
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tema global de referencia y con ello pueden analizarse casos de 
, , 

estructuras con vinculacion mas compleja,y casos de cargamentos-

no conservativos útilizando el método dinámico (Único posible pa-
, , , 

ra el ultimo caso) utilizando el criterio dinamico de estabilidad 

(Capitulo !I).-

Por. Último debe llamarse la atenciÓn que para casos "' 
, 

de cargamentos no conservativos con analisis linealizado no deben 

resolverse sin tener en cuenta el monto del amortiguamiento ._ · es

tructural, siempre presente en las estructuras reales y que causa 

an efecto 'desestabilizante', siendo la carga éritica calculada -

sin llevar en cuenta tal efecto, un limite superior de la real f\4/ 

otr.a forma de obtener la carga critica real ser ia efectuando un 

análisis no lineal, siendo que para casos de estructuras someti-

das a cargamentos conservativos, pueden ser estudiadas como aq~i

se hizo (análisis linealizado y sin llevar en .cuenta el amortigu_!! 

miento) 
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