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RESUMEN

Se estudia an el presente trabajo el problema de la esta-
bilidad elastica de vigas empotradas en un axtremo y vinculadas
entre si en el otro, cuando se encuentran sometidas a una carga
vertical concentrada en el extremo de una de ellas.-

Es presentado un resumen del tratamiento general de pro-
blemas de la estsbilidad slastica, utilizando los conceptos  del
enalisis postcritico segin la 1inea de Thompson.

Se desarrolla la teoria v aplicacion del metodo dinémicn,
que con el auxilio de los metodos directos de Rayleigh-Ritz vy de
Elementos Finitos, hace posible su aplicacion a problemas mas com
plicados, tales como los de estructuras sometidas = cargamentos
no conservatives, esquemas mas complejos o una combinacion de am-
bos.

Se llevaron a cabo experienciss que verifican las teorias
expuestas, resaltando la influencia de las imperfecciones y del

comportamiento posteritico.



RESUMO

Estuda-se no presente trabalho Cp problema de estabi-
lidade elastice de hastes engastadas numa extremidade, e vincula-
das entre elas no outro, quando se encontram:.submetides a un ca--
rregamento vertical concentrado no extremo de uma delas.-

E apresentado um resumo do tratamento geral de proble
mas da estabilidada aléstica, utilizando os conceitos da analise-
poscritico sequindo a linha de Thompson. Y

Desenvolve-se a teoria e aplicacdo do metodo dinamieo
que com o auxilio dos metodos diretos de Rayleigh Ritz e de éle--
mentos Finitos, torna possiusl sua aplicaqao a problemas mais com
plexos, tais como os de estructuras submetldas a carregamentes --
nac conservativos, esquemas mais complexas o uma combinacao de an
bos,

Fizeram~se experisncias gque comprovam as teorias gx--
postas, salientando a influencia das imperfeicdes e o comportamen

to poscritipﬂ.-



ABSTRACT

In the present Thesis it is studied the problem of -
the elastic stability of cantilever beams; associated at the frae
end for the case of a concentrated forceigé%iﬁgfét_thg;frgéfand of
one of thems.- |

It is presented a summary of the general treatment of
elastic stability problems according $o the concepts of the post-
criticai analgsis following Thompson's theory,-

It is developed the theory of the dynamic method,This
theary is applied using the Rayleigh Ritz and Finite Element metho
ds, that can be used for more complex;p;gEggghq pgthpgrst:uctufes
subject to non-conservative loads, more complex schemes or a- come
bination of them.-

The theorestical results were compared with experimen~
tal data. It was clear in the experiments the relevance of initial

imperfections and the post-critical behaviaor, -
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CAPITULDO 1

INTROCOUCCION

1.1 - GENERALIDADES

La teoria de la estabilidad elastice,basice para el dese-~
rrollo del presents trabajo, cuenta con un volimen muy extenso de
literatura que se inicia con Euler viendo ampliado sl campo de
aplicscion y acelerado su desarrollo com la tendencia moderna de
construir estructuras con materiales de elevada resistencia, es--
beltas, livianas.-

Los problemas abordades son en general no lineales (elas-
ticos o plésticos) aungue para el calculo de la carga ceitica se
admite hipotesis de linealidad y de pequenas deformaciones.

En su primer planteo, Euler redujo el problema de estabi-
lided de una forma de equilibrio al de hallar el minimo valor ca=

racteristico de problemas de valor de contorno, suponiendo lashi-

potesis da pequenas deformaciones y materiales elasticos lineales.
El metodo es aplicable a problemss no elasticos e traves del con-
ceptc del modulo reducido, pero no es universal, no es aplicable
a cualquier tipo de problemas y merscen senalarse cuatro campos
fundamentales en los cuales deben tomarse reserves:

i.- En el de estructuras esbeltas tipo casceras donde pe-
quenas imperfecciones cambian por completoc el valor
de le earge critica.-

2.,- Cisrtas estructuras tales como plscas pusden compor--
tarse en servicio mas alla de la cargacritica previs-

ta,-



3.= En 8l campc de la estabilidad alastuplﬁstica, donde
estudios realizados han demnstrado la importancia que
tiene 1la carga an el procaeso de perdida de estabili--
dad, como asi tambien el factor tiempo.-

4.~ Para estructuras sometidas a cargamentos no conserva-
tivos, definidos como aquellcs que no derivan de un

potencial, no es aplicable el metodo de Euler.-

Podemos intentsr una clasificacion de los metodos mas

conocidos para tratamisnto de problemas de estabilidad alastica

1.- Método de Euler (1)#(3) g

2.=- Metodo de Energia (3)

3.~ Metodo dinamico (11’(2)-(3)

4.- Metodos de analisis no lineal elastico

a)e. Con pasibilidad de analizar caminos de equilibrio

en modelos perfectos (2),(9) '
b}. Analisis de modelos con deformeciones inicisles

(2),(8),(16)

Mientrae 1 y 2 permiten la determinacion de la carga cri-
tica para estructuras sometidas a cargamentos conservativos, 4-a
y 4-b ademas de ello permiten determinar los caminos de equilibrico

pre y'pastcritico »COMO asi tambien detectar fenomenos de garga li

i (.) indice bibliografia al final de la tesie.

se aclara en capitulo III el concepto de caminos de equili-

brio.
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3 @s mas general, aplicable a problemas de cargamentos no
conservativos, permitiendo determinar tanto la carga critica como
también el tipo de inestabilidad que ocurrira: dinamica(flutter)o
astética:: s teniendo el inconveniente de restringirse al campo
de deformacicnes lineales, no ponigndo de manifiesto para sl ca-
s0 estatico el tipo de fendmeno que ocurrira (bifurcacion simetri
ca, asimetrica, etc).

Los fundamentos de los mencionados metodos (1 a 4 )} pua—-

den consultarse en la bibliografia, desarrocllandose aqui los de

105 metodos dinamicos vy el 4-a, en la 1{nea de Thompson.-

1.2 - EL PROBLEMA EN FSTUDRIO

Se analiza el campnrfamiento de vigas en voladizo, aisla-
das o vinculados entre allas, cuando ss encusentran sometidas &
una carga vartical concentrada,{ver refarencias(s)’(la)).

Las caracterfsticas fundamentales de las vigas son:

- Paguena rigidez de 1= seccion transversal respecto del
eje y-y que con respecto al eje x-x, sisndo ellos ejas
principales de inercia, vy estando y-y en la posigcion ver-

tical,

Se trate de vigas con seccion transversal abierta y pare-

des finas.

'  Se aclaran conceptos en capitule III
:: n " n n H II.



- La carga vertical se encuentra a le distancia c.l
del extremo empotrado, v en un punto cualquiera sQ

bre la vertical que pasa por el c. ds cizallamien-

to (fig, 1-1)

)
1.,61/ ‘ (fig 1-1)

Siendo 1; estructura real imperfecta, al actuar la
carga se produciran deformaciones (fig. 1-2), que para bajos
valores de P seran lineales, pesroc que a valores slevados ss
volveran no lineales, llegando un momentc en gque creceran en
forma desproporcicnada, poniendc a la estructura fuers de SAr
vicio . Para ls estructura perfecta, ello ocurre para valores

de P mayores que para la imperfecta.

Ix

(fig, 1-2)

El efecto de vinculacion a otras vigas es equivalente
g2l de considerar resortes que se oponen a los desplazamientos

genaralizedos de traslacidn u v de rotacion P » v a sus deri

20y 22y, (fig 1-3)

vadas primeras ('bz Y =55



La posicion de los resortes se determina por las coordg
nedas zj= cjil f{i=1,2,3,4 s V se desprendes que se pueden
considerar el numero de tales restricciones como se desee a 1o

largo de la viga ; idem para otras cargas proporcionzles a P,-

iy
|
_ -
B
L ks

(%) (Z) (23)

(k4 carecs de significado en la figqura)

(fig 1~ 3)

Para resolver el problema en forma sistamﬁtica, s co-
mienza por plantear el funcional correspondiente a la wiga aisla
ta, con resortes de rigidez kl ve«K, ,procediendo luego a su mi-
nimizaciﬁn, llsgando a la conclusian gue las gcuzaciones diferen-
ciales derivadas resultan acopladas para sl caso mas general, ra
zon por la cual se decide stacar el problema de minimizecidn por
metodos directos, aplicando Ritz y Elementes Finitoas,

Se lleva a cabo un astﬁdio del comportamiento postcriti-
co para canocer mejor al fenomenc que se esta analizando, con
consideraciones de la influencia de las imperfeccionss, concluyen
do que para este caso puede utilizemse la carga critica como ele-
mento de dimensionado,

Finalmente, un estudio axperimental confirma los resulta-
dos tedricos en lo qQue respecta a carga critica, compor tamiento

postcritico e influencia de las imperfeccionas.,



CAPITULO_ II
#ETODO_DINAMICO

2.1 INSTITUCION DEL FUNCIGNAL

Como ya se mencicno en la introducciﬁn, el metodo dina-
mico es el unico que permite predecir la inestabilidad de siste--
mas no conservativos, debido e la naturaleza misma de tales proble
mas, que se trate escencialmente de fendmenos dinamicos,.-

El mencionado es equivalante 2 los metodos estaticos de
Euler y Ehargia, para la determinacion de la carga critica en ce-
so de cargamentos conservativos.-

Boletin (1) pone de manifiestoc las diferencias que sur-
gen para el problemes de Beck, al aplicar los metodos dinamicos y
de Euler, y la posibilidad ds formular uno mas genexral nos condu-
ce al plantec del metodo dindmico,-

Partiremos del principio variacional de Hamiltan(d)’(5 )
para establecer las ecuaciones de pequenas oescilaciones alrededor

de la posicion de equilibrio de la estructura bajo carga P, plan-
teando el funcional que posteriormente se minimizara por el pro--
cedimientc tradicional del Calculo de VYariaciones.-

El mencionado puede aplicarse a sistemas holondmices,no
holondamicos y cargamentos de cualquier tipo(&) ,antandiéndase por
sistemas holondmicos aquellos cuyas scuac. de restricciones dapen
den solo de las funciones coordenadas,o de aestas y 81 tiempo que-
dando excluidas aquellasecuac. de restricciones gn las derivades.

El principic de Hamilton aplicado a una particula expre

sa que la integral en el tiempo de 1la variscidn de la energia ci-



netica mas el trabajo total de las fuerzas actuantes en sl sistema

e3 nula:

I:S(T+ Yt =0 (2.2)

% = trabajo de las fuerzas actuantes en el sistema

T = energia cinetica del sistema.-

W= energia potencial total del sistema.-

W=-%
SW= o §V 4+ SWE 4 S (2.2)

V = energf{a de deformecidn del sistema.-

W= trabajo total realizado por la parts conservativa de las
fuerzas generalizadas actuantes en el sistema durante la
deformacions

Su= trabajo realizado por la parte no conservativa de las

fuerzas gensralizadas actuantes en el sistema,durante

una variacion de desplazamientos generslizados,.-

Cuando se trata con sistemas conservativos, es decir a-
quellos en los cuales el trabajo puede derivarse de un potencial,

es U =0 y (2.2) se transforma en:
§W= V4 Swe (2.3)

Introduciendo (2.3} en (2.1),podenos expressr para sis

’ =
temas holonomicos:

ﬁ‘ S(T-vaws)dt =0 (2.4)

5 i:l (T-V+ WYt = SLJ:‘ Ldt =0 (2.5)



LeT-V+W® (2.6)

L es designado como el Lagrangiano y puede considerar-

se como integrante del funcional del problema tratado

T - L*‘ L dt (12, (2.7)

Lo anterior se extiande al casc de varias particulas
por sumatoria y a elementos continuos por medio del analisis mn-
dal,-

Para instituir I, se recurre a la consideracion del g
quilibrio a nivel de un slemento diferencizl de viga, tomando al

gunas hipatesis (fig 2-1)

V(v)

(fig 2-1)

a- La viga no deflecta enel plano y~z, lo cual es valido
cuando la rigidez respacto del eje 0O-x es mucho mayor

que can respecto al 0=y (3)
El fenomeno de flexidn en el plana de mayor rigidez

Tesulta desacoplado del de estsbilidad lateral,y por
ello no se considera.-
b- No hay deformaciones axiales segun 0-2

c- Seg despreciaré la deformacion por cortante en el pla=



o X=2%

Tomando un slemento situado a una distancia 7 del ori-
gen coordenado, designando por u*= Jtz,t) a la deflexion en el
plano k=% y por qf=t€Yz,t) a la rotacion segﬁn el eje 0 -z ,adop-

tando para signos de ellas 1= regla de la mano derecha, se tiene:

Energia cinetica.

significado de terminas:

densidad del materizl.
arez de la seccion transversal.

= momento de inercia polar de la seccion transver=-

- B
o n N

sal, respecto del centro de cizallamiento.
T=Ix s I+ A (X” + ¥,2)
Ix,Iyzmomentns de inercia de las sscciones trensversa=-
les respecto de los ejes principales Dex y 0=y .
X_s¥, = distancias del centro de gravedad de la seccion
transversal repecto del centro de cizasllamiento.

k%= ID/A cuadrade del radio de giro,
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m= f.,A= masa por unidad de longitud,.

t 2 2 A
Tefim@ef e gmicagf 4 m W (20

Enargie de deformaciony
F= modulo de elasticidad del material.

G= " n n transversal del material.

J= constante de torsion

Cw= constante de alabgo

Dz E Iy = rigidez s flexidn {plano x-o-z)

C=G J = n torsional,-
Ci=E.Co = " de alaben.-
Ry = " del resorte a traslacion.- (u)
h2 = H " " " rotacion,- (?)
ks = " " 0 " yapriacion de traslacion,-
Kd = H " " " " 7 rotacion .=
Z; = (i=1,4) Coordenadas de las posiciones de los re--
sortes Ki
1
V)4 DTUY 1 4 08 C VY 2 kot
A 2D(ﬁ1) *3 (‘uz) ‘ap "ozgd” [
(2.9)
43 Ka + 2 * k& 4—1 K ]
(e * £ B, + 1B,

La cantidad antra corchetes se aplica en las coorde-

nedes 79 2 Z, y Ao en todos los elementos diferenciales,-



1l

| o

; - - _ 2z
_l_‘;,__*lctc e (@) (b)

(fig. 2-4)

Considerando el punto A come fijo, el punto de apli-

cacion de la carga describe un desplazamiento infinitesime

2l considerar la variacion de la pendiente :_2_‘;

de o 2 (TDU¥ -2\ d
S ’D_Z(‘b_i )- (%o - £).92
La componente vertical de ds, { encontrandose ds en
el plano %- [) sera:
dve DU (% -2). ¢*. d%
Siendo h, la distancia vertical entre el puntc  da

aplicacion de P ¥y 8l c. de ciz. de la sacciﬁn, sa tiene:

wE Szf"o‘U‘ *(z z)du[ P b or (2.10)
= LY G . - LI ¥
La cantidad entre corchetes vale en el punto de 2pli

cacion de P,-
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Integrando (2.8) vy (2.9) entre 0 y 1 , vy (2.10) en-

tre 0 vy 2, s habremos instituido L , y por lo tanto

el
funcional- 1[u*, ‘f*l

designando U4 = du"

t z R § -
Hmut L A TS g

o

Ilvel= j:‘ [%

L !P L ] N
_Dui - C‘f;;2 ¥ Gyl ‘ﬁ}dz 4 LP(},-Z)U,,({:J;_

-4 « ot ks U3 4 K ‘2:€+
l‘lkgu lz‘ + kz‘flh + Ky Il'ﬁ l.'fliq

4_.-, Ph‘l‘f];y] (2.11)

integrando por partes sl 6%° termino del 200 miembro,

para lleverlo a una forma mas simétrica, se obtiene:

1! Cs “zdz
)

1 * | * I
%goc" i1z 'f;cll = %C" 'fn Tx L -

5i el extremo es empotrado, resulta 'f;-.-.

5i fuera libre en ¥; es ¥, =0 (ver 2.2 en condicio-
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nes de contorno)

Reemplazando el resultado en (2.11)

t2 1
I[U‘,'ﬂ-_-g [ :"I[ [[m O+ miC ey Tmy up ) ~Duls -Cg™

ty o

~C {;:'}Aa + S:'P(zp -DUn Y dz & % Th tﬁi _

2 "y . »

(2.12)

En el estado de equilibrio bajo carge P, admitiendo sa
car a 2 la estructura de sss poaici&n, retirando luego la causa
de 1la partubacién, 1a gstructura entra en un estado de vibrecion

con frescuencia o

U 0" = u@E), etiet (2.13)

tiwt (2.14)

' - W
¢, @ - ¢®).e
Se ha indicado con barre la soclucion conjugada de la
compleja (supuesta con signo +), correspondiendo vibrscion armo-

nica para el c¢aso en gue ® sea rsal,

V=LE) y =9 definsn las deformaciones para
un determinado tiempo t.
La frecuencia de vibracion decidira el tipo de movie-

miento y de equilibrio * :gstable, inestable.

®
.’
'*Se aclars en seccion 2.3
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Came una solucion compleja le corresponde la conjugada

. 2
correspondiente, en los productes U“", ‘{’.11 I.J;"; ‘f‘*, kf'; , etc. se

deben tomar ambas soluciones:

wu‘\‘ -u.ni‘ =2

o= 0t Of = w* Ve = w? u?

w? e\m'\'-ms UCF 2

Fe R - <

Y — -_ * -2‘ 3
U;; =.U;%.LQ;=_ U!; Gfm* e:m' - Ui!

Siendo J independiente de t, es

[To*e] g: Jdb = (Ra-t). 3 (2.12)

J seria el funcional que no depende del intervslo de ti
empe (t,-t.), v se obtiene de sustituir en (2.12) las expresio--
nas (2.13) 1Y (2.1&)

1
J[U.'{']= }ig {muf‘uzL musztq-‘-\. Q.mLLw"- v -
Z,
_Duz - C‘.&z — Ca L{;: 1‘2\14-[?(1? -'z’).Uz;:,lf.di

2 4 2 2% 2 2
Ma?hﬂelzg Eik‘ O, + U, ks V1 wﬁ’lzag

(2.15)
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2.2 MINIMIZACION DEL FUNCIONAL

Institucion de las ecusciongs diferenciales y condicio

mas de cantorno.

£1 funcional (2.15) puede ser clasificado como de 2
caspos: en VY ¥ . Lag funciones admisibles pertenecen a un es-
pacio Cz( que admiten derivadas segundas cuntinuas), en el que
consideramos vecindad de 29° orden a las funciones.

Suponemes que existen U= U(Z) y lf“—.a 'f*(}) que mini-

mizan el funcional, o sea que son la solucion del problema J - min.

Cualquier otra funcion admisible dentro de las restric

ciones establecidas puede ser representada pors:
V(D)= UH(E) + E (D) (2.16)

QD) = €4 + € P (2.17)

donde

€45 E» son numeros arbitraries,
s ? gson funciones pertenecientes a2 las ng represen
tan lasg varizciones admisibles.

Ty Y deben satisfacer las siguientes condiciones:
I¢l<t  1¢'l < d=0,4
donde d tiene el siqnificado de derivada.-
Derivando (2.16) vy (2.17) en lo que sea necesas

rio, y reemplazandolas en el funcional (2,15) se tiene:

Jlu el = T(g,,£,)
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1ee &)= i SI M @° [(U* VELY L (g &, f)q' v 2y (O4E7).(¢"+
X 4 L ¥ 2 " z
18§ ds - Ego [ DCi v+ Clg+ &g T
+C g + a8 | d2 4 r’f(z, )O3+ )¢ Ef)ds
-%Elmu*-» E.Q)L (g gl vha(gte f(;)-‘iza' N

T LU E‘?Slzug +4 Phig+e, g‘fl
% (2.18)

. £ . ’
Las condiciones de wminimo seran:

DL, &) <=0 =12
"OE; £=0
el':o
~»1 " v v* 2y v nlds - (Duhy d
pal - mws L ¢mto‘$=' I-—g Uy I &
4 |e1a0 o& ! ) r(’] o ?ZI
ez:o

Z + *
ORI M havig

(2.19)

( 1 .
%2 lt-,1=o= L{(MUOT*L U*? rm o ?*?X&i HL[( CTZ §;+
£3:0

+Crg ?ﬂkch + Sj?(z?-z) Uy S dz xr ‘f’h,\l{*?lzr_

Ik R 4 P 2.20)
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Integrando por partes (2.18) y 2.20) referente alyf,

designanda como:

v = O ‘Q=‘f*

Como en cl y z; (i=l,...4) pueden existir disconti--
nuidades en alguna derivada de las funciones, se debe efectuar
la integracién antre los limites; 0 v | subdividiendo el miczmo

en subintervalos que no contengan resortes ni la carga P.-(fig2-

5%

n-4 nimero de subdominios entre O y 1

iz L 1 2 - Tly - n
By I, cki p 2y
l

(fig. 2-5)
1

gbun di = ZDUu'{I
™

- Z 2 ('DUzz

en forma similar: con m—'l: num. de int., hasta P

Fing AL T

Z P. (Dun) ?;.Az =

i rw\bz (Dus) i dy

=0

mZ DU;_;ql

]d?cf.l-zjtg T .AI = Z T (cl- ;)lfq ;“
iL _':; [P(cl z)xf:l 4—251‘“ [ (cl- z)tf] 0 dz
o

?u‘\
1

SI(C‘QI $ % < Ce ?}'QA} = ZQ %z §il,
+ 7 [C % - k,Ca. ((’tz) » -l- £ (C\fn) th!)J

=D
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Reamplazando en {2.19) y (2.20)

irﬁ«[‘mw e R —_ [Duﬂ - Plel- z)nfnrrclﬂ_

=0 i?

-+Z r “jl M weY + m’-‘f‘jatﬂ *%‘%z(DUzz)If(di - k-\urlll‘ ~

L i 3‘1“
~ k3 U 4 Dugg - Plel -2 Y
3 11% ;)*u [ na: )lf]?;* )
+Z“u (Duxz) (t;‘t'\ _ Z [D.U;; - ?(c.l-z‘)ld fzz -
...ﬂl i z:'l'
}D— D.vzz ‘1 I"" - (2.21)

\‘n|,

Y IEM -
2 g Kt‘“wz‘i AL _Ez(c“fza * %(C“QQ +

kAN

1+ Plel- ,z)un‘g? dz & z

'l,u-.\"l

S m& “"‘”1‘3,“ J.-mw"*\dzk( -
it

“'g"- () + 3 (C‘fsﬂ §dz + Thig 'ﬂct ~ k2 ‘ﬂ’-?lzz B

n
Linm
- ky l Z -
Y‘L ?'i 1 o IE‘ ?} :_'
1\“

-2 (-C"‘ L(u)]

> [eq

i=o

=0 | (2.22)

EA

Del iema fundamental del célculo de varisciones se de-

duce que para l’t,f’ arbitrarios dentro del dominio [1* . Z{;‘] y SB
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obtienen las ecusciones de Euler Lagrange y las condiciones dse
contorno del problema.

Existen dos ecuaciones de Euler-iagrange en el interve
lo [0, cl] y otras para el [cl, 1] ; para visualizar mejor las =
cuaciones, supondremos el caso en que cl =1 s cOn lo que las eg=

cuaciones de fuler Lagrange que resultan son:

w'cm(uxts Lg\ : [DU;; ~F(1- ;)({;J (2.23)

wim (y v HC“(’) (C-\Leujﬂ‘ (Ce)+ B(l-x) Uz =0 (2.24)

En las condiciones de contorno distinguimos dos tipos:

a) condiciones naturales de contorno.

b) " impuestas " n

Las a) debsn satisfacersé en forma natural y tal como
estan plenteadas en {2.21) conducen a las condiciones de Erdmann
leierstrass en las coordenadas %; ( caso general, en que ci#1).

Por ejemplo, para Z#[, se llega a:

Z,
-MU+%—Z[DUH~ T (el- i)‘f] =0

—KgUg — {DU;; ~Plcl-2) ‘f J: -

Las (a) deben sstisfacerse en forma natural al aplicar
ciertos metodos directos (Ritz, Elementos Finitos) ¢ deberan te~

nerse en cuentas ( Galesrkin)
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Les (b) dependen de los vinculos impuestos y restrin--
gen la liberted de las funcicnes en los contornos.

Para simplificar e interpretar las condiciones de con~
torno, supongamos que todos los resortes esten en sl extremo li-
bre de la viga, idem la cargae.

Las condiciones de contorno seran entonces:

ot % [bUn - ?(l-z)ﬂ " I

[Pus - P [y |
?h‘??ll *kzte?lz - K tfl?ﬁll _c‘tfu ?;
feg -zlag)g| =0 (220

-
Para este caso:

-kaoml -k,

= ° {2.25)

t
o

en coordenada 2=0

Condiciones naturales impuestas
“Dugy +TIL§J = O r[}:.o
D - =
ﬁ[bun_m] -0 7
-Gy e =© f3=0
(et -2 (Cugy)] =0 f =0

Coordenada % = I

Condiciones naturales impusstas
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I:-n
]
O

kg Uz - Dugz =0
~Ky U +2Dug)=0 1=0
—ki g - G, =0 §, =0

—ka ¥ - C A4 -l-__-g-z(cﬂkfﬂ} + Phiy=0 f=0

La combinacidn de condicienes naturales con impuestas

nos conducen a diferentes problenmas.

Viga en voladizo: valen las condiciones impuestas para 7 =0 vy

las naturales para Z =1

Viga doblemente empotrada: valen las condiciones impuestas para

Z=0y2=l -
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2.3.= CRITERIO DINAMICO DE FSTABILIDAD

El problema variacional que deriva en las scuaciones de
Euler Lagrange (2.23) y (2.24) es un problema generalizado de au-
tovalorss (S)que proviene de las funciones (2.13) (2.14), en las
cuales w representa la frecuencia de vibracicn de la estructura
alrededor de su poaici&n de aquilibrio (estade bajo carga),Tesul

tando funcion del cargamento aplicado:

w= w{(P) (2.27)
El criterio de estabilidad de Liapunov (14) para sl ca-
so0 dinamico expresa:

"£l estado de equilibrio de un sistema mecanice discreto
se dice ser estable si durante el movimiento desarrolls
do por una pequena perturbacion inicial, las valocida--
des y los desplazamientos permanecen lo suficientemente
pequeRos para iadu tiempo positivo.

Si ademas el movimiento que desarrolla la perturbacion
es tal que las velocidades y los desplazamientos se a<
proximan & cero cuando el tiempo se aproxima a infini-
to, el estado de equilibrio se dice ser asintoticamen-

te astahlat

Transcribimos la (2.13) y (2.14) en forma generica, con
U(Z) 6 ¢(Z) iguales a Y(Z)
$Hz,t) = H(zret™t (228)

Observamos que para frecuencias w ressles y positivas,el

movimiento sera armonico y estable de acuerdo al criterio enteri-
or
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Adoptemos una de las {(2,.28):

Yz ) =@ et (2.29)

llamando a iw=3% como gxponente caracteristico tendrg
moss

)= da) et (2.30)

Admitiendoc para & wuna forma compleja mas genersl sa
tendras

S= Res + i Ims (2.31)
Res = parte real des s,

Ins = - imaginaria de §,

l(:,th[ﬂc:) ‘°'5J°] iTmo. L (2.32)

Laperte real de s decide la mstabilidad del movimiento

a) Res £ 0O es movimiento estable.

b) Res 5 © " " inestable.

Cuando P =0 en (2.23) v (2.24), se esta en el caso de
vibraciones naturales , y se conoce que en g¢se casa la frecuen
cia de vibracion w es real .- S=iw =Ims.t ; con Res=0 ;
se esta en el caso a, que es estable,

Incrementando P desde cero a valores positivos, las frg
cuencias ds vibraci&n cambian y existen dos alternativas de que
se obtengan valores de Resd>O:

Caso 1I: cvando Ims dscrece y pasa por sl valor nulo.-

Caso [I:cuzndo se tienen valores de Res >0 sin gque Ims

pase POT CBIrO.

Trazaremos gréficos en sl plano complejo de variacionde s

. _
cuando varia P.=-
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Caso I
Supangamos que Res =0 para ciertos valorses de P>0y
que la forma de ingresar a la parte derechs del medio plano con-

plejo es pasando por el valor Ims = O

Wy, LW €Wy & ..., .

(fig 2=5)
Podemps graficar tambien coma varfan les valores de wt-P,

pugs se tiene para:

og P< E: . €5 S=it .. es w real _._mz.?O
Te<® S S:Re.sui.(iw) L. 8% W im3g, puro.. w* <0
1 o2

e

. wlz\
‘\P‘- P
.

(fig 2-6)

Este caso que se encontrara al resolver el problema s
corresponde ser designado como *inestabilidad estatica', y el fg

sultado de P, coincidira con el calculadec por los metodos de
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Euler o de Energie, pues da (2.24) con w =0 corresponderan a tal

'I
formulecion:

3. (Cr ) + 2 (C,) + PU-D Vs =0

con bu"—?(l-z)if =0 ., Uzz= 2(1—3)1(’

-b (C‘“ﬁz\ﬂb (_C@J—Z([ I)‘)"f =0

3)

que es la ecuacion (6 17) de Timnshanka, para la solucion de 1la

viga en voladizo.

Laso 11
Supondremos que la forma de ingresar a la parte derecha

del medio complejo es pasando por valorss de Ims£0 , sea Ime30

(rig 2-7)

Idem caso 1, estudizremos como varian las w?- P
<P <% . es w real ~owt>0

PP ¢ 8% ® imaginario no puro,con W, =W,

®r=w? a(Rew)~ (Inw)? ¥0 (real).
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% o5

(fig 2-8)

Vemos que para ), = w, , corresponden iguales valores
de W gqu@e dan la condicion de inestabilidad (Carga critica).

Este caso se designa como inestabilidad oscilatoria’ D
*flutter’, en la cuasl el incremento en la perturbacion es del ti-
po oscilatorioc y crecisnts.=-
Como ejemplos de casos de inestabilidad de ambos tipos podempos ci
tar los giguisntes:

a) inestabilidad estétiqg:

En (3),pag.158 y 159 +rata el caso de la columna biarti
culada (fig 2~9) sometida a una carga P + Scms&lt.(estética mas -

dinamica )}
l PiS.ent
— o

1 &y T =carga estatica

Lnel .
nE L S.co5 Nt =carga dinamica de

* Y frecuencia {1

(fig.2-9)
suponiends 5 =0 se 1lega {pag 159) a la scuacicn del
cuadrado de la frecuencia de vibracion de la columna { analizada

por el metode dinamico) en funcicn de P
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wr= M° (1r”~E_1' - 7)
mi? 1*

w*= J_T_ (P -F) (2.33)
LI

Se observa que para P < I e5 w? >0
P = ?c, " Wr =0

P>B v wr<o
Coms {2.33) se deduce suponiendo gue la funcidn de des

plazamiento Yy es:

= A k. et (2-34)
&=1w as imaginario puro, para P <P 3
$=0 para P =P ¥ 5 es reel para P> R, pues
Sw (W)= w -, Wy — W L Wi~ ot

Para (2.33) se obtienen las curvas para w,, COrrespon-
dientes a las fiquras (2-8)y {2=7).-
El caso aqui estudiado (Tesis) es otro ejemplo

b) inestabilidad dinamica

Barsoum (%) da los grificos correspondientes a las figqu
ras {2-7) y (2-8) para el problema de Beck (fig 2-1D), que corres
ponde a lz columna empotrada con carga seguidora , estudio reali-
'S 4 zado utilizando el método de -

i Elementos Finitos; como vemos
i

gs el caso de cargamento no con

L
servativo clasico,
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- r o F -
Pueden citarse los casas de carga 'seguidora exentrica y momento

no conservativo en vigas (fig 2-11)

(fig 2-11)

Soluciones conjugadas

Cuandoc se tiene una solucidon compleja, la conjugada tam

bien setisface: S = Reg - i Ims

guuﬂ: [ !(i) ekes.’c] e:.i.'l'ms.t

chso 1
0¢ TP <t ; @5 S=-iw .. 85 w real w0
Ps P, o= Wes= i(—iw) S €5 imag, puro cukeD
Resulta iqual al caso ya visto.
CASO II

DLP<R ; es w real ... w30
TP ;) 5 w Mg M0 UMD N By =Bz ., By O
A los fines de cumputacién se gsta en un casc iguzal al
anterior, correspondisnte a la solucion compleja de § .-
Podemos concluir afirmando que pera sistemas sometidos
a cargamentos conservativos, los metodos de Euler v dinamico dan

1a misma solucion para el valor de carga critices, no siendo necg
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sario entonces aplicar el segundo ,estando en el caso de inesta-
bilided estatica.

Para sistemas sometidos a cargamentos no conservatives,
para los cusles la perdida de la sstabilidad de equilibrio requig

re un estudio aspacial_',ambas formas de inestabilidad : la dina-

mica v la estatica son posibles y el planteo dinamico es fundamen

tal.

v Una ampliacién de conceptos para casos de cargamentos no con-

sarvativos se da en 8l apendice 4.-
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CAPITULO III

COMPORTAMIENTD POSTCRITICO

3.1 - GENERALIDADES

En el presaente cap{tulo se hara la presentaciﬁn de un
metodo de analisis general no lineal de la teorfa de la estabi-
lided elastica, siguiendo la 1inea ds Thompson(a), Chilvarclg),
Roorda 264(27) | cr011 y walkef?etc.

El planteamiento vale para sistemas sometidos a carga
mentos conservativos y se basa en que es posihle formular la ex
presion de la emergia potencial total (1]} en terminos de defor-

macicnes, del tipo:

W= W(Qi,A) (3.1)

QQ; conjunto de coordenadas generalizadas

/\ parametro de cargas.

Aunque la expresion (3.1) es valida para sistemas mee
canicos discretos, es posible su aplicacion a sistemas continues
haciendo uso del analisis modal aproximado o del metodo de ele--
mentos finites, en este Ultimo caso apraximande un continuo a
un numero determinado de parémetros nodales; idem para sistemas
discretos generados en analisis de sistemas continuos por ana--
lisis modal con un conjunts completo de funciones.

Recordsndo los dos axiomas basicos para un sistema en
lo que concierne a su equilibric estatico y su estabilidad, en

(8)

el sentide de Liapunov
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Axioma I
‘'Un valor estacionario de la anarg{a potencial total conm
respecto a las coordsnadas generalizadas es necesario y

suficiente para el equilibrio del sistemah-

Axioma II

'Un minimo completo relativo de la energia potencial to-
tal con respscio a las coordenadas generalizadas es ne-
cesario y suficiente para lea estabilidad de un estado -

de equilibric de un sitema’

0 sea, debemos buscar de establecer las posiciones de
las minimos de la Bnerg{a potencial total que debido al
axioma I nos conducen al equilibric del siatema y por

el II, la condicidn de estabilidad.-

Procedemos a derivar (3.1) respecto a cada coordenada
generalizada, denotando con um subindice (i) que se trata de de-

rivada,

m(Q{‘,N\,-%_(Q?,A?‘B=D I=12,.. 1 (3,2

E  indica estad; de equilibric

Se abtienen asi n 'ceminas de aquilibrio; al variarAen
forma continua uno por cada coordenada gensralizada que sg dig--
ponga en el espacio bidimensional A-Q;; componiendo todos ellos -

en el espacioc Euglidiano (n + 1) dimensional, obtendremos una 1li-

nea en tal espacio. ( fig 3-1)
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fig (3-1)

Existen cuatra formas principales en que se manifiesta
el fenomeno de inestabilidad aléstica, pudiendo encuadrar cada =
una de ellas en dos cazog: sistemas perfectoz e imperfectos.

{( En los graficos siguientes las 1ineas llenas representan cami-

nos de equilibrio estables y las 1ineas quebradas los inestablas)

Sistemas perfectos

e) Punto limite o 'snap through?el camino primario.ini
cialmente estable en el origen va perdiendo estabi-
lided a medida que aumenta /\ hasta un valor defini

do como parametro de carga critica (/) (fig 3-2)

(tig 3=2)

L4 r
Es uno de los fenomenos mas comunes Yy aparece en do
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mos y arcos rebajados .

Se muestra en figura 3-2 como varia (relativamente)
la ensrgia potencial total T [Q.‘. ,A] con respecto a
la coordenada Q; , mostrando los valores de minimo
en las ramas estahles del camino de equilibrio y de
maximo en las inestsbles, correspondiendo un punto-
de inflexion para el valor correspondiente z N
Debe tenerse la precaucion de no perder de vista el
rgsto de las coordenadas pues es paosible cbtener um
I¥ menor utilizendo otra coordenada CQ). En el--
espacio tridimensional, el punto 1inite puetde obser

£ I3
varse como una cuspide.

Punto de bifurcacion asimetrica: en este fenomeno--
existe interseccion de dos caminos de equilibrio:el
que comienza desde el origen de coordenadas (camino
primario) y el gue lo intersecte (camino secundario
0 de post buekling)El punto de interseccion defins
el parametro de carga critica /{y en el, las pendien
tes de ambos caminos de equilibric son diferentes de
cero.-

Se muestra gn la fig. 3-3 1la variacicn de la enargfa

potencial total respecto de la coordsnada ;.-

Idem al caso a cuandc se consideran varias ccordena
das generalizadas, la Tig. 3-3 puede observarse en
otra forma, (fig 3-4), en que las dos caminos se --

cruzan con una tangencia comun,
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8,_._ S(Q;) depends de donde sa situa el observador.
Este caso es poco frecuente, se da en estructuras que

pressnten simetria rotacional

1A
N
J/
‘ »
N < curvas de veriacion
L]
AN de la Energia Poten
cial total,
Qi
-
(fig 3-3)
A

§(Q) es una deter
minada coordenada

generalizada.

1ngﬁ

(fig 3-4)

c) Punto de bifurcacidn simétrice estable: difiere
del caso (b) en que la pendients del camino ge-
cundario es nulas en el puntoc de interseccion ,
mientras que la del camino primario es diferen-
te de cero; Ademas ambas ramas del camino secun

dario son estables como se nota en fig 3-S5
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(fig. 3=5)

Puede observarse en fig 3-6 como veria el presents

- L} Ld -
caso un observador situadoc en una posicion especial

(fig.3-6)

Este fenomeno es mas camﬁn, (estructuras perfectas)
pnniéndose de manifiesto en columnas bajo cargas -- .
centradas , el caso en estudio { inestabilidad la=~
teral de vigas), estructuras de porticos simetricos,

placas con cargas en su plano, pandeo torsicnal,etc

d) Punto de bifurcacion simétrica inestable: es un fe-
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namenc que difiere de (c) en que las ramas del ca--

mino secundario son inestables {(fig 3-7)

% % %
AY
|

EL_;

(fig - 3"7)
En fig 3-8 ge observa la curve en forma de cuspide-

desde una posicion especial del gbservador,

j A

@)

(fig. 3-8)
Se produce este fenomena principalmente en cescaras
cilindricas bajo carga axial, bajo torsiaon, presiodn

externa, domos rebajados bajo prasién externa, etc.
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El caso s se produce en estructuras de los tipos

{b) vy (d) cuando presentan imperfecciones.

Sistemas imperfectos

Los graficos mastrados en las figuras 2 a 8 no se abtie
nen para sistemas reales debido a la influencia de imperfecciones
que siempre estan presentes (defectos de geometria, imperfeccion
en centrado de cergas, defectos del material etc).

Designendo coms £ @& un parametro de imperfeccion, (3.

1) se transforma en:

=%, &) (3.3)
que corresponde a (3,1)_para £=0
El parametro £ da origen a una familia de curvas que
corresponden una a cada valor de la imperfacciﬁn.
A continuacion se trazan los graficos correspondientesa

(2) a {d) junto con las curvas de & #£0O

a) IA | A

Q

Jory

{fig.3-9)
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h) “A +j\“

9; £

(fig 3-10}

c) I
N ne

&

i
d "
) [ WAN ‘A
e S ¥

Q 3

M i

(fig 3-12)
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Se ve que el efecto de las imperfecciones es relativa-
mente poco importante en el caso (a),tiens un efecto mayor para-
(c) perc para grandes deformaciones de aste caso se alcanza la--

curva teorica; es de efecto negativo para los casos (b) y (d}

El trazado de los gréficns.ﬁr—-ﬁ de las figuras (3-9)
a (3-12) se afectia a partir dé valores conocidos de la imperfec
ciﬁn, an contra la carga de salto gque para los casos a,b,d,serén
maximas y para sl caso ¢ sera minima, utilizandose la carga da

salto del camino complementario, concepto que se aclara en capi-

tulo V
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3.2- ESTABILIDAD DE EQUILIBRIO

Sistemas parfectos

A partir de (3~1),considerzndo un incremento desde el-

estado de eguilibrio: Q;-_-.Q? +9, ; Tr-TfE-i-'lT‘
T =] QF, rE] (3.4)

Desarrollando (3-4) en serie de Taylor respecto de las

coaordenadas generalizadas
B
con Wi 2 =2 de (3.2)
B E .
N = %!-\T.S qﬁ C;o 4+ %I.-\lev. q‘q&qu‘%' (3'5}

- ’ -
Se utiliza la convencion de sumatoria cuandc se encuen

tran fndices seguidos.

La estabilidad de un astado de equilibrio dapenderé de

la forma cuadratica siguiente:
2 E ‘
'ﬂ'(,)n A T 9,9 (3+5)
2! PR
Es posible analizar la estabilidad del squilibrio en -
este sistema, o en otro que serfa el sisYema principal, en el gue
Tﬁﬂapareca como una forma diagonal que se lleva a cabo mediante-

alguna transformacion de ortngonalizacién no singular(s).ﬁeramos

el 2d° caso

9. = A} Wy con '°(i$| + O (3.7)
la inversa Wi e f&‘\h C_?m |P;$]?’=O
Introduciendo (3.7) en (3.5) se tendra

o %1 Ci wit (3. 8)

Ci son constantes.
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PR = r [ 4
Podemos definir una nueva funcion de snergia:

D Cwi, AY = TW(QT + iy wyy | A (3.9)

D(wi,A)= D* ¢+ d | (3.10)

D= D(0,A") =T(QF, AH) (3.11)

Cl - j_ -D::: Wi‘l + i 'DE;A\'_ U4 W\'\Wn + ... (3.12)
2 3!

Ci::I)EQ= Di; (C)rﬁf)

Joi; [ | = [D5 [ = Cu.Ca. ... .G (3.13)

Las coordenadas w; y los coeficientes (i juegan un ime
portante rol en la tearia de la estabilidad y se designan como
‘coordenadas principales® y ' coeficientes de astabilidad’,estan
do ligados estos a la estebilidad del sistema:

Si el menor coeficiente de estabilidad es positivo, tg
dos los demas lo seran v el sistema es estable con respecto a --
las coordenadass principales, y’ﬁn%s positivo definido,

S5i el menor coeficiente de estabilidad es negativo, el
estado de equilibrio es inestable con respecto a }as coordenadas
principales, y’ﬁﬁgdmite valores negativos,

El numera de coeficientes de estabilidad negativos de-
fine el 'grado de inestsbilidad® del sistema.-

Si el menor coeficiente de estabilidad es nulo, el es-
tado de equilibrio es critico y la forma cuadratica 1Tm) es po-

sitiva~ semidefinida ,se tiene que el determinante —Hﬁ o I)g son
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nulos en tzl sstado {3,13)
Entonces Ci=0 Cs>0 Sk 4 (pata todo s#l)

Wee= B G, —
s thﬂl O
Para sistemas de 2 greados de libertad es posible defi

nir la estabilidad del sistema basandose en los signos de los -~

terminos de la diagonal principal y de los menares principalea(zj

. »
Tales condiciones seran:

a)sistema estable

T v0 Ty >0

TaTez -The >0 (3.12)
b)sistema inestable

cuando alguna de las {a) son violadas

c)sistema con equilibrio critico
T\'“ 0O ';TY’Z?. >0

T The - Thy = O (3.13)

flodemos comenzar el Anélisis empleando las coordenadas
hasicas Ui ’ detarminéndasefq:cnn la condicion de determinante -
nulo, y partiendo de este punto analizar la variacidn de )| en los
diversos caminos coordsnados (cesos de bifurcacion de ceminos de
equilibrio)

Desarrollaremos Q5 y /\ en funcion de un parametro con
veniente, que representa el progreso a lo largo del camino, ha--

ciendo asi conveniente el empleo del meiods de perturbacign (2)s

(10)
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Qi =Q; (€) (3.14)
A=A (€) (3415)

€ = parametro

1
Si el camino primario es no trivial, es posible efecss

tuar uns transformacicn de mapeamiento para llevarlo al camino-

trivial,
N, A
4 I N
- —
& v
(fig 3-13)
Qi = Qi (E} + 15 (&) (3.18)
T, A) =T (Qir i, A) = V(¥ A) (3.17)

Luego sera posibla desarrollar V(r; A ) en la nisma

forma que (3.5) para analizar el camino secundario
Podemos expandir {3.14) vy (3.15) en serie de Taylor;
Q€)= Qip + Qi . € & L Qi €54 (3.18)
A= Ao +MNr.Ey ﬁ"é.! PN LV (3.19)

el significado de los térﬁinus es al siguiente:

Qi = 2°Q: (3.20)
VES|c.0
Ao =DA 3.21
- > D Esl a0 ( )

rY

* Caso trivial es agquel que se satisface con la solucion Q;=0

is= 1’2,oco 2]
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De (3.1), introduciends (3.16) y (3.19) y aplicando la

condicion (3,2) se tiene:
TT'—-TI'[Q;(&) , A(E)] (3.22)
B (Qs,A) = 2T TlQie), A@)] =0 (3.23)

ka (3.23) defina los caminos de equilibirio, uno parea
cada cooidenada generalizada, y valida para todo §.-

Debemos cumplir ademas las siguientes condicisnes

dEL -0 (3.24)
dE |ewo

&L -0 :
da‘*-l]rw (3.24")

Se llega asi a un sictema de n ecuaciones con ( n+l)
incognitas, siendo necesario un valer a & , reduciendose las ine
cognitas @ n . Cada sistema (3.24),(3.24"),.., @s lineal y puede
llegarse a la solucion por pasos sucesivos de resolucion de tales
ecuaciones,-

Para camino de equilibrio primario no %rivial se lleva
a cabo lz transformacion de mapeamiento (3.17) vy se trata a ¥ en

igual forma que a TT.(Z)

Es posible continuar investigando en 1a lines trazada,
parz el sistema perfecto los casos de punto 1imite v birfucacion
cuando se adepte para £ el parametro ds cargas (designado como -
sistema especial) o un parametro cualquiera de deformacion (desig

nedo como sistema general)
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Pueden clasificarss los puntos criticos discretos, a
partir del sistema con coordenadas principalas;(a)cuandc sa afec

tda el analisis utilizando coordenadas principales:

bif.asimetrica

[ O
Hw 2

bif. sim. estable bif. sim. inestable

Sistemag imperfectos

Es posible llevar a cabo un analisis sobre sistemas im
perfectos, derivando como una perturbacion del sistema perfecto,

planteando:
T T (Qi, A, €)

€ = parametro de imperfeccion,

con un analisis similar que para sistemas perfectos ,
puede desarrollarse esta teoria y llegar a la determinacion de -
los graficos de las fig 3-9 a 3-12, poniendo de manifiesto el com

portamiento posteritico y la influencia de las imperfecciones.-
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3e3ew APLICACION AL CASD EN ESTUDID

Se analiza el sistems perfecto, con coordenados no prin
cipales.
Se plantea la esnergia potencial total (2.15) con w=0

y considerando los terminos no lineales
T= ,(I{EL‘ '1;2' + le;-lv Ch 'f;; —?.P(f.—i)”u 56"'?;4%

4R, 0t LAk 2
R I [z2v 2 H‘lezlc

-3 P, (3.25)

1
2

4 2 4
+ :a-zz‘( |_£z’c- %‘K—_.,U;

Las expresiones comunes no lineales para 1gy sen'y ean
Yaz um| L4407 ] (3.26)
sen¢ = ¢ - ¢*/6 . (3.27)

Pudiendo adoptarse sen'f-_zlf puaste que para un valop

de ¢ = 8° , p/e <oy ¢

A efectos de simplificar alge la presentacion supon--
dremos que k3 =k, =0 V 2%
Trabajaremos en coordehadas adimensionales,designados
con mayﬁsgu&as:
U=o/1 Z=1z/1 C- C/E1,
Ci= G /EL T Ki= W /B Iy
Ko=k, 18T T PI/ET T=W1/ET,

=1 S:{UE[H %Uﬂz + Cg2 + Cogd - Pl Z)U;z.ﬂclz

.Mi K1U3 + % K, lff‘ (3.29)
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Se propone para U y ¢ las siguientes funciones (a-

proximadas a la deformada real )}

3
U = QQZ (3.30)
2
¢ = Q2 (3.31)
En este analisis utilizaremos la anterior sproximacion
con el objeto de obtenser =21 comportamientoc pustcriticu incipiente

pero pare un sestudio mas profundo se deberan adoptar funcionas de

mas grados de libertad.

dU_ =322 . 2U. 602 (3.32)
i : él? *
g% = QQ:Z ) %% = E.Qz, (3'33)

Reemplazando {3.30) y (3.31),... en (2.29) y no tenien
do en cuenta los terminos superiores al 4*2 arden en B (i=l1,2)

se tandra la siguiente expansién:

- giﬁsc,azz“(imafz") ¢ LOR 744003 -

- CPUTRQTIT LKA +4 16 Q] (3.30)
integrando
T4 (124 KDQT & L (4T LG+ Ka )2 -%?Q\Qz 4

4 l%l Qi‘ (3.35)

de (3.5):se pusde establecer la correlzcion de coefi--

cientes, notande que |l =0 vy Thjx=0

—\T«1=12+K\ i T&z:—%? H Wu:%é-‘vlla\'l'Kz

Tha = 462. 24 — 3288 (3.36)
Toow ¥
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(8)

de scuerdo a las caracteristicas de los términos
{3.36) se observe gue estamos en un caso de bifurcacion ( Mi=0)

sinetstea ( TMiw=0) estable ( Tiyu >0 ).-

Observando (3.35) vemos que se admite la solucion tri-
vial ( Q1=Q2=O),no siendo necesario mapear.

Las condiciones (3.12) seren:

a) Tha= (424K,) >0

) Tha= (§T+uCxK,) >0

&) TaTew-Tg = (m\Q(aCJruCHKQ T

i

de ¢ , pars P}ﬁ sera 1nestabla
wo" n -I5<.I-3c " estable
Carga critica
P = 10y (e Q). (I_JLC+ LG 4+ K) (3.37)

3

El analisis de los terminos de ﬁc nas indice que ella
crece cuando se tiene resorte de flsxion, de torsion, cuando hay

rigidez de alabeo
de E:P'L-"/ET.} se observa que a menor longitud vy ma

yor rigidez ﬁc aumenta

Formularemos ahora las ecuaciones (3.22) a {(3.24)
M= %‘._W\\s QiQé + ‘L!Tﬁsu Q;Qj Q. Qy (3.38)

Ei=Ti= Ty Qg + %‘.W@t QR (3.39)
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Eii = —\T‘\‘\Q\ 4+ WAy Q-;_ 1 %}‘m‘\\\ Qa? =0 (3.40)
E?.—._-.TQQ-\ + M Q, =0 (3.40")

primer secuencia.

dﬁ« = T\'«'\Q-\ﬂ + Wiz Qz,a\ =0 {3.41)
dﬁ. €=

dEy = Tz Qi + Nz Qay =0 (3041')
3E g0

sgqunda secuencia.
Py = TaQua 1 TazQzz + Tar BAQza =0 (3.42)
dgz £0 \
JE. = Tz Qag +_Wb1Qz.?. + Wz Ty Q»\,‘\ =0 (3.427)

g eeb

tercera secuencia.

CEE\ = W&‘\Q\a + a2 Qas '\’v}'\z PieQza +

de? €0 |
T2 Pa Q'z..z -\-—\F\‘\‘\'\ Qa\‘.\ =0 (3.43)
dzE_e;z _ —W’\ZQ’\\E ‘\'T‘Z‘ZQ‘;.ﬁ '*'.mz?. ?JZQ‘ﬂ+ ‘Pl\ Q'\\?.= 0 (3.1‘5')
£=b

Las tres secuencias anteriores nos serviran y son su--
ficientes para los fines esperados.

Como estamos frente s un probliema de bifurcagion sime-
$rica (estable), adoptaremos como paremetro de perturbacion algu
no de los Q3 , ¥ nunca P (2)

Adoptando : £ = Q4

resulta Q«,-\ =4 Q«,a =0 5> A

De (3.41) para el camino distinto del trivial se tiene:

MN+¥, -3 TLQ,0 =0
10 1A



=3 o +{10r UC +¥2)Qaa =0

con Po = Pc  de (3.37) resulta

Qaa =\ 124K,
%C + ]-lc\-\-Kz {3.44)
de (3.42) resulta: con G, = 0 y Q,, de {3.44)
_3 P - o
o ° %o Qg [Qzz _
-3 ¥
de donde Qu,= B, =0 (3.45)

de (3.43) resulta:

_3 % -3 Qo[ [ _3
; 2 R 3 _;@
CALC -3 v =
% A+ K Y 2 0

resolviendo sl sistema resulta:

Qq_‘gm 2331 . L
\/(’\1—&-"(0(%@'!' L\C\-\'Y\'&) : (3.48)
Pee qas,sv GC+hG 4% P, qg7 4
* TR RN CTPTA) (3.47)
De (3.18) y (3.19), con (3.44) a {3.47) se obtiene
Q= U

Q—;_*-.:\e;:- Q'z..q £ + %‘Q?‘{S 63
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i p
\f= A2+ Ka U 1 Bﬁ,ﬁ U."
1C +LCa K, (1K)
?E Eb + '}_u?,—z
3—:1 4 A28 V*
Y (\‘?.-\- Ka)
U =\ (12 4 K4)
\; st e (g 'l) (3.48)

¢= (1t KQ\((E&—-Q KJ 1 +0333(E' i)J

(3.49)

Las (3.48) y (3.49) son validas para valores de £/Pc> 1.
Es posible trazar gréficus relativos en coordenadas P =

U y P -¢, dendo curvas de la forma de la figura 3.1i4

| P AP
:sz,ggif( ‘ﬁ:=.;=ﬁf
v ¢

(fiq, 3~14)
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CABPITULDO IV

DETERBINACION DE LA CARGA

CRITICA TEORICA

4,1,- GENERALIDADES

Se determinara la carga critica por minimizacion fun
cional (2,15) aplicando dos metodos directos del calculo de varia
ciones: Rayleigh - Ritz y Elementos Finitos.=

Metodo de Rayleigh = Ritz:con el pueden obtensrse sg

luciones aproximadas de problemas expresados en forma variacional
adoptando para la funcion solucion del problema, la seria propues

ta por los autores:

4@:4&ﬂ+§$%@3 (4.1)

it
donde:

$(Z)= funcion que satisface las condiciones de contorns --

del problema,

a8, coeficiente a determinar.-

i

$.(?) = funciones coordenadas que sastifacen las siguientes-
condiciones
a) Pertenecen el subespacio de dimension n.-
b} Para cualquier n, deben ser linealmente indepen--
dientes,~
c) La secuenciaf$} debe ser completa.-

Para el problema planteada suponemos que $,E):Oy los
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&; satisfacen las condiciones de contorno del problema,

Para resolver el problema de existencia y convergencia
de la respuesta, puede tratarse sl tema considerandolo camo el -
problema de autovalores de un operador lineal en el espacio de
Hilbart.(zu) Se daran aqui.aélu algunag definiciones basicas -1

lo que respecta al referido espacio:

Un eonjunto S de elementas u,v,... es llamado aespa—-

cio Hilbert si se cumplen las siguientes propiedades:

propiedad 1

El conjunto S de elementos u,v sw, seso 88 llamado es
Pacio lineal, si se cumplen las siguisntes propiedades
Con Vv swsreee €35 { € es pertenece)

Con & ,b ,C ,ees €R ( R espacio de nu
meros reales)

1) uisved (uev)es
2) 1a adicion es conmutativa U+ V=V + U8
3) o n * asociativa u & {vewm)= (uev) 3 o

4) existe el elemento nule DE&S de modo gue

u+68 =u
U.U 30
5) u +{-1)v = vev

6) El producto de elementos awu estd definido.en S: a.uE S

7) ia multiplicacion escalar es distributiva

a.(usv) = au + av
{a+h).u = au + bu

8) la multiplicacion escalar es asociativa:
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9) Existe el elemento identidad , ] eg tal que

lu=u

prapiedad 2

Para laos elementos U,V ,w € S existe un numero real
llamado producto escalar, designado por {u ,v ), si pasa a real
es:

1} (a,u, v ) = a { u,v)

2) (uev, w. ) = (uguw) + (v,w)

3) (uv) = {v,u)

4) (uyu) >0 si ugfoO

(uyu) = HuH2 es el cuadrado ds la ‘norma’ de u.

La norma de u cumple las siguientes propiedades:

1) hafl > O con exepcion de u = D

2} qul=0 si y solo si u=20

3) fa.uli=la |.] uj

4) lusvi€ll u i ¢ fvii Llamada desigualdad del triangule,

propiedad 3

Si S es de dimension infinita, existe un conjunto de

n elementos linealmente independientes ( Ups Uyy eeenlip ) tal

que
@) Uy + 8y Uy +eus + a, U =0 si y solo si
al - &2 =¢--..---an = D

Qrogiedad 4

5 es completo , de modo que cada secuencia Cauchy en

8 converge a un elaemento de S @
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Ul’ uz A EX N unés

ul! uz goene Un = Un.g
g

lim “um - un“

1

NyM — o

entonces existe en S un elemento u tal que
1im |[u - un“ = 0

Nl—= o

propipdad 5

S es separable, lo que significa decir que existe una
secuencia de slementos en S de modo qus gualquiera sea slla es
densa en S, O sea que si existe la secuencia {uhg £al que para
algin veS$S vy un £>0 , tendremos que [ju, - V|| <&
para alguno de los u_ en la secuencia {un‘

Para problemas de autdvalores, es conun calcularlos-
para las secuencias correspondientes = 1,2,00en terminos de
las expansiones (4.1) y llewvar a cabo una comparacion de los -
mismos para las diversas secuencias:

'?(""): o::, §1

1(1&: a(-\'l.) '%’-\ + 3.5}? #)‘L

10 a0 & 8Pby sy 60, (4.2)

dando en general la convergencia siquientet
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Liamando con h a los autovalores, sa tiens:

numero de terminos problema

de la secuengia —» 1 2 n original
b LAY

1°% autovaler P\T > )E?L 2 2 A, > % A

do ) £

2 " D A R M IR R

mo n )

n L k“ ?,- \ >\"\

La convergencia del metode depende en gran medida de la
eleccion de las funciones coocrdenadas, porque gcurre que pueda --
tenderse hacia uma.solucion que difiere de la correcta, {pudiends
ésta hallarse proxima} por deficiencia en la eleccion de las fun-
ciones
( ver figuras 6=1 y 6=2 )

Se plentean los metodos de Ritz y E. Finitos en comﬁn,
ya que el ultimo puede tratarse como una subclase del primero ,
eiendo valido todo lo anterior, restringiendc el numero de termi-
nos en las expansiones de acuerdo al nlmero de parémetros nodales
que se adopten. En este caso, el nimerc de autovalores obtenido -
dependeré del numero de elementos y la ¢onvergencia no puede tra-
terse en la misma forma esquematizada arriba para el metodo de --

Ritz,
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4,2~ PLANTEOQ COMUN

Bajo un planteamiento comdn a los motodos de R.Ritz y
E. Finitos ,formularemos el problema, utilizando lz nomenclatu-
Ta vectorial y funciones adimenzionales : U = u/l1 ’Z = z/lldog
de 1l es el largo del dominio (dimensional)

Sea entonces el dominio de definicidn del problema el
intervalo [0-1]

Adoptaremos para U vy ? las siquientes expresiones:

v (2) = a, %) (4.3)
P (2) = bh qu(d) (4.4)

Podemas derivar{4.3} y (4.4) las veces que sea necesa

rio, teniendo en cuenta que gy ¥ by son parametros. La N indi-
ce "nodal’, (Extremo de subdominios)
V') = a7 1,(@) (4.3%)
U'3)= af @) (a.37)
¢'@)= bi.4,0) (4.47)
$T)- b 4,8) (a.4%)

Reemplazande (4,3,3',3") y (4.4,4',4") en el funcig
nal (2.15), se transforma el problema uariaéiunal en otro del -
caleculo diferencial , que consiste en hallar 1a cambinacién li-
neal de las funciones dados que llsven el problema a ser esta--

cionario:
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I(ab)=4“’J{m113n'¥n¥naﬂ+mkzl by 4’& P H+
EY T nr
+1mi1:§_..1g_ui>,.l;g“}cﬂ_%Jo{%gnﬂ..lua..+

LS ARE S R[S AN KRS

l’"“

2 ks b o dE - g o[ KT o, +het E.ﬂ,;‘]t%u

P

_ EJ T AR _ T b,
% “[kﬂ. i)ﬂ tﬂl!’g ¥ % #ﬂ.‘{)ﬂ];“ ? tﬂ +ﬁ,zp] ~“ (&‘Sﬁ

Derivando (4.5) respecto de a, y de b, , se obtiene

el siquiente sistema de scuaciones:

Mok o [l N0 1T d7 20+ Py L §TOE b

’bau
{I EI y.n xll'r df + K‘\l;z ﬂ”ﬂ ngrq-k@, 'E.:“ %::l'} %ﬂ
\ ]

+P1, f’cz,;-zy L. g;.a;. by =0 (4.6)

M(aﬂ bae o S‘“‘!l‘ by 4741 a4 +uojm'fl by dE b
207D 4 KL, LRI G g

FRadw by ko b BT —Bé, & %E“O (4.7)
S N AR R
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Reduciremos (4.6} y (4.7) a la forma matricial.

K31 %12]] ®n My Myof| 8
2 .
g e ™% | fi b
' 22{ | ©
21 22 -5 21 n (4.8)
o R.E =m2.‘“&.5 i (ﬁ‘g)
T .7
con g = {an by

~

Que es la ecuacion del sistema generalizade de autova

lores ya anunciada en capitulo 1
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4.3- WETODC DE RITZ

El dominio de definicion es el largo tatal de la viga
y en aste casoN=1 y 1 =1

AR partir de las ecuaciones anteriores podemos dedu--
ci; los terminos genéricns de las matrices kij y wij , adop-
tando para X v ¢' la expansion palinémica que satisface la

condicion de contorno de empptramiento en sl origen.
3 n :
={Z" ... Z} (4.10)
T L 23 m
R ol U A (a.12)
Podemos tomar n # wi  para aproximar mejor a la--

-
aclucion,-

- . ” ’
Laos terminos genericos seran,

k?g =S*E_,T.\\1“ilﬁ di + k-.["!;ljl +k3,1; 131 j Lj=1.2.-0 (4.12)
ekt P 1E- DL T man jjinom (613)

o (8 4 G S8y +

¥y &, épd - T 4’311,, {§=42, ... (4.18)

1
mls —5 mtls 1 T‘& A‘I- i,.S: AL ... 0 (4,15)

o - i _‘ my URididl . isapn y AT (4,16)
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m?}:&tm 121 4’: #341 ; i,5'=1.2.---m (4,17)

Para condiciones de contorno diferentes de las plantea
das, seria necesaric adoptar expansicnes del tipo (4.10) y (4.11)
‘de modo que satisfagan las nuevas condigicnes, o bian formular -
el metodo en una forma mas general, ya sea relajando las condi--

(ll)n formulando el problema ds modo de puder~

(12},

ciones de contorno
imponer tales condiciones

En caso de discontinuvidad en el interior del dominio (
diferentes materiales, diferentes expesores, etc) se impone la ~
formulacion del funcional relajado en las condiciones de conter-

no, de modo se satisfegan las condiciones de Wiertrass - Erdmann

(11)
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METODC DE ELEMENTOS FINITOS

El dominio de definicion en la formulacion comun es sl

largo del elemento, 1j= ll y en este caso N = 2

a)

b)

c)

Hipotesis de partida,(sz

Se divide el dominio de defimicion (total) en subdg
minios,

Se supons que los extremos de los elementos pueden-
interconaectarse, tomando los desplazamientos genera
lizados en los extremos como incegnitas del proble-
ma, en el grado que sea necesaric en el funcional,
Se admite que sl desplazamiento generalizade en el
interiocr de un elemento puede definirse univocamen-

te funcion de las incégnitas nodales.

Para este problema,interesa asegurar la continuidad en

las funciones y en sus derivadas primeras (un grade menor de 1la

que aparece en el funcional) con el objeto de poder interconec--

tar elementos.-

Entonces las esxpansiones (4.10) y (4.11) estan 1limi-

tadas, y las inc&gnitas pasan a ser ahora las siguientes:

a7 = {Un Ui} (4.18)

gntoncas:

by

={% W (4.19)

v

U@=U5 15 ={U, Ut U, Uy} % (4.20)

1
2




63

$;
¢, (4.21)
&
¥

Las funciones i v & se designan funciones de inter-

~

polacion , y pueden ser determinadas a partir de (4.20) y (4.21)

L?(Z)z ‘f‘:’r ‘i’: ‘-‘-{tﬂ £ % ‘f:*-i

admitiendo un polinomia de 37 grado para las funciones U y'p.

que adquieren los velores nodales para Z =0 o 1 .

Llevando a cabo tal proceso se llega a los pclinomios

de Hermite de 3%¥ grado pars Uy .

[ o] 1 7.0 1
ol tent N | 4-32%4978

" ' ow] | -
fuedy= - IR AR aptoqp | (4.22)
%) L&) Iw L -TRE

L ¢

0
n
I

De las (4.6) y {4.7) observamos gue son necesarios
formar los productos Y:E,N:T s donde s, v indican deriveda.
Genericamente se pueden former las matrices ﬁij . ¥

Mij con el siguiente producto: (i,35=1,2)

NENT NN WM NONY
MEE RS MW NSNS wewy (4.23)
e I

NN ORI OMIWS O NS WY

5 T
NlN‘”ﬁ




54

Obtenidas las E ¥ ﬁ s 86 procade al reordenamiento
de terminos de acuerds a la dispusici&n de las incégnitas por nu-
dos, con el objeto de llevar a cabo el ensamble de elemsntos,

Por Ultimo es necesario imponer condiciones de con--
torno al probliema, anulando terminos en filas y columnas de les
matrices, E y & colocando luego el valor 1 en la diagonal prin-

cipal de la matriz K , en las filas y columnas que correspondan a

las imposicicnes.=-
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CAPITULD VU

ESTUDIC EXPERIMENTAL

Sele RESERNA

Como se expuso en cap. III, de acuerdo al tipo de fe-
némenu que se tenga para el problema particular, (fig.3-9 a 3-12)
la influencis de lag imperfecciones impide obtener la curva dae-

loe caminos de equilibrioc de la extructura perfecta y por lo -«

tanto, la carga critice.-
Existen dos alternativas para la obtencion de la mis-

ma por via experimentals

a).flediante sl trazedo de los graficos mostrados en =
fig.(3-9) a (3-12)

b}.Mediante el grafico ds Snuthmall(z)r(3)
El (a} permite ademas obtener el comportamiento post-

critico real de 1a pieze, para las imperfecciones de la misms.

Para sl caso en estudio de acuerdo a la fig. (3=11) ,

es necesario utilizar el concepto de camino complemsntario del -

camino de equilibrio, gue seria sl de equilibrio estable paras =~

ciertos valores de cerga y deformaciones gque la estructura sigus
-en el caso que el experimeéntador fuerce la sstructura a pasar a

tal sstado,~
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5,2« ME TODOS_UTILIZADOS
8¢ Camino complementesrio

Supongamos tener uns estructura imperfecta,con paréma-
tro de imperfeccion definido por £, que pusde provenir de imper
fecciones geométricas, defectos de material, error en el centra~
do de cargas, etc.

La estructura al ser cargada recorre el camino (a)(fig

51) del caso en estudio (caso £>0)

§4 {p"
JLHIA A X
\\r&@.‘f’;’. _t's/// f' N
E 1, == . , , B
& |
£ | £>0
& €
Qt Qi
{(fig S-1)

5i & un cierto estado (P1 s Qz) sg fuerza a la estruc
tura a pasar tal estade curva (a) zal estado (P1 y Uf) curva {a')
que es estable a ese nivel ds cargas, cuando se produce la des--
carga se recorre le curva a' (camino complementario) que es esta
ble hasta un determinado nivel de carga (P") correspondiente a
le imperfeccion actual,

Si se dascarga aun més, la estructura salta de la cur-
va (a') a la (a) que es estable, recorriendo esta por el mismo =

camino gue al cargar.-
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Tomando varias imﬁarfecciones y determinando para cada
una de ellas el P" correspondiente, se puede trazae el grafico -
P" -& (fig54) cuyo vertice agudo define la carpa critica.:

El comportamiento postcritico se pone de manifiesto de
acuerdo a la familia de curvas genericas {a) y (b) obtenidas pa-
ra diversos valores de &

La influencia de las imperfecciones produce efectos si
milares (curvas del mismo tipo)} cuando ellas actuan individusl--
mente (z)siendo valido entonces observer el comportamisnto post-
eritico para las imperfecciones combinadas.

uUn parémstrc £ de imperfaccién conveniente puede ser -

la exentricidad en la carga.-

b Grafico de Southwells

Un metodo para determinar la carga critice de una es--
tructura gue tiene imperfecciones fue sugerido por Scuthwell.

Suponiendo que £ englobe todas las imperfecciones, y -
estando en el rango de deformaciones lineales, se pusde observar
que se cumple la ecuescion aproximada(z} $= 6/‘:1"P) (5.1)

Donde & es un parametro de deformacion de la estructy

ra perfecta; y p= Y/ %

& . »
Designando por 5 al parametro de deformacion gue se mi

de a partir del estado descargado imperfecto:

L]

' @ste curva puede determinarse teoricamente,ver referencias (2),

(8)
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§ S +E

"+ €= E/(A-p) .~ §" 2 Ep/(A-9)
- &= Ep

= .8+ Ep

¥~ .8~ € | wn o-T/R

$¥ - (%"’) _ & " (5.2)

‘La {5.2) resulta ser la ecuacion de una recta de pen--
diente igualla Pc .y que puede obtenerse a partir de los resulta-

dos de los ensayos, con el S* medido pare el correspomdiente P ,

resultando le recta de pendiente inicial en el gréfica no lineal
£* $%P .- E1 velor de la ordensda donde elle corta al eje 0-$"
(fig. 5-2)} sers el valor de 1a imperfecciom equivalente combina-

da 8«"'

)&
ensayo

pendiente inicial

(fig.5-2)
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Paras la estructura estudiada, debido a su poca defor-
mabilidad al inicfc del ensayo e impresicion en los dispositi--
vos da lectura para tales deformaciones, se hace dificil obte-~
ner valores exacios de §* a1 camienzo del mismo (zona lineal) -
por lo que el presente metoda no es aplicable, dando valores en
general mayores que los de Pc, siendo mas aplicablasen ensayos-

en que la pieza es mas deformable.-



© 5.3- ENSAYOS

Se llevaron a cabo ensayos sobre vigas de acero de sec

cion rectangular, dispuestas en forma aislada 6 vinculadas entre

* - - - -~
ellas tal como se indica a continuacion en "casos ensayados®’, ob

teniendose resultados de defleccion del sje de la viga y de rota

cion para la seccion extrema, En todos los casos se aplicﬁ ung =

carga concentrada en el extremo de una de las vigas.=

Material usado: acera
Caracteristicas:mddule de elasticidad
n ¥ Poisson

densidad

Dimensiones de las vigas.

longitud altura

Viga N2 1 (dm) h. (dm)

1 5,42 6,810

2 5,42 0,810

3 5,42 0,795

4 5,25 1,250
Denominaciones:

1

E=
J=
3

ospesor
t (dm)

0,0157
0,0155
0,0157
C,0152

2,1 10° tn/dm?
0,3

0,795 10™%tnseq?
dmé

Iy (dméla'ﬁ)
B, 2760
0,2559
0,2709
D, 3658

h, *: desplazamiento en vertical del punto de aplicacién

de P respecto al centro de cizallamiento.-

'gp ) pOSiciﬁn de P
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- * -
z; * posicion de los resortes K3

Casos ensavadas

Ensayo Nf 1: Viga aislada, con carga casi centrada

p ;P hy= 0,07dm

PR

| Z_. = 5,50 "¢
Vl P !

Ensayo N¢ 2: Viga aislada, cton carga desplazada hacia arriba del

centro de cizzllamiento,~-
r [P hy= 0,37dn

I
ve Zp: 5’43 L

OV

Ensayo N@ 3: Dos vigas vinculadas al centro con elemento total=~

mente articulado, efecto unica de kl carga casi cep

trada.-
P =
: " l {qu hy= 0,07dm
7 —— = P z = 5,52 "

ky= 0,969 107
dn

Ensayo N? 4; idem ensayo N? 3, con tres vigas vinculadas.-

4 '? k
4-2 ‘T | ' I = IHM‘HE Zp: 5’52 "
q V‘ hil V3 V‘ . 21= 5’46 "
ky= 2,039 1073
dm

Ensayo N? 5: Dos vigas vinculadas al centro con slemento de empp

tramiento elastico total en un extremo y articulada
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en. el otro, efectos de kl,kz v k3’ carga casi centra

dao-
T P \,JP\“ h.= 0,07d
2 | I l E z2 = 5,52 "
Zl=z2= 5,46 #
k,= 0,969 10"31;1
K, sko= 0,0617 indm

Ensaya_N6: Idem ensayo N®1 realizedo sobre viga R24,que inicial

mente tenia imperfecciones notables en la geametria.

Las formulas utilizadas para el calculo de las ki son

las siguiantes(za) i* Peky by
I ol =1
= S =1 e >
kl' 3EIy /1 .___,_“I_H4z TET““**

k2= GJ /1

ko= Kq= 3EIy /1



73

Descripcién de los aparatos:

Con los materiales y casos previstos en hoja anterior
se llavaron a ¢ebo leos ensayos de inestabilided, empotrando las -
vigas en un cuadro de perfiles especialmente disefado (fotografia
N? 1), En el mismo, se amarraron brazos de fijacion de fleximetros
con los que se tomaron lecturas de desplazamientos horizontales,
Se utilizaron fleximetros de polea, de presicion de U,lmm la que-
se vio aumentada en las lecturas por la extension de las referen-

cias de las vigas {fig 5-3), (fotografias).

NE 1 i o Fa 2 1'

Lhilo de zcero
) pesos p/ extension de hilosd
fleximetros

h2=30 cm _ Y= viga de ensayo

{ndices de ref. en vigas

B " " de fleximetros
s /A

-

Se independizo el dispositivo de lectura al de ensayo

(fig 5-3)

"(vigas), Para lograr mejor presicion sn la medida de los desplaza-
mientos, se utilizo un catetometro (optico) para ajustar los {nQEI
ces de referencia (fleximetros) con los indices de referencia de-
las viges, asegurando por 1o menos la presicien mencionada,

" Para las cargas se utilizaron pesos conocidos, logran
do que las mismas fuesen concentradas, mediante un dispogitivo qé
nigco que asienta en una pieza gue disponia de puntos {0 marcas)--

que permite ademas variar la exentricidad en la aplicacién de las
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mismas (fig 5-4)

I; | 75 viga G

elemento au-

xiliar de,
ransmision Corte B-RB
g Cargas —- ;
Corte A-A :
(fig 5-4) '

En las fotegrafias se muestran los dispositivos, dis-
pogicion de las mismas y figuras que adoptan las vigas al ser en-

sayadas (ensyos Ne2y5)

Descripcion del ensayo: se aplican pesos conocidos y

se miden deformaciones horizontales en flexfmetros N2 1 v Ne2(fig
5-3), pudiendo en base a las diferencias de lecturas respects de
la inicisl, conecer los desplazamientos (Li) de les {ndices de . -
las vigas (encima y debajo}. Para gl extremo de la viga entonces-

sa calcula

w(1)={L{2) , (2,
¢(1)= arc.tg ( Lo L@y g

perz los diversos ensayos se trazaron Unicamente las gréﬁi

cos de u{l) pues es indicativo del fenomeno de inestabilidad,=

hoz= distancia (verticel) entre indices.
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Fotografia N21. muestra el cuadro @e perfiles que sir-

ve da sosten a vigas y brazos de fijacién de flax{metros, con la
disposicion de estos (dos de ellos se utilizarosn para tomar medi-
das, misntras los otros dos soleo complementan con el objeto de lo-
grar un desplazamiento correcto de las indices de flex{metros).

Se observan los pesos utilizados sn sl ensayo,-

Fotograffa N?2, muestra el slemento auxiliar de tras--

mision de carga (a traves del cono de asiento)y la figura de defor-

macidn del ensayo N22, ﬂtrés, el catetometro 6ptico utilizado.~-

Fotngrafia N23. otra vista del ensayo N°2, mostrando -

el frente de fleximetros, y el plato de carges.

Fntugrafia N®44 muestra los indices de referencias de

fleximetros y la figura de deformacion del ensayo NE5

Fotografia N¢5., se ve en ella la figura de deformacion

del ensayoc N24, flaximatrns, catatémetru, pescS.—
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fotografia N2 1

fatografia NE 2
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fotografia N®
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CAPITOLOGO Ul

ANALISIS DE RESULTADOS

Hel,~ COMPARACION DE RESULTADOS

Se utilizan los metodos de Ritz y de £, Finitog al -
caso de une viga de. sclucion tedrice conocida, analizando con am
bos metodos la cenvergencia con respecto al valor teorico exacto.

En figurae 6-1 se dan resultados de la aplicacion del

(3)

primerc al caso de la viga en voladizo , graficando: Carga crie
tica y error versus numeroc total de terminos en las expansionass -
(nﬁm). Se trazaron las curvas de variacion de Pc para n»m , N=m y
ﬁ<m y tambien cuando se mantiene constante el nimero de terminos-
en las expznsiones para u (n) y se varia el pare \ (m), notando -
que es necesario expandir ¥ con un numero de terminos mayor que -
para u, sisndo que para este uUltimo es suficiente utilizar n=4 ¢
5, con las que para (n+m)» 15 g tiene se tiene un srror menor que
el 1,5%, siempre por valores superiores al exacto.-

El mismo caso fue analizado utilizando -el metodo de-
E. Finitos, mostrandose resultados en figura 6-3 en el grafico :
carga crftica-numeroc de elementos. Se limitd el numero de elamen-
tos e 15, notando que para tal limite se difiere del valor exacto
en un 1,57%

58 puede decir qus los resultados fuernn exelentes -
para ambos métodos, aungue se ésperaba convergencia cen menor nu-
mero de divisiones para el metodo de E. Finitos.

En figura 6-2 se dan resultados de la aplicacian del
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Metodo de Ritz para el caso de la viga en voladizo y restriccisdn
lateral, dada por un resorte equivalente @ una union articulada-
a otra viga de iguales caractaristicas, con resultados similares
a las de figura 6-1.-

En figuras 6-4 a 6-9 se muestran los resultados ex-
perimentales obtenidos de los & césas basicos propuestos(5.3) vy
que se camparan con la teoria aqui desarrollada. En sllos se tra
zaron las curvas de carga- deformacion del extremo (a) y menor -
carga de salto-exentricidad (b), contentandonas con los gréficus
respecto de solo uno de los parametros de deformacion: u{l),sien
do que para el otro:y{l) scn completamente similares, sobre todo
que el valor de Pc se obtiene independientemente del parametroc -
de defarmacion utilizado.-

En las figuras se observa el comportamiento posteri
tico para cada casa, nutandalque la situacion mas desfavorable -
se obtiene al desplazar verticalments la cargasrespecto al cen--
tro de cizallamientc {fig 6-5), siguiendo el de la viga aislada-
(fig 6-4); las vinculaciones a otras vigas producen mejoria en -
el comportamiento postecritice, mayor cuante mayores sean los va-
lores de la rigidez de los resortes, ademas que el valer de la--
carga critica aumenta,-

La figura 6-9 muestra el casv de la viga aislada -
que contaba con deformaciones notables, tambien con resultados -
exelentes.,

La asimetria que se observa en fig 6-8 se debe a gue

aun siendo el esquema inicial (descargado)} simetrice, al cargar -
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la viga el punto de aplicaciom .de' la-carga baja, y siendo gue ews
xiste una restriccion en le torsidn de la viga, induce a uma rotg
cion de la misma en el extremn.tanto mayor cuanto mayores:carga -
{mayor descenso de la carga) que actua siempre en el mismo senti-
do, aun de producirse deformaciones transversales grandes (fig

6-10), cnn|q§+¢“§b donde 2 éignifica el anqulo de rotacion del -

extremo; inducido para cargas correspondientes a +e 0 -e

fig 6-10

A pesar de la asimetria, los resultados obtenidos (

teorico vy experimental) son coincidentes

Se da a continuacion una tabla de comparacicn de re-
sultades de los metados de Ritz y experimental, en cuanto gue pa-
rea E. Finitos se da soleo para al 1% caso ensayado., Se refirio el

error al valor obtenido en los ensayos.



Ensayo N2

1

n

L]

Ensayo N¥

1
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sienda: Pd = carge critica tedrica segin metodo.

pE

Metodo de Ritz

21 m
&4 16
5 15
4 16
5 15
4 16
5 15
4 16
5 15
5 10
5 15
4 16
5 15

pL:

9,04

8,42

11,00

11,05

11,94
11,91

19,87

19" Bﬁ

14,46
14,45

segun ensayo.

9,00

8,30

11,00

11,83

20,00

14,20

Mg todo de Flementos Finitas

N2 de aelesmeng::

10
15

pl

9,13

9,07

9,00

rrror (%)

0,44

1,45
2,17

c,00
0,45
0,93

0,66

0,65
0,70

1,84

1,76

Error(%)
1,44
0,78



83

6e2em CONCLUSIONES

A paftir de la tabla dada en 6.1, se observa la coin
cidencia de resultados teoricos y experimentales, con lo que se -
deduce gue la teoria es aplicable, y pueden asi estudiarse con -
los métodos propuestos casos mas complicadas de vinculacion de vi
gas en voladizo 0 de otras formas de restricciones (Apéndice 4y,
Bastara simular los efectos de vinculacion por resortes a flexion
torsidn y desplazamiento. Tambien se aplica a casos en gue mas de
una viga esta cargada vy gargamentos proporcionales en la misma vi

A, =-

A pesar que el vmétada dinamico aqui utilizado no s
el ideal a aplicar al probleme propuesto {para el caso conservati
vo es w=0 para la cnndiﬁién de Pc, pudiendo entonces resolver el-
prublema-da autovalores y autovectores con respectc de P, ecuaci-
on {4.5) con w? =0, siendo el menor autovalor el Fc)s se desarrollo
el mismo con mirss a la aplicacion a casos no conservativos, bas-

tando modificar las matrices K,M y la correccion de K debido a2 e=

fectos de P.-
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METODO DE ELEMENTOS FINITOS
CURVA: C(Carea CriTica - N* DE ELEMENTOS

FLgU ra 6-3
Eeror) B
()
P L%
® s B
P.}__mi .t
a £ = 10"
4 V=0
N ?n0.0‘\
{= %0
€ k= 10,
500 - t= A
B - \
[1 —
Hi 90 \\
3'_ \\
2 o
S
i
B B B
130
2 3 4 5 6 7T 8 9 v )

O METD de

elementos



=,

-
T

+3

- 2

7-9 DANAY

‘: " L 1 L
45 30 45 O 15 30 b5

(b)

vy




Y Gm) |

G-9 1DJ4NdY

Iy

-2 3 +€
45 A0 015 3 qsﬂmx

(b)

&u(q&’)-

-5

F

8

88



-
-

P" (KQ)

3

‘e
wili-

@

350 % B a0

(b)

+ U (cm)
i

(Mmm)

9-g 04nd)

b8



o0

Fiqura 6-7

o | E
+ E
—
1=
F b M
Z 1=
e .mm
£ jv
A o ¢ & o o s o w -7 X
“ ' 1 1 1 1 o c
- I N ol
| 1= 3
| M '
t
| ki
._ 1
_ 4
|
|
i

@)



| P (ko)

-2

e=3%06
' 419 ,..-T_]
enlﬁs \] 6‘0 U‘o
| <
t a
; 1%
P {P i
g . !L 15 KL
N2l Ne2 L
*p i 14
k3 -:2 MRS Li THEPR E
Wiy ] 45 <3045 © 45 30 LD &P
) (b) (mm)
1
K _
A
-;qlu } b ; Q ¢ } +—-"-U (cm')
-6 -5 4 -3 .2 -4 o 3 7 %

16



=u

St PP TORIEO Sossanintr SOV

o ... gnvan

arQa- delormagion
del exiremo.

_: MuSe
e _Xedvico, 16,900 .

Teror: 4.":62

-
-—

]
L)
|
i
|
1
1
'
!
]
!
)
'
L]
]
H

+2

mantr  oof
exentrici

(b)

lonoﬂl-l'udirul

+U (em)

-8

-1

-G

o LI e e ey ]
4 =20 2 4 8 {(mMm)

de salto -
de corga,,

-G 0dnd1d

26



93

APENDICE 1

rer—ln— e —

PROFPIEDADES DEL PROBLEMA DE AUTOVALORES;=-

Al problema generalizado de autovalbras(s)'(Esj s deri
vado en la ecuacion (4.,9), puede asaciarse 2l de operadores linea-
les en un sspacioc de Hilbert (H); designando con A y B a tales ope

radores y por u un elementa en tal espscic; u €H.

ﬁg - og'flﬁ:‘g: 1} fiu ~ABu =0 . "-‘ (1)

Suponegmos que los operadores A,B son autoadjuntos y B
positivo dafinidn,(?uay el dominio de definicion de B es un subdo-
minio abierto del de A. Ademas A~ AB es aytoadjunto para todo Are-

al.

Propisdad 1: Los autovalores de la ecuacion (1) son pasitivos.
Si A Yy u son un autohalur‘y su correspondiente autavec
tor de (1), con A,B positivas definidos tamande el producto esca--

lar de (1) econ u se tiene:
(Au,u) = A(Bu,u) =0

o (ﬂu,u)
N = (Bu,u) > 0

(2)

por definicion de producto escalar.

Propiedad 2: Los autoveciores correspondientes a diferentes auto-

valores de (1) son artogonales en H, y By . Con H ¥ Hy designamos

A
el espacic Hilbert en la energia y proviene de considerar lo si. -



94

guientes
Sea el operador B definido en el subespacio S, gue
es denso en un espacio de Hilbert completo H, v sea B positivo -

definido en S, esto gs, existe unz constante ¥>0 tal Que :

(Bu,u) » $%f ‘-’II2 ;  Ues R ¢

Definiendo un nuevo producto escalar en S:

(Bu,v) = (uyvlg u,v & S o (4)

.
Con esta definicion, S pasa a ser um nuevo espacic -

Hilbert, denotado por Hg, y cuya norma ( "]u]ﬂ)saréi

]|]u]ﬂ9'= (Bu,u) u&s

Sean entances ¥g,kz dos autovalores v u u, sus co

l’
rrespondientes autovectoras de (1)

A l'.|1= }\JBUI vy A-U2= }NZBUZ
tomando el producto escalar sigquiente:
(ﬂuzs Ul) = M(BUZ’ ul)

restando miembro a miembro,y por ser lus operadores autoadjuntos

se tipne
(ﬂul, Uz)l = (Auzs "-'1) y (Eul’UZ) = (Buzs Ul)

(hl—hz).{Bul! UZ) =0 _ (5)

POT ser Ay g es:
(Buy, u)) = (Auy, u)) =0 ' (6)
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Propiedad  3: Suponiendo que A y B son operadares autoadjuntos, y

que B es positivo definido, cualquier conjunto de funciones u no -
nulas que son mutuamente oritogonales a traves de 8 es un conjunto

lingalmente independiente.-

Propiedad 4: Los autovalores de(l) son reales.

Supongamos que y sea un valor complejo. .y U su cone

jugado correspondiente.
A.UI = I\I Bul . " ) ' (?)

Supongamos que A fuese un valor compleje; basando--
nos en la propiedad de que el conjugado de un producto es igual al

producto de los conjugados

formando el producto escalar en (7) con G4 ¥ {8} ean

1
(P«I;Il, le) = h]. (Bul, El-l)
(ﬂﬁl, ul) = -il (Bﬁl, I.'Il)

restande m.a w, ¥ debido el caracter autoadjunto de A y B :

-

| (@Y 1 -}\i).}(-_&ul,'ﬁl) = 0 : . {9)

mas (Bu!’EII* . n0 es nula por ser B positivo definido .-, 51"3150

>\1=a*'h‘i" h]_:a“bi
k1#h1= 2bi y 9ue es hulo para b=0 _
Se concluye afirmando que les autovalores del problema

”»
seran reales.-
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Propiedad S5::A un autovalor de multiplicidad S, corresponden s au

tovectores linealmente independientes,

Pasando a notacion matricial, tenemos que:
3i los vectores ¢ cumplen la propiedad de ser ortonor-

males a traves de la metriz Ml ;  :c--e ~

“‘{gf‘f“‘gj = Sij

) Sij es el delta de Kroneker, Sijzl Ji=j
. =0 if_]

(10)

La matriz esociada a los vectores ortonormales se dea=-

signa como matriz modal asociada a (1)

Q- =" | ‘91 '92 £ g-_ i o .-_,ﬂi )
[‘ LY bn] , (11)
Q.T mo =1I -‘A., (12)

El problema (1) puede plantearse considerando todog- --

los autovalores y autovectores:

Lienid o wPa] o am
E es la matriz medal,;;_"j"; _;_ ﬂi;thﬁi;:;£', -_ii e
2 ;
plantaénda el problema asociada:
Z =28 o ’ (14)

oy S8 1

atw‘l\':‘:l

es la matriz ortonormal

~N ot

¥ es una matriz diagonal de autovalores ascciada a (14)
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I'= 2
ds (14)
m=z $.z%

4

propiedad: si § es una matriz diagonal,y 7 es ortonormal se veri-

.

fica que M* = 2 $* 2T

en particular:

nh o= zb 77 1 (15)
o) =z b v o (16)
aimi =H;"5_ET 7gh 27 o1 |
De (13)
TR T
premultiplicando por mt - (&"%ir

o - - *’_1 it -~ - L
(rikmt) mbé) - inmd) (@ic )0
se transformo el groblema (13) en otro del tiﬁﬁ (14)

Kk

b |
]

mt ¢

oy
L]

con m de (15) , (16)

-"'"

E cuw

=K.

L d

Se resuelve enlﬁ.y W, resultando C. ser una matriz orto

normal



ge con la
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APENDICE 2

CONDENSACION DE PROBLEMAS DE AUTOVALORES

El problema generalizado de autovalores a gque ss lle-
formulacion del presente trabajo u otros similares--

demasiado grande, pudiendo considerar mediante el re-

y (29)

analisis moda uno menor, en el que se consideren

los p menores autovalores y sus correspondiantes autovectores,-

Pera el problema de la Estabilidad Elastica, basta con

siderar los dos menores autovalores para casos de inestabilidad-

dinémica,

diante la

blemas

(21),(22)

o s0lo uno para el caso de inestabilidad estatica,-
La condensacion del problema puede llevarse a cabo me-
tecnica de iteracion en subespacios, para grandes pro-

y puede resumirse con los siguientes pascs intew-

grantes de un esquema iterativo que pueds ser interpretado como-

una combinaciaon del cocisente de Rayleigh con el metodo de Ritz

La ecuacidn de partida es:?
K c = I ﬁrg (1)

donde las metrices K, il son de orden nyn simetricas,a

coeficientes reales, M positive definida.

Tomando 1a matriz modal © y la de autovalores v =Eh£J

- B e

K =M C 0 (2)

Se quisre reducir el problema de resolver n autovalores

y sus autovectores a otro en sl que es nacesario resolvar P ;

p 4 n, en un esquema de fteracion simultanea,

En una iteracidn ganérica j a j+ 1, se tendra que

. - , .
resolver una ecuacion del tipo:
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K§ tfm =M ?tw , | @

can ?'&ﬂ es posible encontrar las proyecciones de K

v M en el espacio Ep,

. ) F—% T " F~] 3
K = i K ‘(g«« S o ()
A . ;T v ; -
My'\ p—3 k{&*« ﬂ kfs*‘\ (5)
Se recas en sl sistema de autovalores.
KS—V\ ?gn = V\&M (534« o jan” _ (8)
luego, los autovectores de (2) pueden hallarse por la
formula:
"?sv\ = ?},&« P&*’\ _ )
cuzndo 5 o8 , se tiene que
R&q*\ —- ’&f
\{'5,-\‘\ - C
Para las r wiiteraclnnes se debe proceder en la slguien
te forma: ; ‘
formar | R = Ml‘{? (8)
resolver K'{-&“ =R , ' (9)
calcular K\\“ = l?b*‘\ K ‘ﬁb“ \eﬁ"'\ (10)
calcular | M&*’\ = 'ﬁ“ M “ﬁ&n (11)
resolver K&a\ Pﬁ*" Mbﬂ Pb«,\ 0{.\5“ (12)
calcular (13)

\fs‘n = ‘f&w (35&4\

orden. de las matrices
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E ﬁ orden n . n
? k(h’R n nnp

Pm!éﬂaﬁﬂﬂﬂﬁ n PP

Para lograr una convergencia mes rapida, pera el 182
.paso ( 3 = 1) se aconseja que R sea construido por:

a)la primer columna contendra los elementos de la diago
nal de M- .-

b)las demss columnas deberan ser vectores unitarios, con
todas sus componentes nulas exepto colocar un + i en

las mayores relaciones de wmy/ k;
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APENDICE 3

PROGRAMA_PARA_EL CALCULO DE LA
CARGA CRITICA

Se desarrollo un programa que calcula el cuadrade . de
frecuencias de vibracion (u}) para un determinado nivel de cargas-
del problema (4.9)

El esquema es valido para los métodﬁs de Ritz y de Elg
mentos Finitos, siendo que las subrutinas DATOC (Lee datos) ,CAMAT
(forma matrices E y &) y parte de ITEN ( itera en el numero de ci-
blus de carga peﬂidus ) en lo que respecta a la modificacion de E,
son diferentes para ambos métodds.

Tal como esta preperado, el programa permite la obten~
cion de hasté 12 valores dac&'por calculo sin condensar, pudiendo-
se emplear el mismo para problemes mayores{hasta un limite de ér--
den de las matrices de 30 x 30) utilizando la tecnica de condensaw=-
cion (Apendice 2), siendo suficiente calcular unicamente el menor-
autovalor para el caso de inestabilidad estatica.Parz este caso, 5@
busca determinar la carga (P) que produce que la menor frecuencia-
de vibracion sea nula {w= 0),

Para casos de inestabilidad dinamica, habra que calcu-

lar 2l menos los dos menores zutovalores (Wy y ua"i)
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Diagrama de flujo

Arranque
X

Lea datos de dimensiones, material,

rigidez de resortes, etc

I

Formar las matrices K y M

v

3 l_;terar en el numero de ciclos pedido asu=
miendo velor inicial de carga

Drdeqg de K v i £ Orden de K y i =
al numero de auto al numero de auto
valores pedido, valores pedida.

h 4 4

Reducir el orden de K y ﬁT

X _
Resolver el problema (K -E;ﬁl§j=ﬂ.

(Estable _ lInastgbllzdad
3 Toud

dinamica

( Inestabilidad

estatica

;

Refinar la carga partiendo del ultimo valor que
tenla antes de producirse la inestabllidad y dan
do un incremento menor.
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Diadrama _de blocos

PROGRAMA PRINCIPAL |

kD
SUBROUTINE DATOC]

K&

HSUBROUTINE. CAMAT |
)

—{SUBROUTINE. ITERC |
o

&)

(
‘aﬁﬁ

[SUBROUTIRE VECIN]

SUBRDUTINE INCAP}

HSUBROGUTINE PRCD1|

| [SUBROUTINE JAUTV]

Lee ntimero de prcblemas,

Lee titulo del problema, seccion rectangular o
no, datos de dimensiones, propiedad del mates-
risl, rigidez de regorteg y sus pogiciones,car
ga inicial y posicion, numero de terminos en;-
13s expanciones, numerc de ciclos de iteraciop
numerc de autovalores pedido e ircremento de---
cargas,=

Dependiendo si no se trata de seccion rectangu
lar , lee_datgs de C, C,, I , masa. Forma las-
matrices K y M, la primera para P=l.

Es la que comanda las iteraciopes en el numero
de, ciclos pedido, corrigiendo K en cada itere-
cion, analizafndo el menor o los dos menores ay
tovalores segun el caso. Cuando se pida un nu-
mero de autovalores menor que el orden de las
matrices, se utilizan las siguientes subruti--
nas:

Construye la matriz ortogonal inicial R

Invierte la matriz K, gue no se modificara du-
rante las iteraciongs para una determinada car
ge, utilizando el metodo de GAUSS JORDAN con -
Seieccinn del mayor elemento de la diagonal --
principal.

Ejacuta los productos necesarios para reducir-
"y il al subespacio pedido,

Resuslve gl problema Kg = ﬁ}ﬁg;del problegma
original o del reducide, utilizando el metodo-
de rotaciongs simultaneas de JACCBI.
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Mznual de eht;ada al programa

PROGRAMA PRINCIPAL

READ (5, 3)NCASO
FORMAT(IS)

NCASO = numero de problemas

SUBROUTINE DATOC

READ{5,25}TITUL

FORMAT(124a4)

READ{5,1)}ACHE, TE,ELE

FORMAT(2F10.2,F10.1)

READ{S,3)EL,DENSI,POIS

FORMAT(F10.1,2F10.4)

READ{5,8)CRIG,CALA, YO

FORMAT (BF10.4)
READ(S,8)RIGL,COFK1,RIGH,COFK2,RIGLY,COF11,RIGHL,COF2]
READ({S, 100)F1,H},COEF - -
FORMAT(3F10.3)
READ(S,12)N,M
FORMAT(215)
READ{S,6)NP,ITERP,DELP
FORMAT (215,F10,2)

SUBRDUTINE CAMAT
Si no se tiene seccion rectanqular se debe leer:

READ{S,43)CMASA,CINER,CPOLA,CRIG
FORMAT(4F15.7)

El significado de las variables en las subroutinas anteriores

. es el siguiente:

TITUL= t{tulo del problema

ACHE = alture de la seccion transversal
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TE= espesor de la seccion transversal
ELE= longitud de la viga
EL= modulo de elasticidad del material,
DENSI= densidad del material
POIS= coeficiente de Poisson.
CRIG= goeficiente que indice si es seccion rectangular
(CRIG=0) o na (CRIG=1)
CALA= rigidez de alabec,-
¥0= diferencia entre los centros de gravedad y de ci
zallamiento,~

RIGL= rigidez de resorte a traslacian

RIGM= L " " * rotacion
RIGL1= n " o " uariaciﬁn de traslacién.-
RIGML= " " o " " " rotacion.-

COFK1,COFK2,C0F11,C0F21l= coeficientes de posicion de
RIGL a RIGA1 (igu=les a 1, para posicion en 1)
Pl= carga inicial
Hl= distancia en la vertical entre el centro de -
cizallamiento y el punto de aplicacion de la
carga.
COEF= coeficiente de posicion de la carga (COEF=1,es
posicién en L)
N,M= numero de terminos en las expansiones de u y ¥
respectivaments.-
NP= numero de autovalores pedido
ITERP= " " iteracionss en las cargas.-

DELP= incremento en la carga.-
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EMASA= masa por unidad de longituad.
CINER= momento de inercia respecto a2l eje y-y.

CPOLA= momento de inerciz polar.

CRIG

- ] - *
rigidez a torsion



/7 EXEC FORIGCLG
//FORT.SYSIN CO #
I¥PLICIT REAL *E{A-H,C-7)
CCMNMON COEF4COFK1+CCFKZ24,COF11,CCF21,RIGLLyRIGHLY,YC
COMMON ACHESTE ELEsELyBEAST ,PCIS,CRIGyCALASRIGLsRIGM,P1,H1,0ELP,P
COMFON RMASP(24,24)yRITP(24+24)+sPHI(24:%)4PROD(Z4A44)
COMMON RIT(24+25)2RMAS(24424) 4EIGVIL2),D{1234X{12,12)
COMFCN LRsLwWINDRSINDOM,N 8 (NP NAUT,ITERP
DEFINE FILE 1(24,485U+INDR}2(24,48,U,INDM)
tR=5
LW=¢6
READ (LR,2INCASC
WRITE(LWs3INCASG
3 FCRMATLID)
OC & INI=14NCASC
CaLt CaTcC
P=1.
CaLL CANMAT
CALL ITzRC
-8 CCNTINUEZ
CALL E£XI1T.
END

LOT



SUBROUTINE DATOC

IMPLICIT REAL *8(A-H,0-2)

COMMON COEF,COFK1,LOFK2,COFL11,CUOF21,RIGLL,RIGM1, YO

COMMCN ACHE.TE,ELE,EL+DENSI,POIS,CRIG+CALASRIGL+RIGM+P1,H1,DELP,P
COMMON RMASP({24,24),RITP(24,24)PHI{24,4)},PROD(24,4)

COMMON RIT(24,25), RMAS(24.241;EIGV(12) D(lZl,Xl12r121

COMMON LRyLW,INDR,INDM,N 4M NP, ,NAUT,ITERP

LEER TITULG

READILR,Z25)TITUL

FORMATIL2A4)

WRITE(LW,26)TITUL

FORMAT(1H1,12A4)

READ (LR;1)ACHE,TE,ELE

FORMAT{2F10.2,F1CQ.1}

WRITE(LW,2)ACHE.TE JELE
. FORMATL//OX s 2ALTURA =*,F8.3,1QX " ESPESOR =14 FB 410X, JLONGITUD =2 . .
1,F7.3/1

REAC {(LR+3)EL+DENSI,POIS

FORMAT{(F10.1,2F10.4)

WRITEILWs4)EL+DENSTSPOIS .

FORMATI[//5X,'M0OD., DE ELAST. =',F10.1, 6X, "OENSIDAD =*,F1l5.10,6X,"*
1MCD. DE POISSON =',F10.4/) °

B80T

SI ES SECCICN RECTANGULAR PONER CRIG = C = 0. -—-

REAC{LR+8) CRIG,CALA,YD

WRITEILW,16)CRIG,LALA,YO

FORMATI{SX,"IND. SECCION RECTS 0 O 1. ="3F10.4410%,*'RIGIDEZ DE ALAD
ClEQ =',F10.4//5X,'DIS8T. ENTRE EL CG Y EL CENTRO Of CTIZALLAMIENTC =¢
2yF10.37)

REAC{LR, 8)RIGL,COFK1,RIGM,COFKZ,RIGLL,COF11+RIGM1,COFZ1
WRITE(LW,9IRIGL,CCFK1,RIGM,COFK2,,RIGLL,COF11,RICML,COF21
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FORMAT(8F10.4)

FORMAT(//SXy "K1* yF1548,5X5"P0Ss COF. K1 ="3Fl5.345Xy%K2 ='4F15.8,5

2X,'PGSy CCF. K2 =V,F15.3//5%,'Kl1 ="4F12.3,5X,'P0S. COF. K11 ="',
IFL14.2,6%,9K21 =9,F14.8,5%,'P0S CCF. K21 ='",F15.3/)

REAC{LR,100) P1,H1,COEF

FORMAT(3F10.3}

WRITE(LW,10 )P1,H1,COEE

FORMAT(//5X,'CARGA INICIAL =1,F10.6,10X,'DIST, AL BARICENTRG =1
14F1C.4410X, *COEF. POSICION PARA CARGA =',F10.4/)

READ{LR$12)IN, M

FORMAT(2I5)

WRITE(LW s L3IN,M '
FORMAT(//5Xs*'N. OFE TERM, PARA DESPL. ='+13,10%X,'N. DE TERM. PARA
LROTACICN =%Y,13/)

READ (LR,&INP, I TERP,DELP

FORMAT(215,F10.2) )

WRITE(LW,SINP,ITERP,DELP

FORMAT(SX,"NUM. OF AUTOVALORES REQUERIDO =t',I5//5X+*NUM. DE PASCS

_ _LDE CARGAS =*,T111//5X,'INCREMENTO EN LAS CARGAS =',FB.6//)

RETURN
ENG

60T
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41
43
42
169

}

SUBRCUTINE CAMAT

IMPLICIT REAL #»8ta-H,0-1}

COMMON COEF,COFK1,COFK2,CO0F11,COF2),RIGLY,RIGMI,YD

COMMON ACHE,TE,ELE,EL+DENSI,PQIS,CRIG,CALA,RIGL,RIGM,P1,HL,DELP,P
COMMON RMASP{24,24),R1TP(24,241,PHTI(24,4),PROD{Z24,4)

COMMON RITU244+25),RMAS(24,24),EIGVI112),0(12),x{12,12}

COMMON LR LW, INOR, INOM,N M NP,NAUT,ITERP

NM=N+M

e

S o

SI €S SECCION RECTANGULAR CALCULE C.M,I,I0
SI NO ES SECCION RECTANGULAR LEA CyM,1,10

IF {DABS{CRIG))40+40,41

CRIG=EL*ACHE®TE®*%3/(6.%(1.+POIS))

CMASA=CENSI®ACHE*TE
CINER=ACHE®TE#%*3/12.

CPOLA=ACHE**2/12.

GO TG 42

READILR+43)CMASALCINER,+CPOLACRIG

FORMAT(4F15.T)

WRITE{LW,16SICHASA,CINER,CPOLALCRIG
FORMAT(//% MASA=%,E21.442X+" M. INER.='",E15.4//' MOM. POLAR="',

LE1S.447X,'C =1",E17.4/)

DO 1 I=1,kM

DD 1 J=14+AM

RIT{i,4)=0.

RMAS(1,J)=0.

CO IC I=1sN

01t

MATRIZ RITZ Y MASA REFERIDAS AL DESPLAZAMIENTO
MATRIZ DE MASAS REF. AL DESPLAZAMIENTO

DO 11 J=1,.0M



RITEI 4 JY=EL*CINER/ELE®L4{ 1+1)%d%{J+1) /7 (1+J-1)+RICL*ELE*®22COFK %% (
IT4+J42)Y+RIGLLI*( T+ 1) % { J+1 V¥ COFL1%%{TI+]) '
1 RMAS({1,J)=CMASA®ELE®*3/{I+J+3)

MATRIZ RITZ Y MASAS REF. AL ODESPL. Y ROTACION

DaeO

0O 10 J=1,#
JN=J+N
RMASTI,JIN)=CMASAXEL Ex¥2%YO/{]I+J+3)
1¢ RITULyJNY=P*ELE*T*[I+1)/0(I+J+0) (14342} )=COEFRFR([+J+2)

C MATRIZ RITZ ¥ MASAS REFERICAS A LA ROTACICN
DO 20 I=1,M .
IM=1+N : -
DO 2¢ J=1,M - =
e JM=aN

RITUIMy UMI=CRIG/ELEFIT+13F(I41)/{T+I+L)+CALA/(ELEF*3)*I& (141} %)%
L{d+1 )/ (1+d=1 ) -PAHHI*COEF** (T+J+2 ) +RIGM*COFKZ*+*{ J+J+ 2}
Z+RIGMI/IELE#*2)*{ [ +1)#{J+1)=COF21 1%k (1+J}
26 RMAS{IM,JM)=CPOLAXELE/ {T+J+3)%*CMASA
DO 3C 1=1.NHM
DO 30 J=1,NM
RITULSIY=RETLI,4)
30 RMAS(J,1)=RMAS(I,J)
INDM=1
iNDR=1]
00 118 I=1,NM
WRITE(LINBRI(RITII,J)sd=10NM)
115 WRITEL2YINDMI{RMAS(I,J),yJ=1,NM}
RETURN
END
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VAR

L "M SUBROUTINE VECIN
IMPLICIT REAL #*B(A-H,0-2)
DIMENSION LL[24) .
COMMCN CGEF yCOFK1+COFK24COF11,COF21,RIGLE,RIGML,YO
COMMON ACHE+TE,ELE,EL,DENS]1,POIS,CRIG,CALA,RIGL,RIGM,P1,HL,DELP,P
COMMEN RMASP{24,24) RITP{24,24),PHI{24,4) ;PRUD(E‘HQ)\
COMMON RIT(24,25) yRMAS{24,24) 4EIGV{12),0(12),X(12,12)
COMMGN LRyLW,INDR,INDMsN 4M ,NP,NAUT,TTERP
NM=N+M
DO 35 I=1,NM
LL{T)=C
B0 35 J=1,NP

35 PHI(I,J1=0.
DO 11 I=1,NM

11 PROD(I+4)=RMAS{I,I)/RITUI,I)
DO 10 I=1,NM

10 PHI[I y1)=RMAS{I,1)
IF(NP-1140,40,41

41 0O 15 NC=2,NP

DO 2 T=1,NM
IF(LL(I1)2,3,2

3 Ks1

GC T0 5

CONTINUE

KL=K "~

KL=¥L+1 -

LF(NN-KL)14,23,23

23 - IF(LLIKL))8,16,8

o Wi

1¢ IF(DABS{D(K)}-DABS{DI{KL)})15+8,48
16 K=Ki

GO TC 8
14 PHI{KsNC)=1.

LL{K)=1

15 CONTINUE
40 RETURN

AN
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END

SUBRCUTINE INCAP(NT)

IMPLICIT REAL *BlA-H,0-2)

DIMENSION LiZ4Y4Fi24525)

COMMOCN COEF,COFK1,COFK2,C0F11,C0FZL+RIGLL,RIGHL, YD

COMMON ACHE s TESELE+EL+DENSIPOISCRIGsCALASRIGL,RIGMyPL,HL,DELP,,P
COMMON RMASPI24,24),RITP{24424),PHI{24,4),PRODI24+4) :
COMMON RIT(24,25),RMAS {24,241 ,EIGVIL2Y,D(12),%{124+12)

COMMON LR)LW)INGR;INDMyN oM NP NAUT,TTERP
EQUIVALENCE(F(1,1)RIT(1,1))

NP1=NT+1

P00 10 1=1,NT

L{I1=¢

DD 15C NCICL=1,NT

00 2 I=14NT
IF {Lt1))2,3,2
K=I

GO0 16 5
CONT INUE

KL =K
KL=KL+}
IFINT-KLYl4e23,22

IF{LIKL)}8,16,8
IF(CABS{F(K4K))-CABS(FIKL,KL))1119,8,8
=KL

GO TG0 &

L{K})=1

DO 15 IK=1,NT

FIIKyhPL1Y=0.

FIK,NPLl}=1.

B0 21 Ji=1,NP1

IF{JL-K120,21,20

FAK JJL)=F (K JLY/FIK 4K)

CONTINUE

DO 25 IK=1,4NT

£1T



30

35
25

40
15¢

IF{K-TK)30,25,30

DO 25 JL=1,NPL

IF{K-JL)35,25,35
FIIKyJLY=FIIRKyJLY-F{IK s K}*F (K, JL)
CONTINUE -

CO 40 TI=1,NT

F[II:K’”F[II!NPI’

CONT INUE

RETURN

END

AR
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e VIS UBROUTINE JAUTY

“IMPLICIT REAL #B{A-H,(-2)
DIMENSION A(24,24)+B{264424)
COMMON COFF.COFKL COFKZsCOFL12COF2EsRIGLLIWRIGML YD
COMMON ACHE,TE yELE+ELyDENSI»POIS,CRIG,CALASRIGL,RIGM,P1sHL,DELP,P
COMMON RMASP (244 24) sRITP126424) yPRI{24,4) ,PROD{2444)
COMMON RIT(24,25) RMAS(24+24) sEEGY{12)4D012)4X(12412)
COMFCN LR,LW,INDR, INDM,NZ MZ NP, NAUT, ITERP
EQUIVALENCE(A(L1, 1) sRITP(1,1)),(B{1,1),RMASP{Ly1))
NAUY=NAUT
N=NAUV

NSMAX=1E

ERROR=0.CCO1

DO 18 1=1,NAUYV

DUI)=A(I,1)/BUI,1) -

1¢ EIGVII)I=ELI) o
IFIN=-1) 4+5+4

5 _ CONTINUE

WRITEILWsTSOIEIGVIL)
750  FORMAT(//5X»"AUTOVALOR LNICO=',F15.6/7)

RETURN
4 GG 3C I=1,N
: 00 20 J=1,N
ZC X‘I'J)=G.
30 ., X(1,1¥=1.
NSWEP=0
NR=N=~1
C
G INICIO DE LAS ITERACTIONES
c .

WRITE(LW,1G05)
1C05 FORMAT{//10X,'"ITERACION EN JACAU NO.*,10X,'L0S AUTOVALCRES EN ESTA
LITERACIGN SON')
40 NSWEP=NSWEP+1]
WRITE{L%w,1000Q) NSWEP



1000 FORMAT(/7121)
EPS={0.05%XNSHEP ) ¥%2
DO 50 J=1.NR
JId=J+1
CC 50 K=JJsN
TT=A{JsK¥*ALI,K)
TB=A(J,J)*D{K,K)
ETOLA=DABSITT/TB}
TT=8(J,K)=B({J,K)
TB=81JyJ)RB{K,K)
ETOLB=TT/TH
IF(ETCLA-EPS) 6,747
IF(ETOLB~-EPS) S50,7,7
AKK=A{K,K}*BlJ,K)-BIKK)*A(J K}
AJI=ALJ 1B Iy K)=BlJy JIEA(4,K)
A=Al J)EBUIKyKI-A (K KI%RBI )
CHECK=(AB*AB+4,.0%AKKEAJIY /4.0
. IF{CHECKY &0,7C,7C
60 WRITE(LW.,1004) CHECK
1004 - FORMATL//L10X,"EN JAUTY_SE. SACﬁE&mﬁﬁll_“CU&DBADA _BE _UN NUMERO. e
INEGATIVG'!EZO 71
£TOP
70 SQGCH=ESCRTICHECK)
Dl=AB/2.+SQCH "
C2=AB/2 .-SQCH

=

911

BDEN=C1
IF{CABS(D2)- DABS{Ol}lB,BrQ
S CEN=D2 .
8 IF(BEN) 90,80,90
80 CA=0.
CG=-A1JKI/A[K,K)
GO0 TC 1400
90 CA=AKK/DEN

CG==-AJJ/OEN

C ROTACICNES GENERALIZADAS



1400 IF{N-2) G&,18(0,95
95 JPl=J41
JMl=J-1
KP1=K=+1
KM1=K-1
IF(JM1-1) 120,110,110
110 D0 105 [=1yJM1
Ad=A(L,J]}
BJ=B{I.J)
AK=A[T K]
BK=B(I.+K)
AlT,J)=AJ+COHAK
Bi1,J)=BJ+CG*BK
AU KI=AK+CA%XAY
105 BI{I,K1=BK+CA=BJ
i20 TEtKPI~-N} 130,130,140
130 DO 125 I=KP1l,N
Ad=ALd, 1)
BJ=B|J<|I)
AK=A{K, 1)
BK=BLlK, I}
A{J,T)=AM+0E=AK
BiJ,11=BJ+LGx*BK
ALK, 1)1=AK+CARAJ
12% B{K,I1)=BK+LA%BJ
140 IFIJPI-KM1) 1504,1%50.180
150G DO 10 I=JP1,KMI1
Ad=A{Jd,1}
BJ=B{J71)
AK=A(I,K)
BK=8(1,K)
A{J [¥=AJ+CGE*AK
B(JyI1=BJ+CG*BK
ALTK)=AKICA*AJ
160 BII;KI=BK+CA=B)

LIT



i80

OO

190
5C

220

1602

C
C
C

AK=A{K,K)
BK=B{K,K)

ALK KISAK+2.%CARA[ S, K)+CAXCARA{ ), J)
BIK,K)=BK+2,.2CA*B(J,K)+CARA=B{J,J})
AlJsdY =AU JV4Z2.%0GHA LU KI+CEECGHAK
BlJsJI=BlJyJ)+2.%CGHB{J K I+LGHCHEXBK
A(J4K)=0,

BlJdsKI=0.

AUTGVECTORES

DG 18C I=1L,N

XJd=x{14J)

XK=X[1,4K)

X11,J)=KJ+CG=xXK

XL 4K ) =XK+CAXX)

CONTINUE

D0 220 1=1.N
EIGVIIN=A{T, 1}/BI]1.1)

o MRITEALw, 1GC2)  (EIGVIT) I=1,NY

FORMAT(/40X+6E13.86)

ESTUDIC OE LA CONVERGEANCIA

00 240 I=1sN

TOL=DABS(ERROR#*D{ 1))
DIF=DABSI(EIGVITII-D{I))
LF{CIF=-T0L} 240,240,300
CONTINWE

8IT-

ESTUDIC CE LOS ELEMENTGS FUERA DE LA DIAGONAL

EPS=ERROR=%2
DO 26C J=1,NhR
Ji=J+1

GO 260 K=JJsN



TT=20JdsK)I=A1J KD

TB=Al s J)HA[K,K)

EPSA&=DABS(TT/TE])

TT=8(J,KI¥B(J:K)

TB=B{JsJI%BIKK}

EPSB=TT/TH

IF{EPSA-EFS) 11,300,3CQ
11 IF(EPSB-EPS) 26C+200,300
260 CONTINUE

DO 310 I=14N

00 21C J=I4N

BlJyIY=B11,J])

310 AldsI)=A114J)
GO TG 21
3ace DO 32C I=1,4N
320 D{IJ=EIGVI(I)
IFINSWEP-NSMAX) 40,13,13
13 DO 33¢ I=1,N

DG 230 J=Is4N

o BlJ1)=B{1.d)

- 3230 AlJdeld=A1(1,J)

21 . CONTINUE
WRITE(LW,499)

499 FORMAT (/ /10K, Y AUTOVECTORES?Y/ /)
£0 501 J=1.NAUV

5¢1 WRITE(LW,5C0N(X{I,J)s1=1,NAUV)
500 FORMAT(/8E15.7)
RETURN

END

6TT



e
’“iJ“*SUBRCUTINE PRODL(LL)
IMPLICIT REAL #*8(A=-H,0-7}
COMPON CCEF,COFKL COFK2,CCF11,COF21,RIGLL,RIGML, YO
COMMCN ACHE s TE,ELE+EL yDENSE+POLSyCRIG+CALAyRIGL,RIGM,P1yH1,DELP,P
COMMON RMASPL24,24) JRITP(24,24) yPHIL24+4)yPROD(2444)
COMMON RIT124,25) yRNAST26,24) ,EI6V{12),D112) sX(12,12)
COMMON LRyLW,INDR,INDMyN ,M oNP¢NALT, [TERP
NM=N+H
IF(LL=1)54+5,6
5 BC & 1=1:NM
GO 8 J=1yNP
8 PROG{I 4J)=PRI{I,J}
GO TGO 9
6 B0 12 1=1,NM
DG 12 J=1,NP
AUX=0.
DO 11 K=1,NM
11 AUX=AUX+RMAS (1,K}*PHTI{K,J)
i2 PROD (T s J 1 =AUX
9 DO 22 1=1,NM
DO 22 J=1,NP
AUX=0.
. DG 21 K=1,NM
21 AUX=AUX+RITE K I#PROD (K ,J)
22 PHI{IsJ)=AUX
DG 32 1=1,NP
DO 32 J=1¢NP

AuX=0,

DO 31 K=1,NM
31 AUX=AUX+PHIIK,I}*PROD(K,J}
32 RITP{I,J)=AUX

INDM=1

OC 100 I=1,0NM
100 REAC(2'INDM) IRMAS(I,J)40=1,NM)
DG 42 I=1.NM

1741



41
42

51
52

DO 42 J=1,NP

AUX=0.

DO 41 K=1.NM
AUX=AUX+RMAS{ I KI*PHI(K,J)
PROD(TIsJd)=AUX

DO 52 I=]4NP

£0 B2 J=1.NP

AUX=0Q,

DO 51 K=1,NM
AUX=AUX+PHI{K,y I ) *PROD(K,J)
RMASPLI,J)=AUX

RETURN

END

TZ1



;‘ .q"“'-s.l

. r b
AL yBRCUTINE TTERC
IMPLICIT REAL #BlA~H,0-7)
DIMENSION CCMPI24),L124), IND(24)
COMMCN COEF,COFK1,COFK2,C0OF11,C0F21,RIGLLRIGM], YO
COMMON ACHE,»TE+ELE+EL+DENSEsPOTSsCRIGCALA,RIGL ¢RIGM,PL, H1,BELP,P
COMMON RMASP{24,24) yRITPL24,24) yPHI(24+5) 9 PROD(24494)
COMMON RIT(24y25) yRMAS( 24,241 yEIGV(12)+D(12),X{12,12)
COMMON LRyLW, INDRyINDM N ¥ SNPsNAUT, ITERP
INDIL)=1
ERRCR=0.,001
INOCO=0
NM=N+M
Nil=N+1
AUX=P1
DO 10 LI=1,I1TERP g
P=AUX ~
INOR=1 =R}
INDM=1 .
e PO 3G TR NP
READ(Z? INDM) (RMAS(L,J),J=1,NM)
30 REAC{LTINDR) (RITEEsd) sd=1,NM}
DO 35 I=1,N
DO 35 J=1,M
IN=J+N
35 RIT(I,JN)=RITII,JN)*P
DG 37 1=1,M
IN=[+N
DO 37 J=1,M
JN= J+N -
37 RITUIN,JMISRIT{INyJN} + (H1-P#H1)%COEF%* [[+J+2)
00 3G I=1.NM
0O 39 J=1,NM
39 RIT(J9I)=RIT(I,J)
WRITE(LW,y366)L1 4P |
366 FORMAT(//7// *ITERACION No =', 15, 10X, "CARGA CORRESP. =T,F10.7/4)

L



IF(NV-NP}5,5,6
5 NAUT=NM
OO0 1 I=1sNAUT
08 1 J=1,NAUT
RMASP LTy JI=RMAS(I,J]
CALL JAUTY
GO TC 100
<] NAUT=MNP
NITER=10
CALL VECIN
INDX=(
CALL INCAP{NM)
GO €1 LL =1,NITER
INDM=]
DO 21 T=R.N¥
1 READIZ2VINDOMI (RMAS(I,d)sd=1+NM)

_REDUCCION DE RIT Y RMAS

[ I e KV

CALL PRODL(LL)
CALL JAUTV
IF(NAUT-1)233,233,234
223 X{1,1)=1.
2346 IF(LL-1}86,86,70
70 INDX=C

DO 75 K=1,NP

IF{OABS(EIGVIK) }-DABS COMP(K) ) -ERRORIBG, 80,75
80 INDX=INDX+1
75 CONTINUE
86 CONTINUE

DG 68 I=1,NP
68 COMP(I)=EIGVI(I)

IF (NP-INDX)85,85,63

63 DO 2122 I=1,NM °
DO 3122 J=14NP

1A



3121
3122

28
61
85

1233

1234
1068

ScC
100
165

153

152
155

1€3
166
169

l1e4
150

185

CuX=C.
DO 3121 K=1.N
CUX=CUX+PHTI
PROD{I,J)=CUX
DO 28 I=1,NM
D8 28 J=14NP
PHItI,J)=PROD
CONTINUE
LEIN=LL
WRITE(LW, 1233
FORMAT [/ /10X,
DO 1224 J=14N
WRITE(LW,1068
FORMAT{/BELS.
KRITE(LW,SO)L
FORMAT(//10X,
D0 165 I=1.NA
LiT)=0
D0 154G 1CI=1,

p
[y KIFX{K,J}

t1,4)

)

"AUTOVECTORES DE MATRIZ REDUC IDAY/)

P

YIPET(I,d)s1=1,NM)

7)

FIN

'/CONVERGENCIA EN LA CONDENS, A LA ITERAC.
uT

NAUT

DO 152 I=1.NAUT

[IF{L{I))152.1
K=1
GO TG 1€¢8
CONTINUE
KL=K
KL=KL+1
IF(NAUT-KL) 1D
IF{LI{KL} 158
IF{EIGVIK)-F
K=KEL
GG TC 158
LiK)=1
INDLICT =K
WRITE(LW,185)
FORMAT(//?
KKK=INDI{1}

53:152

491634163
2y 166,158
IGVIKL])Y158,158,169

{INGUI) 2 I=1,NAUT)
LUGARES DE LGS AUTOV.=1,1015//)

Na

=4 ,14/})

LA N



. IF{EIGV({KKK))15,15,18
18 IF (INDCO)1lé,165191

191 TFIINDCO-IND(] 1115516415
16 AUX=AUX+DELP
GO TC 195
15 AUX=P-DELP+CELP/5.
DELP=CELP/5.
GO TO 10
165 INCLCC=INCI(1}
10 CONTIMUE
RETURN
END
L

//GO.FTO1F00L DC OSN=EEAGUSTIN,DISP={NEW,DELETE),UNIT=SYSDA,
/4 SPACE=(162,124,1) ,RLSE}

//GO.FTO02FCC1 D0 DSN=EEAGUSTI ., DISP=(NEW,DELETE) UNIT=SYSDA,
F7 SPACE=(192,124,1),RLSE)

//GO.SYSIN OO *

1A
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APENDICE 4

EXTENSION A PROSLENAS MAS GENERALES

Se planteo el metodo dinamice y sa resolvio el proble-
ma en estudio en forma numerica, vtilizando los nétodos directos -
de R, Ritz v de E. Finitos, siendo que pueden imponerse condicio--
nes de contorno diferentes de las ya utilizadas, tales como para--
resolver problemas de inestabilidad de vigas con vinculacicnes a
otras en.cualquier punto internoc y cargas en cualquier posicidn pa
ra los casos siguientes:

a) vigas cambletamente restringidas en ambos extremos

bj o " " " un extremo y par

‘ cialmante restringidas en 8l otro,

c) vigas idem casos: en estudio, a y b con restriccio-

lnes entre O y 1.~

tal como se planteé el problema, el metodo de E.Fini--
tos tambien puede utilizarse para:

d) vigas con los extremos parcialmente restringidos

e) idem d, con restricciones internas.,

Para los casos (a) 2 (c) en el fi.de Ritz habria que in
cremsntar. el numero de resortes y de cargas{proporcionales =2 P)hag
ta que sea necesario. Con el mencionaddo, las condiciones de res--
triccion total de desplazamientos generalizaedos son efectuadas con
resortes de rigidez suficientemente grgnde, miaqtras que ello no o
curre con E. Finitos, siendo convegniente dividir en elementos sin-

resortes internos
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Para generalizar el préblema es necesario admitir mas
grados de libertad, suponiendoc que se producirén, por sjemplo 4deg
plazamisntos generalizados (fig 1): u, v, Wy

Y (V)
® (V)

My
11

(fig 1)
En el metodo de E. Finitos se asignan significado a las
incognites nodales y estas pueden adoptarse en un nimero mayor que

4; se formulan las siguientes incognitas por nudo:

a) U, -V ( 7 incognitas)

. w -
¥ 3 'd 2 N} Tﬂ )
Hoo B gy
en este caso, pueden relacionarse las incﬁgnitas por -

381~

medio de los polinomios de Hermite de grada, iqual gue en el

presente trabajo (4,18) a (4.,22)

para  Uw, -bg 'L l%lu y o o :%;!H

para w, se utiliza: w=(i-Z)W1+sz

b) ademas de las incognitas nodalas del caso {(a) se tige-

nen las siguientes:

U . oy .
“Siﬂ“ ) —D;;I ) ”bizLi ( 10 incegnitas)

para los cuales seria necesario el enmpleo de los pelinomios de Her

mite de 5to grado, cuyas expresiones pueden consultarse sn Barsoum

(9), y tiratado en forma completamente similar al ya planteado,-



128

A partir de (2.3) es posible considerar el trzbajo de
lsg cargas aplicadas a la asfructura, incluyendo la parte no cone
servative de éllas. Aqui el sistema pierde la propiedad de ser au
to-adjunto, notandose ello en la no simetria de la matriz prove--
nients de la parte no conservativa de las cargas aplicadas,

Para este tipo de praoblemas, debs plantearsaltal Mese =
triz para cada caso particular y observar gue tipo de restriccio-
nes adicionales es necesario imponer sobre 8l sistema.

Por ejemplo, para el problema de Beck, en el casc que

el desplazamiento generalizado es u: (fig 2)

'z
1
"h“? /P C T=1 S:m wtodz
! 2
i 1 2
1| V=1 g;r:x1 ud dz
1 X W4 BI? u? dz
7 —_— - 2 N i
(fig. 2) SWS _ P ug(1). Sud) (1)

se puede transformar en:

WL S[-Pu, )] Sud)=0

o sea, se debe imponer condicion de contorno en u, (1)

Con el metodo de E, Finitos puede afectuarse'ensamble
entre elementos, siempre gue se teﬁga compatibilidad de deforma--

ciones 2 nivel de nudaos,rotando los elementos respecto a un sis--
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tema global de referencia y con ello pueden analizarse casos de
estructuras con vinculacion mas complaja:y casos de cargamentos-

no conservativos utilizando el metodo dinamico (Gnico posible pa-
ra el ultimo caso) utilizando el criterio dinamico de estabilidad

(Eap{tuln II)e~

Por. U1timo debe llamarse la atencidn que para casos #
de cargamentos no conservativos con analisis linealizado no daben
resolverse sin tener en cuenta el monto del amortiguamiento - - ege
tructurazal, siempra presente en las estructuras reales y que causa
un efecto 'desestabilizante', siendo la carga eritica calculada -

sin llevar en cuenta tal efecto, un 1imite superior de 1la reaIQEFQ
otra forma de obtener la carga critica real seria efectusndo un

analisis no lineal, siendo que para cascs de sstructuras someti--
das a cargamentos conservativos, pueden ser estudiadas como aqﬁi-
se hizo (anélisis linealizado y sin llevar en cuenta el amortigua

miento)
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