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RESUMO 

Este trabalho apresenta inicialmente um estudo bi 

bliogrâfico sobre a aplicação da equação da onda ao problema da 

anâlise do comportamento de estacas cravadas. Dentro desse estu 

do são apresentadas as bases teôricas do metada, alguns resulta

dos de estudos de aplicação, visando fornecer informações bâsicas, 

recomendações e sugestões que facilitem a sua utilização pelos tec 

nicas brasileiros. 

Empregando procedimentos fotogrâficos, foi feita 

a medição da cravação de estacas metâlicas na obra do Metrô do Rio 

de Janeiro, que permitiram, juntamente com resultados de prova de 

carga, a aplicação prâtica do metada estudado. · São feitas ainda 

algumas anâlises comparativas com a aplicação de formulas dinâmi

cas de cravação. 

Alem de uma extensa bibliografia atualizada, sao 

discutidas a solução numerica devido a E.A.L.SMITH (1960) e as pe! 

quisas que estão sendo desenvolvidas no sentido de aperfeiçoar o 

me todo. 
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ABSTRACT 

This thesis presents initially a review of the 

literature on the application of the wave equation to the prediction 

of pile behaviour. As part of this review, the,;theoretical basis of 

the method, together with suggestions for its implementation is 

presented. 

Wi th the ai d of motion pi ctures, the behaviour 

of steel piles during driving (for the construction of the Rio 

de Janeiro Subway) was recorded. This records provided data for 

the wave equation analysis and the results of these predictions 

were compareci with those of load tests. Comparisons with driving 

formulae were also made. 

The numerical solution scheme by E. A. L. SMITH 

(1960) was discused together with more recent proposals. 
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I. INTRODUÇ/10 

Como se sabe, a cravaçao de estacas nao e um sim 

ples problema de impacto que pode ser solucionado diretamente p~ 

las leis de Newton e sim, um problema de transmissão de ondas lon 

gitudinais que pode ser resolvido, de modo geral, pela equação da 

onda. Portanto, a aplicação da teoria da vibração longitudinal em 

barras (ou da propagação de ondas longitudinais) a problemas de 

cravação de estacas (considerando-as como barras, jã que normal 

mente elas são elementos estruturais esbeltos), têm sido objeto 

de inúmeros estudos, constituindo o chamado mêtodo da equação da 

onda. 

Infelizmente este mêtodo nao tem sido muito utili 

zado no Brasil por falta de uma divulgação maior em nosso meio 

têcnico e pelas dificuldades de uma instrumentação adequada que 

permita obter os parâmetros necessãrios. 

Um dos objetivos deste trabalho ê iniciar entre 

nos um estudo sistemãtico da aplicação do mêtodo da equação da on 

da unidimensional na anãlise do comportamento de estacas cravadas; 

Foge ao escopo deste trabalho a discussão das fÕrmulas estãticas 

e o mecanismo de transferência de carga. Este estudo não se aplj_ 

ca â anãlise do comportamento de estacas cravadas por meio de mar 

telos vibratõrios. 

Embora as fundações em estacas sejam utilizadas 

desde a antigüidade, somente no final do sêculo passado o probl~ 

ma da cravação de estacas começou a ser analisado com maior base 
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cient1fica. Isto, em decorrência de grande variedade de tipos de 

estacas, equipamentos de cravação e solos existentes. Atê recen 

temente, não existia um mêtodo geral de anãlise e utilizava-se so 

luções emp1ricas bastante limitadas. Por exemplo, o uso de fÕr 

mulas dinâmicas de cravação para estimar a capacidade de carga de 

estacas ou tensões de impacto sempre foi tolerado com certa des 

confiança. No cap1tulo II ê apresentado um estudo geral das pri~ 

cipais fÕrmulas dinâmicas de cravação, ressaltando as suas vanta 

gens e suas limitações. 

Quando uma perturbação (choque, impacto etc.) atin 

ge uma extremidade de uma barra elãstica, ela ê transmitida sob 

forma de ondas ( de deslocamentos, de força, de tensão etc.) ao 

longo de todo o comprimento da barra atê atingir a outra extrem~ 

dade, sofrendo a1 os fenômenos de reflexão e refração que depe~ 

dem das condições de contorno dessa extremidade. A teoria geral 

de propagação de ondas longitudinais em barras elãsticas (unifo! 

mes e não uniformes) ê apresentada no cap1tulo III, que consta 

das hipõteses bãsicas, da dedução das equaçoes caracter1sticas, 

da definição dos parâmetros que influem na propagação de ondas, 

da discussão das condições de extremidade e do estudo do impacto 

longitudinal de barras. Particularmente, e dado ênfase ãs refle 

xões e refrações de onda que ocorrem nas extremidades das barras. 

A operaçao de cravaçao, com as suas inúmeras vari 

antes, e ainda um dos mêtodos de instalação de estacas mais em 

pregados no mundo todo, apesar de alguns inconvenientes, tais co 

mo: ru1do, vibrações, poluição, equipamentos pesados etc.. Alg~ 

mas informações a respeito dos principais tipos de vibrações (pr~ 
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pagaçao de ondas longitudinais, transversais e de superficie) que 

ocorrem no solo em condições similares ã operaçao de cravaçao de 

uma estaca são apresentadas sumariamente no capitulo IV, bem co 

mo um histórico da aplicação da teoria de propagação de ondas lon 

gitudinais ao problema da cravação de estacas. r descrito, ain 

da, o mecanismo de propagação de ondas na estaca, onde procura

se ilustrar o que realmente ocorre numa estaca durante a sua cr~ 

vação, considerando-se as vãrias condições de extremidade passi

veis de ocorrerem na prãtica. 

Na prãtica, o chamado mêtodo da equaçao da onda, 

proposto por SMITH, não emprega diretamente a equação diferencial 

da onda e sim uma equação equivalente expressa sob forma de dife 

renças finitas. A anãlise ê feita atravês de uma simulação fisi 

ca do fenômeno da propagação de ondas longitudinais ao longo da 

estaca durante a sua cravaçao. Uma solução matemãtica exigiria 

funções analiticas para exprimir as condições de fronteira que 

são dificeis de serem estabelecidas na prãtica. Na formulação~ 

nalitica do problema não ê fâcil introduzir a grande variedade de 

condições de contorno, de resistência do solo e de rigidez de es 

taca. A estaca, pela proposição de SMITH, ê modelada então sob 

forma de pesos e molas interligados, e a resistência do solo, sob 

forma de molas associadas a amortecedores. Esses modelos, a solu 

ção numêrica e os parâmetros envolvidos são discutidos no capít~ 

lo V. São apresentadas, ainda, as caracteristicas e os modelos 

numêricos dos cepos e coxins normalmente empregados na cravaçao 

de estacas e tambêm os resultados de um estudo experimental rea

lizado na COPPE por VELLOSO e CABRAL (1978). 
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As reais vantagens do método da equaçao da onda 

sao evidenciadas através de estudos paramétricos: as influências 

de cada parâmetro podem ser analisadas não so qualitativamente, 

mas também quantitativamente. Vãrios exemplos de estudos paramé

tricos analisando os equipamentos de cravaçao, as propriedades 

da estaca e do solo, a capacidade de carga da estaca etc., são a 

presentados no capitulo VI. 

Além de ser amplamente empregado atualmente no mu~ 

do inteiro, o método da equação da onda vem sofrendo um continuo 

aperfeiçoamento. No capítulo VII são apresentadas as principais 

pesquisas que vêm sendo realizadas, as principais variantes do me 

todo e as suas tendências futuras. 

Este estudo foi desenvolvido com o objetivo de a 

presentar as bases teõri cas do método da equação da onda e apl_i 

cã-1 o aos dados obtidos na cravação de perfis metãl i cos .na obra 

do Metrô-Rio no Lote 23, Setor III - Tijuca. Observou-se a crava

ção desses perfis fazendo-se a medição fotogrãfica de suas "ne 

gas". A descrição deste procedimento de medição, bem como dos re 

sul tados, da prova de carga executada em um dos perfis e feita no 

capítulo VIII. Neste mesmo capítulo analisa-se estes dados pelas 

fÕrmulas dinâmicas e pelo método da equação da onda. 

Espera-se que este estudo traga uma contribuição 

ao nosso meio técnico-cientifico neste vasto campo ainda carente 

de pesquisas, no sentido de permitir que o projeto e a execuçao 

de fundações em estacas sejam mais racionais e econômicas. 
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II, FORMULAS DINAMICAS DE CRAVAÇAO 

2. l - Introdução 

Na estimativa da capacidade de carga de estacas, 

e freqüente a utilização de fÕrmulas estãticas ou fórmulas dinâ 

mi cas de cravação. De um modo geral, as fórmulas 2stãti cas ( teór.!_ 

cas ou emp,ricas) igualam a resistência estãtica do solo ã capa

cidade de carga da estaca. Por outro lado, as fórmulas dinâmicas 

de cravação tentam relacionar a resistência do solo ã penetração 

da estaca com a energia desenvolvida pelo golpe do martelo, obte~ 

d o , as s i m , um v a l o r p a r a a c a p a c i d a d e d e c ar g a e s tãt i ca da e s ta c a . 

Sendo a cravaçao dinâmica um dos processos mais 

usuais de instalação de estacas, a idêia de se utilizar a energia 

necessãria para cravar a estac~ atê a sua profundidade final no 

solo,para estimar a sua capacidade de carga, parece bastante ra

zoãvel. 

Assim, muitas tentativas têm sido feitas para ex

pressar, sob forma de uma fórmula dinâmica de cravação, a relação 

existente entre o trabalho efetuado para se cravar uma estaca e 

a sua capacidade de carga. Apesar de existirem inúmeras fórmulas 

propostas, ê interessante notar que, de um modo geral, as únicas 

diferenças entre as diversas fórmulas residem na introdução de 

uma quantidade variãvel de constantes empiricas, enquanto que os 

parâmetros bãsicos permanecem os mesmos em quase todas as expre~ 

soes: o peso do pilão, a altura de queda e a penetração da esta

ca para cada golpe. 
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2.2 -Tipos Principais de Fõrmulas Existentes 

Praticamente existem apenas cinco tipos bãsicos de 

fÕrmulas dinâmicas de cravação e todas elas podem ser represent~ 

das pela fÕrmula (Chellis, 1961): 

W • H = Ru • s + X 

onde: w = peso do pilão de cravaçao 

H = altura de queda do pilão 

Ru = resistência iil tima 

s = penetração da estaca por golpe (nega) 

X = perdas de energia 

As fÕrmulas dinâmicas mais simples desprezam tQ_ 

das as perdas de energia, como por exemplo, as fõrmulas de SANDERS, 

de MERRIMAN e de GDDDRICH. Algumas fÕrmulas introduzem um coefl 

ciente fixo, dimensionado para compensar as perdas de energia e, 

possivelmente, outros fatores não expressos pelos seus termos: 

são as fÕrmul as de WELLINGTDN, VULCAN e BUREAU DF YARDS ANO DOCKS.. 

As fÕrmulas de RITTER, BENABENCQ e dos HOLANDESES 

introduzem os pesos da estaca e do martelo para compensar as in 

certezas existentes. As fõrmulas de EYTEL.WEIN e da NAVY Me KAY 

são similares e empregam, tambêm, um coeficiente fixo que multi 

plica a relação entre esses pesos, para levar em conta as perdas 

de energia. 

Um outro tipo de fÕrmula apresenta uma sêrie de 

termos dimensionados para representar as perdas de energia devido 
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ao impacto e as vãrias perdas elãsticas nos acessórios de crava 

ção, estaca e solo durante a cravação. Pertencem a esse tipo, as 

fórmulas de HILEY, de REDTENBACHER, de SCHENCK e de RANKINE. 

Algumas dessas fÕrmulas têm apresentado uma boa 

estimativa de capacidade de carga, sob certas condições, e por 

isso, têm sido largamente aplicadas. Entretanto, nenhuma dessas 

fÕrmulas possui uma aplicação geral, levando, em muitos casos, a 

grandes discrepâncias entre a capacidade de carga medida e a es 

timada. Os fatores de segurança realmente obtidos utilizando-se 

algumas dessas fórmulas podem variar consideravelmente por causa 

da tentativa de se usar uma fórmula simples que cubra uma larga 

faixa de condições com um fator de segurança dimensionado para a 

tender aos casos mais desfavorãveis. 

pilão estaca 

08 -Vo 

Impacto Newtoniano 

Fig. 2. 2-1- Modelo de impacto adotado nas fórmulas dinâmicas 

A grande maiori~ di~sai-fórmulai foram desenvolvi 
. -

das baseadas na lei de Newton referente ao impacto e modificadas 

para levar em conta as perdas de energia (fig. 2.2-1). A rigor, 

a 1 ei de Newton referente ao impacto não se aplica a corpos que 

sofrem deformações da ordem de grandeza das observadas no impacto 

do pilão com a estaca, e so ê vãlida para dois corpos livres. 

Ora, a estaca não pode ser considerada como sendo um corpo livre, 

em decorrência das forças de resistência ao longo da sua superff 

cie lateral e da força resistente na sua ponta. Alem disso, exis 

tem outros fatores influentes importantes que deveriam ser, to

dos eles, relacionados nas fÕrmulas dinâmicas: 



• 1 O • 

1) As forças de resistência do sol o nao sao cons 

tantes durante o período de tempo em que a e~ 

taca penetra no terreno porque o solo, alêm 

de apresentar certas características elãsti

cas, apresenta tambêm características de amor 

tecimento. 

2) As compres soes elãsti cas temporãrias dos a

cessõrios de cravação, da estaca e do solo 

absorvem quantidades de energia que nao con

tribuem para a penetração da estaca. 

3) Ocorrem perdas de energia no impacto pois tan 

to o cepo como o coxim apresentam coeficien

tes de restituição menores que a unidade. 

4) Sendo a estaca uma peça estrutural longa e e~ 

belta, cada parte incremental dela, em qual

quer instante da cravação, sofre um desloca

mento diferente do das demais partes,··pois a 

energia de cravação não se propaga instanta

neamente ao longo de todo o seu comprimento. 

Entretanto, as fÕrmulas dinâmicas usuais nao levam 

em conta todos esses fatores. Para ilustrar (ver anexo V), as fÕ.!:_ 

mulas similares ã de WELLINGTON não consideram o 19, o 39 e o 49 

dos fatores anteriormente citados; as similares ã dos HOLANDESES, 

nao levam em conta o 19, o 29 e o 49, enquanto que as similares 

ã fÕrmula de HILEY não levam em conta nem o 19 nem o 49 fator. 
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da (capitulo 

O modelo matemâtico de anâlise pela equaçao da on 

V) pode ser facilmente ajustado para levar em con 

ta todos esses fatores. 

2.3-Aplicabilidade e Limitações das FÕrmulas Oi 

nâmicas 

De um modo geral, toda fÕrmul a dinâmica de crava 

çao inclui. um ou mais fatores que devem ser obtidos experimenta! 

mente. Se a determinação desses fatores e baseada em 

muito especiais, então a fÕrmula sõ e passive] de ser 

sob essas condições. Assim, a aplicação de uma fÕrmula 

condições 

aplicada 

dinâmica 

sõ deve ser feita levando-se em conta as variações nas condições 

locais e nos tipos de estaca e equipamentos de cravação. 

A maioria dos trabalhos encontrados na literatura 

referem-se â validade dos diferentes coeficientes envolvidos nas 

fÕrmulas dinâmicas analisadas e são baseados em comparaçoes com 

provas de cargas realizadas em diversos locais. Em geral, esses 

estudos mostram a evidencia de uma grande dispersão nos resulta

dos obtidos por uma determinada fÕrmula e, eventualmente, tentam 

reduzir essas dispersões por meio de um ajustamento estatistico 

dos coeficientes ou pela introdução de novos parâmetros empiri

cos. SÕ recentemente apareceram estudos mais detalhados sobre os 

parâmetros bâsicos envolvidos em todas as fõrmulas, ou seja, a~ 

nergla desenvolvida pelo martelo, perdas de energia e parâmetros 

de solo envolvidos na penetração da estaca. Muitos desses estu

dos foram realizados voltados para a aplicação do método da equ! 

çao da onda que estã substituindo as fÕrmulas dinâmicas na esti

mativa da ca.pacidade de carga de estacas. Aliâs, a tendencia atual 
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ê utilizar as fÕrmulas dinâmicas de cravaçao apenas como elemen

to de contr.ole de uniformidade de execução (Aoki, 1975). 

A hipõtese de que a energia liberada para a esta

ca e gerada pelo golpe do martelo ê igual ao produto do peso do 

martelo por uma altura de queda constante, e sendo, portanto, uma 

constante, ê bastante questionãvel. 

t evidente que essa energia varia consideravalmen 

te de golpe para golpe devido aos diversos parâmetros envolvidos: 

a altura de queda, que ê extremamente variãvel, o atrito do pistão 

com o cilindro do martelo durante a queda, as posições relativas 

do martelo, capacete e estaca durante o impacto, que certamente 

variam de golpe para golpe, os estados fisicos do cepo e do coxim, 

o comportamento elãstico da estaca, o ritmo de aplicação dos golpes etc. 

Numa fÕrmula dinâmica de cravaçao, e suposto que 

a relação entre a capacidade de carga estãtica e a resistência di 

nâmica a penetração da estaca seja constante com o tempo. Entre 

tanto, a resistência do solo (principalmente em solos argilosos) 

estã sujeita a efeitos reolõgicos importantes que nem sempre podem 

ser desprezados. Durante a cravação de estacas em argilas, os~ 

lo sofre um amolgamento localizado em volta da estaca, com aume~ 

to da pressão neutra. Apõs a cravação, esse excesso de pressão 

neutra ê dissipado, o solo sofre adensamento e pode aumentar si1 

nificativamente a sua resist~ncia. Alem disso, a resistência d! 

nâmica â cravação ê, tambêm, dependente da sensibilidade da arg! 

la. Estes são alguns dos fatores que tornam o uso de fÕrmulas 

dinâmicas de cravação em solos coesivos, pouco adequado. 
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Em materiais granulares ou nao coesivos, a capacl 

dade de carga depende do ângulo de atrito tnterno, que, por sua 

vez, varia com a densidade do material, a composição, a forma e 

o tamanho dos graos. Como normalmente estes fatores não sofrem variações 

acentuadas apôs a estaca ter si do cravada, acredita-se que a relação 

entre as resistências estâtica e dinâmica seja razoavelmente cons 

tante com o tempo. Por esta razão as fôrmulas dinâmicas sao uti 

lizadas quase que exclusivamente em solos não coesivos. 

Portanto, constitui uma limitação importante para 

o emprego das fôrmulas dinâmicas o fato de que a operação de cr~ 

vação de estacas ê um fenômeno dinâmico, com efeitos inerciais, 

efeitos de amortecimento etc., enquanto que o carregamento da e~ 

taca normalmente ê essencialmente estãtico e sujeito a efei.tos 

reolôgicos importantes. 

Uma outra limitação relaciona-se ao fato de que 

uma fôrmula dinâmica sô ê aplicãvel ã uma estaca isolada e o com 

portamento. de uma estaca em· um grupo pode diferir consideravelmen 

te do seu comportamento quando atuando isoladamente. 

Resta observar, ainda, que a aplicação de uma fôr 

mula dinâmica de cravação não fornece nenhuma idêia a respeito 

dos recalques que poderão ocorrer. 

A validade de uma fÕrmula dinâmica de cravaçao p~ 

de ser verificada comparando-se a capacidade de carga calculada 

com a medida no campo por meio de provas de carga. Muitas das fÕi 

mulas dinâmicas foram deduzidas usando-se parâmetros empíricos 
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que podiam ser ajustados para aproximar os valores das capacid~ 

desde carga calculados aos dos valores medidos no campo por pr~ 

vas de carga. Aliãs, esta e uma das maneiras mais "corretas" de se uti

lizar uma fõrmula dinãmica de cravaçao para estimar a capacidade de 

carga de estacas num determinado local. 

No início da decada de 60, um estudo bastante mi

nucioso foi realizado pelo Michigan State Highway Department: ''A 

Performance Investigation of Pile Hammers and Piles", mais conhe 

cido em nosso meio tecnico como ''Relatõrio Michigan". Nele, res 

salta-se que ''a abundãncia de informações detalhadas, concernen

tes ãs condições do solo e experiências em cravaçao de estacas 

forneceram uma oportunidade não usual para um estudo mais exten

sivo das fÕrmulas dinãmicas de cravação''. Apesar disso, nao se 

conseguiu chegar ã uma conclusão final a respeito da aplicabili

dade dessas fÕrmulas na estimativa da capacidade de carga de es

tacas . 

Mais recentemente, Tavenas e Audy (1972), analisa~ 

do uma grande quantidade de registros de cravação de estacas idê~ 

ticas, cravadas por um mesmo equipamento em um depõsito homogê

neo de areia, aplicaram 5 fÕrmulas dinãmicas usuais e confronta

ram os resultados com.os obtidos em 45 provas de carga. Eles ve

rificaram que os resultados eram dispersos e concluíram que para 

o tipo de estaca utilizado (pre-mdldadas de concreto) as fÕrmulas 

dinãmicas de cravação não possuem valor prãtico, não por causa 

de um formulação errada, porem, pelo menos parcialmente, porca~ 

sa dos parãmetros bãsicos utilizados, ou seja, a energia de cra

vaçao e a penetração por golpe, que nao são controlados precisa

mente e, portanto, são afetados por uma grande dispersão que re-
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flete diretamente nos resultados obtidos pelas formulas. Esse 

estudo, posteriormente, foi complementado por Tavenas e Audibert 

(1976), aplicando-se o método da equação da onda. Eles conclui 

ram que quando os parâmetros bâsicos são bem controlados, o mêt~ 

do da equação da onda fornece uma estimativa da capacidade de car 

ga bastante precisa, embora em trabalhos normais, (onde nao hã 

controle rigoroso) o método fornece resultados similares aos 

das formulas dinâmicas. 

Deve-se ressaltar que as provas de carga nao for

necem valores de capacidade de carga realmente ''exatos''. Alêm dos 

erros teóricos, existem erros em vãrias medições de campo, como 

por exemplo, os devido ao atrito nos pistões dos macacos hidrâu

licos e a ma calibração dos equipamentos e aparelhos, .ou mesmo 

erros nas leituras ou interferências acidentais etc. Ocorrem tam 

bêm variações aleatórias no valor da capacidade de carga medida 

decorrentes do problema da definição de carga de ruptura no cam

po, que nao ê unica. 

Apesar de todas as suas limitações, por que, en

tão, as formulas dinâmicas de cravação continuam sendo utilizadas 

na estimativa da capacidade de carga da estaca? 

Em primeiro lugar, atê pouco tempo atrãs, onde as 

provas de carga eram impraticãveis, não existia nenhum substitu

to melhor para se estimar a capacidade de carga das estacas, a 

não ser as formulas dinâmicas de cravação. Não hã duvidas de que 

as provas de carga, atê o presente momento, fornecem informações 

mais confiãveis sobre a capacidade de carga de estacas do que as 

formulas dinâmicas de cravação. Assim, embora pudesse parecer lo 
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gico aplicar-se provas de carga em todos os problemas de funda 

çoes em estacas, isso não ê verdadeiro, pois uma prova de carga 

ê demorada e dispendiosa e a falta de tempo e de verbas limita a 

sua execuçao na maioria dos projetos. Alêm disso, mesmo nos ca 

sos em que elas sao executadas, frequentemente o comprimento das 

estacas ensaiadas ê diferente do das demais estacas. Isto decor

re do fato de que; para se ter certeza de que a capacidade de ca_!:. 

ga desejada ê alcançada, utiliza-se um controle de campo, basea

do na resistência ã cravação, que ê, em geral, expresso por um 

nümero minimo de golpes necessãrios para se atingir uma determi

nada penetração. E claro que a resistência ã cravação de estacas 

ê dependente das variações das condições do subsolo, que nao po

dem ser totalmente cobertas por um programa de provas de carga. 

Note-se que o procedimento usual de se encerrar a 

operaçao de cravação quando atingido uma determinada ''nega''(~ r! 

sistência ã cravação), implica naturalmente em supor a existên

cia de uma certa relação entre as resistências estãtica e dinâmi 

ca, ou seja, implicitamente uma f6rmula dinâmica de cravação es

tâ sendo aplicada. 

2.4 - Seleção d·a F6rmula Dinâmica 

A escolha de uma determinada f6rmul a dinâmica de 

cravaçao para a aplicação num determinado projeto de fundação em 

estacas não deve ser feita indiscriminadamente. 

Em primeiro lugar, ê necessârio um conhecimento 

detalhado do tipo e das caracteristicas do martelo, dos acesso

rios de cravação, da estaca e do solo, pois esses fatores afetam 
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de maneira marcante os resultados. Em seguida, deve-se proceder 

a um estudo da aplicabilidade de diversas fÕrmulas, baseado nas 

hipÕteses a partir das quais essas fÕrmulas foram deduzidas, e 

verificar, então, se essas hipõteses se aplicam ao caso em ques

tão. Neste estãgio, informações sobre aplicações bem sucedidas 

sob condições similares são bastante importantes na escolha. Nas 

fÕrmulas aplicãveis, os parâmetros empíricos devem, sempre que 

possível, ser corrigidos a partir de dados obtidos em ensaios de 

campo. 

A escolha final é feita, apos a realização de pr~ 

vas de carga, tentando-se aproximar os valores calculados dos ob 

tidos, modificando os parâmetros empíricos existentes ou introd~ 

zindo outros. A partir dessa fÕrmula "escolhida", extrapolam-se os 

cãlculos para as estacas não ensaiadas. 
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III. PROPAGAÇAO DE ONDAS LONGITUDINAIS EM BARRAS 

3. 1 - Propagação de Ondas Longitudinais em Barras 

Uniformes 

3. L 1 - Hi pÕteses Bãsi cas 

A propagaçao de ondas 1 ongi tudi nai s em barras p~ 

de ser descrita pela equação da onda unidimensional. No caso es 

pecífico de barras uniformes, a equação de movimento (equação da 

onda) de ondas planas longitudinais pode ser deduzida de maneira 

relativamente simples, admitindo-se vãlidas as seguintes hipÕte

ses: 

As seçoes transversais permanecem planas du 

rante o movimento. 

A tensão ê distribuída uniformemente sobre 

toda a seção transversal. 

Os movimentos transversais das partículas 

sao desprezados. 

O comprimento de onda da onda longitudinal 

e muito maior que as dimensões transversais 

da barra. 

3.1.2- Equação de Movimento 

Seja uma barra de seçao transversal A, mõdulo de 

elasticidade E e massa específica p. Considerando um elemento dx 

da barra situado originalmente entre as dimensões x e x + dx da 
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origem, as tensões 
ªº 

que atuam nessas seçoes sao, respectivamente, 

o e ( o + 
X . X 

X dx) 
dX e as deformações especificas 

serao ~ e 
ax ~~ dx, conforme a figura 3.1. l. 

X 

correspondentes 

t=· O 

t= ât 

U = deslocamento do elemento dx no tempo ât. 

Fig. 3.1-1- Tensões na barra. 

A soma das forças na direção x e: 

-o 
X 

A + ( o + 
X 

dx) A = F 
X 

De acordo com a segunda lei de Newton, esta equ! 

çao, pode ser escrita: 

ªº a 2 u X dx A A dx ax = P at 2 

ººx a 2 u (3.1-1) ou: = Pat7 ax 

au Sendo a deformação na direção x igual a ax' a ten 

são ºx pode ser escrita: 

o 
X 



donde: ªº X 

a-x a x 2 
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A equaçao de movimento (3.1-1) ficarã: 

E a2
u = P a2

u 
ax 2 at 2 

(3.1-2) 

sendo c =V~- (3. 1-3) a velocidade de propagaçao da onda na bar 

ra. 

A equaçao (3. 1-2) e tambem conhecida como equaçao 

da onda. A solução dessa equação pode ser da forma: 

u(x,t) = f{x + ct) + f 1 (x - ct) (3.1-4) 

onde: f e f 1 sao funções arbitrãrias. 

Essa expressao representa um par de ondas de des

locamento propagando-se nos sentidos negativo e positivo, respe~ 

tivamente, ao longo do eixo da barra, com velocidade c, como ilus 

tra a figura 3.1-2. 

O instante de tempo re.presentado na figura 3. 1-3 

foi tomado arbitrari.amente como sendo t ~ O , de modo que as duas 

ondas são representadas como funções apenas da posição. As for

mas das ondas f e f 1 , ilustradas, poderiam, por exemplo, ser o 



u 

u(x,t)= f(xtct)tf1(x-ct) 

e= veloci dode de propagação da onda 

X 

Fig. 3.1-2 - Representação do função u ( x, t) poro t= O. 

u 

t= o 

O X 

o ) No origem ( x = o) , 11 ( x) = 11 (o) 

u 

c.11! 

b) Em x=c11t, f1(x-c11t)=t1(o) 

Fig. 3.1-3- Durante o intervalo de tempo t.t o onda se pro
pago de uma distância x = ct.t. 
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resultado de condições de. deslocamentos especificas aplicados ini 

cialmente nas duas extremidades da barra. 

O mecanismo da propagaçao de onda pode ser expli

cado considerando a onda que se propaga na direção positiva dos 

x, em dois instantes de tempo: t = O e t = õt, como mostra a fi

gura 3.1-3. 

Se uma nova variãvel de posição x' = x - cõt e con 

siderada, a equação poderã ser escrita da forma: 

e a forma da onda sera a mesma, tanto para a variãvel x como pa

ra x'. Assim, a onda apenas move-se de uma distãncia cõt duran

te o intervalo de tempo õt, sem mudança na forma, com a velocida 

de de propagação constante c. De maneira similar, pode-se de

monstrar que o primeiro termo da equação (3. 1-4), f(x + ct), re

presenta uma onda propagando-se no sentido negativo do eixo x. 

(ver fig. 3.1-3). 

O comportamento dinãmico da barra tambêm pode ser 

expresso em termos de tensões, ao invês de deslocamentos: 

cr(x,t) = E l._t!__ = E~·(x + ct) + 
ax ax 

+ E ~ (X - ct) (3.l-5a) 
ax 

ou cr(x,t) = g (x + ct) + 91 (x - ct) 



onde: g = E~ 
ax 

= E of 1 91 
ax 
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Obviamente as ondas de tensão tambem se propagam 

com a velocidade c. 

Da mesma maneira, pode-se expressar as equaçoes a 

cima em termos de forças: 

F = A cr 

F(x,t) = A a(x,t) =A E~= 
íl X 

= AE 2.!....(x + ct) + AE af 1 (x - ct) (3.l-6a) 
ax ax 

ou F(x,t) = h(x + ct} + h 1 {x - ct) (3.l-6b) 

onde: h AE af = 
ax 

h i = AE a f 1 

ax 

Portanto, a açao de onda manifesta-se sob .. diver

sas formas, interligadas entre si. 

Por exemplo: se existe uma onda de deslocamento, 

existirão tamb~m ondas de tensão, de força etc., correspondent~. 
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Por cohvéniência, normalmente e analisada ape~ 

nas uma dessas ondas, sendo as demais obtidas por relações adequ~ 

d as . A fí tu l o d e i l u s tração, ê a p r e s e n ta d a n a f i g ur a 3 . 1-4, uma o n 

da de deslocamento com a correspondente onda de tensão. 

u 

a) Onda de deslocamento 

G' 

---<1----- X 

G'= E~ 
éh 

---1---+X ...._ __________ ....:i,.,.:.,1. ____ _, 

b) Onda de tensão 

Fig. 3.1- 4- Onda de deslocamento (a) e a correspon
dente onda de tensão ( b ). 
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3.1.3-Transmissão de Ondas: Velocidade de Parti-

cula ·~ Velocidade de Propagação da Onda 

A velocidade v das particul as na zona tensi o nada 

nao deve ser confundida com a velocidade de propagação da onda c. 

Para esclarecer a distinção entre essas velocidades, considere-se 

inicialmente a zona tensionada na extremidade da barra da figura 

3. l -5. 

Quando um pulso de tensão de compressao uniforme

mente distribuida, de intensidade o e duração t {fig.3.l-5a) ê 
X . n 

aplicado na extremidade da barra, inicialmente apenas uma pequ~ 

na zona da barra sofrerã compressão {fig.3.l-5b). Com o tempo, 

essa compressão serã transmitida sucessivamente para as zonas ad 

jacentes subseqüentes {fig.3.l-5c). A transmissão das tensões 

compressivas de uma zona para outra representa uma onda de tensão 

propagando-se ao longo da barra com uma velocidade c. 

Durante um intervalo de tempo ~t. a tensão de com 

pressao se desloca, ao longo da barra, de uma distância ~x =c~t. 

A um instante qualquer apõs tn' um segmento de barra de comprime~ 

to x = ct constitui rã a zona comprimida e o encurtamento elãs-
n n 

tico dessa zona sera dado pelo deslocamento u da extremidade da 

barra {fig.3. l-5d): 

u = 
E 

ªx 

E 
c t 

n 

A velocidade da extremidade esquerda da barra, que 

e igual a velocidade das particulas na zona comprimida, sera o 



'x 1------, 

o ln 

o) Pulso de tensão de compressão 

llx 
H 

zj _ _.........,_l l__._.11....L..t ==------"º --x 

b) O < t < ln-' 

I' Xn ' e ln I 

@111111...._...___11---- ---1) --•X 

r-"--1 
1
, Xn, e tn I 

[~~I =-=111=11=1-1=-..__._11 =--_ -_ --~1\--x 
d) Llt > ln 

....L. 

---ª-! 1 1 +Fiel 1 

e) Propagação do tensão 

-----x 

Fig. 3.1-5- Propagação da tensão de compressão uniforme 

aplicada na extremidade da barra. 
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deslocamento u dividido pelo tempo t : 
n 

u 

t 
n 

= V = c a 

E 
(3.l-7) 

A veloci.dade de propagaçao da onda c pode ser OE_ 

tida aplicando-se a equação de quantidade de movimento ( "momentum"). 

Inicialmente a parte hachuriada da barra encontra-se em repouso. 

Apôs um lapso de tempo tela adquire uma velocidade v e uma qua~ 

tidade de movimento dada por: 

A c t p v 

A impulsão da força de compressao e dada por: 

A a t 

Igualando o momentum a impulsão, vem: 

Actpv = Aat 

ou: a = c p v (3.1-8) 

D e ( 3 . l - 7 ) e ( 3 . l - 8 ) , ob tem - s e a v e l o c i d a d e d e p r E_ 

pagaçao da onda c: 

Da mesma forma, a velocidade de particula v sera: 



• 2 9 . 

V 2 = 

pE 

ou : V = 
(J 

/pt 
{3.l-9) 

Note-se que, enquanto que a velocidade de propag~ 

çao da onda c e independente da tensão de compressão (sõ depende 

cie E e p), a velocidade de particula v e tambem proporcional a 

tensão a. Assim, quando se aplica uma tensão de compressao na ex 

tremidade de uma barra, a velocidade de propagaçJo da onda e a 

velocidade da parti cul a possuem o mesmo senti do. Quando a ten

s ao e de tração, a velocidade de partícula possui sentido contrã 

rio a velocidade de propagação da onda. O sentido da velocidade 

de partícula serã sempre o mesmo que o da tensão aplicada. 

O fato da velocidade de partícula possuir sentido 

oposto ao da velocidade de propagação da onda pode ser evidenci~ 

do ao se aplicar uma tensão de tração uniforme na extremidade de 

uma barra: imediatamente apos a aplicação da tensão, somente uma 

pequena região prõxima a essa extremidade e tensionada (tracion~ 

da). As partículas jã tracionadas da barra tracionam as partíc~ 

las adjacentes ainda não tensionadasJprovocando, assim, a trans

missão de uma tensão de tração atraves da barra. Essa transmissão 

àe tensão se processa, a partir da extremidade da barra, nomes

mo sentido que o do eixo x da figura (3. 1-6), com uma velocidade 

de propagaçao igual a c. As partículas da barra, na zona tracio 

nada, estarão sujeitas a uma velocidade de partícula v, cujo se~ 

tido serão mesmo que o da tensão aplicada, ou seja, contrãrio ao 

de x. 
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G'x 

8 I ., X 

(j' X 

(±) V - X 
G'x --e e 

tração 

. Fig. 3 .1- 6 - Propagação de onda de tração . 

3.1.4 - Energia da Onda 

A energia total da onda, que ê igual ao trabalho 

realizado pela força Ao atuando sobre a distância º/te, meta

de devi do â energia ci nêti ca e metade devi do ã energia de defor 

mação (TIMOSHENKO e GOOOIER, 1970): 

A c t o 2 

- energia de. deformação: 2 E 

- energia cinêtica:-1-Actpv 2 = 
2 

A c t o 2 

2E 

(3.1-10) 

Portanto, essas duas parcelas sao iguais e a ener 

gia total da onda serã: 

A c t o 2 

E 
(3.1-11) 
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3.l.5- Condições de Extremidade 

A equaçao da onda e uma equaçao diferencial linear 

parcial de 2~ ordem, com coeficientes constantes. Se existirem 

duas soluções dessa equaçao, a soma delas também serã uma solução, 

pois a superposição é vãlida. A função que define a forma de uma on 

da que se propaga em uma barra uniforme é controlada pelas condi

çoes impostas nas suas extremidades, ou seja, a. forma de onda é ge

rada pelas condições de equilibrio e compatibilidade nas extremidades. 

Seja, por exemplo, uma barra elãstica infinita em 

que uma onda de tensão de compressao se propaga no sentido positl 

vo do eixo dos x e uma onda de tensão de tração idêntica se propi 

ga no senti do oposto, conforme a figura ( 3. l -7a). Durante o i n

terva lo de tempo no qual essas ondas se cruzam, na região da bar 

ra em que as duas ondas se superpõem; a tensão é nula e a veloci

dade de particula ê igual ao dobro da velocidade de partfcula de 

cada uma delas (fig. 3. l-7c). A velocidade de particula ê dupli

cada na zona de superposição porque na onda de compressao, a velo 

cidade de particula possui o mesmo sentido que o de propagação da 

onda, enquanto que na onda de tração possui sentido oposto. Apõs 

as duas ondas se cruzarem (fig. 3. l-7d), a tensão e a velocidade 

voltam a zero no ponto de cruzamento e as ondas de compressão e 

tração voltam as suas formas e intensidades originais. Na seção 

transversal onde as ondas se cruzam, as tensões são sempre nulas. 

Essa seção pode ser, então, considerada como uma extremidade li

vre, retirando-se, por exemplo, metade da barra (fig. 3. l-7e). 
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Fig. 3.1-7- a,b) Uma onda de compressão e uma de traçõo 
de mesma intensidade propagando-se ao longo da barra 
em sentidos opostos. c) Superposição. e) Reflexão da 
onda de compressão numa extremidade livre. 
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Assim, se a extremidade direita da barra~ livre, 

a condição de tensão nula em qualquer instahte nessa extremidade 

pode ser satisfeita considerando-se uma segunda onda, propagando

se no sentido oposto, de modo que quando da superposição com a 

onda incidente, as tensões na extremidade livre se anulam. Esse 

conceito pode ser expresso matematicamente: 

ou: 

a x=L 
= E~(L+ct)+E 3f'(L-ct) = O ax ax 

3f1(L - ct) = 
ax -~(L + ct) 

ax 

(3.l-12a) 

(3.l-12b) 

Fica evidente, então, que a inclinação~ da onda ax 
que se propaga no sentido negativo de x deve ter sinal oposto ao 

da onda que se propaga no sentido positivo, sempre que cada pa~ 

te dessas ondas passa pela extremidade da barra. Essa condição 

~ demonstrada na onda de deslocamento da figura 3.1-Ba, e a cor 

respondente onda de tensão da figura 3.1-Bb mostra, claramente, 

como as tensões na extremidade livre são anuladas. 

a) L 

G' 

b) 

Fig. 3.1- 8- Reflexões de ondas 
livre. 

--=---
ax ax 

---,----•x 
1 

r-----.. 1 
I 1 4ê: ... J .. ., 

em uma extremidade 
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Embora o conceito de uma onda, propagando-se no 

sentido oposto a partir da extremidade livre da barra, facilite 

a visualização do mecanismo pelo qual a condição de contorno ê sa 

tisfeita, deve-se ressaltar que essa onda realmente e gerada na 

extremidade livre da barra, quando a onda incidente alcança essa 

ponta. Em outras palavras, a onda incidente ê refletida em uma 

extremidade livre; a onda refletida tem as mesmas amplitudes que 

a onda incidente, porêm as tensões possuem sinais contrãrios, 

pois o sentido de propagação ê oposto. Assim, na extremidade li 

vre, a amplitude total ê o dobro da inicial em decorrência da su 

perposição das ondas incidente e refletida, enquanto que as duas 

componentes da tensão se anulam. 

Seja, agora, uma barra elãstica infinita, na qual 

uma onda de compressão estã se propagando no sentido positivo do 

eixo dos x e uma onda de compressão idêntica estã se propagando 

no sentido oposto, .conforme a fig.3.l-9a. Durante o intervalo em 

que as duas ondas atravessam a zona de superposição, na seçao 

transversal central, a tensão e igual ao dobro da tensão em cada 

onda e a velocidade da particula ê igual a zero. ApÕs a superpQ 

sição, as ondas retornam ãs suas formas e intensidades originais. 

A seçao transversal central permanece estacionaria 

durante todo o processo e, portanto, comporta-se como a ex tremi 

dade fixa de uma barra. Neste caso, a condição de contorno a ser 

imposta ãs duas ondas ê: 

ux=L = f(L + ct) + fi(L - ct) = O (3.l-13a) 

donde a onda refleti da pode ser expressa em termos da onda incidente: 



--,-c~1--1•o(COMPRESSÃO)f f-1 1•o(CCJ,1PRESSÁO) e-...... _.__._Vo...L.....,_...._ ____ _..;._V_=_0 ___ ___.......1,__,_V_o..__..._.......,.fi 
_.,_O_ t •=o ) "x 

o) t = t0 

c e - -
"º' 1 1 1 1 1 1 1•0 

Vg V=O Vg - • + -
(j'e O X 

c ril c - -
"º' 1 1 1 1 1110 

~ v,o ~ ~ + (i': 2<i'g X 

e) t= t2 

lio (COMPRESSÃO) <lo {COMPRESSÃO) _...__ ....... ---'---'---'-_;;_ ____ _._ ____ __.__.__.._._ ................. 
Vo V:0 Vo ----•~,..:º'--- • 

d) t= t 3 

c c - -
e) 

Fig. 3.1- 9 a, b) Duas ondas de compressão de mesma 
intensidade propagando - se ao longo da bar
ra em sentidos opostos. c) Superposição. e) Re
flexão de uma onda de compressão em uma 
extremidade fixa. 

X 
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(3.l-l3b) 

As ondas de deslocamento possuem sinais contrãrios 

e, analogamente ao caso anterior, pode-se concluir que as ondas 

de tensão incidente e refletida possuem o mesmo sinal, conforme 

ilustra a figura 3.1-10. 
_._ ---

u 

a) 

b) 

,, ' _, 
,.,,--
--~-----+X 

' ,,/ 
,.__ _____ L----__,\ .,.,"' 

1 ,.-
V' f(x+ct} 

g ( x. ct) 

f1 ~ ,-, 1 ._ ___ .... 1 

. ' ' - ------+ X 

Fig. 3.1-10- Reflexões de ondas em uma extremidade fixa_ 

Soluções matemãticas completas para os dois casas 

descritas (extremidade livre e extremidade fixa) podem ser encon 

tradas, por exemplo, em LOVE (1944), pp. 431-435. 

No caso de barras de comprimento finita, e possi_ 

vel obter soluções da equação da onda (eq.3.l-2)·sob forma de sê 

ri es tri gonamêtri cas. Admitindo-se que a resposta ã uma excita 

çãa periódica seja tambêm periódica, a resolução por separação de 

variãveis ê possivel, supanda que: 

u(x,t}=X•T (3.1-14) 

ande X e função apenas de x e Te função da tempo t. 
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Substitui.ndo a equaçao {3.1-14) na {3.1-2), obtem-

c2 
X 

= 
l d 2 T 
T dt 2 (3.1-15) 

Cada membro da equaçao (3.1-15) e função de ape

nas uma variãvel. Para que a igualdade persista em qualquer te~ 

po, os dois membros devem ser constantes e, atraves de uma anãli 

se cuidadosa, pode-se concluir que essas constantes sao iguais a 

-À 2
• Introduzindo esta constante na equa.ção (3.1-15), obtem-se 

duas equações diferenciais ordinãrias de segunda ordem: 

d2 X À +(-) 2 X=O d? c (3.1-16) 

(3.1-17) 

As soluções das equaçoes (3.1-16) e (3.1-17) sao, 

respectivamente: 

X= Acos+ x + Bsen-¼x (3.1-18) 

T = e cos À t + D se n À t (3. 1-19) 

onde X representa a amplitude do deslocamento ao longo da barra 

e À a freqüencia circular de um modo natural de vibração. 



Xo 

X1 

x,, 

Xz 

"3 

i.---- L 

1 

X ) ► 

X 

,._ ___ L ---

L 
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-
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a) Barra mana engastada. 

00 

u('x,t) = .' sen >..i (C t D ' t] J0 ex i cas >-i + i sen "Í 

X ·1 = B · sen li x 
1 e 

>--i = ( i + ..!... l 11c 
2 L 

b) Barra livre. 

00 

u ( x, tl = i~i cos ~i x [ Cj cos >-i t + Di sen >-it] 

itfc 
>-i = L 

e) Barra bie ngastada. 

u(x,t) = .r sen >..i K [Ci cos >,.jt + Di sen >--it] 
1=1 e 

i'II e 
)...j = 

L 

>--i 
sen C X 

Fig. 3.1-11- Modos normais de vibração longitudinal. 
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Portanto, a solução geral sera da forma: 

u(x,t) = (Acos-2..x + Bsen-2..x) 
c c 

(C cos Àt + D sen Àt) (3.1-20) 

Esta equaçao descreve a forma da onda de desloca 

mento de uma barra vibrando (longitudinalmente) em um modo natu 

ral de vibração. A solução particular da equação (3.1-20), bem como 

as equações das freqUências e das amplitudes, podem ser obtidas 

aplicando-se as condições de contorno para cada caso particular. 

Na figura 3.1-11 são reapresentados os casos da barra bi-engastada, 

engastada-livre e duas extremidades livres, com os seus três pri 

meiros modos naturais de vibração. (Para o caso de barras de se 

ção transversal variãvel, ver, por exemplo, Back, 1968). 

3.2 - Propagação de Ondas Longitudinais em Barras 

Não Uniformes (Descontinuidade nas Proprie~ 

dades da Barra) 

As reflexões que aparecem na extremidade (fixa ou 

1 i vre) de uma barra uni forme, podem ser consideradas como casos 

particulares do fenômeno geral de reflexão e refração, que oco.!:_ 

re em qualquer descontinuidade nas propriedades da barra em que 

a onda se propaga. 

As condições de equilíbrio e compatibilidade que 

devem ser satisfeitas em todos os pontos ao longo da barra im 

põe que, em resposta ã ação de uma dada onda incidente, sejam 
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geradas ondas refletidas e refratadas adicionais, na seçao em que 

existe modificação das propriedades da barra, como, por exem-

plo, a junta entre as barras l e 2 da figura 3.2-1. As pr~ 

priedades dessas barras, em cada lado da junta, sao caracteriza 

das pela massa por unidade de comprimento me pela rigidez AE. 

A velocidade de propagação da onda ê, em cada barra, dada por uma 

relação do tipo: 

A onda de deslocamento U. (sentido de x) que eh~ 
1 

ga, na barra l, atê a junta, gera uma onda refleti da U , que se r 
propaga no senti do negativo (oposto ao de x) na barra l, e ao mes 

mo tempo, cria uma onda refratada Ut que se propaga na barra 2 

no sentido positivo. 

dade: 

Na junta, sao impostas duas condições de continui 

!) Compatibilidade de deslocamentos: 

donde: 

u. + u , r 
L-..,.--J 

barra l 

= 

barra 2 

(3.2-la) 
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barra 1 
E 1,A 1,f1 barra 2 - -- - -- - -- - -- - -- - -- -E2,A2,f2 

Cz• k - -

Onda Incidente: Ui ------

1-------• Ut = Onda Refratada 

Onda Refletida : Ur 
barra 1 barra 2 

1 
Fig. 3.2-1 - Reflexão e Refração de onda na descon-

tinuidade. 

Tabela 3.2-1- Relações entre as ondas incidente, refletida 
e refratada. 

Caracteristicas F rr n 1 m•ntno: V• ,. 
ó!z F,i.+ ... ' - - - V,it V.,,_= v, da ,(,- • Ui t u....,: u, - . ' . - - 'y4, ii~ • i ;!, F..: f,,_ l', u, u ... rr. "· 

Extremidade =:J o 1 -1 o 1 1 2 1 -1 o 
Livre 

Az Ez ~' l. ~ I; 1 ·I; 2; 1 I; 4; 1 I; 4; 
At E1 Cz 2 2 3 3 3 3 3 3 

Sem 1 1 2 1 1 o 1 1 o 1 1 o 1 
Descontinuidade 

Az E2 e, 2 =i:::E: 2 1 1;3 4;3 1 -1;3 2/3 1 ·1;3 2;3 -,-
A1 E1 . Cz 1 

Extremidade 
~ 00 1 1 2 1 -1 o 1 1 2 

Fixa 

X 
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11) Equilibrio de forças: 

donde: 

F. + F = F 
l r t (3.2-lb) 

L-....y.----J L....-..,---J 

barra l barra 2 

Como essas condições de continuidade devem ser s~ 

tisfeitas o tempo todo, a derivada da condição (I} de deslocamen 

to em relação ao tempo, tambêm deve ser satisfeita: 

como: 

po i s: 

-- + = (3.2-2) 
at at at 

A onda incidente pode ser expressa na forma: 

U. = f.(x - c 1 t) _ f.(ç) 
l l l 

·• 

As derivadas de U. podem, então, ser expressas 
l' 

aui af. aç af. 
l l (3.2-3a) = ---- = 

ax aç ax aç 

au. af. aç a f i 
l l 

(3.2-3b) = ---- = -c, --
at aç at aç 

-2.f.. = ~( x - c, t) = l e ..i5...=-"-(x-c 1 t) =-c 1 
ax ax a t a t 



.43. 

As equaçoes (3.2-3a) e (3.2-3b) demonstram que a 

derivada em relação i x (posição) e a derivada em relação ao tem 

po estio relacionadas pela velocidade de propagação da onda: 

au. au. 
1 1 

= -c, -- (3.2-4a) 
at ílx 

Anãlises similares podem ser feitas para as ondas 

refletida e refratada, obtendo-se, respectivamente: 

au r 

at 
(3.2-4b) 

(O sinal positivo ê devido ao sentido de propagaçao da onda re

fletida ser negativo. Ver figura 3.2-1 ). 

ut = ft(x - c 2 t) 

aut aut 
= - C2 (3.2-5c) 

a t ílx 

Substituindo as equaçoes ( 3. 2-4a, b, c) na equa

çao de compatibilidade de deslocamentos (equaçf.o 3.2-2), vem: 

As deformações: 

dem s~r expressas em termos de 

(3.2-5a) 

aui aur aut 
E. = Er = -- e Et = --, PQ 

1 ax ax ax 
forças atuantes nas barras: 
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E: 
r 

Assim, a condição de compatibilidade (3.2-5a) po

de ser expressa em termos de forças de onda: 

= -~F 
A2 E 2 t 

(3.2-5b) 

A relação Z =~e conhecida como impedância da 
c 

barra e traduz a capacidade dessa barra de transmitir ondas. Su 

bstituindo as impedâncias das barras na equação (3.2-5b), vem: 

ou: = 

F 
r = 

F. Fr 
7 -

Entretanto, pela relação (3.1-7), vem: 

V = 
c a 

E 

c F 
= F = 

AE Z 

(3.2-6a) 

(3.2-6b) 

Portanto, a equaçao (3.2-6a) pode ser expressa em 

termos de velocidade de particula: 

V 
r (3.2-6c) 

Na junta, a velocidade de particula, comum as duas 

barras, e igual a vt. 
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Introduzindo um fator a., a equaçao 3.2-6a pode ser 

escrita: 

Ft = a. ( F. - Fr) (3.2-6c) 
l 

onde: = .1..1_ = 
c, A2E2 = ✓ffl2A2E2' (3.2-7) a. -----

Z I Cz A1 E1 iii1A1E1 

A condição de equil'íbrio de forças (3.2-lb) que e~ 

prime as ondas refletida e refratada em termos da onda incidente 

fi c a rã: 

donde: 

e: 

ou: 

e 

onde: 

F. + 
l 

F = r 

Ft = 

eT = 

F r 

F. 
l 

F. 
l 

a. -

a. + 

= 

a. 

a. 

a. 

2 a. 

Ft = a.(F. 
l 

- 1 

+ 1 

2a. 

+ 1 

1 = Z2 - Z1 

1 Z2 + Z1 

2Z2 

a. + 1 

- F ) r 

(3.2-Sa) 

(3.2-8b) 

_ fator de reflexão (3.2-9a) 

= fator de transmis 

são da barra p~ 

ra a barra 2 (3.2-9b) 

Essas equaçoes expressam as relações entre as for 
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ças das ondas incidente, refletida e refratada na descontinuida

de da barra. Pode-se obter relações correspondentes para as on

das de deslocamento observando que: 

F = AE ~ = ± ~ ~ = ± Z v 
ax c at 

Substituindo nas equaçoes (3.2-8a) e (3.2-8b) e 

integrando em relação ao tempo, vem: 

F A1E1U -~ u . CI - l = = r C1 r C1 , 
CI + l 

donde: u CI - l (3.2-lOa) = -u. l r , CI + 

Ft -u A2E2 _ A1E 1 U 2a = = l t C2 c i 1 CI + 

ut U. 2 (3.2-lOb) = , CI + 

t evidente que o fator a define o caracter da de~ 

continuidade na junta entre as duas barras e controla as amplit~ 

des relativas das ondas refletida e refratada. Quando as propr~ 

edades das duas barras adjacentes são idênticas ou relacionadas 

de maneira tal que o valor de a seja igual a l, nao hã desconti

nuidade de impedância e não existe onda refletida. Aumentando-se 

a rigidez da barra 2, o valor de a aumenta (a > l) e a força da 

onda refletida ê do mesmo sinal que a da onda incidente; diminui~ 

do-se a rigidez da barra 2, o valor de a torna-se menor que a un~ 

dade e a força da onda refletida ê de sinal oposto ao da onda in 

cidente. 



. 4 7. 

Nesse contexto, as condições de extremidade fixa 

e extremidade livre discutidas anteriormente podem ser considera 

das como casos limites de descontinuidade de barra e sao defini

das por valores de a infinito e zero, respectivamente. 

As relações entre as ondas incidente, refletida e 

refratada, para vãrios casos de descontinuidade são mostrados na 

tabela 3.2-L 

3.3 - Impacto Longitudinal de Barras 

A teoria de propagaçao de ondas pode ser estendi

da ao problema de impacto entre barras. Se duas barras iguais, 

de mesmo material, com mesma velocidade v 0 chocam-se longitudi

nalmente, o plano de contato mn (figura 3.3-1) não se move duran 

te o impacto, supondo-se que o contato se dã sobre toda a supe_i:: 

.ficie das extremidades das barras no mesmo instante. Imediatamen 

te, duas ondas de compressão começam a se propagar ao longo das 

barras, a partir do plano de contato mn. 

As velocidades de particula nas ondas, superpondo

se as velocidades iniciais das barras, levam as zonas sob a ação 

das ondas ao repouso, e no instante em que as ondas alcançam as 

extremidades livres das barras (t =__!_),ambas as barras estarão 
c 

uniformemente comprimidas e em repouso. As ondas de compressao 

são, então, refletidas a partir dessas extremidades livres como 

ondas de tração que se propagam em direção ao plano de contato 

mn. Estas ondas de tração possuem velocidades de particula iguais 

a v 0 e, quando elas alcançam o plano de contato, as barras se se-
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a) Antes do impacto --- e ---
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1111 1111 ~ 

111111111111111111111111111111 
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Fig. 3.3-1- Impacto entre barras identicas com velocidades v0 . 
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::!..... 
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e) Após o impacto ( t > ?! ) 

,__ 
e 

v, ,n 

-e 

Fig. 3.3- 2 - Impacto entre barras idênticas com velocidades v I e 
Vz(V1>V2). 
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2)!, e a tensão de compressao igual a: 
c 

= E....".._ 
c 

(3.3-la) 

As tensões de tração refletidas nas extremidades 

livres das barras serão iguais a: 

o = {3.3-lb) 

A força de impacto pode ser calculada como: 

F = AE....".._ (3.3-Za) 
c 

Como Z = EA = impedância, 
c 

F = v Z {3.3-2b) 

No caso de duas barras iguais, com velocidades ini 

ciais v 1 e v2 , sendo v 1 > v 2 {fig.3.3-2a) no instante do impa~ 

to, duas ondas de compressão idênticas de intensidades F (equação 

3.3-3b) começam a se propagar ao longo das barras. As velocida

des de partícula correspondentes, relativas ãs regiões não tensio 

nadas das barras em movimento, são iguais e, em cada barra, o seu 

sentido ê a partir do plano de contato. A intensidade dessas ve 

locidades deve ser igual a Vi; v2 a fim de que as velocidades ab 

solutas de partícula das duas barras na superfície de contato se 

jam iguais {fig.3.3-2b). Apõs um intervalo de tempo igual a_!_, 
c 

as ondas de compressão chegam ãs extremidades livres das barras. 

Nesse instante, ambas as barras estão em um estado de compressão 
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uniforme, e as velocidades absolutas de todas as part1culas das 

barras são (fig.3.3-2c): 

portanto, 

V = V 1 

= V 1 

-

+ 
2 

F 
z 

V 1 

V2 

= V 2 + F 
T 

- V2 = V 2 + 2 

= V 

(3.3-3a) 

(3.3-3b) 

V 1 - V2 = 2 

(3.3-3c) 

Ou seja: a barra l e desacelerada e a barra 2 ace 

V1 t V2 
lerada, ate que ambas atinjam a velocidade comum v = 2 

As ondas de compressao sao, então, refletidas a 

partir das extremidades livres como ondas de tração de mesma i n 

tensidade (-F) e, no instante t = 
2 9, 

c 
quando essas ondas retor-

nam ã superf'ície de contato entre as 2 barras, as velocidades das 

barras l e 2 tornam-se (fig.3.3-2d): 

barra l: V, V -

donde: V l = V l 

barra 2: V, = V + 

+ 
2 

F 
z 

V2 

F z 

V 1 - V2 = V2 2 

donde: V2 
= V1 + V2 + V1 - V2 = 

2 2 v, 

(3.3-4a) 

(3.3-4b) 
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Portanto, durante o impacto, as barras trocam de 

velocidade (fig.3.3-2e). 

Se as barras sao diferentes, de comprimentos 2 1 e 

22 , no i n1 cio, as condições do impacto são idênticas. Porém, apos 

um intervalo de tempo igual a 2~1
, quando a onda refleti da da bar 

ra menor (l) retorna ã superf1cie de contato mn, ela se propaga, 

atravês da superf1cie de contato, ao longo da barra maior (2) e 

as condições serão iguais ãs mostradas na figura 3.3-3. 

A onda de tração da barra 2 1 anula a pressao en

tre as barras, porêm elas permanecem em contato atê que a onda 

de compressão da barra 22 (hachuriada na figura) retorne, apôs a 

reflexão na extremidade livre, ã superf1cie de contato, no instan 

te t = 222 
c 

No caso das barras de igual comprimento, cada uma 

delas, apôs o choque, possui a mesma velocidade em todos os pon

tos e se move como um corpo r1gido. A energia total ê a energia 

do movimento de translação. No caso de barras de comprimentos d.!_ 

ferentes, a barra maior, apôs o choque, possui uma onda se prop~ 

gando nela e, ao se calcular a energia total da barra, a energia 

dessa onda deve ser considerada. As barras sô se separarão apôs 

um intervalo de tempo 2~2 . A barra menor 2 1 adquire, então, a 

velocidade v2 da barra maior e se separa sem sofrer deformação. 

A barra maior se separa em um estado de vibração. Os centros de 

massa das duas barras movem-se, apos o impacto, como se existisse 

um "coeficiente de restituição" igual ã relação~~- Para maiores 

detalhes, ver Love (1944). 



Vz -
1<--------P2 --------.i 

111111111 

Vz 
-=+ 

11 1 1111111 1 1111 

Fig. 3.3 - 3 - Impacto entre barras de comprimentos 
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Fig. 3. 3- 4- Impacto entre barras de impedâncias 
2 1 e 2 2 • 
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Quando as barras possuem impedâncias diferentes, 

as considerações anteriores devem ser ligeiramente modifica-

das. / Por exemplo, considere-se o caso de barras de mesmo comprime.!! 

to com impedâncias Z1 e Z2 e velocidades iniciais v1 e v20 (v 1 > 

> v2 ). Apôs o impacto, a onda na barra l possui sentido negati-

vo (sentido contrãrio ao eixo dos x) com uma tensão a= 

barra 2, a onda terã sentido positivo e tensão a= F 
A2 . 

Na 

Portanto, a barra l ê desacelerada e a barra 2 e 

acelerada atê uma velocidade comum v, (v 1 > v > v2 ). 

las relações: 

A velocidade v, comum as duas barras, sera dada p~ 

barra l : v = v 1 -

barra 2: v = V2 + 

F 
Z 1 

F 
Z2 

(3.3-5a) 

(3.3-5b) 

Onde F e o decrêscimo de velocidade devido a on 
~ 

da e F e o acrêscimo de velocidade. z, 

Na seçao de impacto, a velocidade pode ser expre~ 

sa por: 

F F (3.3-6a) V = V 1 - = V2 + Z 1 Z2 

A força F sera: 

( V l - v2)Z 1Z2 F = (3.3-6b) 
( Z 1 + Z2) 
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e a velocidade v sera: 

ou : 

V = 
+ V2Z2 

Z1 + Z2 

Apôs o impacto, as velocidades serao: 

Vi = V -

V + 

F 
Z1 

F 
Z2 

2Z 1 
= V 1 ~Z~1-+..,,Z~2-

(Z2-Z1) 
Z ! + Z 2 

(3.3-6c) 

(3.3-7a) 

(3.3-7b) 

No caso da barra 2 estar em repouso (v 2 = O), vem: 

- no impacto: 

F = Z1Z2 Vi--- (3.3-8a) 
Z 1 + Z2 

z 
V = V 1 

z 1 + Z2 
(3.3-8b) 

V 
V = .1L + 

Z ! 

- apos o impacto: 

V 1 (Z, - Z2) = V 1 
z 1 + Z2 

(3.3-9a) 

V2 
2Z 

= V 1 
Z ! Z2 + 

(3.3-9b) 

Comparando a equaçao ( 3. 3-8a) com a equaçao (3.3-6b} 
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do caso anterior em que v 2 > O, pode-se observar que a barra 2 es 

tarã sujei ta a uma força de impacto mais elevada se estiver em re 

pouso (v 2 = O) antes do impacto. 
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PROPAGAÇ/1O DE ONDAS NA CRAVAÇIIO DE ES

TACAS 

4.1 - Propagação de Ondas no Solo 

Na operaçao de cravaçao de uma estaca, a e

nergia do martelo ê transmitida ã estaca pelo impacto. Essa ener 

gia ê consumida pelo rechaço (rebound) do martelo, pela estaca, 

pelos acessõrios de cravação e pelo solo. A parcela de energia 

consumida pela estaca provoca a sua penetração no solo, alêm de 

um encurtamento elãstico e modificações de forma, principalmente 

no seu topo. A energia transmitida ao solo provoca deformações e 

lãsticas e plãsticas na massa de solo em volta da estaca. 

A deformação elãstica do solo se propaga sob 

forma de ondas elãsticas, num processo semelhante ao que ocorre 

quando se aplica uma carga vertical de curta duração (pulso de 

força) na superf1cie de um semi-espaço infinito elãstico. Neste 

caso, ocorrem três tipos principais de ondas: longitudinais, trans 

versais e de superf1cie. 

As ondas l o n g i tu d i na i s s a o ondas d e pressão , 

isto ê, ondas de volume com oscilações de compressao e descompre! 

sao que são irradiadas em frentes de onda esfêri cas. Devido à sua 

alta velocidade de propagação, são conhecidas, tambêm, como on

das primãrias (_P-wave). A figura 4. 1-1 (O'Neill, 197lt ilus.tra um 

modelo f1sico da propagação de ondas longitudinais. Note-se que 

as oscilações de compressão-descompressão ocorrem no mesmo senti 

do de propagação da onda primãria. 



Compressão -

Fig. 4.1-1- Modelo de propagação de ondo longitudinal 
( o'Neill, 1971 ). 

Fig. 4.1-2- Modelo de propagação de ondo transversal 
< o' Neil!, 1971). 
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As ondas transversais, também volumétricas, 

sao ondas de cisalhamento e se propagam radialmente a partir da 

fonte de excitação sob forma de frentes de onda esféricas, Estas 

ondas assemelham-se ãs ondas que são geradas quando se aplica um 

impulso na extremidade de uma corda que repousa sobre uma supe_!:. 

ficie horizontal. São conhecidas, também, como ondas secundãrias 

(S-wave), pois sua velocidade de propagação é menor que a das on 

das longitudinais. O cisalhamento nas ondas transversais ocorte 

perpendicularmente ã direção de propagação. A figura 4.1-2 ilus 

tra um modelo de propagação de ondas transversais. 

As ondas de superficie, também conhecidas 

como onda Rayleigh (R-wave), são similares ãs ondas que se formam 

na superficie de um lago quando atingida por um objeto. Elas se 

propagam paralelamente ã superficie, com velocidade de propagação 

menor que as duas anteriores e estão contidas dentro de aproxim~ 

damente 20 a l OOm de profundidade. Nessas ondas, o movimento das 

particulas constitui-se de trajetõrias elipticas, girando em sen 

tido contrãrio ao de propagação. Essas ondas são ilustradas es 

quematicamente na figura 4. 1-3. 

Embora a força aplicada ao sol o, durante a 

cravação.de uma estaca, geralmente seja vertical, nem sempre a 

maior vibração ocorre nessa direção. Isto porque, tanto as ondas 

volumétricas como as de superficie, geradas pelo impacto, possuem 

componentes horizontais e verticais de movimento. Uma represent~ 

ção esquemãtica do mecanismo bâsico de propagaçao de ondas duran 

te a cravação de uma estaca é ilustrada na figura 4.1-4. 



Velocidade instantâneo 
de partícula 

........ ______ ... ---- ---... _ ---- -- --

Sentido de propagação 

Trajetória de partículas 

------ -- -------.. ______ _ _____ .Y!t2~es deslocamentos _ ----- ----- SuperHcie de ond 

-- ---------
----------------------------- --- ------

a) ( Fung, 1965) 
Impulsa 

() 

· ( O'Neill, 1971) 

Fig. 4.1-3- Ondas Rayleigh: a) representação esquemática; 
b) modelo físico. 

t 

1 mpacta l 
Ondas longitudinais 
no estoco~ 

\ 
\ 
\ 
1 
\ I 

I 
I 

I 

Energia transferida 
pela ponto. 

-

......,.. 1 ndi co o direçâo de movimenta 
das . porti'culas. 

r Interação com o superfície. 

t 

Frente de anda cônica 
( atrito lateral}. 

Frente de anda esférico 
do ando transversal. 

Frente de ando esférica do onda 
longitudinal. 

Fig. 4.1-4- Propagação de ondas próximo a estaca ( Martin, 
1980). 
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As formas de onda apresentadas sao idealiza 

das e as considerações feitas anteriormente sõ se aplicam a um 

meio elãstico, homogêneo e isotrõpico. O problema se complica in 

tensamente no caso dos solos compostos de camadas superpostas, p~ 

la introdução dos fenômenos de reflexão e refração. As formas de 

onda são modificadas e podem ocorrer outros tipos de onda, tais 

como ondas Lave, ondas e etc. 

As caracter1sticas dessas três ondas sao 

ilustradas na figura 4.1-5, para o caso de uma sapata circular 

vibrando na superf1cie do terreno. 

Note-se que o movimento de part1cula assoei 

ado ã onda primãria (de compressão-descompressão) e um movimento 

de alongamento-encurtamento paralelo ã direção de propagaçao da 

frente de onda correspondente. Na onda secundãria (de cisalhame~ 

to), esse movimento de part1cula e constituído de um deslocamen

to transversal, normal ã direção de propagação da frente de on

da. No caso da onda Rayleigh (de superf1cie), ele e constitu1do 

de duas componentes (horizontal e vertical) que variam com a pr~ 

fundidade de maneira similar ã ilustrada na figura 4.1-5. As zo

nas sombreadas ilustram, ao longo das frentes de onda, a amplit~ 

de relativa do deslocamento de partícula em função do ãngulo me

dido a partir do centro da fonte na superf1cie. 

A repartição da energia total e apresentada 

na tabela 4.1-1 em termos percentuais. t interessante observar 

que a maior parte da energia (67%) e transmitida ao solo como on 

das de superf1cie. Todas essas ondas se propagam a partir da fon 

te de excitação e se atenuam gradativamente com a distãncia, pe~ 



Componente vertical da 
onda Rayleigh. 

-~ t Sapata 
circular 

Componente harizantat da 
ando Rayleigh. __ / 

/ \ 

transversal relativa 

/ Onda longitudinal \ 

Tabela 4.1-1 

Tipo de anda % da energia total 

Rayléígh 67 

Transversal 26 
Longitudinal 7 

Fig. 4.1-5- Distribuição da energia sob forma de ondas 
para o caso de uma sapato circular vibrando 
na superfície do terreno . ( Richort, Hall e 
Woods, 1970 ). 
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dendo energia durante o trajeto. Essa atenuação com a distância 

e composta de dois fatores principais: amortecimento geomêtrico 

e amortecimento interno ou material. 

O amortecimento geomêtrico resulta da redu 

çao da densidade de energia de vibração em função da distância ã 

fonte, pois a energia ê distribuída sobre volumes de solo cada 

vez maiores a medida que a onda se afasta da fonte. Isto ocorre 

mesmo nos corpos perfeitamente elãsticos. Como o solo não e um 

meio perfeitamente elãstico, a energia de vibração ê dissipada, 

principalmente pelo atrito entre as partículas de solo (para que 

haja movimento das partículas de solo ê necessãrio que uma pare~ 

la da resistência ao atrito seja mobilizada). Isto constitui o 

amortecimento interno ou material. 

A atenuação da amplitude das ondas com adis 

tãncia pode ser avalidada pela f6rmula proposta por G. BORNITZ em 

1931 para o caso de propagação de ondas em um semi-espaço elãsti 

co: 

onde A = amplitude da aceleração a distância r 

da fonte. 

A1 =amplitude de aceleração a distância r 1 

da fonte. 

n = constante 
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S = coeficiente de amortecimento 

- r 1 ) n Nesta equaçao, (-r- , corresponde ao amor 

tecimento geométrico e e-s(r - ri) ao amortecimento interno. 

O valor de n para diversos casos e listado 

na tabela 4.1-2. 

TABELA 4. 1-2 

Forma da Onda Fonte Tipo de Onda n 

Volumétrica 2 

Ao longo da su Fonte Puntual 
- Rayleigh 0,5 

perficie do se - Volumétrica 1 , 5 
mi. espaço Fonte Linear 

Infinita Rayleigh o 

No Corpo Elãs- Fonte Puntual Volumétrica 1 tico Infinito 

Como se observa, a amplitude das ondas Ray-

leigh atenua-se mais vagarosamente 

tricas (-1-). 
r2 . 

(-1-) que a das ondas volumé
rr 

As osci 1 ações que o solo sofre durante a era 

vaçao de uma estaca resultam basicamente da. combinação de dois 

fenômenos. Em primeiro lugar, o solo e posto em oscilação como 

se um peso se chocasse em sua superf'ície, como ilustra a figura 

4. 1-5. Em segundo lugar, a estaca, que pode ser submetida a uma 

vibração qualquer, transmite ã massa de solo que a envolve essa 

vibração. (figura 4.1-4). 
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As vibrações, como as provenientes da crav~ 

çao de estacas, podem modificar sen~ivelmente as propriedades do 

solo por induzirem deformações cisalhantes. Em solos coesivos 

( ar g i l as ) , as pro p ri e d a d e s d o sol o podem ser supostas s i mi l ar e s 

aos materiais elãsticos, onde as vibrações são transmitidas rap~ 

damente. Geralmente ocorre um menor amortecimento em um solo coe 

sivo do que num solo não coesivo (areias). Em um solo não coesi 

vo, as vibrações podem densificar o solo, provocando recalques sii 

nificativos. Segundo Gambin (1980), em solos saturados a onda de 

compressão se propaga atravês da fase liquida, vibrando o esqu~ 

leto sõlido pelo sucessivo acrêscimo e decrêscimo da pressão ne~ 

tra, provocando deslocamentos de particulas. Em seguida, as ondas 

secundãria e Rayleigh que se propagam com velocidades menores que 

a de compressão, atravês da fase sÕlida, tendem a rearranjar as 

particulas de solo atê um estado mais denso. A figura 4.1-6 ilus 

tra esse processo. 

l 
l 1 '1;!/ Rayleilgh 
1 \ / 
\ ' 1 / , 

\ ' .,1/ / \ .... _ _ ..... ~ 
Transversa 1 :.=,_- 1 / 

1 

' / ,__ t -~~ 

- - - Longitudinal 

Deslocamentos de partículas pela 

onda longitudinal. 

- Densificação pelas ondas 
transversal e Rayleigh. 

Fig. 4.1-6- E feitos do propagação de ondas no solo 
( Gombin, 1980) . 
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4.2 - Histõrico da Aplicação da Equação da Onda 

na Cravação de Estacas 

A equaçao da onda foi desenvolvida por Saint 

Venant em 1865 e por Boussinesq em 1885 para o estudo do proble

ma de impacto na extremidade de uma barra. 

Apesar de H. Moseley, em 1843, citar a cra

vaçao de estacas como uma aplicação especial da teoria do impa~ 

to, parece ter sido D.V.lsaacs, em 1931, o primeiro a apontar a 

ocorrência de ondas de tensão em uma estaca durante a sua crava

ção. Ele observou que, no impacto, a transmissão de ener9ia do 

martelo para a ponta da estaca não se processava instantaneamen

te, e sim, que apôs o impacto ocorria uma ação de onda, de tal 

forma que o comportamento do sistema martelo-estaca-solo durante 

a cravaçao, poderia ser analisado aplicando-se a teoria da propi 

gação da onda. 

Timoshenko, em 1934, em seu livro ''Theory 

of Elasticity'', mostrou, de maneira simples, como a equaçao da 

onda pode ser utilizada para calcular a açao de ondas longitudi

nais em uma barra de aço uniforme. Como se vê, os f~damentos teõ 

ricos para a aplicação da equação da onda ã cravação de estacas 

não são recentes. 

Em 1938, W.H.Glanville, G.Grime, E.N.Fox e 

W.W.Davies publicaram os resultados de um estudo matemãtico-expf 

rimental da cravação de estacas, no qual era considerada a propi 

gação de ondas de compressão na estaca. Eles consideraram que a 
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estaca se comportava como uma barra elistica e que sua cravaçao 

era um fenõmeno que dependia da transmissão de ondas compressi

vas em que a equação da onda se aplicava. A resistência do solo 

foi considerada atuando inteiramente na ponta da estaca e supos

ta diretamente proporcional ao deslocamento da base; o atrito l! 

teral foi desprezado e o capacete e o cepo supostos perfeitamen

te elãsticos. Essas e outras simplificações, necessirias para a 

solução numirica naquela ipoca, diminuiram bastante o valor pri

tico desse estudo. Alim de divulgar esse estudo, A. E. Cummings, 

em 1940, estudou as fÕrmulas dinâmicas de cravação e conclui.u que 

"a teoria da equação da onda se contituia num substituto para as 

premissas questionãveis das fÕrmulas dinâmicas de cravação de es 

tacas". 

Assim, embora a parte matemãtica da teoria 

da propagaçao da onda fosse bastante conhecida naquela ipoca, as 

soluções numiri cas so eram obtidas para condições de contorno si_IT! 

ples, se afastando das condições reais de uma cravação de esta

cas. SÕ a partir de 1950, com o advento dos computadores, e que 

a solução numirica da equação da onda tornou-se possivel de uma 

maneira prãtica. 

Em 1950, E.A.L.SMITH apresentou uma primei

ra solução dessa equaçao para analisar os deslocamentos da estaca, 

usando um modelo simples para a simulação do sistema martelo- es 

taca-solo. Posteriormente (1955), ele analisou o problema do im 

pacto entre elementos estruturais esbeltos e da simulação de co

x i ns. 
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Jã em 1957, SMITH publicou os resultados de 

uma anãlise pela equação da onda da estimativa das variações da 

capacidade de carga de estacas em função da resistência â crava

ção e concluiu que esse metada de resolução da equação da onda o 

ferecia um meio de se obter uma solução adequada para o proble

ma. 

Finalmente, em 1960, SMITH apresentou um tra 

tamento compreensivo da aplicação do mêtodo da equação da onda 

na anãlise da cravação de estacas. Ele adaptou, de maneira mais 

realista, a teoria da propagação da onda unidimensional âs condi 

ções reais encontradas na cravação de estacas, considerando que 

a estaca possui suporte por atrito lateral e estã sujeita a ou

tros fatores de influência. Ele introduziu um modelo teõrico mais 

real, tornando possivel a integração numérica da equação da onda 

por computador, através do metada das diferenças finitas. Esse 

trabalho, que ainda e a referência bãsica do problema, apresenta 

não somente os fundamentos do metada, mas tambem uma discussão da 

simulação do martelo de cravação, do capacete e coxins, da esta

ca e do solo. São definidos, tambem, os parâmetros envolvidos nas 

simulações e fornecidos alguns valores tipicos resultantes de 

suas experiências na aplicação do metada da equação da onda em 

uma serie de casos histõricos de cravação de estacas. A maior 

parte do material ai apresentado ainda pode ser diretamente em

pregado na resolução de problemas prãticos. 

FOREHAND e REESE, em 1964, estudando a po~ 

sibilidade de correlacionar, pelo metada da equação da onda, os 

registros de cravação com os respectivos resultados de provas de 
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carga nas estacas, concl uiram que o modelo proposto por SMITH, em 

1960, era formalmente equivalente a equação da onda e que a ma 

neira de expressar a resistência do solo ã cravação correspondia, 

aproximadamente, ã obtida experimentalmente por vãrios pesquisa

dores. Eles apresentaram um estudo paramêtrico e baseados nele, 

sugeriram valores tipices para os parâmetros do solo necessãrios 

ã anãlise. Estes valores são mais consistentes que os de SMITH 

(1960) e são, atê hoje, utilizados com freqüência. 

Nos ultimas 15 anos, extensas pesquisas têm 

sido realizadas para desenvolver o metada e, em particular, para 

a anãlise dos parãmetros envolvidos na simulação do sistema de 

cravaçao, da estaca e do solo. Neste sentido, vãrios programas 

de pesquisas surgiram em diversas instituições. 

Estudos importantes foram realizados pelos 

pesquisadores da ''TEXAS A & M UNIVERSITY'' {LOWERY, COYLE, REESE, 

HIRSCH e outros) que adotaram uma •abordagem semelhante ao de 

SMITH (1960), baseada na simulação ·das características dinâmicas 

dos equipamentos de cravação em termos de energia desenvolvida 

pelo martelo, eficiência, propriedades fisicas do cepo, capace

te, coxim etc. Recentemente (1977), esse tipo de abordagem foi 

introduzido no cÕdigo de fundações da ''TEXAS HIGHWAY DEPARTMENT~ 

Na tentativa de eliminar os erros oriundos 

da estimativa das propriedades físicas dos equipàmentos e acesso 

rios de cravação, GOBLE, RAUSCHE e outros (''CASE WESTERN RESERSE 

UNIVERSITY" - Ohio) desenvolveram um sistema de medição altamen.

te sofisticado, para obter diretamente no topo d.a estaca os pari 

tros necessãrios ã anãlise (forças, velocidades e deslocamentos 
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para cada golpe do martelo}. Jã REMPE e DAVISSON (UNIVERSITY OF 

ILLINOIS) optaram pela simulação rigorosa do comportamento do 

martelo Oi esel, que resul tau em uma anil i se extremamente compl~ 

xa. 

HOLLOWAY, VtSIC, CLOUGH e outros (DUKE UNI 

VERSITY), a partir do trabalho de Smith (1960), introduziram me

di fi cações em que a anil i se pela equação da onda ê realizada p~ 

ra vãrios golpes consecutivos e as tensões residuais são levadas 

em conta. 

JANSZ, VOITUS VON HAIME e outros (HOLLANDSCHE 

BETON GROEP), paralelamente ao desenvolvimento de um novo marte 

lo hidráulico com controle de carga aplicada ã estaca, apresent~ 

ram uma versão adaptada do mêtodo. 

Outros trabalhos importantes sobre a aplic~ 

çao do mêtodo da equação da onda estão relacionados na Bibliogr~ 

fia em anexo. Dentre eles, cita-se: Scanlan e Tomko (1969), 

Bowles (1974), Mes (1976), Tavenas e Audibert (1978), I. M. Smith 

(1978), Gonin (1978), Heerema (1979) etc. 

Nesta tese adotou-se uma abordagem semelhan 

te ã dos pesquisadores da T.A.M.U .. Entretanto, com a medição 

dos deslocamentos do topo da estaca (ver capitulo VIII) tentou

se aproximar da abordagem utilizada pelos pesquisadores da 

C.W.R.U. 

O histõrico da aplicação da equaçao da onda 

na cravaçao de estacas pode ser resumida no quadro 4.2-1, onde 
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sao apresentados os programas numericos desenvolvidos pelos di

versos pesquisadores. Maiores detalhes sobre esses programas se 

rãa apresentados no capítulo VII. Vale a pena ressaltar que ne 

nhum deles oferece uma anãlise completa; cada um deles apresenta 

caracter,sticas particulares aplicãveis apenas em determinados 

casos e alem disso estão sendo constantemente modificados para 

incorporar os novos conhecimentos obtidos em aplicações pr~icas. 
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QUADRO 4.2. l 

HISTÕRI_CO DA APLICAÇi'iO DA EQUAÇííO DA ONDA 

Sai n t - V ena n t ( l 86 5 ) 

Boussinesq (1885) 

Isaacs ( 1931) 

Timoshenko (1934) 

Glanville, Grime, Fax e Davies (1938) 

E.A.L. Smith (1960) 

Forehand e Reese (1964) 

Principais Programas Desenvolvidos em Diversas Instituições: 

a ) T.A.M.U. 

i ) Lowe ry e outros (1968) - TTI 

i i ) Carr e outros (1976) - OCEANWAVE 

i i i ) Lowery e outros (1976) - TIDYWAVE 

i V) em implantação em novo programa (1978) 

b) U.I. 

Rempe (1975) - Diesel-l 

e) C.W.R.U. 

i) G0ble e outros (1976) -WEAP 

ii) Goble e outros (1976) - CAPWAP 

d) DUKE 

i) Holloway e outros (1975) - DUKFOR 

i i) Hol l oway e outros (1977) - PSI 

iii) em implantação em novo programa (1978) 

e) H.B.G. 

i) Jansz e outros (1975) - HBM 
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ii) Jansz e outros (1976) - HBM modificado 

Outros Trabalhos: 

Scanlan e Tomko (1969) 

Bowles (1974) 

Mes (1976) 

Tavenas e Audibert (1978) 

Heerema (1979) 



.74. 

4.3 - Mecanismo da Propagação de Onda~ na Estaca 

4.3. l - Introdução 

Por sua complexidade, sõ ê possível realizar uma 

análise da cravação de uma estaca, introduzindo-se algumas hipi 

teses simplificadoras a fim de se obter um modelo que simule sa 

tisfatoriamente o seu comportamento. Neste modelo, a interação 

dinâmica deve incluir os elementos do martelo, a propagaçao de 

ondas ao longo da estaca e a resistência do solo associada ao mo 

vimento da estaca. 

O modelo mais simples possível, simula tanto a e! 

taca quanto o martelo, como barras uniformes cujos comportamentos 

dinâmicos sob impacto, podem ser descritos pela equação da onda 

unidimensional. Sob este aspecto, alguns autores (ISAACS, 1931, 

GLANVILLE e outros, 1938), baseados nos estudos de SAINT-VENANT, 

obtiveram soluções simplificadas atravês da superposição de ondas 

de tensão na estaca. 

Outros modelos podem ser adotados, como por exem 

plo, o proposto por SMITH (1960) (ver capitulo V), em que a esta 

ca e dividida em elementos discretos cujas propriedades elãsti 

case inerciais são representadas por molas e pesos, respectivi 

mente. 

Embora a análise por meio de elementos •discretos 

forneça uma simulação mais realista das forças de resistência do 

solo, a solução por meio da superposição de ondas de tensão em 

uma barra fornece uma melhor visualização do movimento e da prQ 



. 7 5. 

pagaçao de ondas na es:taca. Esta Ülti..ma., representando um modelo 

mais simplificado, ê a6ordada nos parâgrafos: sequintis, pois de 

uma maneira geral, as conclusões: assim o6tfdas são vâlidas tam 

bêm para o modelo mais real. 

4.3.2-Modelo Simplificado de Propagação 

4.3.2. 1 - Anâlise de Tensões 

Numa anâlise simplificada, a propagaçao de ondas 

em uma estaca durante a sua cravaçao pode ser estudada como 

sendo um caso particular do impacto entre duas barras uniformes 

de comprimentos L1 e L2 e impedâncias z, e Z2, respectivamente, 

(figura 4.3-la). 

t suposto que a estaca não estã sujeita a resis

tência lateral e se encontra inicialmente em repouso. O amorte

cimento interno do material que a compõe i desprezado. 

O impacto inicia-se com o choque de um pilão sub

metido ã uma velocidade inicial V0 • O choque gera duas ondas de 

compressao que se propagam tanto no pilão como na estaca. A força 

F de compressão associada a essas ondas se propaqa com velocida

des de partícula inversamente proporcionais as suas respectivas im 

pedãncias, (figura 4.3-lb): 

a) no pilão: 

y = 
m 

F 

Zi 



[U}ahl }i Va L I e 
Va 

ct2 
F 

F 
"·~ 

Cl1 = ~I 

}jv- ¼ ,- --i-;;:- lv1 

Vp=O 

Lz 
i! = A2 E 

2 e 

D 
o) 

ct3 

ct 3 =3L1 
2 

e) ta= 3L, 
2c 

bl t = O 

}lv = v-_f_ ,. i r 
1 

Ct4 

lv1 

ct4 = 2L1 

V=O p 

e) t = ...b.... 1 2c 

F, lvm 
• 1 

lv1 

Cl5 

d) t2 = 

V=O p 

L1 
e 

1~Vm 

l j v •• :: a v. 

ivl 
ct5 =~L, 

2 

5L, 
g)t.= --

2c 

Fig. 4.3-1- Propagação de tensões na estaca e no martelo. 



ti)_ na e.s. taca: 

V = p 

onde.: 

F 
z, 
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(4.3-2) 

F = força de impacto entre o pilão e a estaca; 

vm = velocidade de partTcula da onda devido a F, 

no pilão; 

vp = velocidade de partTcula da onda devido a F, 

na estaca; 

Z1 = impedância do pilão; 

Z2 = impe.dincia da estaca. 

-,.. medida que a força F se propaga em direção ao 

topo do pilão e i ponta da estaca, conforme a figura 4.3-lc, ela 

desacelera o pilão e acelera a estaca, levando as zonas tension! 

das ã uma certa velocidade comum V1 , dada pelas relações: 

V,= Vo - V = V 
m P 

(4.3-3a) 

ou 

F F (4.3-3b) 
z, z, 

De (4.3-3b) vem que a expressao de F e: 
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De (4.3-4), (4.3-1) e (4.3-2), vem: 

vm = V a 
z, 

z, + z, 

vp = v, z, 
z, + Z2 

vm = -12_ 
vp 

Z1 

Denotando de a= -12___ a relação entre 
Z 1 

cias, estas equações podem ser escritas como: 

vm = v, a 

1 + a 

vp = v, 
1 +a 

vm = a vp 

(4.3-4) 

(4.3-5a) 

(4.3-5b) 

(4.3-5c) 

as impedâ_!]_ 

(4.3-6a) 

(4.3-6b) 

(4.3-6c) 

Pode-se obter a velocidade comum V1 das expressoes 

(4.3-3a) e (4.3-6a): 

V 1 = y o - V o 
a 

1 + a 

donde: V 1 = Vo (4.3-7) 
1 + a 

(O < t < J:..L) 
- c 

V, ! a velocidade comum a que inicialmente estão 

submetidas as zonas tensionadas do pilão e da estaca em decorr~n 
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eia da açao das forças F tregião bachuriada da figura 4.3-lC).N~ 

te-se que nas zonas ainda não atingidas pelas ondas, as velocida 

des permanecem com seus valores inciais: Vo no pilão e zero na 
L estaca. Esta situação continua atê o instante t2 = -f quando a 

onda de compressão alcança a face superior do pilão, que então 

adquire, em toda a sua extensão, a velocidade V1 , atingindo um 

estado de compressão uniforme (4.3-ld). 

No topo do pilão, a onda de compressao e refleti 

da sob forma de onda de tração de mesma intensidade, que ao se 

superpor ã onda incidente, anula as tensões no pilão (figura 

4. 3-1 e). Como a -velocidade da onda de compressão V1 possui sent.:!_ 

do de deslocamento do topo para a base do pilão e a onda de tra 

ção, sentido oposto, a velocidade resultante na parte 

do pilão Vm, sera: 

F CI 
V m = V 1 - z;-= V o 1 +a - V o T'l'"a 

ou 

1-a V = V0 m l+a 

superior 

(4.3-8) 

Esta onda de tração se propaga atê atingir a in 

terface pilão-estaca, onde, encontrando uma descontinuidade na 

impedãncia, gera uma onda refletida e uma onda refratada. A for 

ça da onda incidente ê de mesma intensidade que F, porem e de 

tração. Neste caso, a onda refletida na interface se propaga no 

pilão so6 forma de onda de compressao e a onda transmitida ã es 
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taca ê de tração. De acordo com a teoria de propagaçao de ondas 

em barras não uniformes (item 3.2), as relações entre as forças 

das ondas refletida e refratada com a onda incidente ê: 

Ft = F. + F , r 

F F. CL - l (compressão) = T+a r , 

mas 

F. z = vZ=V,-1--, + CL 

F = V, Zi(a-1) 
r ( l + a) 2 

ou 

Ft = Vo 2aZ 2 

(l +a) 2 

onde 

F. = Força da onda incidente , 

(4.3-9a) 

(4.3-9b) 

(4.3-9c) 

(4.3-9d) 

(4.3-9e) 

Fr =Forçada onda refletida propagando-se no Pl 
lão 

Ft =Forçada onda transmitida a estaca. 

As expressoes (4.3-9a), (4.3-9b) e (4.3-9d) cor-

- -respondem, respectivamente, as expressoes (3.2-lb), (3.2-Ba) e 

(3.2-Bb), deduzidas no item 3.2. 

As velocidades de particulas dessas ondas podem 



. 81 . 

ser expressas por: 

a) no pilão: 

Vr = Ir. = Vo Z2 ( a-1 ) 
Zi Z 1 ( l +a ) 2 

ou 

vr = v, a(_a-1) (4.3-IOa) 
( l +a) 2 

b) na estaca: 

(4.3-lOb) 

sendo 

vr = velocidade de partícula da onda refletida 

vt = velocidade de partícula da onda transmitida 

ã estaca. 

Nas zonas próximas ã interface, sob a açao destas 

ondas, a velocidade V2 comum.ao conjunto pode ser expressa por: 

V2 = V + vr = v, - vt m 

donde 

V2 = V o l +a - Vo 2 a 
( l +a )2 



ou 

1-a V 2 = V o 

. 82. 

(. l +a) 2 

( 2L1<t<4L1 
c - c 

(4.3-11) 

Da mesma forma que no estãgio anterior, as zonas 

nao atingidas pelas novas ondas permanecem com suas velocidades 

anteriores: Vm no pilão e V1 na estaca, conforme a figura 4.3-19-

O processo se repete ate o final do impacto, qua~ 

do a velocidade do topo da estaca se anula. A expressão geral p~ 

ra a velocidade do topo da estaca para os diversos intervalos de 

tempo t, n=2,3,4, ... , e da forma: 
n 

1-a 

(l+a)n 

vãlida para o intervalo de tempo 2 ( n-1 )-1:...!__ < t c n < 2n 

(4.3.12) 

L 1 

c 

As tensões podem ser relacionadas com as velocid~ 

des de particula correspondentes, pela expressão (3.1-7): 

o=V_l_ 
c (3.1-7) 

Portanto, a tensão incial correspondente a veloci 

dade incial V0 e: 

E a o = V o -c (4.3.13) 
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As tensões na estaca, para diversos intervalos de 

tempo, sera o: 

para O< t < 2L, 
c 

para I!:.l < t < 4L 1 

c c 

1 - a 1 - a 
CJ 2 = CJ 1 = 2 CJ o 

1 + a ( 1 +a) 

para !i:..L < t < §.lL 
c c 

- a 

+ a 

1 - a 
CJ2 = --- 3 CJo 

( 1 + a) 

para~< t < Jll..L 
c c 

1-a 1-a 
03 = -- CJo 

l + a (1 + a)" 

e assim sucessivamente. 

4.3.2.2 - Condicões de Extremidade 

(4.3-14a) 

(4.3-14b) 

(4.3-14c) 

(4.3-14d) 

A onda de compressao gerada pelo impacto do pilão 

com a estaca propaga-se ao longo da estaca sem sofrer modifica 

çoes, se se supõe que não existe amortecimento interno nem resis 

t~ncia lateral, conforme a figura 4.3-2. 
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Quando a onda de tensão atinge a ponta da estac~ 

o gradiente de tensão se modifica e o seu comportamento depend! 

rã da natureza das condições de suporte dessa extremidade. Pof 

exemplo, se ela se comporta como uma extremidade livre, as parti 

culas da ponta da estaca estarão sujeitas a acelerações muito ma 

is elevadas porque não hâ mais material da estaca a ser deforma 

do. Assim, se a ponta da estaca estâ sobre argila muito mole,não 

hâ essencialmente resistência ã seu deslocamento e a tensão na 

ponta da estaca serâ praticamente nula. O equilibrio dinâmico so 

poderâ ser mantido se uma outra onda se propagar â partir dessa 

extremidade (ponta) sob forma de onda refletida. Numa extremida 

de livre, tal onda refletida serâ de tração e a tensão total na 

estaca nos instantes subsequentes serâ dada pela diferença entre 

as componentes de compressão (onda incidente) e de tração (onda 

refletida). 

Quando a ponta da estaca repousa em um suporte ri 

gfdo (extremidade fixa), de modo que quase nenhum deslocamento ap~ 

rece nessa ponta, nao sera possivel nenhuma aceleração de parti 

cula e o movimento de particula na onda refletida serâ no senti 

do oposto ao da onda incidente. A onda de tensão refletida tem o 

mesmo sinal que o da onda incidente e a tensão total ê dada pela 

superposição (soma) das componentes incidente e refletida. 

As figuras 4. 3a3a e 4. 3-3c i 1 ustram essas duas con 

dições de extremidade, quando a onda de tensão de compressão in 

cidente atinge a ponta da estaca. 
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Fig. 4.3-2- Propagação de ondas na estoco. 

onda refletida c 
( tração l 

v, 

\ anda incidente 
\ (compressão) 

l )~ 
V· \ 

1 

tração 

1 
1 \---l 
I 
1 
I 
1 
1 
1 
1 

compressaa 

T 
Lt 

a) Extremidade livre b) Tensões resultantes 

l 
1 

anda refletida 
(compressão) 

onda incidente 
(compressão l 

e) Extremidade fixa 

tração compressão 

\ 

\ 

1 

d) Tensões resultantes 

Fig. 4.3-3- Reflexão de ondas no ponta da estaco. 
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Na distribuição de tensão da figura 4.3-3b, e si1 

nificativo que a tensão total (liquida) e de tração ao longo do 

comprimento Lt a partir da ponta da estaca e que a maior tensão 

de tração não ocorre exatamente na ponta e sim acima dela. Isto 

ilustra como as tensões de tração são desenvolvidas em uma esta 

ca durante a sua cravação se o material através do qual ela e 

cravada oferece pouca resistência e que os danos devidos a essas 

tensões de tração (principalmente em estacas de concreto) podem 

ocorrer ã uma distância significativa da ponta. Apôs a superpos! 

ção na ponta da estaca, as ondas refletidas propagam-se ao longo 

do fuste em direção ao topo da estaca (figuras· 4.3-3a e 4.3-3c). 

Rausche, Goble e Moses (1971) apresentaram regis

tros dinâmicos das forças na estaca, plotados em função do tempo 

__h_ e do comprimento L da estaca. As medições foram realizadas no 
c 

topo e em três posições ao longo da estaca, utilizando-se acele-

rômetros (com "tape-recorder"), um oscilôgrafo e "strain-gauges". 

As relações força-tempo para as demais posições foram obtidas por 

interpolação, produzindo uma superfície de força na estaca, em 

função do comprimento e do tempo. Esse grãfico tridimensional ê 

mostrado na figura 4.3-4, para o caso em que a resistência na po~ 

ta da estaca ê reduzida. 

Pode-se observar uma força compressiva, resultan

te de uma onda de compressão, que se desloca para a ponta da es 

taca com velocidade de propagação c. Essa onda atinge a ponta 

da estaca no instante L/c apôs o impacto, gerando, então, uma onda 

de tração refletida (devido ã baixa resistência de ponta), que se 

propaga em direção ao topo da estaca. A força de tração da onda 
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F * 1 Kilopound = 0,454 tf 
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Forças em uma 
martelo no caso 
ta é pequena. ( 

e 

estaca durante um golpe do 
em que a resistência de pon 

Rausche, Goble e Meses, 1971 ). 

refletida reduz o efeito subseqüente da força de compressao devi 

do ao impacto do martelo, criando, assim, o vale de forças que ê 

ilustrado na figura. Note-se que a força no topo da estaca de

cresce apõs um intervalo de tempo, aproximadamente igual a 2L/c 

apos o impacto, ou seja, o tempo necessãrio para a onda de tensão 

se deslocar a partir do topo para a ponta e retornar ao topo da 

estaca. Esse decrêscimo de força pode fornecer uma indicação, no 

topo da estaca, do carater da resistência da ponta da estaca. 

Na figura 4.3-5 ê ilustrado um caso em que a po~ 

ta da estaca atingiu uma camada de solo resistente. Como no ca

so anterior, a onda de compressão proveniente do impacto· atinge 

a ponta da estaca no instante...!:_ apõs o impacto. Entretanto, c~ 
e 

mo desta vez a onda refletida ê de compressão, ã medida que ela 

se propaga em direção ao topo, provoca acrêscimos de tensões com 

pressivas ao longo da estaca. 
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Fig. 4.3- 5- Forças em uma estaca durante um golpe do 
martelo no caso de resistencia de ponta ,eleva 

da. ( Rausche, Goble e Meses, 1971 ). 

4.3.2.3 - Anãl i se da Força de Cravação 

Para que uma estaca possa ser cravada, e necessa

rio que ela, de uma maneira qualquer, seja submetida ã uma força 

que exceda a resistencia Ültima do terreno. A penetração da es 

taca pode ser provocada por um pulso de .força gerado na estaca 

por um golpe do martelo de cravação. A estaca sõ penetrarã no 

solo se a força de cravação F exceder um certo valor limite Flim' 

e a sua penetração serã determinada pelo excesso de força (F-Flinl 

em combinação com o tempo durante o qual ele atua. 

No caso de uma estaca ideal, sem amortecimento in 

terno ou atrito lateral, a força de cravação F se propaga ao lon 

go da estaca sem se modificar, ate atingir a ponta da estaca no 

instante~- Se o deslocamento elãstico da ponta da estaca for 
c 

desprezado e a resistencia de pon~a suposta constante, durante a 

penetração da estaca, esta pode ser calculada por: 
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(4.3-15) 

onde vp e a velocidade de part1cula da ponta da estaca no instan 

L te t, t, = -- e lt2 - t 1 ) o intervalo de tempo durante o qual o c 

a ponta da estaca penetra no solo. 

A velocidade de part1cula da ponta da estaca ê da 

da pela diferença entre as velocidades de part1cula das ondas in 

ci dente e refleti da: 

V. - V 
l r (4.3-16) 

Supondo que a ponta da estaca so se move apos a 

intensidade da força de onda resultante da superposição das on 

das incidente e refletida exceder a resistência da ponta da esta 

ca FP, tem-se que: 

mas, 

e 

donde, das equaçoes 4.3-16 e 4.3-17, vem: 

2F
1
. - F 

p 
z 

(4.3-17) 

(4.3-18) 
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Portanto, a penetração da ponta da estaca pode ser 

expressa em função das equações (4.J-151 e (4.J-18), da forma: 

2F - FP 
d t ( 4. 3- 19) 

z 

onde F e a força de impacto, suposta transmitida integralmente! 

tê a ponta da estaca; FP e a resistência do solo na ponta da es

taca e Z a impedância da estaca. 

De acordo com as equaçoes (4.3-18) e (4.3-19), p~ 
Fp de-se observar que se F < - 2- tanto a velocidade comd a pene-

tração da ponta da estaca são negativas ou nulas. Portanto, a for 

ça limite para que a estaca penetre no solo ê igual ã metade da 

resistência do solo na ponta da estaca. Isto pode ser evidenci! 

do quando se analisa um diaqrama de impacto (figura 4.3-6). (A 

força de impacto F e a resistência do solo FP são funções do tem 

po e podem, portanto, ser representadas em um diagrama de impac

to. A força de impacto e a força que ê transmitida ã estaca pe

lo golpe do martelo. O diagrama de impacto mostra como essa for 

ça de impacto varia com o tempo). 

De acordo com o diagrama de impacto da fig. 4.3-6 

e a fÕrmula 4.3-19, a penetração da estaca 

o intervalo de tempo (t 2 - t 1 ), quando F > 

ocorre apenas durante 

1 - 2- FP. Segue-se, po~ 

tanto, que quanto maior a duração desse intervalo de tempo e qua~ 
FP . to maior a diferença (F - 2 ), mais a estaca penetra no solo. A 

area sombreada do diaqrama fornece, portanto, uma indicação da p~ 

netração da estaca, enquanto que a ãrea hachuriada representa so 

mente o deslocamento elãstico e a compactação (indesejãvel) do 

solo. Note-se oue a penetração ocorre durante somente uma fração 
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Fig. 4.3 -6- Diagrama de impacto para um martelo de 
queda livre. 

Fig. 4. 3-7- Diagrama de tensões no impacto. 

F 

F 
I 1 

1 
2 Fp 

',, \ t 
t, t2 

Fig. 4.3-8- Diagrama de impacto ideal. 
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da duração total do impacto. 

l.. primeira vista, pode parecer muito simples au

mentar a velocidade de penetração de uma estaca durante a sua era 

vaçao, aumentando-se somente a intensidade da força de impacto. 

Entretanto, a força que pode ser exercida na estaca e limitada p~ 

la mãxima tensão admissTvel do material da estaca, a. Se 'essa 

tensão o ê excedida {figura 4.3-7), podem ocorrer danos na cabe 

ça da estaca ou fissuras no fuste. 

Um diagrama de impacto ideal seria aquele em que 

a força de cravação F excedesse a resistência do solo por mais 

tempo possTvel e não excedesse a força admi ssTvel f do material da 

estaca {figura 4.3.8). 

Os diagramas de impacto produzidos pelos martelos 

convencionais (queda livre, vapor e diesel) mostram, todos eles, 

um pico de força pronunciado, que ocorre somente durante um cur 

to intervalo de tempo apõs o inicio do impacto, e que ê imediat~ 

mente seguido por um rãpido decrêscimo na força {figuras 4.3-7 e 

4. 3-8). 

As resistências que o solo exerce sobre a estaca, 

produzem ondas que se dirigem para o seu topo, e que, ao atingi

lo, penetram no martelo. A força de impacto e influenciada por 

essas ondas e, assim, pelo solo. Portanto, o diagrama de impacto 

de um certo martelo não e determinado apenas pelo martelo, como 

muitas vezes se supõe. 



. 9 3 . 

4.3.3 - Modelo Mais Real de Propagação 

A teoria de cravaçao de estacas, como exposta atê 

aqui, foi a mais simples possivel. Entretanto, a fim de ser Pº! 

sivel a sua utilização na prâtica, deve-se considerar o amorteci 

mento interno e a resistência lateral. 

Todos os materiais apresentam amortecimento. ~lg~ 

mas vezes minimo, como no caso do aço (desde que as tensões não 

excedam a tensão de escoamento), outras vezes mais, como nos ca 

sos do concreto e da madeira. Apesar disso, quando se analisa o 

processo de cravação de estacas, de um modo .geral, nao ê necessã 

rio levar em conta o amortecimento, devido ã curta duração do im 

pacto (50 milisegundos ê um tempo comparativamente longo). Na ana 

lise, o amortecimento resulta em um fator da forma i-
st . Sete 

s são extremamente pequenos, como no caso de cravação de estacas, 
-St . 

t aproxima-se de um valor prõximo ã unidade e, então, esses 

fatores podem ser omitidos. (O amortecimento interno da estaca 

parece ter algum efeito significativo para estacas muito longas, 

cravadas em terreno muito resistente. Ver item 6.3-2). 

A resistência lateral, ao contrãrio, dificilmente 

pode ser desprezada. Para efeito de anâlise, considerou-se are 

sistência lateral constituida apenas pelo atrito lateral. 

Durante a cravaçao, o pulso de força se propaga~ 

traves da estaca com uma velocidade de propagação constante, na 

parte livre (acima do terreno), sem diminuir a sua amplitude. A 

medida que o pulso de força se propaga na parte enterrada da es-
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taca, a sua amplitude se reduz (devido ã absorção da energia pelo 

solo), ao mesmo tempo em que ele provoca a penetração da estaca. 

A figura (4.3-9) ilustra esse fato. 

A absorção de energia pelo solo ocorre, principa~ 

mente, devido as resisténcias que o solo oferece ã penetração da 

estaca, conforme ilustra a figura 4.3-9d. Conseqüentemente, a 

teoria da propagação da onda deve ser estendida para levar em con 

ta, também, o atrito lateral. 

Se uma força de atrito lateral Ré aplicada em a~ 

guma seçao transversal intermediãria ao longo do fuste da estaca, 

uma onda de tensão de tração e uma de compressão serao induzidas 

nas faces opostas da seção, provocando, então, a propagaçao de 

duas ondas de tensão em senti dos opostos, a partir dessa seção. 

Numa estaca de seção transversal uniforme, essas duas ondas te 

rao a mesma intensidade de tensão, porém, sinais opostos. Essas 

ondas geradqs pela resisténcia podem ser superpostas ã onda decor 

rente do impacto. 

Na realidade, o atrito lateral normalmente e dis 

tribuído ao longo de todo o comprimento enterrado da estaca. Pa 

ra efeito de anãlise, pode-se supor que o atrito lateral atua ap~ 

nas em pontos discretos ao longo do fuste, de modo que o atrito 

lateral, a um certo nível, e equivalente ao atrito lateral distri 

buido sobre uma pequena ãrea adjacente (figura 4.3-10). Assim, 

se esses ''pontos de aplicação de atrito'' estão distanciados de a, 

o atrito concentrado deve ser igual ao atrito distribuído sobre 

a distãncia -}a acima e -}a abaixo do ponto de açao do atrito. 

As partes do fuste com comprimentos iguais a a, situadas entre os 



r--, 
I 1 

L __ J l impacto 

a) 

Fig. 4.3-9- a) 

e) 

de 

r--, 
1 1 

-, 
1 1 

' ' > ,, , 

f(o) l 
1/ 

f(z) 

dFi 

F(zl- dF 

negaI 
b) 

e) 

Pulso gerado; b) Propagação 

Nega da ponta da estaca I d) 
energia pelo solo. 

d) 

do pulso; 

Absorção 

z=O 
1/ 

z 

+ dz 
..t.. 



. 9 6. 

pontos de açao do atrito, podem ser consideradas como partes de 

uma barra não sujeita a atrito lateral, e, conseq~entemente, to 

das as fÕrmulas deduzidas e analisadas para o caso sem atrito ain 

da sao vãlidas. A anãlise pode, então, ser extendida para levar 

em conta o efeito de uma resistência de atrito concentrada R. Pa 

ra simplificar, pode-se supor que essa resistência seja consta!! 

te e dependa apenas do sentido do movimento da estaca, conforme 

ilustra a figura 4.3-lla. 

As ondas que chegam a um certo nível de açao do 

atrito devem estar em equilíbrio com essa resistência. As inten 

si dades das forças de onda dessas ondas que chegam ã interface, 

são supostas conhecidas e iguais a F . e F . (figura 4.3-12): 
1 l 2 l 

F . + F = R + F . + F 
11 1r 21 2r 

(4.3-20) 

A resistência R e suposta conhecida e as forças 

das ondas que se propagam a partir do ponto de aplicação dessa re 

sistência sao F e F 
1 r 2 r 

A velocidade da partícula na seçao sera unica e 

pode ser calculada a partir de F . e F 
1 1 2 r 

F - F F - F 
1 i 1 r = 2 r i<f..' 2 i 

V = (4.3-21) 
z z 

Sendo Z a impedância da estaca, donde: 

F + F = F . + F . 
1r 2r 11 21 

(4.3-22) 
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A solução dessas equaçoes leva a: 

F 1r = F 
2 i 

+ _l_R 
2 (4.3-23) 

F = F - _l R (4.3-24) 2r 1 l 2 

e 

V = 
F.-f.--

2
1 R 

J 1 2 1 (4.3-25) 
z 

A anilise mostra que cada vez que um ponto de apl! 

caçao da resistência de atrito ê encontrado, a onda que se diri

ge da cabeça para a oonta da estaca, ê reduzida pela metade da 

força de atrito (+R) e, simultaneamente, a onda que se propaga 

da ponta para o topo da estaca, e acrescida de uma força igual a 

metade da força de atrito resistente. Isso se aplica a velocida 

des da estaca positivas (do topo para a ponta). No caso de velo 

cidades negativas, o sinal de R deve ser modificado. 

Deve-se ressaltar que, quando se faz uma outras~ 

posição para a maneira pela qual a forca de atrito lateral R de

pende de v, os mesmos resultados são obtidos de maneira aniloga. 

Em anilises dinâmicas, comumente supoe-se oue o atrito lateral 

varia linearmente com a velocidade, tomando-se como fator de pr~ 

porcionalidade o coeficiente de amortecimento J. 

Assim, para R variando conforme o grifico da fig~ 

ra ~,.3-llb, tem-se: 
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R = R0 (1 + Jv) (4.3-26) 

ou, de acordo com as equaçoes (4.3-25) e (4.3-26). 

R = R0 

Z + J(F . - F .) 
l l 2 l (4.3-27) 

Z + -
2
-JR 0 

Observe-se que se a estaca, em um certo instante, 

estã em repouso (v = O), (como,por exemplo, antes do reinício da 

cravação) o atrito lateral pode ter qualquer valor entre R0 e 

(-R 0 ), dependendo de F . e F . (ver figura 4.3-11). 
1 l 2 l 

A anãlise mostra, portanto, que mesmo nos casos em 

que a resistência por atrito lateral atua, a equaçao da onda p~ 

de ser utilizada, partindo-se do caso mais simples em que o atri 

to nao ê considerado. 
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APLICAÇI\O DA EQUAÇl\0 DA ONDA UTILIZANDO O 

METODO NUMERICO PROPOSTO POR SMITH 

5.1 - Modelo Proposto por SMITH 

5.1. l - Apresentação 

Pode-se definir um modelo como sendo um meio 

{fisico ou matemãttco) de descrever o comportamento de um siste

ma ou material, sob determinadas condições de carregamento. Sob 

este contexto, o sistema martelo-estaca-solo pode ser idealizado 

através de um modelo constituido basicamente por: 

l . Um pilão ( ram) 

2. Um cepo (capblock) 

3. Um capacete (pile cap) 

4. Um coxim (cushion) 

5. Uma estaca 

6. O solo 

Smith (1960) propos um modelo onde tal sis

tema e discretizado sob fonna de pesos e molas apropria dos, confor 

me ilustra a figura 5. 1-1. 

As massas distribuidas do martelo, dos ace~ 

sõrios de cravaçao e da estaca são divididas em uma serie de ele 

mentos consti tuidos de pesos concentrados w, a WP, conectados por 
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constantes elãsticas k 2 a k(p-l)" A resistên

R) ê representada por uma sêrie de molas elas p 

to-plãsticas ligadas em sêrie a blocos de atrito e associadas em 

paralelo a amortecedores. Obviamente, a resistência do solo atua 

apenas nos elementos de estaca em contato com o solo (W 4 a WP). 

O modelo permite modificações que podem ser 

facilmente ,introduzidas para levar em conta as particularidades 

de cada caso especifico, como por exemplo, a nao exi stên

ci a do coxim ou da resistência do solo por atrito lateral, consi 

derada desprezivel. 

5.1. 2 - Jus titica tiva 

No modelo, as caracteristicas dos pesos e 

das molas sao simuladas de maneira a representar o mais realisti 

camente possivel, as propriedades fisicas de cada componente do 

sistema martelo-estaca-solo. 

Como normalme.nte o pi lãa do martelo e o ca 

pacete sao objetos curtos, pesados e r1gidos, eles podem, para~ 

feito de anãlise, ser simulados por pesos individuais sem elasti 

cidade. Na figura 5. 1-1, o pi 1 ão e o capacete são representados, 

respectivamente, pelos pesos W, e W,. 

O cepo e o coxim sao constituidos por mate 

riais elãsticos, possuem dimensões e pesos despreziveis em rela 

çao aos do pilão e da estaca, podendo, portanto, ser simulados 

por molas sem peso. Na figura 5.1-1, o cepo e representado pela 

mola k 2 enquanto que o coxim ê levado em conta na mola k 3 • Essas 
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molas sõ transmitem esforços de compressao pois o cepo e o coxim 

não possuem ligações rigidas nem com o martelo e nem com o capacete. 

t evidente que o pilão, o capacete, o cepo 

ou o coxim, dependendo das suas caracteristi cas, podem ser simu 

lados de maneira diferente. Por exemplo, embora na figura 5.1-1 

o pilão tenha sido considerado como um elemento rigido, se o seu 

comprimento for relativamente longo, ele pode ser subdividido em 

uma serie de elementos constituidos de pesos e molas. 

A estaca e um elemento estrutural longo, e~ 

bel to, pesado, porem relativamente compressivel devido ao seu com 

primento. Portanto, para efeito de anãlise, a estaca tambem pode 

ser dividi da em uma serie de segmentos ou elementos. O peso de 

cada segmento e representado por um peso i ndi vi dual (W, a WP) e 

a elasticidade de cada segmento ê representada por uma mola indl 

vi dual {k 3 a k(p-l) na figura 5.1-1). Se .. a estaca tiver seçao 

transversal constante e for constitu'ída de um unico material, os 

pesos e as molas que a representam são iguais entre si. Entretan 

to, se a estaca possuir seção transversal variãvel ou for compo~ 

ta, esses pesos e molas deverão ser diferentes entre s'í, de for

ma a representar da melhor maneira possivel, a distribuição real 

de peso e elasticidade ao longo do comprimento da estaca. 

Note-se que o peso do elemento e concentra

do na sua parte inferior para levar em conta a compressão da es

taca, pois a anãlise e feita do topo para a ponta. 

Portanto, na figura 5.1-1, a mola k 3 repre

senta, tanto a elasticidade do coxim, como a do primeiro elemen 

to da estaca. 
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O modelo descrito permite representar a pr~ 

pagaçao de ondas que ocorre no sistema martelo-estaca-solo, duran 

te a cravaçao da estaca. Para esclarecer a ação da -cinda de impa.s:_ 

to no modelo, SMITH (1960) apresentou uma analogia empregando o~ 

das maritimas. Apesar destas 5erem transversais e aquela, essen

cialmente longitudinal, os principias envolvidos são os mesmos. 

Por exemplo, se uma tira longa e flexivel ê 

colocada flutuando na superficie de uma massa dê ãgua na qual uma 

onda moderadamente longa se propaga, ela se ajustarã perfeitame~ 

te ã açao de onda, conforme a figura 5. 1-2.a 
longa e flexi'vel 

Figura 5.1-2.a 

Para propõsitos de anãlise matemãtica, essa 

tira elãstica pode ser representada por uma serie de pequenas 

bÕias r1gidas ligadas entres, por fios flex1veis, como na figu

ra 5.1-2.b. Embora seja uma aproximação, os erros podem ser con

siderados desprez1veis se essas bÕias flutuarem sobre a onda qu~ 

se exatamente como a tira original. 
~Bóias rígidos 

Fios 

Figura 5.1-2.b 

Entretanto, se o comprimento dessas bÕias 

for da ordem do comprimento da onda, elas não mais se ajustarão 
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ã forma da onda. Se o seu comprimento for aumentado, a semelhan-

ça com a forma real da onda desaparecerã completamente 

5.1-2.c). 

Boios Longas 

Figuro 5.1- 2. e 

(figura 

Pode-se concluir, então, que a estaca deve 

ser dividida em elementos de comprimento consideravelmente meno

res que os da onda de impacto. Smith recomendou que o comprimen

to desses elementos poderia ser da ordem de 1,5 a 3,0 metros pois 

a onda de impacto possui um comprimerito de onda longo, em decor

rência da sua velocidade de propagação e da duração do impacto. 

Na anãlise do comportamento estãtico de uma 

estaca, e comum considerar a resistência do solo atuando na pon

ta e ao longo da sua superficie lateral. No modelo, tal conceito 

de resistência do solo ê simulado atravês de forças concentradas 

nos elementos de estaca em contato com o solo. 

Entretanto, como a cravaçao de uma estaca ê 

um fenômeno dinãmico, a resistência que o solo oferece ã penetr~ 

ção da estaca ê tambêm dependente da sua velocidade de penetra

ção. t para levar em conta tanto esta parcela dinãmica como a es 

tãtica, que no modelo a resistência do solo ê simulada por meio 

de molas, blocos de atrito e amortecedores, associados de manei

ra semelbante ao do modelo reolÕgico idealizado por KELVIN. 

A mola elasto-plãstica (mola elãstica + blo 
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co de atrito), que simula a componente estãtica da resistência 

do solo, possui, de acordo com CHELLIS, um comportamento força x 

deslocamento bi-linear (elasto-plãstico) que depende de um certo 

deslocamento elãstico limite (denominado QUAKE) e da resistência 

estãtica ultima do solo. Esta ê distribuída entre os elementos 

de estaca, sendo a ''constante de mola" do solo, então, calculada 

pela relação entre a resistência estãtica ultima e o quake. 

A componente dinãmica da resistência e su

posta visco-elãstica e portanto calculada como o produto de um 

fator de amortecimento J (simulado pelo amortecedor) pelos valo

res instantãneos da velocidade e da resistência estãtica. 

Note-se que a ponta da estaca so atingirã 

uma penetração plãstica apõs todas as resistências ultimas das 

molas de solo dos elementos de estaca forem atingidas. 

Embora esta interação estaca - solo, adotada 

no modelo seja relativamente simples, ela pode ser justificada 

pela simples razão de que realmente pouco se sabe, atê agora, a

cerca da natureza e do comportamento da resistência do solo du

rante a cravaçao de uma estaca. (No capitulo VII são apresenta

dos e discutidos modelos e algorítmos mais sofisticados). 

As características e o comportamento de ca

da componente do modelo assim bem como dos parâmetros envolvidos 

serão discutidos posteriormente com mais detalhes (ver item 5.2). 
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5.1.3 - Esquema de Cãlculo 

Um algoritimo ou esquema de cãlculo pode ser defi 

nido como uma seqüência de operações matemãticas idealizada para 

manipular o modelo na solução de um determinado problema. 

O esquema de cãlculo empregado consiste em uma apr~ 

ximação por diferenças finitas em um espaço unidimensional, atra 

vês de uma integração explicita em relação ao tempo. (Um esquema 

de cãlculo ê dito explicito quando todas as quantidades, num de

terminado intervalo de tempo (n + l)llt, sõ dependem dos valores 

que elas assumiram no intervalo de tempo anterior, nllt). Assim, 

os deslocamentos, as forças e as velocidades de cada 

do sistema são descritos por uma serie de equações 

componente 

que podem 

ser obtidas a partir de uma aplicação intuitiva do balanço de ener 

gia ao sistema. Essas equações podem ser conjugadas de modo a se 

obter uma unica equaçao, que e numericamente equivalente a equa

ção da onda, escrita sob forma de diferenças finitas. 

O esquema de cãlculo ê iterativo e a anãlise ê fei 

ta supondo que toda a carga (um golpe do martelo) e aplicada de 

uma so vez e que a estaca inicialmente encontra-se em repouso. O 

tempo, durante o qual a ação de onda ocorre, ê dividido em pequenos 

intervalos e as iterações são realizadas de forma a satisfazer ãs 

relações força x deslocamento em cada elemento do sistema. A res 

posta de cada elemento ê, então, calculada separadamente em cada 

intervalo de tempo. 

Smith comparou o processo ã elaboração dos quadros 

de um filme em desenho animado. Como o filme ê projetado a uma 
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velocidade de 24 quadros por segundo, para que o movimento de um 

objeto pareça real, o seu movimento em um quadro deve diferir do 

movimento no quadro precedente de 1/24 segundos. Se o movimento 

e uniforme, os deslocamentos em quadros sucessivos devem ser uni 

formes; se e uniformemente acelerado (por exemplo, queda livre), 

os deslocamentos devem diferir de quantidades crescentes. 

s em e l h ante : 

Portanto, em um desenho animado: 

- O tempo e dividido em intervalos de 1/24 segun

dos. 

- Em um unico quadro nao e mostrado nenhum movimen 

to. 

- O movimento e conseguido fazendo-se cada quadro 

sucessivo diferir do precedente somente o nece~ 

sãrio para representar as mudanças ocorridas du 

rante um intervalo de tempo. 

O processo de é:ãl culo da açao de onda e bastante 

- O tempo e dividido em pequenos intervalos. 

- t' suposto que todas as velocidades, forças e de~ 

locamentos mantenham valores fixos durante qual 

quer intervalo de tempo particular. 

- As velocidades, forças e deslocamentos para cada 
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intervalo de tempo sao computadas de forma a dl 
ferirem das existentes no intervalo de tempo pr~ 

cedente somente o necessãrio para representar as 

mudanças ocorri das durante um intervalo de tem 

po. 

5.1.4 - Resolução da Equação da Onda 

A resolução da equaçao da onda, atraves da 

aplicação do esquema numeri co proposto por SMITH, e feita anal i 

sando-se o comportamento de cada elemento do modelo em cada inter 

valo de tempo. Esta anãlise, que e realizada a partir do marte 

lo, e repeti da tantas vezes quantas necessãri as, ate que toda a 

estaca deixe de penetrar no solo. 

A anãl i se i ni ci a-se com o impacto entre o 

pilão do martelo e o cepo, que se encontra posicionado sobre o 

capacete de cravação, conforme a figura 5.l-3a. E suposto que to 

dos os elementos do sistema estão inicialmente em repouso, com ex 

ceçãó do pilão, que possui uma velocidade inicial (Na anãll 

se que se segue, cada variãvel e caracterizada por um superscrl 

to t que representa o instante t 11t e por um subscrito m que iden 

tifica o elemento de peso W ). 
m 

No inicio do primeiro intervalo de tempo 

(t =l), o pilão (W 2 ), com uma velocidade igual a choca-se com 

a mola K2 , que simula o cepo. No final deste intervalo de tempo, 

o deslocamento sofrido pelo pilão e dado por: 

D 1 = V 1 '11 t 2 2 
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Este deslocamento, que e igual ã compressao 

CJ na mola K2 , provoca uma força no cepo, calculada por: 

Esta e a força resultante que atua no pi 1 ão 

e no capacete (W 3 ), acelerando-os respectivamente para cima e p~ 

ra baixo (figura 5. l-3b}, de acordo com as seguintes expressões: 

al = n g 
w;-

a l = FJ _g_ 
Wa 

Em decorrencia dessas acelerações, tanto o 

pilão como o capacete, adquirem novas velocidades, dadas por: 

vJ=a}t,t 

v 1 =a 1 t,t 3 3 

Os deslocamentos provocados por estas no

vas velocidades sao computados no intervalo de tempo seguinte. O 

estado geral do sistema no final do primeiro intervalo de tempo 

acha-se ilustrado na figura 5.l-3b. 
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D~ o• 
fa~ 2 

w. fa~ pilão ,v: 
jv~ ~ lv: 

r.' t 
~ cepo K2 

F{} 
lo~ la~ la: capacete W3 

I v~ at lv! 
coxim + K3 ~·1 
i!! segmento 

de estaca la! 
w4 

a) t = O b) t= 1 e) t = 2 

fig. 5.1-3- Ilustração do inicio da análise, com as primeiras 

iterações. 

Assim, no final do segundo intervalo de tem 

po (t = 2), os deslocamentos (totais) do pilão e do capacete sao 

respectivamente: 

D~= Dl + vltit = vJtit 

Note-se que, durante o segundo intervalo de 

tempo, o pilão se desloca de vl tit e o capacete de vl tit, perma

necendo os demais elementos em repouso, conforme ilustra a fig.5. l-3c. 
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As compressoes, entre o pilão e o capacete 

e entre o capacete e o primeiro segmento de estaca, sao respecti 

vamente: 

c2 = o2 - o2 = o2, 3 3 4 

As forças de compressao correspondentes sao: 

F~ representa, portanto, a intensidade da 

força que e aplicada ao topo da estaca no final do segundo inter 

valo de tempo. 

As forças {de aceleração) resultantes que 

atuam, respectivamente, no pilão, no capacete e no primeiro se_ll. 

menta de estaca, obtidas através do equilíbrio de forças em cada 

elemento, são: 

F2 = -F2 
a2 2 

F2 = n - F~ a, 

onde R~ representa a resistencia do solo que atua no primeiro se_ll. 
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mento de estaca (W,). As acelerações correspondentes sao calcu

ladas dividindo-se a força resultante que atua em cada elemento, 

pela sua respectiva massa: 

a = F g 
m am Wm 

onde m = elemento generico. 

As novas velocidades sao calculadas por: 

v2 = V 1 + Fa _g_,.,t 2 2 W2 2 

v2 = V l + F _g_ ,.,t 
3 3 a 3 W3 

v2 = F2 _g_ t,t 
4 

ª' W, 

Estas novas velocidades provocam novos des 

locamentos nos elementos, que são calculados no intervalo de tem 

po seguinte. 

Nos intervalos de tempo subseqüentes, os cãl 

culos progridem de maneira anãloga ã descrita, atingindo os de

mai~ elementos do sistema. 

Na estaca, o deslocamento instantâneo Dt de 
m 

um elemento m qualquer e calculada somando-se ao deslocamento o 

corrido no intervalo de tempo anterior □ t-l, o produto da sua ve .. . . m 

locidade vt-l pelo intervalo de tempo t,t. Ou seja: dada as cor. 
m 

dições iniciais □ t-l e vt-l (tempo= (t-l)t,t), o deslocamento Dt 
m m m 

(tempo= t t, t) e cal cu lado pela equação: 
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Dt = Dt-l + vt-l, •t (5 l 4 1) m m m Ll • • -

Em um determinado instante t6t, os deslo 

camentos de dois elementos adjacentes (W e W 1) provocam uma m m+ 
compressao Ct na mola k existente entre eles (ver fig. 5.l-4b), 

m m 

dada por: 

(5.1.4-2) 

Essa compressao resulta em uma força el ãs 

tica na mola k : 
m 

ou 

(5.l.4-3a) 

(5. l .4-3b) 

ticas 

força 

que 

Ft 
am 

A resistência do solo e as duas forças elã~ 

atuam no elemento W (figura 5.l-4c), resultam em uma 
m 

que acelera ou desacelera o elemento: 

(5.1.4-4) 

onde Rt ê a resistência do solo, suposta dependente dos desloca 
m 

tos Dt e serã discutida posteriormente no item 5.2-4. 
m 

- t A força de aceleraçao F provoca uma nova am 
velocidade no elemento m que ê calculada pela equação convencio-

nal da velocidade: 



Elemento 
posição em 

t - IH 

pos,çoo no final --~-- fº',;' . , , º' I do mstonle _'/-- ___ J m 

posição em 
, + nt o' T m,1L 

a) 

b) 

Elemento 
m 

' ' L-- - _., 

i 
r-- ~---, 
1 ' 

Elemento 
m + l 

t • 41 

-, 
- ' - t.t 

t 

F..-1 
tFam 
1 

Wm 1 

Fm 

Wm• 1 

e) 

Fig. 5.1- 4- Deslocamentos e forças no elemento m. 

,. 2 1-1 t 

Wm-1 m-1 

m 

Oeslocomento 

Fig. 5.1-5- Malha de diferenças finitas. 

Rm 

Tempa 



ou: 

. l l 7 • 

V t-1 + 
m 

g • ti t (5.1.4-5) 

Esta nova velocidade provoca, por sua vez, 

um novo deslocamento Dt+l no intervalo de tempo seguinte e o ci m . 

elo se repete para cada elemento, em cada intervalo. de tempo, ate 

que todas as velocidades se anulem ou mudem de sentido. 

A equaçao geral de deslocamento do elemen 

tom, no intante t, pode ser obtida multiplicando-se a equaçao 

da velocidade por T = tit: 

t-1 t-2 
Ft-1 

V T = vm T + -ª.!TI_ g T2 
m w (5.l.4-5a) 

m 

t-1 Dt t-1 mas: v T = Dm m m (5.l.4-5b) 

e por analogia, 

t-2 
V T 

m (5.l.4-5c) 

Portanto, a equaçao de deslocamento ficari: 

Dt -m 

ou Dt = m 

onde: 

0 t-l = ( D t-1 - D t-2) + m m ·m 

F t-1 
+ -ª.!TI_ g • T, = V t T 

wm 

2D t-1 t-2 - D m m 

= IK ( D t-1 ) L' m-1 m-1 

m 

Ft-1 
+-ª.!TI_ 

wm 
g • T2 

-K(Dt-1_ 
m m 

(5.1.4-6) 

(5.1.4-7) 
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Pode-se provar que a equaçao 5.1.4-6 e equ~ 

valente ã equaçao da onda unidimensional, expressa sob forma de 

diferenças finitas: 

Adotando a notação utilizada na anãlise do 

modelo, a equaçao da onda pode ser escrita da forma: 

Ri= O 
w 

(5.1.4-8) 

a2 D O termo at2 (aceleração) pode ser expresso 

sob forma de diferenças finitas (ver Forehand e Reese (1964) ou 

Bowles (1968)): 

onde: 

(5.1.4-9) 

ot = deslocamento do elemento m no instan 
m 

te t. 

D 
t-1 
m =deslocamento do elemento m no i nstan 

te (t -llt). 

t-2 =deslocamento do elemento m insta n D no m 
te (t -2llt). 

l\t = intervalo de tempo de anãlise. 

A figura 5.1-5 ilustra a malha de diferen 

ças finitas correspondente. 
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Note-se que a formulação ê uma anãl ise re 

troativa, (i.e., utiliza-se dos valores dos deslocamentos ocorri 

dos nos intervalos de tempo precedentes), pois no exato instante 

! de anãlise, não se conhecem os valores dos deslocamentos nos in 

tervalos de tempo subseqüentes t + n6t. 

A equaçao 5. l .4-9 pode ser escrita da for 

ma: 

(5.1.4-10) 

Aplicando a segunda lei de NEWTON, vem: 

(5.1.4-11) 

Portanto, combinando as equaçoes 5.1.4-10 e 

5 . l . 4- l l , vem : 

Dt 2D t-1 t-2 rJL(6t) 2 - + D = m m. m w (5.1.4.12) 

Dt 2Dt-l t-2 +fg(6t)2 ou: = - Dm m m (5.1.4-13) 

Como se observa, a equaçao 5.1.4-13 ê idên 

tica a equaçao 5.1.4-6, deduzida atravês da anãl ise do modelo. 

Assim, embora a equaçao da onda nao apar~ 

ça explicitamente entre as equaçoes bãsicas de SMITH, estas são 

combinadas para formar uma equação equivalente ã equação da onda 

(diferenças finitas), onde se inclui a resistência do solo. 
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Resta observar que e possível adotar um e~ 

quema de cãlculo alternativo, ligeiramente diferente do proposto 

por SMITH, baseado na aplicação convencional do metodo das dife 

renças finitas. Neste caso, o operador diferencial e obtido com 

binando-se as equações 5.1.4-6 e 5.1.4-7: 

_ 0t-2 + g•T 2 rK (Dt-1 _ 
m · W L m-1 m-1 m 

t- lJ - R 
m 

(5.1.4-14) 

Aplicando-se este operador a cada elemento 

do sistema (martelo, capacete, segmentos de estaca), obtem-se, ã 

cada intervalo de tempo, os valores dos deslocamentos dos elemen 

tos. Esta formulação, semelhante ã proposta por Soderberg (1962), 

e mais simples e limitada que o esquema de Smith. Entretanto, de 

vido ã sua facilidade de cãlculo, e facilmente programãvel nas cal 

culadoras portãteis existentes no mercado. 

No quadro 5.1-1 e apresentado um resumo das 

equaçoes bãsicas empregadas no metodo de SMITH, expressas atraves 

de vãrias notações diferentes. 



Equação da Onda: c 2 32
u ax2 

Equações bãsicas de SMITH (1960): 

SMITH MECÂNICA COMPUTACIONAL INDEXADA OBSERVAÇÕES 

D = d + V Íl t e = e, + V o Íl t D(M,T) = D ( M , T - l ) + V ( M, T - l ) *DT Dt=Dt-1 +vt-lllt Deslocamentos 
m m m m m m 

cm = Dm - Dm+ l c = e' - e2 C(M,T) = D(M,T) - D(M+l ,T) C t = D t - Dt Compressões 
m m m+ l 

Fm = K m cm F = Kx F(M,T) = K(M) *C(M,T) F t = K ct Forças 
m m m 

Z =F -F -R F = F - F - R Z(M,T) = F(M-1,T) - F(M,T) -R(M) Ft =Ft -Ft-R Resultantes 
m m-1 m m ac m-1 m m am m-1 m m 

vm =v +Z _J!_Llt V = V o + a Llt V(M,T) = V(M,T-1) + Z(M,T)*DT*G/W(M) V t = V t-1 + F t --2._ Llt Velocidades 
m m Wm e m m am W m 

Diferenças Finitas: 

Dt = 2Dt-l t-2 g Llt
2 

[(Dt-1 _ Dt-1 )K 
m m - Dm + W m-1 m m-1 

m 

Quadro 5.1-1 - Resumo das Equações 
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5.2 - Anãlise dos Parâmetros Envolvidos 

5 . 2 . l - Ma: r te 1 o de. era v ação 

Um martelo de cravaçao pode ser con~iderado como 

uma fonte de energia utilizada para gerar um pulso de força na es 

taca capa.z de vencer a res is tê.nc ia do s o 1 o, provocando então, a 

penetração da estaca. 

O principio bâsico de funcionamento da maioria dos 

martelos de cravaçao e o mesmo, e consiste em elevar um peso (o 

pilão) atê uma certa altura e, em seguida, forçã-lo (pode ser por 

queda livre) a um movimento descendente. Desta maneirai·ele tran! 

mite uma certa quantidade de energia ã estaca. As diferenças pri.!! 

cipais entre os diversos tipos de martelo existentes (queda li 

vre, diesel, a vapor, a ar comprimido etc.) residem nos sistemas 

utilizados para elevar o pilão. 

A energia total disponivel de um martelCl nao e 

transmitida integralmente ã estaca, pois parte dela ê consumida 

durante a operação de cravação, atravês de fenômenos, tais como 

o atrito entre o pilão e o cilindro, a prê-admissão de vapor ou 

ar, a prê-ignição do Õleo diesel etc. Alem disso, durante a tran! 

missão da energia para a estaca, ocorrem perdas decorrentes do 

comportamento não elãstico dos acessõrios de cravação (cepo, ca 

pacete, coxim) e dos contatos entre os elementos. 

Supondo, para efeito de anãlise, que nao haja pe.!:_ 

das de energia do martelo, no instante do impacto com ·a estaca, 

a energia cinética do pilão pode ser calculada por: 

E = 
c 

1 
2 

_w_v2 
g 

(5.2.1-1) 
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onde W ê o peso do pilão, v a sua velocidade e_ g a aceleração da 

gravidade. 

Se. o pilão cai em queda livre, sua energia cinêti

ca ê igual a pote.ncíal (E · = :w h) e a sua vel ocídade ê dada p~ p 

la equaçao 5.2.1-2: 

v = ✓2 g h (_5.2.1-2) 

onde h e a altura de queda do pilão. 

Portanto, a energia do pilão depende, basicamente, 

do seu peso e da sua altura de queda. 

Na prãti ca, podem ocorrer casos em que a quanti d~ 

de de energia transmitida ã estaca ê inadequada para o conjunto 

estaca-solo em q.uestão. Por exemplo, se essa energia. for insu

ficiente para provocar a penetração da estaca, esta e o solo so

frem apenas compressões elãsticas: Neste caso, a energia do mar 

telo, que e armazenada nas compressões elãsti cas da estaca e do 

solo, ê restitu'ída sob forma de rechaço (rebound) do martelo. Por 

outro lado, ê evidente que quanto maior a energia transmitida a 

estaca, maior serã a possibilidade de cravaçao da estaca. Entretan 

to, se essa energia for excessiva, a estaca poderã sofrer danos 

por estar submetida a tensões maiores que as admiss,veis pelo ma 

terial que a compõe. 

No item 4.2, demonstrou-se que a penetração da 

estaca so ocorre durante o intervalo de tempo em que a intensid~ 

de da força de impacto excede um certo valor limite dependente da 
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resistência do solo. Portanto, a penetração da ettaca depende 

di.retamente da forma e da duração do pulso de força de impacto, 

ou seja, do diagrama de impacto do martelo. A intensidade da ten 

são depende da velocidade no impacto e ê dada pela relação (_3.1.7): 

Cí = 
Ev 
c 

(5.2.1-3) 

onde E representa o mõdulo de elasticidade do material da estaca 

e c a velocidade de propagação da onda. 

Pode-se, portanto, caracterizar a forma e a duração 

do pulso de força, para uma certa energia de impacto, atravês do 

peso e da velocidade do pilão. Para uma mesma energia, um pilão 

mais le~e e conseqüentemente mais veloz, provoca um pulso de fo! 

ça com um pico elevado e de curta duração, enquanto que um pilão 

mais pesado (e mais lento) provoca um pulso com o pico mais red~ 

zido e de maior duração. Pode-se demonstrar (ver item 5.2.3), que 

a rigidez do cepo (e do coxim) tambêm influi na forma e na dura

ção do pulso: um cepo de grande rigidez provoca um pico de força 

elevado de curta duração. Estas considerações são ilustradas na 

figura 5.2-1, onde o pulso de força na estaca ê plotado em fun 

ção do tempo e do comprimento. 

O comprimento de onda À, da onda de tensão, e fun 

çao da sua velocidade de propagação.e da duração do impacto e e 

expresso pela equação 5.2.1-4: 

À = c T (5.2.1-4) 

Para um martelo de queda livre, de acordo com ateo 



Pilão 

Cepo 

Capacete 

Estaca 

l 
R = resistência 

do solo 

Pi Ião 

Pulso A Leve 

Pulso B Pesado 

2 
Co ., u 
Eo ·--~"' o.., 
E 
00 
(.) 'O 

Origens 

Vo 

Alta 

Baixo 

.. 

o 
e. 
E 
{!:. 

R 
reduzido 

R elevoda 

Cepo 

Macio 

R 1gido 

Força 

Pulso A- indicado 
para resistência do saio 
elevada. 

..._ __ Pulso B - indicado 

para resistência do solo 

reduzida. 

caractert'sticas 

Duração Intensidade 

Curta Elevada 

Longa Baixa 

Fig. 5.2-1- Variações no pulso de força para uma 

mesma energia do martelo. 
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ri.a de i.mpacto longitudinal de barras (item 3.3), a duração 

do impacto T corresponde ao tempo necessãrio para a onda se deslo 

car no pilão, partindo da superficie de impacto, percorrer o p.!_ 

1 ão ate refletir-se na sua superfici e superior e retornar a su

perf1ci e de impacto: 

(5.2. 1-5) 

onde L1 e o comprimento do pi.lãa. 

Para ilustrar, considere-se um pilão de aço de 2,5m 

de comprimento. Supondo a velocidade de propagação da onda no 

aço igual a 5000 m/s, a duração do impacto e o comprimento de on 

da serão, respectivamente: 

T= 2 " 2 • 5 =0,00ls 
5000 

À= 5000 • 0,007 = 5,0m 

Pode-se concluir que se uma estaca longa (L »5,0m) 

estã sendo cravada por um golpe de tal pi lãa, enquanto parte de 

la estã em movimento sob a açao da onda, a maior parte dela pode 

ainda estar em repouso. 

Entretanto, no caso do martelo diesel, .as forças 

provenientes da explosão da mistura ar - ôleo diesel influem dire 

tamente na forma e na duração do pulso que e transmitido a esta

ca. A operação do martelo diesel e iniciada elevando-se o pilão 

(ou batente} ate uma altura inicial de parti.da, através do cabo da 

torre ou outro mecanismo qualquer. Solto, o pilão cai em queda 
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livre e, em sua trajetõria, aciona a alavanca da bomba injetora, 

fazendo com que uma quantidade prê-determi nada de Õl eo die

sel seja depositada na superffcie côncava da bigorna. Continuan 

do em sua queda, o pilão passa pelas vãlvulas de admissão de ar 

e exaustão, vedando-as e evitando que o ar seja expulso do cilin 

dro. A partir de então, o ar remanescente no cilindro e comprj_ 

mido progressivamente. As superftcies do pilão e da bigorna são 

ajustadas de forma que, quando ocorre o choque, o Õleo ê atomiza 

do e deslocado lateralmente para uma câmara de combustão anelar, 

onde o ar, altamente comprimido, provoca a explosão da mistura. A 

energia explosiva resultante possui o efeito de prolongar o pu.!_ 

so de força proveniente do choque do pilão com bigorna, conforme 

ilustra a figura 5.2-2. Portanto, ê a combinação dessas energias 

(choque+ explosão) que e transmitida â estaca. 

O pilão permanece em contato com a bigorna por va 

rios milisegundos, ate que a força de expansão dos gases o impu.!_ 

sione para cima, separando-o da bigorna. "fi. medida que a distân 

eia pilão - bigorna aumenta, a pressão dos gases diminui, caindo 

a zero quando a face inferior do pilão abre as vãlvulas de exaus 

tão. O pilão continua a subir, provocando uma sucção que,faz com 

que o ar fresco penetre no cilindro através das vãlvulas de admi~ 

sao. Quando o pilão atinge a .mãxima altura, o ciclo e complet~ 

do, pois ele volta a cair, iniciando um novo golpe. 

Para uma estaca de comprimento infinito (não hã re 

flexão de força), o resultado de um ciclo de operaçao isolado co 

mo o descrito, ê um pulso de força aplicado no topo da estaca ~i 

milar ao ilustrado na figura 5.2-2f. 



Cilindro 

Bomba injetora 

Válvula ~íl 
Bigorna~ 

Cepo~ 

Capacete -{.~---J 
Estaca ---=--o 

Força 

a) 

Fechamento 
das vdlvulos 

Impacto 

Com ressão 

b) 

Exaustão 

Separação 

Ex ansão 

100 o 250 milisegundos 

f) 

A 
1 

e) 

,1 Tempo 

Fig. 5.2-2- Ciclo operacional de um martelo diesel: a} início do 
ciclo; b} fechamento da válvula de admissão de ar 
e injeção do Óleo; c} impacto e ignição ; d} exaus
tão ; e} final do ciclo ; f} pulso de força gerado 

no topo da estaca. ( Rempe , 1977 ) 
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A força na estaca ê nula enquanto as vãlvulas de 

admissão e exaustão estão abertas e aumenta gradualmente apos o 

fechamento, durante a fase de compresião do ar. Hã um aumento su 

bito no instante do choque, seguido de uma oscilação durante a 

fase de combustão. Apõs a separação do pi lãa com a bigorna, a 

força decresce gradualmente durante toda a fase de expansão dos 

gases e cai a zero na exaustão. A duração do pulso, para amai~ 

ria dos martelos diesel, ê da ordem de 100 a 250 milisegundos. 

Note-se que, mesmo antes do choque do pi lãa. com a 

bigorna, atua sobre a estaca a força proveniente da compressão do 

ar confinado na parte inferior do cilindro, que pode provocar de~ 

locamentos no topo da estaca, principalmente no inicio da crava 

çao. 

t evidente que existe uma altura minima de queda 

para que o martelo diesel possa funcionar continuamente, pois a 

explosão ocorre a partir da compressão da mistura ar - Õleo pela 

queda do pilão. Apõs o primeiro golpe, essa altura de queda de

pende, basicamente, da resistência do solo a cravação e da força 

expansiva dos gases, que imprime ao pi 1 ão, o movimento ascendente. 

Quando a resistência do solo ê baixa, a combinação 

das forças de compressao do ar, do choque e da combustão provoca 

uma rãpida aceleração na bigorna que dispende uma grande quant..!_ 

dade de energia, reduzindo, assim, a energia disponivel para el~ 

varo pilão. Ã medida que a resistência do solo aumenta, o mov..!_ 

menta da bigorna decresce, resultando em uma quantidade maior de 

energia para elevar o pilão atê uma altura de queda maior. 
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A dependência da altura de queda do pilão a resis 

tência do solo ã cravação torna dif1cil a avaliação da energia 

transmitida ã estaca pelo martelo. Somente uma instrumentação so 

fi sti cada permite ·uma ava 1 i ação.mais correta dessa energia. En 

treta n to , vã ri os p esqui s a d ores ( G o b 1 e e outros ( 1 9 71 ) , J a n s z e 

outros (1975), Tavenas e Audibert (1976) etc.), determinaram a 

altura de queda do pilão atravês da filmagem do martelo durante 

a operação de cravação. 

De posse da altura de queda, a velocidade do pilão 

(necessãria ã aplicação do mêtodo de Smith) pode ser obtida a pa_!:. 

ti r da equação da energia ci neti ca, introduzindo-se um fator em 

p1rico denominado eficiência do martelo, que leva em conta as pe_!:. 

das de energia e outros fatores influentes: 

E 
c 

1 W 
= ----2 g 

v 2 ef = Wh 

V = ✓2 • g • h • e f (5.2.1-7) 

on~e ef representa a eficiência do martelo. 

A velocidade calculada pela equaçao (5.2. 1-7) e ap~ 

nas uma aproximação. t interessante notar que, normalmente, os ci 

tãlogos dos fabricantes dos martelos de cravação apresentam a e 

nergi a nomi na 1 do martelo como o produto do peso do pi 1 ão pela 

sua altura de queda. Impl.icitamente, eles estão admitindo uma e 

ficiência de 100%. Valores t1picos para a eficiência de alguns 

martelos (em boas condições e operando em condições ideais), sao 

apresentados na tabela 5.2-1, devida a Bowles (1974): 
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Tabela 5.2-1 

Martelo Eficiência 

Vapor ou ar - açao 75% - 85% simples 

Vapor ou ar - açao 70% - 80% dupla 

Diesel 85%-100% 

No modelo de Smith, quando o pilão ê muito longo 

em relação ao comprimento dos segmentos de estaca, deve-se subdi 

vidi-lo em uma série de pesos e molas. O mesmo procedimento de 

ve se aplicar quando ê utilizado um prolonga (followet) 

mandril. A figura 5.2-3 ilustra como eles são simulados. 

----

o) pilão longo b l "follower" e) mandril 

ou um 

Fig. 5.2-3- Simulação possível de equipamentos de 

cravação. 
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Uma outra alternativa possivel e a cravaçao pela 

ponta da estaca. A figura 5.2-4 ilustra uma estaca tub~lar cuja 

cravaçao e feita por meio de um martelo de queda livre que opera 

no interior da estaca. Neste caso, o modelo bãsico e modificado 

para levar em conta o impacto entre o pilão e a ponta da estaca. 

W4 

K4 t R4 

K5 tR 5 

Ke t R8 
Estaca 

Tubular 
K1 t R7 

Ke t Re 
Pilão w, Pilão 

Coxim Kg 'Rg K, Coxim 

Ponto do w,o 
estoco t R P 

Fig. 5.2-4- Simulação de cravação pela ponta da 

estaca. 

5.2.2 - Acessõrios de Cravação 

5. 2. 2. l - Cepos e Cox i ns 

As denominações cepo e coxim, referem~se, respect~ 

vamente, aos materiais inseridos entre o martelo e o capacete de 

cravaçao, e entre o capacete e a estaca. 
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Embora um cepo (ou um coxim) seja utilizado para 

vãri os propõsi tos, a sua função pri nci pa l ê limitar as tensões de 

impacto, tanto no martelo como na estaca. Assim, o cepo, redu

zindo as tensões de impacto no martelo, protege-o contra danos 

prematuros. Jã o coxim, ê utilizado mais especificamente para: 

l} Distribuir a carga de impacto uniformemente so 

bre a superficie da cabeça da estaca; 

2) Atenuar a força de impacto do pilão, de modo que 

tensão induzida na estaca não exceda a tensão de 

escoamento ou de ruptura do material que a com 

poe; 

3) Controlar a duração do impacto, que, freq~enteme_!! 

te, possui um efeito importante na penetração da 

estaca (ver diagramas de impacto no cap'ítulo IV). 

Os materiais constituintes dos cepos e coxins devem 

ser compativeis com os do martelo, do capacete e da estaca (co~ 

patibilidade quimica, caracteristicas de ruptura e absorção etc). 

Embora existam cepos constituidos de vãrios materiais, como ma

deira, plãstico, aluminio, placas sandwiches de aluminio e madei 

ra, cabos de aço etc., no Brasil são mais utilizados os cepos de 

madeira e os de cabos de aço. Estes últimos são constituidos por 

pedaços de cabos de aço que preenchem o mãximo poss'ível a reen 

trãncia do capacete. r necessãrio colocar uma chapa metãlica so 

bre os cabos de aço para redistribuir uniformemente o impacto do 

martelo. (Com o uso, essa chapa apresenta uma superficie rugosa 

e um ligei~o empenamento; os cabos permanecem firmemente unidos 



. 134. 

entre si e sõ podem ser retirados do capacete por meio de equip! 

mentos especiais). 

Os cepos de madeira sao constituidos de pedaços de 

madeira que preenc~em quas~ que totalmente a reentrãncia do cap! 

cete. 

Normalmente, o cepo de cabos de aço e utilizado 

quando necessita-se de uma grande energia para a cravação da es

taca, pois, neste caso, a madeira carboniza-se e desagrega-se em 

tempo relativamente curto. 

Os coxins constituidos de madeira macia têm sido utilizados 

satisfatoriamente, porem, eles devem ser substituidos ao final da crava

ção. Outros materiais podem ser utilizados, tais como o prõprio terreno, 

mi:stura brita +areia, pneu velho, palha ou estopa de linhaça, con 

forme recomendações do fabricante do martelo de cravação. 

As caracteristicas fisicas dos cepos e coxiras devem 

ser tais que, em conjunto, consigam transmitir eficientemente a 

energia do martelo para a estaca, sem perda excessiva da energia 

elãstica. Como foi .demonstrado no capitulo IV, a estaca so pen~ 

trarã no terreno se essa energia for suficiente para vencer a 

inercia da estaca e a resistência do solo. Alem disso, essa pe

netração e maior quanto mais intensa e de maior duração for a for 

ça de impacto. 

A intensidade, a forma e o comprimento da onda de 

tensão introduzida na estaca pelo impacto de um pilão e influen

ciada pelas propriedades do pilão (peso e rigidez) e da rigidez 
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do coxim {forma do diagrama tensão - deformação, seçao transver

sal, espessura e efeitos condicionantes causados pelos golpes r~ 

petidos). Na aplicação do mêtodo de Smith, o pilão normalmente 

ê considera do como um corpo r1gi do ( a nao ser que seja longo e es 

bel to) e a sua rigidez não influenci.a significativamente o. com

portamento da estaca. Assim, a rigidez do coxim (ou do cepo) e 

um dos parâmetros mais importantes na determinação da força que 

ê aplicada na cabeça da estaca e, portanto, da energia que ê trans 

mitida ã estaca. 

Verificou-se experimentalmente, (Relatõrio Michigan 

ou Hirsch, Lowery, Coyle e Sansom, 1970) que, para uma mesma 

energia de cravação, diminuindo-se a rigidez do coxim, a duração 

da força de impacto ê aumentada, embora a sua intensidade seja re 

duzida. Portanto, a utilização de um coxim macio demais para de 

senvolver uma força de impacto de intensidade suficiente para ve~ 

cera inercia da estaca e a resistência do solo não provocara a 

penetração da estaca. Por outro lado, a utilização de um coxim 

de grande rigidez acarretarã em forças de impacto de alta inten 

sidade e curta duração. Assim, para cada caso, e necessãrio pe~ 

quisar-se uma rigidez ''Õtima" para o coxim. 

O mecanismo bâsi co pelo qual os cepos e coxi ns de 

sempenham as suas funções ê deformarem-se em resposta as forças 

aplicadas. Em decorrência do amortecimento interno ou histerese 

inerente ao material, o diagrama tensão - deformação ê não-linear 

e similar ao da figura 5. 2-5. Entretanto, durante a cravação, 

o martelo de cravaçao carrega e descarrega alternadamente o cepo 

(e o coxim) que, em conseqtlência dos golpes repetidos, e, ao mes 

mo tempo, comprimido e densificado,.resultando em um acrêscimo 



Tensão 

B 

A o 

e= 
Área BCO 

,í,eo ABC 

Deformação 

Fig. 5.2-5- Diagrama tensão - deformação para cepos e 

coxins. 

a) 

b) 

0 
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20 40 60 80 'ºº nC2 de golpes 

~ 

J 0,005. L_..::.::::::===-..__ _ __,_ _ _._ __ _ 
20 40 60 80 'ºº n9 de golpes 

Fig. 5.2-6- a) Deformação plástica x n2 de golpes. b) Duração 

do pulso x n2 de golpes. ( Edwards, Lowery e 

Hirsch, 1969 ) . 
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na sua rigidez. tAqui, no que se refere ãs caracteristicas elâ! 

ti cas, todas as considerações vâl idas para o cepo, tambem o se

rão para o coxim, e vice e versa). 

Edwards, Lowery e Hirsch (1969) realizaram vârios 

ensaios testãticos e dinâmicos) simulando os golpes do martelo de 

cravação sobre cepos e coxins de madeira, para a determinação das 

suas propriedades tensão - deformação. Nos testes dinâmicos, co 

mo era de se esperar, para os primeiros golpes, as deformações 

plâsticas verificadas no coxim foram considerâveis. As relações 

tensão - deformação variavam a cada golpe, tendendo ã estabiliza 

ção ap6s um certo nümero de ciclos (20 a 80 ciclos para os coxins 

ensaiados). Esta estabilização, decorrente, principalmente, da 

acomodação ou adensamento {diminuição de vazios), resultava em 

um aumento na rigidez do coxim. Como conseqOenci a, ocorri a uma 

diminui.ção do tempo de duração da força de impacto e um acresci

mo na sua intensidade. Note-se que esses efeitos são dependentes 

do nivel de tensão aplicado, pois o diagrama tensão - deformação 

e não - linear. As figuras 5.2-6a e 5.2-6b ilustram o desenvol 

vimento dos ensaios. 

Dentre as conclusões mais importantes deste estudo 

estã o fato de que (conforme ilustra a figura 5.2-7) os mate 

riais testados nao são sensiveis ã velocidade de deformação. Po! 

tanto, embora o seu carregamento real seja dinâmico, um coxim de 

madeira pode ser testado estaticament~ pois não hã diferenças sen 

siveis entre o seu comportamento estâtico e dinâmico. 

Entretanto, as curvas obtidas nos ensaios sao extre 

mamente dificeis de serem introduzidas sob forma prâtica na equ~ 



Tensão 4000 
(psi)* 

2000 

1000 

0.02 o.oe ª'º 0.14 

C0NVENÇA0: 

o Golpe dinâmico n~ 47 
D Golpe dinâmico n~ 20 
t,. Ciclo estático n~ 21 

• Golpe dinâmico n~ 1 

* lpsi = 0,0703 
2 

Kgf/cm 

0.18 
Deformação específico 

( in /in ) 

Fig. 5.2-7- Diagrama tensão - deformação para um coxim 

de madeiro ( Edwards, Lowery e Hirsch, 1969). 
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çao da onda, pois embora a parte inicial da curva seja, aproxim~ 

damente parabÕlica, a parte superior e o descarregamento são e~ 

tremamente complexos, tornando praticamente impossivel exprimi

las sob forma de equações. Esses pesquisadores, para investigar 

o efeito da forma do diagrama tensão - deformação do coxim, adota 

ram uma aproximação linear e uma parabÕlica e, atravês de uma ani 

lise pela equação da onda, verificaram que ambas apresentaram r~ 

sultados satisfatõrios em relação aos obtidos em medições da on

da de deslocamento no topo de uma estaca instrumentada. Eles con 

cluiram que, apesar do material do coxim (ou cepo) apresentar c~ 

racteristi cas tensão - deformação não-lineares, ele pode ser repr~ 

sentado por relações lineares (na aplicação da equação da onda), 

desde que a região de carregamento seja baseada em um mõdulo de 

elasticidade secante e a região de descarregamento, no coeficien 

te de restituição real obtido nos ensaios. 

Esse coeficiente de restituição pode ser obtido d~ 

retamente da curva tensão - deformação da figura 5. 2-5, onde a 

ãrea ABC representa a energia que ê introduzida no cepo (ou co 

xim), e a ãrea BCD, a energia liberada. Hã, portanto, uma perda 

de energia devido ao amortecimento interno do material que o com 

poe. Essa perda de energia ê comumente designada como coeficien 

te de restituição do cepo (ou coxim), e pode ser obtida aplica_!! 

do-se as leis elementares da Mecânica: 

Pela equaçao da energia (do tipo impulsãri), temos: 

(5.2.2-1) 

onde: M1 = massa do pilão 
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M2 = massa do cepo ou do coxim que e considerada nu 

la{M 2 "'0) 

v! = velocidades iniciais 
l 

vf, vf = velocidades finais 

1 = coeficiente de restituiçio do cepo ou coxim. 

Como o cepo e o coxim estio em repouso, suas velo 

cidades iniciais sio nu.las (vi = O). A sua massa M2 ê despreza
i 

d a. 

e 

A equaçao (5.2.2-1), portanto, se reduz a: 

1 = 
vf 

ou v. 
l 

y2 
12 f 

= ~ 
l 

(5.2.2-2) 

Ora, a energia cinêtica e dada por: 

E.-. =-
1-Mv 2 

c1 net1 ca 2 

Portanto, 

1 =, / Energia Liberada = 
V Energia Introduzida 

, f llrea BCD (5.2_2_3 ) ·v i'lrea ABC 
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Note-se que aumentando-se o coeficiente de restitui 

çao do coxim, aumenta-se a energia que é transmitida ã cabeça da 

estaca e, conseqüentemente, a sua velocidade de penetração. 

Portanto, para se conseguir uma maior velocidade de 

penetração, serã mais eficiente utilizar um coxim de baixa rigi

dez (para limitar as tensões de cravação) e constituido por um ma 

terial com um coeficiente de restituição elevado (a fim de aumen 

tara energia transmitida ã estaca 

Alguns valores tipicos para o mõdulo de Elasticid~ 

de secante e para o coefici.ente de restituição de cepos e coxim 

são apresentados na tabela 5.2-2. 

Tabela 5.2-2 

MÕdulos de Elasticidade Secantes e Coeficientes de Restituição 

para vãrios Materiais usados como Cepos ou Coxins 

Material E Q, 
'tf/cm2

) 

Mi carta 3164,0 0,80 

Carvalho (verde) 31 6 , O 0,50 

Discos de Asbestos 316,0 0,50 

Abeto 245,0 0,40 

Pinho 176.0 0,50 

Goma (Gum) 21 O, O 0,25 

Hi rsch e outros ( 1970) 

5 .. 2~2.2 - Simulação Fistca e Matemãtica 

Na anãlise pelo método da equaçao da onda, normal 



----- Capacete ____ _,, 

-------..K e 
K• _1_+_1_ 

Kc K3 

12 segmento de K3 > estoco 

W4 
1- - - ~ , 

-V 

Fig. 5.2-8- Simulação do cepo e do coxim. 

Tensão 

B 

2 Area BCD . ' Area ABC 

A D e Deformação 

Fig. 5. 2 - 9- Diagrama tensão - deformação simplificado 

para cepos e coxins. 
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mente supoe-se que os pesos do cepo e do coxi.m sejam desprezlveis 

em relação aos pesos do pilão e da estaca, e que eles nao possuem 

ligações rlgidas nem com a estaca nem com o martelo. Portanto, 

no modelo f"isico, as molas que as representam, devem trabalhar de 

modo a transmitir apenas esforços de compressão. A maneira pela 

qual eles são idealizados para o cãlculo numêrico e ilustrada na 

figura 5. 2-8. 

Smith (1960) propos, para o cãlculo numérico da 

equaçao da onda, uma curva tensão - deformação para cepos e co

xi ns, consti tu ida por uma série de linhas retas. O cepo e o. co 

xim são representados por molas elãsticas, e a forma do diagrama 

tensão - deformação resultante quando qualquer deles é compri

do subi tamente .e deixado reexpandir-se, pode ser suposto como 

mostra a figura 5.2-9. 

De acordo com esse diagrama, inicialmente ocorre 

uma compressao ao longo da linha lffi, cuja inclinação ê determin~ 

da pela constante elãstica K. Ocorre, então, a restituição, prf 

meiro ao longo de BD (inclinação dada por K/é 2
} e em seguida ao 

longo de DA, pois nem o cepo nem o coxim podem transmitir esfor

ços de tração. O ciclo de histerese ê, portanto, constitutdo P! 

la trajetõria ABDA. 

Entretanto, Smith sugeriu que esse diagrama poderia 

ser modificado para levar em conta a possibilidade de ocorrência 

de restituição incompleta seguida de recompressao. Tal modifica 

çao ê feita nos cãlculos e apresentada nas rotinas de cãlculo nQ 

3 e nQ 4 (item 5.3-2). 
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5.2.2.3 - Ensaios da COPPE 

Visando determinar as características de cepos con! 

titu'ídos de cabos de aço e de madeira, VELLOSO _e CABRAL (1978) 

realizaram uma sêrie de ensaios no Laboratõrio de Estruturas da 

COPPE/UFRJ. Cada ensaio consistia basicamente na obtenção da cur 

va carga - deslocamento para o conjunto cepo+ capacete. A força 

era aplicada atravês de um macaco hidrãulico e os deslocamentos 

obtidos por meio de dois defletômetros dispostos simetricamente 

em relação ao conjunto. Para levar em conta o fato de que as pr~ 

priedades elãsticas dos cepos são alteradas durante a cravaçao 

pelos golpes consecutivos, eles realizaram uma sêrie de três en 

saias para cada tipo de cepo. As figuras 5.2-10 a 5.2-12 apr~ 

sentam os graficos força - deslocamento típicos obtidos nos en 

sai os. 

Todos os grâficos apresentam uma parte curva inicl 

al, que provavelmente resulta da acomodação do sistema e de ou 

tros fatores não levados em conta nos ensaios. Essa curvatura i ni 

cial ê mais pronunciada no caso do cepo de cabos de aço novos, O_IJ_ 

de os vazios são maiores. 

Para a rigidez do conjunto, foi admiti da a tange_tJ_ 

te a uma reta (tracejada nas figuras) equivalente ao ensaio de um 

elemento elasto-linear, que absorve a mesma energia que o conju_tJ_ 

to. Este critêrio aproximado assemelha-se ao adotado por Edwards 

e outros (1969), em que a rigidez ê baseada em um mõdulo de Elasticidade 

secante. Obviamente, o ultimo ensaio de cada sêrie apresentou um 

valor de rigidez mais elevado, pois os primeiros ensaios reduzi 

ramos vazios entre os elementos do conjunto. Os resultados dos 



F ( tf) 

18,0 
Cepo de cabos de aço novos 

32 ensaio 

14,0 K = 1410 tf/cm 

10,0 

6,0 

2,0 

0,1 o,5 1,0 D (em ) 

Fig. 5. 2-10- Ensaio do conjunto capacete + cepo de cabos de 
aço novos ( Velloso e Cabral, 1978). 
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Fig. 5.2-11-

Cepo de cabos de aço velhos 

32 ensaio 

K = 250,0 tf/cm 

0,5 1,0 D (cm) 

Ensaio do conjunto capacete + cepo de cabos de 
aço velhos ( Velloso e Cabral, 1978 ). 
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eepo de madeiro ( peroba do campo) 
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Fig. 5.2-12- Ensaio do conjunto capacete + cepo de madeira 

( Velloso e Cobrai, 1978 ). 

Tabela 5.2-3- Resumo dos ensaios realizados por 

Velloso e Cabral: ( 1978 ). 

Tipo de cepo 
Ensaio Rittdez do conjunto 

n! ca.poce.te + ce,o ( tilc.m) 
1 23,0 

Madeiro 2 30t0 
( peroba do campo) 3 40,0 

Cabos de 
1 'º·º aço 
2 13,0 

novos 3 14,0 

Cabos de 
1 170,0 

aço 
2 200,0 

velhos 3 250,0 
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ensaios sao apresentados na tabela 5.2-3. 

5.2.3-Estaca 

Uma estaca cravada, alim de possuir resistincia su 

ficiente para suportar a sua carga estitica, deve ser capaz de 

transmitir um pulso de força incidente de intensidade mais eleva 

da que a resistincia do solo, sem sofrer danos. A capacidade da 

estaca de transmitir o pulso de força (ou onda de força) e carac 

terizada pela sua impedância Z, definida pela relação: 

z = AE --
c (5.2.3-1) 

-onde A e a areada seçao transversal da estaca. 

Portanto, mudanças na seçao transversal da estaca, 

variações de seção ou condições de extremidade ou mesmo danos es 

truturais na estaca, afetam a transmissão de forças ao longo da 

estaca. Na tabela (5.2-4) sao apresentados os valores de alg~ 

mas caracter1sticas de materiais empregados na confecção de esta 

cas. 

Para uma dada energia de impacto, um aumento na im 

pedãncia da estaca provoca um aumento na intensidade do pico do 

pulso de força. Is to pode ser verificado anal i sanda as equaçoes 

(3.l-7) e (5.2.3-1): 

Ev (3.l-7) a = c 

F = AE 
V = Z V (5.2.3-2) c 



Tabelo 5.2. 3-1 
Valores típicos para as características de transmissão de ondas. 

Material 

Madeira 

Concreto 

Aço 

Tubo de 

aça + concreto 

Ru 
( t f ) 

300 

200 

100 

Peso espe c1fico 

( ti /m3
) 

0,64 - 0,96 

2,40 - 2,50 

7,85 

2,96 

10 20 30 

Massa específica Velocidade de 

( ti s
2
/ m

4
) propagação ( m /s) 

0,065-0,098 4150 - 3230 

0,245 - 0,250 3 385 - 3350 

0,800 5150 

0,302 3690 

sem pre~nchimento 

40 50 golpes/cm 

Fig. 5.2-13 - E feito do aumento do impedância do estoca 

através de preenchimento com concreto 

(Parola, 1975). 
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Portanto, quanto maior a impedância da estaca, 

maior sera o pico de força que ela ê capaz de transmitir e, con

seqUentemente, maior a sua capacidade de vencer a resistência do 

solo. t evidente que a força mãxima que pode ser transmitida de 

pende das propriedades dinâmicas do material da estaca, e se a 

tensão de escoamento for excedida, a estaca pode sofrer danos 

(ver diagramas de impacto do item (4.3-2). Note-se que as equ~ 

çoes (3.1-7) e (5.2.3-2) são vãlidas apenas no regime elâstico. 

Na prâti ca, ê possivel aumentar a capacidade de cr~ 

vaçao de uma estaca aumentando-se a sua impedância. Por exemplo, 

Parola (1975) cita um caso em que não se conseguia, com o marte 

lo utilizado, cravar certas estacas tubulares de aço atê uma p~ 

netração suficiente para fornecer as capacidades de carga desej~ 

das. A uma dada profundidade, as estacas não mais penetravam,~ 

presentando apenas deslocamentos elâsticos. Entretanto, apos a~ 

mentar as impedâncias das estacas por meio de concretagem, tornou

se possivel cravâ-las atê a profundidade desejada. As análises 

pela equação da onda das estacas com e sem preenchimento de con 

ereto são apresentadas na figura 5.2-13. 

O comprimento da onda proveniente do impacto também 

e influenciado pela impedância da estaca. Decorre das equaçoes 

(5.2.1-4) e (5.2.3-1) que o comprimento de onda do pulso de for 

ça ê inversamente proporcional ã impedância da estaca: 

(5.2.3-3) 

Portanto, quanto maior a impedância da estaca, me 

nor sera o comprimento do pulso de força (porêm a intensidade do 
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pico sera mais elevada). O conhecimento deste comportamento pode 

auxiliar no dimensionamento da estaca: para baixa resistência 

do solo, talvez seja mais eficiente utilizar uma estaca de baixa 

impedância, pois o comprimento do pulso serã maior e, conseqUen

temente, a penetração da estaca serã maior. Jã no caso de solos 

muito resistentes, ê necessirio uma força mais intensa, que pode 

ser obtida aumentando-se a impedãnci a da estaca (ver figura 5.2-1) 

Uma descontinuidade na impedância da estaca (por 

exemplo uma falha ou mesmo uma folga nas emendas) pode influen

ciar consideravelmente na intensidade e na forma da onda que e 

refletida e transmitida nessa descontinuidade. A figura 5.2-14 

ilustra esquematicamente este fato. 

Uma extremidade da estaca pode ser considerada co

mo um caso particular de descontinuidade de impedância. A onda 

que e aí refletida se superpõe ã incidente e a tensão resultante 

depende das condições dessa extremidade. Dependendo da impedâ_!! 

eia da estaca e da resistência do solo, a onda refletida na po_!! 

ta da estaca pode retardar ou acelerar a penetração da estaca. 

Essa i nfl uênci a serâ menor para estacas longas, pois, neste caso, 

as ondas incidente e refletida serão dois pulsos separados. Jã em 

uma estaca curta cuja ponta repousa em um solo muito resistente, 

a onda refletida ê de compressão e o seu efeito se adiciona ao da 

onda incidente, obtendo-se uma compressão maior que a da onda in 

cidente; se alêm disso a impedância da estaca for baixa, isto e, 

o comprimento da onda for longo, a superposição das ondas se da 

rã ao longo de grande parte do comprimento da estaca. Portanto, 

a estaca curta de baixa impedância serã cravada muito mais efici 

entemente. A figura 5.2-15 ilustra uma comparação entre os com 



folga L 

incidente 

anda 
refletida 

anda 
refletida 

anda 
transmitida 

a) antes da cantata 
e antes da refl~ 
xãa. 

b l antes da cantato e 
após a reflexão. 

c) após o contato e 
a transmissão. 

Fig. 5.2-14- Modificações nas 
rentes de folgas 
estaca. 

características da onda, decor 
em uma emenda no fuste da 
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Fig. 5.2-15- Efeitos do comprimento e da impedância 

da estaca na sua cravação. ( Parola , 1975 l 

Corgo 
o 

Deformação 

Fig. 5.2-16- Ciclo de histerese possivel para a estaca. 



. l 5 3. 

portamentos de estacas de ponta de comprimentos e impedâncias di 

ferentes. 

Nas considerações feitas ate aqui, foi suposto que 

nao existe amortecimento interno das ondas ao longo da estaca, ou 

seja, que o coeficiente de restituição do material da estaca e 

igual ã unidade. Isto equivale a supor as ondas de tensão pe.!:_ 

feitamente elãsticas e conseqüentemente as perdas de energia p~ 

la estaca ocorrem apenas através do amortecimento geométrico no 

solo. Entretanto, Engeling (1974), considerando que estacas mui 

to longas, como as usadas nos trabalhos em alto mar, apresentam 

uma capacidade de cravaçao menor que estacas curtas de mesma im 

pedãncia, admitiu a possibilidade de atenuação das ondas ao lon 

goda estaca. Smith, em 1960, jã havia sugerido a inclusão do 

amortecimento interno do material da estaca nos cãlculos, adiciQ 

nando ã expressão da força (equação 5.l.4-3a) um termo correspo_!! 

dente ao amortecimento. 

Ft = ct K + B K vt 
m m m m m 

(5.2.3-4a) 

Ft ct 
ct-ct-1 

ou = K + B K m m 
m m m m li t 

(5.2.3-4b) 

onde B e um coeficiente de amortecimento interno do material da 

estaca. Smith sugeriu que o valor de B seria da ordem de 0,0002 

in. sec/ft, de forma a produzir um ciclo de histerese semelhante 

ao ilustrado na figura 5.2-16. Tal ciclo inicia-se na origem, 

assume uma forma ligeiramente espiralada e retorna ã origem qua_!! 

do Ct e (Ct - ct-l) se anulam. Tanto a forma do ciclo de histe 
m m m 

rese como o valor de B são meras sugestões, jã que, ate o prese_!! 

te, poucos dados existem para confirmar estas proposições de Smith. 
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Os estudos de Engeling (1974), baseados na consid! 

raçao de coeficiente de restituiçio menores que a uni.dade para o 

material da estaca, demonstraram que os efeitos do amortecimento 

interno na capacidade de cravaçio de estacas podem ser considera 

dos desprez1.veis para estacas de comprimentos menores que 60 me 

tros. 

Nas equaçoes bisicas de Smith, o efeito da gravid! 

de (_peso dos elementos) nio e considerado. Portanto, no instan 

te t=O, tanto as forças (internas) nas molas dos elementos como 

as forças (_externas) de resistencia do solo sio nulas. Se o efei 

to da gravidade e inclufdo, essas forças devem assumir valores 

iniciais nio nulos para satisfazer a condiçio de equil1brio estl 

tico. Smith sugeriu que essas forças iniciais externas e inter 

nas poderiam ser tomadas respectivamente como: 

R 
Rº = um 
m Ru to t 

( 5 . 2 . 3 - 5 ) 

e Fº=Fº -Rº+W 
m m- l m m (5.2.3-6) 

onde: R = resistencia ultima total do solo u tot 

Wtot = peso total do sistema 

Rº = resistencia inicial do solo atuando no ele 
m 

mento m 

Wm = peso do elemento m 

Fº = força inicial na mola m. 
m 
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A inclusão do efei.to da gravidade e fe.i.ta i ntrod!:!_ 

zindo-se na equação (5.1.4-41 que calcula a resultante (força de 

aceleração) das forças que atuam em um elemento, o seu peso: 

Ft -
am (5.2.3-7) 

Evidentemente isto implica também em uma modifica 

çao na equação da velocidade: 

(5.2.3-8) 

Entretanto, Samson, Hirsch e Lowery (1963), inves 

tigando as influencias do efeito da gravidade nos cãlculos, ver! 

ficaram que a sua inclusão leva a diferenças pouco sensiveis e, 

portanto, tal efeito pode ser desprezado. Eles observam, também, 

que o comprimento dos segmentos em que a estaca e dividida influi 

diretamente na acurãcia dos resultados. Quanto menor esse compr! 

mento, resultados mais acurados são obtidos. Entretanto, existe 

uma dependencia entre o comprimento dos segmentos com o interva 

lo de tempo de integração, que serã analisada no item 5.2a5. 
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5.2.4 - Solo 

5.2.4.1 - Introdução 

A resistência que o solo oferece a penetração de 

uma estaca durante a sua cravação e de natureza complexa e nao 

esti ainda totalmente escalarecida. 

De acordo com as considerações feitas nos capít~ 

los precedentes, pode-se deduzir que as forças de resistência do 

solo ã cravação da estaca são ativadas pela ação da onda gerada 

pelo impacto entre o martelo e a estaca. Ou seja: em um determi 

nado ponto ao longo da estaca, estas forças sã se desenvolvem a

põs a onda de impacto, que se propaga a partir do topo da estaca, 

atingir esse ponto. Evidentemente, essas forças resistentes afe 

tam substancialmente a propagação de ondas na estaca. 

No metodo numerico de Smith; e suposto que a rea

çao do solo e constituJda por uma componente .estitica (elasto

plistica) e por uma componente dinâmica (visco-elistica. Portan 

to, o modelo de solo simula, a cada ponto de atuação da resistê~ 

eia, três das suas características bisicas: elasticidade, plast_!_ 

cidade e viscosidade (ver figura 5.2-18). 

5.2.4.2- Resistência do Solo 

Para simular o comportamento do solo sob.a ponta de 

um estaca durante a sua cravação, Smith baseou-se na tendência, 

apresentada por muitos solos, de manter deformações plisticas sob 
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carga. Ele supos que o solo sob a ponta da estaca inicialmente 

sofre uma compressão elãstica atê atingir uma resistência ultima 

Ru, ocorrendo, então, uma ruptura pl_ãstica sob carga constante. 

Em seguida, o solo sofre uma recuperação igual ã compressão elã~ 

tica mãxima Q, e a ponta da estaca atinge uma penetração plãst_i_ 

ca ("nega permanente"). Este comportamento ê ilustrado pela tr~ 

jetõria OABC do diagrama apresentado na figura 5.2-17. De acor 

do com este dia grama, as caracteristi cas do solo sao defini das 

essen~ialmente pelos fatores Q 

presenta o mãximo deslocamento 

e R • Q 
u 

elãstico 

e o ''quake" do solo e re 

do solo. R ê a resistên 
u 

eia ultima estãtica do solo., ou a carga a partir da qual a mola 

representativa do solo se comporta como puramente plãstica. 

R 

Deslocamento 

Fig. 5.2 -17- Comportamento força x deslocamento do solo 
sob a ponta da estaca para um carregame!} 

to estático. 

Smith observou que este conceito elasto-plãstico ê 

insuficiente para representar adequadamente o comportamento do s~ 

lo, pois não leva em conta o fator tempo: a penetração das estacas 

se processa a velocidades diferentes. Certamente o solo oferece 

ra uma resistência instantânea mais elevada para uma estaca com 

maior velocidade de penetração. Entretanto, no caso ideal em que 

as propriedades de resistência do solo não são modificadas pela 
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operaçao de cravaçao, a resistência estâtica pode ser suposta c~ 

mo sendo a resistência bâsica do solo. Embora isto raramente o 

corra., pois normalmente a cravação da estaca aumenta ou diminui 

a resistência natural do solo, parece vâlido supor que as resis 

tências desenvolvidas durante a cravação possam ser expressas em 

termos das resistências desenvolvidas sob carga estâtica. Ou, em 

outras palavras, a resistência do solo ã cravação pode ser consl 

derada composta da resistência estâtica e de um incremento (ou 

decremento) que se desenvolve sob carregamento dinâmico. O pr~ 

blema ê descrever· que forma toma a relação entre as resistências 

estâtica e dinâmi~a e como quantificã-la. 

Smith desenvolveu uma equaçao matemâtica que leva 

em conta tanto a resistência estâtica como a dinâmica do solo. Es 

sa equaçao matemâti.ca pode ser simulada por um modelo reolÕgico 

semelhante ao idealizado por Kelvin. O modelo consiste de uma mo 

la ligada em serie a um bloco de atrito, estando ambos associados 

em paralelo a um amortecedor, conforme ilustra a figura 5.2-18. 

A parcela estâtica ê levada em conta pela mola elasto-plâstica e 

a parcela dinâmica pelo amortecedor. 

Molo 

elos to· plástica 
Amortecedor 

Fig. 5.2-18- Modelo reológico do solo ( Smith, 1960 ). 
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Se o modelo e comprimido instantaneamente de uma 

certa distância x, a resistência do solo na região elãstica pode 

ser descrita por: 

onde: 

R = K'x + av 
X 

(5.2.4-1) 

Rx = força de resistencia (total) correspondente ao 

deslocamento x 

x = deslocamento elãstico do solo 

K' = constante elãstica ''da mola'' do solo 

a = uma constante de amortecimento viscoso 

v = velocidade instantânea da ponta da estaca. 

A medida que a velocidade de deslocamento se apr~ 

xima de zero na equaçao 5.2.4-1, a força de resistência se apr~ 

xima do valor da força de resistência estãtica R : 
e 

R = K'x 
e 

(x<Q) 

(5.2.4-2) 

O termo av corresponde ã, parcela dinâmica da resis 

tência, suposta dependende da velocidade. A fim de incluir os e 

feitos da forma e da dimensão da estaca, Smith sugeriu a segui_!]_ 

te relação para o amortecimento viscoso: 

a= K' xJ (5.2.4-3) 
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onde J ê uma constante de amortecimento viscoso para o solo, se

melhante ao coeficiente a. Portanto, a parcela dinâmica da resi s 

tência do solo ê expressa por: 

(5.2.4-4) 

Substituindo as equaçoes 5.2.4-2 e 5.2.4-4 na equ~ 

çao 5.2.4-1, obtêm-se para a resistência total do solo correspo~ 

dente ao deslocamento x: 

ou 

R = K'x +K'x Jv 
X 

R = R + R to t . e . d 

De 5.2.4-5a, tem-se que: 

R = K'x(l +J v) 
X 

(x<Q) 

(5.2.4-5a) 

(5.2.4-5b) 

{5.2.4-6) 

ou seja: a resistência do solo e suposta função da resistência es 

tãtica e da velocidade de penetração da estaca. O coeficiente de 

amortecimento J do solo (semelhante ao utilizado em problemas vi 

bratõrios) ê introduzido para simular o efeito do amortecimento 

viscoso. O produto Jv ê utilizado para aumentar ou diminuir a 

resistência do solo, representando o efeito dinâmico da cravação. 

Para deslocamentos iguais ou maiores que o ''quake'' 

{fase plãstica do diagrama), as equaçoes 5.2.4-2 e 5.2.4-6 podem 

ser expressas, respectivamente, por: 

R = Ru = K' Q .e {5.2.4-7) 
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e R = K'Q(l + Jv) 
X 

(5.2.4-8) 

para x ~Q 

O bloco de atrito do modelo existe para forçar a 

resistência a permanecer constante durante a fase plãstica e não 

aparece explicitamente nas equações precedentes. 

O conceito de resistência do solo proposto nas e 

quaçoes 5.2.4-5 e 5.2.4-6 por Smith para a ponta da estaca e re

presentado na figura 5.2-19. A curva OA'BC representa a resistê~ 

eia total (estãtica + dinâmica) e a curva tracejada OABC repre

senta a resistência estãtica. R e a resistência ultima ou a ma 
u 

xima resistência estãtica do solo e o produto R Jv e a parcela u 

dinâmica da mãxima resistência total do solo Rutot (esta pare~ 

la dinâmica ê instantânea ou temporãria e, portanto, nao contri 

bui para a capacidade de carga da estaca). Pode-se observar que 

R 

o 

Q Dsp 

Ru Jv 

A B 
/ 

Rx 

Ru 

o.....__._ ________ .,L._ _____ _._ _____ _ 

f.-!---1 e D 

Fig. 5.2 -19- Diagrama resistência do solo x deslocamento 

para a ponta · da estaca. 
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este conceito de resistência leva em consideração três fatores bã 

sicos: os deslocamentos elãsticos e plãsticos do solo, a s.ua re 

sistência ultima e a viscosidade do solo baseada no coeficiente 

de amortecimento J. 

Por conveniência, nos cãlculos numêricos as resis 

tências do solo que atuam em um determinado elemento sao determi 

nadas a partir dos deslocamentos totais e pl ãsti cos que ocorrem 

nesse elemento. Portanto, se em um determinado instante, o solo 

sob a ponta da estaca sofre um deslocamento total DP e um des lo 

came.nto plãstico Dsp' a resistência do solo sob a ponta da esta 

ca, nesse instante, pode ser calculada por: 

(5.2.4-9) 

onde K' ê a constante de mola e J o coeficiente de amortecimen 
p p 

to do solo sob a ponta da estaca. A diferença (DP - Dspl repre-

senta a compressão liquida da mola de solo K'. A equação 5.2.4-9 
p 

abrange as duas condições expressas pelas equaçoes 5.2.4-6 e 

5.2.4-8, ou seja, ela ê vãlida tanto na fase elãstica como na fa 

se plãstica do diagrama resistência x deslocamento representado na 

figura 5.2-19. 

Para a resistência do solo ao longo da superficie 

lateral da estaca, Smith adotou um comportamento semelhante ao da 

resistência sob a ponta da estaca. Embora ambas sejam simuladas 

no modelo por molas idênticas, a mola representativa da resiste~ 

eia do solo sob a ponta da estaca não pode transmitir esforços de 

tração. Por esta razao, o diagrama resistênciaxdeslocamento da 

figura 5.2-19 ê limitado ã região de compressão. Entretanto, p~ 
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ra a resistência lateral, e necessãrio considerar, tambem, a prQ 

babi lidade de ocorrência de esforços de tração ou deslocamentos 

negativos em um determinado elemento de estaca. A figura 5.2-20 

ilustra dois ciclos consecutivos de carga e descarga para um ele 

mento genêrico m. A resistência estãtica ê representada pela tra 

jetõria (tracejada) OABC - DEFG e a resistência total da trajet~ 

ria (em linha cheia) OA'BC-D'EF. O deslocamento plãstico D Pi sm 
ra o primeiro ciclo e dado pela distância AB e para o segundo ci 

cl o, por -DE. A resistência total que a tua em um elemento sera 

a soma das resistências estãtica e dinâmica: 

R = R + Rd m em m 
(5.2.4-10) 

Nos cãlculos, como no caso da resistência na ponta 

da estaca (equação 5.2.4-9), a resistência total R em um deter 
m 

minado elemento m do fuste e determinada a partir dos deslocamen 

tos totais e plãsticos: 

(5.2.4-11) 

onde: D = deslocamento do elemento a parti r de sua PQ m 
sição original 

0sm = deslocamento plãstico do sol o (que excede a Q) 

K' m = constante elãsti ca do solo 

JS = coeficiente de amortecimento lateral 

vm = velocidade do elemento m 

Note-se que Smith adotou uma lei linear para ava 

riação da resistência do solo em função da velocidade, tendo co 



R 

Dm 

Q Dsm 

A....,---._ __ 
Rum Jv 

Rum 

-Rum 

I 
I 

1 
E * ---

1: j •I• 
- Dsm Q 

-Dm 

Fig. 5.2-20- Diagrama resistência do solo x 

para os elementos do fuste da 

R/R8 

=e = 1 + Jv 

V 

D 

deslocamento 

estaca. 

V 
a) Smith ( 1960) b) Variação não linear 

Fig. 5.2-21- Variação da resistência do solo em função da 
velocidade. 
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mo constante de proporcionalidade o coeficiente de amortecimento 

J. Isto é evidenciado pela equação 5.2.4-12 e ilustrado na fig~ 

ra 5.2~21a. 

De 5.2.4-5b ou 5.2.4-10, vem: 

= l + J v (5.2.4-12) 

Entretanto, ao investigar a natureza da viscosida 

de em solos, vários pesquisadores, utilizando diferentes técnicas 

experimentais, chegaram a resultados que indicam um comportame~ 

to viscoso não-linear para diversos tipos de solo. No trabalho 

de Litkouhi e Poskitt (1980), onde são comparados alguns desses 

resultados, hã indicações de que, em argilas, a resistencia vis

cosa é não-linear e que na equação 5.2.4-12 a velocidade deveria 

ser elevada a uma potencia em torno de 0,2. Heerema (1979) ver! 

ficou que a dependencia do atrito lateral a velocidade e tanto 

menor quanto mais rija for a argila, e s6 ocorre a baixas veloci 

dades. Ele verificou, ainda,que, em areias, o atrito lateral é po~ 

co influenciado pela velocidade, o que em termos de coeficiente 

de amortecimento de Smith, implica em que o valor de Js é pr6xi

mo de zero. Este resultado confirma as observações feitas por 

Goble, Rausche e outros que verificaram que quando os valores exa 

tos (medidos no campo) da força e da aceleração são introduzidos 

nos cãl cu los, o valor de Js para areias tende a zero. 

E possivel expressar esse comportamento não-linear 

do solo elevando-se a velocidade ã uma potencia n na equaçao 

5.2.4-12: 
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R = l + J vn 
-iç- (5.2.4-13) 

Na figura 5. 2-21 b sao traçados os grâfi cos R / R 
e 

versus v de acordo com as relações (5.2.4-12) e (5.2.4-13). O V! 

lorde n para argilas, segundo as experiências de Heerema (1979) 

e Litkouhi e Poskitt (1980), parece situar-se em torno de 0,2. 

Entretanto, Litkouhi e Poskitt frisam que essa diferença no valor 

de n (para Smith, n=l), nos câlculos numêricos da equação daº.!! 

da, não ê tão importante como aparenta ser, pois tanto n como J 

sao obtidos experimentalmente. 

O procedimento usual para a obtenção do valor do 

coeficiente J consiste basicamente em: 

a) Cravar estacas de testes medindo-se a resis 

tência ã cravação (n9 de golpes/cm ou simi-

1 ar) ; 

b) Realizar provas de carga e obter as resistên 

cias ultimas dessas estacas; 

e) Introduzir os valores das resistências a era 

vação e das resistências ultimas nas equações 

numêricas de Smith; 

d) Por erros e tentativas, obter um valor de J 

que leve ã resistência ult.ima e o n9 de go..!_ 

pes/cm observado durante a cravação. 
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A rigor, os valores dos coeficientes de amorteci

mento obtidos desta maneira não são propriedades do solo, e sim, 

fatores de correlação entre o comportamento observado durante a 

cravaçao e a capacidade de carga obtida por meio de prova de cai 

ga na estaca. Provavelmente, esses coeficientes de amortecimen 

to têm mascarado uma sêrie de fenômenos não levados em conta na 

anãlise. 

Smith, observando que o solo sob a ponta sofre des 

locamentos diferentes dos que ocorrem nos elementos do fuste da 

estaca, 

o valor 

adotou valores diferentes para J e 
p 

de Js deve se situar em torno de 
l 
3 

Js. Ele sugeriu que 

de J Alguns valo-
P 

res típicos para J e para o "quake" são apresentados na ta bel a 
p 

5.2-5. 

Solo 
Quake J 
(cm) ( s ?m) 

Areia 0,125 - 0,520 0,330 - 0,660 

Argila o, 125 - 0,760 l , 31 - 3,30 

Tabela 5.2-5 - Valores típicos para 

o quake e o coeficiente de amorteci 

mento na ponta da estaca, segundo 

Forehand e Reese (1964). 

Na aplicação do mêtodo numêrico de Smith, e supo~ 

ta conhecida (ou estimada previamente) a distribuição de resis

tência do solo entre a ponta e superfície lateral da estaca. De 

acordo com essa distribuição, ê atribuída uma parcela da resistên 
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eia total para cada elemento de estaca em contato com o solo: 

(5.2.4-12) 

onde: 

= resistência ultima (total) do solo 

= parcela de R que atua no elemento m 
u tot 

= parcela de R que atua na ponta da es-
utot 

taca. 

Como o valor do mãximo deslocamento elãstico (quake} 

ê tambêm suposto conhecido, a constante elãstica do solo, pira um 

determinado elemento m, ê determinada dividindo-se R pelo qua
um 

ke. 

K' = 
m 

Analogamente, para a ponta da estaca: 

K' = 
p 

(5.2.4-13a) 

(5.2.4-13b) 
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5.2:5- Outros Fatores 

Em uma barra elistica, a propagaçao de ondas 

u·nidimensionais pode ser representada de maneira exata por uma apr~ 

ximação por diferenças finitas. Entretanto, a acuricia da solução 

esti diretamente relacionada ao tamanho do incremento de tempo ât 

utilizado na anilise. Quando se utiliza o intervalo de tempo de in 

tegração ât = 
6~, ou seja, igual ao tempo necessirio para a onda 

percorrer um segmento de comprimento âl, pode-se obter a so-

lução exata da equaçao diferencial da onda (Davis e Phelan, 

1978). Neste caso, os nõs da malha espaço-tempo caem exatamente so 

bre as curvas caracterTsticas da solução analTtica e, então, aso 
· âl - .. lução exata ê obtida. Se um intervalo de tempo maior que - e ut1 c -· 

lizado, a solução numêrica diverge, pois a protjressão dos cilcu-

los ê mais lenta que a propagação real das ondas. Por esta razao, 

este intervalo de tempo ê denominado de intervalo de tempo crTti

co: 

âl ât . t = c r 1 c (5.2.5-1) 

Quando se utiliza um intervalo de tempo de 

anilise menor que o critico, obtêm-se uma solução menos acurada p~ 

ra a barra continua, pois, imedida que ât torna-se progressiva

mente menor, a solução se aproxima do comportamento real do siste 

ma de elementos discretos, usado para simular a barra.Entretanto, 

se a barra ê dividida em um nDmero elevado de segmentos, o campo~ 

tamente deste sistema discreto ê essencialmente o mesmo que o da 
. âl 

barra continua, independentemente do tamanho de ât,desde que o<ât<-· 
c 
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Em outras palavras, a acurãcia da solução e 

tanto mais sensivel ã escolha de tit, quanto menor o numero de se~ 

mentas em que a barra e dividida. Isto pode ser explicado consi

derando-se novamente a execução de um filme. Se a açao a serre

presentada e normal, o intervalo de tempo de l /24 segundos entre 

os quadros e o adequado. Porem, se a açao e de alta velocidade, 

como por ex., a rotação de uma roda, um intervalo de tempo muito 

menor e necessãrio para mostrar corretamente a ação. (Se o inter 

valo de tempo de l/24 e utilizado, a roda parece girar em senti

do contrãrio). Um fenômeno semelhante ocorre no câlculo numérico 

d a e q u ação d a o n d a : s e o v a l o r d e ti t e a d e q u a d o p a r a o si s tema , o b 

tem-se um numero minimo de iterações; sente muito grande, os 

cãlculos não convergem. Por outro lado, a utilização de um valor 

de nt muito pequeno leva a um numero elevado de iterações,sem au 

menta significativo de acurãcia. 

Na prãtica, os diversos elementos que compoem 

o sistema martelo-estaca-solo podem apresentar intervalos de te~ 

po criticas diferentes entre si. Por exemplo, e comum os conjun

tos cepo-capacete e coxim+ 19 segmento de estaca, apresentarem 

intervalos de tempo criticas diferentes dos demais segmentos de 

estaca. Smith recomendou que esses intervalos de tempo fossem cal

culados em função da rigidez e do peso dos elementos: 

(5.2.5-2) 

ou 

-~m+l ntcrit - --
g K 

m 

(5.2.5-3) 
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O menor dos valores o6tidos por estas fBrmu

las e tomado como o intervalo de tempo critico do sistema. Note

se que a equação 5.2.5-2 e equivalente i equação 5.2.5~1, pois: 

e 

massa 
P = volume = 

w 
g A Lil 

Nos cãl cul os·, o valor ideal do intervalo de tempo 

de integração pode ser definido como o maior intervalo de tempo 

que forneça uma solução estãvel. A condição de estabilidade numf 

rica e dada pela relação 5.2.5-4, tambem conhecida como criterio 

de COURANT: 

(5 .2 .5-4) 

Para evitar instabilidades numericas decor

rentes de fatores não considerados nas equações 5.2.5-2 e 5.2.5-3, 

tais como os efeitos do quake, do amortecimento, das restituições 

etc, Smith recomendou, para o intervalo de tempo de integração.um 

valor situado em torno da metade do intervalo de tempo critico do 

sistema. Os valores típicos para lil e lit por ele sugeridos, sao 

apresentados na ta bel a 5. 2. 5-1. 
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TABELA 5.2.5-1 (SMITH, 1960) 

MATERIAL DA l'IL l'lt 
ESTACA ( m) ( s ) 

Aço l, 50 - 3,00 1/4000 

Concreto 1 ,50 3,00 1 /4000 

Madeira 1 ,50 - 3,00 1 /3000 

Bowles (1974) verificou que, em geral, a út.!_ 
. 1 

lização de um intervalo de tempo - l'ltcrit < l'lt < l'ltcrit leva a 
2 

uma rãpida convergência, obtendo-se a solução com aproximadamen-

te 35 a 60 iterações. Ele observou ainda que, embora a utiliza

çao de um intervalo de tempo especifico para cada elemento prov~ 

que uma convergência mais rãpida, os resultados assim obtidos não 

sao confiâveis. 

No caso especial em que se investiga a forma 

exata das ondas provenientes do impacto, ê aconselhãvel dividir, 

tanto o martelo como a estaca, em segmentos da ordem de 30 cm a 

60 cm. Neste caso, o intervalo de tempo de integração a ser uti

lizado deve ser menor que os recomendados na tabela 5.2.5-1. Des 

ta maneira, pode-se obter soluções com alto grau de acurãcia. 
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5.3 - Progtamação 

5 .3.1- Descrição do Programa 

A solução numirica da equaçao da onda, pelo mito

do de Smith, pode ser feita por computador, conforme o fl uxogra

ma simplificado apresentado na figura 5.3-1. 

dos sobre: 

No fluxograma: 

''Leitura dos Dados'' se refere a introdução dos da-

1. Martelo: peso do pilão, altura de queda, eficiên 

eia do martelo, etc. 

2. Acessõrios de Cravação: peso do capacete, rigi

dez e coeficiente de restituição do cepo e do 

coxim, etc. 

3. Estaca: peso, ãrea, comprimento, mõdulo de elas 

ticidade, etc. 

4. Solo: quake, coeficientes de amortecimento, re

sistência, etc. 

"Preparação para a anâlise" inclui: 

1. Câlculo das propriedades fTsicas (Rigidez, pe-
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Não 
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SIMPLIFICADO 

Fig. 5.3 -1- Programa da equaçao da onda. 
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sos, areas, ett). 

2. Cãlculo da distribuição da resist~ncia do solo. 

3. Cálculo das "constantes de mola do solo". 

4. Cãlculo da velocidade inicial do pilão. 

5. Inicialização (as variãveis que dependem do tem 

po sao inicializados em zero ou de forma a aten 

der ãs condições de equilibrio estãtico). 

''Anãlise dos deslocamentos, forças e velocidades'' 

inclui, para cada intervalo de tempo: 

l. Cãlculo dos deslocamentos de cada elemento pela 

equaçao 5.1.4-1. No primeiro intervalo de tempo 

~ calculado apenas o deslocamento inicial do P! 

l ão através do produto da sua velocidade inicial 

pelo intervalo de tempo de anãlise. 

2. Cãlculo dos deslocamentos plãsticos do solo.{Es

ses deslocamentos sõ ocorrem se o deslocamento 

do elemento exceder ao quake). São utilizadas 

duas rotinas de cãl cul o: uma ( n9l) para os ele

mentas do fuste e uma (n92) para a ponta da es

taca. 
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3. Cãlculo das resistências do solo que atuam nos 

elementos. 

4. Cãlculo da compressao da mola elãstica de cada 

segmento de estaca, pela equação 5.1.4-2. 

5. Câl cul o das forças em cada elemento, a traves da 

equaçao 5. l. 4-3. As forças no capacete e no prj_ 

meiro segmento da estaca (topo), são calculadas 

separadamente em rotinas de cãlculo que levam 

em conta as restituições do cepo e do coxim (r~ 

tinas n93 e n94 respectivamente). 

6. Câlculo da velocidade de cada elemento, atravês 

das equações 5.1.4-4 e 5.1.4-5. 

7. Armazenamento dos deslocamentos e das velocida

des calculadas. 

A anâlise ê repetida para os intervalos de tempo 

subsequentes, atê que toda a estaca deixe de penetrar no terreno. 

A estaca deixa de penetrar no terreno quando as V! 

locidades de todos os segmentos de estaca tornam-se simultanea

mente negativas ou nulas, e o deslocamento plãstico da ponta da 

estaca atinge o seu valor mãximo ou "nega permanente''. 
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Fig. 5.3- 4- Rotina de cálculo n!! 1. 
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A rotina de cãlculo n9 l se destina ao cãlculo dos 

deslocamentos plãsticos do solo ao longo da superficie lateral da 

estaca. Esta rotina leva em conta a possibilidade de inversão do 

movimento da estaca, e assegura que a compressao ou a extensão 

da mola K~ não ultrapasse o quake, que e o mãximo 'deslocamento 

elãstico que o solo pode admitir sem sofrer ruptura. Portanto,se 

o deslocamento do elemento m (em valor absoluto) for menor que 

o quake, o seu deslocamento plãstico e nulo, conforme ilustra a 

figura 5.3-2. Por outro lado, se o seu deslocamento exceder a 

Q, o deslocamento plãstico ê dado pela diferença Dm-Q (se Dm for 

positivo) ou -Dm+Q (se Dm for negativo), conforme ilustra a fig~ 

ra 5.3-3. 

A rotina de cãlculo nQ l ê ilustrada na figura 

5.3-4, onde os pontos O,A,B,C ... correspondem aos indicados na 

figura 5.3-3. Note-se que nos trechos AB e DE (fases plâsticas) 

a curva referente aos deslocamentos plâsticos acompanha a curva 

dos deslocamentos e a distância entre ambas ê igual a Q. 

A rotina de câlculo n92 ê semelhante â anterior e 

se destina ao câlculo dos deslocamentos plãsticos da ponta da es 

taca. Porêm, como o mâximo deslocamento plãstico da ponta ê igual 

â nega da estaca, não ê admitida a inversão de sinais dos deslo

camentos plãsticos que ocorria no caso anterior. O deslocamentoplã~ 

tico da ponta da estaca ê calculada pela diferença Dp-Q. Para 

Dp~O ou Dp~Q, o deslocamento plãstico ê nulo, conforme ilustra a 

figura 5.3-5. 



~----~-----•D o 

Fig. 5. 3- 5 - Deslocamentos da ponta da estaca. 
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A rotina de cãl cul o n92 ê ilustrada na figura 5. 3-6. 

Note-se que ao ser atingido o deslocamento plãstico mãximo ne

ga), este permanece constante atê o final da anãlise. Como os cãl 

culos são finalizados somente apôs todas as velocidades atingi

rem um valor negativo ou nulo, a anãlise nem sempre termina qua~ 

do o deslocamento plãstico atinge o seu valor mãximo (ponto B do 

diagrama da figura 5.3-6). 

A rotina de cãlculo n93 calcula a força entre a 

martelo e o capacete, levando em consideração a inelasticidadeda 

mola representativa do cepo atraves do seu coeficiente de resti

tuição. A figura 5.3-7 ilustra o diagrama força x deslocamento 

adotado para o cepo. (Os trechos (a,b,c ... ) assinalados no dia

grama são correspondentes aos passos enumerados na rotina). 

As forças elãsticas (trecho~!~ ido diagrama) sao 

calculadas pelo produto da rigidez K pela compressão C do cepo. 

F = K C (5.3.1-1) 

As forças instantâneas, considerando-se a restitui 

çao do cepo, sao calculadas pela equação 5.3.1-2, nos trechos b, 

c e e: 

[ ;, - l J K cmãx = K Cmãx + K(c~cmãx) (5.3.1-2) 
e' 

Cmãx e a compressao mãxima do trecho elãstico ou o 

ponto em que a compressão muda de sinal, conforme a figura 5.3-7 .. 
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A rotina de cãlculo nQ 3 e executada como se se-

a) As forças sao calculadas pela equaçao 5.3.1-1 

ate que a variação em compressão (C-C' )entre 

dois intervalos de tempo torna-se negativa. 

Nesse instante, e introduzido um termo Cmãx. 

b ) Fazendo Cmãx=C', calculam-se as forças 

meio da equação 5.3. 1-2. 

por 

c) Na recompressao, e utilizada a equaçao 5.3.1-2 

ate que (C-Cmãx) volte a ser positivo. 

d) Neste trecho, a equaçao 5.3.1-1 e ,novamente 

utilizada ate que (C-C') torne-se novamente 

negativo. Isto fornecerã tambem um novo va

lor de Cmãx como em (b). 

e) Com o novo valor de Cmãx, calculam-se as for 

ças de acordo com a equação 5.3.1-2. 

Se ocorrer recompressoes adicionais, os pas

sos (c), {d) e (e) sao repetidos tantas vezes quantas necessãrias. 

f) A força nao pode ser negativa (menor que ze

ro) pois o martelo não se acha ligado rigid~ 

mente ao capacete e assim não hã transmis

são de esforços de tração. 
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A rotina de cãlculo n9 4 calcula a força entre o 

capacete e o primeiro segmento de estaca. Ela considera o empre

go de um coxim entre o capacete e a estaca. As molas representa

tivas do coxim e do primeiro segmento de estaca são associadas em 

sêrie e os cãlculos são realizados considerando a mola equivale~ 

te: 

l + l (5.3.1-3) = -
K K K, 

c e 

onde Kc = Rigidez do coxim 

Ke = Rigidez do primeiro segmento de estaca. 

A seqüência de execuçao e idêntica ã da rotina de 

cãl culo n9 3, com exceçao da ultima, onde pode ser incluída a possib.:!_ 

lidade de transmissão de esforços de tração entre a estaca e o 

capacete. 
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5.4 - Discussão do Mêtodo - Aprimoramentos 

Com o crescente desenvolvimento no campo de apli 

caçao de mêtodos numêricos na engenharia, o mêtodo de Smith, pela 

sua simplicidade, tem sido objeto de questionamento, principalmen

te quanto â eficiência do algorítmo ou â validade do modelo adota

do. 

A aplicação do mêtodo dos elementos finitos ao 

problema da cravaçao de estacas constitui-se em uma formulação al 

ternativa na.tural ao mêtodo das diferenças finitas empregado por 

Smith. Portanto, ê oportuna uma comparação sumãri a entre os dois 

mêtodos. 

Tanto o mêtodo das diferenças finitas como o dos 

el ementas finitos, podem ser descri tas, de um modo geral, como têc 

nicas para aproximar a solução de um problema governado por um sis 

tema de equações diferenciais parei ais, a um conjunto finito de e 

quaçoes algêbricas simultâneas, relacionadas por um numero finito 

de variãveis. 

Do ponto de vista físico, na aproximação por di 

ferenças finitas, o modelo contínuo ê dividido (ou discretizado} em 

um numero finito de partículas (pontos ou massas) discretas, as 

quais são atribuídas propriedades físicas fictícias, de modo are 

presentar da melhor forma possível o modelo contínuo. A aplicação 

de operadores diferenciais a cada uma dessas partículas do modelo 

discretizado, resulta em um conjunto de equações sob forma de dife

renças finitas, que substitui de maneira aproximada o conjunto de 
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equaçoes diferenciais parciais que governa o pr·oblema (ver quadro 

5.1-1). Uma restrição desta aproximação é a uniformidade do espa

çamento que deve ser mantido entre as particulas discretas. 

No método dos elementos finitos, o dominio do 

fenômeno em questão é discretizado em um numero finito de sub:domi 

nios denominados "elementos finitos", que são interligados .entre si 

por meio de um numero de pontos discretos chamados ''pontos nodais'' 

ou "nõs". A distribuição da variãvel em questão (por ex. o deslo

camento) é feita definindo-se, sobre cada elemento, uma função par 

ticular aproximada satisfazendo as condições de compatibilidade nos 

nos. A solução do sistema de equações simultãneas governantes gé~ 

rado dessa maneira, leva aos valores da variãvel nos pontos nodais 

apos a introdução das condições de contorno. 

Na obtenção das equaçoes de movimento dos pontos n_Q 

dais, ambas as aproximações (elementos finitos e diferenças finitas) di~ 

cretizam o problema continuo descrito pelas equações diferenciais 

parciais de movimento, de forma a levar a um numero finito de equ_i 

ções ordi nãri as, descrevendo o movimento de um numero finito de po.!:1_ 

tos (ou massas discretas), espaçados ao longo do dominio. As dife 

renças entre as duas técnicas residem basicamente nos procedimen

tos utilizados para obter os coeficientes que aparecem nas equaçoes 

de movimento e na localização. dos pontos da malha. Uma comparação 

alternativa seria considerar o método dos elementos finitos como 

uma outra maneira de aplicar-se um operador diferencial ao sistema 

de equações do movimento. Em particular, se a malha escolhida Pi 

ra simular o campo é retangular uniforme, pode-se fazer uma compa

ração direta entre os dois métodos. 
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Uma comparaçao desse tipo foi realizada por I. M. 

Smith (1978), que analisou o problema da cravação de estacas por 

meio de vãrios métodos alternativos. Ele utilizou uma aproxima

çao pelo método dos elementos finitos, adotando um modelo de mas 

sas distribuidas e realizando uma integração numerica implícita 

em relação ao tempo, ou seja, tudo em contraste com o metodo de 

anãlise proposto por E.A.L.Smith (1960). O modelo utilizado e 

ilustrado na figura 5.4-1 e os resultados da aplicação dos vãrios 

metodos a um certo problema de cravação proposto por E.A.L.SMITH 

em 1960 são apresentados na tabela 5.4-1. 

Como pode-se verificar, o método computacional e~ 

pregado nao afeta em muito os cãlculos de capacidade de cravação 

de estacas. Porem, outros aspectos da solução, tais como as ve 

locidades e as acelerações na estaca durante a cravação (que PQ 

dem ser verificados através de instrumentação adequada), podem 

ser seriamente afetados pela escolha do algoritmo. 

Entretanto, o esquema de cãlculo do metodo de 

Smith (1960) demonstrou ser mais econômico que os demais, por 

ser do tipo iterativo e explicito. Em um esquema explícito, PQ 

de-se avançar a solução sem ter que armazenar uma matriz de 

grande dimensões 

fere dos esquemas 

e resolvido, uma 

lução. 

ou resolver um sistema de 

implícitos, nos quais um 

ou mais vezes por passo, 

equaçoes. Ele di

sistema matricial 

para avançar a so 
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Tabelo 5.4-1 

Método 
Oesloc. móx. 
do ponto ( pol) 

E.A.L. SMITH 0,303 

NEWMARK, L* 0,328 

NEWMARK, D 0,291 

WILSON, L 0,207 

WILSON, D 0,221 

NORSETT,,L 0,360 

NORSET T, D 0,347 

* L = Mossas discretas. 

D= Mossas distribuído. 

~" Molas de aolo 

~ 

Tempo ( a) poro atingir : 

Quoke Penetração final 

0,0080 0,0140 

0,0080 0,01,15 

0,0080 0,0098 

0,0082 0,0112 

0,0082 0,0110 

0,0079 0,0126 

0,0079 0,0118 

Fig. 5. 4 -1- Modelo utilizado para simular o sistema 

martelo - estaca - solo. ( I.M. Smith , 1978 ). 

A principal vantagem dos esquemas explicites resi 

de na economia de armazenamento computacional, embora seja nece~ 

sã rio utilizar um intervalo de tempo pequeno para assegurar a esta 
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bilidade numêrica. (Freqüentemente essa restrição quanto ã dimen

são do intervalo de tempo ê mais rigorosa do que as exigidas pelas 

considerações de acurãcia). A experiência tem demonstrado que ne 

nhum dos dois esquemas ê Õtimo para todos os casos. Entretanto, no 

que diz respeito ao mêtodo da equação da onda, o esquema explicito 

empregado permite a discretização nodal de massas, o que parece ser 

favorãvel para problemas de propagaç20 (ver I .M.SMITH, 1978). Alem 

disso, quando esquemas explicitos são utilizados, se uma solução ê 

encontrada, ela provavelmente serã acurada. 

O mêtodo dos elementos finitos pode ser utili~ 

zado, ainda, para simular um semi-espaço elasto-plãstico onde, id~ 

almente, a estaca seria cravada. Entretanto, devido ao seu alto 

custo computacional, este tipo de formulação não tem sido utiliza

do na prãtica. Faltam, portanto, informações, tais como as relat_:i_ 

vas ã definição das melhores condições de contorno ou das condições 

iniciais a serem empregadas nos cãlculos. 

Em principio, qualquer mêtodo de anãlise con

sistente que forneça resultados teõri cos prõximos aos experimentais, 

pode ser considerado vãlido. Por exemplo, Scanlan e Tomko (1969), 

adotando um modelo de estaca continuo, realizaram um estudo teõri 

co-experimental para estimar a resistência do solo durante a crava 

çao da estaca. A resolução da equação da onda era realizada atra

ves de uma anãlise modal e a melhor estimativa era obtida quando as 

acelerações calculadas mais se aproximavam das obtidas experimental 

mente através de medições. Entretanto, este método de anãlise e 

mais complexo e caro (computacionalmente) que o de Smith e os re

sultados são semelhantes. Um outro exemplo, digno de nota, diz res 
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peito ao estudo matemãtico realizado por Moura, FeijÕo e Raupp 

(1979), pesquis•dores do Centro Brasileiro de Pesquisas Fisicas. 

Neste estudo simulando a cravação de estacas, o problema e formula 

do em termos de uma inequação variacional, derivada a partir da lei 

dinâmica de Coulomb para o atrito e do Principio das Potências Vi! 

tuais. A resolução numêrica desta inequação e realizada atravês de 

uma anãl i se matemãti ca extremamente complexa, empregando .o me todo 

de Galerkin para a variãvel deslocamento e uma integração em relação 

ao tempo do tipo preditor-corretor. Infelizmente, não foram fei

tas comparações entre os resulta dos teõri cos e experimentais e as 

restrições concernentes ao exemplo anterior ainda são vãlidas. 

Provavelmente, as maiores dificuldades e res

trições encontradas em anãlises semelhantes as apreséntadas nos 

dois exemplos anteriores, residem na necessidade de expressar ana

liticamente as forças de impacto e de resistência do solo. 

Uma das limitações bâsicas do algo~itmo de 

Smith, reside na exclusão das tensões residuais decorrentes dos go_l_ 

pes anteriores do martelo, pois a anãlise e feita para um sõ golpe, 

supondo a estaca em repouso. Uma anãl ise levando em conta os múl 

tiplos golpes certamente representa um aprimoramento valioso da si 

mulação da interação estaca-solo durante a cravaçao. Estudos nes

te sentido estão sendo realizados (1978) na Duke Uni.versity por 

Holloway e outros. Evidentemente, um estudo deste tipo sõ tem sen 

tido quando acompanhado de uma instrumentação adequada pois a ana

lise de um golpe ê truncada em um determinado instante para intro

duzir o efeito do golpe subseqüente. 
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Uma outra limitação ao algoritmo, se refere ãs vi 

brações, diferentes das ondas longitudinal~, que ocorrem durante 

a cravaçao da estaca: tanto as vibrações tranversais, como por 

exemplo as decorrentes de um impacto não concêntrico, quanto as 

vibrações do solo, provenientes da diferença de velocidade de pr~ 

pagação da onda na estaca e no solo, não sao levadas em conta. 

Provavelmente, as vibrações transversais provocam deslocamentos 

laterais do solo que podem diminuir as tensões horizontais sobre 

a estaca e reduzir o atrito lateral. Entretanto, estas vibrações 

não podem ser incluidas diretamente no algoritmo de Smith, pois 

este foi deduzido a partir da equação da onda unidimensional (e~ 

paço real IR 1
). Para tanto, e necessãrio partir da equação da o~ 

da bi ou tri-dimensional (espaços reais IR 2 e IR3). Sob este as

pecto, e interessante citar o trabalho de Fischer (1975) que es

tendeu o metada de Smith para a anãlise da cravação de tubos com 

curvaturas iniciais, introduzindo os deslocamentos transversais 

nos cãlculos. As anãlises realizadas por Fischer permitiram tan 

to uma seleção adequada dos equipamentos de cravação como uma boa 

estimativa da resistência do solo ã cravação dos tubos, comprovi 

das nos trabalhos de campó. Isto evidencia mais uma vez a versa 

tilidade do metada numerico de Smith. 

Quando sao introduzidas modificações no algoritmo 

bãsico de Smith, sõ medições de campo podem levar a conclusões 

sobre a validade dessas modificações. Em geral, uma comparação d_:i_ 

reta indica resultados diferentes, porem e dificil demonstrar se o 

algoritmo modificado fornece resultados mais acurados que os de 

Smith. Por exemplo, Davis e Phelan (1978), observaram que a solu 
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çao de Smith para o problema do impacto entre duas barras homog~ 

neas oscila em torno da solução exata, que para este caso e co

nheci da. Eles sugeriram, então, uma modificação no algoritmo de 

Smith, de forma a obter a solução exata do problema. Entretanto, 

aplicando este algoritmo modificado a problemas reais, eles verl 

ficaram que os resultados obtidos pouco diferiam dos de Smith, e 

frisaram que não se pode concluir qual dos dois algoritmos leva 

a resultados mais reais. 

Não se deve esquecer que o metodo numérico de 

Smith e uma mera aproximação de um fenômeno complexo: a anãlise 

por meio de massas discretas fornece as estimativas dos desloca

mentos e das velocidades apenas nos centros de gravidade das ma~ 

sas. Assim, o movimento exatamente na ponta da estaca nao pode 

ser calculado corretamente. Entretanto, os bons resultados obti 

dos com a sua aplicação prãtica, parecem indicar que as simplifl 

cações nele contidas provavelmente compensam alguns efeitos nao 

considera dos. Mui tas tentativas de aprimoramento do modelo ou do 

algoritmo, esbarram na dificuldade de introduzir na anãlise, os 

efeitos de outos fatores intervenientes, porém ainda não quanti

ficados. Por exemplo, o movimento continuo da estaca pode prov~ 

caruma redução na resistencia do solo (semelhante ã fadiga), na 

superficie de deslocamento ao longo do fuste da estaca, que nao 

é considerada. Apesar deste efeito ser de fãcil introdução nos 

cãlculos (ver figura 5.4-2), o conhecimento teõrico atual é insu 

ficiente para quantificã-lo adequadamente. Aliãs, nem mesmo se 

consegue prever se a superficie de ruptura ocorrera na interface 

solo-estaca ou solo a solo e, evidentemente, o modelo e indepe~ 

dente da maneira como ela ocorrerã. 
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R 

Ru 
Ru residual 

-IL---1----/--./---f-+--f-----t-- d 
-Ru residual 

Fig. 5.4- 2 - Possível redução de resistência do solo 

sob carga cíclica. 

Sabe-se, ainda, que a bucha de solo (soil plug), 

aderente a parede da estaca durante a sua cravaçao, pode desemp~ 

nhar um papel importante na resist~ncia a sua penetração. Entre 

tanto, como o comportamento dessa bucha não estâ ainda esclareci 

do, ê dificil a introdução do seu efeito nos câlculos. (H~erema 

e Jong sugerem em - "An advanced wave equation computer program 

wich simulates dynamic pile plugging through a coupled mass-spring 

system" - Numeri cal methods i n offshore pi li ng. ICE, London, 1980-

simul ar a coluna de solo no interior da estaca como um sistema 

constituido de pesos e molas apropriados). 

O modelo bâsico adotado por Smith para o sistema 

martelo-estaca-solo ê muito simples e pode ser modificado para i~ 

corporar as particularidades de cada tipo de equipamento de cra

vaçao, de estaca e de solo. Por exemplo, o martelo pode ser si 

mulada de maneira simples como um unice peso rigido ou vârios p~ 

sos interligados entre si, dependendo do comprimento do pilão. 

Numa anâlise mais rigorosa, o ciclo termodinâmico de operaçao do 

martelo diesel pode ser introduzido no martelo para calcular as 
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forças decorrentes da explosão do combustível. Jâ a simulação da 

estaca (massas discretas+ molas elâsticas) não pode ser signif~ 

cativamente melhorada. Entretanto, quando as tensões na estaca 

são elevadas, a resposta do modelo pode não representar correta

mente o fenômeno: se a tensão ultrapassa o limite elâstico, a fo.!: 

ça calculada e menor que a real, pois aquela é calculada baseada 

em um mõdulo de elasticidade constante. Porém, considerando que 

a prõpria determinação do mÕdulo de elasticidade, principalmente 

para materiais como o concreto e a madeira, é feita de maneira a 

proximada, um refinamento do modelo para minorar essa limitação 

talvez não seja justificâvel. Certamente, o comportamento dos~ 

lo durante a .cravaçao e os parâmetros que podem descrevi-lo são 

mais complexos que os propostos no modelo de Smith. A hi põtese 

do comportamento bilinear elasto-plâstico ideal para o solo, sob 

carga estâtica, pode induzir a erros: como o comportamento real 

do solo i não linear e não elâstico, podem ocorrer deslocamentos 

plâsticos (penetração da estaca) quando o modelo (diagrama idea

lizado) indica apenas deslocamentos elâsticos. 

Evidentemente, a acurâci a da solução numeri ca de 

Smith depende da qualidade do~ parâmetros introduzidos na anâli

se. Como praticamente é impossível determinar rigorosamente to

dos esses parâmetros, muitos deles são apenas estimados, baseados 

em observações de campo, em ensaios, em correlações empíricas, em 

referencias bibliogrâficas etc. Entretanto, quando a anâlise não 

fornece bons resultados, é difícil precisar, devido ao grande nu 

mero de variâveis envolvidas, qual ou quais dos parâmetros não fo 

ram estimados corretamente. As influencias de alguns desses pa

râmetros serão analisados no capítulo VI. 
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VI. ALGUNS ESTUDOS PARAMtTRICOS DISPONÍVEIS 

UTILIZANDO A EQUAÇÃO DA ONDA 

6. l - Introdução 

O mêtodo da equaçao da onda pode ser utili 

~ -zado para estimar previamente, nao so qualitativamente mas, tam 

bêm, quantitativamente, dentro de uma certa faixa de variação, os 

efeitos de diversos parâmetros que afetam a cravação de uma est! 

ca. Numa anãl i se paramêtri ca desse tipo, não ê necessãrio que se 

conheça o valor de todos os parâmetros. Por exemplo, muitos pr~ 

blemas podem ser resolvidos fazendo-se variar o parâmetro ou P! 

râmetros desconhecidos entre certos limites que são estabelecidos 

previamente atravês de um julgamento racional. 

6.2 - Influência das Propriedades dos Equipamentos 

de Cravação 

6.2.l -Martelos de Cravação 

Para a cravaçao de estacas atê a profund.:!_ 

dade de projeto, ê necessãrio uma seleção adequada do martelo, em 

termos de capacidade e tempo de cravação. A capacidade de crav! 

çao de qualquer martelo ê profundamente influenciada por numer~ 

sos fatores e a literatura relata vãrios casos em que o martelo 

utilizado não foi capaz de cravar as estacas atê a profundidade 

necessãria de projeto. Estudos paramêtricos, analisando alguns 

parâmetros significativos atravês da equação da onda, podem aux.:!_ 

liar na escolha do martelo mais apropriado para um determinado 

trabalho de cravação. 
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6.2.1.1 - Energia de Cravação 

Um exemplo prãtico, bastante elucidativo 

dos efeitos da energia de cravação, e apresentado por Lowery, 

Edwards e Finley (1969) que analisaram 3 martelos de cravação uti 

lizados em trabalhos Off-shore: Vulcan 020, 040 e 060. Os resul 

tados são mostrados na figura 6.2-1 onde, para cada caso, utili 

zou-se as energias de cravação correspondentes a cada martelo e 

manteve-se constante os demais parâmetros necessãrios a anãl ise 

(eficiência do martelo, rigidez do coxim e da estaca etc.). 

, 
IC, 

o 
.J 
o ., 
o 
o 1000 

" " z 
"" .. 
~ 500 
"' IC 

o 2 

MARTELO 

VULCAN 020 
VULCAN 040 
VULCAN 060 

• • 6 7 

ENERGIA NOMINAL 

8,3 tfm 
16,6 tfm 
24,9 t1'm 

e 9 10 Golpes/cm 

Fig. 6.2-1- Comparação entre martelos de cravação { Coyle e outros, 1977 ). 

Apesar da energia liberada pelos martelos 

040 e 060 serem, respectivamente, 2 e 3 vezes maiores que a do 

020, em nenhum caso a capacidade de cravação do martelo 020 foi 

duplicada ou triplicada pela utilização dos martelos 040 e 060. 

Pode-se observar que o acréscimo de 200% na energia (utilizando o 

060 ao invés do 020) resultou em um aumento de, apenas, 20% na ca 

pacidade de cravação. 
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6.2.1.2 - Eficiência do Martelo 

A eficiência mecânica do martelo de crava 

çao desempenha um papel importante na transmissão de energia do 

martelo para a estaca. A sua influência na capacidade de crava 

ção da estaca (pile driveability) pode ser analisada atravês da 

equação da onda, como ilustra a figura 6.2-2, onde são apresent~ 

das duas situações de cravaçao idênticas, onde variou-se apenas 

a eficiência do martelo. 

Ru (tf) 
ef= eflcléncio mecânica 

do martelo. 

800 
Variação= 82 % 

ef = 80 % 

600 

f= 64% 

400 

ü 200 

4 5 Golpe:,/cm 

Fig. 6.2-2- Influência da eficiência do martelo ( Bender e outras, 1969) 

Esta figura, devida a Bender e outros (1969), 

demonstra que, aumentando-se a eficiência do martelo, aumenta-se 

a capacidade de cravação da estaca ou, em outras palavras, a es 

taca pode ser cravada atê atingir uma resistência ultima mais ele 

vada. Pode-se observar, ainda, que, para um mesmo nivel de resis 

tência ultima, quanto maior a eficiência mecânica do martelo, m~ 

ior a eficiência de cravação_ da estaca (menor contagem de golpes/ 

penetração). Este efeito ê mais pronunciado quando a resistência 

ultima ê elevada. 
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6.2. l .3 - Forma do Pilão 

Bender e outros (1969) realizaram urna ana 

lise investigando a influência da forma do pilão de dois martelos 

de cravação. Eles verificara.m que (figura 6.2-3), devido a pr~ 

pagação de ondas no pilão, a capacidade de cravaçao do martelo 

com o pilão mais longo era maior. Entretanto, a utilização de 

cepos e coxins minimiza este efeito da forma do pilão. 

Ru(tf) 

1400 

1200 

1000 

800 

600 

400 

200 

Martelo A U 'õ' Martelo e 

tt 
o o~~-!-, -:!,--':-.-,~-,.-,!,1--'s'----!-9-,"-0--G-ol-pe-, ~-,•m 

Fig. 6.2-3- Influência da forma da pilão. ( Bender e outras, 1969 ). 

6.2.2 - Cepos e Coxins 

São, normalmente, usados para limitar as 

tensões, tanto no martelo como na estaca, durante a cravaçao. As 

propriedades mais importantes de um cepo ou coxim são a sua rigl 

dez e o seu coeficiente de restituição. (A não existência do co 

xim implica em supor a sua rigidez nula e o seu coeficiente de 

restituição unitãrio). 
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6.2.2. l - Rigidez do Coxim (ou Cepo) 

Um aumento na rigidez do coxim acarreta em 

um acrêscimo na capacidade de cravação. da estaca, especialmente 

em solos de alta resistência a cravaçao. A figura 6.2-4 ilustra 

este fato. 

Ru (tf) 

_..------- K= 490 tf/cm 

0'1!,_ _ _._ __ 2~-~3-~4c--!'"5 ---!".---c,~--Go"."lp-,-,/~cm 

Fig. 6.2-4- Influência da rigidez da cepa ( Cayle e outras, 1977) 

Parece que existe (Bender e outros, 1969), 

para um dado sistema martelo - estaca - solo, uma rigidez de coxim 

õtima, que fornece uma proteção adequada ao sistema sem afetar, 

seriamente, a sua capacidade de cravaçao. A figura 6.2-5 mostra 

uma sêrie de curvas, cada uma delas correspondente ã uma determi 

nada resistência ã cravação, onde pode ser observado que existe 

um valor de rigidez acima do qual não hã ganho apreciãvel de ca 

pacidade de cravaçao. 
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1080 E 

E D 

t o 900 A 
'-
~ 

B ~ 

720 e o 
Q. ., 
u 540 
o e 

N 060 "" ., A=l80tf e 

ª 
B= 360tf 

"' 
180 C= 540tf 

0=720tf 
E= 900tf 

o 
o 2 .. • 8 10 12 14 Golpes/cm 

Fig. 6.2-5- Seleção ótima do coxim Bender e outros, 1969 ). 

Na curva B, aumentando-se a rigidez do co 

xim de 180 para 360 tf /cm, não se consegue diminuir o numero de 

golpes por cm, quando se q_uer cravar ate 360 tf de resistên 

c ia. Alem disso, hã um valor de rigidez (" 60 tf/cm) abaixo do 

qual a capacidade de cravaçao e seriamente reduzida. Isto sign.!_ 

fica que um coxim muito macio pode fazer com que a estaca não con 

siga ser cravada. 

6.2.2.2 - Coeficiente de Restituição 

E'. intuitivo e pode ser demonstrado pela e 

quaçao da onda, que quanto maior o coeficiente de restituição do 

cepo (ou coxim), maior e a eficiência de cravação da estaca. Is 

to ocorre porque menos energia e absorvida no cepo e, portanto, 

ocorre em todos os niveis de resistência do solo. A figura 6.2-6 

ilustra o efeito de variação do coeficiente de restituição doce 

po na capacidade de cravação de uma estaca. 
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Ru (tf) 

1500 

1000 

500 

o ~----'
2
---4'-------'6---e'----',0--- Golpes/cm 

Fig. 6.2-6- Influência do coeficiente de restituição ( Lowery e outros, 1969) 

6.2.3 -Peso do Capacete 

O peso do capacete pode ter uma influência 

significativa na resistência do solo atê a qual um martelo pode 

cravar uma estaca. A figura 6.2-7 mostra os resultados de anãli 

ses em que variou-se o peso do capacete. Pode-se observar que, 

aumentando-se o peso do capacete de cinco vezes e nove vezes, a 

resistência ultima ã qual a estaca poderia ser cravada diminui de 

12% e 26%, respectivamente. Este comportamento pode ser atribui 

do ao fato de que a energia disponivel para cravar a estaca ê re 

duzida pelo trabalho realizado no capacete. 

Ru ( tf) 

2000 

1000 

500 

,.,,-,::::::::::::::::::::=======~~St:f } VULCAN 
-------~;-:-:-;,40,54 tf 

- ------2,25tf} . 

::-~:-.:.:.:.:.:.:.:_-_:--_ 11 1 25 tf VULCAN 020 
_ 20,25tf 

060 

o,'----'------'
2
---...J

3
'----

4
'-- Golpes/cm 

Fig. 6.2-7- Influência do peso do capacete ( Lowery e outros, 1969) 



. 20 l . 

6.3 - Influência das Caracteristicas da Estaca 

Um d os me i os ma i s e f i c a z e s de se mel hora r 

a capacidade de cravaçao de uma estaca a ser cravada, e aumentar 

a sua rigidez, aumentando-se a sua seçao transversal. Isto po.!:_ 

que a capacidade de transmissão de ondas de força ou tensão depe~ 

de da impedância Z = EA da estaca. 
c 

6.3.l -Rigidez da Estaca 

As figuras 6.3-1 e 6.3-2 ilustram resulta 

dos típicos encontrados aumentando-se a rigidez das paredes das 

estacas tubulares apresentadas na figura 6.2-1. 

Na figura 6. 2-1, verificou-se que triplica~ 

do a energia do martelo 020, a capacidade de cravação da estaca 

foi aumentada de apenas 20%. Em contraste, triplicando-se a se 

çao transversal da estaca, aumenta-se essa capacidade de cerca de 

60% e 100% para os martelos 020 e 060, respectivamente. 

Ru { t f l 

1500 espessura da parada 
MARTELO VULCAN 020 -----------~= da asteca = 3,~·1 cm 

- aspes:iura = 1,91 cm 

~~ ... '~'"'º" ,:;::,27 ,m =======:ir~. 

o'-~---,,!'----!3--4!'----!5---,5'----!,--e'-~9--,~0--11--,~,-.. Golpn/cm 

Fig. 6.3.-1- Influência da rigidez da estaca ( Coyle e outros, 1977) 
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2000 

1500 

1000 

500 

.202. 

MARTELO VULCAN 060 

G!!I pessura = 3 81 cm 

espessura= t 27 cm 

L..--''---'----'---'----'---'--"--''---'----:':c--c:--7:"--+ Golpes/em 
0 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

Fig. 6.3-2- Influência da rigidez da estaca ( Coyle e outros, 1977) 

E interessante notar que a· figura 6.3-1 mos 

tra que sob baixa resistência a cravaçao, a estaca de menor rig~ 

dez ê mais fãci l de ser cravada que as demais. Isto ocorre po_!'. 

que, sob baixa resistência, a estaca move-se de uma grande dis 

tãncia por golpe (maior penetração por golpe) e a massa adicional 

da estaca com maior rigidez, movendo-se dessa distância, absorve .. 

maior quantidade de energia do martelo. Entretanto, sob alta re 

sistência, o numero de golpes/cm torna-se suficientemente elevado 

(a penetração por golpe ê menor), que a capacidade adicional da 

estaca de maior rigidez para transmitir as ondas de tensão atra 

ves do solo excede, em muito, os efeitos inerciais, fazendo com 

que ela seja mais fãcil de ser cravada. 

Bender e outros (1969), verificaram que, em 

muitos casos, e possivel aumentar a capacidade de cravação da es 

taca enrigecendo apenas a sua parte cravada no solo. A figura 

6.3-3 ilustra esse fato: os Ültimos 36m foram enrigecidos apenas 

para melhorar a cravação. Pode-se notar que a penetração necessi 

ria (44m) sõ pode ser conseguida com as estacas com as paredes me 

dia e grossa. 
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o 2 3 4 5 6 
Golpe,/cm 

12 

E 
24 

"' 36 
e 
<[ parede fino 
<::> 
e 48 
z parede médi~ _ => - --- Profundidade de .. 
o 60 

projeto 
Ir .. parede Qt09130 

72 

fig. 6.3-3- Efeito do enrigecimento da estaca ( Bender e outras, 1969) 

-- -----
Deve-se ressaltar que o aumento da rigidez, 

alem de permitir a cravação da estaca atê a profundidade desej~ 

da, leva ã uma redução do tempo de cravação. 

Um outro artificio comumente empregado pa

ra aumentar a impedãncia de estacas tubulares, ê preenchê-la com 

concreto. A figura 5.2-13, devida a Parola (1975), ilustra a 

utilização desse artificio. 

6.3.2 -Amortecimento Interno do Material da Es·taca 

Engeling (1974), realizou estudos paramêtr.!_ 

cos, visando avaliar os efeitos do amortecimento interno do mate 

rial da estaca. Ele variou o valor do coeficiente de restituição 

dos segmentos de estaca, para uma determinada faixa de comprime~ 

tos. A figura 6.3-4 apresenta resultados tipicos para uma resis 

tência ã cravação igual a 4 golpes/cm. Pode-se observar que p~ 

ra estacas de atê, aproximadamente, 60m, a anãlise pela equaçao 

da onda não ê influenciada pela variação do coeficiente de resti 

tuição da estaca. 



R u ( tf ) 

500 

400 

'ºº 

. 20 4. 

E R E S = Coeficiente de amortecimento 
interno do' e,toco 

N = 4 golpes/cm 

ERES: 1,0 

O 98 

200L... ....... _.J.....__._...J.._~_J-:-~---:-.1.:------
o eo 120 180 240 Comprimento da estaca ( m) 

F. 6.3-4- Influência do amortecimento interno ( Engeling, 1974) 1g. 

6.4 Influência do Solo 

6. 4. l - Coeficiente de Amortecimento do Solo e "Quake" 

Hirsch e outros (1970) realizaram um estu 

do paramêtrico visando determinar os valores do coeficiente de a 

mortecimento para vãrios solos. O sistema martelo - estaca - solo 

foi mantido constante, variando-se apenas o valor do coeficiente 

de amortecimento. Atravês das curvas resistência ultima do so-

lo x golpes/cm, as propriedades de amortecimento foram determin~ 

das pela comparação entre as soluções geradas pelo computador e a 

obtida dos dados de um prova de carga na estaca, conforme a fig~ 

ra 6.4-l. Pode-se observar que, para um determinada resistência 

ultima do solo, aumentando-se o valor do coeficiente de amorteci 

mente, aumenta-se o numero de golpes necessãrios para se atingir 

essa resistência. Em outras p a l a v r as , quanto menor o coe f i c i ente 

de amortecimento do solo, maior a capacidade de cravação da estaca. 
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• 0 l (s/ft) 
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oL--'---'
2
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4
:----;

5
---~.:-----;';;,o:-----;';l2;----~,:..-~G;o;;;,lpes /cm 

6. 4-1- Influência do coeficiente de amortecimento do solo (Hirsch e outros, '1970) Fig. 

Estudos realizados par Parola (1975), indl 

cam um comportamento sem.el hante para o "quake". A figura 6 .4-2 

ilustra o fato de que, quanto menor o valor do "quake'', maior a 

capacidade de cravação da estaca. 

Ru ( tf) 

2 4 6 8 10 12 Golpes/cm 

Fig. 6.4-2- Influência do " k " qua e ( Parola, 1975 ) . 
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6,4.2 -Distribuição da Resistência do Solo 

Na anãlise pelo mêtodo da equaçao da onda, 

e necessãrio que se conheça a distribuição de resistência do so 

lo ao longo da estaca. 

Entretanto, face ãs dificuldades de obten 

çao dessa distribuição, normalmente ela ê suposta conhecida no 

inicio da anãlise, dividindo-se a resistência total, em termos 

percentuais, parte para a superficie lateral e parte para a po_!! 

ta da estaca. (A maneira como essa distribuição ocorre deve ser 

estimada através de uma anãlise de transferência de carga. Entr! 

tanto, os resultados numéricos obtidos, considerando-se uma trans 

ferência de carga (atrito lateral) uniforme, não diferem muito 

dos obtidos quando se considera uma transferência linearmente cres 

cente ou decrescente com a profundidade). 

As principais influências da distribuição 

de carga entre a ponta e o fuste da.estaca, analisadas pela equ~ 

ção da onda, podem ser resumidas em estudos paramétricos como os 

apresentados nas figuras 6.4-3 e 6.4-4. 

Analisando as figuras 6.4-3 e 6.4-4, pode

se observar que, qüanto menor a percentagem de carga resistida P! 

la ponta, maior ê a capacidade de cravação da estaca. Portanto, 

uma diminuição na percentagem de carga na ponta da estaca, resu! 

ta em um decrêscimo no numero de golpes/cm para se cravar a esta 

ca atê uma certa resistência do solo. Esse efeito ê mais pronu_!! 

ciado quanto maior a resistência do solo e menor a rigidez da estaca. 
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180 
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80 

60 
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o 

H-128P7-4 
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do •!!toco. 
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Fig. 6.4-3- Influência da distribuição de carga ( Tavenas e Audibert, 
1977). 
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Fig. 6.4-4- Influência da distribuiçllo de carga ( Forehand e Reese, 

1964 l. 
~ 



. 2 08. 

6. 5 - Estimativa da Capacidade de Carga 

A capacidade de carga de \JITia estaca p.ode 

ser estimada atravês da curva resistência ultima do solo versus 

numero de golpes por penetração. Esta curva ê obtida variando-se 

a resistência ultima do solo e calculando-se as respectivas ne-

gas plãsticas. (O numero de golpes/penetração ê igual ao inverso 

da. penetração por golpe, comumente denominado de nega). Assim, 

para cada valor de resistência ultima do solo, os cãlculos por 

computador fornecem um valor correspondente para a nega. Desta 

maneira, são gerados pontos suficientes para se traçar a curva re 

sistência ultima do solo x numero de golpes/cm, conforme ilustra 

a figura 6.5-1. Entrando-se nesta curva com o numero de golpes/ 

cm obtido do diagrama de cravação da estaca, obtêm-se a sua resis 

tência ultima ou capacidade de carga. 

o 
-' o ., 

"" o 
e 

" " ;e 
-' e, 

" õ 
z 

"" ~ ., 
;;; 
'" "' 

N 1 /nega= n'2 Qolpes / penetração 

Fig. 6.5-1- Diagrama resistência Última do solo x n!! de golpes/penetração. 
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Deve-se ressaltar que essa resistência ul 

tima e a resistência estãtica total do solo encontrada durante a 

cravação, pois o acrêscimo de resistência dinâmica ê levado em 
• 

conta na anãlise atravês do coeficiente de amortecimento. 

Essa curva pode ser utilizada para veri fi 

car alguns efeitos reolõgicos, tais como o aumento de resistência 

(freezing) ou a redução de resistência do solo (relaxação) com o 

tempo, apõs a interrupção da operação de cravação. Procedendo-se 

ã uma nova cravação (recravação) da estaca, obtêm-se uma nova n~ 

ga (golpes/cm) que ê então plotada na curva. A resistência ulti 

ma correspondente a essa nova nega serã a nova tapacidade de ca~ 

ga, incluida de efeitos reolõgicos. A figura 6.5-2 ilustra dois 

casos possiveis. 

Golpe! /penetroçõo 

(Recravação} ( Recro11oçôo) 

Fig. 6.5-2- Avaliação de efeitos reológicos na resistência Última do solo 
através da recravação. 
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Nas considerações feitas nos parãgrafos an 

teriores, para a estimativa da capacidade de carga de uma estaca, 

foram supostos conheci dos todos os parâmetros que afetam o fenô 

meno. Entretanto, como muitos desses parâmetros são dificeis de 

serem determinados na prãtica, ê necessãrio uma anãlise mais com 

plexa que a descrita. 

Inicialmente, ê determinada uma faixa deva 

riação da resistência ultima do solo em função do numero de go2_ 

pes por penetração, a partir de valores medidos ou valores tipi

cos recomendados para os diversos parâmetros influentes. Como o 

numero de golpes/penetração ê anotado durante a cravação da esta 

ca, essa faixa de variação constitui-se numa primeira estimativa 

da sua capacidade de carga. Se valores mais consistentes para os 

parâmetros envolvidos são utilizados, essa faixa de variação po

de ser reduzida sensivelmente. Resultados de provas de carga em 

estacas :!le mesmas caracteristicas, cravadas sob condições semelhan 

tes, podem ser utilizadas na determinação de diversos parãmetros: 

as curvas Rult xgolpes/cm que mais se aproximam dos pontos repr~ 

sentativos das provas de carga, fornecem os valores mais consis 

tentes. 

t Õbvio que a simulação da cravaçao e de 

todo o sistema martelo - estaca - solo, pode ser feita antes de se 

cravar a estaca. Isto permite, ainda na fase de projeto, uma se 

leção dos equipamentos de cravaçao e uma estimativa da capacid~ 

de de. carga da estaca. A medi da que os trabalhos de campos forem 

execútados, a anãl i se pode ser modificada para atender as condi 

ções reais encontradas. 
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Os estudos paramêtricos descritos demonstram que, 

de um modo geral, os principais meios de se aumentar a capacida

de de cravação de uma estaca (pile driveability), são: 

l. Aumentar a energia transmitida a estaca (au

mentando-se, por exemplo, a altura de queda 

do pilão ou a eficiência do martelo). 

2. Aumentar a rigidez e o coeficiente de restitui 

ção do cepo e do coxim. 

3. Diminuir o peso do capacete. 

4. Aumentar a rigidez da estaca. 

Alêm disso, verifica-se, tambêm, que quanto menor 

os valores do ''quake", dos coeficientes de amortecimento do solo 

e da percentagem de carga resistjda pela ponta da estaca, maior 

sera a sua capacidade de cravaçao. 



CAPITULO VII - ALGUNS PROGRAMAS AUTOMATICOS EXISTENTES 
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7.3 - Particularidades do Programa Utilizado 
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VII. ALGUNS PROGRAMAS AUTOM11TICOS EXISTENTES - APRE 

SENTAÇ110 DO PROGRAMA UTILIZADO 

7. 1 - Descrição dos Pri nci pais Programas Existentes 

Os principais programas utilizados na prãtica, fo 

ram desenvolvidos a partir do trabalho de E.A.L.SMITH (1960). As 

principais contribuições para o desenvolvimento da ''Tecnologia da 

Equação da Onda'', surgiram a partir de programas de pesquisas em 

4 universidades americanas: 

1) Texas A & M University {TAMU) 

Os pesquisadores desta universidade realizaram um 

numero vasto de ensaios, de laboratõrio e de campo, para quanti

ficar os parâmetros bãsicos de anãlise. Eles desenvolveram 3 pr~ 

gramas: TTI (1968), OCEANWAVE (1976) e TIDYWAVE (1976). 

O programa TTI original, resultou da implementação 

dos algoritmos bãsicos de Smith, com algumas modificações. O 

OCEANWAVE, e um programa orientado para o projeto e, essencialme~ 

te, corresponde ao programa TTI, porem com capacidades de entra 

da e saida melhoradas. São introduzidos alguns refinamentos, c~ 

mo por exemplo, algoritmos adicionais para simular o comportame~ 

to de martelos diferentes. A sua utilização na prãtica tem dado 

bons resultados. O programa TIDYWAVE, que e uma versão voltada p~ 

ra a pesquisa, permite a anâlise de uma grande variedade de pari 

metros e, sã e utilizada, quando são necessãrias soluções com al 

to grau de refinamento. 
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2) University of Illinois (U of I) 

No programa DIESEL l, Rempe (1975) desenvolveu um 

modelo matemãtico rigoroso, que simula o comportamento termodinl 

mico de um ciclo completo do martelo diesel. A introdução deste 

modelo na equação da onda, levou ã uma anãlise extremamente com 

plexa. Segundo Davisson (1975), "unfortunately, the complexity 

of the program (DIESEL l) makes its distribution to other users 

(in the public domain) impractical''. 

3) Case Western Reserve University (CWRU) 

Os pesquisadores desta universidade desenvolveram 

uma instrumentação de medição e têcnicas de interpretação de dados 

de campo sofisticadas. O programa WEAP (1976) desenvolvido a pa~ 

tir do de Smith, introduz um algoritmo para simular o comportame~ 

to do martelo diesel, onde as iterações são realizadas visando de 

terminar analiticamente a energia do martelo. Paralelamente a 

uma instrumentação altamente sofisticada, os pesquisadores da 

CWRU desenvolveram um outro programa, o CAPWAP (1977), que empr~ 

ga os registros das forças e acelerações medidos no topo da est! 

ca. De posse das forças e das acelerações medidas, obtêm-se um 

sistema de equações redundantes. A anãlise se resume em introdu 

zir, no modelo, as acelerações do topo da estaca e calcular as 

forças correspondentes. Atravês de iterações, os parâmetros de 

solo (distribuição de resistência, quake, coeficiente de amorte 

cimento) são ajustados para igualar as forças calculadas, a partir 

das acelerações, com as medidas no topo da estaca. Os pesquisad~ 

res da CWRU executam esse processo iterativo e.m um sistema comp~ 
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tacional "fechado" e, atualmente, o programa CAPWAP e proprieda

de da Goble and Associates. 

4) Duke University {DUKE) 

Nesta universidade, foi desenvolvido o programa 

DUKFOR (1975), em que a resposta do sistema martelo -estaca-solo 

e analisado para um golpe "completo'', permitindo a simulação de 

uma serie de golpes do martelo. Posteriormente, o programa foi 

atualizado, surgindo o PSI (1977). Este programa permite a intrE_ 

dução de tensões residuais na solução, atraves da anãlise de go~ 

pes múltiplos. (Ao termino da anãlise do primeiro golpe, e obti 

da uma solução, que fornece as condições iniciais para o golpe 

subseqilente). r introduzido, ainda, um comportamento não-linear 

para a interface estaca - solo, segundo uma lei hiperbÕlica. 

7.2 - Principais Vantagens e Limitações 

Nos ul ti mos anos os programas da TAMU foram os mais 

utilizados e, os resultados de suas aplicações têm sido largame~ 

te publicados e discutidos na literatura. 

O programa WEAP emprega um algor1tmo para prever e, 

ao mesmo tempo, corrigir a solução da equaçao da onda. Da mesma 

maneira que nos programas de Smith e da TAMU, e analisado apenas 

um golpe isolado, isto e, a anãlise e finalizada quando a estaca 

deixa de penetrar no solo. 

Como entrada de dados, o programa CAPWAP requer m~ 

dições da aceleração e da força no topo da estaca e, portanto, a 
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resistência do solo que ê estimada corresponde a realmente mobi 

lizada durante o golpe analisado. Entretanto, segundo Holloway 

e outros (1978), essa distribuição de resistência pode diferir da 

real se as tensões residuais, decorrentes da cravação, forem si~ 

nificativas. 

O programa PSI oferece uma representação rigorosa 

da interação estaca - solo. A capacidade de simular golpes mült.!_ 

plos, torna-o vali.aso na anãlise de problemas em que a resistên 

eia ã cravaçao e alta, pela possibilidade de introdução das ten 

sões residuais. 

O programa DIESEL l simula o comportamento do sis 

tema martelo - estaca - solo sob condições de cravação inclinada ou 

quando o atrito no martelo ê significativo. Entretanto, atê o 

presente, o programa não se encontra disponivel ao publico. 

Como pode-se observar, nenhum dos programas descr.!_ 

tos ê "6timo'' para todos os casos. Cada um deles possui caracte 

risticas particulares que o orienta para um determinado tipo de 

anãlise. Isto pode ser evidenciado em anãlises comparativas co 

mo as realizadas por Holloway, Audibert e Dover (1978). Eles ana 

lisaram um mesmo problema por meio de 3 programas diferentes e 

compararam os resultados analiticos com os observados no campo. 

Para simplificar as comparações, em uma sêrie de anãlises, os e~ 

eficientes de amortecimento foram supostos nulos. As anãlises, 

ilustradas na figura 7.2-1, demonstram que os 3 programas forne

cem resultados semelhantes atê aproxima~amente 7 golpes/cm, ind.!_ 

cand-0 que para o caso em questão, pelo menos para baixa contagem 
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de golpes, a escolha do programa ê irrelevante. Os programas WEAP 

e OCEANWAVE forneceram praticamente os mesmos resultados. Entre 

tanto, o programa PSI, com a anãlise para golpes múltiplos, indl 

ca que o sistema martelo - estaca - solo possui urna capacidade de 

cravaçao mais elevada (cerca .de 28%). Utilizando um coeficiente 

de amortecimento igual a 0,66 s/rn, os resultados são semelhantes, 

porêrn levam ã urna redução de cerca de 60% na capacidade de crava 

ção da estaca. Esses pesquisadores recomendam que, sob condições 

de alta resistência ã cravação, ê mais conveniente realizar urna 

anãlise por golpes múltiplos (embora consideravelmente mais caro) 

pois, atravês dela, resistências do solo mais elevadas podem ser 

vencidas do que numa anãlise convencional por golpe único. Entr~ 

tanto, sob baixa resistência, a anãlise convencional apresenta re 

sultados satisfatõrios. 

Ru (tf) 

2000 

CONVENÇÃO: 

Simbolo 

•• 
□ ■ o. 

Programa 
WEAP 
OCEANWAVE 

PSI 

100__.~~~~~~---.._ __ _._ ___ ._ _____ • 
O 1 5 10 15 20 25 Golpes/cm 

Fig. 7.2-1- Análises comparativas utilizando três programas 

diferentes { Holloway, Audibert e Dover, 1978 ). 
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7.3 - Particularidades do Programa Utilizado 

Nas anãlises realizadas (ver capítulo VIII), foi 

utilizado o programa proposto por Bowles (1974), com algumas m~ 

dificações. O programa foi desenvolvido em linguagem FORTRAN, 

baseado no algoritmo descrito no capítulo V. Algumas de suas 

particularidades são apresentadas nos parãgrafos seguintes. 

O programa pode ser empregado para analisar esta

cas de qualquer seção transversal ou qualquer forma geométrica. 

Nos casos de estacas tronco-cônicas ou de seção transversal cons 

tante, ele calcula o peso e a ãrea de cada segmento em que a es 

taca e di.Vidida. Para os demais casos, ele permite a leitura di 

reta dessas propriedades. 

O programa admite, ainda, vi a leitura direta, qua_:J_ 

quer tipo de distribuição de resistência do solo ao longo do fu~ 

te. Para os casos mais simples em que essa distribuição ê con~ 

tante ou varia linearmente com a profundidade, elas são calcul~ 

das automaticamente, excluindo o primeiro segmento da estaca. 

Vãrios problemas (mais de uma estaca) ou parame

tros diferentes (Q, R etc.) podem ser analisados simultaneamen 
. u 

te mediante o uso de um comando GOTO COMPUTADO, controlado pe-

la variãvel NCHECK. 

O programa analisa um sõ golpe do martelo e os cãl 

culos sao finalizados quando todos os segmentos de estaca adqul 

rem velocidades negativas e ê atingida a ''nega permanente''. Es 

ta ê tomada como a media entre as negas que difiram de menos de 
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0,005 unidades da nega mãxima calculada. Tanto essa nega mêdia 

(SET) como o seu inverso (N = S~T) são impressos, para facilitar 

o traçado das curvas R versus numero de golpes por penetração. . . u . . . . 

Os resulta dos sao forneci dos sob forma dos des lo 

camentos da ponta da estaca e das forças mãximas que ocorrem em 

cada intervalo de tempo. Opcionalmente, podem ser fornecidos os 

deslocamentos, as forças, as resistências do solo e as velocida 

des em cada elemento do sistema, a cada intervalo de tempo. Pa 

ra estacas de concreto, o programa seleciona a força negativa 

(tração) mãxima e o segmento em que ela ocorre. São, sempre, im 

pressos, ainda, juntamente com as tensões mãximas que ocorrem em 

cada elemento, os Últimos deslocamentos, as ultimas forças e as 

ultimas velocidades calculadas. 

Para facilitar anãl ises comparativas com resulta 

dos relatados na literatura, o programa permite, ainda, a utili 

zação tanto do sistema de unidades mêtricas como o ''fps" (foot

pound-second). 

A descrição de todos os parãmetros de entrada ne 

cessãrios a anãlise ê apresentada com detalhes no anexo VI, jun 

tamente com a listagem do programa. 



CAPITULO VIII - APLICAÇÕES REALIZAD~ 

8.1 - Introdução 

8.2 - Medição da Cravação 

8.3 - Prova de Carga 

8.4 - Anãlises pela Equação da Onda 

8.5 - Anãlises Utilizando FÕrmulas Dinãmicas de Cra 

vaç ao 
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VIII. APLICAÇÕES REALIZADAS 

8. l Introdução 

Para a aplicação do mêtodo da equaçao da onda, 

foram realizadas medições dos deslocamentos do topo (negas) de 

estacas durante a sua cravaçao. Esses dados foram obtidos na 

obra do METRÕ-RJ, lote 23, situado â Rua Conde de Bonfim, Tiju

ca, Rio de Janeiro, no periodo de janeiro â março de 1979. Os 

estudos neste trecho do Metrõ foram realizados dentro do Convê

nio de prestação de 5erviços entre a COPPE e a Companhia do Me

tropolitano do Rio de Janeiro (1972-1980), sob a coordenação dos 

Professores Mãrcio Miranda Soares e Willy Alvarenga Lacerda. A 

tese de Doutoramento do Professor Mãrcio Miranda Soares "Calcu

lo de Paredes Diafragma Multi-Escoradas em Presença de Solos Ar 

gilosos'' (1981), apresenta um histõrico dessa participação e de 

alguns resultados de estudos efetuados. 

Para que os serviços de escavaçao fossem desen~ 

volvidos com o minimo de interrupção do trãfego local, o METRÔ 

optou pela execução da obra, naquele trecho, atravês do ''Mêtodo 

Invertido''. Neste mêtodo, sã apõs a execução da laje da gale

ria (permitindo, portanto, a liberação do trãfego), a escavaçao 

e os demais serviços são iniciados. 

A laje da galeria seria sustentada por estacas m~ 

tãlicas ICVS-450 x 168, cravadas em duas fileiras paralelas, di~ 

tantes de, aproximadamente, 7,50m, ao longo de um trecho de 2,0km 

da rua Conde de Bonfim. A distância entre duas estacas de uma 
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mesma fileira era da ordem de 5,0m. As características gerais 

da obra, no trecho, sqo apresentadas esquematicamente na figura 

8. l - l Mais detalhes sobre as características geotecnicas lo-

cais, processos construtivos e resultados de instrumentação po

dem ser encontrados na tese de Mestrado do engenheiro Jose Fer 

na n d o T h o me J u c ã " I n f l u ê n c i a d e · Es cavações nos R e cal que s d e E d i 

ficações Vizinhas" (1981 ).,.e.nos relatõ.rios 

de obra enviados ao Metrõ. 

de acompanhamento 

Parede 
diafragma 

Lo-je superior da galeria 

Nível final de 
escovação 

Estacas metálicas 
!CVS- 450, 168 

Parede 
diafragma 

49 

SondoQem 5·1076 

Aterro de entulho 

-liOO Areia media e gros,o, argiloso, 

2 OO com pedr9quthos, fofQ-
' Argila oreno,o I media. 

2,70 

Areia fino I muito orgilo,o,fofà. 

Ateio médio e gro,:,o pouco or9i-

10,o,medlonamente compacto e fofo. 

7,90 ------------
Argila arenoso, mole 

8 •85 Areia media e grosso l Ot(,liloso "com 

9190 
_pedregulhos, medianamente compoe10 

Are1o media e grossa, muito fofo. 
10,75 

Pegmotito quortizito, muito fro· 
turodo 1 pouco fissurodo. 

, lil i,po __________ _ 

Argila muito arenoso, com pedre

gulhos, duro. 

I1
1
50-Areio media e grosso 1 pouco argiloso, 

181
;50 com pedregulhos I multo compacta. 

LIMITE DA SONDAGEM 

Fig. 8.1-1- Característicos- gerais do obro. 

Como pode-se observar na figura 8.1-1, logo abai 

xo do nível final da escavação ocorre uma camada de pedregulhos e ma 

tacões de quartzo, de 2,0 a 3,0 metros de espessura. Para se g~ 

rantir que as estacas ultrapassariam essa camada, antes da crava 

çao, foram realizados pre-furos ate abaixo dela. Esses pre-furos 
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8.2 Medição da Cravação 

As estacas eram cravadas em 2 ou 3 segmentos sold~ 

dos entre si, com um comprimento total cravado variando, aproxi

madamente, entre 17,0 e 30,0m. Foram utilizados bate-estacas com 

os martelos Diesel KOBE K-35 e K-45, de fabricação japonesa e 

HERA HD-75, de fabricação holandesa. Os pesos dos pilões desses 

martelos são, respectivamente, 3,5tf, 4,5tf e 7,5tf. Normalmen

te, as estacas eram cravadas com o martelo K-35 e as negas confir 

madas com o K-45 ou o HD-75. 

A carga de trabalho das estacas era da ordem de 

250tf e, de um modo geral, a operação de cravação era interromp.:!_ 

da quando a penetração de 10cm (medida no. topo da estaca) era ob 

tida com um m1nimo de 60 golpes para o martelo K-35 e 40 golpes 

para os martelos K-45 e HD-75. Nas estacas em que os deslo

camentos do topo foram medidos para o estudo da capacid~ 

de de carga, imediatamente apõs essa interrupção, eram colocados 

os aparatos necessãrios para as me~ições. Iniciava-se, em segu.:!_ 

da, uma serie de cerca de 10 golpes, com a finalidade espec1fica 

de medir os deslocamentos do topo da estaca. 

Inicialmente, tentou-se medir esses deslocamentos 

manualmente, conforme o procedimento relatado na literatura tec 

nica por Chellis (1961), Tschebotarioff (1978) e outros. Este 

procedimento consiste em colar um papel milimetrado na face da 

estaca e, durante o golpe, deslocar um lãpis (cuja ponta pressi~ 

na o papel) apoiando-o sobre um travessão colocado prõximo a es 

taca, conforme ilustra a figura 8.2-1. Ele tem sido utilizado 

para obter as compressões elãsticas da estaca e do solo e a nega, 
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para a aplicação da f6rmula dinãmica de Hiley e similares .. 

Estoc,, 

La'pis_ 

Braçadeira Compressão ~ 
- elcistico no --r--: de fiKoçoo , . e=:m::::⇒ , , Lci p1s estoco e no-- .... ..: 

d terreno : 
(=C, .. c,) . •Set=S (nego) 

( o l ( b l 

Fig. 8.2-1- Método experimental poro determinação do compressão elástica do terreno 

e do estoco dúronte o cravação ( Tschebotarioff, 1978 ). 

Estas medições nao deram bons resultados, princi

palmente por causa das vibrações decorrentes dos golpes do mart! 

la. Todo o terreno pr6ximo ã estaca, sofre influência dessas vi 

brações, que são transmitidas ao travessão de apoio ao lãpis, af! 

tanda as medições. Como os deslocamentos da estaca sao medidas 

na fase final de cravação, quando o terreno jã apresenta uma re 

sistência ã penetração razoãyel, o problema de vibrações ê mais 

acentuado. Alem disso, quando o martelo choca-se com a estaca, 

esta, alem de penetrar longitudinalmente, sofre deslocamentos l~ 

terais significativos em todas as demais direções, dificultando, 

assim, as medições, pois a estaca ora se afasta, ora se aproxima 

do travessão onde se apoia o lãpis, tudo isso, num intervalo de 

tempo menor que l segundo. 

Freqüentemente, o trecho da estaca que permanece 

acima do nivel do terreno no estãgio final de cravação ê relati 

vamente curta e o espaço que o encarregado da medição deve ocu 
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par (entre o nível do terreno e o capacete de cravação) é muito 

pequeno, perturbando-o psicologicamente na hora da medição, pois 

o martelo diesel, além de esguichar sobre ele o Õleo em excesso, 

provoca um ruido intenso devido ã explosão. 

Além dessas dificuldades, deve-se acrescentar que, 

quando a resistência do terreno ã penetração da estaca é muito 

elevada, uma grande parcela da energia do martelo é canalizada p~ 

ra a ascenção do pistão, podendo ocorrer, embora raramente, ~e o 

pistão saia fora do cilindro, caso não se tomem os devidos cuida 

dos na injeção de Õleo. Não se pode excluir, também, a possibj_ 

lidade da ocorrência de cavernas (cãrstico) ou terrenos pouco r~ 

sistentes abaixo de uma camada resistente, de modo que a estaca 

subitamente comece a penetrar mais rãpido e o martelo venha a a 

tingir o encarregado da medição. 

Os inconvenientes acima mencionados foram evita dos, 

ou bastante minorados, fazendo-se as medições de uma maneira re 

lativamente simples: através de uma filmadora de alta velocidade. 

Assim, filmando-se ã distância, os efeitos das vibrações nas medj_ 

ções foram minimizados, os deslocamentos laterais da estaca deixaram de 

ter influências significativas nas medições e a periculosidade re 

duzida. Conseguiu-se uma vantagem adicional pelo registro aut~ 

mãtico mais preciso, de forma "permanente", permitindo anãl ises po~ 

teriores. 

Foi utilizada uma filmadora BOLEX-16 H-REFLEX de 

16mm, de fabricação suiça, filmando-se a uma velocidade nominal 

de 64 quadros por segundo. A velocidade real constatada foi de 

53,5 ±0,25 quadros por segundo, ou seja, o intervalo de tempo en 
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tre 2 quadros consecutivos era de, aproximadamente, 0,019 segun

dos. A câmera era instalada perpendicularmente ã estaca, a uma 

distância variando, aproximadamente, de 10,0 a 20,0m, dependendo 

das condições locais. A câmera era operada sobre um tripê fixo, 

de maneira que no inicio da filmagem a objetiva ficasse, aproxi

madamente, numa mesma horizontal que o ponto de referência. Note

se que as filmagens eram realizadas nos estãgios finais da crava 

ção quando a penetração da estaca para cada golpe do martelo era 

pequena e, assim, os erros que, por ventura, pudessem ocorrer por 

distorções provocadas pelas lentes, devido a não horizontalidade 

com o ponto de referência, seriam minimos. 

Como referência, foi utilizado um sistema de eixos 

ortogonais, com uma escala vertical de 5cm, marc:ada diretamente 

na estaca, com.giz branco sobre uma camada de tinta preta, para 

dar contraste. Antes desse sistema, tentou-se utilizar como ei

xos de referência, fitas adesivas de largura conhecida. Na anãli 

se poster i o r d os f i l me s , ver i f i c ou - se que , durante o golpe , essas 

fitas adesivas sofrem deformações considerãveis. A figura 8.2-2 

ilustra, esquematicamente, o procedimento utilizado nas medi

çoes. 

Apôs revelado, o filme era anal i sacio quadro por 

quadro, por meio de um analisador de movimento NAC -Film Motion 

Analyser -165, de fabricação japonesa. Este analisador fornece, 

no visor, uma ampliação de 15 vezes, com uma precisão de 0,05mm. 

Pode-se, então, atravês de relações matemãticas adequadas, obter 

as dimensões reais. A escala previamente marcada na estaca for 

nece os fattires de conversão. 



Filmadoro 

10 a 20 m 

Referência 
marcado no estoco 

l 

Estaco 

~ Deslocamento 
Plástico 

~ Deslocamento 
Elástico 

Fig. 8.2-2- Medição das negas através de filmagem. 
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Os deslocamentos relativos ocorridos na estaca e 

gravados nas imagens de dois quadros subseqllentes, podem ser ob 

tidos através dos eixos mõveis de medição (conecta~os automatic! 

mente a registradores numéricos) existentes no analisador. A fi 

gura 8.2-3 ilustra o procedimento utilizado nas medições: no qu! 

dro inicial, obtem-se a leitura inicial (zero) fazendo-se coinci 

dir os eixos mõveis de medição com os eixos de referencia marca 

dos na estaca. No quadro subseqüente, as_ defasagens entre os 

dois sistemas de eixos indicam os deslocamentos ocorridos na es 

taca durante o intervalo de tempo em que as duas imagens foram 

tomadas. 

, 
QUADRO INICIAL QUADRO SUBSEQUENTE 

Deslocamento 
D □ Horizontal □ 1 

D 

1 

~ 
1 

Deslocamento 1-
D □ Vertical 

D □ 

Eixos móveis 
de medição 

Fig. 8.2-3- Procedimento utilizada na análise das filmes_ 
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Fazendo-se, novamente, coincidir os eixos de medi 

çao com os de referência, as leituras obtidas nos registradores, 

subtraidas das iniciais, fornecem os deslocamentos medidos nas 

imagens ampliadas. A partir desses valores, os deslocamentos re 

ais da estaca são obtidos atravês dos fatores de conversão. 

Note-se que e possivel medir, nao sã os deslocamen 

tos verticais, como; tambem, os deslocamentos horizontais da es 

taca, na direção normal ã da filmagem. 

Alem de um contador automãtico de quadros (que pr~ 

porciona o controle da seqüência), o analisador possui um inver 

sor de movimento, que permite inverter a seqüência dos quadros e 

fazer uma anãlise retroativa. Assim, nos casos de duvida, e po~ 

sivel "voltar" o filme e proceder ã uma nova anãlise corretiva de 

uma seqüência de quadros. 

Os erros mais comuns que podem ser cometidos nesse 

tipo de anãlise se devem ã paralaxe, pois e necessãrio fazer coi~ 

cidir, a cada quadro, dois sistemas de eixos. Outros erros podem 

advir das deformações naturais do filme devido ãs tensões a que 

ele e submetido quando movimentado nos carreteis, ou devido as 

folgas e imperfeições nas perfurações laterais de encaixe do fil 

me. 

Como os registros nao sao continuas, a acurãcia das 

medições depende do intervalo de tempo entre os registros, ou se 

ja, da velocidade de filmagem. Quanto maior essa velocidade, ma 

ior a exatidão das medições, pois os pontos obtidos representam 

melhor a trajetõria dos deslocamentos do topo da estaca. Por 
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exemplo, nas medições realizadas, os deslocamentos foram obtidos 

somente a cada intervalo de tempo de 19 milisegundos. Entretanto, 

a velocidade de propagação da onda no aço sendo da ordem de 5000 

m/s, a onda, para percorrer uma estaca de 20 metro$, refletir-se 

na sua ponta e retornar ao topo, leva cerca de ·s milisegundos. 

(Neste caso, durante o intervalo de tempo entre dois golpes - ce.!:_ 

ca de l segundo para martelos diesel -a onda percorre tal estaca 

aproximadamente 2000 vezes em cada sentido!!!). 

Portanto, a principio, nada se pode afirmar sobre 

os valores dos deslocamentos que ocorrem durante o intervalo de 

tempo entre dois registros consecutivos. Esta é uma das razoes 

pelas quais não é possível obter, com boa confi abi li d ade, as ve 

locidades e as acelerações por meio de diferenciação numérica dos 

graficos obtidos. 

Os graficos desl.ocamento xtempo foram traçados Pª! 

sando-se uma curva suave pelos pontos obtidos através das medi

çoes. Deve-se ressaltar que essa curva é apenas uma aproximação, 

nao correspondendo exatamente aos deslocamentos do topo da esta 

ca. A unidade de tempo utilizada foi 19 milisegundos, que corre! 

ponde ao intervalo de tempo entre os registros obtidos nas filma 

gens. 

Os primeiros golpes registrados na estaca 6403 sao 

apresentados na figura 8.2-4. Pode-se observar um deslocamento 

anterior ao golpe, correspondente ã compressão do ar na parte i~ 

ferior do cilindro do martelo. O pico subseqüente ocorre imedia 

tamente ao golpe e as oscilações posteriores entre dois golpes 

consecutivos decorrem das reflexão da onda de deslocamento nas 
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Fig. 8.2-5- Re,sumo dos 6 Últimos golpes medidos na estaca 6403. 
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extremidades da estaca. Os demais golpes registrados nessa est~ 

casão apresentados de maneira resumida na figura 8.2-5. Nesta 

figura, foram omitidas as oscilações entre dois golpes consecutj_ 

- -vos. Para efeito de comparaçao, sao apresentados na figura 8.2-6, 

os registros obtidos. por Davisson e Me Donald (1969) em uma esta 

ca tubular metilica instrumentada, cravada com um martelo diesel 

~em terreno arenos-0. 

a l 

b) 

Fig. 8. 2 -6- Medições realizadas no topo da estaca· a) deslocamentos b) f . ; orças. 
( Davisson· e Me Donald, 1969) 

Neste caso, a onda de compressao gerada pelo golpe 

do martelo e refletida na ponta da estaca sob forma de onda de 

traçãa. Na figura 8.2-6b, o ponta 1 ilustra a instante em que 

essa onda atinge o topo da estaca e, o ponto 2, a sua posterior 

reflexão sob forma de onda de compressão. 

Na rea 1 idade, a açao da onda nao e fãcil de ser pr~ 

vista pois, alem do efeito de amortecimento do material da esta 

ca e do solo, as continuas reflexões e refrações podem provocar 
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modificações na propagaçao da onda. Nas medições realizadas, ve 

rificou-se que a estaca permanece em movimento durante todo o in 

tervalo de tempo entre dois golpes consecutivos. Isto indica que 

a ação de onda gerada por um golpe afeta o golpe subseqüente. A~ 

sim, tomou-se para a nega (deslocamento plãstico) da estaca, uma 

media entre os valores medidos. Para a estaca 6403 (na qual foi 

realizada uma prova de carga), essa media, tomada para .os cinco 

ul ti mos golpes, forneceu uma nega de O, 128cm, o que corresponde 

a, aproximadamente, 7,81 golpes/cm. 

Infelizmente, quando este estudo foi iniciado, os 

trabalhos de cravaçao das estacas jã se encontravam em sua fase 

final. Assim, sõ foi possível, utilizando o procedimento descr.:!_ 

to anteriormente, acompanhar a cravação dos ultimos golpes em ap~ 

nas algumas estacas. Os deslocamentos plãsticos (negas) medidos 

em 6 dessas estacas são apresentados na tabela 8.2-1. 

Como pode-se observar, as estacas 6305, 6307 e 6410, 

apresentaram, em alguns golpes, valores negativos para as negas. 

Nestes casos, provavelmente as capacidades limites de cravação do 

sistema martelo -estaca -solo foram atingidas e, portanto, com o 

martelo utilizado, essas estacas não podem ser cravadas ate pro

fundidades maiores nesse terreno. 

Posteriormente ãs medições realizadas, verificou

se, na Bibliografia disponível, que a obtenção de dados de crav~ 

çao por meio de filmagens não e recente. Muitos pesquisadores 

(Goble e outros (1972), Jansz e outros (1975), Tavenas e Audibert 

(1978) etc.), utilizaram-se de filmagens na tentativa de obter a 

velocidade do pilão, filmando o martelo de cravação e registra_!! 



Tabela 8.2-1 

Negas Medidas 

Estaca NQ lQ Golpe 2Q Golpe 3Q Golpe 4Q Golpe 5Q Golpe 

6305 l , l 90 -0,104 -0,146 0,004 0,022 

6307 -0,097 O, l 31 -0,063 0,029 -0,067 

6403 l , 5 91 O, 11 2 0,030 O, O l 5 0,060 

6405 0,095 O , l 5 5 O, l 91 O , l 3 2 O, 21 2 

6408 l , 7 O l 0,496 0,304 0,203 0,298 

6410 O, 5 61 -0,053 -0,077 O , O l 8 -0,054 

(cm) 

6Q Golpe 79 Golpe 

0,014 -0,048 

O , O O l 

0,074 O, l 8 7 

0,216 O, l 7 5 

-0,002 -0,090 

8Q Golpe 

O , O 21 

O , 11 3 

0,149 

O, 148 

9Q Golpe 

O , l O 9 

0,206 

N 
w 
<J1 
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do a altura de queda do pilão. 

Entretanto, Grasshoff ( 1953) utilizando uma filma 

dora de alta velocidade (2500 quadros/s) registrou os deslocamen 

tos de um modelo de estaca em laboratõrio. Mesmo com essa velo 

cidade, as acelerações e as velocidades do modelo, determinadas 

por diferenciação numeri ca, não apresentaram bons 

pois as medições dos deslocamentos foram realizadas 

projeção de imagens em uma tela. 

resultados, 

atraves da 

Fox, Parker e Sutton (1970) tentaram obter os des 

locamentos de uma estaca em relação ã jaqueta durante a cravaçao 

em alto mar, porem a velocidade da fi lmadora utilizada (não fo_!:. 

necida pelos autores) foi insuficiente para fornecer resultados 

que pudessem ser aproveitados. 

A partir da teoria de propagaçao de ondas em bar 

ras, pode-se estabelecer um criterio para a avaliação de uma ve 

locidade de filmagem m=fnima, para que as medições forneçam bons 

resultados. Como as medições são realizadas no topo da estaca, 

os registros devem ser obtidos a intervalos de tempo, menores que 

o necessario para a onda percorrer um trajeto igual a duas vezes 

o comprimento da estaca. Dessa forma, a ação de ondas no topo da 

estaca pode ser acompanhada. Por exemplo, para uma estaca de aço 

de 20,0 metros de comprimento, uma onda atinge o seu topo a cada 

8 milisegundos, aproximadamente. Portanto, uma filmadora com ve 

locidade superior a 130 quadros/segundo seria suficiente para caE 

tar os deslocamentos decorrentes da ação de ondas na estaca. 
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8.3 - Prova de Carga 

Dentre as estacas cujas cravaçoes foram acompanh~ 

das através do procedimento descrito no item 8.2, apenas na esta 

ca 6403 foi realizada uma prova de carga. Esta estaca, do tipo 

metãlica {!CVS - 450 x 168), possui uma seção transversal nominal 

de 214cm 2 e peso por metro linear de 168 kgf/m .. O seu comprime~ 

to total era de, aproximadamente, 22,00m, com um comprimento era 

vado situando-se em torno de 19,00m. 

A prova de carga, vertical a compressao, foi exe

c u ta d a p e l a Te e nos o l o S . A . , o b e d e e e n d o as i n s t r u ç õ es pre e o n i z a d as 

pela norma NB-20 (1978). O ensaio constitui-se de 8 estãgios de 

-carregamento e 4 estãgios de descarregamento. 

Para a aplicação das cargas, foi utilizado um ma 

caco hidrãulico provido de rõtula interna, com capacidade de 600 

tf. O sistema de reação era constituído por um conjunto de vigas 

metãlicas ancorado ao solo através de 4 tirantes, instalados dia 

metralmente opostos em relação ã estaca, com inclinação de, apr~ 

ximadamente, 6° com a vertical. O comprimento de cada tirante 

era da ordem de 25,00m, sendo os últimos 5,00 metros chumbados em 

rocha. 

Para a medição dos deslocamentos, foram instala

dos, prÕximos ã cabeça da estaca e em faces diametralmente opos

tas, 4 defletõmetros com sensibilidade de 0,001mm. Aproximadame~ 

te ao mesmo nível, foram instalados 2 extensõmetros de cordas vi 

brantes (MAIHAK MDS-16), um em cada face da alma da estaca, para 

a verificação das cargas aplicadas. O esquema geral de montagem 
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da prova de carga e ilustrado na figura 8.3-1. 

LEGENOA : 

1 - Ancoragem 

2- Placoa de ferro 
3 - Vigas de reação 
4 - Mo coco tlldrdullco 
5 -Vigo de referência 
6-Defletômetro 
7 - Placa de Yldro 

9 

2 

3 

1 1 

' ' '' 

3 

9 -Tirantes: 22 0 e mm Trecho livre = 151 00 m 
8 -Apoios { 

I0-Estoco ensaiado Trecho ancorado= 10 100 m 

11 -Calço de madeiro 
12-Apolo 
13-E11tena&metro. de corda vibrante 

'1 
10 1 1 , , 

li 

Fig. 8.3-1- Esquema geral de montagem do provo de cargo. 

As cargas obtidas através das deformações medi as 

medidas pelos extensômetros sempre foram menores que as corresponde_!! 

tes obtidas através das pressões lidas no manômetro. A diferença 

observada entre as cargas medidas, provavelmente resultou do atri 

to entre o pistão e o cilindro do macaco, pois ela diminuía a me 

dida que o valor da carga aplicada aumentava. Para a carga mãxi 

ma atingida no ensaio, as cargas indicadas pelos extensômetros e 

pelo manômetro foram, respectivamente, 374tf e 390tf. Portanto, 
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uma diferença de, aproximadamente, 4%, que pode ser considerada 

satisfatõria, face as incertezas envolvidas (conversão de pres

sões e deformações em cargas etc.). 

O recalque mãximo medido (media entre os 4 defle 

tõmetros) foi de 12,81mm, enquanto que o recalque permanente foi 

de 0,85mm. Portanto, os recalques ocorridos foram quase que ex 

clusivamente elãsticos. 

Como a.prova de carga nao foi levada a ruptura, 

a resistência ultima da estaca foi extrapolada pelo método de Van 

der Veen (1953). As extrapolações, utilizando as cargas obtidas 

atravês dos extensômetros e do manômetro, resultaram nas curvas 

carga-recalque plotadas na figura 8.3-2, obtendo-se para a resis 

tência ultima da estaca, respectivamente, 800tf e 700tf. Estes 

valores, são os utilizados nas anãlises que serão realizadas nos 

itens 8.4 e 8.5. 
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8.4 - Anâlises pela Equação da Onda 

Com os dados obtidos durante a cravaçao e a exe 

cuçao da prova de carga na estaca 6403, foram realizadas vârias 

anâlises por meio da equação da onda, visando determinar os con 

juntos de parâmetros que melhor representassem o sistema marte 

lo-acessõrios de cravação - estaca - solo. 

As anâlises consistiram basicamente em variar os 

valores de alguns parâmetros não medidos, atê que as curvas (~u x 

x golpes/cm) geradas passassem o mais prõximo poss'ível dos po~ 

tos representativos da prova de carga e da nega medida. Portan 

to, tentou-se relacionar a resistência ultima â penetração for 

neci da pela equação da onda, com a resistência ultima da estaca, 

estimada a partir de dados da prova de carga. Embora compara

ções desse tipo sejam largamente empregadas (e fartamente rela

tadas na literatura), deve-se ressaltar que, a rigor, existe uma 

diferença fundamental, quanto ã natureza do carregamento apl i c~ 

do, nos dois casos: enquanto que na equação da onda o carrega

mento é variãvel e de curta duração, na prova de carga ele se 

constitui de estãgios sucessivos de cargas constantes de longa 

duração. Alem disso, a resistência ultima ã penetração (forne

cida pela prova de carga ou uma fÕrmula dinâmica ou um ensaio 

de penetração}, pode diferir da resistência ultima "estãtica" 

(fornecida pela prova de carga ou uma fÕrmula do tipo estãtica), 

embora se acredite que, em solos não coesivos, as diferenças s~ 

jam pequenas. (Neste estudo, limitou-se apenas ãs comparaçoes 

dos resulta dos fornecidos pela equação da onda com os da prova 

de carga e, posteriormente (item 8.5), com os das fÕrmulas dinâ 
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micas de cravação). 

Nas anãlises realizadas, as faixas de variação 

dos parâmetros foram determinadas através dos valores recomenda 

dos na literatura. Foram utilizados os seguintes dados de en

trada: 

1 ) Martelo: 

Modelo HERA H D 75 

Tipo Diesel 

Peso do pilão 7 500 kgf 

A 1 tu ra de queda nominal: 360 cm 

Energia nominal ( u) 2700 tfcm 

Eficiência do martelo ( ef) : 80% a 1 00% 

A energia introduzida na estaca foi estimada a 

partir da energia nominal do martelo, considerando-se a sua efi 

ciência mecânica (Bowles, 1974). A faixa de variação da eficiên 

ci a foi tomada de 80% a 100% pois, no final da cravação, a re

sistência ã penetração ê elevada, e conseqaentemente, a energia 

do martelo tambem o serã. Chel 1 is ( 1961) recomenda um valor pr~ 

ximo a 100% e Bowles (1974), de 85% a 100%, para martelos em bom 

estado de funcionamento. 

2) Acessõrios de Cravação: 

Rigidez do cepo ( K) 120 a 400 tf/cm 

Rigidez do coxim o' o . 

Coeficiente de restitui 

çao do cepo (e) 0,80 
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Coeficiente de restitui 

ção do coxim 

Peso do capacete 

l , O 

500 kgf 

Tanto a rigidez como o coeficiente de restitui

çao do cepo não foram medi dos e os valores utilizados foram ba 

seados no trabalho de VELL0S0 e CABRAL (1978) para cepos de "ca 

bos de aço velhos". A utilização de valores fora dessa faixa 

levou a instabilidades numéricas. A nao existência do coxim é 

simulada pelo valor nulo da rigidez e do coeficiente de restitui 

ção unitãrio. 

3) Estaca: 

Tipo 

Ãrea da seçao transver

sal nominal lA) 

Peso linear nominal 

Comprimento total ll) 

MÕdulo de Elasticidade 

Coeficiente de amort~ci 

mento interno 

4) Solo: 

"Quake" (Q) 

Coeficiente de amorteci 

mento na ponta da esta

e a (J P) 

metãl i ca !CVS - 450 x 

x l 68 

21 4 cm 2 

l ,68 kgf/cm 

2160 cm 

2100 tf/cm 2 

0,0 

O, l 3 a O, 50 cm 

0,0 a 0,60 s/m 
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Percentagem de carga na 

ponta (PER) 

Distribuição de resistên 

eia lateral 

50% a l 00 % 

uniforme 

Para o "quake", quando nao hã maiores informações 

sobre o seu valor real, comumente ele e tomado como 0,254 cm 

(O, 10 polegadas), segundo as recomendações de Chellis (1961 ), 

Smith (1960) e outros. Entretanto, estudos posteriores realiza 

dos por Forehand e Reese (1964) indicaram que o "quake" pode a

tingir valores entre 0,13 e 0,50 cm em solos não coesivos. 

Tomando-se por base os valores recomendados por 

Forehand e Reese (1964) e Heerema (1979), variou-se os valores 

do coeficiente de amortecimento na ponta da estaca J entre 0,0 . p 

e 0,6 s/m. Para o coeficiente de amortecimento lateral, tomou-

se, aproximadamente, um terço do valor para a ponta da 
J 

~ 3 ~), conforme as recomendações de Smith (1960). 

estaca 

Por simplicidade, a distribuição da resistência 

lateral do solo foi considerada uniforme ao longo do fuste, pois 

as anãlises iniciais confirmam as observações de Forehand e 

Reese (1964) de que a utilização de uma distribuição linear com 

a profundidade fornece resultados pouco diferentes. 

5) Outros dados: 

Numero de segmentos de 

estaca 9 
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Comprimento dos segmen

tos de estaca 

Intervalo de tempo de 

integração 

24 O cm 

0,00030s 

Os resultados fornecidos pela equaçao da onda sao 

pouco afetados pela escolha do numero e do comprimento dos seg

mentos em que ê dividida a estaca, desde que seus valores se lo 

calizem dentro das faixas recomendadas por SMITH (1960). Jã o 

intervalo de tempo, estã diretamente relacionado com o c0mprime_t:!_ 

to dos segmentos e afeta quase que exclusivamente o numero dei 

terações necessãrias para atingir a convergência numérica. Su

pondo a velocidade de propagação da onda no aço igual a 5000 m/s, 

para o segmento de 2,40m, o intervalo de tempo critico e dado 

por: 

= 2,40 = 

5000 
0,00048s 

Portanto, o intervalo de tempo de integração, s~ 

gundo as recomendações de SMITH, deve se situar entre 0,00024 e 

0,00048s. Nas anãlises foi adotado o valor de 0,00030 segundos. 

Baseado no conhecimento da influência isolada de 

cada um dos parãmetros (capitulo VI), pode-se estabelecer faci~ 

mente os limites de variação da resistência ultima em função do 

numero de golpes por penetração. Para os dados apresentados nos 

parãgrafos anteriores, esses limites são ilustrados na figura 

8. 4-1 . 
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Como pode-se observar na figura 8.4-1, a adoção 

dos valores recomendados na literatura leva a uma faixa razoa

velmente larga. Embora não se consiga definir o valor da cap~ 

cidade de carga, pode-se, com este estudo inicial, selecionar os 

equipamentos de cravação e obter outras informações importantes, 

tais como as tensões mâximas que ocorrerão na estaca durante a 

sua cravaçao. Evidentemente, a dispersão encontrada poderia ser 

reduzida se esse estudo fosse precedido de uma anâlise quantit~ 

tiva que reduzisse a faixa de variação dos parâmetros envolvi

dos. Uma possibilidade seria, por exemplo, descartar ·os valo

res pouco provâveis, tais como a consideração de toda a resis

tência do solo atuando na ponta da estaca (PER= l 00%). Para va 

lares de PER entre 50 e 80% a amplitude da faixa de variação da 

resistência ultima ê reduzida de cerca de 30% (curva tracejada 

da figura 8.4-1). 

Vârios conjuntos de parâmetros levaram as curvas 

Ru x golpes/cm a se aproximarem dos pontos representativos da pr~ 

va de carga (800 tf e 700 tf) e da nega medida (7,81 golpes/cm). 

Esses conjuntos de parâmetros são apresentados na tabela 8.4-1 

e os resultados das anâlises correspondentes, ilustrados na fi

gura 8.4-2. 
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Tabela 8.4-1 

a) Ru = 70 O tf 

Q ef PER K Js Jp 
N* 

( cm) ( % ) ( % ) (tf/cm) (s/cm) ( s / cm ) (golpes/ 
cm) 

l 3 O 0,0 0,003 6 , 5 5 

50 140 O, 001 0,003 8,74 

l 80 0,002 0,006 7,48 
l 00 

l 20 0,0 0,003 7, 6 5 
80 

130 O, 001 . 0,003 7,48 
O, l 3 O 

l 7 O 0,0 0,003 9,09 

50 .. 21 O 0,001 0,003 7 , 6 5 

80 
' 

300 O , 00 2 . 0,006 7 , 69 

l 60 . o, o . O ,003 8,23 
80 

l 80 0,001 0,003 8, l 8 

. . 50 .. 200 O ,002 0,006 6,98 
l 00 

.80 140 0,002 O ,00 6 6,65 

l 80 0,0 . O, 00 3 6,53 
0,254 50 

3 50 .. O,ºº 2 O ,006 7,59 
80 

. 170 ... O ,O O, 003 7,06 
80 

. 225 O ,002 . O ,006 6,36 

50 250 O ,002 O, 006 6,54 
l 00 ' 

0,500 80 150 0,001 O, 003 6,90 

80 80 300 0,0013 O, 004 6,62 

* Obtidos com U = 2700 tfcm 
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Tabela 8.4-l 

tJ) R = 80 O tf 
u 

PER 
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K 
.(•cm) ( % ) ( % ) {tf/cm) 

l 90 

50 23 O 

350 

100 

170 

80 

200 
O, l 3 O 

290 

50 

410 

80 

290 
80 

370 

l 00 50' 350 

O, 25 4 50 300 
80 

80 300 

0,500 l 00 50 350 

* Obtidos com U = 2700 tfcm 

Js Jp N:* 
(golpes/ ( s / cm ) ( s /cm) cm) 

0,00 0,003 6 , 51 

0,001 0,003 7,78 

0,002 0,006 7,89 

O ,00 O, 00 3 8,22 

O, O O l 0,003 7,67 

o, o o 0,003 6,61 

0,001 0,003 8,02 

0,00 . 0,003 7, l 6 

0,001 0,003 7,66 
' 

O, 00 l 7 0,0050 7, 3 5 

0,00 0,003 7,01 

O, 001 0,003 7,95 

0,0014 0,0042 8,82 
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OO~--'----ê2--3L-_.L4 _ __J5c__6L__...17 __ 8c__.L9 _ _JIO 

golpes/cm 

Fig. 8.4-2- E n voltórias 
listados na 

correspondentes 
tabela 8.4-1. 

aos parâmetros 

Como se observa na tabela 8.4-1 e na figura 8.4-2, 

os resultados são pouco influenciados por pequenas variações em 

um dos parâmetros. No entanto, são sensfveis a pequenas varia

ções em diversos parâmetros. Em decorrência das dificuldades. i 

nerentes â obtenção experimental desses parâmetros, parece mais 

razoâvel, do ponto de vista prâtico, realizar medições durante 
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a cravaçao da estaca (forças, deslocamentos, velocidades ou ac! 

lerações) e comparã-las com os resultados anal1ticos. Assim, p~ 

de-se, atravês de anãlises paramêtricas, determinar conjuntos de 

parâmetros que melhor representem o sistema martelo-estaca-solo 

em questão. Aqui, são oportunas as observações de Mes (1976): 

"Differences in predicted and actual pile motion 

at the jacket top show wether ar not cal culations 

were based on representative soil resistance data. 

This is an indication of quality of the simulation 

of total dynamic soil resistance along the pile. 

This, perhaps, is a challenge for future consulting 

activities for major pile driving jobs''. 

Para selecionar, dos conjuntos de parâmetros da 

tabela 8.4-1, os mais realísticos do sistema martelo-estaca-solo, 

foi utilizado um "golpe típico", definido pel,o comportamento mf 

dia do topo da estaca nos oito Últimos golpes observados. Entre 

tanto, como jã salientado, houve dificuldade em definir o início 

dess~ golpe, pelo fato do sistema de medição (fotogrâfico) ter 

fornecido os deslocamentos do topo da estaca em intervalos de 

tempo de apenas cerca de 19 milisegundos (a onda leva aproxima

damente 4 milisegundos para percorrer a estaca). Para contor

nar este impasse, o procedimento utilizado nas comparações con

sistiu basicamente em fazer coincidir os pontos observados em 

cada um dos golpes, com os deslocamentos do topo da estaca cal~ 

culados a partir de um determinado conjunto de parâmetros. As

sim, o conjunto de parâmetros que se julgou levar a uma melhor 

concordância entre a solução analítica e os pontos observados 
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(ver figura 8.4-3) foi considerado como sendo o ma·is realisti

co: 

Eficiência do martelo l 00% 

Rigidez do cepo l 20 tf / cm 

11 Quake" O, l 3 cm 

Coeficiente de amortecimento JS = o s / cm 

J = 0,003 s / cm p 
Percentagem de carga na ponta: 80% 

Resistência ultima da estaca . 700 tf 

Os deslocamentos do topo da estaca, calculados e!!l_' 

pregando esse conjunto de parâmetros, são apresentados na figu

ra 8.4-3, juntamente com os pontos observados nos diversos gol

pes e a trajetõria provãvel do topo da estaca (linha tracejada). 

Na figura 8.4-4, são apresentados os deslocamentos de cada seg

mento da estaca em função do tempo. Para a ponta, são plotados 

tambem os deslocamentos plãsticos, indicando a penetração mãxi-

ma ou II n e g a p e rm a n e n te II no f i na l d os c ã l cu l o s . Nesta figura, 

são evidenciados, ainda, algumas particularidades do esquema de 

cãlculo empregado: 

- A curva dos deslocamentos plãsticos acompanha a curva 

dos deslocamentos distanciada d·o valar do 11 quake 11
• 

- Para um elemento qualquer, a inclinação da ta~ 

qente a curva dos deslocamentos representa a 

sua velocidade instantânea. 
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Fig. 8.4-5b- Forças e tensões nos elementos da estaca em 
diversos intervalos de tempo. 
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- A compressao instantânea de um elemento e cal 

culada através da diferença entre o seu deslo 

camento instantâneo e o do elemento subseq~en

te. 

Na figura 8.4-5 sao plotados os deslocamentos, as· 

forças e tensões que ocorrem nos el ementas de estaca em diversos 

intervalos de tempo, ilustrando a propagação de ondas durante a 

sua cravaçao. 

O fato das tensões de cravaçao tenderem a um 1 i 

mi te pode ser evidenciado a traves da equação onda, conforme i

lustra a figura 8.4-6, onde as tensões no topo da estaca sao pl_Q_ 

tadas em função do numero de golpes por penetração. 

(f 

( kgf/cm'l 

3000 

2000 

100 

2 3 4 5 6 7 8 9 10 golpes /cm 

Fig. 8.4-6- Tensões de cravação. 
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8.5 - Anâlises Utilizando Fohlililas Dinâmicas 

de Cravação 

O objetivo principal destas anãlises foi rea 

lizar uma comparaçao direta entre os resultados obtidos através 

da equação da onda e os fornecidos pela aplicação de vârias fo~ 

mulas dinâmicas. (Embora as hipoteses em que elas se baseiam 

sejam diferentes, ambas podem ser consideradas como sendo, em 

essencia, uma anâllse dinâmica em que se estima· a resistencia 

ultima de uma estaca imediatamente apôs a sua cravação). Para 

tanto, as formulas estudadas foram modificadas ·para cal cu.l arem 

as resistencias ultimas da estaca(foramretirados os fatores de s~ 

gurança implícitos) e para apresentarem unidades coerentes (ver 

Anexo V). 

Apesar de alguns dos parâmetros necessârios 

â aplicação da equação da onda não serem considerados nas formu 

las dinâmicas, foram utilizados os mesmos parâmetros bâsicos nas 

duas anâlises. Estes parâmetros e os resultados da aplicação de 

12 formulas dinâmicas são apresentados na tabela 8.5-1. ( As e -
a quações listadas na 2- coluna desta tabela correspondem a enume 

ração adotada no Anexo V, onde as formulas serão apresentada·s). 

Como se observa, existe uma grande di~persão resultados e, com 

exceçao das formulas de JANBU, REDTENBACHER e PACIFIC COAST, to 

das as demais apresentam, em relação ã reslstencia ultima da es 

taca (prova de carga), uma diferença maior que 20% deste valor. 

Evidentemente, essa diferença poderia ser reduzida mediante mo

dificações nos valores dos parâmetros utilizados nas anãlises, 

porém não era este o objetivo deste estudo. Deve-se frisar que, 
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Tabela 8.5-l - Resultados de Aplicação das FÕrmulas Dinâmicas 

FÕrmula eq.(ver Ru F .S. 
~ii~ anexo V) ( tf) Recomendado 

ENG. NEWS (V-3.2) 7068 6,0 l l 7 8 

HOLANDESES ( V - l l. 7) 14214 6,0 2369 

EYTELWEIN (V-12) 15306 6,0 2551 

NAVY Me KAY (V-14) l 84 19 6,0 3070 

WEISBACH ( V - 15. 2) 1034 2,6 398 

DINAMARQUESES (V-16) l 009 2,0 505 

JANB U (V-17) 800 2,0 400 

HILEY (V-18.2) l 463 3 , O 488 

STERN (V-19) 968 3,0 323 

REDTENBACHER ( V- 20) 844 3 , O 281 

PACIFIC COAS T (V-22) 638 4,0 160 

RANKINE (V~23) l 450 3,0 483 

Pa rãmetros Utilizados: 

u = 2700 tfcm A = 214 cm 2 

w = 7, 5 tf E = 2100 tf/cm 2 

ef = 1 , O L = 2160 cm 

e = 0,80 s = O, l 28 cm 

p = 3,63 tf Ci +C2+C3=3,0 cm 
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em relação âs cargas admissiveis, a dispersão encontrada foi me 

nor, conforme ilustram as duas ultimas colunas da tabela 8.5-l. 

Isto era de se esperar, jã que muitas dessas fórmulas foram de 

duzidas com a finalidade de calcular uma carga de trabalho a fa 

vor da segurança. 

Na figura 8.5-1 comparou-se as curvas R X .u 

x golpes/cm correspondentes a aplicação da equação da onda e de 

algumas fórmulas dinâmicas. Como pode-se observar, embora as 

curvas geradas pelas fórmulas da ENGINEERING NEWS, NAVY Me KAY e 

HOLANDESES não apresentarem semelhanças de forma com a curva ger~ 

da pela equação da onda, essas semelhanças são marcantes no caso 

das fórmulas de HILEY, JANBU, REDTENBACHER, PACIFIC COAST e DI

NAMARQUESES, sugerindo uma possivel correlação entre el.as. 

Os resultados das correlações entre a equa

çao da onda e essas fórmulas dinâmicas são apreseitados na fig~ 

ra 8.5-2, para uma faixa de variação de 0,5 a 10 golpes/cm. To 

mou-se como coeficiente de correlação a relação entre as resis

tências ultimas calculadas pelas fórmulas dinâmicas {Ruf) e a 

calculada pela equação da onda (Ru
0
). Este gráfico e util do 

ponto de vista prãtico, pois permite realizar uma comparaçao di 

reta entre os resultados da equação da onda e das fórmulas con

sideradas. Deve-se ressaltar que o coeficiente de correlação, 

para uma determinada fórmula, varia com o numero de golpes por 

penetração da estaca. Este fato, de acordo com a figura 8.5-2, 

deve ser levado em conta nas extrapolações de resultados a ou

trás estacas, mesmo que elas sejam cravadas no mesmo local e com 

o mesmo equipamento. 
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IX. CONCL US·O-ES 

O método de anãl i se proposto por SMITH (1960), e~ 

pregando a equação da onda, constitui-se, praticamente, no uni 

co método analítico capaz de levar em conta, de uma maneirara

cional, a maior parte dos parâmetros intervenientes na cravaçao 

de uma estaca. Alem de bem fundamentado teoricamente, ele pe_!'. 

mite a anãlise de diversos problemas prãticos associados ã cra

vaçao, tais como: 

- Seleção adequada do sistema Equipamentos de Cra 

vação-Estaca-Solo. 

- Previsão de capacidade de se cravar a estaca 

até a profundidade de projeto com o sistema a

dotado. 

- Previsão do comportamento (forças, tensões, de~ 

locamentos etc.) de cada elemento do sistema 

durante a cravação. 

- Estimativa da capacidade de carga de uma esta

ca isolada baseada na medição da nega (golpes/ 

cm) . 

- Avaliação de alguns efeitos reolÕgicos na cap~ 

cidade de carga da estaca. 

A utilização mais confiãvel do método da equaçao 

da onda reside na seleção da melhor combinação do sistema marte 
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lo-estaca-solo para um dado problema. Através de comparaçoes en 

tre vários sistemas alternativos, ê possível chegar-se ã sele

çao de um sistema ótimo para propósitos de projeto. Similarmen 

te, podem ser obtidas estimativas das tensões de cravação máxi

mas com bastante confiabilidade, reduzindo, assim, os danos po

tenciais no martelo e na estaca. 

As estimativas da capacidade de carga baseados na 

medição das negas (contagens de golpes) são mais difícéis de se 

rem determinadas. Isto porque os fatores que afetam o comport~ 

mento tensão-deformação do solo nas proximidades de uma estaca 

não estão ainda completamente entendidos. Alêm disso, as tenta 

tivas de relacionar a resistência estática ao fenômeno da resis 

tência dinãmica, como por exemplo atravês da utilização das fo! 

ças de amortecimento viscoso, provavelmente introduzem incerte

zas adicionais ã análise. Entretanto, a experiência tem demon~ 

trado que, de um modo geral, quando os dados utilizados na ana

l is e são acurados, os resultados obtidos são confiáveis. 

Infelizmente, as análises realizadas neste estu

do limitaram-se a apenas uma estaca e, a maioria dos parãmetros 

utilizados, foram os recomendados na literatuia, pois nao foi 

possível determiná-los experimentalmente. As anãlises demonstra 

ram que, apesar dos resultados não serem seriamente afetados por 

pequenas variações em apenas um desses parãmetros, eles sao sen 

síveis a pequenas variações em diversos parãmetros. 

As maiores restrições ao emprego do mêtodo nao se 

referem diretamente ao mêtodo em sí, mas sim, aos parãmetros ne 
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cessãrios ã anãlise, que, nem sempre, sao fãceis de serem obti

dos. Na aplicação prãti ca realizada, esses parâmetros foram de 

terminados satisfatoriamente a partir de uma comparação entre os 

deslocamentos (do topo da estaca} calculados e os medidos duran 

te -à cravação da estaca. Portanto, sempre que possível, as ana 

li ses devem ser acompanhadas de uma i ns trumen tação adequada, que 

permita uma calibração dos resultados analíticos com as medições 

de campo. 

Apesar das inümeras restrições ã aplica~ão das 

fórmulas dinâmicas de cravação, é possível obter correlações e~ 

tre essas fórmulas e a solução da equação da onda. Entretanto, 

as eventuais extrapolações devem ser ~fetuadas ,com critério, 

pois os coeficientes de correlação variam em função do numero 

de golpes por penetração da estaca. 



ANEXO 1 - SUGESTÕES PARA PESQUISAS FUTURAS 
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SUGESTÕES PARA PESQUISAS FUTURAS 

As pesquisas futuras devem estender o trabalho a 

outros tipos de estaca e outras condições de sub-solo, implemen

tar outros dispositivos para o acompanhamento de cravação, e au 

mentar a quantidade e a precisão dos dados utilizados no estudo. 

Com respeito a cravaçao de estacas em outras con

dições de sub-solo, deve-se ressaltar que o problema se torna 

mais complexo no caso de estacas cravadas em solos argilosos, o~ 

de, geralmente, a capacidade de carga varia, também, com o tempo. 

Este efeito reolõgico, provavelmente, pode ser estudado através 

de um programa conjunto de provas de carga e recravaçoes sucessi 

vas das estacas. 

A propagaçao de ondas durante a cravaçao possui es 

pecial importância no caso de estacas pré-moldadas de concreto de 

grande comprimento, onde as possibilidades de ocorrência de da

nos devidos a tensões excessivas são mais acentuadas. Estas ten 

sões decorrem, principalmente, da utilização de equipamentos de 

cravaçao inadequados ou de reflexões de onda nas extremidades da 

estaca. Portanto, um estudo voltado para a aplicação da equação 

da onda a estacas de concreto, certamente, serã de grande utili 

dade, tanto para o dimensionamento estrutural como para a insta 

lação dessas estacas. 

Entretanto, como os resultados das anãlises pela 

equaçao da onda depende, fundamentalmente, da qualidade dos par~ 
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metros utilizados, as principais pesquisas devem ser dirigidas no 

sentido de determinã7los mais acuradamente. Em particular, elas 

devem abranger, tanto a determinação das características como a 

melhoria da eficiência dos equipamentos de cravação (martelo, ce 

po, capacete, coxim etc.). 

Deve ser dado ênfase, tambem, .ao desenvolvimento 

de um sistema de instrumentação que permita a obtenção de parãm~ 

tros tais como as velocidades, as acelerações, as forças e os des 

locamentos da estaca durante a sua cravaçao. Desta maneira, as 

incertezas quanto aos parãmetros que s.imul am os equipamentos de 

cravaçao poderão ser minimizadas. Para evitar as limitações pr1 

ticas de uma instrumentação altamente sofisticada, o desenvolvi

mento da instrumentação deve ser feita tendo como objetivo a ob

tenção de um sistema simples, econômico, confiãvel e que forneça 

medições suficientemente acuradas. Como ponto de partida, pode-

se tomar, por exemplo, o sistema relativamente simples, 

por Marchetti (1980), para medições das velocidades no 

estaca durante a sua cravação. 

proposto 

topo da 

Quanto aos parãmetros de solo utilizados na anâli 

se, a observação de Litkouhi e Poskitt (1980) reflete muito bem 

o atual estãgio de conhecimentos: 

"ln view of the importance of this method (wave 

equation) it is surprising that some of the soil 

parameters used in this method such as damping or 

quake are note better understood''. 
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Portanto, sao necessârias pesquisas para a deter~ 

minação desses parâmetros. Alem do desenvolvimento de ensaios de 

laboratõrio, sugere-se como uma alternativa ã realização de en

saios em modelos reduzidos, a tentativa de obter correlações a 

partir de resultados dos ensaios de penetração dinâmica que nor

malmente são realizados nas sondagens â percussão. Note-se que 

estes ensaios muito se assemelham ã cravação de uma estaca de po~ 

ta, onde o sistema de cravação e padronizado: o peso do pilão, a 

altura de queda, o diâmetro das hastes para o avanço, as dimen

sões do amostrador etc. 

Para o futuro, talvez sejam necessârias modifica

çoes no modelo e no algorítmo bâsico de Smith (1960), para incor 

porar novos conhecimentos. 
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SIMBOLOGIA 

A area 

B coeficiente de amortecimento interno do material da estaca 

e compressao 

D deslocamento 

ot deslocamento do elemento m no instante t 
m 

E mõdulo de elasticidade 

Ec energia cinêtica 

EP energia potencial 

F 

F. 
l 

força 

força 

força 

da onda incidente 

da onda refletida Fr 

Ft força da onda transmitida 

F : am 
força de aceleração que a tua 

H altura de queda do pilão 

no elemento m 

J coeficiente de amortecimento do solo 

Js coeficiente de amortecimento lateral 

JP coeficiente de amortecimento da ponta 

K rigidez ou constante de mola 

K' "constante de mola" do solo 

L comprimento 

M massa 

N numero de golpes do martelo por penetração da estaca 

P peso da estaca 

Q "quake" ou miximo deslocamento elistico 

R resistência do solo 

RP resistência de ponta 

Ru resistência ultima 
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Re resistência estãtica 

Rd resistência dinâmica 

U deslocamento 

V velocidade 

X perdas de energia 

W peso do pilão 

WP peso da ponta da estaca 

Z impedância 

a constante de amortecimento 

c velocidade de programação da onda 

e coeficiente de restituição 

ef eficiência do martelo 

g aceleração da gravidade 

h altura 

m massa 

r raio, distância 

s 

t 

u 

V 

Vo 

X 

CI 

s 
LI t 

E 

a 

À 

p 

nega (penetração por golpe) 

tempo 

deslocamento 

velocidade de part,cula da onda 

velocidade inicial 

variãvel de posição 

relação entre impedâncias 

coeficiente de amortecimento 

intervalo de tempo 

deformação espec1fica 

tensão 

comprimento de onda 

massa espec,fica 
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BR fator de reflexão 

BT fator de transmissão 
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LQ.EMULAS DINÂMICAS DE CRAVAÇA0 

As f6rmulas dinãmicas de cravaçao mais stmples 

foram deduzidas supondo que toda a energia desenvolvida pelo ma~ 

tela ê utilizada para a penetração da estaca. Se ê admitida a hi 

p6tese de que toda a resistência do solo ã penetração da estaca 

ê gerada imediatamente ap6s o impacto, e permanece constante du 

rante todo o seu movimento, a relação entre a energia do martelo 

(U) e o trabalho realizado pela estaca ê dada por: 

( V -1 ) 

Para martelos de queda livre, a menos das per

das de energia, vem: 

U = WH 

sendo W o peso e H a altura de queda do pilão, Rua resistência 

(ultima) ã penetração e s a nega ou penetração plãstica da estaca. 

Esta ê a f6rmula proposta por SANDERS em 1851, 

para ser utilizada com um fator de segurança igual a 8. A f6rmu

l a de MERRIMAN ê idêntica, porém admite um .fator de segurança 

Ru 
igual ª 6 · (Radmissfvel = R = fator de segurança). 

Uma f6rmula semelhante foi propostaporG00DRICH, 

para ser empregada em estacas de madeira e martelos de queda li

vre com altura de queda em torno de 15ft ("' 50cm) e uma nega de 

aproximadamente l pol. (<v 2,54cm). 

R . u 
10 W h 

= -3- --5- (V-2) 
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sendo h a altura de queda do martelo, em pes, e s a nega, em pol~ 

gadas. 

Nas fÕrmulas descritas neste anexo, a menos de 

indicações, qualquer conjunto de unidades consistentes pode ser utl 

lizado. As fÕrmulas fornecem a resistência ultima ã penetração da 

estaca pois os fatores de segurança implícitos foram retirados. 

Se ê admitida a hipõtese de que, devido ao go~ 

pe do martelo, ã medida que a estaca se desloca, a resistência a 

cravação cresce linearmente atê um valor limite, permanece consta~ 

te durante a penetração da estaca e cai a zero durante o rechaço, 

conforme a figura V-2, o trabalho total realizado pela estaca ê da 

do por: 

Trabalho total= OABD = OABC+BDC 

Admitindo que toda a energia do martelo e con 

vertida em trabalho da estaca, vem: 

U = R s + 
u 

1 R --c 
u 2 

(V-3) 

Partindo desta equaçao, WELLINGTON, em 1888, 

atribuiu valores empíricos ao termo c (perdas elãsticas), e propos 

a fÕrmula conhecida como a fÕrmula de "ENGINEERING NEWS": 

u 
R u = ------'----

( s + 2, 54) 
(V-3.1) 

para martelos de queda livre e 



R = 
u 
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u 
(s + 0,254) 

(V-3.2) 

para martelos a vapor de açao simples, sendo sem centimetros. As 

equações V-3. l e V-3.2 foram deduzidas para estacas de madeira, com 

negqs inferiores a 1,25cm, e o fator de segurança proposto por 

Wellington foi 6. 

A partir da equaçao V-3, sao derivadas as se-

guintes fÕrmulas: 

- BENABENQ 

P = peso da estaca 

- BUREAU OF YARDS ANO DOCKS 

R 
u 

= 
u (vapor, açao simples) 

s + 0,75 

( V- 4) 

( V- 5) 

sendo s em centimetros. Esta fÕrmula ê recomendada, apenas p~ 

ra estacas premoldadas de concreto, utilizando um fator de segura~ 

ça igual ã 6. 

- VULCAN IRON WORKS 

R = 
20 n W h 

120 + n 
(vapor, açao simples) (V-6) 

sendo n = numero de golpes por penetração em pes e hem pes. O fa 

tor de segurança adotado foi igual a 6. 
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- UNITED STATES STEEL (USS) 

R = 

R = 

f u (queda livre) 
s + 2,54 

f u (vapor, açao simples) 
s + 0,254 

(V-7.l) 

(V-7.2) 

sendo s em centimetros. O fator f ê uma constante que depende do 

tipo do solo e da resistência ã cravação, assumindo valores iguais 

a: 

f Cravação Tipo de Solo 

2 atê o impenetrâvel qualquer terreno 

6 fâ e i l areias ou pedregulhos 

4 f â.c i l argilas rijas ou arenosas 

argilas medias + areias 
3 fãcil ou 

arei a + s i.l te 

2 fã e i l depôs i.tos aluviais, 
argilas moles ou siltes 

MORRISON, em 1868, tambêm inspirado na equaçao 

V-3, verificou que a cravaçao so se processa se o martelo desenvol 

ver uma energia equivalente a ãrea O A E da figura V-2, pois, caso 

contrârio, o impulso gerado e insuficiente para vencer a resistên 

eia ã penetração. Se a altura de queda minima para que haja pen~ 

tração da estaca ê H0 , a energia do martelo correspondente ê W H0 e 

o trabalho realizado pela estaca e dado pela ãrea O AE. Portanto, 

= R _e_ 
. u 2 (V-8.l) 
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Para uma altura de queda genêri ca H > H0., de 

acordo com a figura V-2, vem: 

W H = Ru s + R __ç_ = R s + W H 0 . u 2 u 
(.V-8.2) 

N a p rã ti c a , o v a l o r d e H O pode s e r ob ti do a p a.!: 

tir de um grãfico relacionando a altura de queda com a penetração 

da estaca, conforme a figura V-3. A reta obtida, plotarido~se as 

penetrações (negas) correspondentes ãs diferentes alturas de queda, 

intercepta o eixo H em s = O, fornecendo o valor de H0 • Introduzin 

do na equaçao V-8.2 as negas s 1 e s 2 correspondentes ãs alturas H1 

e H 2 , vem: 

R s2 + R ~ 
u u 2 

donde: 

As fÕrmulas anteriores foram deduzidas supondo 

que toda a.energia desenvolvida pelo martelo ê utilizada para a p~ 

netração da estaca. Para levar em conta as perdas de energia que 

fatalmente ocorrem, algumas fÕrmulas são corrigidas acrescentando

se um termo correspondente: 

U=Rs+X 
u 

(V-9) 

onde X ê a parcela da energia U desenvolvida pelo martelo, que nao 

ê utilizada para a penetração da estaca. 
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Em algumas fÕrmulas, e suposto que as unicas 

perdas de energia ocorrem no impacto. De acordo com a lei de 

Newton, a perda de energia devido ao impacto entre dois corpos de 

pesos W e P, ê dada (ver CHELLIS, 1961, pag.560) por: 

X=UP(l-e 2
) 

w + p 
(V-10.l) 

onde U e a energia de impacto, e e o coeficiente de restituição do 

cepo ou coxim. Se W ê o peso do martelo e P o peso da estaca, a e 

quação V-10.l pode ser introduzida na V-9: 

donde: 

U(l - e 2 )P U=Rs+ - -
u W+P 

R 
u 

= U(W + Pe 2
) 

s(W + P) 

Para U = W H, vem: 

= W H (W + e 2 P) 
Ru s(W + P) 

(V-10.2) 

(V-10.3) 

(V-T0.4) 

A fÕrmula dos HOLANDESES ("DUTCH") ê obtida a 

partir da equaçao V-10.4, supondo um impacto inelãstico, ou seja, 

e= O: 

R 
u 

= 
W2 H 

s(W + P) (V-11) 

Os fatores de segurança recomendados para esta 

fÕrmula sao: l O para martelos de queda livre e 6 para martelos a va 

por de ação simples. 
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A fÕrmula de EYTELWEIN, para martelos de queda 

livre, ê idêntica a dos ~OLANDESES, porêm o fator de segurança re

come n d a d o ê i g u a l a 6 . P a r a mar te l os a v a p o r d e a ç ão s i mp l es , a fÕ r 

mula de EYTELWEIN e dada por: 

R . u 
= 

u (V-12) 

A fÕrmula de RITTER ê obtida a partir da fÕrm~ 

la dos Holandeses, adicionando-se os pesos do martelo e da estaca: 

R = 
u 

.W, H 

s(W + P) 
+ w + p (V-13) 

A fÕrmula da NAVY-McKAY ê obtida a partir da 

equaçao V-10.3, com e= O, introduzindo um fator constante que mul

tiplica a relação de pesos P/W. O fator de segurança recomendado 

ê 6. 

R 
u 

= 
s ( l + 

u 
p 

O ,3 1r) 
(V-14) 

A fÕrmula de WEISBACH foi deduzida supondo, na 

equaçao V-~ que toda a perda de energia decorre apenas da compres

são elástica da estaca. Sendo a compressão elástica igual a Ri/AE, 

onde A ê a ãrea da seçao transversal, Lo comprimento e E o mõdulo 

de elasticidade do material da estaca, a perda de energia corres

pondente ê dada por: 

X = 
R2 L u 
2 A E 



vem: 

donde: 
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Introduzindo esta expressao na equaçao V-9, 

u = R s + . u 

R 2 L 
u rn (V-15.1) 

(V-15.2) 

A f6rmula dos DINAMARQUESES ("DANISH''), deduzi 

da atravês de uma anãlise dimensional por SORENSEN e HANSEN (1957), 

ê semelhante ã de Weisbach, porêm admite uma perda de energia no 

martelo, caracterizada pela sua eficiência mecânica, ef. r supos

to, ainda, que a compressão elâstica ê igual ã que ocorreria se to 

da a energia disponivel do martelo fosse utilizada para provocares 

sa compressão, ou seja: 

vem: 

R 
X = _!!_ 

2 
✓ L , ef 2 u K 

Introduzindo esta expressao na equaçao V-9, 

R 
ef u = R s + _u_ 

u 2 
. / L , 
vef 2UAE 

JANBU, em 1953, propos uma f6rmula que leva em 

conta as perdas de energia no martelo, na compressao elãstica da 

estaca (como na f6rmula de Weisbach) e no impacto (como na f6rmula 

dos Holandeses), sendo esta ultima, através de constantes empiri

c as . 

ef U 

l , 5 
. p 

+ O ,3 -w-

R 2 L 
= -· _u_ + R s 

.u 2. A E 
(Val7) 

(Unidades: tf e cm). 
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A fÕrmula de HILEY (1925) supoe que haja per-

l) no martelo; 

2) devido ao impacto; 

3) devido ã compressão elãstica dos acessõrios 

de cravação (C 1 ); 

4) devido ã compressao elãstica da estaca (C 2 = 
R L' 

= u ) e 
2 A E 

5) devido ã compressao elãstica do solo (C 3 = 

=Quake). 

-Introduzindo esses fatores na equaçao V-9, vem: 

e fU = Ru s + ef U P(l+e 2) + 
w + p 

R 
+ u 

2 
( C l + C2 + e 3 l 

efU 
s +0,5(C 1 +C2 +C 3) 

W + e 2 P 
w + p 

(V-18.l) 

(V-18.2) 

(Valores recomendados para C,, C2 e C3 podem ser encontrados em 

Chellis, 1961, pp. 505. L' representa a distãncia do topo da esta 

ca ao centro da resistência do solo). 

A fÕrmula de STERN ou de TERZAGHI, conhecida 

tambêm como "UNIVERSAL", pode ser obtida a partir da de Hiley (equ~ 
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çao V-18.2), supondo a eficténcta mecânica do martelo igual a 100% 

- -( e f = l , O ) e d e s prezando as per d as d e e n erg i a d e vi d o as compresso e s 

elãsticas nos acess6rtos de cravaçao e no solo: 

equaçao V-19, 

R 
u 

A 

supondo 

R 
u 

A E = 
L [

-s + Js 2 + 2 U L ( W + e 
2 

P ;J 
AE·W+P 

f6rmula de REDTENBACHER ê obtida 

que o choque e inelãstico (e =O): 

[-s+Js
2

+ 
A E 2UL( W )] = L A E W + p 

(V-19) 

a partir da 

(V-20) 

Na f6rmul a de SCHENCK, a equaçao V-20 ê modifica 

da, incluindo-se as compress6es elãsticas temporãrias da estaca e 

do solo, medidas em uma prova de carga levada até pr6ximo ã ruptu

ra: 

R 
. u 

s 
= tgl' [-, + (V-21) 

onde <P é o ângulo entre a horizontal e a tangente a curva de descar 

regamento da prova de carga, no ponto de carga nula. 

A f6rmula da PACIFIC COAST, também conhecida co 

mo da UNIFORM BUlLDING CODE, é uma variação da de Stern, onde ê in 

cluido, tambêm, uma constante empirica K: 

(V-22) 

onde K é igual a 0,25 para estacas de aço e 0,10 para estacas de 

concreto e de madeira. 
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A fÕrmu la de RANKINE pode ser obtida a partir 

da equaçao V-19, supondo que a estaca e.stã totalmente enterrada e 

ê de atrito, de modo que a distância do centro da resist~ncia doso 

lo atê o topo da estaca ê L/2, e que o choque ê elãs.tico (e=l): 

~l 
AEJ 

(V-23) 

Na fÕrmula da CANADIAN BUILDING CODE, os coefi 

cientes elãsticos da equação (V-18.l) são modificados empiricamen

te: 

onde: 

R = . u 

CB C l 

CB C l 

-s + Vs 2 + 4(CBC1) (CBC2)u
1 

2(CBC2) 

W + e2 P =--~-para estacas de atrito. 
w + p 

W + O, 5 e 2 P =--~~-para estacas de ponta. 
w + p 

CBC2 = 
L 

+---
20000A 2 A E 

(V-24) 

As unidades a serem utilizadas nesta fÕrmula 

sao li.bras e polegadas. O fator de segurança recomendado ê 3. 

A fÕrmula de GATES, deduzida para estacas de 

concreto, e baseada na de Redtenbacher e supõe que R ê função das . u 

compressoes elãsticas e proporcional ao logaritmo decimal de s: 

( V- 25) 
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onde K = 0,75 para martelos de queda livre e K = 0,85 para os de

mais martelos. As unidades a serem utilizadas são tf e cm, pois as 

constantes que aparecem na fórmula foram determinadas atravês de um 

ajustamento estatistico (cerca de 130 provas de carga) e contêm fa 

tores implicitos para torni-la correta dimensionalmente. Ela ê re 

comendada para estacas com R < 200tf e para.ser utilizada com um 
u 

fator de segurança igual a 3. 

Existem fórmulas puramente empiricas, deduzidas 

a partif de dados obtidos atravês da experiência, como por exemplo, 

a fórmula de CORNFIELD (1964): 

R = 0,0BW (2 + H)(l40 - L)(l -s) 
u 

(Unidades: Ru, W em tf, H, L em peses em polegadas). 

( V- 26) 

Esta fórmula e recomendada apenas para estacas 

de concreto armado de 6,0 a 24,0 metros de comprimento, cravadas, 

com um martelo de queda livre com altura de queda entre 1,00 a r,50m, 

atê 2 a 4 golpes/cm. As constantes se aplicam a coxins de madeira 

de 5,0 a 7,5cm de espessura colocada sob o capacete. Se o martelo 

de queda livre for operado por um guincho, a altura H deve ser mul 

tiplicada por 0,9. 

Como se verifica, as fórmulas puramente empirl 

cas possuem uma utilização bastante limitada. 
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Penetração 

Fig. V-1- Hipótese de resistência do solo adotada na 

fórmula de Sanders e similares. 

R 

B 

1 
Ru 

e 

s C ------1 D Penetração 

Fig. V- 2- Hipótese adotada na fórmula da Engineering 

News e similares. 

H 

o 52 s 

Fig. V- 3- Variação da nega em função da altura de queda. 



ANEXO VI - PROGRAMA UTILIZADO - LISTAGEM 

E PARÂMETROS DE ENTRADA 



lQ cartão 

2Q cartão 

3Q cartão 
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PARÂMETROS DE ENTRADA 

TITLE = t1tulo 

UTl a UT7 = unidades utilizadas nos cãlculos 

(cm, Kgf, Kgf/cm, etc) 

FUl, FU2, FU3 = constantes indicadores das unidades 

TABELA Vlal - EXEMPLO 

UNIDADES 

UTl CM FT 

UT2 CM IN 

UT3 KGF KIPS 

2Q Cartão UT4 KGF/CM KIPS/IN 

UT5 KGF/CM 2 KIPS/SQIN 

UT6 CM/S FT/SEC 
. 

UT7 . CM 2
; SQIN 

FUl l , O l 2, O 

3Q Cartão FU2 l , O l 44 , O 

FU3 981 3 2 , 2 



49 cartão 

NELEM 

. 31 6 . 

nQ de elementos do sistema, incluindo o martelo e o 

capacete. 

JJS = controla a leitura da distribuição de resistência es 

t~tica do solo Ru ao longo do fuste: 

= O calcula a distribuição de Ru constante com a 

profundidade. 

= Le essa distribuição. 

= 2 Calcula a distribuiçãp linear de Ru. 

NCHECK = controla o comando GO TO COMPUTADO: 

= Varia Q 

= 2 Varia a percentagem d·e carga na ponta da es 

taca. 

= 3 Varia Ru 

= 4 muda o problema, inclusive o título. 

= 5 finaliza apos a primeira anãlise. 

IFWRIT = controla a impressão das forças nos elementos 

= O nao imprime 

> l imprime as forças em cada intervalo de tempo 

em grupo de 7 

PILTYP = Descreve o tipo da estaca: 
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> O seçao transversal constante 

= O le a ârea e o peso de cada segmento 

< O calcula a ârea media de cada segmento de estacas 

tronco-cônicas. 

ELEML = comprimento dos segmentos 

TWALL = espessura de parede da estaca tubular. (Se PILTYP.:':_0, 

usar TWALL=O). 

COMFM = opçao para o câlculo das forças negativas. 

59 Cartão 

W(2) 

W(3) 

FALL 

EFF 

DRIVPT 

DT 

> O calcula a força mâxima 

= O não calcula. 

= peso do pilão 

= peso do capacete 

= altura de queda do pilão 

= eficiência mecânica do martelo 

= peso da ponteira de cravaçao. 

= intervalo de tempo 
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69 cartão 

SJ = coeficiente de amortecimento lateral do solo. 

PJ = coeficiente de amortecimento da ponta. 

SC = coeficiente de restituição do coxim. 

79 Cartão 

EMOD = miidulo de elasticidade do material da estaca. 

EPCB = coeficiente de restituição do cepo 

EPC = coeficiente de restituição do coxim. 

89 Cartão 

a. Seção transversal constante {PILTYP>O) 

WFT = peso da estaca por unidade de comprimento 

AREA =Areada seção transversal da estaca 

b. estaca tronco-ciinica {PILTYP<O) 

DIAT = diãmetro externo do topo da estaca 

DIAB = diãmetro externo da base da estaca. 

UNITWT = peso unitãrio do material da estaca. 

c. Seção transversal qualquer {PILTYP=O) 

Leitura direta: um cartão para cada segmento. 
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99 Cartão 

Q = quake 

109 Cartão 

PER = percentagem de carga na ponta da estaca. 

119 Cartão 

RUTOT 

SP(2) 

= resistência ultima do solo. 

= rigidez do cepo 

Do 129 cartão em diante, o parâmetro a ser introduzido depe~ 

de do valor da variãvel NCHECK. 



LISTAGEM DO PROGRAMA UTILIZADO 
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86 700 CO~P!LAT I D " ~ A R K 

p R o G R A ~ 
= ·- = ·- = = = 

C*********•»••~~~•~*~**~~*~h·••*h~***•6***~~h··~•*~kà*~*•t*~**~**~**~**A 
C EGlJCAD DA ONCA 

f ILE 
f ILf 

D IM EN SIC N D E { 15, 2 l , E K ( 1 5 J , R { 1 5 J , I X ( 15 ) , R U ( 1 5 J , A F ( 1 5, 2 l, O f 1 ( 2 5 5) 
D IM E N 5 I C N il 1 C 2 3 5 l , ri K ti C 2 C l , f ~ A X C 2 5 5 J , J X C 2 5 5 l • F !" C 1 5 J, H 1 5 J , O '3 C 1 5 l 
DIME~SI(~ FS<15,21,TS~AX(15,2l 

5000 
1000 

100[ 

100 
e 
e 
e 
500 

- . . 
~RITE C~OT,\OQlJ TlTLE 
FORMATC"l',//,T5,2C~.4l 
RE.:.D(Nfl,501 lFU1,FU2, FiJ3 

' 

I 502 
OT= INTERVALO OE TEl'Pü DE IUEúF~CAO 
FORMAT<ff12.5J 
REACC~[T,502l5J,PJ,SC 

- roEFícTr-NT( PE 4EQR'ffr'i'.'J'EfJr G J ATER AI no Síll O 
e 

KO=NELE~-2 
X=KO 

C LEITUFJ E/OU CALCULO CDS PESOS E CAS IREAS OOS 5EGHENT05 
----~JLTYP · 7 

•• 

61 REAC(~fl,5Ul)WFT,AREA 
C •Ff= PESO DO EMEM[NTO DE ESTAC- FGR UNIDADE DE COHPRI,ENTO 
C AREA= 1HEA OA SECiO TRANSVERS.4L CCDNS';'ANT[l DA EST.~CA 

~ -
85 A{l)=AR[A 

ó3 
e 
e 

94 

e 

GO TO 'i? 
&2 HEAOCNET,SDll(!AOi),A(Ml,H=Z,L,I) 

HE A D< ~ E T , 5 O 1 l OI AI , OI A a, 1l ~ 17 ~ T 
DIAT= CIAMETRO EXTERNO CD TC?O 
OIAB= [l~METRO EXTERNO CA B~SE 
' - ) ~ ~ - . 
G ~=O. 5 
DO 94 I=l,Kr! 
oac I )=C!Af-38•DELC 

T 

A(il=0.)854•CCDCIJ••2-DI<Il••2J 
SP<I•2l=A(ll•EHOO/CELE~L•FU1) 
i,!(I +3)=Hl l•UNiT>,i•ELEML/FIJ2 
p -

1 97 D031M=3,NELEM 
:_ 31 SP(~J=A(M ♦ ll•EMOO/CELE~L•FUll 

CJ ESTACA TRONC □ -CONICA 
CI ESTACA TRCNCD·CrNICA 



30 
e 

c 
59 

e 
60 

5050 .-
5100 
c 
5150 
c 
e 

!F(Pll l'!P.LE.O. JGO iO 98 ·, 
w(M )=f.LfML-•WFi 
C □ NT!NtE 
W(Ml= PESO 00 ELEHENTO ~ . . . 
IF(SCJE0,50,59 
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CALCULO U. co~;STAN!E GE MOL.~ DO (GX!M+Pfl!~E-IR-0-5-EGMEN-TQ DE [STAC~. -
SP X= ( l • / S P ( 3 J l .C 1. / S C l 

~ =· 
SPC3l= RIGIDEZ DO COXIM t PRJME!FD SEG,ENTO OE ESTACA 
CONTHUE 
EC8=1./EPC8••2 =· , 

IFCRUT01ll50,S000,6000 
6000 NRlTE(NCT,JOOl PER 

300 F_ORMATCl/_/,T20,'"•~•• % DE C.ui!GP NA Pl!Ni,\ DA ESTACA =',F6.3) 

601 

3E ELt,~TlCIO~DE DA ESIICA=',fll.l,ll:,8Al,/l 
IFCPILTYP.LE.O.l~~ITEIN0!,602l(~(~l,~=4,LAl,UT3,{A{Nl,N=l,KOl,UT7 

602 FORMA!{flü,'PROPRIECADES DA ES!ICA 1 ,/,TS,' PESCS =• ,5Fl 
---~--~rn-5EJ0-4,JX,14,t,I5,' AFfAS = ',5f]Q.4.1.r19.5[]0.4.1x.1 

25,//) 
I F { P Il 1 Y P. G T • lj. ) • R Il E( I; (. T , E iB ) IH l , ,1 F T , IJ T 3, AR E ft, IJ T 7 

ó03 FDRMATCT6,'PES01 1 ,,n2,' LlNE~R iJE ESI.ACA=',F9 .• 4,1X,A4,/,T6,'SECAO 
· c::.•"'1'!=1 :z l 

N~iTE(~CT;6041~(2l,1JT3,~C31,UTl,•<LAl,UT3,0RIVPT,FAll,UT1,EFF,SJ,P, 
lJ,Q,UTl 

604 FDRMATll6,'PESO DO PILAC =' ,F6,!,1X,A4,l,T6,'PE!O CD CAPACETE=',Fe 
,__ ______ .......i.x....,,,,,,.,,,.-r:g,.·,pt:so n1i PnM.,.f.+P~~',1 ifIR_o.=•,Eq 1..1x,0:.,,.,t,~é-"PE"'O OA e 

e 

616 
935,' 

e 
102 

e 

ZONTEIF• DE CRAVtCJO =',F3-4,//,TE,'AL•URA CE QUEDA DJ PILA □ =•,Fe. 
3l,1X,t2,/,T6,'EFICIENCIA CD ~ARTEto=•,Fs.2.,,.16,'CDEFICIENTE DE 1 
t,MORTECI~EN; □ LATERAL SJ= 1 ,F8-ú,1X,'5/0l 1 ,/,i6,'COEFICIE~TE DE AMO 

,· ' 'I 1 
• r. r n \ = 1 ,. • • <:. • ' ' • "' ! 'K - = ' 4 • 1 X• A 7 • 

6/) 
w Ri TE< N C, • 6 O 5 l S P ( 2 l, iJ ~ 4 , E P<: r, , ',(; , U T 4 , E PC , S P{ 3 l , IH 4 , S P ( 4 J , U T 4 , íl U TO T • 

lUT 3 

lU!CAO=' ,f6.3,/,Tó,'RiGIDEZ CC CCXI~=• ,F12.3,iX,,16,3X, 'COEFICIENTE 
ZOE RE!1ITUICA0= 1 ,F&.J,/,T6, 1 RIGICEZ 00 1.SEGHEN10 DE ESTACA=',fl2. 
33,lX,J6,/,T6,'R1GlCEZ CO SE(UNOC ~EGMENTC=',F12-3,1X,A6,/l,T9,'••• 

- 1 \ l "'l" t,; • :,:_-,- '" ,;, "' - t f 

RUCMJ= ~ESISTENC!ft 
RU<4>=0.0 
GOTO El6 .• 

= ·•~r12.3?sx~ •~uror=• ,Fi2.3> 

CCNSTANTE AO lONGíl ao FUSTE 

Ul TIMA ES!Af !U CO SOLO GIJE ftr\!A NO ELEME;JTO ~ 

; T f" 

ó20 KO;l 
XO={l.·PERJ•RUiDT/(X-2l 
DO 61S II=l,X-2 



RU{Ll=X[•CZ.-KO/{X-211 
619 KO=K0+2 

GOTO 616 
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' 7 ~i::- <:: ~:"'"''" J -· 1 

NECES~AFIO (QUANDO JJS>OJ 
REAO(~[T,615JCI,RU(IJ,H=4,NELEMJ 
FORMAT<4C15,Fl(l.4 ll 

!F(CH.A\J.EQ.1.l GO -.-0 f356 
~RITECNCJ",621 JCM,RU(~ ),t-1=4,LAl 

621 F □ RrATCTl4,IZ,fl8,Fl2.2l 

e 
625 

' ' 

8 V(M,lJ=o.o 
C CALCULG [A VELOCJCftC[ IHCUL 

V C? , 1 1 = S QR íC F AL L * E F F • FU 3 • 2. J 

3 

e 

FC1,2J=O,. 
00 3 ~-=2,LA 
LX( t-ll=~ 

C(M, l l=Õ.O 
DO:, l l=O.O 
OECLA,l )=O.O 

zfkAtEH DAS CONSTANTES AUXlLIA~E~ DE CALCULO 
1( L= O 
BMI N=O. 

404 f □ RMA1(/~~f5,'1Ní[RVALO CE 1 EMPO =',Fl0.7,'SEGUNDOS',/JJ 
C••~••~*••~,~~~~•~•*~*•***~****A*~•*eA••~•*~~~**·A~***~~•~*~•~~•*•~•~•*•~ 
C lHPRI,IF TODAS AS FOílCAS E [[SLCCftMENTDS SE IMF FOR DIFERENTE DE e 

n · · r," 

~RITE(NOf,6666){LX{rl,f=2,Lft) 
FORMA i ( 1 X,' EL=', l 1 ( l 5 • 6 X J, .r, X•,, JT' , / / l 
CONT HUE 

",LCHLCi cns 1_"'1(SLOCA"-'FWf'nç;. n4c; FORC,~S [ VE 
C LOC![ACES NOS ELEMENTOS ••• 

1=0 
!89é í=I+l 

' -c-----------------------------------------------------------------------c • CALtULC COS OESLOC/\~Et!TCSf1 [T_q 5 l COS ElEt-'E~TOS ., 
00 6 1'=2 ,LA 

~ .. 
C JCM,21= OESLOC. ÍiOTALl 00 ELE~EhTO M NO INT. OE TEMPO CCRRENTE 
C OCN,ll= OESL □ C. (lOfALJ [O ELEHEhlO M NO JNT. CE lE~PC A~T[R!OH 
6 CONTHUE 

r • r ,e- < 

ori 43 ~=2~NELEM 
C(M,2l=CCM,2 J-O<H+t,Zl 
IF{M.li.4) GD ro 43 

' . 

CALClLC DOS OESL □ CA~ENr □ s PL11sr1cos 00 S[LO A PAR 7 1R cus DESLOCA
MENTO~ TCTAIS * 
DO 41 t1 =4,NELEM 

C-----U.tê.{ - -
I F C P E F • E Q. 1 • J GO r □ 4 l 

•••ROT!Nft CE CALCULO N. 1 •••• 
CALCULO DOS OESLDC•~E~TOS PLAS'ICCS AO LONGO DO FLJSTE OI ESTACA •• 

1+----+'~. cl4,. 2 1 - G[ S LO G A '! E N "." O P L AS r 1 C 8 O G [ L [ ,,~.'tci'H-4~M------------
IF ( Q • C ( ~. 2 l. G T. o. n I G o TO 4U 
OE{M,21=0(~,ZJ-Q 
GOTO 41 

µ...U-----l-lc-(~ ,., ~ ' . 
DECM,Z l=D(M,2 l+Q 

41 CONTHUE 
C •••ROTIN~ CE CALCULO 2 r - - e ~ ~ 

C DEU.A ,2) NAO POCE SER liENOR G1JE U{LA, 2 )-Q 
OECLA,2 J=O.ü 



e • 
e 
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IF(Q-CCLA,2l.Gf.O.OlGD iO 15 

IFCPEF.fQ.ll GOTO 39 
CALCULO DAS R[SIST[llCIAS DO SCLC ~os SEG~fNTOS OE ESfftCA • 
RO! >;: lHS1STP.lCH CD SOLO ()UE ATU~ NO ELEWf:NTO " 

f----<-'---.J-'>+--'+-<,-"-~=-->•= ........ ~---------------------------
R CM l = CO CM, í:' l -O E CM, 2 l l • E K ( M J • ( 1 • • ~ J • V C '\, 1 l l 

e 
e 
e • 

39 

e 

V(M,l)= VELOCIDADE DO ElEMi~TO ~ ~e INr. OE rr,Pa ANTERIOR 
EK(Ml= F!GlDEZ OU CONSTANTE DE MCLA DO SOLO NO ELEH. H 

CÃLtu(o CA RESISIENClA DO SCLO ~, PCNTA DA [STAC• • 
R(LAl=(CCLA,2l-DECLA,2Jl•EKCL•l•(l.•PJ•VClA,lll 
IF(R(LAl.O.l.E5UlGO ;O 2'>96 

- ALOHtS tHXP<Qc, CVi ~CG,'S P•(IA-2> qpo ,1 [JQ!(\•ÇAQ Çil 
~EGft ~•XIMA MEDIA • 
DEl(l l=CE<LA,2l 
iFlOEHil.LT.DEM,\X)GO ro 62e 
r -

,e ARMAZENAKE~TO DA CESLOCAMENTQ üfl PONTA DA rsr•CA P~RA l~PRESSAO 
:628 Ol(!l=CCL,4,2l 
1c·----------------------------------------------------------------------,.. •ROTIN,õ CE _. ' 

: CALCULO CA FORC~ ENTRE D MPRT[L( E O C~.PI\CEfE 
IF(l.fG.lJGO TO 18 

1 e 

1 5 

25 

e 
24 

29 

e 
e 

IFCC{2,2J.L 1 .C<2,1J. AnD.!H.EG.ClGO TO 20 
r ~ r · -

I~(CC2,2l.GE.C<2,1lll~;O 
F C 2 , -2 l = C ( 2 , 2 ) •-S f-'.C.2 l 
GO TO 1 7 

-= + 
IF( IM.E ~.1 JCMAXH=C{2, 1 l 
!FCIM.GE.llCMAX=C~AXH 
F C 2 , 2 ).= S P < 2 l •CM A X • S P í 2 > • E C 8 • ( r, < 2 , 2 l - C :-1.~ X l 

• ' .J T ,Q. lf{2,2 l=O, 
•••ROTINA CE CALCULO N.4 ••• 

CALCULC CA FORCA ENTRE C C~FACETE E O PRlfEIRO ~EGMENTO DE ESTACA 
FC3,2) DEVE SER MAIOR QUE ZERQ 

r n 
IF<C<!,21.LT.C(J,ll,ANG.K~.EC.DlEO TO 25 
lF{C(!,21.Lr.cMAXXlGO ro 25 
I F ( C C ! , 2 l. GE. C< 3, 1 l lK ~= O 

, -
GO. TO 24 
KM= K ~ + 1 
IF(KM.EG.1 lCMAXXH=CO -1 > 

~ -

TS(M,21 = TENS~ □ N~ ELEMENTO H [~ ESfAC• 
TSlH,2l=F<M,2l/A(MJ 
ARMAlENAMENTO DAS FORCAS NOS ELEYENTOS E~ B PAR• IMPR[SSAO 

1---'---'-,__.,__ _ _,,_,...,.__,_JilL_J=r J 

F(LA,2l=H(LA) 
IF( !Mf.EÇ,(J) GO ro 66f,9 
WRIT~{~Cf,6667){0(M,2),t'=2,LAJ,{CECY,21,M=2,LAl,<FC~,2J,~=2,LA1,I, 

f--,------~ ......... -"',~-.Jt_;;J,_ • L " > • e v e H ,--Ll..,"""'-=='-'--......._· ,..,,__,__ __________________ _ 
6667 frJRt'Al(lx,•o= •,11(F9.5,2Xl,/,1X,'CE=',11(f9.5,'.::X),/,1X,'F= ',ll(F 

19.1,2Xl,3X,!3,/,tX,•R= ',Z2X,9(F9.1,2Xl,/,iX,•V= ',ll(f9.2,2X),/,l 
E665 COIHHUE ! f--,2,---,2,---,2,----2,-------Kl.-lK~K1.-1.,--( ',!-2-l'-l_.,=--'=c-■-'6~--1.1-,u,.i.1-1..1.1----4'.-"-'>-.;,......----------------------

' C • VERlFICACftO DAS FORCAS NEGATIVA5{[E rRACACl EM ESTACAS ílE CONCRETO 
DO 2223 M=2,LA 

lF(F{~,2).GE.FM(MJ)GQ ro 2223 
l F ( F Ct' , 2 l. L 1' • F { M, i > l K ~ K C 2 J = ~- K K C 2 H 1 
CON't!NUE 

1-<'-<'""-.,___....,'-6--< ..... _....=~,-<S---,'-----------------------------
B ( 3, Kl l= F( 3, 2 l 
BCLA,~'L l=R<L Al 
IFCI.GT.l>GO TO 109 



e 
c 
109 

1 07 

106 

108 

e - -AFCN,l l=BCN,KL l 
fM[NC~,l)=S<r,,I\Ll 
FMINC~,2?=l. 

CALCULO DA FORCA l'.AXIMA 
EM Ql'E ELA OCORRE 
00 lOE N=2,L A 

. 3 2 5. 

(i_E~ENTO 

1SMAX(N,2l=AF<N,2J 
IF<COPF~.LE.D>GO 10 108 
IF<BC~,~L>.Gf.FHIN<N,lllGO 1 0 lOE 
. ' -3r N,· 

F~INCN,2l=I 
IF(N.L T .4.0R.N.G,.i,fLEM ){O TO ice 
IFCBCN,KL>.GE.BMINlGG TO lOE 
' ' 

NMI N=,\ 
I >II N=I 
CONT!td.:E 

KK( 1 )JGO ro 2H)Z 

E DO I~TERVALO CE TEHPC 

IMA FORCA QUE CCOFFE NO INTERVALO OE JE~PQ CG~RENTE 

JXCI 1=4 
00 55 K=5,LA 
IF { B ( ~ • K L J. G T • F MA X { I ) J f r, A X ( l ) = a ( ~ , K l. l 

ao,n 
55 CONTHUf 
C TESTE PARA A INPRESSAC o•s FCfiCAS NOS ELEMEN10S 

IF<KL-Ll.7)GG ro 131 - -- ' 

WRiTf(NOT,298)( C8(II,JJl,JJ=1,7 l,II=Z,lAl 
296 FIJRMAT(SX,7Fll.2l 
130 KL=O 
-----------------------------------------------------------------------e • 

l .3 1 

e 
32 

46 
e " 

CALCULO DAS NOVAS VELOCICACES • 
DO 44 !-\=2,LA 
IF(M.EQ.LA)GO ro 32 

" l l + ( H " - l • 2l - H '" , 2 } - o ( rt > l "-4-L->U.-"''-'------------
V CM, 2 l = VELOCIDADE DO ELEME~TO ~ NO INT. OE TEMPO CORRENTE 
GOTO t6 
V { M, 2 l = V CM, l ) d f ( M - 1, 2 l -R ( M l l • G / H M l 

"l"" ,. :e- r ,.., 1 <:. 

If(V(~,2).GT.f.E5CJ GQ ro 2~96 
TESTAF !E JOOAS AS VELOCICA(ES SPD NEGATIVAS • 
IF(V(~.21.GT.O.O)GO ro 44 

44 COIITIHE 
I F ( ( L S UM+ 1 -L A l • L T • G H;o T O 5 4 

C • TESTAF !E A ESTACP A"l IN(ltl P NE(ê PLASTIC.~ M~XH'A • 
? - • ..t"'l 

54 LSUM=O 
C • REDEFI~ICAO DAS Vft~IAVEIS P•RA P JTERACAC SEGUl~TE • 

GO 49 t'=2,LA 

49 

F(M,U=F<M,2) 
IF(M.~E.L,UC(M,l J=CCM,21 
VCM,ll=V(•1,Zl ,, 
IF(KCOU~.EQ.O.Aia.r.[Q.150) Ga TC 2595 

1111 rF<I.lf.150lGO TO 1898 
C••••• FINAL CC CICLO PARA O CAlCULD DJS FORCAS NOS ELE~ENTOS 

CALCULC CA NEGA • 
CALCULA~ cs HAIORES VALQílES C[ SET ~- □ ME~CRES GUE n.oos DC MAXIMC 

ü St: T =O. 
'· -
L L=O 



56 

O SE T = r S E T •OE 1< L l 
LL=ll+l 
CONT IN~E 

" SET=DSEl/Ll 

. 326. 

T 

e LL= NU~ERO DE VALORES UTitIZAOO! PAFA aaTER A ~EGA ~EOlA 
GP=l./SET 

- - . 
C***•*·~··~~*~**~~~~~·~~~~•*~*~*k~•~*~~~···••*~*•*****•·~··~A*****h•*•~· 
C •• IMPRESSA □ CDS RESULTACOS •• 

hR[TEC~CT,3DllllM,Q,UT2,SET,Uí2,EF,LL 
~, o, - Tr1 

i;RI TECNC•T,6050 l 
6050 FOR~ATC2X, 1 I~P~ESSAO CCS DESL □ C,~ENTOS 01 PONT~ GA ESTAC~ E CAS 

lFORCAS MAXIMAS QUE OCORRE~ E~- CACA IfHtRVALO C[ TEMPO',/ l 

308 

304 

2 402 

322 

631 

,.. • r: .,. 

00 207 H=l,MM,11 
Ml=MINOCH+lO,MMl 
wR! TECNGT ,302 H K, K=h ~l l 

- " ,-- t 

~RITEINOT,3081UT3,UT6,UT2 
FORMAT(//,T75,'UL11~0S VALORES (ALCULAD □ s:•,t,lX,'ELE~[Nro•,lX,'TE 

lNSOES ~AXIt'.AS EM OT','í65,'F0fiC~~(',A4,'l',3X,'VELOCICAOES(',A6,'l 
• ' O E e UF A '-IE N TO ç < ' ,.A-2..,.~•_,_~• .,_,_~---------------------
w ~ I TE C ~ C T, l O 4 l { N, ( 1 S ~ A X<~• H l, M= 1, 2 l, FC i, 2 l, V ( N, 2 l, D ( N, 2 J, N = 2, LA l 
FORMAr<I5,4X,Fl2.2,8X,F5,0,271,F12,2,6X,FlZ,2,1CX,F9.5l 
KCOUN=KCO!.!N+l 

! ? ... ORC, Q( TRPC!C SE CQVfM>O 
IFCCOPF~.Gl.O •• ANC.MM.NE.250) GC 10 54 
GOTO 2f00 
NRITE(NGT,320ll,UT3,UT6 

• e 

F OH ~ A l C / /, T 1 O.• 'F O BC A 1-' U, Ir' A N E G ,! T J V A= ' , F 1 2. 4, l X, A b , 3 X, '1' C 
1'ol3, 1 NA !TER.4CAD r,.,,13,//J 

IFCKCGU~.GT,OlGO TO 2600 
~,,,•~-"-"<,1-,J4""-"'=_._·==-------------------------------

325 FORMAIC////,T6,'•••• PROGRtHA 
1•• - [T ~urro PEQUENO -- 1 ,//) 

GO TO 2tOO 

NAC CONVERGIU E~ 150 ITERACOES ••• 

I' f i: 1\.,, l't fl-

R G IA CD 
PROBLEMA INSTAVEL -· 

MARr ELO E /011 °.,/ ,T6,' 
~OOIFICAF A RISIOEZ DO 

1 e l 1 

SUGESTO[S: 1 ,/,T6,' 
~GCIFICAR A RIGIDEZ 
COXI~·l ',/Ili l 
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