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J&lio C;sar da Silva Portela
FEVEREIRD, 1991

Orientador: Prof. aAlvaro Luiz Gayoso de Azeredo Coutinho

Programa : Engenharia Civil

Este trabalho tem por objetivo aprésentar um esquema
adaptativo do Meétodo dos Elementos Finitos para analise de erros
a-posteriori e refinamento tipo h com malhas ndo estruturadas, na
resolucdo de problemas de elasticidade plana e de flex3o de
placas.

0 gerador de malhas desenvolvido se baseia na técnica
dos avangos frontais., Utiliza-se um elemento triangular linear e
0 estimador de erros se baseia em projecio e suavizacio de

tensdes .

Problemas representativos s3o analisados, sendo o erro
estimado confrontado com ©o erro calculado atraves de resultado
analitico e sendo testada a raz3c de converg@ncia.
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ADAPTIVE REMESHING FOR
PLANE ELASTICITY END PLATE BENDING PROBLEMS

J&lio C;sar da Silva Portela
FEBRUARY, 1991

Thesis Supervisor: Alwvaro Luiz Gayoso de Azeredo Coutinho

Department : Civil Engineering

This work is concerned with the development of an
adaptive remeshing scheme for the h-version of de Finite Element

Method, applied to plane elasticity and plate bending problems.

The advancing front technique 1is employed for mesh
generation. A linear triangular finite element is wused and

a-posteriorit ervor estimator is based on projections and
smoothing tecniques.

Several problems are analysed and results compared with
the analuytical solutions. Numerical rates of convergence are also

investigated.
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CAPITULO I
INTRODUCGCAO

I.1 - HISTORICO E MOTIVACAO

No decorrer dos tultimos anos, o Metodo dos Elementos
Finitos (MEF) tornou-se uma ferramenta cada vez mais utilizada na
solugio, por camputador, de problemas praticos de engenharia. Uma
das quest@es fundamentais do método, a confiabilidade dos
resultados, tem sido, mais recentemente, motivo de pesquisas no
sentido de se criarem procedimentos para estimativa de erro e
refinamento automatice das solugfes. Frequentemente usudrios do
MEF se deparam com o problema de escolha de uma malha que garanta
uma boa aproximagl3o para a solucao do problema estudado. Em
muitos casos, informagdes a respeito do erro associado a uma
discretizag3o s3o necessarios para que se faga bom uso do método.

Importantes trabalhos nesta area tem sido publicados
por Zienkiewicz (1983, 1984, 1987a, 1987b, 1988), Kelly (1983),
Babuska (1978, 1979,1986), entre outros, e, em 1984, realizou-se
em Lisboa, Portugal, a primeira conferéncia internacional
totalmente dedicada aos temas "Andlise de erros e Adaptatividade"
(ARFEC B4).

As analises de erros em elementos finitos podem ser
“a-priori”, e feitas antes de se calcular a solugdo
correspondente, ou "'a-posteriori"”, se o erro e estimade a partir
da solucdo obtida. Conhecida, em um dominio, a distribuig3o de
erros assocliada a uma soluclo, existem trés alternativas para o
refinamento: refinar a malha através da introdu¢3o0 de elementos
menores, o que pode ocorrer de maneira estruturada (subdivisio
sucessiva de elemento) ou n3o (refaz—-se a malha com novos
tamanhos de elemehtos); aumentar a ordem dos polindmios usados,
introduzindo-se novos modos; redistribuir os nos de modo a obter
uma malha “&tima”, mantendo-se o mesmo numerc de equacdes. As
Figuras I.1a a I.ie ilustram estas possibilidades, frequentemente
denominadas refinamento h, P e I, respectivamente. Mais

recentemente, tem sido usadas tambeém versdes combinadas, como o



refinamente h-p, visando acelerar a convergéncia do método.

A estimativa de erro a-posteriori, versao h,
desenvolvida por Zienkiewicz (1987a) com a respectiva técnica de
recriagao da malha permitem a avaliacd3c de erros, tanto 1local
quanto glaobalmente, de maneira simples, para wviarios elementos
usuais. Um processo completa ou parcialmente automatico pode ser
elaborado com codigos Jjd existentes. A confiabilidade da
estimativa do erro pode ser demonstrada tanto numericamente

quanto matematicamente {(Zienkiewicz (1987a) e Peraire (1988)).

I.2 - OBJETIVOS

0 principal objetivo deste trabalho é demonstrar a
possibilidade de se utilizar, com sucessoc, um elemento triangular
linear e um estimador de erros que utiliza como projecdo a media
nodal, ambos de grande simplicidade, para a andlise de problemas
de elasticidade plana € de flex3o de placas, através de um

refinamento nZo estruturado da malha.

1.3 - ORGANIZAGCAO DO TEXTO

Para atender aos objetivos supra-citados tornou-se
necessario o desenvolvimento de um gerador de malhas
triangulares, que & descrito, com detalhes, no Capitulo II. No
Capitulo III, apresentam-se alguns conceitos basicos referentes a
analise e medidas de erros, bem como os principais aspectos do
processo adaptativo utilizade. 0 Capitulo IV & dedicado aos
problemas de Elasticidade Plana, e o Capitule V, aos de Flexao de
Placas, ambos apresentando a formulac8oc bdsica do problema em
quest3o, os exemplos estudados e a andlise dos resultados
obtidos. Finalmente, o Capitulo VI destaca as principais
conclusdes alcangcadas no decorrer deste trabalho, bem como
sugest fes para futuras pesquisas que possibilitem a]

aperfeicoamento e a continuidade do mesmo.
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CAPiTULO Il
GERACKO DE MALHAS TRIANGULARES PARA DOMINIOS PLANOS ARBITRA&IOS
I1.1- ASPECTOS GERAIS -

Existem atualmente indmeras técnicas para geracao automatica
de malhas de elementos finitas, podendo-se citar os métodos
GUADTREE, Shepard (1984, 1988), Cheng (1988), o0s métodos de
DELAUNAY-VORONOI, Watson (1981}, Hermeline (1982), Cavendish
(1985), Baker (1987, 1988), Perronnet (1988), George (1i988a,
i988b), e técnicas de geracio por avangos frontais
(ADVANCING-FRONT), Lo(1985), Zienkiewicz (1988), tLohner (1988a,
1988b) .

De maneira geral, para gerar uma malha de forma eficiente um
esquema de gerac3o deve ser robusto e satisfazer, sempre que
possivel, as seguintes condigdes:

(i) 0 usuario deve ser capaz de contralar a densidade da
malha em qualquer parte do dominio analisado.

(ii) 0Os elementos devem se aproximar, ao maximo, de
.poligonos regulares, na analise em duas dimensSes (trid@ngulos
equildteros ou quadrados, por exemplo, no caso de elementos de 3
ou 4 nds) e de sdlidos regulares, na andlise em trés dimensBes
(tetraedros regulares ou cubos, por exemplo, no caso de elementos
de 4 ou 8 nds).

(iii) 0O algoritmo deve ser econdmico tanto no que diz
respeito ao esforco humaneo quanto ao tempo de computacio.

Além disso, para que o dominio fique bem definido, devem ser
fornecidos os seguintes dados

- numero de ndés do contorno (NNAS)

- numero de lados do contorno (NLADOS)

-~ numero de regifes em que o dominio deve ser subdividido

(NREG)
- para cada regifo
nimero do lado inicial (LADOI)
nimerc do lado final (LADOF)
tamanho de elemento da regido (SIZEM(IREG))



- para cada nd
numero do no
coordenadas do nd (XCO(2, ING))
- para cada lado
numero do lado (segmento orientado)

nd inicial e no final.
II.2- ALGORITMO DE GERACAO DE MALHAS -

0 modelo utilizado tem por objetivo triangularizar dominios
planos arbitrarios. Tanto a etapa de gerag3o de nds infernos,
quanto a posterior triangulariza¢lo, se baseiam em algoritmos
apresentados por LD (1985) que introduziu a técnica de avangos
frontais. Esta técnica permite o tratamento de aberturas internas
com facilidade e se a analise requer uma densidade diferenciada
da malha, basta dividir o dominio em regides com diferentes
tamanhos de elemento. Estas caracteristicas tornam esta técnica
indicada para um refinamento adaptativo. _

Os contornos das regiBes s3oc representados por tantos
segmentos retos orientados, quantos forem necessarios. Cada
segmento ¢ fornecido por seus nos extremos, e sera subdividido de
acordo com o tamanhko de elemento da regidco a que pertencer {se
um segmento € comum a duas regides, a subdivis3oc se fara segundo
o menor dos tamanhos de elemento). Para esta subdivis8c o
segmento padera ser considerado um arce de circunfer@éncia, se
desejado, o que Ffacilita consideravelmente, o tratamento de
dominios curvos (estes arcos n3o devem apresentar tangentes
horizontal ou vertical, a n3o ser nos extremos}.

Os segmentos de contorne devem ser orientados de tal maneira
que os contornos externos de cada regido tenham sempre um
caminhamento de sentido anti-horaric, e os contornos de aberturas
internas, um, de sentido horidrio. Se um destes segmentos @&
limite entre duas regifes, ele deverd ser orientado tomando-se
por base a regifio de menor tamanho de elemento. Além disso, os
nds do contornec n3ac necessitam ser numerados em qual quer
sequéncia particular.

Apds a subdivis3o de todos os segmentas de contorno, sera
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feita a geragiao dos nos internos a cada regido, de acordo com seu
contorno e tamanho de elementoc. S0 entio sera feita a
triangularizacSo e, posteriormente, a redistribuic3o dos nas
internos, de acordo com os nos a que cada um estiver conectado.

Estas etapas ser3o apresentadas de forma detalkhada a seguir.
ne *
11.2.1- Geragao de Nos Internos

A geracio de nos internos, extremamente simples e de facil
implementacio, € efetuada através do seguinte algoritmo:
1 - DeterminagSo de Ymin e Ymax da regiSo, conforme a Fig. II.1.
2 - Tragado de linhas horizontais imaginarias entre Ymin € Ymax,
ao longo da regido, conforme ilustrado na Fig. 1I.2
3 - 0 esepacamento entre duas destﬁs linhas (SIZES) € funcao do
tamanho do elemento da regido (SIZEM), calculado como
NL = ( YMAX - YMIN ) / SIZEM
SIZES = ( YMAX - YMIN ) / NL CI1.1)
NL = NL - 1
YH1 = YMAX - SIZES
onde NL € o nudmero de linhas horizontais e para a primeira
linha, tem-se Y = YHti
4 - Determinacio das intersecdes de cada iinha horizontal com o
contorno da regilo ( fFig. II.1 )
Seja § = ( PiGi , i={,N ) o conjunto de segmentos de
contorno da regi3o e Y = H a equag3o de determinada linha

horizontal.

Seja, tambem, X{ = X<(Pi), Y1 = ¥Y(Pi), X2 = X{(Qi) e
Y2 = Yai)
Havera interse¢3o, se: .
i) (YL - H) (Y2 - H) ¢ @ ou (II.2>
iit) (YL - H) (Y2 - H) = @& e
( H > Y1 ou H » Y2 ) 1.

0 ponto de intersegio com o segmento PiQi, sera:

X =X1 + (H-Y » % (X2 - X1 / (Y2 - Y1) C11.4
Y = H CIXI.5
S - Cada linha horizontal intersepta o contorno da regifio num

ndimero par de pontos, que devem ser armazenados do menor
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para o maior valeor de X.

6 - Seja uma linha horizontal particular, com 2n interse¢des. As
interse¢des s3o consideradas duas a duas, come¢cando com a
1 e a 27 . D cegmento formado por estas duas intersegdes é

subdividido segundo o tamanho do elemento da regilo:

NG = ( XFI - XIN ) / SIZEM (II.5)
SIZEX = ( XFI - XIN > / NG CI1.7
DX = SIZEX (II.8
NG = NG - 1 C11.9

onde, NG € o numero de nos a ser gerado, DX é a coordenada
do primeiro nd a gerar, SIZEX é a dist3ncia entre os nds a
gerar, XIN @ a coordenada da interse¢3o inicial, e XFI ¢é& a
coordenada da interse¢3oc final.

Para que cada subdivisdo possa dar aorigem a um nd interno, €
necessario, ainda, verificar se o0 mesmo se encontra:
(a) perto demais do contorno, e (b) suficientemente afastado
de todos os nos internos criados até entdo.

As condigdes (a) e (b) podem ser atendidas com o teste

( X -Pi ¥ +(v-ai) ¢« c* CII.10)

onde X e Y sdo as coordenadas do né a ser gerado, Pi e Qi
sd3o as coordenadas dos nos do contorno e dos nds internos ja
gerados e C uma constante que depende do tamanho de elemento
(SIZEM) da regido. Normalmente adota -se C = @.7 % SIZEM

7 - Terminada a analise do segmento formado pela 1? e Eé

o
L |

. -~ a
intersegdes, passa-se ao segmento formado pelas 3. e 4
com procedimente semelhante, e assim por diante, ate

chegarmos ao dltimo segmento, formado pelas interse¢des
{2n - 1) e 2n.

No modelo empregado, a geragdo de nos internos difere

do algoritmo acima descrito em trés topicos, descritos a seguir:
a) Alteragc3o no item 4, quando se pretende determinar se
havera ou ndo intersegc3o entre a linha horizontal ( Y = H ) e um

determinado segmento de contorno (PiQi).
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Com o8 testes (i) e (ii), os pontos B e £ (Fig. 1II1.2) seriam
considerados intersegbes dos lados AB e CD com a horizental
Y = H2, mas os pantos A e D nido o seriam, com a horizontal
Y = H4, o que pode n3o ser conveniente em muitos casos.

Para evitar o contratempo, basta considerar:

(1) ¢ YL - H ) Y2 -H1} <@ oau ‘ €(I11.11)
(11)C Y1 - H )Y { Y2 - H ) =& e
( H# Yi ou H#® Y2 ) (11.12)

b) Guando se deseja considerar um segmento de contorno como
um arco de circunferéncia, o cdlcule do pontc de intersec3o

passa a ser (Fig. II . 3):

B = - 2Xo
C=X> +(H-Yo)Y -§&
A=v8B2 - ac CIX.13
XL = (-B + &) / 2
XLL = (-B - A) s 2
Se ( X1 2 XL e X2 =2 XL ) ou
( X4 £ X1 e X2 2 XL ) === X = XL CII.14)

Caso contrario ===) X = XLL CI1.1%)
c) Implementacio da opglo de geragio de malhas triangulares
em diagonais cruzadas.

Para se conseguir malhas deste tipo (Fig. I11.43, e
necessaria uma segunda etapa de geracdo de nds internos.

Nesta segunda etapa, o numero de linhas horizontais
devera ser acrescido de uma unidade e o posicionamento da
primeira sera alterado. Assim,

NL = NL + 1 (I11.16)

YHL = YMA - SIZES/2. (11.17)

Além disto, ao se subdividir um segmento formado por duas

interse¢Bes consecutivas, teremos as sequintes alteragcdes:

NG + 1 C(I1.18)
SIZEX/2. (II.19

NG
DX

II.2.2- Triangularizac;o -
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A interconex3oc dos nos, para formar elementos triangulares
segue 0 seguinte algoritmo:

1 -~ Sejal a frente de geracldo, e A o conjunto de todos os nds
internos conforme a Fig. II1.S

2 - Tendo em vista o caminhamento anti-horario do contorno
externo e o caminhamento horario das aberturas internas, o
dominio a ser triangularizado estid sempre situado 3 esquerda
dos segmentos retos orientados de I’

3 - € importante destacar que ao iniciar a triangularizacdo a
frente de gera¢ioc ' coincide com o conjunto de segmentos do
contorno do dominio; enquanto este contorno permanece
inalterado, ' avanga continuamente, sendo atualizada toda
ver que um elemento & formado, conforme as Fig. II.5 e II 4.

4 - 0O processo de ‘triangularizagclo € iniciado pela sele¢aoc do
primeiro segmento orientado de I (lado AB, por exemplo). D
objetivo € determinar wum ponto C €T U A que forme o
melhor tridngulo ABC, com caminhamento anti-horario.

S - Se AABC ( = drea do tridngulo ABC = --5-- A x at ) ¢
positiva, o caminhamento e anti-horario, e a experiéncia
mostra que, na malioria dos casos, 0 wvalor minimo da norma
| ACz + CB2 | e suficiente para selecionar o ponto C. O
valor minimo desta norma equivale ao minimo da distancia do
ponto C ao ponto médio do lado AB. 0 lugar geométrico dos
pontos que satisfazem a condig8c supracitada €& uma
circunferéncia de centro no ponto médio do segmento AB.

6 - A selecdo do no C, pelo critério acima, € bastante simples,
mas pode n3o ser suficiente para garantir a melhor
triangularizacdo de regides que apresentem um contorno muito
irregular. Nestes casos, pode haver dois ou mais nos que
apresentem area positiva e valor minimo de | ACz + CB2 I .

7 - A escolha entre dois destes nds ( C1 e C2 por exemplo ) se

faz como se segue ( Ver Fig. II.7a )

Para Ci: o = ——— E —————— 5- —————— 5-_—_ (II.EO)
4B + BCs + C14



i4

B = mmmmemen AC1BC2 __________ CII.21)

5 = momee E-.é&EiE; ______ s—- CII.22)
ACL" + C1C2° + [C2A

)\.‘ = max ( f?i ,51 } (IT.23)

Para Ca2- az S e m——- 5__ée§§_z_ —————— -2--———- CIl.24
&B + BC=z2 + C24

B, = mmmmmmze- ACzBCs _____ s= = - B CI1.25)
C2B + BC1 + Ci1Cz

R AaCzCs __________ = -85, CII.26)

S €I11.27>

>
n
3
u
x
D

0 ndo C4 serd selecionado se dl.k Y dz.Kz e vice-versa.

0 pardmetro & € um bom criterio para avaliar a gualidade do
tridngulo ABC. Quanto maior o valor de valor de &, melhor a
forma do triangulo. As figuras II.7b a II.7e¢ mostram os
valores de & para alguns tridngulos tipicos. Pode-se mostrar
que @ n3o excede @.1443, que & o valor correspondente ao
tridngulo equilatero. Da mesma forma, 3 e & representam,
respectivamente, a @ualidade dos triingulos C,BC, e AC C,.
Logo, Xi representa a melhor possibilidade de formar um
tridngulo através de C B ou AC, com C,, no caso de selecdo
do nd C,. Se o nd C, estiver no interior do tridngulo ABC_,
tanto Bi quanto 51 serao negativos e consequentemente o
produto di-K’ também serda negativo, o que eprovocara,

automaticamente, a selegio de Cz‘
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No modelo wutilizado, procuramos evitar a formagcao de
tridngulos muito distorcidos, que podem apareceyr, principalmente,
nas fronteiras de duas regifes <om tamanhos de elemento muito
diferenciados, tentando rejeitar angulos internos acima de 110° .

Sejam a = max ( AB, BC, CA ), c = min ( AB, BC, CA ),
b =@AB + BC +CA-a-c, e =arc cos [ (b- +¢c° - a°) / 2bc 1.

Assim, para utilizarmos os cdlculeos apresentados no item 7,
selecionamos C1 como sendo o nd que apresenta o menor wvalor de
tac®+cB’1 e dngulo interno abaixo de 11¢°; e C2, o menor valor de

EAC2+CB2] e angulo interno acima de 1100.

II.2.3- Redistribuigzo dos Nés Internos -

Apos 3 triangularizacso, apesar dos cuidados acima
descritos, podem surgir regioes em que a distribuigao interna dos
nés e a variag3o de tamanho dos elementos ndo apresentem a
suavidade desejada. Esta situag3c pode ser corrigida com
facilidade e eficiéncia pelo ajuste localizado das coordenadas de
determinados nods.

A malha pode ser considerada como a solugdo inicial de um
processo iterativo para uma aproximac¢io pre-definida. No esquema
Laplaciano, resaolvido por um porcesso iterative tipo Jacaobi, cada
nd é deslocado para o centro do poligono formado pelos nods a que
estiver conectado. (Carey—0Oden (19B4) ).

0 processo, que usualmente se estabiliza apos poucos ciclos
de regularizac@o ( até 4 ), apresenta o seguinte algoritmo para
tada ciclo:

i- Inicializa¢g&0 de variaveis:

S3o zeradas as coordenadas auxiliares e o contador de nds

adjacentes de cada no.
2~ Para cada elemento

- As coordenadas auxiliares de cada nd do elemento ser3o o

somatorio das coordenadas dos outros nos do elemento.

- D contador de nos adjacentes de cada nd do elemento sera

acrescido do numero de nods do elemento menos 1.

3- As coordenadas auxiliares de cada nd ser3o divididas pelo

contador de nods adjacentes do mesmo.
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4- 0s nos internos terzo suas coordenadas substituidas por suas

coordenadas auxiliares.

11.3 - EXEMPLOS

II.3.1 Barragem

As Figuras II.Ba a Il.8Ff mostram as etapas de geracao
de uma malha para a se¢iao transversal de uma barragem. O contorno
da se¢3o transversal com um vazado semi-circular, & apresentado
na Figura II.Ba; a Figura II.8b apresenta a subdivisio do
contorno em trés regiGes com densidades diferentes; na Figura
I1.8c podem ser vistos o0s nos internos gerados, antes de sua
redistribuic8o, perfazendo um total de 218 nds; a Figura II.8d
apresenta a malha,com um total de 372 elementos, ainda sem a
redistribuicdo dos nds internos; a figura II.Be mostra os nos
internos apds a redistribuig3o com 3 ciclos de “smoothing” e

finalmente, a Figura II Bf apresenta a malha final.

11I.3.2 - Dominic com Contornos Irregulares

As Figuras II1.9a a II.9f mostram as etapas de geracao
de uma malha para um dominio com contorno irregular
(reentr3ncias) que apresentaria problemas se o item 4 da geragilo
de nos internos n3o tivesse sofrido alteracdio. 0 contorno externo
e sua subdivis3o em duas regifes com diferentes tamanhos de
elemento, sfo apresentados na fFigura II.?a. 0Os nos internos sem
suavizacao e sem diagonais cruzadas podem ser vistos na
Figura II.9b, num total de 284 nos. A Figura II.%9c mostra a
triangularizacdoc sem suavizagio e sem diagonais cruzadas, com um
total de 328 elementos; a Figura II.%9d, os nds internos, sem
diagonais cruzadas, apds 3 cilcos de suavizaclo e a Figura II.%e
a triangulariza¢do correspondente. Finalmente a Figura II.9f
apresenta a triangularizacdo sem suavizag3o, com diagonais

cruzadas, perfazendo um total de 364 nds e 448 elementos.
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FIG. 11.8p
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FIG. 11.9A
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FIG. I1.9¢c
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FIG. I1.9e
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FIG. IL.9rF
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CAPiTULO IIX
ESTIMATIVAS DE ERRC E ADAPTATIVIDADE

II1.1 - ANALISE DE ERROS -
Irr.1.1 - Definic;o do Problema =

Seja a solugio de um problema de elasticidade estatica

linear, dado pela equagio diferencial
L u=-gq= SBSu - qQ = @ no dominio {2 (ITI.1>

com as condi¢Ges de contorno

U = u em I CIII.2a)
e

GDS u = t em I, CIII.2b)
sendo [ = ru U rt o contorno totzal, onde L & um operador
diferencial , 8 & a matriz que define as deformacbes £, tal que

£ = § uy CIII. 3

e D & a matriz de elasticidade, a 4qual permite escrever as

tenstes ¢, de forma que,
o =0 & (I1I.4A
D MEF consiste em determinar uma solug8n aproximada

~ m
u=Nu=_.Z N u (III.5)

onde m € o numero de pontos nodais, N, s3o0 funcdes de
interpola¢io e U as incdgnitas do problema, determinadas pela
resolugio do sistema de equacles algebricas lineares
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Ku-f=20 CIII.6)
onde K = Iﬂ (SN)T D (SN) d CIII.7a)
= Ta a0 T ar CIII.7b

f=|gNad + rtN t d .

e as tensdes sao calculadas por

¢ =De =D S u = (DSN) u CIII.8

~ ~

Os valores aproximados u e ¢ diferem dos valores exatos u e
¢, senda a diferenca o erro existente nesta solucfo. Assim, para

os deslocamentos temos
(III.8a>

e para as tensbes
e =0 - ¢ C111.9b)

I11.1.2 - Normas de Erro -

Medidas pontuais de erros, como os obtidos pelas equagOes
(I111.9) s30 geralmente de dificil trabalhabilidade, sendo mais
convenientemente adotadas diversas medidas integrais, ou normas.
Uma das mais comuns destas medidas € a norma de energia, que pode

ser escrita, para o problema genérico, como
fef = ¢ Iﬂ e L e dd )’ - CIXI.10)
ou, no caso especifico da elasticidade, como
lefl = ¢ In (se)’ D (Se) da »7? =
( Iﬂ (e,”y 0" (e ) da@ »'7® CIII.11)

Pode—-se wutilizar tambem a chamada norma de Lz’ que &

definida por
T 1,2
bebom ¢ fo o e ) CIII.12)
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. T 1.2
feoliam ¢ Ja (o272 00 CITI.13)
Ainda que todas as normas acima descritas tenham sido
definidas em todo o dominio, & facil notar gque o quadrado de cada
uma pode ser obtido pela soma das contribuigSes dos elementos.

Assim,

2 Nel 2
el = .2, llell, CIIT.14

onde Nel @ o nimero de elementos da malha.
Para facilitar a interpretagio & comum determinar-se 0 erro

percentual relativo

n =100 ¢ |e| / Juf > % CIII.15)
I11.1.3 - Estimativa de Erro =~

Num caso geral, em que n3o se conhece a solugao exata ¢,
‘ L d
pode-se utilizar um valor aproximado ¢ , atraves de fun¢gOes de

forma continuas N, tal que

o = N &% CIIT1.16)

As funcDes de interpolacg3o N devem ser da mesma ordem que as

funcdes de forma N e, frequentemente, N = N

-~

.
0Os valores de ©¢ sao obtidos por proje¢coOes adequadas de o

sendo necessario que

jh P (o -0 ) di = o CIII.17)

. . . ~ il
Podem ser usadas wvarias formas de aproxima¢ao para ¢ , desde

as simples médias nodais a projegles mais complexas como
P =(D N (11I.1i8)

D erro estimado pode ent3o ser expresso por
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' = Jﬂ (o' —o T 0t (of —o ) e CILID
€ 0o erro percentual relativo, por
RN B IV P Y (I11.20)

Definindo ndice efetivo de um erro estimado ( € ) como a
razio entre o wvalor estimado e o walor real da norma do erro,

temos
& = |le’ll / fel CIir.z1>

Este indice varia usualmente de 0.6 a 1.2, dependendo tanto
do elemento quanto da wmalha wutilizada. Zienkiewicz (19B9b)
demonstra que & + & quando Nelm #+ ® para projecdes definidas pela
Equag3o III .18 . Para outras projecfes o intervalo de € é menos
estreito mas os resultados praticos sdo excelentes mesmo para

simples médias nodais de tensfes (ou esforgos).
I1I.2 - ESTRATEGIA DE REFINAMENTO TIPO h -
I111.2.1 - Converg;ncia -

Como é sabido, solu¢odes de elementos finitos minimizam o
erro na norma de energia. Para o refinamento tipo h, quando uma
sequéncia de malhas e obtida por um refinamento uniforme, o erro
8 limitado por

"e" < c N -4/2 min(p,. X CIII. 22

onde C é constante positiva, N & o numero de graus de liberdade,
h @ o tamanho de elemento da malha, p @ ©o grau do polinBmio das
funcdes de forma e A representa o P€$0 das singularidades. O
expoente de N €& chamado de taxa assintdtica de convergencia e
depende da suavidade da solucdo exata e das malhas de elementos

finitos.



. . -2
Notando-se que N e proporcional a h em problemas
bidimensionais, a relag3o IIIl .22 pode ser reescrita como

minip,A?

n

"e" < N—i/z mintp, X E M CIII.23)

onde C € uma constante positiva.

Se a sequéncia de malhas € obtida de modo a se distribuir

igualmente o erro em cada elemento, as malhas s3o0 ditas "quase
dtimas" e a estimativa do erro é

flel scn P2=Cch?® CIII.24

Pode-se, ent3o, escrever uma expressio para calculo da taxa

de convergéncia a partir de III.24, em que se tem
L
TC = -p/2 = ( log flefl - ¢ > 7 108 N (111.2%

sendo portanto a taxa de convergéncia independente do problema a
ser resolvido, obtendo-se assim a taxa de convergéncia dita

”

btima, que para elementos lineares ( p = 4 ) e de -0.5

I1I.2.2 = Refinamento =

Como vdrios autores tem destacado (Babuska (1978, 1986)),
quando processos adaptativos s3o usados no refinamento da malha,
a taxa de convergéncia maxima, para o tipo de elemento utilizado,
pode ser obtida promovendo uma distribuic3o uniforme do erro na
malha. Com este procedimento a solug3o apresenta um erro proéximo
do dtimo para um dado numero de graus de liberdade.

A convergéncia de procedimentos adaptativos de recriacio da
malha (refinamento tipo h com wmalha n3o estruturada’) com
elementos lineares e quadraticos tem sido objeto de pesquisa mais
recente, principalmente por Zienkiewicz {(1987) e Zhu (i987). No
lugar do enriquecimento sucessivo da malha os autores utilizam um
mecanismo que tenta obter o wvalor admissivel do erro em cada

regido, determinando diretamente um novo tamanho de elementao.

Dado um erroc maximo admissivel ( L1 ) e admitindo-se que o©
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erro seja igualmente distribuido em todos os elementos,
determina-se o valor do erro admissivel para cada elemento ( ;m).
€ se p errg de um determinado elemento de tamanho hi tem wvalor
estimado de ﬂe"i, pode-se calcular o novo tamanho deste elemento

admitindo uma taxa de convergéncia de ordem p. Assim,

T
[}

h;/f‘/p CIII.26)

onde

e
It

fef, 7 e (II1.27)
t m L]

Naturalmente, se a taxa de convergéncia admitida for exata e
s o erro for calculado com precisdo, os novos tamanhos de
elemento fornecerdo uma malha gque apresentard a precisio
desejada, da maneira mais economica. Normalmente se admite gue p
€ igual ao grau do polindmio das funcSes de interpolacdo, o que,
obviamente, n3no é vdlido perto de singularidades. Assim, perto de

pontos singulares, o novo tamanho de elemento deve ser calculado
admitindo~-se uma nova taxa de convergéncia,

ho=h se¥ CIII.28)

*

onde © <A <1 & a taxa de convergéncia @ priori da soluglo de
elementos finitos para problemas com singularidades. Para
diversas singularidades A € conhecido, e em grande parte de

problemas de elasticidade plana ( Szabo (i{984)), temos

.5 = X ( 1.0 C(I1l.z=20)

0 intervalo de variac8o de A e relativamente pequeno, e, na
pratica, podemos adotar, conforme sugestiio de Szabo (1984)
A=0.5 . 0 possivel refinamento excessivo causado por se taomar um
valor muito pequeno de A & localizado e n3o muito dispendioso.

A estratégia de refinamento descrita pode ser aplicada tanto
a elementos quadrilateros quanto a triangulares, mas o sucesso de

siua implementacao depende da eficacia de um gerador automatico de
malhas especifico.
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CAPITULO 1V
AHiLISE DE PROBLEMAS DE ELASTICIDADE PLANA

IV.1 - FORMULAGAO DO PROBLEMA -

0 problema geral de Estado Plano de TensOes (EPT)ou de
Estado Plano de Deformagdes (EPD) pode ser expresso

particularizando-se as Equacdes III.1 a III.8, em que teremos

- _ m -

4y =Nu-= i§1 N U CIv.1ad
"

u =L u, v 1 CIV.1bD>

.

u. = [ u , v. 1 CIV.1lc)
+ + +

o =D& =DSNu=Cox , oy ,Txy I CIY.2)

onde D € a matriz de elasticidade, que depende do caso analisado,
EPT ou EPD

0 elemento utilizado & triangular linear e teremos para cada
no dois graus de liberdade (Eq. IV.1c): um deslocamento na
direcao de x (u) e outro na dire¢c3oc de 4 (v). Através de

coordenadas triangulares (fs1, £z, f£a) pode-se definir as fungdes

de forma Nt = Ei‘ ficando o problema totalmente definido com a
EXPressao
[ du 7 9x )
& - 4 av / as o CIV.3)

L Qu /9y - 8y / Oy |

A norma de energia do erro ( Eq. III1.1@& e III.1i4) para

0 caso da elasticidade plana sera
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el = JA( o-0 ) 0t (e -0 CIV.
D erro estimado (Eq. III 16 a III.19) serd
™I = Jg (o -0 T 0t (0¥ -0 ) g V.
e o erro percentual relativo,
7 o= e/ e +NulH*? CIV.6>
1vV.2 - EXEMPLOS -

A andlise dos exemplos subsequentes tem por objetivo
avaliar o estimador de erros € a estrategia de refinamento
utilizados, para casos de Elasticidade Plana. Para os elementos

que circundam uma singularidade fni adotado o valor @.5 para A,

IV.2.1 - Fratura

Neste exemplo analisa-se a regifio em torno da extremidade de
uma fratura, como mostra a Figura IV.1i . 0O carregamento € obtido
atraves das tracdes fornecidas pela solugao analitica
correspondente ao primeiro modo da solugie (simétrico) do fator

de intensidade de tenstes

ox = Ki cos(8/2) [ 1 - sen(8/2) sen(38/2) 1 7 (enr)y’? CIV.7ad

oy = Kt cos(8/2) [ 1 + sen(8/2) sen(38/2) 1 7 (enr)*® CIV.7B

Txy = K1 sen(®/2) cos(@/2) cos(38s2) 7/ (anr)' > CIV.7c)
Admitiu-se o EPD com um coeficiente de Poisson, ¥ = 9.3 e
midulo de Young, E = 1000. Somente metade do dominio foi

analisado, devido a simetria. 0Os resultados numéricos foram
comparados & solug8o analitica apresentada pelas Eq. IV.7

A performance do estimador de erro pode ser melhorada com a



aplicacio de um fator empirico para correcSo de subvalorizagOes.
Zienkiewicz (1988) sugere os fatores 1.3 para triangulos
lineares; %1.1 para quadrildteros bilineares; 1.4 para tridngulos
quadraticos e 1.& para quadrilateros biquadréticﬁs. Nas
ilustragdes subsequentes serda utilizado o superindice * para
destacar as grandezas em que tenha sido utilizado o fator de
correcdo.

Para analisar o refinamento wuniforme o dominio fo1i
subdividido em duas regiBes como mostra a figura IV.2. A regido
1, extremamente proxima da singularidade, teve o tamanko de
elemento inalterado (de valor 1/2) e um valor de A igual a @.5
Podem ser verificados abaixoc 05 resultados e as caracteristicas
de cada analise realizada, tanto no refinamento uniforme (malhas

i1 a 3) quanto no refinamento adaptativo (malha 4)

Ref.jMalha k Nds Elm NGL L] 7 7 e e
1 2.9 2@ 24 33 44 91 29.81] 3B.7] .444] .8B&3

Unif 2 1.9 69 106 i26 30.e|] Pre.71 26.9| .488] .895

3 231 400 449 21.9] 153.6} 20 .3 .715] .92%

Adap 4 - 267 484 513 16 .71 12 3] 16.90} .741] .9&63
Tabela IV. 1%

A/ malha inicial (malha 1) € mostrada na figura IV.3 . Para

se chegar a malha 4 (ver figura IV.5) o dominio foi subdividido
em regibes conforme a figura IV.4, a partir dos resultados
obtidos com a analise da malha 2. A robustez do indice efetivo
corrigido (") pode ser verificada, jd& que o mesmo tende 2
unidade.

A figura IV.6 mostra a taxa de convergéncia, tanto para o
refinamento uniforme (-@.274), quanto para o adaptativo (-9.385).
Estes valores est3o de acordo com os resultados obtidos por
Zienkiewicz (198%9c) e a taxa de convergéncia para o refinamento
adaptativo ainda esta relativamente longe do valor ideal (-0.5)
pelo fato de se ter ainda um numero relativamente pequeno de

graus de liberdade; mas, ainda assim, pode-se notar uma melhora
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razoavel em relac3o ao refinamento uniforme.

IvVv.2.2 - Dominio em L
As caracteristicas fisicas e geometricas, assim como a
distribui¢80 do carregamento s3o mostradas na Figura IV.7. O

problema € de Estado Plano de Tensdes, tendo se desenvolvido

inicialmente, também neste exemplo, um refinamento uniforme, e a

partir deste, um refinametno adaptativo, cujos resultados e

caracteristicas s3o apresentados na tabela abaixo

A malha ¢ pode ser observada na figura IV.8

resultados

obtidos

pela

analise

da

malha 4

Ref. | Malh h NGs Elm NGL 5 e
1 5.5 21 24 36 | 38.45 ] 49.99
. 5 1.66 a0 54 78 | 31.45 | 4¢0.88
Unif.
3 L 165 %6 120 | 26.42 | 34.35
2 2. 625 285 384 238 15.88 | 20,45
Adapt . 5 - 881 1630 1723 7 36 7 56
Tabela IV.2

A partir dos

o dominio

subdividido em regides conforme pode ser visto na figura IV.?

foi
A

partir desta subdivis3o foi ent3o gerada a malha 5 gque pode ser

observada na figura IV .10

convergeéncia

para

o refinamento

A figura IV.11 apresenta as taxas de

refinamento adaptativo (-9.9536)

limitado

em

-@.5,

mas,

uniforme

(-0.354) e

para

0

Este ultimo valor deveria estar

devido a escolha manual

(n3o automatica)

tanto das regifes quanto dos respectivos tamanhos de elemento,

verifica—-se esta pequena distor¢io.
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Fig. IV.2
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Fig. V.4
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Figura IV.6
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Fig. IV.9
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Figura IV.11
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]
CAPITULO V¥V
L Lo
ANALISE DE PROBLEMAS DE FLEXAO DE PLACAS
V.1 - FORHULACXO DO PROBLEMA -
0O problema geral de placas ESPESSAS (teoria de

Reissner-Mindlin) incluindo as deformac¢Bes de corte pode ser

‘expresso particularizando as Equac¢Bes III.1 a III.B, em que

teremos
- - m p—
u=Nus= t§1 N, (V.1ad
= E w ’ ﬁ\_.’ ; ﬁx ] CVY.1bd>
-7
u, = E W e“t , Qsi 1 (V.1c)
m m
we= ZoON w o By = EZ N Bx e
™
Px = L§1 Nt 93& (V.1dD
o =DSNus=LM, Q1 .2
onde NT= L Mx |, My , Mxy 1] s3oe os momentous fletores e
GT = [ Gx, Gy ] as forgas cortantes.
M=Dfx e Q=De¢' CV,. 3D

0 elemento utilizado e triangular linear e teremos em
cada nd trés graus de liberdade (Eq. V.1ic): um deslocamento
transversal ac plano da placa (w) e duas rotacles (€). Atraveés de
coordenadas triangulares ( %1, &2z, &3 ) pode-se definir as
functes de forma N, = ft, ficando o problema totalmente definido

com as expressdes:
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[ x s/ 9x |
x = 4 - aﬁg ' 85 > CY.4)
[ 8Bx /8y - By / 3x |
by 3w 7 8y - fIy
¢ = = .5
-Px w / Ox + fBx

Para placas espessas simplesmente apoiadas, dois tipos
de apoio podem ser prescritos:
884, o apoio simples flextvel, com w = @ ( M = M= = @ ), e

SS2, o apoio simples r{gido, comw = 6s = @ (Mn = 0 ).

A condi¢3o SS2 corresponde de um modo geral a solugido
de Kirchhoff mas $8S1 & fisicamente mais proximoc do real, tendo
sido mostrado recentemente que corresponde quase exatamente aos
resultados da analise tridimensional (Babuska (1989))

Também para placas engastadas podem ser prescritos dois
tipos de contorno:

engaste flextvel, com w =On = @ ( Me = 0 ); e

engaste rigide, com w = s = 6n = 9§

A norma de energlia do erro ( Eq, III.19 e III1.{i1} para

o caso de flex30 de placas sera
z A SRS | ~
lel®= [ <o -o)" 0" (o-0) =
Q

j Cm-m" o' M-+ @-@" ot e- @ 1d CV.5)
Q

sendo D = e ﬂd =

0 erro estimado (Eq. III. 16 a III.1%?) pode ent3o ser

eMpressao por
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1 = [ (o™ -6 0t (o -5 @ -

* N * - - s "
I LM~ D" (M-M +@-@ 0 (@-a 148 Vo7
a

Y.2 - EXEMPLOS -
Ve2sel - Placa Circular -

Para avaliar o estimador de erros utilizado foi analisada
uma placa circular de raio wunitarie, com apoio flexivel e
espessura de ©.1 . Em coordenadas polares o dominio do plano
médio da placa pode ser definido como, @ = r 2 1 e 0 £ 0 = PN 0Os
demais dados numéricos s3oc, modulo de Young, E = 1., coeficiente
de Poisson, ¥V = ¢.3 e a carga distribuida, p = tacose (onde t & a
espessura da placa). 0Os resultados numéricos foram comparados as
solugdes analiticas apresentadas por Arnold(1989). A tabela
V.1 apresentada abaixo formece as caracteristicas e os resultados

das diversas analises realizadas

Ref. |Malha h Nos | Elm. NGL n n e
1 2.50 19 24 45 Be.24 | 60.53 | @.75
unie | & ®.25 61 R 159 | s1.77 | 45.13 | @.87
3 ©.20 93 156 251 | 43.35 | 36.71 | @.85

4 Q.10 333 604 939 | 26.26 | 24.86 | 0.95

Adapt .| 5 — 589 | 1084 | 1675 | 2e.e3 | 18.75 | @.94

Tabela V.1

Numa primeira etapa foi analisado o refinamento uniforme,
atraves das malhas £ a 4 . A malha 1 e apresentada na figura V.1
€ as demais (2, 3 e 4) forma obtidas alterando-se o tamanho do
elemento conforme indicado na tabela. As distribuigdes do erro e
do tamnho de elemento requerido foram analisadas com o auxilic do
programa COLORié, de Fernande L.B. Ribeiro, em «que a5 regibes

mals claras representam os menores valores.(Fig. V.2, V.3 e V.4&).
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A distribuic3o do erro decorrente da analise da malha 4 ¢
apresentada na figura V.2 . 0 menor valor do erro e proporcional
a ©.64 e o maior, a 1.68 . A figura V.3 apresenta a distribuigao
dos novos tamanhos de elemento, calculados a partir dos erros da
figura V.2 . Com base nestes resultados o dominio foi entdo
subdividido em regides conforme pode ser visto na figura V.4, na
tentativa de se acelerar a taxa de convergéncia, através de um
refinamento adaptativo, resultando assim, na geracdo da malha 5,
que pode ser observada na figura V.5. A distribuig¢do do erro
proveniente da analise da malha 5 2 apresentada na figura V.6. O
menor e o maior valores do erro, neste caso, S3o proporcionais a
.22 e a 1.0, valores bem menores do que os relativos a malha 4.
Pode-se verificar, também, que esta distribuici3oc e bem mais suave
do que a apresentada na figura V.2.

A Figura V.7 mostra o Indice de Efetividade, comprovando a
robustez do estimador de erros utilizado. A medida que o numero
de graus de liberdade aumenta, o indice de Efetividade tende a
unidade, isto €, o estimador de erros tende ao erro calculado.

Na figura V.8 pode-se ver a taxa de convergencia do erro
calculado através do resultado analitico, para momento fletor,
esforco cortante e total. No refinamento uniforme a taxa de
convergéncia do erro total €& de -©.367 e no refinamento
adaptativo, de -0.46646.

A figura V.9 mostra a taxa de convergéncia do erro estimado.
Neste caso, o valor da taxa de convergéncia do erro total e de
~¢.334 para o refinamento uniforme e de -0.490 para o adaptativo.
Pode-se notar que a evolug3o de ambas e extremamente semelhante e
gue o erro percentual do cortante decresce muito pouco ao longo
do processo. Isto ocorre, quase sem interferir .na taxa de
convergéncia total, porque a energia de deformag3o por corte
torna-se cada wvez menos representativa, conforme pode ser visto
na figura V.10,

A figura V.11 se refere a uma placa tom espessura 9.5 e
mesmo tipo de apoio ( simples flexivel ), em que foram analisadas
as mesmas malhas. Neste caso, nota-se que as tawxas de
convergéncia para o momento, cortante e total s3o0 praticamente

iguais, © gque s2 explica pelo fato de «que as energias de
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deformat3oco por corte e flex3ao apresentarem a mesma ordem de
grandeza ao longo do processo.

€ importante destacar, principalmente para o caso de placas
finas, que ao longo do processo de analise, e3o indicadas
dire¢des alternativas para o refinamento da malha. Isto se deve,
principalmente, a distribui¢3o da energia de deformagdo por

flex3o e corte, como pode ser visto na figura V.19).

Y.2.2 - Placa Quadrada -

Neste exemplo € analisada uma placa quadrada com uma carga

concentrada no meio do v3o e que apresenta nos quatro bordos a

condig3o de ‘'"apoio flexivel”. A modelagsem se restringe a um
quarto da placa, devido as condigcGes de simetria. As
caracteristicas fisicas e geomeétricas do problema s3o

apresentadas na Figura V.12. & tabela V.2, apresentada abaixo,
fornece as caracteristicas e DS resultados das analises

realizadas

Ref. Malha h Nds Elm. NGL n
1 250 31 oy =P 3548
) 200 51 100 150 30, 62
Unif. 3 125 145 256 3684 21.40
4 270 425 796 1196 15 22
Adapt . 5 - 1333 2564 36810 8.94
Tabela V.2

0 refinamento uniforme se deu a partir da malha 1, que pode
ser observada na figura V.13. Como se pode notar foi utilizada a
gerac3o da malha em diagonais cruzadas conforme sugere Hughes
{(1987), principalmente para o caso de contornos retangulares.

A partir da distribuig3o dos erros e tamanhos provenientes
da analise da malha 4, o dominio foi subdividido em regides,
conforme pode se ver na figura V.1i4. Com esta subdivisido
gerou-se, entdo, a malha 5, que pode ser observada na figura

V.13. & figura V.18 apresenta as taxas de convergéncia
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experimental, tanto para o refinamento uniforme (-0 .336), guanto
para o refinamento adaptativo (-©.463). Pode-se observar que a
melhora € significativa, estando o dltimo valor bem proéximo do
ideal (-9.9)
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FIGURA V.3
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Fig. V.4
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MALHA 5

FIGURA V5
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DISTRIBUI(}KO DO ERRO NA MALHA 5

FIGURA V6
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Figura V.7
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Figura V.8
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Figura V.9
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Figura V.10
Norma de Energla
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Figura V.11
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Fig. V.12
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Fig. V.14
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Figura V.16
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CAPITULO VI

CONCLUSAO

Foi apresentado neste trabalho um procedimento de
analise adaptativa do Metodo dos Elementos Finitos (vers3o h)
aplicado a problemas de elasticidade plana e de flexao de placas,

através de um refinamento nioc estruturado da malha.

A4 implementacio de uma estimativa de erro a—-postieriort,
por si s¢, ja representa um grande ganho na utilizagd3o do M. E.

F. pois permite avaliar a confiabilidade dos resultados.

A analise dos resultados obtidos demonstra que, com o
procedimento apresentado, e perfeitamente possivel utilizar um
‘elementg triangular linear e um gstimador de erros que utiliza
como projecdo a simples média nodal, ambos extremamente simples,

com significativo sutesso.

O0s resultados aqui obtidos motivam a continuidade das

pesquisas. Pode-se salientar, neste sentido, algumas linhas de

agdo:

(i) pode—se esperar melhores resultados com uma ligeira
alteragio no gerador de malhas que permita definir
regides com tamanho de elemente wvaridvel, passando
gradativamente de um valor minimo para um maximo;

(ii1) seria interessante a montagem de um esquema

auto-adaptativo a partir da alterac3o descrita no item

anterior;

(iii) a estimativa de erro utilizada ignora a continuidade
dos erros entre os elementos, ou seja. n3o considera o

efeito conjunto quando da definicldo dos novos tamanhos



(iv)

20

de elementos. N3o se tem, também, uma interpretacdo do
grro de maneira imediata, em termos pontuails, uma vez
gue os resultados s3o dados em termo de normas. O
estudo desses problemas e a necessidade de medidas de
erroc mals precisas e gerais constituem algumas das
mot ivacoes na area do estudo dos erraos de

discretizagio.

a partir da combinac8c do elemento de estado plano com
o de flenxdo de placas, pode-se implementar um elemento

para analise de cascas. Parém, para o caso de placas

finas, o elemento baseado na teoria de Mindlin
apresenta algumas dificuldades {camada limite,
truncamento, ...? sendo, talvez, mais apropriada a

utilizag3o de elementos lineares baseados na teoria de
Kirchhoff, como os elementos DKT {(Hughes (1987)).



81

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

Arnold (1987) - D N. ARNUOLD, R.S. FALK - A uniformly accurate
finite element wmethod for Mindlin—-Reissner plates. IMA

Preprint 397. University of Minnesota. 1987.

Arnold (19883 - D N. ARNOLD, R.S. FALK - Edge Effects in the
Reissner-Mindlin Flate Theory. in Analytical and
Computational Models of Shells. ASME, CED Vol. 3, 198%.

Babuska (1978) - 1. BABUSKA, W.C. RHEINBOLDT - Error estimates

for adaptive +finite element computations. SIAM J. Num.
Analysis. 15(4). 736-754. 1978.

Babuska (19790 - I. BABUSKA, W®W.C. RHEINBOLDT - Adaptive
approaches and reliability estimates in finite element
anlysis. Comp. Meth. Appl. Mech. Eng. 17/18, 519-54¢. 1979.

Babuska (1986) - 1 BABUSKA, 0.C. ZIENKIEWICZ, J.P. DE S.R. GAGO,
E.R. DE A. OLIVEIRA - (eds), Accuracy Estimates and Adaptive
Refinement in Finite Element Computerations, John Wiley &
Sons. 19B6.

Babuska (1989) - 1 BABUSKA, T. SCAPOLLA - Benchmark Computation
and performance evaluation for a rhombic plate bending
problem. Int. J. Numer. Meth. Eng. 27, 157-179. 1989.

Baker (1987) - T J BAKER - 3-D mesh generation by triangulation
of arbitraty points sets. AIAA Bth Computational Fluid
Dynamics Conference - Honolulu - Hawai. 1987.

Baker (1988) - 7. J BAKER - Generation of tetrahedral meshes
around complete aircrafft. Second Int. Conf. on Numerical
grid generation in Computational Fluid Dynamics. Miami
Beach. Florida. USA. 1988.

Carey-Oden (1984) - GRAHAM F. CAREY and J. TINSLEY ODEN - Finete

Elements - Computational Aspects - Vpl. III1 - Prentice-Hall
- New Jersey -~ 1984.
Cavendish (1985 - | C. CAVENDISH, D.A. FIELD, W.H. FREY - @n

approach to automatic 3-D finite element mesh generation.
Int. Jour. Meth. in Eng. - 21 - pp 329-347. 198B5.

Cheng (1988) - J H. CHENG, P.M. FINNIGAN, A.F. HATHAWAY, A. KELA,
W.J. GSCHROEDER - Quadtree/Octree meshing with adaptive



a2

analysis. Second Int. Conrf. on Numerical grid generation In
Computationat Fluld Dynamics. Miami Beach. Filorida. USA,
1988.

George (€1988a) - pP,L. GEORGE, F. HECHT, E. SALTEL -
Tetraedrisation automatique et respect de fa frontlere,
Rapport de recherche L.N.R.|.A. n° 835. 1388,

George (1988b> - pP.,L. GEORGE, F. HECHT, E. SALTEL - Gonstraint of
the boundary anf automatic mesh deneratlion. Second Int.
Conf. on Numerical! grid generation In Gomputationel Fiuid
Dynamics. Miami Beach., Fiorida. USA. 18988.

Hermeline (1982 - F. HERMELINE - Triangulation automatique dan
polye&dre en dimension m, R,A.1.R.0. Analyse numérigque. Vol.
18 - n73 211-242. 1982.

Hughes (1987) - T.J.R. HUGHES - The Finite Element Method — Linear

Static end Dynamic Finite Element Analysis =~ Prentice Halli
Internatlonat, lnc., 1887.

Kelly €1983> - p.Ww. KELLY, J.P. DE S.R. GAGO, 0.C. ZIENKIEWICZ,
I. BABUSKA - A-posteriorl error analysis and adaptive
process In fipite elfement method. int. J. Num, Eng. 13,

1593-1656. 1983.
Lo €1985) - S.H. LJ - A new mesh generation scheme for arbitrary

planar gomalins. Int. Jour, Num., Meth, Eng. Vol. 21
pp 1403-1426. 1985.
Lohner (1988a) - R, LOHNER, P. PARIKH - Generation of 3-D

unstrustured grids by the advancing front method. AIAA 2Bth
Aerospace Sclences Meeting., Reno. Nevada. USA. 1888,

Lohner (1988b) - R, (0OHNER, P. PARIKH, C. GUMBERT - Interactive
gengration of wunstructured grids for 3-D problems. Second
int. Conf. on Numerical grid generation in Computational
Fluid Dynamics, Miam| Beach. Florida. USA, 1988.

Peraire (€1988) - . PERAIRE, J. PEIRO, L. FORMAGGIA, K. MORGAN,
0.C. ZIENKIEWIGZ - Finite element EULER computations in 3-D.
AlAA 26th Aerospace Sciences Meeting. Reno. Nevada. 13988.

Perronnet (C1988) - A, PERRONNET - A gemeration of tetrahedral
finite etements for multi-materiat oblets or fiuids, Second

Int. Conf. on Numerical grid deneration (n Computational
Flutd Dynamics. Miami Beach. Fiorida. USA. 1888.



83

Ribeiro €1988) - FERNANDO L.B. RIBEIRO, LUIZ LANDAU - Geragilo
Automatica de Malhas de Elementos Finitos para analise de
tensdes em juntas tubulares. 5. Simp. Brasileiro s/ Tub. e
Vasos de Pressdo. 356 . 785-798. 1988.

Shephard (1984 - M. A. YERRY, M.S. SHEPHARD - Automatic 3-D mesh
generation by the modified-octree technique. Int. Jour. Num.
Meth. Eng. Vol. 20 pp 1%965-1970. 1984.

Shephard (1988) -~ M.§. SHEPHARD, F. GUERINONI J.E. FLAHERTY, R.A.
LUDWIG, P.L. BAEHMANN - Finite octree mesh generation for
automated adaptive 3-D flow analysis. Second Int. Conf. on
Numerical 9rid generation in Computational Fluid Dynamics.
Miami Beach. Florida. USA. 1988.

Szabo (1986a)> - B.A. SZABO, 1. BABUSKA -~ Computation of the
amplitude of stress singular terms for c¢racks and re-entrant
corners. LCenter for Comp. Mech. Washington University. 1984,

Szabo (1986b) - B.A. SZABO - Estimation and control of error
based on p-convergence, in Accuracy Estimates and Adaptivity
for Finite Elements. ed. by I. Babuska et al. 61-78. 1986.

Watson (19810 - p F. WATSON - Computing the nD-dimensionnal
DELAUNAY tesselation with applications to VORONQOI polutopes.
Computer Journal 24 (2). 1981.

Zhu (19872) - J. 7Z. ZHU - Error Estimation Adaptivity end
Multigrid Techniques in the Finite E£lement Method. Ph. D.
Thesis, University of Wales, Swansea. 1987.

Zhu C1987b) - . Z ZHU, 0.C. ZIENKIEWICZ, A.W. CRAIG - Adaptive
Techniques in Ffinite Elememt Analysis -~ Inst. for Num.
Methods in Eng. 1%987.

Zienkiewicz (1983) - (Q.C. ZIENKIEWICZ, J.P. DE S.R. GAGO, D.W.
KELLY = The hierarchical concept in finite element analysis.
Comp. and Structures. 16, 53-465. 1983.

Zienkiewicz (1984) - Q. C. ZIENKIEWICZ, A.W. CRAIG ~ A posteriori
error estimation amd adaptive mesh refinement in finite
element method. in D.F. Oriffiths (ed.) The Mathematical
Basis of Finite Element Methods, Clarendeon Press, Oxford.
1984.

Zienkiewicz (1987a) - 0.C. ZIENKIEWICZ, J.Z. ZHU - A simple error

estimator and adaptive procedure for practical engineering



84

analysis. Int. J. Numer. Meth. Eng. 24, 337-357. 1987.

Zienkiewicz (1987b) - 0.C. ZIENKIEWICZ, D. LEFEBVRE - Three field
mixed approximation and thin plate bending problems. Com.
Appl . Numer. Meth. 3, 301-3@68. 1987.

Zienkiewicz (1988) - (0. C. ZIENKIEWICZ, D. LEFEBVRE - A robust
triangular plate bending of the Reissner-Mindlin type. Int.
J. Numer. Meth. Eng. 26, 1169-1184. 1988.

Zienkiewicz (198%a) - 0.C. ZIENKIEWICZ, J.Z. ZHY - Error
estimates and adaptive refinement far plate bending

problems. Inst. of Num. Meth. Eng. University of Wales,
Swansea. 1989.

Zienkiewicz (1989b) - 0.C. ZIENKIEWICZ, R.L. TAYLOR, £
PAPADOPOULQOS, £E. ONATE -~ Plate bending with discrete
constraints: some new triangular elements. Comp. Struct.
1989 .

Zienkiewicz (1989c) - Q.C. ZIENKIEWICZ, J.Z. ZHU, N.G. GONG -
Effective and epractical bh-p wversion adaptive analysis
procedures for the Finite Element Method - Int. J. Numer.
Mett ., Eng. 28, 879-891. 1989.



