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APLICAGCAC DO METODOD DOS ELEMENTOS DE CONTORNO
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0 presente trabalhn consiste na aplicagao do Me-
todo dos Elementos de Contorno a analise de flexao de placas 11
nearmente eldsticas, homogeéneas e isotropicas, quando se utiliza
a teoria refinada de Reissner. _

Inicialmente e apresentado um resumo da teoria de
Reissner para flexao de placas.

Em seguida, e desenvolvido o Metode dos Elementos
de Contorno aplicado a essa formulagao, deduzindo-se as equagoes
integrais basicas por meio de dois procedimentos alternativos e
apresentando-se os tensores da solugac fundamental. E mostrado
tamb&m como o método se aplica ao caso de placas infinitas. -

Descrevem-se ainda os procedimentos adotados na
implementacao nunérica da referida Formulagao e apresenta-se a
estrutura do programa desenvolyido para esse fim, bem come o seu ma
nual de utiltizagao.

Ao final, sdo apresentados alguns exemplos aumeri

cos, cujos resultados sao comparados com solugbes analiticas.
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* Abstract of Thesis presented to COPPE/UFRJ as partial
fulfillment of the requirements fot the degree of
Master of Science (M. Sc¢.)

APPLICATION OF THE BOUNDARY ELEMENT METHOD TO

REISSNER'S THEORY FOR BENDING OF PLATES

Vania Jose Karam

February, 1986

thairman : Josd Glaudio de Faria Telles
Department: Civil Engineering

This work consists on the application of the Boundary
Element Method for the analysis of homogeneous, isotropic ~ . and
-1inear1y elastic plates, when the refined Reissner's theory is
used.

First, 2 summary of Reissner's model for the bend
ing of plates is shown.

Then, the Boundary Element Method is  developed
for this formulation, with the basic integral equations being de
duced throuéh two alternative procedures. The fundamental solution
is also presented and it is shown how the method can be applied
to infinite platés.

The procedures used in the numerical implementation
of this formulation are described and the corresponding program
structure is presented together with its user's manual.

At the end, some numerical examples are presented
and the results are. compared to analytical solutions.
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CAPTTULOD 1

INTRODUGAD

Para a analise de flexdc de placas atraves do Me
todc dos Elementos de Contorno foram desenvelvidas inicialmente
formulacdes baseadas nha teoria classica de Kirchhoff-Love |}j=]%|.
Mais recentemente, o reféridn método tem sido desenvolvido tam-

bem para a teoria de Reissner |*|-|'%].

A teoria de Reissner para flexag de placas & uma
teoria mais refinada gue a teoria classica, cuja validade se 11

mita a placas delgadas e foi estudada em [*'7].

A teoria classica ['"] lida com certas simplifi-
cagoes, destacando-se o fato de considerar desprez?veis as defor
macoes cisalhantes transversais, o gue conduz a resultados inexa
tos tante nos bordos e cantos da placa come proximc a furos com
diametro da ordem de grandeza da espessura. Alem disso, nao pas

sibilita a analise de placas espessas.

Ja na teoria de Reissmer [!5|«['7|, a deformacao
cisathante transversal ndo & desprezada e os efeitos da espessuy
ra sobre os valores calculados sao levados em consideragao, nao

se apresentando portanto o0s problemas acima mencionados.,

0 Metodo dos Flementos de Contorno, por lidar com
discretizagdo apenas ao longo do contorno da regido a ser anali-

sada, destaca-se de outros metodos numericos existentes, come @&



o caso do Metodo dos Elementos Finitos, em que se necessita dis
cretizar todo o dowinio. MNo caso de placas, quando se usam ele
mentos de contorno, saoc discretizadas apenas as linhas dé contor

no que circundam a sua superficie media.

Em consequéncia, s8o obtidos sistemas de equagdes
menores & o tempo computacionai, em geral, & tambem reduzido, em
bora dependa ainda de outros fatores como o ntmero de pontos in

ternaos utilizado.

Uma outra vantagem que pode ser apontada quando
se utilizam elementos de contorno e que o calculo nos pontos in
ternos da placa pode ser feito apenas naqueles pontos em que is
so se fizer necessario. E ainda, todos os valores calculados nos
pontas internos, tanto o5 deslocamentos como os momentos e esfor
¢0s cortantes, possuem a mesma precisac. Quando da utilizagao do
Método dos Elementos Finitos (modelo de deslocamenfoﬁi, sabe-se
que os$ esfor¢os que sao calculados possuem precisdo inferior aos
deslocamentos, pelo fatoc de serem obtidos por derivagdo destes.
Ja no Megtodo dos Elementos de Contorno, derivam-se 08  tensores
da chameda solugao fundamental, ndo acarretando perda  de preci

$30.

Baseando-se em dois procedimentos diferentes, se
rac deduzidas as equagGes integrais basicas que, depois de escri
tas para um ponto no contarno e discretizadas ao longo do mesmo,
formarao o sistema de equagdes. Como temos tres diregdes genera
lizadas em cada ponto considerado, sendo duas rotacdes e uma trans

lacao, teremos trés equagdes para cada ponto.



Seran também apresentados os tensores da solugde
fundamental e obtidas as expressfes que permitem o calcule  dos

deslocamentos e esforgos nos pontos internos.

Cabe ressaltar que as integrais relativas as for-
cas de dominio sao desenvoividas agui para cargas distribuidas

uniformes ¢ transformadas em integrais no contornc da placa,

A montagem do sistema de equagoes, assim como  a
aplicagio das condigoes de contorno e o calculo nos pontos inter
nos foram realizados sequindao-se c3 procedimentos adotados

o IIEI e |]9|.

As integrais que aparecem nessas equacoes foram
resolvidas numericamente atraves da quadratura de Gauss. No caso
de integrais com singularidade logaritmica, o problema foi resol
vido atraves de uma transformagdo quadratica sobre as coordena-
das dos pontos de integragao, o que permitiu que fossem resolvi
das sem que se precisasse isola-las e utilizar fungdes .de peso

lTogaritmicas.

0s elementos de contorno aqui empregados foram ele
mentos quadraticos isoparamétricos, podendo ser continuos ou des
continuos, Esses elementos foram escolhidos por representarem
satisfatoriamente tanto a geometria como as fungoes envolvidas,
sendo que os elementos descontinuos foram utilizados em casos es
peciais de descontinuidade tanto da normal como de condicoes de

contorno, assim como a consideracao de no duplo.



0 Metodo dos Elementos de Contorno permite ainda
a anazlise de placas com dominic infinite, conforme serd também

mostrado.

No decorrer deste texto, sera utiiizada a notagao
indicial, representando-se por letras gregas os indices que va-

riam de 1 a 2 e por letras romanas, quando estes indices variarem

de 1 a 3.



CAPITULO [T

RESUMO DA TEORIA DE REISSNER PARA A

ANALISE DE FLEXAD DE PLACAS

2,1 - Introducgao

A teoria de Reissner para flexao de placas se ba-
sela na teoria da elasticidade e no Principio de Hellinger-Reissner,
donde se obtém um problema de integragdo de sexta ordem que sa-
tisfaz a tres condigoes de contorno por bordo. Ja na teoria clas
sica, as simplificacoes anteriormente citadas conduzem a uma equa
¢cao de quarta ordem, satisfazendo a apenas duas condigoes de con

torno em cada bordo |3,

530 apresentadas neste capitulo, as formulas bdsi
cas para o calculo de placas quando se wutiliza a teoria de
Reissner |'3|-]|'7}, assim como a definigdo das condigoes de con-

torno.

2.2 - Expressoes das Tensoes

Seja uma placa linearmente elastica, homogenea e
isotropica, com espessura h constante e sujeita a um carregamen-

to transversal g por unidade de area.

Sejam aijnda Xy as coordenadas cartesianas, onde



X estdao na superficie meédia e xy na diregdo transversal da

ca (Figura 2.1}.

As condigoes de carga nas faces da

Gya = 2 4~ & g = 0 para x5 = % _h 181,

2 a3 2

‘
hfz

ifz

Fig.2.1 — Sistem¢ de coordenodas

As tensodes variam ao longo da espessura

as expressoes abaixo, dadas em fungao dos esforgos resultantes |°

12 M
qaﬁ = —EIB X3
h3

pla

placas sdo:
.

segundo

*



{2.1)

As tensoes normais oaz, que atuam na direcao trans

versal, s2o consideradas despreziveis em relagao s demais.

2.3 - Esforgos Resultantes

As resultantes de tensdao por unidade de compri-

mento, na superficie média da placa, sdo definidas por:

i) Meomentos Fletores e Torsores

LN
, 2
Mﬂﬁ = h g X3 dx (2.2a)
7

ii}) Esforgos Cortantes

h
Q0 - JE o dx, (2.2b)

0s sentidos positivos desses esforgos estag indi-

cados na Figura 2.2.



X3

Y
[y

e
(b)

Fig. 2.2 - Esforgos resultantes . a) momentos ; b) esforgos
cortontes



2.4 - Equacodes de Cguilibrio

Considerando a teoria da elasticidade para peque
nos deslocamentos e fazendo ¢ equilibrio de um elemento de placa

-{Figura 2.3) obtém-se:

i) Pelo equilibrio de forgas na direcdo x;:

+q= 0 (Z.3a)

ii) Pelo equilibrio de momentos em relacao aos ei

X0S Xy
HGB,E - ':'u =0 {2.3b)
pts
Xz
4z l./ Maq + == q,
) . yd
Fd
s
| "22“’%‘1 l/
| alz '
—-es-r.z——--—k' ———————
T a0y
b —— 1T -5 — My F 7
u |°}/ P
12 : i s gl
-_ 7 i LT
Hyf* . w2 a5
p
L. 0+ 30 dxq
- p * L TE
Pl |
el =
s :
- "‘Ezl Ay
d |
/ L AP Iﬂfz
Mg,

Fig. 2.3 - Elemento de ploca em eaquilibria
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2.5 - Deslocamentos Generalizados

Serao considerados, para pontos da superficie mé

dia da placa, deslocamentos generalizados ¢, & Ws que represen-

tam a meédia ponderada dos deslocamentos ¥ de pontos situados ao

longo da espessura nas diregoes dos eixos coordenados. Suas ex-

pressoes sao dadas a seguir |e]:

1)

1)

Rotagao da normal 3 superficie media nos pla

nos xa- Xa:

v, %3 dxs (2.4a)

) 2x 2
Va [1 - I——Ll :|dx3 (2.4b)

2.6 - Deformacdes Especificas Generalizadas

As expressoes das deformagoes especificas genera-

lizadas em funcgao dos deslocamentos generalizados da placa, quan

do se utiliza a teoria linear sao:

1)

Deformagdoes especificas de flexao:

] |
Xap = " 90,8 * cbﬁm] (2.5a)
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i1) Defarmagoes especificas cisalhantes transver

sajis:

Poo= ¢ W, {2.5b)

Ressalta-se aqui que a teoria classica de Kirchhoff
-Love negligencia as deformagoes especificas cisalhantes trans-
versais, considerando pois ¢u = 0. Consegiientemente, as rota-
¢oes sdoe obtidas nesse caso simplesmente através de derivadas da

flecha.
Ja na teoria de Reissmer i$$o nao ocorre pois as
deformagoes especificas cisalhantes transversais nao sio despre-

Zadas.

2.7 - Expressoes dos Esforcos

Utilizando-se a teoria da elasticidade para pe-
quenos deslocamentos aliada a principios variacionais, podem ser
obtidas as expressées dos momentos e esforgos cortantes em  fun-

¢ao dos deslocamentos generalizados, sendo dadas em |®| na forma:

i} Momentos:

D (1-v) 2v Vg

(2.6a)
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ii) Esforgos Cortantes

D {1 - v} A2

Qy = > [¢a + w,u) (2.6b}
sendo:
v = coeficiente de Poisson
E = modulo de elasticidade longitudinal
_ Eh? _ . - -
D = = rigidez a flexao da placa
12 (1 =~ v¥)
(2.7)
ro= /10 = constante caracteristica das
h

equacoes de Reissner {2.8)
§ = delta de Kronecker
aB

2.8 - Sistema de Equagoes de Reissner

As tres equagtes de equilibrio dadas em (2.3) acres
cidas das cinco equagoes {2.6) independentes (pois M., = M,z) for
mam um sistema com oito equagles, satisfazendo a tres condigCes

de contorno por bordo.

Substituindo as expresscdes {2.6) nas equagoes de
equilibrio (2.3), pode-se condensar essas oito equagdes, obtendo
=se um sistema com trés equacdes diferenciais parciais ['°| dado

por:

i 2 1 ] 2
Q =~ — ¥*Q +——— g =-D (92 w)
@ a2 RS TN & BN o ax
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D w4 — 22V gz - g (2.9)
A2 (1 - )
onde:
2
g2 = — 9 . aoperador de Laplace
Ix Ax
a a
vt = ¢*, v

2.9 - Condigdes de Contorno

Devem ser satisfeitas tres condigoes de contorno
por bordo, podendo-se prescrever, em cada uma das trés direcodes
generalizadas, o deslocamento ou a forga de superficie carrespon

dente.

Sendo .o contorno total da placa, & chamando de
[, © contorno onde os deslocamentes generalizados b, & ¥ $30 pres
critos e T, onde as forgas de superficie generalizadas P, & Ps

p
sao prescritas, tem-se:

Em Tu : ¢u = ¢m
W o= W {2.10)
Em Fp : Pe = Py

Pa P (2.11)
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Sendo:

P = 0, Ny {2.12}
8

Pg = HaB g

Ps = QB g {2.13)

onde nB 530 05 co-senos diretores da normal exterior ao con-

torno.

Deve-se ressaltar que na teorja classica, como as
deformagoes cisalhantes transversais s3o consideradas desprezi-
veis, chega-se a wuma equacao de gquarta ordem, satisfa-
zendo a apenas duas condi¢coes de contorno por bordo. Isso acar-
reta resultados inexatos em cantos ou em proximidades de furos

com diametro da ordem de grandeza da espessura da placa |'%|,|"®].

Tal fato nde ocorre na teoria de Reissner, onde
as tres condigoes de contorno fisicas do problemas sdo satisfed
tas independentemente e a influencia da espessura sobre os deslo

camentos e esforgos resultantes € levada em consideracao |13[,|'®].
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CAPITULO III

0 METODO DOS ELEMENTOS DE CONTOGRNO APLICADO

B TEORIA DE REISSNER

3.1 - Introducgdcg

Neste capitulo sdo deduzidas as equacdes integrais
basicas através de dois procedimentos diferentes. Primeiramente,
partindo-se diretamente do Segundo Teorema de Betti e em segui

da, a partir do Metodo dos ResTducs Ponderados.

Serao tambem apresentados os tensores da solucdo
fundamental e obtidas as equagOes tanto para a resolugdo do pro
blema no contorno como para o calcule des deslocamentos e esfor

¢0S nos pontos internos,

Alem disso, serao feitas certas consideracgoes a

respeito do calculo de placas infinitas.

Cabe ressa]tar que no decufrer deste ¢ do ptﬁximo
capitulos, os deslocamentos generalizadus ¢ﬂ e w definidos em
{2.4) serao representados por u, & ty, ou ainda, genericamente,
como u, ., por maior canveniéncia nas expressdes que setﬁo uti

1izadas.
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3.2 - Equaﬁio Integta1 Basica

3.2.1 - Lonsideracoes Preliminares

Seja uma placa definida por um dominio @ represen
tado pela sua superficie media e um contornc I, representado pe-
la linha que a circunda, em estado de equilibrio, sujeita a wum
carregamento transversal q atuando em R e possuindo uma espessu-

ra constante h.

Sejam as condig¢bes de contornc para as trés dire

coes generalizadas da placa:

Uk = L.Ik em r

u
(3.1)

P, = Py em Pp

sendo:

r = Pu * Tp

Seja ainda um domTnio Q* com um contorno %, tam

bem em equilibrio, e contendo a referida placa (Figura 3,1).
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* -+ ’
Fig. 3.1 - Regido 2+ I que contém o placo S + [

Considerando as equagoes dadas no capitulo ante-

yior, tem-se:
i) Para a regiao (R + )3
Desiocamentos: u

k

forcas de superficie: Py

]
=

Sendo: p

o ol B
. {3.2}
p3 - GDZ nCI‘.
Deformacdes especificas: Xap = Ya,B
(3.3)
p. = U +u
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Esforgos:

ji)Para a regidoe {* + ['*)

+*
Deslocamentos: up

Forcas de superficie:

* *

Sendo: P, = Hle ng
*

Pa = Q, n,

*

Py

Deformacdes especificas:

{(3.5)

(3.6)
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Esforcos:
oo _b{l-v * * 2v s
Mag (8 * Bt vy Sup!
2 1-v
(3.8)
D) -v)? * *
o = (g + vt
2
Equagoes de equilibrio:
* - * * -
MuB,E Qu + F |
(3.9)
+* * =
Qa’a * F:q = 0
onde:

F; sao componentes das forgas de dominio definidas a fim de se
obter a solugdo fundamental. Estas se distribuem ao longo da es

pessura como mostrado abaixo:

e _
(3.10}

3.2.2 - Dedugdo a Partir do Segundo Teorema de Betti.

A primeira das expressces (3.4} pode ser escrita

na forma:
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M ,o= M, + A4 q 6 (3.11)

(3.12)

£
¥

|
(]

onde:

C sao as componentes do tensor de quarta or-

iBje
dem de constantes elasticas (para o casc isotropico).

Considerando as equagoes {3.12), pode-se escrever:

#* -

* * . *
"ap Xag * Q5 V3 “agve Xys Xug * Cipao Yo Vi (3.13)
Reagrupando o segundo membra e considerande que:

Cigie jeip (3.14)

fica:
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M * * =
Mag Xag * Y% = Xye (Cyaeg Xgp) * ¥o (Lagsg VR (3.78)

OQu ainda, considerando (3.11) e (3.12);:

v

w *
Mo+ by 03 (3.16)

qé
oB * * o
’Kaﬁ * QB 1!J[:?t Xy

[MGB B
(1-v) 32
Assim, podemos escrever a equacac integral abai-

x0, envolvendo integrais de domTnio:

[o e ap + 02 va1en = [ Ohg xZp + 1, ) 0

q 5&5 X;B dn
& (1-v)2x2 Iﬂ

(3.17)

Substituindo as equagoes (3.3) e (3.7) em (3.17)
e integrando por-partes (usando a divergencia) em ambos o0s la-=-
dos, fornece:
i 7 - * * . <1 =
L‘ MuB Uy ng dr LE M*th,E u, a0 + I Qu u, df + [ Qa us ng, 5:I1" Lt}a'uu; dg

ft r

=’ Masu;nsd}‘-f MuE,Bu;dﬁ+[ﬂua vk o +
r 0

* - * - M *
+‘} Qa u} n, dr [ﬁuu,a ut di } qul o do
(1-v}2 /9

(3.18)

Considerando as expresscdes (3.2) e ({3.6), e ainda,

as equagoes de equilibrio {3.5) e {3.9), @ expressdo anterior fica:
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* - £y -
J pru dr-| Q% u de P u_ de @ u dn+Jl_ Pt U, dl"+J F* u_do-
r ‘0 0 o ‘T £
f [
— * - +* *
ol dr { Qu ux dQ + f Qa u; ds + [ p, vy dT +
It Q Q T
3,{ q u} d2 - hd [ q u*  dp (3.19)
o (1-vwyaz Jg @G

Cancelando os termos iguais e escrevendo de forma
genérica para as trés direcdes, tem-se a expressdo abaixo, cor-

respondente ao Segundo Tecorema de Betti (ou da Reciprocidade):

% = * _ * TR *
J Fj “j dg [P pj uj dr Jruj pjldF + Jn q {us. {ngazu“ﬂ)dn
L
{3.20)

As forgas de dominic F} s3o forgas generalizadas
concentradas unitarias aplicadas em cada uma das tres diregdes
generalizadas de um ponto pertencente 3 regide {*, o qual sera

chamado de ponto carga ou fonte e representado por £.

Essas forgas podem $er representadas por:

* = - . )
Fj S{x £) PJ (3.21)
Onde:
Pj =1 (3.22)
d{x - E) = funcgaoc generalizada delta de Dirac com

singularidade em £.
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A fungac delta de Dirac tem a sequinte proprie-

dade:

J g{x} 6(x - &) du(x) = {9:(8) se & € @*
th 0 se L B o*

(3.23)

Considerando (3.21) e (3.23), a primeira
integral de {3.20) fica como mostrado aﬁaixu, sendo agora § per-

tencente a regiao Q:

J FX u, dit = u {E) P, {(3.24)
aQ J J
E, considetando {3.22):

u.(g) (3.25)

Considerando agora cada carga coencentrada genera-

lizada unitaria atuando indenendentemente, pode-se escrever:

- &

{3.26)
PE = P?j (€. x} P

sendo:

£ = ponto fonte, isto &, ponto onde sdo aplica
das as cargas concentradas genmeralizadas unita

rias
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x = ponto campe, isto &, ponto onde sdc cbserva
dos os efeites das cargas unitarias aplica

das.

u$j{£, x) - deslocamento generalizado na diregdo j
do pento x, correspondente a uma forga gene
ralizada concentrada unitaria aplicada nadi

recdo i do ponto f.

p¥s{E, x} » forga de superficie generalizada na
direcao j do ponto x, correspondente & uma
forga generalizada concentrada unitaria apli

cada na diregao i do ponto £.

Podemos entas escrever tres equagoes da forma se
quinte, sendo validas para um ponto £ qualquer situado no inte-
rior da regidao f, onde as cargas unitarias sac consideradas atuan

do em cada uma das tres dire¢des generalizadas:

ujile) = J [ugy e 0 py00 = 2 a0 g0 | arco
r

+{ I:u%(g, X) = e u*i{x,a (£, xﬂq{x) dan (%) {3.27)
Q (1-v)a2

3.2.3 - Dedugio & Partir do Metode dos Residuos Ponderados

A equacao anterior tambem pode ser obtida pelo mé
tedo dos resTduos ponderados, utilizande a solucdo fundamental

come fungao de ponderacdo, a fim de se obter uma solucdoe aproxi-
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mada para as equagoOes de equilibrio (3.5), com as condigées de

centorno (3.1},

Pode-se entdo distribuir o erro da forma seguin-

te, para uma solug@o aproximada composta de u, e Us:

f [{Hus,s - 0,) wp o+ {0, o+ a) uplde - [ (G ~up) P AT 4
Q

Ty

+ JP (b - Py} u¥ dr (3.28)
p

Integrando ¢ primeiro termo por partes e conside

randn as expressces (3.2), obtém-se:

- - *® * = - -
[n Muﬁ umtg df J‘ Qa (uCl + u3‘u) de + [ q uj do { m{uﬁdr
f 0

Ly

-J p, u, dr +[ (U, -u,) p}dr (3.29)
T, T,

Considerando as expressoes (3.3} e {3.7) e substi

tuindo {3.17) em (3.29), fornece:

- * - - M -
J Haﬁ uu,ﬁ de J Q;_(uui-us,u}dﬂ [ q auﬂ u;’B dﬂ-+] q uy do =
0 o {1-w)a% ¥

2-[P Py Uf dr-‘[r Ek u: drw+[r {Ek"uk} pi dr {3.30)
u p u
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Integrando novamente por partes e utilizando (3.6)

e (3.9), fica:

J Q; Uy an - [ Fa u dg - Y [ q u* dQ -
0 0

= - Iy m * *
= iIr pk_yz dr JF Py u; dr + j u P dT + Jr u, Py dar

u p r"u p
{3.31)
A equagdo anterior pode ser escrita como:
* * _ * = * o W -
Jﬂ Fk w, qn + [P [uk Pk =Py uk) dT Iﬂ q (u} uu,a) dn
(1 -v) A%
{3.32)

Como se pode abservar, a equagac {3.32) & igual a
equagido (3.20) e, a partir dail, o procedimento & analogo ao do

item (3.2.2).

3.3 - Solucag Fundamental

Sera chamada de solu¢ao fundamental aquela que sa
tisfaz as equagoes de equilibrio quando se considera que as for-

cas de dominio sao forcas concentradas generalizadas wunitarias
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aplicadas no pontoe fante,
Essa solugdo fundamental serd caracterizada pelos

tensores representativos dos deslocamentos generalizados e cor-

respandentes forcas de superficie generalizadas,

3.3.1 - Deslocamentos Generalizados

0s tensores u$j{5, x} da equagao {3.27) represen
tam os deslocamentos da solugao fundamental e faram obtidos da

maneira mostrada a sequir.

Substituindo as equagoes dos esforgos resultantes
nas equagoes de equilibrio que sao dadas em fungao desses esfor
¢0s sao obtidas equagoes de equilibrio em termos de deslocamen-

tos, na forma:

v |—2_ - -
ﬂ‘iaﬁ[ vl IFTOIRRENES (3.33)

Onde:

a) a?j sao as componentes do operador de Mavier

dadas por:

= 1-v 2 _ 2 1+« 32
By (ELEAY N PRI ) 80t ]
2 - v ax le) axg(e)

weoooe 2 3x,(E)
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pr, = p LY g2 g2 (3.34)
2
2
Sendo: V2% = 2 = operador de Laplace

ax (£} ox (E)
{3.35)

b) bi{g) sac as componentes de carregamento.

Sejam as equagoes (3.33) para cargas concentradas

unitirias na direcade k no poento fonte £, ou seja, para cada car

ga em separado. MNesse caso, tem-se:

bi = &{x - £} 65, para k = 1
bi = &(x - £) 512 para k = 2 {3.36)
bi = &{x - £} ai3 para k = 3

E a equagao (3.33) fica:

_E_} wh (e xb = -8 (x - E) By (3.37)

,ag

*

onde 0 campo de deslocamentos “Ej representa a solugdo dessa equa

¢do e e chamada de solugio fundamental,

As expressoes de ”?j foram obtidas pelo métode de

Hérmander |?*|, sendo dadas por:
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u;a = _-—‘I_--—([BB(I] ={1 =v)(2 &nz =1) ﬁaB—E}A{z] 4+ ? []-v}} r,a T‘,B}
810 (1-v)
u;; = -u:u = 1 (2 &n 2z -1} r -
BnD
uy; = I [{1 -v) z% {en z-1) - 8 &n z]

8D {1-v) A
AN (3.38)

Onde:

ro=s /Y r'a' = distancia entre ¢ ponto fonte e o

ponto campo (3.39)
r
fo = —— = =2 (3.40)
Exa{x} r
Sendo:
ry = x&{x) - xq{a} : (3.41)
ZeAr (3.42)

Temos ainda que A(z) e B{z} dependem das fungoes
de Bessel modificadas de ordem inteira Ke{z) e K;{2), sendo ex-

Pressos porg

Alz) = Ke(z) + 2 [Kﬂz} _ _]__]

Z
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B(2) = Ko(2) ¢ i[mz; i L]

i rd
(3.43)

As fungoes Ko{z) e K,{z)} podem ser calculadas atra

ves de expansoes polinomiais {?%| e constam no Apendice A deste

texto.

3.3.2 - Forgas de Superficie Generalizadas

Us tensores pﬁj da equeacao {3.27) representam as

forcas de superficie da solugao fundamental. Sao obtidos por:

- ()
Pe = Mie' ' "
= 3}
p:a - M;B( g
(3.44)
= axlY)
p;a QE nB
Pys = QE(B} "

Onde;

k| - .
M;S{T) e M;B( ) sao 0s momentos devidos ao carre-
gamento concentrado unitario.nas dire

¢oes.y .e 3, respectivamente.

El - N -
Qg(T) e QE{ ) sac os esforgos cortantes devidos a
carga concentrada unitaria nas dire

¢oes y e 3, respectivamente,
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Assim, tem-se:

« (7) = (1 -u} * & Zv %
MaE 0 {uYasB ¥ uYB.u * u?ﬁ,e 5&8)
Z 1- v
* (3) 1-v * 2v *
MaB =D (usa’ﬂ * H:B,u + ”ae,e GuB}
2 1= v
{3.45)
LS - 1 - v 2 * *
0 0 M (ug + i, g
2
(3) _ 1 - v .3
Q% =D —— 1 [u‘:B + ”:a,B]
Z

As derivadas de u?i que aparecem nas equagbes an
teriores serao obtidas derivando-se as equagoes (3.38) em rela-

¢ac as coordenadas do ponte x (ponto campo).

Considerande as equagoes (3.39} a (3.43) e wutili
zando as derivadas de A{z) e B(z) dadas no Apendice A com a con-

sideracac de que o argumento z € dado pela equacgdo (3.42) obtém-se:

LS
.’u
axu{x}
"
L R R 28)
Exa(x} r
r
E_B._ = - 2 (z |{1 + Fl}

axa(x} (o
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. ar § -r r
’B - aﬁ 'Ja '!ﬁ‘ {3-46}

axu(x} r

Derivando entae {3.38) em relagac as coordenadas
do ponto x, utilizando-se as equacoes (3.40), (3.42) e (3.46),

obtem-se as derivadas dos deslocamentos fundamentais dadas a se

guir:
e 1 I: - .
UiR,y - |[{4A + &2 Ky + 1 -v} ro ﬁaﬂ
AnD (1 =v)r
- 2{8A+22 Ky 1-V) r | reTyt {4A +1 -v}{ﬁuT rgt GBT r’a}}
u* = ! [% (2 ¢nz= 1)+ 2 r A
ai,B mB Sl L1 B
8D
u:a'.B -7 U;SQB'
r .
TR a2 [(1-1:] 22 (2 ﬂnz-‘l}-B_l
R Ny j
8rD (1 -v} rxfr
' (3.47)

Substituindo (3.38) e (3.47) em (3.45) e reagru-

pando os termos, obtem-se:

H;B{Y} = -;[{4& +.2_Z K‘l + 1 'U] (G?‘as r + '5 r
4are '

- 2(8R+ 22K+ 1V e v v e (dA4T0) 8 r_’T:’
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L]

(3.48)

Substituindo agora as expressdes (3.48) em (3.44)

e expandindo as expressoes obtidas, tem-se, apos reagrupar 05

termos:
1

* - -

pYﬂ 4 [(4& + 2z Ky + 1 -=y) [GuT " + " ny] +
mr

PRI N -2 (BAs2Z K, ] -U}r,ﬂT;Y rJJ

Az

* = -

Pyy LF y A g r,n}
m

P:d <. L1-v) [[2 (1+v) tnz - ]] n, * 2 r o r,n}
8w (1 =w}

1
r
33 ,n

21r (3.49)

onde r & a derivada de r em relagdio & normal no ponto x, sendo
L . . .

n
definido por:
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- ar .
T =, M (3.50})

anix)

3.3.3 - Singularidades dos Tenscres

Os tensores u?i e p?j apresentados anteriormente
possuem singularidades para r=0, ou seja, quando os pontos £ e
x forem ceoincidentes. Tal fato ocorrera quando levarmos o ponto
£ para o contorno {ver proximo item) e, em vista disso, essas sin

gularidades precisam ser analisadas.

Expandindo A{z) e B{z) dados em (3.43) atraves da
substituicdo das expressdes de K (z) e K {z} dadas no Apen-

dice A, observa-se gue:

a) Para A{z}, as parcelas que possuem singulari-=
dade de ordem r™° se cancelam, 0 mesmo ocorren
do para as parcelas com singularidade logarit

mica, Logo, A{z) nao possui singularidade.

b} Para B{z), as parcelas -com singularidade r?

também se cancelam, porem, as parcelas com sin

gularidade logaritmica, ndo.

Assim, conclui-se que B(z) possui singularida-

de de ordem g&nr.

Levando em conta as consideracoes feitas acima e

observando-se as expressoes (3.38) e {3.49) conclui-se que:
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a} u¥*, possui singularidade %nr;

id

b) p}; possui singularidades fnr e et

3.4 - Equagdo Integral para um Ponto do Contorno

Para resolver o problema no contorno, torna-se ng
cessiriu escrever a equacac (3.27) para um ponto & situado no con

torno da regido.

Seja a placa representada na Figura 3.2, com o pon

to £ sjtuada no contorno e envoelvido por um semi-circulo.

Fig.3.2 - Placa com ponts E no conterno

A equacao (3.27), nesse caso, fica:

uy (&) = ] uts (85 %) 05 (x) AT (x) J Pt (£ %) ug(x) dr(x) +
I-T_+T [-T +T
£ E £ E
+ L; E;?a (E,x) - —2 Ui o (&5 x)]q(x} d(x}
s (1 -v) A*

(3.51)



36

Pode-se estudar separadamente o limite de cadain

tegral de (3.51) quandoe <~ 0.

A segunda integral em (3.51) pode ser escrita

Lomo:

Tim * = 14 *
o [ _ Py {0 x) uy (3] 4T () = i J_ 3 (25 X) 0 (x) 9T ) +
I'-T _+T FE

« lim PY:(&, x) w.(x} dT (x) {(3.52)
e~+0 PeT J J
E

onde a primeira integral a direita pode ser representada por:

11 ]_ Py (60%) ug () 4 () = Vim {F (6% (95 () = g (2)] dr (x) +
£ £

+ llg {“J (£) JT p:J(E: X} dF(X}} (3.53)}

£

A primeira integral a direita na equagdo (3.53) se
anula devido a continuidade de U (x)e a segunda integral a di-

reita, Juntamente com ¢ Tado esquerdo da equacao {3.51), fornece:

CiglE) = gy ¢ Tin {_ Pt (£4%) 4T (x) (3.54)

£

A segunda integral a direita em (3.52) deve ser

considerada no sentido de valor principal de Cauchy, cuja exis-
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tencia pode ser demomstrada se uj(x} satisfaz a condi¢ac de Hdlder,

isto e:

lustx) - ug(e)] B r® (3.55)

onde B e o s3ao constantes positivas.

As integrais restantes em (3.51) ndo apresentam

problemas, pois possdem singularidades mais fracas.

Assim, podemos escrever, para um ponto & do con-

torno:

Gy (8) uyi6) - L[u;fj (6> x) pyx) - pYy (e %) uslx) | drx) 4

1
j [u*(E, X) - ey (£, x]] g{x) d2{x) (3.56)}

e
(1-v) a2

onde a primeira integra1 a direita deve ser 1nterpretada ne  sen
tido de va]or pr1nc1pa1 de Cauchy e o coeficiente C [E) defini
do em (3.54) depende da geometria do contorno no ponto g. Esse
termo pode ser obtide em forma fechada, mas seb o ponto de vista
computacional torna-se majs eficiente caicula-lo indiretamente,
através da consideragao de movimento de corpo rigido. Para o ca
so de contorno suave, o resultado C, (£) = &;;/2 ¢ obtido |®], {3
Em geral, pode-se considerar a equagao {3.56) es-

¢rita para um pontoe £ qualquer, onde:
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Cij = Gij quando £ e ponto do interior
(3.57)
8. -
C = 1 guando £ & ponte de contorno suave

iJ

3.5 - Transformagdo da Integral de Forgas de Dominio em Integral

de Contorno

A integral de domTnio que aparece em ({3.56) repre

senta a contribuigdc da carga transversal g(x).

Essa integral pode ser transformada .em integral

de contorno para varios tipos de carregamento.

Sera considerado aqui que a carga q{x) & um carre

gamento uniformemente distribuido.

Tem=-sa:

W

IifE) =J,ﬁq|{x}[u$3‘.{£,x}- u%’_a(g,x}] d (x) . [3.58)

(1 -v) Al

Considerando a equacac de Poisson abaixo, para a

qual v} e yma solugae:
v¥’ua(£, x} = u?g(&, %) (3.59)

e aplicande o teorema da divergencia em {3.58), . tem-se, sendo

g{x) = g = cte:
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I_i {Z) = qJ [v}"a{a,x} - —-—U—u?i‘u{\‘;,x]} na(x] dr (x) (3.60}
T (1 -v) a2

Assim, as equacdes (3.56) podem ser escritas

na
fohma seguinte, envolvendo apenas integrais de contorno:
7 = x - * -

G5 (8) Uy (6) J[u,-j{s;, 0 by () - BY(E.x) a0 et .

r

i-
J [v.6050 1) -—2 2 (e 0] ny ) ar ()
(l v} A
{3.61)

A equacgdo {3.61) serd a equagdo utilizada no sis-
tema de equagoes apos discretizagao ao longo do contorno (ver Ca
pitulo V).

Deve-se ressaltar que a normal aponta para fora da

regido e o sentido de integragio € indicado na Figura 3.3,

sentido de

& integeaco

Fig. 3.3 - Definigde da normal e sentide de integrogdo
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3,6 - Expressoes Associadas ds Forcas de Dominio na Integral de Contorne

As expressoes associadas as forgas de dominio referem-se a
u¥ e v¥ como se pode observar da equagao (3.61),
, yar
Os tensores u¥ ja foram mostrados no Item (3.3.1)

e suas expressfes sao obtidas de (3.38).

E ainda, mostrou-se no Item (3.5) que'v?.devem 54
tisfazer a equacao {(3.59). Fungdes que possuem essa caracteris
tica sac dadas pelas expressdes abaixo |[*]:

1
* = p. -
L r r z* {4gnz - 5)

1285 D22

-7Z

vy B {anz - 1} -2% (1-v}(22n .2-3]]

256 m DAY {1-)
(3.62)

Derivando essas funcces em relagao as coordenadas
do ponto x, utilizando a primeira e a quarta das equagoes (3.46),

obtem-se, apas o reaqrupamento dos termos:

2
- r . _ .
12Z8nD
rrog y
v:B=- 2 32 (2 wmz -1)- 22 (1-v) (42enz- SU

128D {1 - v) A2

(3.63)
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3.7 - Desiocamentos e Esforcos nos Pontos Internos

3J.7.17 - Deslocamentos

0s deslocamentos ngs pontos internos sao obtidos

através da expressdo (3.61) com Eij = 85

Assim, para um ponto interno £ qualquer, tem-se:

=
—
oy
S
L}

: J w3 (&%) Dylx) drix) - J pYy (2, %) uylx) ar(x) +
T I

e Jr (ot gl x) - wr (5.0 ng (x) dr ()
T {1 -v) a2
(3.64)

3.7.2

Momentos e Esforcos Cortantes

0 calculo dos momentos e esforgos cortantes nos
pontas internos & reatizado atraves das expressEES (3.4) onde os
deslocameéntos e as derivadas de deslocamentos que nela aparecem
sao substituidos pelas expressﬁea (3.64) e suas respectivas deri

vadas em relagac as coordenadas do ponto £,

Nesse caso, como se pode observar de (3.40) e

{3.41}), tem-se:

Y .. 3 -r (3.65)
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E, conseqlientemente, vem:

2 -
g O
ax {(¢€)
r
Bh . _:% (7K, + 2A)
Bxa(S} r
r
3B .8 (K + A
Bxu(E} r
(3.66)
E’.ll»(1 r
= —2% {7 Ko+ Ky)
ax (£) r
ul
arsB = r,ﬂ ryB ] 6“&
ax, (&) r
BTT n i o T n Mg
Bxu(E) r

Resultam entdo expressoes da seguinte forma:

i} Momentos

Mg () [ e (859 By () de)-J Pra (85 %) Uy () dr(x) +
r r

+qu;ﬁ(E,x} dr{x} + — Y g GaB (3.67)
(1-v) A?
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1i) cortantes

QB {z) =J U:Bk (E, x) pk (x) dr (x) 'J p‘;Bk (&, x) uk!:XJ' dr{x) +

r r

' q[ wig (5,%) dT(x) (3.68)
I

] 5 * * vk
A determinagac dos tensores ufake Piak € g

feita como sera mostrado a seguir, considerando-se que sao oster

foi

mos que multiplicam, respectivamente, as forgas de superficie
pk(x}, 05 deslocamentos uk(x) e & carga distribuida q, quando da
substituigdo das expressEES dos deslocamentos nos pontos intet-
nos e suas derivadas nas expressﬁes das esfargos.

a) Para ”?Bk’ tem-se:

Na expressdao dos momentos:

% = D!] -v) * * 2y Ty & ] ,
ut‘tB"r » |E:0t"r',ﬁ * uﬁ*f'.ﬂt+ ui"r’:i + uz*f;z] 5:18

(1-w)
(3.6%a}
D {1 -v) 2w .
U;BS = |:u;-3 tB * U§3=a+ [ u:3:1 * Ugs 2 aﬂﬂ]
{1 -v)

Na expressac dos cortantes:

: = ﬂ(‘l'\f‘}hz [* % }
* =
uﬂBT , uBT * uiT,ﬁ
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. 00 ~v) AP {u* L ]

Ugs i B3 33.p

(3.69b)

Derivando-se as expressoes (3.38) em relacido  as
coordenadas do ponto £, obtem-se, apods reagrupar os termos:

u* = ! [(dA-le K1+1-v)r‘.‘r6

ab,y
4aD({1-v)r

-2(BA+22 K1+'I-'u}lrar' r o+
)

B B ey

+ {4A +.1 - v} (SaY s + GBY T,u]1

. . -] ] ]
Ya2.6 " [%a (e anz - 1)+ 2r gl
8nD
Vie,8 T Yas,s
- - 2 .
”::,u = (1 -v) 22 (2 ¢nz - 1) -

8D (1 - v} a?r
(3.70)

A substituigao de (3.38) e (3.70) em (3.69) forne

ce, apds reagrupar-se os termos:

SR S - i
U;BT = [(4.:'1 +2z2 K+ 1 -v) [657 “a Gt‘.‘t“‘r l"‘ﬁ}

dar

-2 (8A + 22K1+1-u)r,ur¥gpfr+(4ﬂ+l+u)6uB rﬁ]
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uts, = - {1-v) [[E_UW? gnz - 1} Sug 2T LT E]
8 {1-v) | ‘

=
-
1}

S I A
1By !: Svg TR Ty T,B:l
Zn

u*
353 "B [3-?1J

2nr

b) Para p?Bk’ tem-se:

Na expressac dos momentos:

1)

* D ] -U} +* - zu - *®
p']E‘T pﬂ-T:B ¥ BT:'&*‘ plY!1+ pETsE {SU‘E

2 -
(3.72a)
* = D ] - i x 2\’ " *
Pags [pﬁhﬁ Pas,a * pl!,l ¥ z3,2| of
2 1-w
Na expressio dos cortantes:
D{1-v)az
* = * B
Pigy lpBT Y P8
2
{3.72b)
D1 - w)A®
* = * *
pas; ) Pay * pzs,

Derivando-se as expressoes (3.49) em relagao

coordenadas do ponto £, obtem-se, apos reagrupar os termos:

as
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1

* - -
pyu,ﬂ [Fdﬂ + 2z Ki + 1= v) {qwf ng + Guﬁ "T} +
dnr?
- 2 -
+ {48 + 1 + w) SYE n, 2(8A + 4 2 Ky, + 2% K, + 1 v)
. (“T r',B r,q + qu r g t’n) -2{(BA+22 K, + l.- V)
i {nﬁ r:T r"a':': * GGE rs"f r:n ¥ GYB r:u rin} )
- 2 (8MN + 22 K, + 1 & v) " F.y " *
2 . 1
+ 4 (24A + Bz Ky, + 2% Ky + 2=-2v) - P e Up r'“J
* A A A
pYa,B = [Fz K, + A) rg Ny + r’T ng
ZmTr

1

(4A +z K;) r*Y r‘B r‘" + A SYB r,%]

_ {1 -v) 1+ v -
p:a:lﬂ - n{’- r;B ¢ rjs':ﬁ P:B rj-ﬂ * r:c‘ nB * 6'18 r,n
inr 1-v

o
w %
Y]
"]
=
I
e
|
=
e
I
o
3
w
™=
-
.
=
L= 1

emr? (3.73)

A substituigao de (3.49) e {3.73) em (3.72) forne

ce, apos reagrupar 0s termos:



aBy

o

*
paBT

2 b -v)

dxr?

(A + 1
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{{4A +2z Ky + 1 -v}(ﬁTu nB+t5TB ﬂu} +

+ 3v) 5&&

[("a ret g o) IRV {5Ta et e * o) r’é} B

2(8A +22z Ky + 1 4+ v} {6a8 r r +9n r P,B} +

=¥ 2l ¥ ooos0

2 - .
4 {(24A + Bz K; + 2% Ky + 2 2v) ra'.B P,Y r,n}

B (1-v)

dup

A2 [
. (ZA + z2Ky) {r’B he t T nB)

2 {4A +2 K;) rafgtfopn ¥ 2 A EuB r’n]

-0 (1 -v)AZ

dur

[?2A.+z Kl} (GYB r!ﬂ ¥ r:T nﬂ) *

EAnT mB —2(4A+2K1]r,1r,8r’J

D(1 -v)

}LZ

Arr?

2 - z
Ei B+ 1) ne {z° A + 2) " e r’r]

c) Para w¥,, tem-se:

168

Na expressao dos momentos:

n, - {16A+ 62 Ky + 2% Ky + 2 - 2v}

(3.74)
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* = D ]"U * * 2“ * *
¥ag va,YB ¥ Biyvo 5&3 (vlaYl vi,vz)
2 {1 -v)
- W * * 2V * *
[uﬂv.ﬂ UBT:U+ &uB [u1T91 uzv,z) } "T
(1 -v)at {(1-v) )
(3.75a)
Na expressin dos cortantes:
x - 0(1 -v A2 * w - v » *
a8 Yeox T Vave (”BT * USY,B} "y
2 {1-v) 22
(3.755)

Considerando as expressoes (3.69), pode-se escre

ver as expressces {(3.75) como:

W* = DH-"U[ [\’* + y* + EU

..]'
—_— * + y* -
o,yB vB:T‘“ uﬁ(vlsTI stz}—InT
2

(1-v)

Y
u* n
(1 -0) 22 aby Uy

w* . = D{1-v) 2t |:VE + oy }I‘L - M y*
Y 3 YBR[ Y
2 (1-v) A%
(3.76})

Derivando-se as expressoes (3.63) em relagac  as

coordenadas do pento £, abtém-se, apds reagrupar os termos:
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n
1

r
v;;B‘r’ —_— {[ﬁaﬁ (4 ¢nz - 3) + 4 r"ﬂt r’ﬂ] rﬂ +
64 nD

+ (4 &nz - 3) {GaT t’ﬂ + GEY r,a)}

1 {Gﬁﬂdﬁnz-?)—i(l-v) (4 Jz,nz-ﬁ):l +

.'..*
3,8y
gwD{1-v) A2 16

8 (3.77)

A substituigdo de {3.63) e (3.77) em (3.76) forne

ce, apds reagrupar os termos:

___r _ i ]

“‘;g = Py { {4 trz- 3) [(l v} (r,B L nB] + {1 + 3u}6a3 r,rj +
- 1. ki *
+4 [k1 v) LIPS Gué} r}r]} Uigy My
(1 =-w} 2t
why, = —l—-[EE gnz-1)n_+ 2 r r - v u% n
B R B an By v
87 (1-v) a2

3.8 - Regioes Infinitas

A presente formulagao pode ser estendida para o

caso de placas infinitas. Para que isso seja possivel, deve-se
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levar em conta o comportamento das fung¢des envolvidas em um con

torno infinitamente distante do ponto %.

Seja uma placa com uma cavidade (ou cavidades) de
contorno I'. Imagina-se que p séja o raio de um circulo de con-
torno Fp, infinitamente distante de T e ¢entrado nc ponto & (ver

Figura 3.4).

Fig.3.9 — Regido infinitg com covidode

Nesse caso, a equagdo (3.61) pode ser escrita pa

ra a regiao 3, de contorno T + Fp, na forma mostrada abaixo, on-

de £ & um ponto de T e q foi considerada nula:

qgmuﬁm+J

ﬁﬂLQU“ﬂdﬂﬂ+[ pEs (2, %) uglx) dr(x) =
r

L
e

[

r
p

ILG%@J]%UNHH+ uty (£,%) pylx} arix)

(3.79)
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Se o limite das integrais em Fo na eguacac (3.79)
for igual a zero, restardo, nessa equagdo, apenas as integrais

em [.

A condicdo desse limite ser igual a zero & chama

da de condigdo de regulatidade, sendo dada pela expressao:

;L"ZL [ Prste, %) uglx) = ugjte, x)op;00 ] ario) = 0 (3.80)
p

Para verifica-la, e necessario analisar o compor
tamento tanto da solucao fundamental! como de uj(x) e pj(x} ne in

finito.

Para um ponto x pertencente a TQ, COmo se observa

da Figura 3.5, tem-se:

r = p
Z = kp
KI{XJ - KI{E}
r ) = = £05 @
5]
xolx) - %,(8)
l’t 5 = = 5en @
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N, = séen §
r‘nzll R
* (3.81)
"2
= 1
Fig. 3.5 - Ponto x em coordenodes polares
Ainda em rp, tem=-s5¢& que:
Ke = O : Ky = 0 H z K, + 0 (3.82}

E as expressoes (3.43) podem ser escritas como:

A= 2
22

(3.83)
.
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Da substituigao de {3.81) a {3.B3) nas expressdes

dos tensores u¥. e p’15. da solugdo fundamental (equagdes (3.38) e

1] J
{3.49)), resulta:

i} Para os deslocamentos u?j:

ur, = - L |: 8 + (1 =-v) [22.:1;&;:-1}-2{ 3 -{l-u)]éoszﬂ
11
87b (1-v} L2a%p? 2% p?
k> = p* = ] [' 8 - {1 -uj} cas 8 sen g
12 21 -
4D {1 -v) A% pt
1 8 8
u%, = - [ + {1 -v}(2 &n lg—]}-Z[ -(]-v]] sen’ e:t
gm0 (1-w) La2p? A2 p?
_ - 1
uf, =-uy, = {2 2nkxp-1}p cos B
&nD
- - 1 -
u¥, =-u}, = {2 %n Ap i) o sen ¢
BxD
u¥, = 1 I:(]-u}thz (¢nip -~ 1)} - 8 &n lp]
gaD {1 - v) A?

(3.84)

ii) Para as forgas de superficie pgj:

pr, L {I + (2 ¢cos?2 8 - 1) [ 8 + UI]
L A% p*




&4

PY, = P3, = - ! “8 +u]cosasenﬂ
2mo Apt
f
p¥, = - ! !} + {2 sen® 8 - ])t s ., v ]
§1p A% pt
p¥. = ] - C0s .8
13 ;
2 mp?
p¥, = L sen §
2m p?
P =" 1-v [E A+ v Znip + 1] cos 9
8w I - v

|:|"‘32 = - (1-v) [2 1+ v inip + ]] sen 8

Zmp (3.85)

Para as fungges uj(x} @ pj(x) no infinite, tem-se
que, pelo p(inchio de Saint-Venant, o comportamento sera, no
pior caso, igual ao da solugac fundamental correspundenté a yma
carga concentfada na direcao da resultante das forcas aplica-

das em T.
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Para verificar a condigdo de regularidade, pode-
-5e pnrtantn substituir uj(x) e pj(x) na equagao {3.80) pelos ten

sores correspondentes a solucdo fundamental.

Entdo, para cada uma das tres diregcdes k onde se

supbe ser a diregdo da resultante, podemos fazer:

uy (x)

*
”kj £, x}
(3.88)

1}

p; (x)

*
i pkj (£, x)

e substituir {3.86) nas trés equagdes dadas em {3.80), as quais,

considerando ainda:

dr = p da (3.87)
fornecem:
211 -l
Tim ]—u?. p*. - p*.ux. !l pde = 0 {3.88)
- {0 RS 1] kJJ

Expandindo agora em J, substituindo o5 tensores
da solugdo fundamental (expressoes (3.38} e (3.49)) e integran
do, verifica-se que a 1ntegra1 de cada parce]a g zero, e, Cconsg
qiientemente, o limite tambem o sera, concluindo-se portanto, que

a condigdo de regularidade & satisfeita.

Para o caso de carregamentos auto-equilibrados, as

integrais em {3.80) tenderao para zero mais rapidamente ainda.
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Logo, @ condigdao de regularidade sera tambem satisfeita,

Portanto, quando temos, na pior hipotese, Qj{x) e
pj(x) se comportando como a selugao fundamental no infinito, po-
demos considetar, na eguacap (3.79}, apenas as integrais em T,
ou seja, aquelas que se referem ao contorno das cavidades exis-

tentes, ficando:

s , *, . = *. (£, ) .89

an{i) uJ{E) +J_p1a(g,x) uJ(x)dP(x} [ u1J{£ x) pJ{x} dr{x) (3.89)
r r

Alem disso, deve-se ressaltar que a normal devera

apontar para dentro dos fures, pois a mesma deve ser direcionada

sempre para fora da regido Q. Tem-se ainda que o sentido de in-

tegracdo € o indicado na Figura 3.6.

-*”1:&« de

integrogin

—

Fig. 3.6 - Definigdo da normol e do sentido
de integrogdic poro o contorne do
cavidade
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CAPTTULG IV

IMPLEMENTACAC NUMERICA

4.1 = Introdugéo

Neste capitulo sera descrito o procedimento numé-
ricoe que foi adotadoc na implementacao computacicnal da fermula-

¢ao apresentada no capitulo anterior.

A implementagdo & realizada utilizando-se as equa

¢oes anteriores discretizadas ao longo do contorno.

Descreve-se a montagem do sistema de equagdes, ©
qual & composto de treés eguagoes para cada ponto nodal, cada uma

correspondendo a uma das treés diregoes generalizadas,

Apds a aplicagdo das condigBes de contorno e reso
Jucao do sistema de equacodes, os valores dos deslocamentos e es-
forgos nos pontos internos sao também calculados, a partir dos

valores obtidos no contorno pelo sistema de equagoes,

Ainda neste capitulo, sao apresentados cs elemen-
tos wtilizados no programa, os procedimEntuﬁ adotados nos casos
de descontinuvidade da nurmal ou da condigao contorno e sap tam-
bém comentadas as integragdes numéricas utilizadas, ircluindo as
integrais singulares, cujos procedimentos especiais adotados sio

tambem descritos.



58

4.2 - Equagies Discretizadas

Para a resolucdo numérica das equagdes integrais
obtidas no Capitule [II, o contorno T sera discretizado em ele-
mentoas, cada um possuindo um contorno Pj g contendo certeos pon-
tos nodais (Figura 4.1). Para cada ponto teremos ttés componen-
tes de deslocamento e trEs de forgas de superf?cie, sendo uma pa

ra cada diregao generalizada.

Logo, as equacoes integrais deverado ser escritas

de forma discretizada, conforme sera mostrado a seguir.

0s valores das fun¢oes a serem integradas, para
um ponto qualquer do elemento de conterno, sao obtidos interpo-
lando=-se os valores nodais, O mesmo ocorrenda para as coordena-
das. Para isso, serdo utilizadas certas funcoes de 1ntetpola¢50
gue, no programa realizado para este trabalhe, sao de ordem qua-
dritica, necessitando portanto de ttEs pentos para serem defini-

das.

Fig. 4.1 - Contorne [ discretizado em alementos
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4.2.1 - Calculo do 'Ftdeema'no Contorno Atraves do Sistema de

Equagoes

Para a resolugdo numérica da equagdo (3.61), com
as condigoes de contorno dadas em (3.1), tem-se & seguinte equa-
gao discretizada, escrita para um ponto nodal £; em forma matri-
cial (a convengdo de somatdrio ndo & mais implicita):

e |
- * N
co b= 1 || wwar) e

2 ]
-3 JP"ENdl‘ Ut o+ (4.7)

ande:

C, = matriz cujos elementos sao o0s IZI,i que apare-

k|
cem na equagao {3.61)

= yvetor deslocamento do pontg fonte

e = numero de elementos de contaerno

N = matriz que contem as fungdes de interpolagao
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U* e P? = matrizes que contém as componentes dos ten
sores da solugao fundamental relativos
aps deslocamentos e forgas de superfi-

cie, respectivamente.

U e P" = vetores que contém as componentes dos
deslocamentos e forcas de superficie,
respectivamente, relativos aos pontos

nodais do elemento considerado

8T - vetor cujas componentes saoc  expressas

por:

= - ¥
SE - vt,u {] - '\J}.sz uka nﬂ'. {4.2]

Para um ponto qualquer do elemento j, foram consi
deradas as expressdes abaixo para interpolar os deslocamentos e

forgas de superficie em funcdo dos valores nodais:

(4.3)
pl -

Pn

-

E ainda, como as fungoes de interpolagdo sde da-
das em fungdo de uma coordenada intrinseca adimensional m  (ver
item 4.3), torna-se necessario transformar a diferencial de con-
torne dT para esse sistema. Sendo |3] o jacobiano da transforma

cdo, serd usada a expressio:



ou ainda:

cnde tem-se:
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dr = |Jf dn

Chamando;

= b
Gg =) Upmer
¥
H - *
,.H..'|j - J E-i E dr
"5
- *
Bij = @ J 37 dr
r,
i

n 1
x
=
|
L 01 1)
ry
=

ij - Eij para i F

Eij + Ei para i =

ﬂij

J

(4.4)

(4.%)

(4.6)

(4.7)

{4.8)

(4.9)

(4.10)
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As integrais nas expressdes (4.5), (4.6} e (4.7)

foram resolvidas numericamente, através da quadratura de Gawss.

Para o caso de integrais singulares que ecorrem
quando £ & Fj, foram adotados procedimentos especiais {ver item
4.5), Para as integrais com singularidade 10gar?tmica, foi rea-
lizada uma transformagin quadratica sobre as cocrdenadas dos pon

tos de integragéo.

A integragdc numérica foi realizada como mostrado
a sequir. A expressao (4.4) foi utilizada para substituir a di-
ferencial de contorno e as integrais assim obtidas foram  entdo

substituidas pelos somatdrios indicados nas expressoes seguintes:

1 K
[ upwar [ urwiglans T o@rm 190w, (4.11)
Fj -1 k=1
1 K
[ e war = [ e N tglan= T et ny, la]w, (4.12)
Fj -1 k=1
] K
J 3 d1‘=J s3id|dn = EEI (s5), 191 w, (4.13)
Fj -1
ande:

K +numero de pontos de integragdo

w, +falores de peso referentes aos pontos de inte

gragao.
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Para as integrais regulares, utilizou-se um refi-
namento no niimerc de pontos de integracdo, isto &, uma  selegdo
adequada desse nimero, baseando-se no fato de se necessitar de
um nimerc menor de pontos de integragdo 2 medida em que o ponto

£ se afasta do ponto x considerado.

Aplicando a equagdo (4.9) para todos os pontos no
dais £ do contorno, obtém-se um sistema com um numero de gqua-
¢oes total igual a trés vezes o nimero de nds, da sequinte for-

ma :

==

U=GP+B (4.14)

O0s vetores U e P em (4.14), contém os valores no-
dais de deslocamente e forgas de superficie, respectivamente, on
de devemos ter, para cada direcgao nodal, um dos dois vaiores co-

mo incognita, sendo o outro prescrite.

0 sistema dado em (4.14) pode entao ser reordena-
do, colocando-se todas as incognitas num Gnico vetor X e todos.os
valutes prescritos multiplicados pelos tespectivos coeficientes
de 6 ou H, juntamente com a parcela referente a carga distribui-
da e gue & sempre conhecida, num outro vetor, ao gqual chamatemos

de F.

Consegquentemente, obt&m-se um sistema da forma a-
baixo, onde A e a matriz dos coeficientes que multiplicam as in-

cognitas, sendo cheia e nado simetrica:
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1=

X = f (4.15)

Esse sistema & entido tesolvido, sendo obtidas os

valores dos deslocamentos e forgas de superficie incognitos.

Ne programa computacional que foi desenvolyido, uti-
lizou-se a resolucdao do sistema de equacoes pelo Metodo de Gauss
e a matriz A foi montada diretamente, sem chegar-se & montar as

matrizes G e H globals.

Apos a resn]ugio do problema no contorno,  podem
ser calculados, caso se gueira, os deslocamentos, momentos e es~-
forgos cortantes em qualguer pento interno a partir dos desloca-
mentos e forgas de superf?cie caiculados no contorno, pois estes
j2 sdo agora conhecidos em tados os pontos nodais para cada ditg
cao generalizada. Cabe observar aqui que este método difere do
Matodo dos Elementos Finitos neste aspecto, peis calculam-se os
valores das fungoes apenas nos pontos internos onde se achar ne-

cessario.

4,2,2 - Calculo dos Deslocamentes nos Pontos Intebnos

Para o calculo dos deslocamentos nos pontos inter
nos, & utilizada a equacao (3.64) discretizada ao Tongo deo con-
torno, analogamente ac que foi felto quando da discretizacac da

equagao {3.61).

Obtem-se entdo, para cada ponto Ei do interior da

regiac :



65

e g
u; - [ urwar|en - [ praar| o
k=1 Tk k=1 Fk
g
+ ] J q S¥ dr (4.16)
k=1 Fk

4.2.3 - Calculo dos Momentos e Esfor¢os Cortantes nos Pontos In-

ternos
Para o calculo dos esforgos resultantes nos pon-
tos internos sdo utilizadas as equagles (3.67) e (3.68), também
discretizadas ao longoe do centorno.

Para cada pontge interno Ei, tem-se:

i) Momentos:

= f e n
wo= Lo wprwer| et 1| erwar] s
k=1 I k=1 Ty
e r 9 GwB
+ 3 I g N¥  dr| s —— (4.17)
k=1 | 'r, (1 = v)af

ii) Cortantes:

e h e n
o= 1 | wewarfen- 5] erwer| gt
i

v 1 J q W** dr (4.18)
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onde E?', g?“, E?', E:“, H?' e E?" sac matrizes que contem os ten-

sores cdjas componentes foram obtidas no item 3.7,

As integrais que aparecem nas aquagoes {4.16),
(#.17) e (4.18) foram teso1vidas atravEs da quadrafura de Gauss
com refinamento, tal como no item anteriur. Deve-se obsemmt que

nesse caso as integrais de contorno serao sempre regulares.

4.3 - Elementgs Utilizados
0s elementos utilizados no prograna $a0 elementos
quadraticos isoparamétricos, podendo ser continuos cu desconti-

nuos, sendo este ditimo usado em casos especiais (ver item 4.4).

4.3.1 - Elemento Quadratico Isnparamétrico Continuo

E um elemento que possui ttés pontos nodais situa
dos sobre uma curva, sendo um em cada uma das duas extremidades
e ¢ terceiro situado entre-os dois. Suas fun¢des de inteppola—
¢cao, tanto para as coordenadas como para as fungoes envolvidas,
sao do segundo grau {Figura 4.2}. Esse elemento g dito continuo
pelo fato de assegurar a continuidade das fungoes .censideradas,

entre elementos adjacentes.
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1, .
%, T
.
X .
1 2 3 -
X X X3 Xy
{a)
1 2 3
———————— & e ———
-1 ¢ 1 1
(b}

Fig. 4.2 - Elemento quudrutlcu isoparamétrica  continyo ;
a) em relagdo as coordenadas cgriesignas x.e x

e oo contorne [ ; blem relogdo d ceor denadd
intrinsece T .
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As funcgdes de interpoclagdo, dadas em fungdo da

coordenada adimensional n sac as sequintes:

Ny = Lon(n - 1)
Z

Ne = (1 - n) (1 +n) (4.19)
1

Ng = — n (n+ 1)
¢

@ possuem valeor unitﬁrio no ponto nodal cunsidetada e zero nos

outros dois.

Um ponto quanuer do elementoc tem suas coordena-
das (%1 , x2) calculadas em fungac das conrdehadas nodais, ou s¢g

ja:

%y = %} Mp +x% No +x3 N,
(4.20)
X2 = I% "]"I‘I% Hz +x% H3

ou ainda, em forma matricial:

xJ = i x" (4.21)
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onde:

N X
J .

Ny 0 Nz 0 Ng 0O
M = lo N, 0 N, O N
(4.22)

x3
“ ' J

0s deslocamentos e forgas de superficie sao inter

polados como em (4.3}, onde, para o elemento considerado, tem-se:
u,
.ua
pa
= 4P2

Pa

N, O 0 Ny O O Ns O O |
N =10 N, O O N0 0 N3O0

0 0 N, 0 O K20 0O Ny

(4.23)
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uil (pi]
ul p}
ul pi
ui pf
0" - Juib p" = {p3
uj pi
uji pi
ué p%
: o

0 jacobiano da transformacaoc @& obtido em  funcido

de derivadas de (4.20), atravEs da expressio:

dx1 2
dn

L
9x2 (4.283
dn

d
4l = 2L -

an

4.3.2 - Elemento Quadratico Isoparametrico Descontinuo

Para esse elemento (Figura 4.3}, o procedimento &
¢ mesmo utilizado para o elemento continuo moshgdoJu:jtmn 4.3.1,
mudands apenas as expressdes das fungdes de interpolacdo. Estas
tambem foram obtidas considerando-se que devem possuir valqr um
ne ponto nodal consideradu e Zero nos outros dois. Purém, camo
os nos ¥ e 3 nac estao mais situwados nas extremidades do elemen-
to, ndo haverd continuidade das fungbes envolvidas nessas extre-

midades.

Utilizou-se aqui o elemento descontinuo .no caso

de descontinuidade de mormal que seri exposto no item 4.4.2.



71

! —= comprimenic tofgl
1/ do elementy

L' —s= ¢comprimento entre
0s pontos 1 e 3

0 —== afastamento do ng 1
1 o extremidode

v

b —a= ofastoments do nd 3
ot extremidode

b~
» i

(= 3.3

Fig. 4.3 - Elemento quadrdtico isoparamétrico descontinuo

Suas fun¢oes de interpolagdo saoc dadas a segquir,

onde a, b e £ sao definidos na Figura 4.3,

tn{in = 3 + 2b)

N;[ =
2(8 - a - b) (& - 2a)

N, = 2n{2 (a - b) - &m) , (4.25)
(2 - 2a) (2 - 2b)

Ns Ea{in + g - 2a)

T 2(2 - a - b) (L - 2b)
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Nos casos em que se tema = 0 e b # 0 ou ajnda,
a#0eb=20,0 elemento & dito semi-continuo, podendo-se utili

zar as mesmas funcoes {(4.25) com a = 0 ou b = 0, respectivamente.

Para o caso especial em que se tem a e b nulos,

as expressﬁes (4.25)} recaem nas gxppessﬁes (4,19},

4.4 - Descontinuidade da Norwmal ouv da Condicao de Contorno

No caso em que o contorno da Qegiia nao possui con
tinuidade da normal, ndo € assegurada a continuidade das forgas
de supethcie no contorno, podendo-se ter diregﬁes da norma1 di-
ferentes para um mesmo no que pertenca a dois elementos adjacen-

tes (Figura 4.4).

Para resolver esse problema foram utilizados o no

duplo e o elemento descontinuo.

Cabe obsarvar que estes procedimentos podem tam-
bém ser empregados gquando existe continuidade da normal,  porém

as condigoes de contorno sao descontinuas.

ni ol

Fig. 4.4 - Descontinuidode do normal
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4.4.1 - Ytilizacao de W6 Duplo

Quando, para uma dada diregao do ponto de interse
cao de deis elementos, no gual existe descontinuidade da normafd
ou da condigdo de contorno, tem-se a forga de superficie conheci
da nos dois elementos adjacentes ou ent2o, o deslocamente conhe
cido num elemento e a forca de superficie conhecida no outre, pode-
-se considerar como se houvesse dois pontos nodais no mesmo pon

to geométrico, cada um pertencendo a um elemento diferente (Figura 4.5).

Alem disso, impde-se que, nesses deis nos, o des

locamento @ o mesmo, para assegurar a continuidade de deslocamen

tos no ponto de intersecdo.

Fig. 4.5 — N& duplo

4.4.2 - Utilizagio de Elemento Descontinuo

Quando, em uma determinada direcao de um no onde
haja descontinuidade da normal, as forcas de superficie nao sao
conhecidas em nenbum dos dois elementos adjacentes, a utilizagdo
do no duple mostrade ne item 4.4.1 n3o resolve o problema. Is-

to porque tem-se um numero de equagdes independentes, para esse
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no,menoy que o numero de incdgnitas, devido aoc fato dos desloca-
mentos serem continuos no ponto e as forcas de superficie pode-

rem nao ser.

Existem algumas formas de se resolver esse proble
ma. Uma delas & a utilizagdao de equagbes adicionais, sendo obti
das assumindo a continuidade dos esforcges resu]tantesig|¢ Estas
equagbes sdao dadas em fungao de derivadas de deslocamentos. e subs

tituem equacoes no sistema.

Neste ttabalhn foi utilizado para esses C£asos ]
elements descontinuo. Este elemento possui precisio da mesma or
dem do elemento continuo, quando se escolhe uma dist@ncia conve-
niente dos nds as extremidades do elemento e ainda, numero de pon

tos de integra;io adequado,

Como os dois pontos nodais estdo afastados, isto
&, nado possuem as mesmas coordenadas {Figura 4.6), tem-se equa-

¢0es independentes no sistema para cada um des dois.

Fig. 4.6 - Etemento descontinuo
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Para este elemento, foram testados diversns afas
tamentos do nd deslocado da extremidade do elemente. Observou-se
que, 3 medida em que essa distancia se torna menor, a 1ntegrag50
numeérica requer maior numerc de pontos de Gauss, pois os nds des
locados dos dois elementos adjacentes ficam mais proximes, difi
cultando a integracido. Observou-se ainda uma discreta tendéncia
de piorar o resultado quando essa distancia se torna muite ‘gran
de, provavelmente devido a extfapo]agﬁo existente nessa extremi
dade, Alem dissa,quando os nos deslocades dos dois elementes ad
jacentes ficam muito proximos, as linhas correspondentes na matfiz
do sistema tendem a ficar igquais, causando perturbacao na respos
ta. Atraves da otimizacao dos valores desses afastamentos e do
niimero de pontos de integragie, foram obtidos resultados bastan

te satisfatorios.

4.5 - Integrais Singulares

Quando o ponto fonte e o ponto campo estiverem no
mesmo elemento, as integrais correspendentes as matrizes 6 e H

.= . . =1
e ao vetor B possuirdo singularidades de ordem &n r e r ", emcon

sequencia dos tensores u? e p?j serem singulares quando r = {

]
(ver item 3.3.3).

Para os elementos quadraticos que foram utiliza
dos no programa, as singu1aridades desaparecem quando ©0s nos que
correspnndem aos pontos £ @ X ndo sae c¢oincidentes, continuando
porém g existir quando esses pontos coincidem. Isto se deve ao

fato das fungdes de interpolagdo, que multiplicam esses tensores,
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terem valor urm no ponto ncdal considerado e zZerop nos outros

pontos nodais do elemento.

Portanto, teremos singularidades nas integrais cor
respandentes as submatrizes da diagonal de G e de H, e ainda, no
veter B, cuja integra] nao envolve fungfes de interpolagac para

a carga distribuida uniforme considerada.

0s procedimentcs que foram adetades para esses ca

sps sa0 mostrados nos itens seguintes,

4.5.1 - Calculo.das Submatrizes da Diagonal de §

As submatrizes da diagonal de G, que envalvem in-
tegrais dos tensores uﬁj, possuem singularidades de ordem loga-

ritmica.

Uma forma de se resolver o problema seriz a utili

zagao de integra¢ao numeérica com fungoes de peso legaritmicas.

Uma outra alternativa, porem, e utilizar uma trans
formagao quadratica envoivendo a coordenada intrinseca n e a
coordenada 4 dos pontos de integragﬁoisl, da forma:

n(e) = ab2 + be + C {4.26)

e ainda, de tal maneira que a derivada dessa expressao em rela-

gao a 6 seja igual a zero nc ponto onde ocorre a singularidade.
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Isso pruduz um mapeamento em que 0SS nevos pontos

de integragio n sao concentrados em torno da singularidade.

Nesse caso, hao @ necessiria isolar a parcela on-
de hi singularidade e integti-]a separadamente, como ocorre quan
do se utiliza funcoes de peso 1ngathmicas. Ao cnntpitio, essas
ﬁarce]as sao integradas juntamente com as demais, fazendo-se ape

nas uma mudanga nas coordenadas dos pontos de integracgio.

Optou-se pela transformagdo quadratica, .a  qual
foi realizada conforme sera mostrado a seqguir e que conduziuy a

precisao de mesma ordem de grandeza da que foi obtida em la‘.
Seja a integral

1
[ fmy an (4.27)

-1
onde, no nosso caso, n € a coordenada adimensional e a fungio
envoelve um produto entre o tensor u¥., as fungoes de interpolagdc

iJ
g 0o jacobiano,.

Sera chamadc de 7® o ponto singular, o qual esta

situado no intervalo - 1 £ n ¢ 1.

Seja ainda a equacdo (4.26), para a qual sdo im-

postas as condigdes:
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M - gemn 7

de

n = 1 para 6 = 1 (4.28)
n = -1 para 9 = -]

Resolvendo a equagao {4.26) para 6, obtém-se, pa-

ra cada valor de n, dois valores de B, isto e:

b+« /b2 - 8a {c - 7)

g' =
2a
(4.29)
gn = =b - / b1'~'4afc'f ﬁf
24
Das condigoes (4.28), tem-se:
a) 2a € +b =20
no ponto singular m {4.30)
b) a +b +¢ =1
a-b+¢= -1 {d4.31)

As equagdes (4.31) fornecen:

a = -c {(4.32)
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Usandg 6' ou 8", tem-se:

b? - 4a {¢ -m) =0 (4.33)}

ou, substituindo {4.32) em (4.33), fica:

§a® + 4an + 1 = 0 {4.34)
donde se obtem:
--_ _2 -
a! = 0 * n 1
: 2
{4.35)
-7 - et S
a" = n 1. i
' 2

A substituigdc de (4.35) na segunda das equagoes

(4.32) conduz a:

cl - ﬁ - -ﬁ2 - 1
' 2z
(4.36)
cll = ﬁ + .?"I2 - 1
2

Observande que -1 ¢ g 1, conclui-se de {4.35) e
(4.36) que somente teremos vaTQres reais para os coeficientes a

e ¢ se |n| = 1, ficando portanto:

Y
"
(1]
I
[ +1]
n
1
ry |: |

(4.37)

o
n
Lyl
n
o
]
3 |:i |
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A substituicdo de (4.37) em (4.26), fornece:

(1 - 82} + 8 (4.38)

=
n
m‘;ﬂ

E ainda, tem-se, de (4.38):
dn = (1 -n8) ds {4.39)

Portanto, a_integtal dada em (4.27), nesse caso,

fica:

1 1 -
[ ftman - [ e[ (1-st) wef (1-Tie) a0 (4.40)
-1 -1 [ 2

n

1
—
b
=l

[}
—

sendo valida para T

Quando o ponto singular ﬁ'estiver situado entre
-1 e 1, a integral (4.27) pode ser dividida em duas, da sequin-

te forma:

] n 1
J F{n)dn = J fFln)dn + I £(n)dn (4.41)
-1 -1 n

onde as integrais 2 direita podem ser transformadas em integrais

de -1 a 1, fazendo-se as seguintes mudangas de variaveis:

a) Na primeira integral a direita:

S [;' (1 +T) -1+ ?ﬂ
il

=
i

{4.42)
dn

X Fe 1) de
> _
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b) Na segunda integral a direita:

n =%_’_p_"_ (1-?1)+1+T1:|
- (4.43)
dn = 1_ {1'.-.?-.] .jp”
) .
Substituinde (4.42) e (4.43) em (4.41), ven:
f 1 |1 n+ 1
flnydn= | ] [(Tu-lm' -1+ W] i“Tldp- :
12
-1 P | '
(4.44)

| : -
]- 1]
+ fl};—[{'l-?llp"-i-]-r—nﬂ'{__z—nldﬂ
J

onde a primeira integral a direita possui singularidade em p' =1

e a segunda, em p" = -1,

Podemos agora utilizar (4.38) e (4.39) escritas. pa
ra o' e p“, considerando os pontos singulares citados acima, is-

to e

p' = f1-62) ¢ 9
2
do' = {1 - 6]d®
(4.45)
p"=—l—[ez-1}+a
' pa
do* = (1 + @)do
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e substituir (4.45) em (4.44), obtendo-se a equagdo:

1 ) - i
J f{n)dn = [ f —;I_ [[T]+ 1} |:L {1 - 92) + BJ +
P g 2 2

p || [P 00| g
Rt

(4.46)

1
+{ f1—{(1-TﬂP-—(az-1}+a:|+
-1 2 2

- ,] 4 -7 (0 +8),
2

que permite resolver o problema da singularidade logarftmica pa-

ra qualquer ponto do intervalo considerado.

Resumindo, integrais com singularidades logaritmi

cas podem ser calculadas fazendo-se a transformagao:

! f{ = ! |: dn dﬂz}
n)dn = f{n;) -—= + f{nz) do {4.47)
J : ]_] de do

onde se tem, para qualquer m de -1 ¢« m <« 1:
[rml] (L(l-ezj+a]+”ﬁ-{l
2

o 1 5 41) (1 - 8)

=

Bt

n
~ |-
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L [E] - ) [—l— (8% - 1) + B] +n o+ {]
2 z2

(4.48)

HF

n: o 1 (v - (1 o+ e
de 2

Deve-se observar que, para'ﬁ='-lga primeira parcela
na integral do 20 membro de (4.47) desaparece, pois di,/de =0 e para
h=1, 2 sequnda parcela e que dESapafe:e, pois agora tem-se dn./d8 = 0, am-

bos os casos recaindo em (4.40).

4.5.2 -~ Calculo das Submatrizes da Diagonal de H

As submatrizes da diagonal de H, que correspondem
as submatrizes C; somadas as submatrizes Eij (ver equagoes (4.10)),
sdo expressas atraves de integrais envolvendo 05 tensores p?i g
possuem singylaridades de ordem anr e r' ',
Entretanto, essas submatrizes podem -ser obtidas

sem que se calcule explicitamente os valores de [, edeH,., atra-

.j’
veés da consideragdo de gque, para movimentos de corpo rigido, nao

temos nenhuma forca aplicada. Portanto, a equagao (4.14) fica:

=

y =0 (4.49)

4.5.2.1 - Caso de Placas Finitas

Considerando a equagao (3.671) para um ponto £ qual

quer do contorno I', tem-se, para movimentos de corpo rigido:
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Cij(E) uj{g} + qu(E,x] uj(x] di'{x}) = 0
r (4.50)

Essa gquagao admite solugoes nac triviais para os

deslocamentos de corpo rigido seguintes:

a) v = (1, 0, x,(£) - x1{x))
b) u = (0, T, x2{&) - %2{x)) (4.51)
c) u= (0, 0, 1)

Substituindo (4.51) em (4.50), vem:

'l'.‘-i,:t + J ]}‘_’{a + {Xu(E} - xu(x}] p?s} dl = 0
r
{4.52})

* =
cC, + Py, dT C

13

Portanto, as submatrizes 3 x 3 ﬁpp da diagonal de
H podem ser calculadas pela seguinte expressED, escrita em forma
matricial:
N
H = - 7 H D p =1, ..., N [4.53)

q
qf P
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onde

N = numero de pontos nodais
- _
1 0 0
- 0 ] 0 .54
Oap (4.54)
x1(p) = x1{q) xz2(p) = x2{(q]) 1

4,6,2.2 - Caso de Placas Infinitas

Para placas infinitas, as condigdes de regularida
de sao violadas (ver jtem 3.8) se aplicarmos deslocamentos de cor

pe rigido; portanto, neste caso, deve-se considerar:

Ciy(8) uy(8) + J pEi{Es X} ug(x)dT(x) +

r (4.55)

+ Lim J p?j{E, x) uj(x)dr(x] =0

o0 T
P

sendo & pertencente ao contornu re uj(x], um movimento de ¢orpo

rigido qualquer.

Considerando (4.51) e substituindo em (4.55}, vem:
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Cio * I [P0+ (24080 = x(x0) by, Jar s
r

H
)

¥ 2im [ [%?a + {xa{ﬁ) - xa{x}) p;{] ar {4.56)
r

[0
[

C, + ¥ dr + 2im *dr = 0
13 p'|3 pae pla

Para se obter os valores dos limites indicados, . de
vemos considerar as expressdes {3.84) e (3.85) e substitui-las
nas integrais em Pp de {4.56). Observando ainda que:

2 costs -1 cos52p - sen?s

(4.57)

2 sen’g - 1 sen?e - ¢os5%9

a primeira e a terceira das equagoes (3.85) podem ser escritas.na

forma:
p* - . J] + {ces?d - sen‘p) 8
11 41.”:; l A2p2
(4.58)
pt = - d s (sen®8 - cos?8) 8 ..
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Temos, ainda em T _, como se observa na Figura 3.4:

P
x1(8) = xa(x) = -p cos 8
(4.59}
X2(&) - #nz2{x}) = -p sen &
Calculando entdo os limites, resulta que:
i) para u = (1, 0, -p cos @), tem-se:
com i = 1;
2T
: * * = -
Lim p J |E;111 e cos 9 pl_;| do i
p+m U
com i = 2:
2T
Lim p p* - p cos 6 p¥ de = 0 {4.60a)
o 21 23
0
com i = 3;
2w
s * * =
ﬁl: P E)“ p cos B p”:[ do 0
0
ii) para u = (0, 1, -p sen 6}, tem-se:
com i = 1:
2T
: w * =
ﬁlg o E::12 p sen § pu] da ¥}
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com i = 2:

2m
gim p J [;* - p sen B8 p*:] dg = -1
- 22 22
(L (4.60b)
com i = 3:
27
3 * - * -
ilﬂ D [%32 0 sen § pi{] de 0

iii) para u = (0, 0, 1}, tem-se:

com i = 1:

29T
2im pra dg = 0
ﬂ—)—m

0
cam 3 = Z2:

21
2im p:a' dg = § {(4.60c)
p+¢a

0
com 1 = 3;:

2
Rim p* de = -1
ﬂ-&-m .;'-3

0

Pode-se concluir entdo que no caso de placas infi
nitas, as submatrizes da diagonal de H podem ser calculadas pela

sequinte expressao, dada em forma matricial:
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: qu qu p=1, ..., N {4.61)

x

Ll
i

]
[T pacas =4

e
—

sendo N e qu como no item anterior e 1, a matriz identidade de

ordem 3.

Deve-se observar que a equacao {4.61) difere de
{4.53) apenas pela matriz identidade somada a diagonal principal
de H.

Cabe ressaltar ainda que no caso de placas infini
tas, a matriz H nao e mais singular, ao contrario do que ocorre
no caso de placas fimitas, para as quais sempre teremos H singu
lar, para permitir que a equacdo {4.49) admita solucdes nao tri-

viaisg,

4.5,3 - Calcylo dos Subvetores de B nos Elementos Singulares

Os subvetores do vetor B que aparece na equagac
(4.14} sao calculados por {4.7) e também possuem singularidade
lTogaritmica quando o ponto £ pertence ao elemento em gue se este

Ja integrando.

Hesse casc, a singularidade deve-se aos tensores
u?a, pois v? o nac possuem singularidade.

*

Como essas singularidades sdo de ordem logaritmi

ca, ¢ procedimento aqui adotado & o mesmo do item 4.5.1,
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CAPTTULD V

ESTRUTURA DO PROGRAMA

5.1 - Introdugao

0 programa computacional realizado para a resolu=
¢20 numérica da formulacao apresentada nmos capitulos anteriores
foi desenvolvido em linguagem FORTRAN e o computador utilizado

foi o Burroughs/6700 do NCE/UFRJ.

Mostra-se a seguir o seu fluxograma, bem como a
déefinigcdo das subrotinas que o compoem e o seu manual de wtiliza

¢ao.

5,2 = F1uxograma

0 programa & modulado em subrotinas que realizam
as varfas etapas da analise e sdo chamadas na segiiencia mostrada

no fluxograma apresentade na Figura 5.10.
As subrotinas sao caracterizadas no item seguinte
e a5 variaveis NNO e NINT que aparecem no fluxograma encontram-

se definidas no manual de utilizacgaoc {(item 5.4).

5.3 - Definicdo das Subrotinas

A caracterizagao de cada uma das subrotinas do pro-

grama & dada a seguir:
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={

NINT

CALL DADOS _ﬂ"_:“—>®

CALL FORM p————3= LALL GHBI S C(ALL ABK

Y

CALL RESOL

NINT =0 pd CALL 6&HEl |3 CALL ASK

Y

CALL INTER [

S CALL DSW§ |3 CALL ABK

CALL RESP

&

Fig. 5.1 = Fluxogroma
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a) Subrotina DADOS:

Realiza a leitura e impressao dos dados para cada
placa a ser analisada, tais como: titulec do problema, parametros
basicos, coordenadas dos pontos nodais, incidéncia dos elementos,

condigoes de contorno e coordenadas dos pontes internos,

 nimero de pontos internos igual a zero (NNO =0)

e usado como FLAG do programa.

£sta subrotina tambem calcula as dimensoes dos
elementos, ou seja, o comprimento £ e as distancias a, b e &' de

finidos na Figura 4.3.
b) Subrotina FORM:

Monta o sistema de equagoes A X = F, sendo a mon-
tagem realizada diretamente, ou seja, sem calcular as matrizes

GeHeovetor B globais.
c) Subrotina GHEI:

Calcula as submatrizes Eij e ﬁij ¢ a .integral

que multiplica a carga distribuida no subvetar gij refativos a

cada elemento de contorno,

0 ¢dlculo & realizado por meio de integragao nume
rica utilizando a quadratura de Gauss, sendo que para as inte-
grais com singularidade Togaritmica, faz-se uma transformagac qua

dratica sobre as coordenadas dos pontos de integragdo.
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d) Subrotina ABK:

Calcula as fungdes de Bessel modificadas Ko(z) e
Ki(z) através das respectivas expanses polinomiais e também os
valores das expressﬁes de A{z) e B(z) que sao definidas a partir

de Ko(z) e Ki{2z).
e) Subrotina RESOL:

'Resulve o sistema de equagdes através do Metodo
de Gauss, reordenando em sequida o vetor solugac do sistema e o©
vetor que contém os valores ptescritos, sendo colocados todos os
deslocamentos generalizados em um unico vetor e todas as forgas

de superficie generalizadas em outro.
f) Subrotina INTER:

Calcula os deslocamentos generalizados, momentos

e esforges cortantes nos pontos internos.

Guando o numero de pontos internos & igual a zero
{NINT = 0), essa subrotina n3o & chamada, passando-se diretamen-

te 3 imptessin dos resultados.
g) Subrotina DSWI:

Calcula as integrais dos tensores que multiplicam
as forgas de superficie, os deslocamentos e a carga distribqua
nas expressoes dos esforcos nos pontos internos, através da qua-

dratura de Gauss.
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h) Subrotina RESP:

Imprime os resultados relativos aos pontos nodais
do contorno {deslocamentos e forgas de superficie generalizados)

g aos pontos internos (deslocamentos generalizados,

esforgos cortantes).

5.4 - Manual de Utilizagdo

Para cada placa a ser analisada, a segiiencia dos

cartoes, assim como os FORMAT's de cada variﬁve] sap detalhadas

a seguir:
1) T¥tulo do Problema
1 CartEo:
COLUNAS VARTAYEL FORMAT
1 a 80 TIT{20} 2044
sendo:

TIT(20)

- titulo do problema

momentos
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i1} Parametros Basicos

10 Caftio:
COLUNAS VARIAVEL FORMAT
1 al0 NNO g
11 a 20 NINT 110
21 a 30 NEL 110
31T a 490 INF I10
2¢ Cartao:
COLUNAS VARIAVEL FORMAT
1 al0 EE F10.0
il a 20 CP F10.0
21 a 30 T F10.0
31 a 40 0 F10.0
sendo;
NNO - niimero de pontos nodais

NINT - nomero de pontos internos




NEL

INF

EE

cp

i11)

56

- nﬁmeru de elementos de contorno

- ¢odigo que indica se existe ou ndo contor-

no no infinito

=0: ndao ha contorno no infinito

- =1: ha contorne no infinito

- mdodulo de eltasticidade longitudinal

- coeficiente de Poisson

- espessura da placa

- carga distribuida.

Coordenadas dos Pontos Nodais

NNO Cartoes:

COLUNAS ¥YARIAVEL FORMAT .
1 & 10 I - 110
11 a 20 X{1) F10.0
21 a 30 Y(1) F10.0
31 a 40 NODUP (1) | 110
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sendo:

I - nimero do nod

X{1) - coordenada x do no I

Y(I} - coordenada y do nd I

NODUP(I) - nimero do nd duplo do nd I (nd com as

mesmas coordenadas do no I}

=0 ou branco: o no [ nao possui nd du-

plo

>0 : 0 no I possui ndo duple.

Observagdo: 0 nd duplo deve ser utilizado quando houver desconti
nuidade da nermal ao contorne e/ou descontinuidade de
condigdo de contorno nas extremidades de elementos
adjacentes. Deverdo ser considerados entao dois pon
tos nodais com as mesmas coordenadas, porém, cada um

pertencendo a um elemento diferente. (Figura 5.2}.

Deve-se prescrever para cada diregin nodal, o deslo-
camento em um e a forga de superficie no cutre, ou
as respectivas forgas de superchie em ambos. Caso
se conheca apenas 0 deslocamento em ambos e exista
descontinuidade da nermal, devem ser utilizados 0s
elementos descontinues ou os semi-continuos (ver

proximo item).
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Fig. 5.2 - No duple

iv) Incidencia dos Elementos

NEL-CartEes:

COLUNAS VARIAVEL FORMAT
1 10 I 110
1 a 20 INC{I,1) 110
21 a 30 INC(I,2) 110
31 a 40 INC(1,3) 110
41 a 50 ALR(I) F10.0
51 a 60 BLR(1I) F10.0
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sendo:

I - nimero do elemento

INC{I,1) ~- nimero do nd 1 do elemento I
INC(I,2) - numero do nd 2 do elemente [
INC({I,3) - nimero do no 3 do elemento I
ALR(T1) - relagdo afif

BLR{I}) - relagao b/

onde a, b e ¢' sdo definidos na Figura 5.3.

- glemento . contingo ALR{I)=BLR(I})=0
e l {a=b=0)

W elements  semi = continuo ALR[II#0Q
1
0

(¢#0 ¢ b=0) BLRI(I}=
v b . \
.’r—‘-‘;—";-., elementn  semi— conlinud ALRI(I1=10
i lo=0 e b£0} BLR{IY£D
ll b . .
ﬁ"*'”"_"““ elemente  descontinup ALR{I)#0
y 2 3 (070 e b#0) BLR{IV#0

Fig. 5.3 — Definiglo dos elementos
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1 =
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A incidencia deve ser fornecida considerando
que o dominio da placa deve ficar sempre & es

querda do contorno.

0s elementos descontTnues e semi-continuos de
vem ser utilizados nos casos em que ha descon
tinuidade da normal na intersecao de elemen-
tos adjacentes e ndo se conhece a fcrﬁa de su
perficie em nenhum desses dois elementos, em
uma dada dire¢do do ponto de intersecdo. Nes
se caso, procede-se com¢ na Figura 5.4, colo
cando-se dois nos afastados das extremidades
dos elementos {ou entao afastando apenas um

dos dois]).

Fig. 5.4 - Elemento descontinue
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v) Condigdes de Contorno

HNOD Cartﬁes:

COLUNAS VARIEVEL FORMAT
1 a0 I 110
11 a 20 KOD(3+1-2) 10
21 a 30 VP(3*1-2) F10.0
31 a 40 KOD(3*1-1) 10
41 a 50 YP(3*1-1) F10.0
51 a 60 KOD (3+1) 10
61 a 70 YP(3+1) F10.0

senda:

[ - nimero do nd

KOD{3*[-2), KDD(S*I-]}, KOD{3*I) - cadigos que in
dicam se ha deslocamento ou forga de  superficie
prescritos nas diregﬁes 1, 2 ¢ 3, respectivamen-
te, do ndo I.

=0: deslocamento generalizado prescrito

=1: forga de superficie generalizada prescrita,
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VP(3*1-2), VP(3*I-1), VP(3*I} - valores prescri-
tos de deslocamentos ou forgas de superchie (ape
nas um dos dois deve ser prescrito em cada dire-
cao nodal)} nas diregﬁes 1, 2 e 3, fespecthmment&.

sendo:

diregao nodal 1 = rotagdo x ou momento de super-

ficie x

direcdc nodal 2 + rotagdo y ou momento de super-

ficie y

direcdo nodal 3 » flecha ou forga de superficie z

0s sinais positivos dos deslocamentos generaliza-

dos, esforgos e forgas de superficie acham-se indicades na Figu-

ra 5.5.
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Rat. x Rot. y flecha
2 [} b1
- A e
2 3] 1)
g g
b =3 P P |
(a)
momenlos corfonies
| K4
LY
Pl
M1 Py
M,y
T_-. Myy X
My,
=

Fig. 5.5 - conveangdo de sinais: a) deslocamentos generalizados ;
b} esforgos resultontes e forgas de superficie generalizadas
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vi} Courdenadas dos Pontos Internos

NINT Eaptﬁes:

COLUNAS VARIEYEL FORMAT
1 alo [ I10
11T a 20 XI(I) F14.0
21 a 30 YI(I) F10.0
sendo:
I - numero do ponto interno

XI(1} - coordenada x do ponto I

YI(I} - coordenada y do pento I

Cbservagao: Se NINT definido no item ii} for igual a zero, nao

farnecer nenhum cartdo nesse bloco.

FLAG do Programa

Ac final de todos os problemas a serem analisa-
dos, devem ser colocados dois cartdes em branco, pois o programa

para quando NNO definido no item ii) & igual a zero.
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CAPTTULD VI

APLICACOES

6.1 - Introdugao
0 programa desenvelvido foi testado para varias apli
cagoes numéricas e os resultados obtidos foram comparados com sgo

TugGes analiticas.

A sequir, sao apresentados esses exemplos, assim

como as respectivas analises dos resultados.

6.2 - Exemplo 1: Torgao de Uma Placa Quadrada

Seja uma placa quadrada de lado jgual a 2a & es-
pessura h onde, nos lados y = = a as tensoes s&o nulas e nas se-
cdes x = + a, a tensdo normal & nula, ocorrendo rotagdo sem que

haja distorg¢do transversal.

A solugao analitica para esse problema usando a

teoria de Reissner & dada pelas expressdes abaixo [°®],]'%|:

deslocamentos:

o = 2 [2 senh(iy) _ ly]
X A | cosh{xra)

p, = = 8x (6.1a)

W = ORY
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momentos:

M. = (1 - w)p s |S0sh{iA) _ (6.1b)
Xy cosh{xa)

Mx; = Hyy =0

cortantes:

Q= (1 -v)p o Senh (y) (6.1¢)

cosh (aa)
Qy =0

Em vittude da simettia existente, considerou-se a
penas um guarte da placa, cujo contorno foi discretizadu primei-
ramente utilizando-se uma malha com 4 elementos e 12 pontes no-
dais e, em seguida, uma outra com 3 elementos e 20 pontos nodais

(ver Figura 6.1).

Em ambas foi utilizado o no duplo para resolver o
probiema da descontfnuidade de normal nos cantos da placa ¢ adota

ram-se as seguintes condigdes de contornao:

Emy=ﬂ: ¢K=Myy=0y=ﬂ
Em x = a: ¢y = =8 a
W =90 ay {6.2)

“xx
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hy
10&9 : 4
11 ¢ IL 5
12 - 4 =
1 2 ) X
(o)
b Y
13 1
% 0 3 + % 0
1t ¢ . F 9
18 -4 <+ 8
19 4 b 7
20 . $ . S
1 2 3 4 L) X
{b]

Fig. 6.1 = Ploca quadrodo : ¢) mgihg com 4 elementos ;
b) mgiha com 8 eglementos .
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Em = a =M = =0
y xy- = Myy = Oy
Em x =0 ¢y = W = "xx = 0
Os resultados numéficus obtidos considerando
h/2a =1 & v = 0,3 sdo mostrados na Tabela 6.1 para as duas

malhas. Como pode ser observado, alem da convergencia do meto-
do, esses resultados sao bastante satisfatorios quando compara-

dos com a solucdo analitica, mesmo para a malha de 24 elementos.

0s resultados aqui encontrados corresponderam 3-

| 8 - -
queles obtidos por VANDER WEEEN M para discretizagies analogas.

6.3 - Exemplo 2: Placa Circular Com Pressdo Uniforme

Seja uma placa circular de raio a e espessura h,
engastada em r = a e submetida a uma pressdo uniforme q/2 nas fa

ces da mesma (Figura 6.2).

/2

A
LT
MALRATETAY

/2
| 24

Fig. 6.2 = Ploco circulor engastodd com pressdo uniforme



TABELA 6.1 - Torg¢do de uma placa quadrada

. ¢, (¥)/¢, (a) Mey (¥17M, () 0, (¥)/Q,ta)

8 EXATO | 4 ELEM. | 8 ELEM. EXATO | 4 ELEM. | 8 ELEM. EXATO | 4 ELEM. | 8 ELEM.
0,0 0,0 6,0 0.0 1,0 1,0760 | 11,0195 | 0,0 0,0059 | 0,0009
0.25 | -0,2925 — ~0,2916 0,9484 - 0,9371 0,1743 — 0,1743
0,50 | -0,3873 | -0,3700 | -0,3857 0,7853| 0,7317 | 0,8096 | 0,3762 | 0,3779 | 0,3770
0,75 | -0,0853 — -0,0528 0,4850 - 0,4683 | 0,6376 — 0,6373
1,00 [ 1,0 1,0234 | 11,0014 0,0 0,1155 | 0,0361 1.0 0,9992 | 11,0000

601



110

A solugao analitica dada pela teoria de Reissner

8
para esse problema se expressa por I I:

destocamentos :

" 16D a a
(6.3a)
2
PR R T N R TP I
640 a a
momentos:
2 2
Mr_=-93-- 1+ 91 =€) - (3+v) [
rr 16 a
Mg = 0 {6.3b)
ga? r |*
Hea = T+ w1 +C} - (1 + 3v) |—
16 a
cnntantes:
Q. = -48 [_*_
r ¢ [a
(6.3¢)

A
T
I
[

1,6 h z
onde: C
(1 = v) a
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Foram analisadas aqui duas malhas diferenies, sen
do gque na primeira, a qual serd chamada de malha 1, discretizou-
se 0 contorno da placa inteira e na segunda, que sera chamada de

malha 2, discretizou-se um quarto da placa (ver Figura 6.3).

Considerou-~se ainda que h = 0,2a e o valor de v

utiiizado foi de 0,3.
i} Malha 1:

Nesse caso foram utilizados 8 elementos de contor
no, sendo todos continues, com um total de 16 pontos nodais &

ainda, 4 pontos internos, como pode ser observado na Figura 6.3a.

As condigoes de contorno adotadas nesse caso fo-

r_am:
Emr=a: ¢, =w=0 (6.4)

0s resultados obtides para essa malha sao mostra-
dos na Tabela 6.2, onde se observa que sao excelentes taznto para
0s deslocamentos como para os esforgos, correspondendo a solugio

exata do ptoblema.
ii) Malha 2:

Foram utilizados aqui 6 elementos de contorno, sen
do 2 continuos e 4 semi-continuos. Para resciver o problema da

descontinuidade de normal que ocorre nesse caso, utilizou-se um
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no duplo e os quatro elementeos semi-continuos j3 citados, optan
do-se por um ou pelo cutro de acordo com as condicoes de contor

no prescritas (ver item 4.4).

A malha possui ao todo quinze pontos nodais no
coentornoe. Foram calculados ainda os reseltados nos trés pantos

internos indicades na Figura 6.3b.

As condigoes de contorno, em virtude da simetria,

ficam:
Em x =0 & y = 0: ¢B = HPB = QE = 0
(6.5}
Em r = a: ¢r = W = Mra =0
{s resultados obtidos, considerando-se uma rela
cao a/t' = b/r' = 0,10 (ver Figura 5.3) para os elementos . semi

continuos, encontram-se na Tabela 6.3, sendo calculados através
dos pontos situados ao longe de um raio com inclinacac de 45° em

relagédo ao eixo x.

Comog se pode observar, esses resultados sao bas

tante satisfatorios quande comparados com a selugaoc analitica.
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10 16

12
k]

(o)

tt

12
13-4

14

15,

{(b)

Fig. 6.3 - Ploco circulor: g} malha 1 ; b) mathg 2
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Cabe ressa]tap que o0s va]ores de w, ¢r e HBB da-
des na Tabela 6.3 podem também ser calculados diretamEnte dos va
Iores obtidos atravEs do sistema de equagodes para os pontos no-
dais situados sobre os eixes x e y. 0s va]ores .as5sim obtidos
acham=s5e na Tabela 0.4 e possuen unma precisEo da mesma ordem de

grandeza daquela que foi obtida por VANDER WEEEN |3|paratmw dis-
ctetizagin analoga, utilizando equacdes adicionais para resclver

o problema da descontinuidade de norma1.

6.4 - Exemplo 3: Placa Quadrada com Carga Uniformemente Distri-

buida

Este exemplo consiste em uma placa quadrada de la
do £ = 4m e espessura h = 0,08m, submetida & wma carga uniforme-
mente distribuida g = -0,64 tf/m?, para a qual se utilizou a dis
ctetizaqio mostrada na Figura 6.4, considerando a quarta parte

da placa e utilizando as condicoes de contorno dadas abaixo:

Em y =0 ¢y = ny = Qy =0
Em x = a ¢y = W = Mxx = [}
{6.6)
Em y = a; ¢x = W = Myy =0
Em x = 0: ¢ =N _ =0 =20



TABELA 6.2 - Placa circular com a malha 1

640 160, 16, 16y 2

r_ qa* qa® " ga2- °° gqaz T qa |
’ EXATO M.E.C. EXATO M.E.C. EXATO M.E.C. EXATO M.E.C. EXATO M.E.C

0,0 1,182% 1,1828 0,0 0,0 21,3274 1,3273 1.,3274 1.3273 0,0 0,0
0,25 | 1,0503 | 1,0503 | 0,2344 | 0,2344 11,2087 71,2086 11,1212 71,1211 -0,25 | -0,2500
0,50 0 ,6996 0.,69596 20,3750 |.0,37580 0.8624 0,8523 0,5024 0.,5024 -0 50 =0,5000
0,75 00,2714 00,2714 0 ,3281 Q,SZBI D,?SBI 60,2582 -0,5288| ~0,529] -l}_;?5 -0.,7505%
1,00 0,0 0,0 0,0 | 0,0 -0,5726| -0.5727| -1,9726| -1,9736 -1,00 -1,0042

G11



TABELA

6.3 - Placa circular com a malha 2

r EE% W lE% ?y ]2 Moo ]i re 2 q,
L 3a qa’® * qa qa . qa

d

EXATO | M.E.C. | EXATO | M.E.C. | EXATO | M.E.C. | EXATO | M.E.C. | EXATO | M.E.C.

0,0 | 1.1829 | 1,1741 | 0,0 0.0 1.3274| 1,3027) 71,3274 1,3027| 0.0 0.0
0.25 | 1,0503 | 1,0825 | 0,2344 | 0,2311 | 1,2087| 1,1873| 1.,1212| 1.1241| -0,25 | -0,2413
0,50 | 0,6996 | 0,6951 | 0,3750 | 0,3724 | 0,8524| 0,8498| 0,5024| 0,5008| -0,50 | -0,4956
0,75 | 0,2714 | 6,2698 | 0,3281 | 0,3259 | 0,2687| 0,2591 -0,5288| -0,5233| -0,75 | -0,7470
1,00 | 0,0 0,0 0,0 0,0 | -0,5726| -0,5699| -1,9726| -1,9638| -1,00 | -1,0028

9ll



TABELA 6.4 - Placa circular com a malha 2, calculando os valores nos pontos situados sobre os
BiXos X e y

—
[ )]
=]

16 .
W ¢
L ga® ga* T qa? MBB
i
E.C M.E.C.
EXATO MLE'C+ EXATO "H £.C EXATO —
V. WEEEN | PROGRAMA V. WEEEN PROGRAMA V. WEEEN | PROGRAMA

0.0 1,1829 1,190 1,174 0,0 0,0Q 0,0 1,3274 1,303 1,303
0,25 1,0503 1,057 1,041 0,2344 0,2345 0.,2314 1,087 1,231 1,21
0,50 0,6996 0,705 0,693 0,3750 00,3765 0,3716 0,8524 0,826 0,813
0,75 0,2714 0275 0,268 0,3281 0,3306 0,3249 0,2587 0,267 0,275
1,00 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 -0,5726 -0,578 1§ -0,589

L1l
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| I
=03
£:2x10° t/m?
5w W v ow
o e ' 410
1T ®, t - $9
% .
14 4 ®. @. o© - f
2
Lk (Do @- o® T
(=] ) , 15
L T S S R =
[+ ] ] 0 0%

Fig. 6.4 - Ploce quodrada

Foram utilizados 8 elementos de contorno e 20 pon
tos nedais, calculando-se ainda os resultados em 9 pontos inter-

nos.

Para resolver o problema de descontinuidade da mor-
mal nos cantos da placa, foram utilizados tanto um no duplo como

& elementos semi-continuons.

Pra uma relagao a/L' = bjaf = 0,10 (ver Figura
5.3), ué resultados obtidos encontram-se nas Tabelas 6.5, 6.6 e
6.7. Esses resultados foram comparados com a solugdo analitica
calculada atqavﬁs da teoria classica de Kirchhoffll“L para pla-

cas delgadas.



TABELA 6.5 - Placa quadrada com carga unifnrme.

11¢

Desiocamentos nos pontos do conterno.

JONTO NODAL 9, (107% rad) ¢y(m'-’% rad) w (107" m)

EXATO | M.E.C. | EXATO [M.E.C.} EXATO [ M.E.C.
1 0,000 | 0,000 | 06,0000 | 0,0000{-0,7098(-0,7093
2 -0,1989(-0,1972| 0,0000 | 0,0000-0,6598}-0,6601
3 -0,3826(-0,3816| 0,0000 | 0,0000-0,5134{-0,5141
4 -0,5269|-0,5263{ 0,0000 | 0,0000{-0,2836|-0,2843
5 -0,5865|-0,5860| 0,0000 { 0,0000|-0,0535|-0,0639
6 -0,5876|-0,5878| 0,0000 | 0,0000] 0,0000| ©,0000
7 -0,5487|-0,5488| 0,0000 | 0,0000| 0,0000( 0,0000
8 -0,4301|-0,4302| 0,0000 { 0.0000| 0,0000| 0.0000
9 -0,2407|-0,2408| 0,0000 | 0,0000( 0,0000| 0,0000
10 -0,04591-0,0459| 0,0000 | 0,0000( 0,0000] 0,000
1 0,0000| 0,0000{-0,0459|-0,0459| 0,0000| 0,0000
12 0,0000| 0.0000|-0,2407 [-0,2408( 0,0008 | 0.0000
13 0,0000, 0,0000|-0,4301/|-0,4302| 0,0000] 0,000
14 00,0000 O,0000{-0.5487|-0,5488| 0,p000] . 0.0000
15 ¢,0000| 0,0000|-0,5875(-0,5878( 0,0000( 0,000C
16 10,0000] 0,0000]-0,5865|-0,5860|-0,0535|-0,0539
17 0,0000| 0,0000|-0,5269(-0,5263-0,2836|-0.2843
18 0,0000| ©,0000/|-0,3826(-0,3816{-0,5134|-0,5141
19 0,0000 | 6,0000[-0,1989|-0,1972{-0,6598|-0,6601
20 0,0000| ©.0000| 0,0000| 0,0000|-0,7098{-0,7093




TABELA 6.6 - Placa quadrada

cam c¢arga uniforme.

Deslocamentos

nos pontos internos

oONTG ¢x(104 rad) :f:y(h::t-2 rad) w {10-2 m)

EXATO M.E.C. EXATO M.E.C. EXATO M.E.C.
] -0,1844 -0,1832 -0,1844 -0,1832 -0,6734 -0,6140
2 -0,3552 -0,355] -0,1424 -0,1417 -0,4776 -0,4787
3 -0,4902 -0,4901 -0,0778 -0,0776 -0,2641 -0,2648
4 -0,1424 -0,1417 -0,3552 -0,3551 -0,4776 -0,4787
5 -0,2752 -0,2753 -0,2752 -0,2753 -0,3725 -0,3736
6 -0,3822 -0,3824 -0,151¢ ~0,15117 -0,2066 -0,2072
7 -0,0778 -0,0776 -0,4902 -0,490] -0,2641 -0.,2648
8 -0,1510 -0,1511 -0,3822 -0.3824 -0,2066 -0,2072
9 -0,2117 -0,2118 -0,2117 -0,2118 ~0,1151 -0,1155

ozl



resul tantes nos pontos internos

TABELA ©.7 - Placa quadrada com carga uniforme., Esforgos
SoNTO My (tF.m/m} Mxy{tf.mfm} Myy[tf.mfm) Q (tf/m} Qy[tf{m)
EXATO M.E.C. EXATO M.E.C. EXATO M.E.C. EXATO M.E.C, EXATO M.E.C.
1 -0,439¢( -0,4419( 0.,0378 0,0360 ~0,4396} -0,4419 O}JSEQ 0,1508 0,1529 0,1508
2 -0,3744| -0,3764; 00,0715 | 0,0717 | -0,3504| -0,3528| 0,3278 | 0,3308 | 0,1200 } 0,1243
3 -0,2410| -0,2417| 0,0960 | 0,0947 | -0,2027| -0,2033! 0,847 0,5519 | 0,0668 | 0,0666
4 -0,3504} -0,3528| 00,0715 0,0717 -0,3744| -0,37564| @,i200 ﬁ?]243 0?32?8 0.,3308
5 -0,3014| -0,3026| 0,1367 | 0,1366 | -0,3014( -0,3026| 00,2673 | 0,2635 | 0,2633 | 0,2635
6 -0,1982( -0,1985| 0,1857 | 0,1857 -0,1769 -0,1774( 0,4505 | ©,4529 | 0,1485 | 0,149%
7 -0,2027 | -0,2033| 0,0960 | 0,0947 | -0,2410| -0,2417| 0,0668 | 0,0666 | 00,5471 0.5519
al -0:1763| -0,1774 O,TGST 0,1857 | -0,1982| -0,1985| 0,1485 | 0,1499 | 0,4505 | 0,4529
9 -0,1212) -0,1273, 0,2577 | 0,257% | -0,1212| -0,1213 D,2f13 0,2708 | 0,2713 D,E?DBI

1ét
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Com este exemplo pode-se observar que mesme para
placas delgadas, o Metodo dos Elementos de Contorno aplicado 3

tecria de Reissner conduz a excelentes resultados.

6.5 - Exemplo 4: Placa Infinita com Forcas de Superficie Prescri

tas ac Longo do Furo

Seja uma placa infinita contendo um furc de diEmE
tro igual a 4m e espessura h igual a 0,40m. A discretizagao foi
realizada apenas no contorno do furo, com uma malha de B elemen

tos e 16 nos.

Foram considerados dois carregamentos diferentes,
para 0s quais calcu1atam-se os resultados em alguns pontos inter
nos, sendo que ©s va1otes obtidos foram comparados com a solucio
fundamental correspondente a resultante da carga aplicada no

furo.

0s resultados se mostraram excelentes e sao dados
nas Tabelas 6.8 e 6.9 para o problema mostrado na Figura 6.5 e
nas Tabelas 6.10 e &6.1] para o problema da Figura 6.6. Ds va-

lores de v o E sao, respectivamente, 0,3 e 2 x 10% tf/m?.
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Fig. 6.5 - Ploca infinila com forgo de superficie & prescrita.

Fig. 6.6 - Ploce infinita com momento de superfitie y presceita.



TABELA 6.8 - Placa infinita com forga de superchie z prescrita. Deslocamentos
PONTE r{m} :¢x{rad} Uy, frad) ¢y{rad) uj, (rad) w (m) uk {(m}
1 300 -0,1316 -0,1316 -0,1316 -0,13186 26,001 25,996
2 4430 -0,1823 -0,1824 -0,1823 -0,1824 48,175 48,178
3 500 -0,2347 -0,2347 -0,2347 -0.2347 77 .644 77,658

TABELA 6.9 - Placa infinita com forga de superf?cie z.prescrita.

Forgas de superficie

PONTQ

r(m) p(tFmm) | px(sfam/m) | p (efm/m) | pi(tfm) lp, (107% tf/m) [pt (107 tf/m)
1 300 -7,388 -7,391 -7,388 -7,391 -0,6664 | -~0,6667
2 400 -7,653 -7,656 -7 ,653 -7 ,656 -0,4998 -0,5000
3 500 -7,858 -7 4861 -7,858 7,861 -0,3999 -0 +4000

kel



TABELA 6,10 - Placa infinita com momento de superficie y prescrito.

Deslocamentas

PONTO r(n) fe, (107 vag) pt (107 rad)]e, (1070 rad) ut, (1670 rad)| W (m) u%,(m)
1 300 -0,4264. -0.,4266 -0,6627 -0,6630 0,1315 0,1316
2 400 -0.:4264 -0,4266 =0 6873 -0;58?5 0-1823 0,1824
3 500 =0,4264 -0,4266 -0,7083 -0,7066 00,2346 0.2347

TABELA 6.11 - Placa infinita com momento de superchie ¥ prescrito .

Forgas de superficie

PONTO r{m) px(lﬂ'-ith"f-) Jp*,_l(lﬂ'zj:%m) -py(1o"-;gﬁrﬂ} pgz(m'@ﬁ_ﬁm) p, (10 t/m) |pg, (107 té/m)
] 300 -0,09998 | -0,1000 -0,3332 | -0,3333 -1,5708 21,5714
2 200 -0,07498 | -0,0750 -0,2499 | -0,2500 -0,8836 -0,8839
3 500 2005988 | -0,0600 -0,1999 | -0,2000 -0,5655 -0 ,5657

5¢l
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6.6 - Exemplo 5: Placa Infinita com Furo Sujeita a Momento x Cons-

tante

Seja uma placa infinita de espessura h e contendo
um furo de diametro 2a, sujeita a um momente constante Hxx = Mo

no infinito.

A solugdo analitica para esse prdhlema foi obtida

por REISSHER ¢ e o5 esforgos resultantes se expressam por:
momentos:

= - - £ .
HrTrT = -{1 + v} Ao + (1 V) -

- cos 28 (2(1 -v)E, + hd Ez + 61 -} LN

r r""’

- cos 28 _QJEiEl %J&iiq
L
Fo
MBB = ={1 + w) A, - {1 - v) ;? + (6.7a}
B2 Fa
+ cos 28 2{1'”]_52'_2"‘6“'“]—“ +

r r

+ cos 26 | J2B2 112 KafC) & Ki{E)
Lz .r‘"' e z




onde:
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M . =2(1 -v) sen 28 Ey + 0,25 B? -3 fe
rﬁ w2 P

- sen 28 [1& B2, 02£12_K2[§1 yAKE), K (%)
L2 pd o# z

cuftantes:
v = 2cos 20 1Bapop, )

r v

- (6.7b)
1

v, - 2 sen 28 (B2 | D |Kz{z) + & Kifc)

r P2 2
. A8, (6.)

h

Ko{z)s Ki{z) e Ka{z) =+ fungdes de Bessel modifica

das.

As constantes que aparecem nas fﬁumﬂas (6.7) sao:

A= - %o
° 2 (1 + v)
]

A Mu a
¢ 2 {1 - V)

M

Ez = - o
4 (1 « v)

(6.3)
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M_a? Ki{u)
Bz = o
LEY ko) + %, (1)
2
-M
Dz = 0
LEY Ko(u) + K, (0)
1-3v a
. M, a* 3 Kz (u) + *G"-Ki(U) + 0,5 X, (W)
o=
5(1 -v) LY () + Kyla)
onde:
w212, (6.10)

Para esse problema, utilizou-se uma superposigao
de efeitos, como mostrado na Figura 6.7. Considerou-se a placa
sem o furo e sujeita a¢ momento constante M . = MD, somando-se a
isso 05 resultados obtidos para a placa com o furo e sujeita as

sequintes forgas de superficie:

Em r=a: Py = M_n H p

o "x =p, =0 {(6.11)

A placa foi considerada com uma relagao hfa = 0,2

As fungoes de Bessel Kﬂ e K, foram calculadas atra
ves das formulas dadas no Apendice A, A funqﬁo K, tende rapida
mente para zero a medida em que o argumento cresce e, para 05 va
lores do argumento aqui utilizades, pode ser calculada pela se-

guinte formula assintdtica [16]:



- e e

o L--—--.___,..--'———--._.A

Fig. 6.7 — Placa intinita. Superposi¢do de efeitos

¥

=
o

YA
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i) = /—— ¢ [1s 12 (6.12)
2t 8z

Discretizou-se apenas o contorno do furo, utili-

zando=se uma malha com 16 elementos e 32 pantos nodais.

0s resultados obtidos para os esfeorgdos nos pontos
internos indicados na Figura 6.8 sao comparados com as respecti
vas solugdes analiticas e encontram-se na Tabela 6.1Z2, onde se

observa que s3ao bastante satisfatdrios.

Fig. 6.8 - Placa infinita. Localizagdo dos pontos internos



TABELA 6.12 - Placa

infinita com furo £ sujeita a momento x c¢onstante

PONTO I N:qﬁ %ﬂ ’;ie * 10 :qu_ x e :MQT * 107
a ¢ 0 o 0

EXATO [M.E.C.| EXATO [M.E.C.| EXATO [M.E.C.| EXATO [M.E.C.  EXATO [M.E.C.
1 2,5 | 45,0 0,4600 [0,4600 |-0,4849 |-0,849 | 5,400 | 5,300 | 0,0000 0,0000 | 0,1472 | 0.1474
2 2,5 | 22,%|0,7600 |0,7600 [-0.3380 |-0,3379 | 1,583 | 1,582 | 0,2322] 0,2325 | 0.2322 | 0.2325
3 2,5 0,01 0,8763 |0,8763 | 0,0000 | 0,0000 [-0,116 | -0.118 | 0,4164| 0,4170 |0,0000 | 0,0000
4 2,5 | -22,5|0,7600 |0,7600 | 0,3380 [0,3379 | 1,583 | 1.582 | 0,2322 | 0,2325 |-0,2322 |-0,2325
5 2,5 | -45,00,4600 |0,4600 | 0,4849 | 0,4849 | 5,400 | 5,400 | 0,0000] 0,0000 |-0,1472 |-0,1474
6 5,0 | 45,0 0,4900 |0,4900 |-0,4956 |-0,4956 | 5,100 | 5,100 | 0,0000| 0,0000 | 0.0784 | 0,0184
7 5,0 | 22,5[0,8314 |0,8314 |-0,3485 |0,3485 | 1,482 | 1.482 | 0,0290 | 0,0291 | 0,0290 | 0,029
8 5,0 0,0 (0,974 [0,9714 | 0,0000 |0,0000 [-0,052 | -0,083 | 0.0520 | 0,0521 | 0,0000 | o,0000
9 5,0 | -22,5[0,8314 [0,8314 | 0,3485 |0,3485 | 1,482 | 1,482 | 0,0290 | 0,0291 |-0,0290 |-0,0291
10 5.0 | -45,0 | 0,4900 [0,4900 | 0,4956 [0,4956 | 5,100 | 5,100 | 0,0000 | 0,0000 |-0,018¢ |-0,0184

LEL
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CAPTTULD VII

CONCLUSDES E SUGESTOES

7.1 - Intreducao

As conclusoes e observag¢les a respeito da formula
¢d0 apresentada e de sua aplicagdo numérica serio comentadas a

sequir.

A referida formulacdo & passivel ainda de ser esg-
tendida a andlises mais complexas, e, consequentemente, o mesmo
ocorrendo para o programa computacional., Portantc, serdo tambem

apresentadas algumas sugestoes para futurcs estudos.

7.2 - Conclusoes e Observagdes

Mostrou-se aqui uma aplicagao do Metodo dos Ele-
mentos de Contorno para calcular deslocamentos e esforgos em pla

cas onde se utilizou a teoria de Reissner.

Como pode-se observar attavés dos exemplos apre-
sentados, as respostas foram satisfatOrias quando comparadas com
as respectivas solugOes analiticas, mesmo para malhas n3o muito

refinadas.

Verificou-se ainda a convergéncia do metodo atra-
ves de refinamento da malha, ou seja, utilizando-se um maior ng-

merp de elementos menores.
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0 Método dos Elementos de Contorno, quando compa-
radc com outros métodos numericos, como e 0 caso do Maétodo  dos
Elementos Finitos, apresenta algumas vantagens. 0 fato de se dis
cretizar apenas ¢ ¢contorno da rEQiEu conduz a um sistema de equa
coes menor. En geral, o tempo de computador costuma tambem ser
inferior. Além disso, o volume de dados de entrada no programa
& menor e o método representa satisfatoriamente problemas com do

minio infinite, para os quais outros méetodos naoc sao adequados.

D caleulo nos pentos internos pode ser  omitido,
caso nao se necessite faze-lo. MNesse caso, o tempo de CPU  de-

cresce consideravelmente.

Verificou-se ainda que os deslocamentos e esfor-
cos nos pontos interncs possuem precisaoe de mesma ordem de gran-
deza que os valores calculados noe contorno atraveés do sistema de

equagoes.

Cancluindo, podemos dizer que o M&todo dos Elemen
tos de Contorno aliado a teoria de Reissner, constitui um impor-
tante instrumento para a analise de flexao de placas, conduzZindo

a resultados excelentes tanto para placas espessas como delgadas.

7.3 - Sugestoes

Sdo dadas a seguir algumas sugestdes para traba-

lhos fututos:
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- implementag¢do no programa do calculo dos esfor-
¢0s no contorno, atraves das forgcas de superfi-

cie e de derivadas de deslocamentos.

~ implementagio de consideragoes de simetria, re
fletindo-se os elementos {ou refletindo ondsin

gular).

- implementacao de outros tipos de carga trans-
versal alem da uniformemente distribuida apre

sentada.

- utilizagdo de sub-regides, o que conduz a .um
sistema de equacdes cuja matriz & em banda, além
de permitir a anidlise nos casos em que a placa

ndo & homogénga, mas possui regicdes homogéneas.

- expansao da formulagido para problemas ndo linea

ras.,

- expansdo da formulagio para termo-elasticidade.
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APEHDIEE A

FUNCOES DE BESSEL MODIFICADAS Ko E K,

As fungoes de Bessel modificadas de ordem inteira
Ku{z) e Ki(2) podem ser calculadas pelas expansées polinomiais

. 20
seguintes | |, para um argumento 2 rea1:

a) para 0 < z £ 2:

K (2) = - gn[é} 1,{z) - 0,57721566 +
‘2‘2 } z"‘l
+ 0,42278420 12| + 0,23069756 || +
' 2) Z)
r '15 L
+ 0,03488590 (L] + 0,00262698 [5 s
2) Z)
YY1 3 '
+ 0,00010750 E] + 0,00000740 [E 12 (8.1)
2 2
K _ Z z)2
2y =L [z anl®] Liz) + 1+ 015883748 (2] -
z f2 2,
i ) ]
- 0,67278579 |2|" - 0.18156897 [2]° -
L2 LE
(Y8 (210
- 0,01919302 || - o0,00110404 {2] -
12 Y
12
- 0,00004685 E] (A.2)
2
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onde:
I(z) =1 + 3,5156229 t? + 3,0899424 t* +
+ 1,2067492 % + 0,2659732 t® +
+ 0,0360768 t'° + 0,0045813 t'* (A,3)
I,(2) = ¢ {:D,S + 0,87890594 t2 +0,51498869 t* +
+ 0,15084934 t* + 0,02658733 t® +
+ 0,00301532 ' + $,00032411 t‘z:] (A.4)
sendo:

t = (A.5)

Kﬂ(z) = 1,25331414 - 0,07832358 E +
Yz e : z

r’2'\ 2 r2\3

+ 0,02189568 |- - 0,.01062448 |- +
\.za kZJ
[2) 4 (2] %

+ 0,0056878712 — - 0,00251540 (= +
Lz I-ZH
|‘2‘ &

+ 0,00053208 |- {A.6)
z
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]
VZ' et

Ky(z) [1,25331414 + 0,23498619 [é] ;

]3_

2
0,03655620 ‘E] + 0,01504268 [

PR

2

L 5
- 0,00780353 E] + 0,00325614 l%] .
'l a
~ 0.00068245 %J (A.7)

Rs derivadas das fungoes K, € X1 em relacao ao ar

gumento z podem ser obtidas pelas formulas de recorréncia dadas

|2 0]

enm , ou seja:

l(v-1)wi K,.q(2) - elv+l)mi K,eq{2) = 2y i K,(z} (A.8a)
V™ Kki(z) = VT (2) - f e K (2) (A.8b)
e(v'”ﬂ'i Kv-I(Z} + e{“'ﬂ}“'i K“+]{z) = 2 e”"i K;{z} (A.8¢)
'™ ki(z) = VI (z) - f '™ K (2) (A.8d)

Com a utilizacido da formula .de. Euler. dada por
eiie = ¢cos® *+ i send, obtém-se, das equacdes acima:

de {A.8d), com v = O: Ké(z} = -Ky{z) (R.9)

2
Ko{z}-Kz{z) = - 5 Ki(2)
de {A.82) ¢ {A.8¢), comv=1: (A.10)
Ko{z]+K2{z] == 2 Ki{z}
{A.11)



138

Tirando ¢ valer Ka(2) na gquag&u {A.10) e substi-

tuindo em {A.11), chega-se a:

(i(z) = - Ky(2) - — Ka(2) (A.12)

Para fins deste texto sao definidas:

 z) + 2 E‘m - L]
i Z

B(z) = K (2) +1T ‘E:l(;] -._L.}
Z

As derivadas dessas expressoes em relagdo ao argy

I=
—
]
Ll
[}

(A.13)

mento z sao obtidas a seguir.

Considerando (A.9) e (A.12) e derivando (A.13),

obtém-se:
A'(z) = -Ki(2) - % Ky(Z) -l] -2 qu(z) . Kalz) | _]_2]
rd z z z z
. (A.14)
B'(z) = -Ki(z) - iz Ki(z) - .L] - |E"o[” ¢ KFalz) | _LJ
' 2 z z y4 2?2
Reagrupando (A.14}, fica:
A(z) = K (z) - & E’«o{z] s 2k - £
Z rd ri
- (A.15)
B'(z) = -Ki{z) - L E{u{z) 2 - £ |
Z _ P 1_
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Substituindo a primeira das equagoes (A.13) em

(A.15), obtEm-se:

a'(z)

-% E_ Ki{z} + 2 A(z]]

(A.16)

-Bf{z] A E. Ki(z) + A{zﬂ

Z
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