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O objetivo do presente trabalho é a obtenção da matriz 

de rigidez para um corpo, utilizando a formulação direta do Méto 

do dos Elementos de Contorno (MEC), em urna forma apropriada para 

a combinação com o Método dos Elementos Finitos (MEF). A sime

tria é a principal característica que esta matriz deve apresen

tar, tornando possível a utilização das técnicas computacionais 

desenvolvidas para o MEF. 

A matriz de rigidez obtida com o MEC nao apresenta a 

propriedade de simetria inerente, e são analisadas as perturba

ções que a simetrização simples da matriz (considerar a sua par

te simétrica) introduz na solução de um problema. 

Na primeira parte do trabalho é analisado o problema 

de potencial bi-dirnensional, com o estudo comparativo de resulta 

dos obtidos com as "matrizes de rigidez" simetrizadas de diver

sas formulações. 

Este estudo então é desenvolvido para a elasticidade bi

dimensional, sendo analisado com maiores detalhes o problema da 

descontinuidade de forças de superfície em pontos do contorno. Es 

ta descontinuidade é considerada com a introdução de' condições 

de canto' adicionais, ou com o conceito do Método de Galerkin, 

que utiliza as funções de ponderação decompostas em duas compo

nentes nestes pontos. 
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This work is concerned with the development of a 

stiffness matrix for a body, using a direct Boundary Element 

Method Approach (BEM), in a suitable way to couple into a global 

Finite Element Method formulation (FEM). The main property of 

this matrix must be the simmetry, to allow the use of FEM 

computational techniques. 

The stiffness matrix developed with BEM does not 

exhibit the inherent symmetry property, and the perturbations 

of the solutions are examined when the simple simmetrisation 

(by considering the simetric part of the matrix) is adopted. 

In the first part of this work the 2-Dimensional 

Potential problem is examined, and results obtained from the 

symmetric "stiffness matrix" of some formulations are compared. 

Then this research is developed for 2-Dimensional 

Elastostatics, and the surface discontinuous tractions at nodal 

points are examined in depth. These discontinuities are 

considered with the introduction of extra 'corner conditions', 

or with the Galerkin Method concept, that uses weighting 

functions at these nodal points divided into two components. 
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CAPITULO I 

INTRODUCAO , 

l,l - lNTRODUCÃO GERAL , 

A grande importância atual dos métodos numéricos para 

a solução de problemas governados por equações diferenciais, cu

ja solução analítica só é conhecida para casos muito particula

res, leva â procura de procedimentos que possibilitem uma melho 

ra na eficiência computacional, precisão, barateamento, etc. Um 

dos caminhos para se cumprir com este objetivo e a combinação de 

diferentes métodos numéricos. Esta combinação tem como finalida 

de principal utilizar o método numérico mais apropriado para ca

da região do corpo em estudo, de forma a se obter resultados mais 

precisos com a redução no número de operações e o mínimo de gas

tos operacionais. 

Com esta finalidade, será desenvolvida neste trabalho 

uma formulação que permita a combinação do Método dos Elementos 

Finitos com o Método dos Elementos de Contorno. 

O Método dos Elementos Finitos (MEF) é o método numéri 

comais difundido em todos os ramos da engenharia, sendo portan

to o método que possui maior número de pacotes computacionais a

plicativos, consequentemente as melhores técnicas computacionais 

desenvolvidas. tum método que tem um largo campo de aplicação, 

com convergência e eficiência comprovadas, mas que em certos ca

sos apresenta um comportamento pior do que o apresentado pelo Mé 
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todo dos Elementos de Contorno. Pode-se citar 2 exemplos típi

cos onde isto ocorre, que seriam as regiões de concentração de 

tensões e as regiões infinitas. 

O Método dos Elementos de Contorno (MEC) é um método 

numérico mais moderno, mas que tem experimentado um grande avan

ço nos últimos anos. Isto se deve a vários fatores, entre eles 

a sua melhor adaptação para determinados problemas específicos co

rno citado acima, e outro muito importante que é o reduzido volu

me de dados necessários para definição de urna determinada região 

em comparação com o MEF. Isto se deve principalmente ao fato do 

MEC reduzir em urna unidade a dimensão do problema, urna vez que 

a discretização é feita apenas no contorno. 

REGIÃO 1 

1 

REGIÃO li 

Fig. I.l - Região I - Elementos finitos 

Região II -Elementos de Contorno 

Para efetuar a combinação dos 2 métodos, uma matriz de 

rigidez e desenvolvida a partir da equação obtida com o MEC para 
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a região de elementos de contorno, equivalente à matriz de rigi

dez obtida com o MEF. Desta forma, o tratamento dado a esta ma

triz de rigidez é idêntico ao dado às matrizes de rigidez de ca

da elemento finito, e o problema se resolve com as técnicas com

putacionais desenvolvidas para o MEF. A região discretizada com 

elementos de contorno é tratada, portanto, como um "super elemen 

to finito". 

l,2 - REVISÃO BIBLIOGRÁFICA 

Muitos estudos foram desenvolvidos com a finalidade de 

obter a matriz de rigidez a partir do MEC na forma mais apropri~ 

da para a combinação com o MEF. A matriz obtida a partir da for 

mulação direta do MEC não tem simetria, o que direciona a pesqu~ 

sa de forma a obter uma aproximação que tome esta matriz simétri 

ca, minimizando os erros oriundos desta simetrização. A própria 

formulação do MEC não garante o equilíbrio das forças de superff 

cie, e vários procedimentos foram analisados impondo também esta 

restrição. 

Nos trabalhos de ZIENKIEWICZ, KELLY e BETTESS [ 5 ], 

I= 6 J a matriz de rigidez e obtida utilizando a minimização da 

expressão da energia interna do sistema. Com isto, chega-se a 

uma matriz simétrica, mas que não atende ao equilíbrio de forças 

de superfície. Utilizando este mesmo procedimento, G.BEER 1=15] 

desenvolve uma matriz de rigidez relacionando apenas os nós per

tencentes à interface das regiões discretizadas com o MEC e com 

o MEF, obtendo desta forma uma matriz de dimensões menores e con 

sequentemente com menor gasto computacional. 
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Uma matriz de rigidez e obtida por BREBBIA l=l] BREBBIA 

e WALKER [ 3 ] , BREBBIA, TELLES e WROBEL [ 2 ] partindo da for

mulação direta da equação que governa o problema na região de e

lementos de contorno. A matriz obtida não é simétrica, mas aso 

lução é a mesma obtida com a equaçao direta do MEC, uma vez que 

nenhuma aproximação é introduzida, e apenas operações matriciais 

são efetuadas. Para obter a simetria da matriz é definida uma 

função 'erro' nos termos que não pertençam à diagonal e a minimi 

zação do quadrado desta função fornece uma nova matriz, corres

pondente à parte simétrica da matriz original. Esta nova matriz 

é idêntica à matriz obtida nas referências [5 J e [6 ], utili

zando a expressão da energia interna. 

Uma abordagem diferente é proposta por MUSTOE e VOLAIT 

[ 4 ] em que se garante o equilíbrio do sistema impondo a restri 

ção da soma das forças de superfície se anular. Esta equaçao de 

restrição é somada ao sistema de equações gerado pela equaçao do 

MEC, e a matriz de rigidez é obtida como nas demais formulações. 

Um estudo critico feito por TULLBERG e BOLTEUS [ 8 ] 

compara os resultados obtidos com as formulações descritas aci

ma. Algumas variações são introduzidas para se garantir a sime-

triada matriz e também a condição de equilíbrio. Os melhores 

resultados são conseguidos quando a condição de equilíbrio das 

forças de superfície é imposta, como na formulação proposta por 

MUSTOE e VOLAIT [ 4 ] , mas o número de exemplos apresentados nao 

é suficiente para uma conclusão satisfatória. 

Um dos principais problemas para se obter a matriz de 
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rigidez é encontrado quando existe descontinuidade geométrica na 

superfície (cantos), onde as forças de superfície são descontí

nuas. Torna-se necessária a introdução de equaçoes adicionais pa

ra incluir os efeitos da descontinuidade e garantir a unicidade 

da solução. Estas equações extras nas descontinuidades, origi

nalmente sugeridas por CHAUDONNERET 1=7 ], são bem analisadas por 

GEORGIOU 1=9 ], que as considera como condições de contorno im

postas adicionais, introduzindo-as na forma de uma série de 'ma

trizes de transformação'. 

Outra forma de se considerar as forças de superfície 

descontínuas é a utilização do Método de Galerkin para a obten

ção do sistema de equações. Esta formulação é indicada por 

MUSTOE e VOLAIT 1=4 ], mas não é apresentado nenhum exemplo com

parativo, e também por HARTMANN e outros 1=16], que analisam a 

solução de placas utilizando a teoria de Kirchhoff. 

BREBBIA, TELLES e WROBEL 1=2] também propoem uma solu 

çao alternativa, na qual a equação integral do contorno é substi 

tuída na expressão da energia interna do sistema. A matriz de 

rigidez equivalente é então obtida com a minimização da expres

são da energia, obtendo uma matriz simétrica. Esta solução en

volve uma integração dupla. Também neste caso não é apresentado 

nenhum exemplo comparativo. 



. 6. 

I.3 - DESCRICÃO DO CORPO DA TESE 
' 

Com a finalidade de fazer um estudo comparativo de al

gumas formulações propostas, este trabalho é dividido em duas PªE 

tes. Primeiro é feito um estudo na teoria de potencial bi-dime~ 

sional para a resolução de problemas governados pela equação de 

Laplace. Na segunda parte, este estudo é desenvolvido para o 

campo da elasticidade bi-dimensional. 

Para o problema de potencial, sao analisadas três for

mulações, utilizando elementos constantes: 

i) Utilizando o sistema de equaçoes gerado pela equaçao in

tegral do MEC, com o ponto fonte localizado nos pontos no 

dais (Método da Colocação). 

ii) Gerando o sistema de equaçoes através do Método de Galer

kin. 

iii) Utilizando o Procedimento Alternativo proposto F<Jr BREBBIA, 

TELLES e WROBEL [ 2 ] • 

Uma vez que o elemento constante tem o nó l=alizado no 

seu ponto médio, não é necessário um estudo criterioso dos pro

blemas de descontinuidade da derivada do potencial no contorno. 

Para o problema de elasticidade, já com os resultados 

comparativos obtidos no estudo do problema de potencial, são an~ 

lisadas apenas duas formulações, utilizando elementos lineares. 



• 7 • 

i) Utilizando o Método da Colocação. 

ii) Utilizando o Método de Galerkin. 

Com o elemento linear, a descontinuidade de forças de 

superfície é considerada introduzindo as equações adicionais su

geridas por CHAUDONNERET 1=7 ], quando é utilizado o Método da 

Colocação. Para o Método de Galerkin esta descontinuidade é con 

siderada de uma forma mais natural, e nao e necessário 

equação extra. 

A seguir sao descritos os assuntos abordados em 

capítulo. 

nenhuma 

cada 

No Capítulo II sao definidas as equaçoes que governam 

o problema de potencial e de elasticidade bi-dimensionais. O Mé 

todo dos Elementos de Contorno e o Método dos Elementos Finitos 

são definidos de forma sucinta. A equação do MEC é apresentada 

na forma de Equação de Resíduos Ponderados, que pode ser resolvi 

da .utilizando uma aproximação do tipo Ponto de Colocação ou uma 

aproximação tipo Galerkin. São demonstradas as relações entre 

os dois métodos, e as operaçoes necessárias para se obter a ma

triz de rigidez equivalente partindo da formulação do MEC. Nes

te capítulo também é introduzida a notação utilizada em todo o 

trabalho. 

No Capítulo III é feito o estudo para o problema de p~ 

tencial bi-dimensional governado pela Equação de Laplace, que é 

o caso mais simples do estudo da teoria de campo. As trés forrou 
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lações a utilizar sao apresentadas, dando-se ênfase às integrais 

singulares que surgem na aplicação do Método de Galerkin. As 

aplicações sao feitas para dois exemplos utilizando as três for

mulações, e os resultados são comparados. 

No Capítulo IV é abordado o problema de elasticidade 

bi-dimensional. Utiliza-se a solução fundamental de Kelvin, já 

definida no capítulo II, correspondente à solução para uma carga 

unitária aplicada em um ponto de um meio infinito. As formula

ções utilizando o Método do Ponto de Colocação e o Método de Ga

lerkin são apresentadas, assim como as equações adicionais para 

problemas de descontinuidade de forças de superfície. O Método 

de Galerkin é definido de uma forma geral, e demonstrada a forma 

natural de consideração das descontinuidades. t feita a aplica

çao para vários problemas numéricos, e os resultados são compar~ 

dos. 

No Capítulo V sao apresentadas as conclusões gerais, 

baseadas nos resultados obtidos com as aplicações para os probl~ 

mas de potencial e de elasticidade. Também são apresentadas su

gestões para novos estudos e continuidade do trabalho apresenta

do. 
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CAPITULO II 
DESCRIÇÃO DO PROBLEMA E MÉTODOS DE CALCULO 

II.l - PROBLEMAS DE POTENCIAL 

Um dos problemas para o qual serao estudadas as formu

lações propostas neste trabalho é o de potencial bi-dimensional, 

governado pela equação de Laplace. Vários fenômenos físicos po

dem ser representados por esta equação, que é a mais simples do 

estudo da teoria de campo. Estes fenômenos devem estar relacio-

nados com a idéia de potencial e sua variação, ou seja, devem 

envolver "redes de fluxo" compostas por linhas equipotenciais e 

linhas de fluxo. Para regime isótropo e independente do tempo 

as linhas equipotenciais e de fluxo são ortogonais entre si. Co 

mo exemplos típicos de potencial podemos citar a transferência 

de calor em um corpo, escoamento de fluídos em meios porosos e 

torção numa barra. 

Considerando então u uma função que representa um po

tencial em um domínio íl, deve ser satisfeita a equaçao que go

verna o problema (equação de Laplace): 

em íl . 
' 

32 
-- + 
ax 2 

(II.l) 

As condições de contorno que serao consideradas sao as 

seguintes: 

i) condições de contorno essenciais 

U = U em r1 (II.2) 
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ii) condições de contorno naturais 

au 
an 

= q (II.3) 

sendo na coordenada na direção do vetor unitário n, normal ao 

contorno, apontando para fora do domínio (ver figura II.l), e q 

o fluxo nesta direção. 

domínio íl 

Fig. II.l - Definições do problema de potencial 

Em alguns casos de geometria simples e com determina

das condições de contorno, a solução do problema pode ser calcu 

lada de forma analÍ tica ( fornecendo o valor do potencial em qua.!_ 

quer ponto do domínio). Para problemas mais complexos torna-

se necessário a utilização de métodos numéricos, que fornecem uma 

solução aproximada correspondente à equação diferencial e con-
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diçÕes de contorno. Entre os diversos métodos numéricos que po

deriam ser aplicados para a obtenção de soluções aproximadas, se 

rão analisados apenas o Método dos Elementos Finitos (MEF) e o 

Método dos Elementos de Contorno (MEC). 

11,2 - PROBLEMAS DE ELASTICIDADE 

são considerados apenas problemas bi-dimensionais no 

regime elástico linear. Com estas hipóteses as relações tensão

deformação apresentam comportamento linear e as mudanças da con

figuração inicial da estrutura são desprezíveis. 

I f'2 { P" iil 

domínio fl. 

Fig. II.2 - Definições do problema de elasticidade 

O estado de tensão em um ponto do domínio é definido 

pelo tensor de tensões (Figura II. 3) . 



l
<í22 

(Í21 
---'-<~ 

i@tv12 _l_jl-Uí1 

.12. 

, onde 021 = 012. 

Cootorno 

Fig. II.3 - Tensões e forças de superfície 

A equaçao de equilíbrio estático no domínio íl do cor

po, escrita utilizando a notação indicial é: 

ªº' ' ---2:.1. + b. = O 
ôx. 

l 
J 

, i=l,2 j=l,2 

onde bj sao as componentes das forças de volume. 

(II.4) 

Indicando as derivadas no plano por vírgulas tem-se: 

o ... + bJ. = O 
lJ 1 l 

(II.5) 
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A condição de equilíbrio no contorno r do corpo forne 

ce a relação entre a força de superfície p e as tensões (ver fi

gura II.3): 

onde nj é o cosseno diretor do vetor unitário normal~, 

tando para fora do domínio, com relação ao eixo x .. 
J 

As condições de contorno podem ser: 

i) condições de contorno essenciais. 

ii) condições de contorno naturais. 

em 

O estado de deformação em um ponto é definido 

tensor de deformações específicas 

' onde E12 = E21. 

(II.6) 

apon-

(II.7) 

(II.8) 

pelo 

Definindo u como o vetor que representa o campo de 

deslocamentos, e considerando pequenos deslocamentos (onde u~ . 
1., J 

é desprezível se comparado com o valor u .. ) , tem-se a seguinte 
1.,J 
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relação entre as deformações específicas e os deslocamentos: 

1 
E

1
,J, = 

2 
(U .. + U .. ) 

J.,J J,J. 
(II.9) 

Para o material elástico, isotrópico, e considerando 

Estado Plano de Deformações, a lei de Hooke fornece a relação en 

tre as tensões e as deformações específicas: 

2 G v 

1-2 v 
(II.10) 

sendo G o módulo de elasticidade transversal, v o coeficiente de 

Poisson e ºij o delta de Kronecker, que tem a seguinte 

çao: 

ºij = 1 se .i=j 

' O se i ""J. uij = r 

defini-

Substituindo a equaçao (II.9) na equaçao (II.10) ob

tém-se a expressão das tensões em função das derivadas dos des 

locamentos, que substituída nas equações de equilíbrio (II.5) e 

(II.6) fornece as conhecidas equações de equilíbrio de Navier: 

G uJ. ,kk + 
1-2 v 

G em íl (II.11) 

e 

2 G v 
uk,k n. + G (u .. + u .. ) n. = p. em r 

1-2 v 1 J.,J J,J. J 1 
(II.12) 
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As equaçoes (II.11) e (II.12) definem o problema de 

elasticidade, relacionando todos os campos de deformações, ten

sões e deslocamentos. 

Uma solução analítica que satisfaça estas equaçoes pa 

ra um contorno qualquer é de difícil obtenção. Como mencionado 

anteriormente para o problema de potencial, as equaçoes acima se 

rao analisadas utilizando-se o Método dos Elementos de Contorno 

e o Método dos Elementos Finitos. 

As equaçoes anteriores foram definidas para o Estado 

Plano de Deformações. Para serem aplicadas em um problema de E~ 

tado Plano de Tensões (que seria outra aplicação da elasticidade 

bi-dimensional), basta substituir v por v, onde 

-
V = V (II.13) 

1 + V 

Uma vez definidos os campos de aplicações, será feita 

uma análise dos métodos numéricos que serão utilizados para a ob 

tenção das soluções aproximadas para o problema. 

ll.3 - 0 MÉTODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO 

No Método dos Elementos de Contorno sao estabelecidas 

funções aproximadas que satisfaçam as equações que governam o 

problema em seu domínio, mas que aproximam as condições de con

torno. Desta forma, corno será visto detalhadamente a seguir, o~ 

têm-se uma equação integral relacionando apenas os valores nocon 

torno, reduzindo em urna unidade a dimensão do problema. 
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Para estabelecer as equaçoes do MEC, serao analisados 

separadamente o problema de potencial e o problema de elasticida 

de. 

II.3.1 - O Mlé:TODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO PARA O PROBLEMA DE 

POTENCIAL 

A formulação do Método dos Elementos de Contorno será 

deduzida a partir do Método dos Resíduos Ponderados. Consideran 

do então o problema definido na figura (II.1) e pelas equaçoes 

(II.1), (II.2) e (II.3), o Método dos Resíduos Ponderados forne

ce a seguinte relação [l ] : 

onde q (x) = clu(x) 

an 

=j [q(x)-q{x) ]u* df(x) -

f2 

- j [u(x)-U(x) Jq• df(x) 

f1 

e q* = au* 

an 

(II.14) 

A função u* é a função de ponderação, e deve ter a pr~ 

meira derivada contínua. Para os problemas de contorno é utili

zada como função de ponderação uma solução particular que satis

faça as equaçoes que governam o problema. Esta solução, conhec~ 

da como "solução fundamental", corresponde à solução para uma 

fonte concentrada unitária atuando em um ponto •~•, sendo portag 
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to a solução da seguinte equaçao: 

í/ 2 u*(F;,x} + ll(F;,x} = O (II.15) 

onde ll(F;,x} e a função delta de Dirac, que tem as seguintes pro

priedades: 

ll(F;,x} = O se se/ x 

ll(F;,x} + 00 se s = x 

t g (xl' 1( ,x) díl (x) • g ((( , ( e íl 

Para o caso bi-dimensional isotrópico, a solução para 

a equaçao (II.15) é a seguinte: 

u*(F;,x} = 1 

2TT 
in ( 1 ) 

r 
(II.16) 

onde 'x' é um ponto qualquer do domínio (chamado 'ponto campo'}, 

's' é o ponto de aplicação da fonte unitária (chamado 'ponto fon 

te'} e 'r' é a distância entres ex. 

Uma vez definida a solução fundamental, integra-se por 

partes duas vezes o lado esquerdo da equação (II.14) e após sim

plificações obtém-se a seguinte expressão [ 1 ] : 
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j S<x)u•(C,x)dr(x) -

f2 

j q(x)u*(l;,x)df(x) +j 
f1 f2 

u(x)q*(l;,x)df(x) +j u(x)q*(l;,x)df(x) 

f1 

(II.17) 

Considerando q(x) = q(x) em r 2 , u(x) = u(x) em r 1 e 

r = f1 + r 2 , a equação (II.17) pode ser escrita na seguinte for

ma mais compacta: 

t•(x) [•'u•(C,x) }díl(x) - - t q(x)u•(C,x)dr(x) + 

+ !, u(x)q•((,x) dr(xl (II.18) 

Com a equaçao (II.15) e utilizando a propriedade da 

função delta de Dirac, tem-se que: 

l:(x) [''u•(C,x) Jdíl(x) - - t u(x) [><e,x) Jdil(x) - - u(C) 

(II.19) 

A equaçao (II.18) fica então na forma: 
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(II.20) 

A equaçao (II.20) fornece o valor da função potencial 

u em qualquer ponto~ do domínio, em função dos valores no con

torno. Para que esta equação também forneça o valor da função 

u em um ponto~ do contorno, pode-se utilizar a seguinte alterna 

tiva \=l ]. Inicialmente o domínio é aumentado de um semi-círcu 

lo de raio E com centro no ponto~. passando portanto a conteres 

te ponto. Com o ponto~ no domínio, a equação (II.20) não apre

senta singularidades, podendo então ser escrita para o contorno 

resultante, ficando os domínios de integração em função do raio 

E. O cálculo dos limites das integrais quando E tende a zero for 

nece a expressao desejada: 

C(()u((l +jr u(x)q•((,x)dr(x) ~ jrq(x)u•((,x)dr(xl 

(II.21) 

As integrais na equaçao (II.21) passam a existir no~ 

tido do valor principal de Cauchy se o ponto~ pertencer ao con

torno. O valor de C(~) depende da posição do ponto~- Para po~ 

tos do domínio tem-se C(O = 1, o que reproduz a equação (II.20)_, 

e para pontos externos C(~) = O. Para pontos em um contorno sua 

ve, ou seja, que não pertençam a um ponto de descontinuidade ge~ 

métrica, tem-se C(~) = 1/2. Para outros casos,a sua contribuição 

pode ser obtida através da condição decorrente da utilização das 

equaçoes para o problema no qual o potencial é constante, como 
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será visto com detalhes no capítulo III, o que evita o cálculo 

explícito do seu valor. 

A equaçao (II.21) pode ser aplicada para qualquer pon

to do contorno. Com a finalidade de obter urna solução numérica 

para o problema, o contorno ré dividido em urna série de segmen

tos (elementos), sobre os quais sao interpolados os valores do 

potencial u e da sua derivada q, em função dos valores nos pon

tos nodais funcionais. A geometria do elemento é interpolada em 

função dos valores nos pontos nodais geométricos (ver figura II.4). 

Para o elemento linear estes pontos nodais coincidem. Deve-se ob 

servar que a equação (II.21) relaciona apenas valores no contor 

no. 

nos funcionais 

nós funcionais: nós geométricos 
nós geométricos 

Fig. II.4(a) Elementos constantes (b) Elementos Lineares 
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Os valores deu e q em cada ponto de um elemento t sao 

dados pelas seguintes expressões: 

ut(x) = l Nk(n) utk 

k 

t , Nk(n) qtk q (x) = l 

k 

(II.22) 

(II.23) 

onde a função de interpolação Nk(n) é definida pelas coordenadas 

intrínsecas n,n e I= -1,1 ], e utk e qtk são os valores deu e q 

no k-ésimo ponto nodal do elemento t. 

As coordenadas cartesianas x~ ao longo de um elemento 
l 

rt sao expressas em termos das funções de interpolação Nk(n) e 

das coordenadas dos extremos dos elementos xik 

tk x. 
l 

Notar que o numero de nós necessários 

ut(x) ou qt(x) e xi podem ser diferentes em geral. 

(II.24) 

para definir 

O valor de u(s) pode também ser interpolado em função 

dos valores nos pontos nodais do elemento no qual encontra-se o 

ponto S• Utilizando a coordenada intrínseca n', n' e 1=-1,1 ],e 

nk sendo u o valor deu no k-ésimo ponto nodal do elemento corres 

pendente, tem-se 

u(s) = l Nk(n')unk 

k 

(II.25) 
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Supondo então que o contorno tenha sido dividido em m 

elementos rt, pode-se escrever a equação (II.21) na seguinte for 

ma, válida para qualquer ponto do contorno: 

L e (n') Nk (n') unk 

k 

m 

+ I 
t=l 

m 

I 
t=l 

tk 
u = 

(II.26) 

Tendo em vista que as funções de interpolação sao ex

pressas em termos de uma coordenada adimensional n, deve-se es

crever df(x) em relação a esse sistema de coordenadas intrínse-

cas: 

ar = 1 '.! 1 an (II. 27) 

onde o Jacobiano da transformação e dado por: 

1 '.! 1 . /1 dx, ] 2 
+ [ dx2 ] 2 

(II. 28) 
dn dn 

Substituindo a expressao (II.27) na equaçao (II.26) ob 

tém-se: 
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m ]:/•((,x)Nk(ol 1:!Iª•] tk I C(n')Nk(n')unk + I I u = 
k t=l k 

m :Lu•((,x)Nk(ol 1:!Iª• 1 tk I I q (II.29) 
t=l k 

Para obter um sistema de equaçoes lineares, o Método 

dos Resíduos Ponderados é aplicado na equação (II.29), o que for 

nece a seguinte expressão: 

m 
+ I I 
t=l k 

m 
I I 

t=l k 

I C(n')Nk(n')unk]dr(i;l + 
k 

l l, •'<,1:1:,••<,,x1~<,11:!Iª•] ª"" l 
!l;•m ]:,u•((,xl~<•I 1:!Iª• }rm] tk 

q 

Jl=l, ..• ,s 

tk u = 

(II.30) 

onde as funções w2 (i;) pertencem a um conjunto de funções de pon

deração independentes. O número S de funções é definido de modo 

a ser obtida solução única para o problema, após serem definidas 

as condições de contorno [ 4 ] . 
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A escolha conveniente das funções de ponderação wt(s) 

pode fornecer uma aproximação tipo Ponto de Colocação ou uma a

proximação tipo Galerkin para a equação (II.30). Estas duas a

proximações serão analisadas em detalhes nos capítulos III e IV. 

Substituindo as funções de ponderação na equaçao (II.30), 

um sistema de equações lineares é obtido, o qual pode ser coloca 

do na seguinte forma matricial: 

H U = G Q (II. 31) 

onde os elementos das matrizes H e G correspondem às integrais ao 
~ ~ 

longo dos elementos de contorno indicadas na equação (II.30), e 

os vetores U e Q contém os valores do potencial e da derivada do 

potencial em todos os pontos nodais. Como em cada ponto nodal é 

conhecido o valor do potencial 'u' ou da sua derivada (fluxo) 'q: 

a resolução do sistema definido por (II.31) fornecerá o valor das 

incógnitas nodais. Com todos os valores nos pontos nodais dooo~ 

torno conhecidos, o valor do potencial em qualquer ponto do domí 

nio é obtido utilizando a equação (II.20). 

II.3.2 - O MtTODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO PARA O PROBLEMA DE 

ELASTICIDADE 

Para o problema da elasticidade, o procedimento para 

definição das equações básicas do MEC é o mesmo utilizado para o 

potencial. Considerando então o problema definido na figura 

(II.2), onde um corpo está em estado de equilíbrio sob a ação de 

cargas e deslocamentos prescritos, o Método dos Resíduos Ponde-
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rados fornece [ 1 ] : 

o. . . (x) 
1.J '1. 

+b.(x) Ju• díl(x) =j 
J J 

r2 

+ j [ i\ (x) -uj (x) ]Pj dr (x) 

r, 

(II.32) 

onde pj = ºjk nk sao as forças de superfície correspondentes a 

solução fundamental u,. 
J 

Integrando por partes o lado esquerdo da equação(II.32) 

duas vezes, a seguinte expressão é encontrada l=l ]: 

º'· . uJ. (x)díl(x) = 
1.J '1. 1 

~- (xlu•dr(x) -
J J 

r2 

j p. (xlu• dr(x) + 
J J 

r l 
j u. (x) p•dr (x) 

J J 

r, 
+ j uj (x)pj dr (x) (II.33) 

r2 

Como solução fundamental será considerada a solução no 

meio elástico isotrópico infinito para uma carga unitária aplic~ 

da em um ponto 's', em uma direção 'k'. Isto corresponde a solu 

ção da equação de equilíbrio 

ok* ... + 8J.k A(s,x) = O 
1.J '1. 

(II.34) 
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onde li(l;:,x) é a função delta de Dirac e ºjk é o delta deKronecker. 

Substituindo na segunda integral da equação (II.33), 

j ok* ... u. (x)díl = 
l.J,]. J 

íl 

(II.35) 

Considerando então p. = p. em f 2 , uJ. = u. em f 1 J J J 

r = f 1 + f2, e substituindo a expressão (II.35) em (II.33), na 

qual é introduzido o índice 'k' para considerar a direção da car 

ga unitária, obtém-se: 

* pk. (1;: ,x) df (x) 
J . 

p.(x)u*k.(1;:,x)df(x) + 
J J 

(II.36) 

A solução fundamental (equação (II.34)), conforme des

crito anteriormente, corresponde à solução de Kelvin para o es

paço infinito, que fornece a seguinte solução para o problema de 

Estado Plano de Deformações: 

1 

8'ff G (1-v) 
[ (3-4v) .R,n ( 1 

r 
+r,,r,j] (II.37) 
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1 

41T (1-v) r lar 
an 

- (1-2v) (r n. - r . nk) 
,k J , J 

(II.38) 

onde nj sao os cossenos diretores do vetor unitário n normal a 

superfície, apontando para fora do domínio, ºkj é o delta de 

Kronecker, 'r' é a distância do ponto em consideração 'x' (pon

to campo) ao ponto de aplicação da carga 's' (ponto fonte), G 

o módulo de elasticidade transversal e v o coeficiente de Pois-

son. 

Sendo as cargas unitárias aplicadas em cada direção 

independentes, os valores de ukj(s,x) e pkj(s,x) representam o 

deslocamento e força de superfície na direção 'j' no ponto 'x', 

correspondentes a uma força unitária atuando na direção 'k' do 

ponto 's', conforme mostrado na figura (II.5) para k=l. 

x2 

r 

p,1 Xi 

Fig. II.5 - Deslocamentos e forças de superfície 

(solução fundamental) 
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Considerando as forças de volume bj nulas por simplic~ 

dade (não introduzem nenhuma incógnita adicional no problema), e 

trocando o índice 'k' por 'i', a equação (II.36) é escrita na 

forma: 

u. (0 + j u. (x)p'. (E;,x)dr (x) = ]_ J . l-J 

r 
j p. (x)u,. (t;,x)dr(x) 

J ]_J 

r 

(II.39) 

A equaç ao (II. 3 6) ou (II. 3 9) é conhecida como "Iden ti -

dade de Somigliana" para deslocamentos, e pode ser obtida (ver 

TELLES [12] ) também por reciprocidade com uma solução singular 

da equação de Navier que satisfaz: 

G 
G ui,J',kk + u,k k' + 6 .. A(t;,x) = O , 

l-2v i ' J iJ 
(II.40) 

solução esta que corresponde a solução fundamental definida na 

equaçao ( II. 34) . 

A equaçao (II.39) fornece o valor do deslocamento u 

em qualquer ponto do domínio. Analogamente ao que foi descrito 

para a equação (II.21) no problema de potencial, deve-se colocar 

a equação (II.39) na forma abaixo, para que também represente o 

deslocamento em pontos do contorno: 

e .. (s)u. CE;) + 
]_J J j u. (x) p'!'. (E; ,x) ar (x) = 

J l-J 

r 
j p. (x)u,. (E; ,xl ar (x) 

J l-J 
f (II.41) 
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onde, sendo ôij o delta de Kronecker, tem-se: 

cij (0 = ô .. 
1J 

para s E íl 

ô .. 
e .. ls l = 2..1 para s em contorno suave. 

1J 2 

Se o pontos nao pertencer a um contorno suave, o cál-

culo do valor de e .. (sl torna-se mais trabalhoso, mas pode 
1] 

ser 

evitado utilizando um deslocamento de corpo rígido, o que subs 

titui o cálculo explícito do seu valor. 

Para obter-se uma solução numérica do problema utili

zando a equação (II.41) que relaciona apenas valores no contor

no, o mesmo é dividido em uma série de segmentos, sobre os quais 

sao interpolados os valores dos deslocamentos u e das forças de 

superfície p, em função dos valores nos pontos nodais de cada 

elemento. Diz-se então que a estrutura está "discretizada" (ver 

figura II.4). 

k 
Sendo N (nl as funções de interpolação 

tk 
e u. 

J 
e 

tk p. 
J 

os valores deu. e p. no k-ésimo ponto nodal do elemento t, defi 
J J 

ne-se que: 

tk u. 
J 

(II.42) 
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Colocando uj(ç) também em função dos valores dos des

locamentos nos pontos nodais do elemento correspondente 

obtém-se: 

nk u. 
J 

(II.43) 

Supondo então o contorno discretizado em m elementos 

rt, e utilizando a transformação de df(x) para a coordenada 

adimensional n indicada na equação (II.27), a equaçao 

assume a seguinte forma para qualquer ponto do contorno: 

e .. (n')Nk(n'lu~k + 
m [ r P'. {C,x)if (o) IJ Ido }tk I I I 

k lJ J t=l k lJ ~ J 
-1 

m [[ :!; ((,xlif<cl 1,1dc] 
tk I I pj 

t=l k 

(II.41) 

= 

(II.44) 

Aplicando o Método dos Resíduos Ponderados para a ob

tenção de um sistema linear de equações: 

k nk] c .. (n'lN (n'lu. df(ç) 
lJ J + 

m 

11 :• <ti [ LPl; (é,x)if (e) 1, Ido }r «l) tk + I I u. = 
t=l k J 

m li:'(() [ L ut; <t ,xi•• (oi le ido }r (C) l tk 
I I pj , 9-=l, .. ,S 

t=l k 
(II.45) 
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As mesmas observações feitas para as funções de ponde

raçao Wi(~) na equação (II.30) se aplicam também neste caso. Subs 

tituindo portanto as funções de ponderação adequadas,obtém-se um 

sistema de equações lineares representado na forma matricial: 

H U = GP (II.46) 

As matrizes H e G sao matrizes quadradas de ordem NN, 

sendo NN o número de graus de liberdade do sistema (igual a duas 

vezes o número de nós ao longo do contorno). Os elementos des

tas matrizes correspondem às integrais ao longo dos elementos de 

contorno indicadas na equação (II.45). Os vetores U e P contém 

os valores nodais dos deslocamentos e forças de superfície. 

Uma vez definidas as condições de contorno, a solução 

do sistema fornecerá os valores incógnitos e, consequentemente,o 

valor do deslocamento em qualquer ponto do domínio pode ser de

terminado utilizando a Identidade de Somigliana (equação(II.39)). 

Derivando a Identidade de Somigliana com relação às coordenadas 

do ponto fonte •~•, obtém-se as deformações específicas com a 

expressão (II.9), que substituída na lei de Hooke, 

(II.10), fornecerá as tensões no ponto •~•. Estas 

expressao 

expressoes 

para as tensões já estão deduzidas e podem ser encontradas nas re 

ferências [ 1 J , [ 2 J , [ 9 J , [12] . 



.32. 

11,4 - Ü MÉTODO DOS ELEMENTOS FINITOS 

O Método dos Elementos Finitos pode ser deduzido tam

bém a partir do Método dos Residuos Ponderados. Como a finalida 

de deste trabalho é encontrar a matriz de rigidez utilizando o 

MEC numa forma compativel com a formulação do MEF, é feita ape

nas uma dedução sucinta deste método (modelo de deslocamento),de 

forma a facilitar a visualização da compatibilidade. Uma análi

se mais criteriosa pode ser vista nas referências ZIENKIE'WICZ [6] 

e BREBBIA E CONNOR [13] • 

Integrando por partes a equaçao (II.14) para o probl~ 

ma de potencial, obtém-se a expressão: 

l <i(x)u•dr(x) -

r2 

l q(x)u•ar(xl -

r1 

-l [u(x) -U(x) }• dr(x) (H.47) 

f l 

Substituindo u* pela variação (ou incremento virtual) 

ou do potencial, o que fornece ou= O em r 1 , e considerando que 

a função aproximada satisfaz as condições de contorno essenciais 

(u(x) = u{x) em f1) obtém-se: 

u au(x) 

ax. 
1. 

q (xl ou dr (xl (II.48) 
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Dividindo o domínio em uma série de 'elementos fini-

tos', e assumindo que a variação deu e ou em cada elemento é a

proximada pelos valores nos pontos nodais e uma série de funções 

de interpolação, pode-se escrever, utilizando notação matricial: 

au (x) ª* n 
<l> un = u = 

ôx. 3x. 
~X, ~ 1 

1 1 

ou = <l> oun 

ôou = 

As forças de superfície no contorno, também 

em segmentos, são dadas por: 

(II.49) 

dividido 

(II. 50) 

Substituindo na equaçao (II.48), na forma matricial,o!?_ 

tém-se: 

díl (x( ] 

Como oun,T pode ser qualquer, encontra-se 

relação: 

a 

n 
~e' 

(II. 51) 

seguinte 



<!> 
~X, 

]. 
dn(xl] = I 

e' 

ou 

K U = M Q 

. 34. 

[j <!>T 1/J 

r e' 

n 
~e• (II.52) 

(II.53) 

onde os vetores u e Q contém os valores do.,potencial e da deriva 

da do potencial nos pontos nodais, a matriz~ é uma matriz glo-

bal obtida com a distribuição das contribuições de (J <!>T <!> cl(J) 
n -X. ~X, .. e l. i 

de todos os elementos do domínio, e M uma matriz obtida com a 
~ 

distribuição das contribuições de [f 
re' 

mentes do contorno. 

~ dr) de todos os ele-

Da mesma forma pode-se escrever para o problema de e

lasticidade,integrando por partes a equação (II.32) e com força 

de volume nula: 

j ~- (x)u,dr(x) -
J J 

r2 r 
p. (x)u,dr (x) 

J J 
r, 

+ r [Uj (xl - "; (xl ] Pj dr(xl 

r, 

+ 

(II. 54) 

Substituindo u* pelo deslocamento virtual ou, e sendo 

as condições de contorno essenciais satisfeitas, isto é, u(x) = 



a. . OE .. dQ (x) 
l] l] 

ou em forma matricial: 

.35. 

p. {x) ou .dr (x) 
J J 

(II.55) 

(II.56) 

Discretizando o domínio, a variação deu e ou e escri

ta em função dos valores nos pontos nodais e funções de interpo

lação em cada elemento: 

Diferenciando os deslocamentos, chega-se as 

çoes (equação (II. 9)) : 

(II.57) 

deforma-

(II.58) 

as quais fornecem as tensões utilizando a lei de Hooke (equação 

(II.10) l: 

n 
a = D E = D B u (II .59) 
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Com as forças de superfície também interpoladas,(e:ruação 

(II.50), obtém-se: 

díl lxl ] 

(II.60) 

ou 

K U = M P (II.61) 

onde os vetores u e P contém os valores dos deslocamentos e for

ças de superfície nos pontos nodais, a matriz K (matriz de rigi

dez) é obtida com a distribuição das contribuições de [J BT DB díl] s:e ~ ~~ 

de todos os elementos em uma matriz global, e M uma matriz obti-
~ 

da com a distribuição das contribuições ae(Jre' ~T ~ ar] de to-

dos os elementos de contorno. 

ll,5 - ÜBTENCÃO DA MATRIZ DE RIGIDEZ ÜTJLJZANDO O MÉTODO DOS , 

ELEMENTOS DE CONTORNO 

Nos parágrafos anteriores foi demonstrado que as for

mulações do MEC e do MEF podem ser definidas a partir do Método 

dos Resíduos Ponderados. Esta base comum facilita a visualiza

çao da relação entre os dois métodos e a forma de combiná-los, o 

que é mostrado a seguir. 

O MEC fornece (equação (II.31) ou equaçao (II.46)): 
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H U = G P (II .62) 

e o MEF fornece (equação (II.53) ou equaçao (II.61)): 

K U =MP (II.63) 

Com a finalidade de obter a matriz de rigidez no caso 

de Elasticidade (ou uma matriz equivalente para Potencial) utili 

zando o MEC, a equação (II.62) será transformada de forma a iso

lar do lado direito da igualdade o vetor de forças nodais equiv~ 

lentes F =MP, como obtido com o MEF, onde a matriz M depende 

das funções de interpolação utilizadas para os deslocamentos e 

forças de superfície (ou potenciais e fluxos): 

M = l 
e' j ij)T ij; df 

re' 

(II.64) 

Multiplicando portanto a equaçao (II.62) pela inversa 

de G: 

(II.65) 

e pré-multiplicando pela matriz M obtém-se: 

M G-l H U = M P (II.66) 

Definindo então uma matriz: 

(II.67) 
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a equaçao (II.66) fica na fonna: 

(II .68) 

equivalente à expressao (II.63) do MEF. A matriz Ku correspon

de então a uma matriz de rigidez, que entretanto não resultou si 

métrica utilizando esta fonnulação descrita. Esta falta de si

metria, que alguns autores (BREBBIA [ 1 J) justificam como devi-

do a aproximações envolvidas, é bem demonstrada pelo GEORGIOU 

[ 9 J , que conclui que a razão numérica para isto é que o proce~ 

so de integração para a fonnação da equação inicial nao é tnn pr~ 

cesso simétrico. Entretanto foi encontrado que o grau de assi

metria não é acentuado, e que se a matriz for simetrizada na for 

ma: 

(II.69) 

os resultados obtidos com esta nova matriz simétrica K5 aindasão 

muito bons. 

Esta fonna de simetrização (considerar a parte simétr.!_ 

cada matriz ~u) pode ser justificada definindo um 'erro' nos ter 

mos fora da diagonal da matriz Ku. s Sendo kij um coeficiente qual-

quer a determinar, o erro pode ser escrito em função dos termos 

k~j e kji na fonna 

)] (II. 70) 
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O quadrado da função erro 0ij pode ser minimizado com 

s 
a kij , 

que fornece: 

2 ks
1
.J. - k~ .- k~. = O 

1] ]1 

u u ] k .. + k .. 
1] ]1 

relação 

(II.71) 

(II. 72) 

Esta mesma expressao (II.69) pode ser obtida para a rn~ 

triz de rigidez, partindo da expressão da energia total de um sis 

terna. Porém esta matriz é obtida utilizando considerações de si 

rnetria dos princípios da energia, os quais não se aplicam exata

mente para operadores integrais. Logo, a simetria da matriz Ku 

não pode ser justificada com esta abordagem (BREBBIA e outros 

[2 ]l. 

II.5.1 - UM PROCEDIMENTO ALTERNATIVO 

Urna abordagem alternativa, indicada na referência [ 2], 

pode ser utilizada partindo da expressão da energia total. Esta 

abordagem será descrita abaixo para o problema de potencial; pa

ra o problema de elasticidade o procedimento é semelhante. 

A expressao da energia total para um problema de po

tencial pode ser escrita corno [ 2 J: 
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TT = au díl - j 
f2 

q u df {II.73) 

sendo qi o fluxo na direção do eixo coordenado xi nos pontos do 

domínio íl. O primeiro termo de {II.73) corresponde à energia in 

terna e o segundo à perda de energia devido às fontes externas. 

Considerando que a função 'u' satisfaz a equaçao de 

Laplace, a integral de domínio é convertida em urna integral de 

contorno utilizando a integração por partes: 

que deve ser entendida corno 

-j q{~)u{~)df(~) 

f2 

{II. 74) 

(II. 75) 

Com o contorno discretizado, os valores deu e q po

dem ser definidos por: 

u (x) = q,T (x) U 

(II.76) 

onde o vetor q, contém as funções de interpolação e os vetores U 

e Q os valores do potencial e da derivada do potencial nos pon-

tos nodais. 
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A equaçao (II.21), repetida para facilitar: 

(II. 77) 

pode ser escrita na forma: 

(II.78) 

onde 

h T (i;) = I L q*(i;,x) cJ>T (x) dr (x) 
e 

(II.79) 

gT(i;) = I j u• l<,xl cJ>T (x) dr (x) 
e 

re 

Substituindo a equaçao (II.78) na expressao da energia 

total, equação (II.75), obtém-se: 

7[ = 1 

e ( i; l 

(II.80) 

onde Q contém os valores nodais prescritos da derivada do poten

cial. 
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Da equaçao (II.31), obtém-se: 

Q = G-l H U =CU 

que substituindo na equaçao (II.80) fornece: 

1 UT [ ~T ~l 1[ = 
2 ~ 

sendo 

B2 e t 

e - CT ~2] ~ -UT 
[ "T 

l <!>(!;) hT(i';)df(i;) 
e< i:; l ~ 

BlT - ~,•] Q 

Calculando a primeira variação do funcional IT, 

çao (II.82), o equilíbrio é obtido com a condição: 

ÓIT = oIT óU = O 
au 

que fornece o sistema de equaçoes lineares: 

onde 

(II.81) 

(II.82) 

(II.83) 

equa-

(II.84) 

(II.85) 



F = 

1 

2 

Q 
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{II. 86) 

{II.87) 

A "matriz de rigidez" Kª obtida com esta formulação e 

uma matriz simétrica {observar que a matriz Bl é simétrica), mas 

também neste caso foram utilizadas considerações de simetria dos 

princípios de energia que não se aplicam a operadores integrais 

{como na formulação anterior). Cabe ressaltar que a obtenção das 

matrizes Bl e B2 envolve uma integração dupla, o que inevitavel

mente levará a um grande acréscimo do tempo computacional. 
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CAPlTULO III 

APLICAÇÕES PARA PROBLEMAS DE POTENCIAL 

III,l INTRODUCÃO , 

Para as aplicações em problemas de potencial bi-dimen

sional foi utilizado o elemento constante. Neste caso o contor

no é discretizado em m elementos, e os valores deu e q sao con

siderados constantes em cada elemento e iguais aos valores no nó 

localizado no seu ponto médio. As funções de interpolação por

tanto são iguais à unidade (N(nl = 1). 

nó funcional 

\.. 

Fig. III.l - Elemento Constante 

Para o elemento de configuração retilínea, sendo L o 

comprimento do elemento, o valor do Jacobiano é dado por: 

(III .1) 

A equaçao (II.30) então assume a seguinte forma: 
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9-=l, ... ,S (III.2) 

O números de funções de ponderação é igual ao número 

de graus de liberdade (no caso igual ao número de nós m). 

A seguir serao analisadas as formulações que sao utili 

zadas para as aplicações em problemas de potencial bi - dimensio

nal. 

III.2 MÉTODO DA CoLocAcÃo , 

Para utilizar o Método da Colocação sao utilizadas co

mo funções de ponderação as seguintes funções delta de Dirac: 

9-=l, .•. ,m (III .3) 

onde ~9, sao pontos selecionados no contorno coincidentes com os 

pontos nodais. Substituindo estas funções na equação (III.2) e 

utilizando a propriedade da função delta de Dirac obtém-se: 

[j l ] Lt 9, t m 
-q*(~ ,x)dn u = l 
2 t=l 

-1 

9-=l, ..• ,m (III.4) 
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que correspondem à equaçao direta do MEC (II.21) aplicada com a 

fonte unitária localizada em cada ponto nodal. Neste caso, como 

os pontos nodais estão localizados nos pontos médios dos elemen 

tos, o valor de C(s 2 ) será sempre igual a!. Portanto, para ca-
2 

da ponto fonte 2, a equação (III.4) pode ser colocada na forma: 

1 2 m - m 
qt u + I h2t 

ut = I g2t (III.5) 
2 t=l t=l 

onde 

- r L
2
t 

2 
h2t = q* (s ,x) dn (III.6) 

-1 

L Lt 2 (III.7) g2t = u*(s ,x)dn 
2 

Variando 2 de 1 a m obtém-se o sistema de equaçoes li-

neares: 

H U = G Q (III. 8) 

onde os elementos da matriz H serao os seguintes: 

-h. = h. se i;ij 1.j 1.j 

(III.9) 

h. h. + 
1 = - se i=j 1.j 1.j 2 
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As integrais indicadas em [III.6) e (III.7) podem ser 

resolvidas analiticamente no caso de elementos constantes. Como 

para elementos de ordem superior estas integrais são mais traba

lhosas, elas são calculadas numericamente utilizando pontos de 

integração de Gauss (ver apêndice 1) para uma maior gereralidade , 

exceto para os elementos que contém o ponto singular. Neste ca

so é utilizada a solução analítica para o cálculo de gii: 

= jl Li [_!_ 
2 2TT 

-1 

1 ] Li 1 l',n ( - ) d Tl = - l',n 
r 2TT 

(III.10) 

e para obter o valor de hii é aplicado um potencial unitário oons 

tante em todo o contorno do problema, o que fornece um fluxo i-

gual a zero em todos os pontos nodais. Chamando I este 

de potencial constante 

tem-se que (para regiões finitas): 

e 

H I = O 

m 

I 
j=l 

h .. 
1J 

= o. (i=l, ... ,mi 

campo 

(III .11) 

(III,12) 

Logo, obtém-se para o valor de h. . [domínios finitos): 
11 



m 
h .. = 

l. l. I 
j=l 
j;il 

h .. 
l. J 
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(i=l, ••. ,ml (III.13) 

Utilizando este procedimento para o cálculo de h .. e-
1.1. 

vita-se o cálculo da integral (III.6), e também o cálculo explí-

cito do valor de C(n'l. 

Para o elemento constante, a matriz ~ (equação (II.64)) 

e uma matriz diagonal, cujos elementos são iguais aos comprimen

tos dos elementos de contorno correspondentes, 

(III.14) 

e a "matriz de rigidez" e o vetor independente sao então obtidos 

com as expressoes: 

(III.15) 

e 

F =MP (III.16) 

A "matriz de rigidez" simétrica, como definido na se

çao (II. 5 l , é obtida na forma: 

(III.17) 
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Ill,3 MÉTODO DE GALERKIN 

No Método de Galerkin sao utilizadas como funções de 

ponderação as mesmas funções de interpolação de cada elemento 

[4], 

Q,=l , ••• ,m (III .18) 

onde a coordenada adimensional n', n' e [ -1, 1 J, define a posi-

ção do ponto fontes dentro do elemento Q,. 

pertencer ao elemento em questão, a função 

Se o ponto fonte 

Q, 
N (n') se anula. 

nao 

Substituindo as funções de ponderação na equação (III.2) 

(observar que as funções de interpolação são iguais a unidade) 

obtém-se: 

Q,=l, ••• ,m (III.19) 

Escrevendo df(s) em relação ao sistema de coordenadas 

adimensionais n' e substituindo o valor de C(n'), 

(III.19) assume a forma: 

m 

I 
t=l 

a equaçao 

(III. 20) 



onde 

neares: 
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j
l 1 

j u*(i;,x)dndn' 

-1 -1 

(III.21) 

(III.22) 

Variando t de 1 a m obtém-se o sistema de equaçoes li-

H U = G Q (III.23) 

onde os elementos da matriz H serao os seguintes: 

h .. = h .. se ifj 
1] 1] 

(III.24) 

L. 

hij íi. .. + 1 i=j = se 
1] 2 

Os elementos das matrizes H e~• fornecidos pelas in

tegrais (III.21) e (III.22), envolvem uma integração dupla. Co

mo neste caso existe singularidade também quando as integrais sao 

efetuadas em elementos adjacentes, torna-se necessário o cálcu

lo analítico, para o caso geral, da integral em relação a coorde 

nada n (equivale a fixar o ponto i; e integrar com relação ao po~ 

to x) . 

Considerando então o caso geral apresentado na figura 



. 51. 

(III.2), e utilizando a solução fundamental: 

* ( e ) -- 1 "n 1 u .,,x !<, 

2rr r 

os elementos hij e gij serao obtidos com as integrais: 

onde 

Il(n') 

= \i j
1 

Il(n')dn' 

-1 

= L: j
1 

I2(n')dn' 

-1 

L. 
= _J_ , L!- 1 

2rrr 2 

12 Cn' l 
L. 
_l 

in 
1

] d r n 

(III.25) 

(III.26) 

(III.27) 

(III.28) 

(III.29) 

sendo nj os ,cossenos diretores 
k do vetor unitário nj, normal à su-

perfície no elemento j. 
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n' 

Fig. III,2 - Caso Geral para Integração Analítica 

A solução das integrais (III.28) e (III.29) fornece: 

11(11') = - 1 l [ njni - njni }R,n lr'-n a) - [ •jni + njni] , ) 
211 

1 2 2 1 1 1 2 2 

(III.30) 

12(11') 1 l • oosO (<n a-in b) + a,sen0 + Lj (in b- li] (III. 31) = -
211 

Com as expressoes de 11(11') e 12(11') definidas, as in

tegrais (III.26) e (III,27) são calculadas numericamente, exce

to para os seguintes casos: 
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a) Ponto fonte e ponto campo no mesmo elemento (i=j) 

Neste caso é feito para gii o cálculo analítico, 

L: 
l. 

21T 
(,Q,n Li - 1,5) (III. 32) 

e o valor de h .. é obtido aplicando um potencial constan
ii 

te, como definido para a obtenção da equação (III.13). 

b) Elemento i adjacente ao no 1 do elemento j. 

co: 

Neste caso, quando o ponto~ tende ao nó 2 do elemento i, 

o valor de•~ tende a zero (ver figura(III.3)) ,e os termos 

de Il(n') e 12 (n') que dependem de tn a são integrados an~ 

líticamente, sendo os demais integrados numericamente. 

nó 2 

XI 

Fig. III.3 - Elemento Adjacente ao nó 1 

Para o cálculo de hij tem-se o seguinte termo analíti-
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jl in a dn' = 2(in Li - 1) 

-1 

e para o cálculo de gij: 

jl a cose inadn' = Li cose(in Li - 0,5) 

-1 

c) Elemento i adjacente ao no 2 do elemento j. 

(III.33) 

(III.34) 

Para este caso a singularidade será nos termos que depen

dem de in b (ver figura(III.4)). 

o 

X1 

Fig. III.4 - Elemento Adjacente ao nó 2 

termo analitico para o cálculo de h .. sera: 
J. J 

jl in b dn' = 2(in Li - 1) 

-1 

(III. 35) 
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e para o cálculo de gij: 

(III.36) 

Para a obtenção da "matriz de rigidez", o procedimento 

utilizado e o mesmo descrito na seção (III.2) (equação(III.15) e 

(III.17)). 

I!I.4 PROCEDIMENTO ALTERNATIVO 

Para aplicar o Procedimento Alternativo descrito nas~ 

çao II. 5 .1, serão utilizadas, na obtenção da "matriz de rigidez" 

e do vetor independente, matrizes já definidas para o Método da 

Colocação e para o Método de Galerkin. 

Portanto, a matriz 

(III. 37) 

será obtida utilizando as matrizes G e H definidas para o Méto

do da Colocação (equação (III.8)). 

Substituindo o valor C(n') = 1/2 (contorno suave) nas 

expressoes das matrizes Bl e B2 (equações (II.81)) obtém-se: 

Bl , , jt "" [ j ;• <e ,xl>T (xi ar (xi ] ar m ) (III.38) 



.56. 

(III.39) 

que correspondem a: 

Bl = 2 G (III.40) 

B2 = 2 H ( III. 41) 

sendo os elementos das matrizes H e G definidos pelas expressoes 

(III.21) e (III.22) utilizadas no Método de Galerkin. 

Observar que os valores dos elementos da diagonal de 

H sao obtidos apenas com a integração dupla ao longo do elemen

to de contorno correspondente, que fornece: 

h .. 
1.1. 

clrldndn '= o 
cln 

(III.42) 

uma vez quer e n sao perpendiculares para o elemento constante. 

A "matriz de rigidez" (simétrica) é então obtida com 

a expressao: 

e o vetor independente: 

1 

2 
(III.43) 
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B2T) Q (III.44) 

lll,5 APLICACÕES NUMÉRICAS 
' 

Serão estudados a seguir dois exemplos de distribuição 

de temperaturas em regime permanente, atendendo consequentemente 

à equação [14] : 

V2 T = O (III.45) 

Os resultados para a temperatura (potencial) serao ana 

lisados com maiores detalhes, pois são obtidos diretamente utili 

zando a matriz de rigidez. Para os valores incógnitos do fluxo 

de temperatura (derivada do potencial) no contorno, será utili

zada a relação: 

Q = [ ~-l ~] U (III. 46) 

Também serao analisados resultados para a temperatura 

obtidos em alguns pontos internos, que dependem dos valores de 

U e Q no contorno. 

III.5.1 - DISTRIBUIÇÃO DE TEMPERATURAS NUM DOM1NIO QUADRADO 

Como primeiro exemplo utilizou-se uma distribuição de 

temperaturas num domínio quadrado, cuja solução exata é dada na 

figura ( III. 5) . 



T _ senh (lfy /A) • 
• senhlti) · 

sen (li!'.. 1 + J 
A 

.58. 

X 

ar , ..I!:... cotghl1f) sen (lrAx ) a n A 

"BT -TT senh (Jry/A) 
ên' Asenh(ít) 

9T Tí sen ( 1I.x) an= - A senh(lf) A 

Fig. III.5 - Distribuição de Temperaturas 

Foram utilizadas duas discretizações para o contorno 

(doze e vinte e quatro elementos do mesmo comprimento) e também 

cinco pontos internos igualmente espaçados ao longo da diagonal 

do quadrado (figura (III.6)). Uma condição de contorno mista foi 

imposta, prescrevendo o valor do potencial nos lados AB e CD e 

da derivada do potencial nos lados BC e AD. 

T 

D 9 8 7 18 13 

/ / 12 
10 ,.,M 6 

/~ / 
)l'L ,,.-L 

/ 
5 ôT 

/ 

'dT li _.-K .-,K 
3n / an / 

,-:i ,-.í 
/ / 

12 >1 4 ~ 
/ 

24 / 7 

2 3 6 

T 

(a) 12 elementos (b) 24 elementos 

Fig. III.6 - Discretizações do Contorno 
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Em primeiro lugar foram analisados os resultados utili 

zando a "matriz de rigidez" sem simetria, obtida com a equaçao 

(III.15), do Método da Colocação e do Método de Galerkin. As ta 

belas (III.1) e (III.2) apresentam os valores encontrados para 

pontos do contorno e pontos internos. 

·~ 
N 
H~ 

~~ 
[;l 
H o 

·~ 
H 

~ .Q 

C/l 
H o 

TABELA III.l - TEMPERATURAS EM PONTOS DO CONTORNO 

(MATRIZ SEM SIMETRIA) 

SOLUÇÃO Mt:'10DO DA 
NÔ EXATA COUXAÇÃO 

4 1,0 0,9958 

5 1,0 1,0056 

6 1,0 1,0759 

7 1,0 0,9980 

8 1,0 0,9978 

9 1,0 0,9977 

10 1,0 0,9986 

11 1,0 1,0031 

12 1,0 1,0319 

ME':'roDO DE 

GI\.LERKIN 

0,9962 

1,0081 

1,1041 

0,9981 

0,9980 

0,9979 

0,9988 

1,0030 

1,0420 



~ 

I 

J 

K 

L 

M 
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TABELA III.2 - TEMPERATURAS EM PONTOS INTERNOS 

(MATRIZ SEM SIMETRIA) 

SOLUÇÃO Mt:1000 DA CDI.íXAÇÃO Mt:1000 DE GALERKIN 

EXATA DISCREI'IZAÇÃO DISCRETIZAÇÃO DISCRETIZAÇÃO DISCRETIZAÇÃO 
(a) (b) (a) (b) 

1,0237 1,0231 1,0227 1,0241 1,0230 

1,0937 1,0958 1,0928 1,0995 1,0935 

1,1993 1,2015 1,1982 1,2080 1,1996 

1,2999 1,3024 1,2989 1,3116 1,3009 

1,2952 1,3182 1,2978 1,3264 1,2997 

As duas formulações apresentaram bons resultados com 

relação à solução exata, sendo que o Método da Colocação aprese~ 

tou comportamento ligeiramente superior. 

Em seguida foram utilizadas as matrizes simetrizadas 

com a expressão (III.17) e também a matriz do Procedimento Alter 

nativo (expressão (III.43)), que também é simétrica. Os resulta 

dos são apresentados nas tabelas (III.3) e (III.4). 



NÔ 

HI- 4 

l·i 5 

6 

7 

·~ 8 

9 

je 10 
Ul H 
CI 11 

12 

TABELA III.3 - TEMPERATURAS EM PONTOS DO CONTORNO 

(MATRIZ SIMETRIZADA) 

SOLUÇ.ÃO Ml!:roDO D1\ Mf!:roDO DE 
EXATA CDU:X:N;NJ GALERKIN 

1,0 1,0010 1,0002 

1,0 1,0011 1,0021 

1,0 1,0647 1,0917 

1,0 1,0006 1,0002 

1,0 0,9957 0,9953 

1,0 0,9963 O, 9961 

1,0 0,9967 0,9966 

1,0 0,9981 0,9979 

1,0 1,0240 1,0335 

Proc:EDIMEN'IO 
ALTERNATIVO 

1,0001 

0,9956 

1,0519 

1,0011 

0,9946 

0,9954 

0,9959 

0,9986 

1,0264 

°' 1--' . 
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I 

J 

K 

L 

M 

TABELA III.4 - TEMPERATURAS EM PONTOS INTERNOS 

(MATRIZ SIMETRIZADA) 

MÉ'IOOO DA MeloDO DE PROCEDIMENIO 
SOLUÇÃO mIJx:ArÃo GI\LERKIN ALTERNATIVO 
EXATA DISCR. DISCR. DISCR. DISCR. DISCR. DISCR. 

(a) (b) (a) (b) (a) (b) 

1,0237 1,0160 1,0153 1,0132 1,0136 1,0028 1,0170 

1,0937 1,0888 1,0860 1,0892 1,0849 1,0760 1,0875 

1,1993 1,1953 1,1922 1,1987 1,1919 1,1830 1,1936 

1,2999 1,2971 1,2936 1,3035 1,2941 1,2854 1,2949 

1,2952 1,3134 1,2932 1,3193 1,2940 1,3019 1,2944 

"' "' 
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Observar que o procedimento utilizado para simetrizar 

as matrizes afetou muito pouco os resultados finais, demonstran 

do que as matrizes originais já apresentam características de qu~ 

se simetria. Quanto ao Procedimento Alternativo, observa-se um 

comportamento dos resultados semelhante aos obtidos com os ou

tros dois métodos, embora demande um gasto computacional bem su

perior. 

III.5.2 - DISTRIBUIÇÃO DE TEMPERATURAS NUM DOM!NIO SEMI-CIRCULAR 

Para segundo exemplo utilizou-se um domínio semi-circu 

lar, com as condições de contorno indicadas na figura 

A solução analítica é indicada na figura (III.8). 

y 

/1 

%-t=O 
\ 

\ 
\ 
'\ 

~ X 

T =100º T = Oº l ~ 30 
1 1 

Fig. III.7 - DOM!NIO E CONDIÇÕES DE CONTORNO 

(III.7). 



y 

T= 100º 

T= 100 e 
1T 

T= Oº 
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Fig. III.8 - Solução Analítica 

y 

X --

O contorno foi discretizado em vinte e seis elementos, 

sendo que próximo ao ponto de coordenadas (0,0), onde existe uma 

descontinuidade de temperaturas, foi concentrado um maior núme

ro de elementos (figura (III.9)). Foram também calculadas as 

temperaturas em quatro pontos internos. 

14 13 

1 

t J 

1 

t I 
10 17 1/ IT/4 

18 19 7 8 9 

Fig. III.9 - Discretização do Contorno 
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Na tabela (III.5) estão listados os resultados obtidos 

para a temperatura no contorno circular (nós 10 a 17), utilizan

do matrizes simétricas, e nos quatro pontos internos I,J,K,L. 

TABELA III.5 - RESULTADOS OBTIDOS PARA AS TEMPERATURAS 

NO SOLUÇÃO Mlm)IX) DA Mlm)IX) DE PROCEDIMENTO 
EXATA a)JJXAÇN) GI\LERKIN ALTERNATIVO 

10 6,25 6,0421 5,9506 6,5769 

11 18,75 18,2957 18,1543 18,3346 

12 31,25 31,0122 30,9345 31,0837 

13 43, 75 43,6578 43,6185 43,6727 

14 56,25 56,2769 56,2726 56,2631 

15 68,75 68,9023 68,9382 68,8374 

16 81,25 81,5668 81,6694 81,5134 

17 93,75 93,9572 94,0944 93,4368 

I 50,00 49, 9321 49 ,9617 49,9426 

J 50,00 49,9227 49,9501 49,9339 

K 25,00 24,8557 25,8421 24,7977 

L 25,00 24,7532 24,7221 24,6862 

Observa-se novamente um comportamento muito bom das 

três formulações, sendo que o Método da Colocação voltou a apre-

sentar um comportamento um pouco melhor comparado com o Método 

de Galerkin. O Procedimento Alternativo em alguns pontos do con 



. 66. 

torno apresenta resultados ligeiramente melhores do que o Método 

da Colocação, mas analisando de uma forma geral o problema ainda 

não se justifica a sua aplicação. 
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CAPITULO IV 

APLICAÇOES PARA PROBLEMAS DE ELASTICIDADE 

IV, l INTRODUCÃO , 

Sendo o problema de elasticidade bi-dimensional mais 

específico, as formulações a serem utilizadas foram desenvolvi

das utilizando o elemento linear, de forma a obter comportamento 

mais preciso para as soluções aproximadas. Com este elemento tor 

na-se também mais consistente a combinação com o Método dos Ele

mentos Finitos, uma vez que os nós da interface das regiões onde 

se aplica cada método são. os mesmos {com as mesmas funções de in 

terpolação), o que não acontece com o elemento constante. Entre 

tanto o problema de descontinuidade de forças de superfície tor

na-se evidente (dois valores para a força de superfície no mesmo 

nó), e são necessárias certas condições adicionais para conside

ração destas descontinuidades. 

Utilizando o. elemento linear (figura (IV.1)), os desl~ 

camentos ~ e as forças de superfície p {expressões (II.42)) em 

um ponto de um elemento t sao obtidos com: 

t1 t2 
u. (x) = N 1 ( n) u. + N2 ( n) u. 

J J J 
{ IV .1) 

Pj {x) N 1 ( n) 
t1 + N2 

( n) 
t2 

= P· Pj J 
(IV. 2) 

sendo as funções de interpolação dadas por: 

N 1 { n) 
1 

(1-n) = (IV. 3) 
2 



N2 (nl = 1 
(l+nl 

2 

N1(1Y!l 
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nó 2 

Fig. IV.l - Elemento Linear 

li') - 2 T' 
L- L 

(IV. 4) 

Neste ponto, para facilitar a representação das equa

çoes da elasticidade bi-dimensional, são definidas as matrizes 

necessárias para a utilização da notação matricial. 

Definindo~* e p* como matrizes (2x2) com elementos 

utj e Ptj (i,j=l,2) tem-se que: 

u* = 
u* 

1 1 

u* 
2 1 

u* 
1 2 

u* 
2 2 

p* = 
p* 

1 1 

p* 
2 1 

p* 
1 2 

p* 
2 2 

(IV. 5) 

Os valores dos deslocamentos e forças de superfície em 

um ponto podem ser escritos como vetores: 
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u pi 
l 

u = p = (IV. 6) 

u p2 2 

Sendo os deslocamentos e forças de superfície nos pon

tos nodais de um elemento t definidos por: 

u (t) 
{:

1

}nÓl 
p (t) 

{: l} nó 1 
(IV. 7) = 2 = 2 , 

{::} nó 2 t {::} nó 2 t 

as expressoes (IV.l) e (IV.2) podem ser escritas na forma: 

(IV. 8) 

(IV. 9) 

onde 

o 
(IV.10) 

o o 

A Identidade de Somigliana, equaçao (II.44), pode en

tão ser colocada na forma matricial: 



C(n' )NT (n' lu (n) 

onde 

e -
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•J
1 
l Lf•«,xl?<,l lc'Iª" ) ~<tl " 

"J
1 
l J:, ~•((,xl?<,l lc'la,) f(tl 

e 
1 1 

e 
2 1 

(IV .11) 

Deve-se observar que a expressao (IV .11) representa duas 

equaçoes, e a coordenada adimensional n' localiza o ponto fonte 

Substituindo o valor do Jacobiano, equaçao (III.1), ob 

têm-se para a equação dos resíduos ponderados, equação (II.45), a 

seguinte expressão, na qual as funções de ponderação também sao 

colocadas em forma matricial: 

(IV.12) 

2=1, ... ,s 
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O número de funções de ponderação neste caso é igual 

ao dobro do número de nós (dois graus de liberdade por nó). 

A seguir sao analisadas as formulações utilizando o Mé 

todo da Colocação e o Método de Galerkin. 

lV,2 MÉTODO DA COLOCACÃO , 

Para o Método da Colocação sao utilizadas funções del

ta de Dirac corno funções de ponderação 

,11,=l, ... ,rn (IV.13) 

sendo s,11, pontos selecionados no contorno coincidentes com os po~ 

tos nodais, e as funções W,11,(s) aplicadas nas duas direções dos 

eixos coordenados. Em notação matricial estas funções de ponde

raçao podem ser colocadas na forma: 

(IV.14) 
o 

que substituídas na equaçao (IV.12), e utilizando as proprieda

des das funções delta de Dirac fornecem: 
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"''',~,,,,.trl! i:,L: p•1,',x>~T'"'""l ~lt} . 

. l, ! i:, L: ~·,,•,x)~T'"''" l pltl 

2=1, ... ,m (IV.15) 

Isto corresponde à identidade de Somigliana (IV.11) escrita para 

cada ponto nodal. 

Da aplicação da equaçao (IV.15) para os m pontos no

dais obtém-se o sistema com 2m equações lineares: 

(C + H) u = G p (IV.16) 

onde os vetores~ e~ contém todos os deslocamentos e forças de 

superfície dos pontos nodais, e os elementos das matrizes H e G 

correspondem à soma, em cada nó, das contribuições obtidas nos 

elementos adjacentes das integrais indicadas na equação (IV.15). 

A matriz quase-diagonal C pode ser somada à matriz H, fornecen

do: 

H U = G P (IV.17) 

sendo os coeficientes da matriz H dados por: 
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h~~ -9,k 
9,fk = h .. se 

lJ lJ 
(IV.18) 

h~~ -9,k 9, 
9,=k = h .. + cij se lJ lJ 

9,k -9,k 9, 
onde hij' hij e Cij sao submatrizes de ordem 2, os índices 'i' e 

'j' (i,j=l,2) indicam a posição do coeficiente dentro da subma

triz, '9,' é o ponto fonte e 'k' os pontos nodais do contorno. 

Utilizando a solução de Kelvin para problemas de elas

ticidade bi-dimensional, equações (11.37) e (11.38), as contri

buições para os elementos das matrizes~ e~ são obtidas utili

zando integração numérica, exceto nos casos em que o ponto fonte 

coincidir com um dos nós extremos de um elemento de contorno. 

Nestes casos é utilizada a integração analítica, evi

tando esquema sofisticado de integração numérica para considera 

ção da singularidade. 

As integrais indicadas em (IV.15) fornecerão portanto 

duas submatrizes h e g (correspondentes a H e G) para cada ele-

- 9, mento, de dimensoes (2x4), e que, quando ç ~ rt, podem ser cal-

culadas na forma numérica (os Índices foram subtraídos por sim-

plicidade) : 

Lt K 1 
- l [ (u"N )k W.k 
2 k=l ~ 

(IV.19) 
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onde K é o número de pontos de integração de Gauss e Wk é o fa

tor peso associado a cada ponto (apêndice 1). 

Nos casos em que existe singularidade (~i e rt) a sol~ 

çao analítica fornece o seguinte resultado para os elementos da 

submatriz g [12 J: 

(IV.20) 

(i,j ,k,n=l,2) 

onde os índices i e j indicam a posição do coeficiente na subma 

triz k de ordem 2, e n indica o nó singular. As constantes sao 

dadas por: 

C2 = 1/[1611(1-v)G] (IV. 21) 

1 xi (projeção de Lt na direção do eixo xi) 

G = módulo de elasticidade transversal 

v = coeficiente de Poisson 

Para o caso da submatriz h será adotada a solução indi 

cada a seguir. Inicialmente a submatriz h de dimensões (2x4) 

é dividida em 2 submatrizes de ordem 2, correspondentes a cada 

nó do elemento. A submatriz (2x2) que corresponde ao nó singu-
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lar nao necessita ser calculada, porque a sua contribuição, que 

seria para a submatriz diagonal de H (juntamente com C), será 

substituída pelo deslocamento de corpo rígido. Considerando po~ 

tanto esta submatriz nula, obtém-se a seguinte ·expressao para os 

elementos da submatriz h: 

onde os Índices i, j, k, n tem a mesma interpretação dada 

a equação (IV.20) e 

C3 = (l-2vl/[41r(l-v)] 

(IV. 2 2) 

para 

(IV. 23) 

Para obtenção das submatrizes diagonais de H é utiliza 

do um deslocamento de corpo rígido, o que resulta em forças de 

superfície nulas. Aplicando-se então duas translações indepen

dentes, tais como ui= ºil e ui= oi2 , obtém-se a seguinte rela

ção (para regiões finitas): 

(p ,q=l, ... ,m) (IV.24) 

na qual H representa submatrizes (2x2) de H e u corresponde às -pq _q 

duas translações: 

(q=l, ... ,m) (IV.25) 

sendo Ia matriz Identidade de ordem 2. 
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A equaçao (IV.24) fornece então o valor da submatriz 

diagonal de H na forma: 

m 

H = 
~PP I 

q=l 
qip 

H 
pq 

(p=l, ... ,m) 

e a montagem do sistema H U =GP fica completa. 

(IV.26) 

Antes da obtenção da matriz de rigidez torna-se neces

sária uma análise da descontinuidade das forças de superfície, uma 

vez que, utilizando elementos lineares, sempre existirão nós lo

calizados nos pontos de descontinuidade geométrica do contorno. 

Utilizando simplesmente a técnica descrita anteriormente, esta 

descontinuidade de forças de superfície é desconsiderada, nao re 

presentando portanto de forma correta o problema. A matriz de 

rigidez obtida com a equação (II.67) apresenta resultados apenas 

razoáveis, que variam de acordo com o tipo de descontinuidade e 

também com a discretização. Se for utilizada uma discretização 

mais refinada em torno destes pontos, a influência da continuida 

de das forças de superfície fica aí localizada, obtendo-se melh~ 

res soluções em pontos mais distantes (Princípio de Saint-Venant). 

Entretanto este procedimento não é adequado para um problema de 

combinação com o MEF, pois tornaria necessário o refinamento da 

malha de elementos finitos, aumentando consideravelmente o núme

ro de pontos nodais. Cabe apenas ressaltar que, quando se força 

continuidade em todos os pontos nodais, os resultados obtidoscxrn 

a matriz de rigidez simetrizada, equação (II.69), diferem pouco 

dos resultados obtidos com a matriz sem simetria. 
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Forças de superfície descontínuas podem ser considera 

das utilizando o conceito de "nó duplo" [9 ], [11], [14]. Com 

este procedimento sao geradas equações extras, as quais permitem 

a consideração de uma força de superfície adicional em cada nó 

onde existe descontinuidade. Pode-se então definir o vetor de 

forças de superfície em um nó com descontinuidade (nó duplo) na 

forma: 

(IV. 27) 

onde pt'm é a componente da força de superfície na direção 'k' 

(k=l,2) no 'm'-ésimo elemento (m=j.,j+l) de um nó 'i' figura 

(IV. 2) ) . 

i + 1 

X2 

CD 
i-1 

Fig. IV.2 - Forças de Superfície Descontínuas 
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A única restrição à utilização desta técnica ocorre 

quando é prescrito apenas o valor do deslocamento nestes nós.Nes 

te caso dois conjuntos de colunas da matriz G, correspondentes 
. . . ·+1 

as duas forças de superfície incógnitas (pi,J e pi,J ) em um nó 

duplo 'i', são transferidos para a matriz dos coeficientes A ao 

ser montado o sistema de equações~~=~ para solução do probl~ 

ma. Os elementos destas colunas correspondentes ao nó 'i' sao 

iguais, tornando também iguais duas linhas da matriz dos coefic! 

entes A, e consequentemente gerando um sistema singular. O mes 

mo problema não ocorre quando utiliza-se as colunas corresponde~ 

tes de H, porque a submatriz c é sempre somada aos termos da dia 

gonal, ficando portanto as linhas desiguais. 

Observar que para obtenção da matriz de rigidez, equa

çao (II.67), é sempre necessária a utilização da inversa da ma

triz G. Logo, utilizando nós duplos, este problema de singular! 

dade ocorre em todos os pontos onde houver descontinuidade geom~ 

tricano contorno. 

Para evitar estas singularidades, torna-se necessária 

então a utilização de equações adicionais para garantir a unici

dade da solução, as quais serão chamadas "condições de canto". 

Neste trabalho foi considerada a alternativa sugerida 

por CHAUDONNERET [7 ] , na forma desenvolvida por GEORGIOU [9 J. 
Para o caso bi-dimensional, utilizando esta alternativa, sao g~ 

radas duas equações extras para cada nó duplo (ponto de descont! 

nuidade). A primeira equação é baseada na simetria do tensor de 

tensões neste ponto e relaciona as forças de superfície com as 
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normais nos elementos adjacentes. A segunda equaçao é obtida a 

partir da invariância do traço do tensor de deformações, e rela

ciona as forças de superfície com as normais nos elementos adj~ 

centes, e também com os deslocamentos no nó da descontinuidade e 

nos dois nós adjacentes. 

Sendo X~ a projeção do 'm'-ésimo elemento (m=j,j+ll no 

eixo de coordenadas Xk' dividido pelo comprimento do elemento 

Lm' as duas equações descritas podem ser colocadas na forma[9]: 

Tl pi,j + T2 pi,j+l = i-1 i+l . 
T3 u + T4 u + TS u 1 

onde 

- xj 
Tl 2 = 

Xj+l 
2 

2G -xj 
T3 -- 1 

Lj o 

T5 = 2G 

xj 
1 T2 = 

-Xj+l 
1 

-xj 
2 T4= 2G 

o Lj+l 

o 

Xj+l 
2 

-xj 
2 

·+1 -xJ 
1 

-xj·+1 
1 

xj 
1 

o o 

o 

(IV. 28) 

(IV. 29) 
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Isolando o valor de pi,j obtém-se: 

· . • i,J·+1 i-1 i+l i pi,J = - T2 p + T3 u + T4 u + TS u (IV. 3 O) 

sendo: 

T2 = Tl-l T2, T3 = Tl-l T3 T4 = Tl-l T4, TS = Tl-l TS (IV.31) 

Quando o ângulo entre os dois elementos é igual a O ou 

TT, a equaçao (IV.30) não é vâlida, pois a matriz Tl torna-se sin 

gular. Esta situação jâ era esperada uma vez que, nestes casos, 

a força de superfície descontinua no nó 'i' introduz uma singul~ 

ridade de tensões neste ponto, sendo o tensor de tensões portan

to indefinido. 

Com as restrições mencionadas, a equaçao (IV.30) pode 

então ser somada ao sistema de equações~~=~~ ( considerando 

nós duplos), garantindo desta forma solução única para o probl~ 

ma. 

IV.2.1 - OBTENÇÃO DA MATRIZ DE RIGIDEZ 

Para obter a matriz de rigidez, duas condições devem 

ser observadas. Em primeiro lugar esta matriz deve conter ape

nas duas equações correspondentes a cada ponto nodal, de forma a 

permitir a combinação com a malha de elementos finitos. Como 

segunda condição, o vetor de cargas nodais (vetor independente) 

deve ser formado considerando o efeito acumulativo de ambas as 

forças de superfície em um nó de descontinuidade. 
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Com a finalidade de atender a estas duas condições, e 

buscando manter a característica de quase-simetria da matriz de 

rigidez final, GEORGIOU [9 J propõe a inclusão das condições de 

canto (IV.30) como condições de contorno adicionais, impondo-as 

ao sistema de Elementos de Contorno na forma de "matrizes de trans 

formação", em analogia a procedimento semelhante utilizado no Mf 
todo dos Elementos Finitos. O procedimento utilizado é descri

to a seguir: 

U,P,F -

U,P,F -

NN 

NI 

Inicialmente sao definidas as seguintes notações: 

vetores contendo os valores dos deslocamentos, forças 

de superfície e cargas nodais em todos os nós (consid~ 

rando um conjunto de dois valores para cada nó simples, 

e dois conjuntos para cada nó duplo). 

vetores contendo apenas um conjunto de dois valores 

para todos os nós (simples ou duplos). O vetor P con

tém pi,j+l no ponto 'i'. 

ordem do sistema total= (número total de nós) x (nú

mero de graus de liberdade por nó). 

ordem do sistema reduzido= (número de nós independen

tes) x (número de graus de liberdade por nó). 

O vetor de forças de superfície pode ser então coloca

do na seguinte forma: 
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P=R P+R U 
~P ~ -U ~ 

(IV.32) 

onde estão incluídas as condições de canto, equaçao (IV.30). As 

matrizes R e R, de dimensões (NN x NI), são representadas dia-
~P ~li 

gramaticamente para um nó duplo 'i' na figura (IV.3). 

A condição de um conjunto Único de deslocamentos para 

cada nó duplo deve ser escrita como: 

U = ~d U (IV.33) 

e a condição do vetor de cargas nodais considerar o efeito das 

forças de superfície descontínuas deve ser escrita como: 

(IV.34) 

As equaçoes (IV.33) e (IV.34) sao representadas diagramaticamen

te na figura (IV.4), onde a forma da matriz ~d pode ser vista mais 

claramente. 

Voltando então ao sistema de equaçoes (IV.17), obtido 

com a inclusão dos nós duplos, 

H U = G P (IV.35) 



NN 

I 

p 
i, j 

Pi,j+l = 
~ 

p = 

I 

NI 

-'.['2 

I 
~ 

R ~p 

xf-----1 + 

I ~ 

I 
~ 

X p + 

Fig. IV.3 - Representação diagramática da equaçao (IV.32) 

I = matriz Identidade (2x2) 

Submatrizes de R e R não indicadas são nulas 
c-P ~ u 

T3 
~ 

NI 

TS 
~ 

R 
~U 

T4 
~ 

X 

X 

u i-1 
~ 

ui 
~ 

·+1 ui 
~ 

u 

o, 
w 
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I ~ 

I 
~ 

!}i,j I ~ 
i 

u 
~ 

i,j+: 
JJ = I X ~ 

I 
~ 

I 
~ 

u = X u 

I ~ 

I 
~ 

f-,j = I I fi,j 
~ ~ ~ X ~ 

I fi,j+l 
~ ~ 

I 
~ 

F = X F 

Fig. IV.4 - Representação diagramática das equaçoes 

(IV.33) e (IV.34) 

I = matriz identidade (2x2) 

Submatriz de ~d não indicadas sao nulas. 



e substituindo o valor de P dado 

(IV.33), e pré-multiplicando por 

ou 

onde 

K U = P 

-1 
R ) 
~P 
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por (IV. 32) , 

RT obtém-se: 
-d 

o valor de U por 

(IV.36) 

(IV. 37) 

(IV.38) 

O vetor de cargas nodais e obtido com a equaçao: 

F =MP 

sendo 

m 
M = l 

t=l j N NT df 

r t 

(IV.39) 

(IV. 40) 

Substituindo a matriz N do elemento linear, expressao (IV.10), a 

contribuição de cada elemento do contorno para a matriz M é: 

2 

o 
1 

o 

o 
2 

o 
1 

1 

o 
2 

o 

o 
1 

o 
2 

(IV. 41) 
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Estas contribuições sao então distribuídas na matriz 

global M na forma usual, sornando-se os valores obtidos nos ele

mentos concorrentes a um mesmo nó. 

Substituindo em (IV.39) o valor de P, equaçao (IV.32), 

e pré-multiplicando por RT obtém-se: 
-d 

(IV. 4 2) 

ou 

F = Rl P + R2 U (IV. 4 3) 

onde 

Rl = RT M R 
-d ~ ~P 

(IV. 44) 

R2 = RT M R 
-d ~ ~U 

Pré-multiplicando a equaçao (IV.37) por Rl 

RlKU=RlP (IV. 45) 

e substituindo em (IV.43) obtém-se: 

~ ~ 

F = Rl K U + R2 U (IV. 46) 

ou 
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(IV. 4 7) 

onde 

Ku = Rl K + R2 (IV. 48) 

e 

F = RT MP (IV.49) 
-d 

A matriz Ku definida pela equaçao (IV.48) é a matriz 

de rigidez do sistema obtida com o Método dos Elementos de Con

torno, via Método da Colocação. Utilizando esta matriz de rig~ 

dez, obtém-se soluções de deslocamentos muito boas, comparáveis 

às soluções do MEC, conforme mostrado nas aplicações nurréricas da 

seção (IV.4). 

Entretanto a matriz de rigidez simetrizada na foma da 

seçao (II. 5) : 

(IV. 50) 

nao apresenta um bom comportamento, e resultados bastante distoE 

cidos são obtidos em algumas aplicações. Este comportamento ev~ 

dencia um mau condicionamento com relação à simetria da matriz 

Ku devido à introdução das condições de canto, mesmo na forma des 

cri ta por GEORGIOU [9]. 
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IV.3 MÉTODO DE GAlERKIN 

No Método de Galerkin sao utilizadas as funções de in

terpolação corno funções de ponderação na equação {IV.12), para a 

obtenção do sistema de equações. Uma das grandes vantagens da 

utilização deste método é a facilidade com que as forças de su

perfície descontínuas em um nó são consideradas. 

Para o elemento linear sao definidas a seguir as fun

çoes de ponderação apropriadas para a utilização do método. Nos 

nos localizados em um contorno suave, e sendo a força de superff 

cie contínua, a função de ponderação a ser utilizada é mostrada 

na figura {IV.5). 

+ + 

Fig. rv.5 - Força de superfície contínua em nó sobre um 

contorno suave 

Se a força de superfície neste nó é descontínua, a fu~ 

çao de ponderação deve ser dividida em duas componentes, caro mos 

trado na figura {IV.6). 
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Fig. IV.6 - Força de superfície descontínua em nó sobre 

contorno suave 

Da mesma forma, em um nó de canto, sao utilizadas duas 

componentes para a função de ponderação, figura (IV.7). 

Fig. IV.7 - Força de superfície descontínua em nó de 

canto 

Desta forma pode ser representada qualquer distribui

çao de forças de superfície no contorno. Observar que em todos 

os pontos em que divide-se a função de ponderação em duas compo

nentes, é criado um conjunto adicional de equações ( e incógni

tas) para o nó correspondente, o que equivale à criação de um 
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nó duplo. SÓ que, neste caso, as equaçoes geradas não sao iguais, 

pois correspondem a componentes diferentes da função de ponder~ 

çao. 

Para a implementação numérica utiliza-se o esquema se-

guinte. 

Considera-se como função de ponderação a matriz N das 

funções de interpolação (IV.10) em cada elemento: 

m 
+ I 

t=l 

m 

I 
t=l 

N 1 (n') o 

wi (i;l = Nl!. (n') o N1 (n') 
= 

N 2 (n') o 
o N2 (n' ) 

Substituindo-a na equaçao (IV.12) obtém-se: 

li;''"' l ]:, L; f• <c,xl~T '"' ª" }rn, l 
li:'(,') ]:,L: ~•(é,x) ~T(,Ja, }I'(Ol 

u(t) = 

(t) p , 

l!.=l, ... ,m 

(IV. 51) 

(IV. 52) 
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A expressao (IV.52) fornece quatro equaçoes, as duas 

primeiras correspondentes ao nó inicial e as duas Últimas ao nó 

final do elemento. 

Se a força de superfície em um nó é considerada conti

nua, estas equações devem ser somadas as equaçoes corresponden

tes obtidas com a integração no elemento adjacente ( ver figura 

(IV.5)). Desta forma, efetuando-se a integração ao longo de to 

dos os elementos de contorno (2=1, ... ,m) e utilizando-se de uma 

montagem adequada, obtém-se um sistema de equações lineares na 

forma: 

H U = G P (IV. 53) 

onde a matriz H corresponde à soma das integrais indicadas a es

querda na expressão (IV.52). 

Os elementos das matrizes H e G sao calculadas na for 

ma descrita a seguir. 

Inicialmente a expressao (IV.52) é colocada na forma: 

m 

I 
t=l 

(t) 
u = 

m 

I 
t=l 

2'2t P (t) , 2=1, ... ,m (IV. 54) 

onde as submatrizes C', ~it e 'i!it sao de dimensões (4x4). 

Para obter a submatriz C', é considerado contorno sua

ve no domínio de integração (elemento linear). Substituindo en-
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tão a matriz e dada por: 

1/2 :/,] e = (IV. 55) 

o 

e as funções de interpolação dadas pelas equaçoes (IV.3)e(IV.4), 

obtém-se: 

C' = 

2 

o 
1 

o 

o 
2 

o 
1 

1 

o 
2 

o 

o 
1 

o 
2 

(IV.56) 

Observar que a submatriz C' contribui para as submatri 

zes (2x2) da diagonal de~ e também para as submatrizes vizinhas 

à diagonal. A contribuição para a diagonal será substituída pe

lo deslocamento de corpo rígido, na forma descrita na seção (IV.2). 

Para o cálculo de §it e 2it' com a integral no mesmo 

elemento (i=t), é utilizada a integração analítica, que fornece: 

e 

(l-2v) Li 

81r(l-v) 

o 
o 
o 

-1 

o 
o 
1 

o 

o 
1 

o 
o 

-1 

o 
o 
o 

(IV. 57) 
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(IV. 58) 

(i, j, k, n = 1,2) 

onde os índices i e j indicam a posição do coeficiente na subma 

triz k de ordem 2, correspondente ao no n do elemento. As cons

tantes são dadas por: 

Cl = 3 - 4v 

C2 = 1/[ 1281!(1-v)G] (IV. 59) 

'xi (projeção de Lt na direção do eixo xi) 

Para o cálculo em elementos diferentes (tft), utiliza

se a integração analítica com relação à coordenada n, e a inte

gração numérica com relação à coordenada do ponto~- A integra

ção analítica é necessária para avaliar as singularidades quan

do os elementos são adjacentes. 

Para facilitar a integração analítica, é efetuada urna 

rotação do sistema de eixos coordenados (X1,X 2 ) para o sistema 

(0,y), de forma a obter o eixo e paralelo ao elemento de contor

no analisado, como indicado na figura (IV.8). 
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Fig. IV.8 - Rotação de Eixos 

Com relação ao novo sistema de eixos coordenados, as 

funções de interpolação são escritas na forma: 

L L 

As submatrizes ~it' utilizando a coordenada r, 

ser escritas na forma: 

[ Nl' N2 ,JT l p' 

rt 

[ Nl I N2 ! ] df (x) df (/;) 

(IV .60) 

podem 

(IV. 61) 
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sendo as integrais internas, com relação às coordenadas do pon

to x, dadas por: 

onde 

e 

1 f' [ Nl I N2 ) ]dr (x) 0 
[~' h' ] 

ft 

h! . 1 
(82 Il. . I2ij) = -

l. J 
Lt 

l.J 

2 1 (12 .. Il. . ) h .. = - 81 
l. J 

Lt 
l.J l.J 

(IV. 62) 

(IV. 63) 

(IV. 64) 

Utilizando a solução fundamental de Kelvin, equaçoes 

(II.37) e (II.38), as integrais (IV.64) são calculadas analiti

camente, fornecendo as seguintes expressões para hlj e hfj: 
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h: .= _!_ ![02 (2C3+c4)6.J.+c4 Y1 Vl .. -2 C3 Y1 
~ ~ 1 ~ 

t 

- [c4 02 Y1 V2 .. +C4 y2 Vl .. ] x [~ 
1J 1 1J r

2 

+ [- C4 0, ,: Vlij + C4 ,: V2ij }[r'. -r'. ] + 2 C3 Lt V3 l 

h~ .= _!_ l [--c4 YI 
1] ~ 

t 

Vl .. +2 C3 Y1 V3 .. +01(2 C3+c4)o .. ] X 
1] 1] 1] 

+ [- C3 Y1 o .. --C4 YJ V4 .. +c3 01 V3. -Jx[in (r2
) J 

1] 1] 1] r1 

+ [c4 y2 Vl .. + C4 01 Y1 V2. ·] X [ ~ - ~ ] 
1 1] 1] r2 r1 

V2 .. +C4 01 
1] 

(IV.65) 
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sendo os parâmetros indicados na figura (IV.8) e: 

C4 = - 2/[4'1T(l-v)] 

r2 = 

si = 

n. = 
l. 

V2 .. 
l.J 

02 + y2 
2 1 

{cos a se i=l 

sen a se i=2 

{ sena se i=l 

-cosa se i=2 

= - (n.S. + n.S.) 
l.J Jl. 

== n.s. - n.s. 
Jl. l.J 

(IV.66) 

Se o ponto~ e o elemento t estiverem no mesmo alinha

mento (y 1 =O), as expressões a serem utilizadas são as seguintes: 
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-C3 V3 .. 82 -Lt] h ! . = 1-J 82 9-n l_ J 
Lt 81 

(IV. 6 7) 

-C3 V3ij 82 ] h~. = Lt - 81 9-n 
1-J 

Lt 81 

-
A submatriz ~9-t é então obtida utilizando a integração 

numérica, com pontos de integração de Gauss (apéndice 1), 

avaliar a integral com relação à coordenada do ponto~: 

f N1 hl ar <O 
Ir 

N1 h2 ar (0 

§9,t = r 9-

f 9, f N2 hl ar (0 N2 h2 ar<~> 
- r 9- r 9-

para 

(IV. 68) 

Um procedimento análogo é utilizado para obtenção de 

g9,t· A integração analítica fornece: 

1 cs j r 2 J [ -1 ( 82 l -1 [ 81 ] ] g .. = - 4 82 Y1 (C6 o .. -V2 .. )-4 y Vl .. x tg - - tg -
l_J 4L 1-J 1-J 1 1-J 

t Y1 Y1 

+ lce2-y2 > L 2 1 
9-n (r2) + (y2 + 02 - 2 01 02) 9-n(ri) ] C6 x o .. 

1 1 l_J 

+ [-2 82 Y1 Vlij + 2 Y~ V2ij] 9-n ( :: }+[82 (C6 o .. +V4 .. )+y1 Vl.] x4 Lt 1-J 1-J 1-J 

- [c6 o .. + 2 V4 .. ] [e~ -
02 ]/ (IV. 69) 

1-J 1-J 2 
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y2 V2 .. 
! lJ + 20 1 y 1 Vl .. J tn [rz) +[ y1 Vl .. +81(C6 /i .. +V4 .. )]x4Lt lJ lJ lJ lJ r1 

sendo 

+ 2 V4 .. ] 
lJ 

CS = - 1/ [ 8TI ( 1-v) G ] 

C6 = 3 - 4v 

e os demais valores definidos nas expressoes (IV.66). 

(IV. 7 O) 

Se o ponto~ e o elemento t estiverem no mesmo alinha

mento (y1=O), as expressões a serem utilizadas são as seguintes: 
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02 in\02 \+(2 02 -4 
2 1 

- 2 V4 .. (2 62 Lt - 02 + 02
) l 

lJ 2 1 

{IV. 71) 

- 2 V4 .. (-2 61 Lt + 02 
- 02

) l 
lJ 2 1 

A matriz ~it e então obtida, utilizando integração numé 

rica para a coordenada do ponto ç, na forma: 

f N1 gl ar (0 f r N1 g2 ar (0 

~it = ri i {IV.72) 

J N2 gl ar (0 f r Nz g2 ar {ç) 

- ri i 

Quando os elementos sao adjacentes, as expressoes {IV.65) 

e {IV.69) apresentam singularidades quando o ponto ç coincide 

com o nó extremo do elemento, tornando-se necessária a adoção de 

uma técnica de integração numérica capaz de avaliar corretamente 

as integrais singulares. 
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Com esta finalidade é efetuada uma mudança das variá

veis adimensionais para uma nova variável adimensional através de 

uma relação quadrática, com os mesmos limites de integração, e 

impondo a condição do Jacobiano se anular no ponto da singulari

dade. Esta mudança de variáveis é indicada no apêndice 2. 

IV.3.1 - OBTENÇÃO DA MATRIZ DE RIGIDEZ 

Como descrito anteriormente para o Método da Coloca

çao, seção (IV.2.1), a matriz de rigidez deve conter apenas duas 

equações correspondentes a cada ponto nodal, e o vetor de cargas 

nodais deve considerar as forças de superfície descontínuas. 

Partindo da equaçao (IV.53), e sendo que a matriz G 

nao apresenta singularidade, pode-se escrever a expressão: 

(IV.73) 

Pré-multiplicando pela matriz M, equaçao (IV.40), ob-

têm-se: 

(IV.74) 

Substituindo então o valor de U pela equaçao (IV.33), 

T e pré-multiplicando pela matriz ~d' a seguinte expressão é encon 

trada: 

(IV.75) 
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ou 

(IV.76) 

onde 

(IV.77) 

e 

(IV.78) 

A matriz de rigidez obtida com a expressao (IV.77) a

presenta um grau de simetria bem superior ao obtido com a matriz 

do Método da Colocação, equação (IV.48), mas a simetria da ma

triz não é assegurada como citado no trabalho do GEORGIOU 1=9 ]. 
Entretanto os resultados obtidos com a matriz simetrizada na for 

ma da equação (IV.50) são pouco afetados com esta forma de sime

trização. 

IV,4 APLICACÕES NUMÉRICAS , 

São estudadas várias estruturas no regime da elastici

dade bi-dimensional, considerando Estado Plano de Tensões (EPT) 

ou Estado Plano de Deformações (EPD). Em todos os problemas são 

analisados com maiores detalhes os resultados para deslocamentos, 

os quais são obtidos diretamente utilizando as matrizes de rigi

dez sem simetria Ku ou simétrica Ks. Uma vez determinados todos 
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os deslocamentos nodais, as forças de superfície nestes nós sao 

obtidas com a relação: 

p = (IV. 7 9) 

Como mencionado anteriormente na seçao (IV.2), a ma

triz de rigidez obtida com o Método da Colocação na forma descri 

ta neste trabalho apresenta um mau condicionamento com relação 

à simetria, e portanto são comparadas apenas os resultados obti

dos com a matriz de rigidez Ku. 

Em todos os exemplos nao foram indicadas as unidades ten 

do em vista a finalidade apenas comparativa dos métodos utiliza

dos, não havendo portanto uma maior preocupação na obtenção de 

resultados práticos. 

IV.4.1 - CHAPA RETANGULAR TRACIONADA 

Para o problema mostrado na figura (IV.9) considera-se 

Estado Plano de Deformações, com G=l,O e v=0,2, cuja solução exa

ta é um campo de deslocamentos com variação linear nas duas di

mensoes. 
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p = 1,0/unidade de comprimento 

G= 1,0 

v = 0.2 

Fig. IV.9 - Definição da Chapa Retangular 

Como estamos utilizando elementos lineares, as solu

çoes obtidas com as matrizes Ku das duas formulações (Método da 

Colocação e Método de Galerkin) também são exatas. 

Com a finalidade de analisar o efeito da simetrização 

da matriz de rigidez obtida com o Método de Galerkin, o contor

no da chapa é discretizado em 14 e 28 elementos de mesmo compri

mento, figura (IV.10), e os deslocamentos obtidos nos pontos A-I 

na direção do eixo X2 estão apresentados na tabela (IV.l). Ob

serva-se um excelente comportamento da matriz de rigidez simetr! 

zada, fornecendo praticamente a solução exata quando é utilizada 

a discretização mais refinada. 
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b E F G e E F 

8 

1 A 

(a) 14 elementos (b) 28 elementos 

Fig. IV.10 - Discretizações do contorno da chapa 

retangular 

SOLu;:i\o 
MATRIZ Ks - GALERKIN 

~ 

G 

H 

1 

EXATA DISCRE:I'IZAÇÃO (a) DISCREI'IZAÇÃO 

0,8 0,795 0,802 

1,6 1,605 1,599 

2,4 2,398 2,399 

2,4 2,402 2,400 

2,4 2,399 2,400 

2,4 2,402 2,400 

2,4 2,399 2,400 

1,6 1,603. 1,600 

0,8 O, 796 0,801 

Tabela IV.l - Deslocamentos na direção do eixo X2 

(b) 
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IV.4.2 - VIGA EM BALANÇO COM CARGA NA EXTREMIDADE 

Para considerar a carga na extremidade da viga em ba

lanço, é aplicada uma distribuição de forças de cisalhamento no 

extremo, com variação parabólica, e com resultante total igual a 

1 (figura (IV.11)). 

G= 1,0 v=o.2 , 
, 
, 

~ 
/ 

0=f(1- \~) 

, 
! 

, 
3,0 

j. / 
/ 

' / 

x, i , 
j. / 

~ 
/ 3,0 
/ 

J , 
/ 

12,0 

Fig. IV.11 - Definição da viga em balanço com carga na 

extremidade 

t feita apenas uma discretização para o contorno, uti

lizando 36 elementos de mesmo comprimento, figura (IV.lla), e os 

resultados obtidos são comparados com a solução utilizando o MEF, 

com 144 elementos triangulares de deformação linear, cujos resul 

tados estão apresentados no trabalho de GEORGIOU [9 ] • 
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(a) ( b ) 

(a) elementos finitos (b) elementos de contorno 

Fig. IV.lla - Discretizações do contorno da viga em balanço 

com carga na extremidade 

Os resultados de deslocamentos na direção do eixo X2 

dos pontos ao longo do eixo X1 estão apresentados na tabela(IV.2). 

Nos resultados obtidos com a discretização em elementos de con

torno, considerou-se os deslocamentos nos pontos sobre o eixo 

X1 iguais à média dos deslocamentos dos pontos correspondentesna 

face superior e inferior da viga. 

A formulação utilizando o Método de Galerkin apresenta 

solução bem mais próxima da solução do MEF (que utiliza funções 

de interpolação quadráticas para os deslocamentos), principalmen 

te nos pontos de maiores deslocamentos, e a matriz simetrizada pr~ 

ticamente não afeta os resultados. 
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o:x)RD. Mt:1'000 00S Mt:1'000 DA Mt:1'000 DE GALERKIN 
ELEMENTOS FINITOS aJTJX:J>ÇÃO 

X1 Ku Ku Ks 
~ ~ ~ 

1,0 0,252 0,470 0,418 0,416 

2,0 0,813 0,846 0,996 1,003 

3,0 1,594 1,584 1,776 1,776 

4,0 2,579 2,475 2,759 2,762 

5,0 3,755 3,547 3,921 3,923 

6,0 5,076 4,766 5,240 5,242 

7,0 6,503 6,115 6,695 6,697 

8,0 8,104 7,571 8,262 8,263 

9,0 9,742 9,120 9,920 9,922 

10,0 11,901 10,704 11,644 11,645 

11,0 13,734 12,463 13,417 13,421 

12,0 15,110 14,148 15,199 15,194 

Tabela IV.2 - Deslocamentos na direção do eixo X2 de 

pontos sobre o eixo X1 

IV.4.3 - VIGA EM BALANÇO COM CARGA UNIFORMEMENTE DISTRIBUIDA 

Considera-se neste exemplo a viga em balanço com uma 

carga uniformemente distribuida, figura (IV.12). Também neste 

caso, para efeito de comparações, são utilizados os resultadosob 

tidos por GEORGIOU 1=9 ], utilizando o MEF e uma malha de 54 ele 

mentos triangulares de deformação linear. 
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p= !,O/unidade de comprimento 

9.0 

G = 0,5 y=O,O 
X2 

Fig. IV.12 - Definição da viga em balanço com 

carga uniformemente distribuída 

1,5 

1,5 

São utilizadas duas discretizações do contorno para 

analisar os resultados, a primeira com 30 elementos, e a segunda 

com 48 elementos de mesmo comprimento, conforme mostrado na fig~ 

ra (IV.13), onde também é indicada a malha de elementos finitos. 
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~ 
(a} malha de elementos finitos 

. ' . . ' 

(b} 30 elementos (c} 48 elementos 

Fig. IV.13 - Discretizações do contorno da viga em balanço 

com carga uniformemente distribuída 

Nas tabelas (IV.3} e (IV.4} estão indicados os desloca 

mentas na direção do eixo X2 dos pontos sobre o eixo X1. Os des 

locamentos, utilizando o Método dos Elementos de Contorno, sao 

obtidos da mesma forma do exemplo anterior, e observa-se novamen 

te os bons resultados encontrados com a matriz simetrizada do Mé 

todo de Galerkin. 
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ClX)RD. 
Mtm)IX) 1X)S Mmoro DA Mtm)IX) DE GALERKIN 

ELEMENIDS Frnrros CfJI.fXN;N) 

X1 Ku Ku Ks 
- - -

1,0 14,61 12,83 12,98 12,92 

2,0 42,94 39,17 42,57 42,84 

3,0 81,50 73,13 81,56 81,59 

4,0 127,30 113,37 127,76 127,87 

5,0 177,80 157,49 178,81 178,85 

6,0 231,20 203,88 232,60 232,64 

7,0 285,80 251,21 287,62 287,60 

8,0 340,60 298,56 342,70 342,59 

9,0 394,80 345,46 397,31 397,32 

Tabela IV.3 - Deslocamentos na direção do eixo X2 de pontos 

sobre o eixo X1 (30 elementos) 

MtrrQIX) 1X)S Mtm)IX) Ili\. Mt:IDOO DE GALERKIN 
ClX)RD. 

ELEMENIDS FrnTIOS mw::x;J,D 
X1 Ku Ku Ks 

- --
1,0 14,61 12,33 14,77 14,95 

2,0 42,94 38,38 43,52 43,59 

3,0 81,50 73,32 82,37 82,41 

4.0 127,30 114,82 128,44 128,48 

5,0 177,80 160,64 179,31 179 ,34 

6,0 231,20 208,93 232,96 232,98 

7,0 285,80 258,31 287,85 287,85 

8,0 340,60 308,08 342,85 342,86 

9,0 394,80 354,43 397,38 397,36 

Tabela IV. 4 - Deslocamentos na direção do eixo X2 de pontos sobre o 
eixo X (48 elementos) 

1 
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IV.4.4 - TUBO CILfNDRICO DE PAREDE ESPESSA COM PRESSÃO INTERNA 

Utilizando a dupla simetria, pode-se discretizar ape

nas um quarto do domínio, impondo-se as condições de contorno a

propriadas, figura (IV.14). A solução exata é dada )X)r TIMJSHENKO 

[10 ]. 

r 
G = 1,0 

v =0,2 

Fig. IV.14 - Definição do tubo cilíndrico de parede espessa 

com pressão interna 

O contorno e discretizado em 32 elementos, sendo que 

próximo a face interna do tubo utiliza-se elementos de menor com 

primento para representar de urna forma mais efetiva o campo de 

deslocamentos. 
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Fig. IV.15 - Discretização do contorno do tubo cilíndrico 

Os deslocamentos radiais nos pontos ao longo do eixo 

X1 estão indicados na tabela (IV.5), onde observa-se um bom com

portamento de todas as formulações. Entretanto, com a matriz de 

rigidez do Método da Colocação, ocorre grande perturbação nas 

tensões nos pontos próximos aos cantos, o que pode ser observa

do no gráfico (IV.1), onde esta indicada a variação das tensões 

0
8

. Resolvendo o problema com o MEC sem gerar a matriz de rigi

dez (não introduzindo portanto as condições de canto), esta per

turbação nao ocorre. 



.114. 

TABELA IV. 6 - DESWCI\MENI'O.S 00S PONI'OS 00 EIXO DA VIGA. NA DIREÇÃO 00 EIXO x2 

CXX)RD. SOLu;:ÃQ 
ME':roOO DA aJT.JXAÇN) ME':roOO DE GALERKIN 

X1 EXATA 
MEC Ku Ku K" 

~ ~ ~ 

1,00 0,5333 0,5289 0,5252 0,5280 0,5279 

1,10 0,4872 0,4824 0,4826 0,4804 0,4809 

1,20 0,4490 0,4443 0,4433 0,4441 0,4437 

1,35 0,4027 0,3983 0,3977 0,3938 0,3938 

1,80 0,3119 0,3083 0,3081 0,3048 0,3047 

2,30 0,2552 0,2523 0,2523 0,2510 0,2510 

2,80 0,2210 0,2186 0,2186 0,2178 0,2176 

3,40 0,1957 0,1937 0,1938 0,1929 0,1931 

4,20 0,1765 0,1750 0,1749 0,1740 0,1733 

5,00 0,1667 0,1660 0,1665 0,1664 0,1662 

Tabela IV.5 - Deslocamentos radiais de pontos sobre o 

eixo X1 
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0,8 t • is" - Método da Colocação 
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0,6 
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0,4 

• •• 
0,3 
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0,1 

1,0 2,0 3,0 4,0 ·º X1 

Gráfico IV.l - Tensões o 0 nos pontos ao longo do eixo X1 

IV.4.5 - VIGA LONGA COM CARGA UNIFORMEMENTE DISTRIBUIDA 

A viga longa é caracterizada por um vao livre bem sup~ 

rior a sua altura. Desta forma a teoria de vigas fornece bons 

resultados para deslocamentos ou tensões nas seções mais afasta

das dos apoios. 

Seja então a viga longa mostrada na figura (IV.16). P~ 

ra resolver o problema é utilizada apenas a metade do domínio, 
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com as condições de contorno indicadas para considerar a sime

tria. A estrutura equivalente para a teoria de vigas, e para a 

qual são obtidos os valores comparativos, está indicada na figu-

ra (IV .16-b). 

~ p = !,O/unidade de comprimento 

~

5 

~ +~;;;~•;;;;;;1!;;;;;;!;:;;;;;!;i ;;;;i1;-'~/!+ ;;;;i1;;;;!;1 ;;;;;;!;J ;;;~i.;;;;:!;♦ ;;;;;;!;• ;;;~•;;:!•;~• G : ~ ~
4 
~ O O 

~~ Largura= 1,0 

ITIIt a= 10.0 

90 

X2 

(a) parte simétrica para cálculo utilizando o MEC 

r p = '·º Largura = 1,0 

' t t I I 7 I I I I I I l t Altura= 10,0 

Ã Ji..... E=228571 1177711 

5lt . 190 + J,5 1 

R = IÇ)0,0 R=l00,0 

(b) estrutura para cálculo utilizando a teoria de vigas 

Fig. IV.16 - Definição da viga longa 
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O contorno é discretizado em 58 elementos, sendo que 

ao longo da altura da viga (X 1 =0 e X,=100) são utilizados elemen 

tos de menor comprimento, com a finalidade de analisar a varia

çao da tensão nestas seções (figura (IV.17)). 

49,.+i+++-+-+----t---+---+--+--+--+--+--l-t-,f32 

5
-41+++---t-+---+---+--+--+--+-+-+--t-Hl8:,+j~2 

Fig. IV.17 - Discretização do contorno da viga longa 

Para impedir o deslocamento de corpo rígido da estrutu 

ra mostrada na figura (IV.16 a), um deslocamento nulo é imposto 

no nó localizado no centro do apoio (nó 20, figura (IV.17)), na 

direção do eixo X2. 

Como as condições de canto utilizadas no Método da Co

locação nao se aplicam quando a descontinuidade de forças ocorre 

em um nó de um contorno reto (o ângulo entre os dois elementos 

adjacentes ao nó é igual a 180°), utiliza-se uma distribuição de 

forças de superfície contínua na região do apoio. Considerando 

que a força total para garantir o equilíbrio da estrutura é igual 

a 100, a figura (IV.18) mostra a distribuição de forças de supe~ 

fície adotada nos nós correspondentes ao apoio. 
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ISOº 1 . ..---.--,. . . . 
~II J II i ! I J ª = '

1
•
43 

Fig. IV.18 - Distribuição de forças de superfície no 

apoio 

Este problema nao é muito adequado para a utilização 

do MEC com elementos lineares. Em primeiro lugar pelo contorno 

de uma forma muito alongada, o que leva a erros numéricos. Em 

segundo lugar pela variação do campo de deslocamentos ( pJlinômios 

de quarta ordem), que não é bem representada pelo elemento li-

near. 

Na tabela (IV. 6) estão .. ,.indicados os deslocamentos dos 

pontos sobre o eixo X1 na direção do eixo X 2 • As soluções uti

lizando o Método da Colocação não apresentam bons resultados,co~ 

parados com a solução obtida com a teoria de viga. Entretanto a 

matriz de rigidez do Método de Galerkin, mesmo utilizando eleme~ 

tos lineares, fornece resultados muito bons, os quais praticame~ 

te não são afetados ao utilizar a matriz de rigidez simetrizada. 
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TABELA IV. 6 - Deslocamentos dos pontos do eixo da viga na direçao do eixo x2 

r4:roOO DA ffil.íX:,J,QD r4:roOO DE Gl'ILERKIN 
CCX)RD. TEORIA 

X1 DE VIGA. 
MEC Ku Ku Ks 

~ ~ ~ 

10 0,0746 0,0507 0,0513 0,0765 0,0765 

20 0,2215 0,1499 0,1514 0,2268 0,2271 

30 0,3616 0,2445 0,2470 0,3702 0,3708 

40 0,4910 0,3330 0,3365 0,5024 0,5034 

50 0,6063 O ,4140 0,4185 0,6199 0,6212 

60 0,7045 0,4863 0,4919 0,7180 0,7215 

70 0,7837 0,5484 0,5550 0,8003 0,8022 

80 0,8410 0,5987 0,6063 0,8586 0,8605 

85 0,8614 0,6183 0,6264 0,8784 0,8803 

90 0,8761 0,6331 0,6416 0,8935 0,8954 

95 0,8850 0,6424 0,6513 0,9021 0,9041 

100 0,8879 0,6457 0,6557 0,9050 0,9070 

Outro resultado em que se observa um comportamento bem 

melhor da solução utilizando a matriz de rigidez do Método de 

Galerkin é a variação das tensões normais na seção transversal mé

dia da viga. No gráfico (IV.2) estão indicados os valores obti

dos com algumas formulações, sendo que a solução utilizando a m~ 

triz de rigidez do Método da Colocação, que utiliza as condições 

de canto, não está indicada pois apresenta resultados bastante 

distorcidos. 
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,. X• -5 Teoria de vigas 

/; MEC .,. -4 

o K"- Método de Galerkin 
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-------------- ox t,. 

Gráfico IV.2 - Distribuição de tensões normais na 

seçao média 
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CAPITULO V 

CONCLUSÕES 

V,l CoNSIDERACÕES INICIAIS , 

A finalidade básica deste trabalho foi a obtenção de 

uma matriz de rigidez, formulada com o Método dos Elementos de 

Contorno, numa forma apropriada para a combinação com o Método 

dos Elementos Finitos. Com esta intenção foi despendido um maior 

esforço na obtenção de uma matriz de rigidez simétrica, que é 

uma caracteristica essencial do MEF, de forma a ser possivel a 

introdução desta formulação em programas computacionais já dese~ 

volvidos, considerando a região discretizada com elementos de con 

torno como um "super elemento finito". 

Não houve uma maior preocupaçao em garantir o equili

brio de forças do "super elemento finito", que é outra caracte

ristica do MEF. O Método dos Elementos de Contorno não garante 

esta condição, e algumas formulações impõem ao sistema de equa

çoes a condição da integral das forças de superficie ao longo do 

contorno se anular. Entretanto, como os resultados obtidos com 

algumas formulações foram satisfatórios, esta.condição extra nao 

foi introduzida neste trabalho. Porém cabe observar que param~ 

lhas suficientemente refinadas o equilibrio de forças é automati 

camente verificado. 
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V,2 CONCLUSÕES GERAIS 

A primeira parte do trabalho trata de problema de po

tencial bi-dimensional, na qual foram analisados exemplos de dis 

tribuição de temperaturas em dois domínios diferentes. Como foi 

utilizado o elemento constante (cujo nó funcional está localiza

do no seu ponto médio) para discretização do problema, não houve 

necessidade de uma análise da descontinuidade do fluxo (derivada 

do potencial) no contorno. Foram utilizadas as. formulações com 

o Método da Colocação, o Método de Galerkin e uma. abordagem al

ternativa descrita no Capítulo II. 

Utilizando a matriz de rigidez correspondente à parte 

simétrica da matriz obtida com o MEC, obteve-se excelentes resul 

tados com as três formulações, diferindo muito pouco dos result~ 

dos obtidos com a matriz original sem simetria. J;: importante oe_ 

servar também que ao refinar a discretização. em elementos de con 

torno, como no exemplo 1 do Capítulo III, a solução utilizando a 

matriz simétrica fica mais próxima da solução da matriz sem sime 

tria, que se aproxima da solução exata. Este fato evidencia que 

a característica da matriz ser quase simétrica é melhorada quan

do se refina a discretização do contorno. 

Pode-se concluir portanto, para o caso de potencial b~ 

dimensional com elementos constantes, que ao utilizar como ma

triz de rigidez a parte simétrica da matriz obtida com o MEC,não 

é introduzido um erro significativo na solução do problema, ob

tendo-se resultados equivalentes ao obtido diretamente com oMOC. 
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A análise dos resultados também conduz à. conclusão de 

que nao se justifica a utilização do Método de Galerkin quando o 

contorno é discretizado em elementos constantes.. Os resultados 

obtidos com o Método da Colocação, que demanda um tempo computa

cional inferior, são ligeiramente superiores aos obtidos com o 

Método de Galerkin nos dois exemplos analisados. 

Quanto a abordagem alternativa que também é utilizada, 

o número de exemplos é insuficiente para se concluir sobre a sua 

aplicabilidade. O fato de ser utilizado o elemento constante tam 

bém dificulta esta análise, tendo em vista que mesmo o Método de 

Galerkin, para o qual eram esperadas as melhores soluções, nao 

apresenta um bom desempenho. Nos exemplos analisados esta abor

dagem alternativa fornece soluções equivalentes aos outros dois 

métodos, mas demanda um tempo computacional superior. 

A segunda parte do trabalho analisa com maiores deta

lhes a obtenção da matriz de rigidez para o caso da elasticidade 

bi-dimensionaL Sendo esta análise mais específica, os resulta

dos obtidos permitem uma melhor avaliação de cada método, e con

sequentemente conclusões mais objetivas. 

Para o problema de. elasticidade foram utilizadas ape

nas as matrizes obtidas com o Método da Colocação e com o Méto

do de Galerkin. Estas. formulações foram desenvolvidas para o 

elemento· linear, já visando uma posterior combinação com o Méto

do dos Elementos Finitos. 

A grande dificuldade para a utilização do elemento li-
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near acontece nos cantos de descontinuidade geométrica no conter 

no, onde existem forças de superfície descontínuas. 

Para considerar o efei.to da descontinuidade destas for 

ças, quando é utilizado o Método da Colocação, são introduzidas 

'condições de canto' adicionais, que entretanto apresentam duas 

grandes restrições: 

i) nao representam a descontinuidade das forças de superfí

cie em contornos retos (ângulo. entre os elementos adjaceE_ 

tes igual a 180°) e também em fraturas (ângulo igual a 0°). 

ii) a introdução das condições de canto destroi a caracterís

tica de quase simetria da matriz obtida com o MEC, mesmo 

na forma descrita na referência [ 9]. 

Os resultados para deslocamentos obtidos.com a matriz 

de rigidez com as. condições de canto, sem simetrização, foram mui 

to bons em todos os exemplos apresentados no Capítulo IV, equiv~ 

lentes aos resultados obtidos diretamente com o.MEC. As condi

ções de canto tiveram grande influência no cálculo das forças de 

superfície, sendo que alguns resultados ficaram. cornpletarrente dis

torcidos. Esta.distorção se deu em maior escala no exemplo da 

viga longa, seção (IV.4.5). 

Utilizando o Método de Galerkin as 'condições de can

to' nao são necessárias. Com funções de ponderação iguais as 

funções de interpolação, e considerando estas funções de ponder~ 

ção divididas em duas componentes nos nós de descontinuidade, o 
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Método de Galerkin pode representar qualquer distribuição de fOE 

ças de superfície, não existindo as restrições indicadas no Méto 

do da Colocação. 

O aspecto da simetria ainda e mais marcante. Os ter

mos da matriz de rigidez obtida com o Método de Galerkin locali

zados em posições simétricas são praticamente iguais, e o fato 

de utilizar apenas a parte simétrica da matriz não afeta os re

sultados. Isto é comprovado em todas as aplicações apresentadas 

no Capítulo IV, sendo que o. exemplo da viga longa, que não e a

propriado para a utilização do MEC com elementos lineares, e a 

melhor demonstração do bom desempenho do método. 

Com o Método de Galerkin é necessária uma integração 

dupla para gerar os elementos das. matrizes~ e~, que são utili

zadas para obtenção da.matriz de rigidez. Isto implica em um a

créscimo do tempo computacional, comparado com a utilização do 

Método da Colocação. Os programas utilizados neste trabalho têm 

a mesma estrutura, e uma comparaçao destes tempos pôde ser fei

ta. Para uma estrutura com. 12 nós, o tempo. gasto pelo Método de 

Galerkin foi 3 vezes superior ao tempo gasto pelo Método da Colo 

caçao. Para a estrutura com 32 nos, o tempo foi igual ao dobro, 

e para a estrutura com 58 nos o tempo foi superior em apenas 50%. 

Para uma estrutura com um maior número de nós esta diferença se

rá inferior, porque o tempo gasto para a montagem da matriz H e 

G passa a ter uma menor influência no tempo total. 

Cabe também salientar que os resultados obtidos em to

dos os exemplos com a matriz de rigidez do Método de Galerkin são 
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equivalentes aos resultados obtidos diretamente com o MEC com e

lementos quadráticos, quando é utilizado o mesmo número de pon

tos nodais no contorno. 

Pode-se concluir portanto que a matriz de.rigidez obt! 

da com o Método de Galerkin é a mais apropriada para um problema 

de combinação com o MEF, podendo ser considerada apenas a sua PiiE. 

te simétrica para montagem da matriz de rigidez global da estru

tura. 

V,3 SUGESTÕES 

A análise da combinação de diversos métodos numéricos 

para solução de problemas da engenharia é muito importante, e Ilnl! 

tas pesquisas podem ser efetuados nesta área. Com os resultados 

obtidos neste trabalho, a seguir são dados algumas sugestões pa

ra continuidade e ampliação do assunto aqui abordado. 

Para utilizar a matriz de rigidez obtida com o Método 

da Colocação com elementos lineares ou de ordem superior, torna

se necessária uma análise mais criteriosa das 'condições de can

to', e principalmente a sua influéncia na simetria da matriz.Uma 

alternativa seria a utilização de elementos do tipo não-confome, 

em que os nós do canto são deslocados para o interior dos elemen 

tos adjacentes, não necessitando portanto de nenhuma condição e~ 

tra. Outra forma seria manter o nó funcional no canto, e deslo

car apenas a posição do ponto. fonte para o interior dos elemen

tos adjacentes, gerando. duas linhas desiguais e evitando a sing~ 

laridade da matriz G. 
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A matriz de. rigidez. obtida com o Método de Galerkin p~ 

de ser introduzida em um programa computacional geral utilizando 

o MEF, considerando a região de elementos de contorno = um "su 

per elemento finito". 

Como uma das grandes vantagens do MEC. é a aplicação em 

regiões infinitas, a matriz de rigidez utilizando o Método de Ga 

lerkin pode ser desenvolvida utilizando a solução fundamental p~ 

ra o semi-plano ou semi-espaço. Desta forma, por exemplo, em um 

problema de interaç_ão solo-estrutura em que o solo seja represe~ 

tado por uma região de elementos de contorno, pode-se discreti

zar apenas a interface das duas regiões, reduzindo o gasto comp~ 

tacional. 
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APENDICE 1 

lNTEGRACÃO NUMÉRICA DE GAUSS 
I 

A expressao utilizada para a integração numérica uni

dimensional de Gauss e a seguinte: 

r f(x) 

n 
I dx - I f (xi) = = wi I 

i=l 
-1 

onde 'xi' é a coordenada do i-ésimo ponto de integração, 'w.' 
l. 

e 

o fator de peso associado, e 'n' é o número de pontos de integr~ 

çao. Estes valores estão listados na tabela abaixo. O erro as

sociado é En = 0(d 2 n f/dx 2 n): 

n=2 

0,57735 02691 89626 

n=4 

0,33998 10435 84856 

0,86113 63115 94053 

n=6 

0,23861 91860 83197 

0,66120 93864 66265 

0,93246 95142 03152 

n=8 

0,18343 46424 95650 

0,52553 24099 16329 

0,79666 64774 13627 

0,96028 98564 97536 

1,00000 00000 00000 

0,65214 51548 62546 

0,34785 48451 37454 

0,46791 39345 72691 

0,36076 15730 48139 

0,17132 44923 79170 

0,36268 37833 78362 

0,31370 66458 77887 

0,22238 10344 53374 

0,10122 85362 90376 
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APENDICE 2 

MUDANCA DE VARIÁVEIS PARA INTEGRAIS SINGULARES , 

Para o cálculo das integrais do tipo: 

jl f(n) dn (A2.1) 

-1 

quando ocorre singularidade nos extremos do domínio de integra

ção, é utilizada urna transformação quadrática envolvendo a coor-

denada intrínseca n e a coordenada e dos pontos de 

[ 17 J. Esta transformação é dada na forma: 

n(e) = ae 2 + b0 + c 

integração 

(A2. 2) 

e de tal maneira que a derivada dessa expressao em relação a e 

seja igual a zero no ponto onde ocorre a singularidade, e sejam 

mantidos os mesmos valores para os limites de integração. Sendo 

no ponto da singularidade, estas condições são dadas por: 

çao de n: 

dn = o 
d0 

0=-1 

em n 

para n=l 

para n=-1 

(A2. 3) 

(A2. 4) 

Com a equaçao (A2.2), obtém-se os valores de e em fun-



8 = -b ± / b 2 -4a(c-n)
1 

2a 
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Da condição (A2.3) tem-se: 

2a 8 + b 

que no ponto singular n fornece a expressao: 

2a 8 + b = O 

Substituindo (A2.7) em (A2.5) obtém-se: 

b 2 
- 4a (c-n) = O 

Utilizando as condições dadas por (A2.4) na 

(A2.2), obtém-se os valores: 

b=l 

a=-c 

que substituídos em (A2.8) fornece a equaçao: 

4a 2 + 4a n + 1 = o 

donde se obtém: 

- n ± / n2 - 1
1 

a = --'----'---
2 

(A2. 5) 

(A2 . 6) 

(A2. 7) 

(A2. 8) 

equaçao 

(A2 . 9) 

(A2 .10) 

(A2 .11) 
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Como tem-se singularidade apenas nos extremos, n=l ou 

n=-1, a expressão (A2.11) assume a forma: 

a = -- n (A2.12) 
2 

Substituindo as expressoes (A2.9) e (A2.12) nas expre~ 

soes (A2.2) e (A2.6), as transformações desejadas são obtidas: 

n<e) = n (1-0 2
) + e 

2 

dn = 1 - n e 
d0 

e a integral dada por (A2.l) pode ser calculada na forma: 

(A2 .13) 

(A2.14) 
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